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Einleitung

Ursprunglich wurde das Wort ,,Splines* als Bezeichnung fur die Schiffsbeplankung
in Langsrichtung des Rumpfes verwendet. In der Mathematik meint man damit
Kurven und Oberflachen die von bestimmten Punkten geleitet (,kontrolliert*) wer-
den. Die haufigste Verwendung der Splines findet sich in diversen Grafik- bzw.
CAD-Programmen, aber auch Querschnitte von Objekten in der 3D-Modellierung
oder Bewegungspfade fliir Animationen kénnen damit festgelegt werden. Durch
Spline-Oberflachen werden runde, geometrische Koérper geformt, die sich an ihre
Kontrollpunkte schmiegen, die wiederum sehr einfache Formveranderung ermég-
lichen.

Deshalb werden sie oft zur Interpolation und Approximation bentitzt, da die sttick-
weise Definition der Splines sie flexibler und einfacher zu handhaben macht als
allgemeine Polynome. Vor allem entstehen bei der Interpolation oder der Approxi-
mation mit Splines nicht so starke Oszillationen, wie oft bei Polynomen hdéheren
Grades.

In dieser Arbeit werden die Splines in den ersten beiden Kapiteln schrittweise ein-
geftihrt. Zuerst geht es um Basisfunktionen der Splines, die im zweiten Kapitel zu
B-Spline-Kurven und Oberflachen zusammengesetzt werden.

Im Mittelpunkt der Aufmerksamkeit liegen aber sogenannte NURBS-Kurven. Diese
~-non uniform rational b-splines® sind Spezialfdlle der rationalen B-Spline-Kurven
und werden in Kapitel 3 definiert.

Das Kapitel 4 beschreibt aus Griinden der Vollstiandigkeit die wichtigsten Algo-
rithmen, die fir Splines entwickelt wurden.

Das flinfte Kapitel stellt eine Einfihrung in die Intervallarithmetik dar. Die Im-
plementierungen der Algorithmen rechnen zum groften Teil mit Intervallen, um
die Rundungsfehler zu beherrschen und negative Effekte, die dadurch entstehen,
auszuschliefSen. Zusétzlich wird ausfihrlicher das Intervall Newton Verfahren be-
schrieben, das im Zusammenhang mit Intervallanalysis eine grofie Rolle spielt.

Das Hauptresultat dieser Diplomarbeit befindet sich im vorletzten Kapitel. Das Ziel
der Arbeit besteht darin, eine NURBS-Kurve von allen Seiten durch eine sogenann-
te Box einzuschliefSen. Dabei wird die Vorgangsweise, die hier gewahlt worden ist,
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genauer beschrieben. Schlieflich werden Ergebnisse prasentiert und Sonderfalle
behandelt, die beim Auswerten vorkommen kénnen.

Im letzten Kapitel befinden sich schliefSlich die Implementationen. Die Vorlage fur
einige der Quellcodes stammen aus [8], wurden aber stark umgeschrieben und
geandert, um fir die in dieser Arbeit verwendeten Methoden niitzlich zu sein.



1 B-Spline-Basisfunktionen

In diesem ersten Kapitel werden die Grundbausteine der Splines vorgestellt. Da-
zu zahlen unter anderem die Knoten, der Knotenvektor und die Basisfunktionen.
Zusatzlich werden noch die Eigenschaften dieser Grundelemente und deren Zu-
sammenhang beschrieben. Im zweiten Unterkapitel behandeln wir die Ableitungen
der Basisfunktionen, und schlieflich wird im letzten Teilabschnitt erklart, warum
diese Funktionen Basisfunktionen heif3en.

1.1 Definitionen und Eigenschaften

Bevor man die B-Spline-Funktionen definiert, ist es unbedingt erforderlich, ande-
re Begriffe zu erklaren, da die Definition der Basisfunktionen ohne diese Spline-
Bauelemente nicht moglich ist.

Definition 1.1 (Knotenvektor)

Eine Menge U = {uy, ..., un} mit u; < uiy1, u; € R wird Knotenvektor genannt. Die
Elemente des Knotenvektors heilen dementsprechend Knoten. Der Knotenvektor
U ist beschrankt und spannt ein Intervall [up, uy,] = [a,b] C R auf.

Das halboffene Teilintervall [u;,u;, 1) C R, das die Knoten aufspannen, nennt man
das Knotenintervall. Es kann auch die Lange 0 haben, da die Knoten nicht not-
wendigerweise verschieden sein mussen. Tritt ein Knoten mehrfach in U auf, d.h.
gilt far ein i € {0,...,m + 1}, dass w; = ui;x_1 < Ui+, so nennt man k die Ordnung
oder die Multiplizitiat des Knoten ;.

Man teilt die Knotenvektoren in ,geklemmte® und ,ungeklemmte” Knotenvektoren
ein. Der Unterschied liegt darin, dass in der ,geklemmten® Variante die Endpunkte
mehrfach vorkommen, in der ,ungeklemmten*“ jedoch nur einfach.

Aufierdem teilt man die Knotenvektoren in periodische und nicht periodische Kno-
tenvektoren ein. Der Unterschied besteht in der Tatsache ob die inneren, (unter-
schiedlichen) Knoten dquidistant angeordnet sind, oder nicht.



1 B-Spline-Basisfunktionen

Es folgt ein Beispiel fiir die verschiedenen Knotenvektoren.

BEISPIEL

geklemmt ungeklemmt

periodisch u=1{0,0,0,1,2,345,6,7,77} u=1{22345,6,7,8.9,10}
u={-2-2,-15,-1,-0.5,0,0} u ={-20,-15,-10,-5,0,5,10}
nicht periodisch | U ={0,0,0,1.8,2.5,3.3,4,6,7,7,7} U ={-0.3,0.12,2.73.9,56.9.2}
u={1171717125537799999 | U={1.522283.1555,7,9.2}

Nun kann man den Begriff der B-Spline-Basisfunktionen definieren. Sie sind stiick-
weise Polynomfunktionen, die rekursiv nach dem Grad der Splines definiert wer-
den.

Definition 1.2 (B-Spline-Basisfunktionen)

Sei U = {up,...,um} ein Knotenvektor. Die i-te B-Spline-Basisfunktion N; , ist
rekursiv definiert durch:

Firp=0und fir 0 <i<m—p—1 gilt:

T w<u<ujyr,
Nio(u) == ' o (1.1)
0 sonst,
und far p > 1 gilt
U — Uj Uj —-u
Nip () = ———— Ny poq () + — P = Ny (), (1.2)
Uitp — W Witp+1 — Uit

In der Formel (1.2) kénnen Quotienten der Form % aufterten. Diese werden gleich
0 gesetzt.

Gilt zusatzlich, dass um_—p =Um_p41 =... = Uy, SO setzt man N1 o(um) = 1.

BEISPIELE

In Abbildung 1.1 sieht man B-Spline-Basisfunktionen der Ordnung 1, 2, 3 und 4.

In der linken Spalte sind sie auf dem periodischen Knotenvektor U; ={0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6}
definiert, und in der rechten Spalte sind sie auf dem nichtperiodischen Knoten-
vektor U, ={0,0,0,0.5,1,2.5,2.5,4.5,6,6,6} definiert.
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Abbildung 1.1: B-Spline-Basisfunktionen

Bemerkungen

e Die Notation wurde aus [8, ab Kapitel 2] ibernommen.

e B-Spline-Basisfunktionen sind auf ganz R definiert. Von Interesse ist aber

nur das durch den zugehoérigen Knotenvektor U induzierte Intervall, da au-
Berhalb dieses Intervalls alle N; ,, = 0 sind.

e Die Anzahl der Splines auf einem Intervall wird durch die Anzahl der Knoten

und durch den Grad p der Splines festgelegt. Ist m + 1 die Anzahl der Knoten
so ist n = m —p — 1 die Anzahl der B-Spline-Basisfunktionen vom Grad p.

Splines vom Grad p — 1.

¢ Eine B-Spline-Basisfunktion vom Grad p > 1 ist die Linearkombination zweier



1 B-Spline-Basisfunktionen

Proposition 1.1
Eigenschaften von B-Spline-Basisfunktionen

i. Jede Basisfunktion N;, hat beschrankten Trager, da sie auf3erhalb des In-
tervalls [u;i,ui 1) Gberall gleich O ist.

ii. Hochstens p + 1 Basisfunktionen sind ungleich O auf einem einzelnen Kno-
tenintervall [ui,ui 7). Das sind fir N; ,(u) genau die Funktionen N;_, ,(u), ...
. »Ni,p (u)

iii. ,Nichtnegativitat*: Es ist N; ,,(u) > 0 fur alle i,p und fur alle u € [up, um].

iv. ,Partition der Eins*: Es gilt, dass } '  N;,(u) =1 fur alle u € U, falls U von
der Form
u :{U,o). -0, Up 41, o oy Um—p—1,Um, .. -)um}
~—— —
P+l p+1

ist.

v. ,Regularitat“: Im Inneren eines Knotenintervalls sind die B-Spline-Basisfunktionen

unendlich oft stetig differenzierbar. Fiir u = u; € U ist N ,(u) € CP~¥, wobei k
die Ordnung von u; in U ist.

vi. Njp(u) besitzt genau ein Maximum, aufSer im Fall p = 0.

Den Beweis zur Proposition 1.1 kann man in [8, Kaptel 2] oder in [10, Kapitel 1]
nachschlagen.

1.2 Ableitungen einer B-Spline-Basisfunktion

In sehr vielen Anwendungen sind die Ableitungen der B-Spline-Basisfunktionen
wichtig. Man kann diese als lineare Kombinationen von B-Spline-Basisfunktionen
niedrigeren Grades darstellen bzw. man kann héhere Ableitungen als lineare Kom-
binationen der Ableitungen niedrigeren Grades schreiben.

Satz 1.1
Fari=0,...,mund far p > 1 ist die Ableitung einer Basisfunktion gegeben durch

N{,(u) = — P N - P

————Nip1p-1(w). (1.3)
Uitp — W Witp+1 — Uit

Beweis. Dieser Beweis wird durch Induktion nach p geftihrt.
Fiur p =1 sind Ny, 1(u) und Niqp-1(u) entweder 0 oder 1, und somit ist Ny ;(u)

10



1.2 Ableitungen einer B-Spline-Basisfunktion

entweder
1 1
_— oder _—
Uit — U Uit2 — Ui

Angenommen Gleichung (1.3) ist richtig fiir p — 1 mit p > 2. Um die Basisfunktion

U —Uuj Uitp+1 — U

Ni‘p(u) = Ni,pf1(u) +

= — Nit1p—1(u)
Uitp — U Uitp+1 — Ui

abzuleiten, bentitzt man die Produktregel:

1 u—uy
Nip() = ———Nip1(u) + ————N{,_;(u)
Uitp — W Witp — W
1 Uit —u
p+1 /
———————Nij1pa(W)+ ———— Ny, (w).
Witp+1 — Uit Witp+1 — Ui+
Nun setzt man ein und erhalt
, 1 1
Nipu)=——Nip1(u)— ———Niy1p1(u)
Uitp — W Witp+1 — Uit
u—uy p—1 p—1
+ ( Nip—2(u) = ——Nij1 p-2(u)
Witp — U \Wipp—-1 — Ui Witp — Wit1
Uitp41 — U p—1 p—1
+ Nit1p—2(u) = ————Nijzp2(u)
Witp+1 — Wi+l \Witp — Uit Witp4+1 —Uit2
1 1
= —Nip1(u)— ———Nipgp1(u)
Uitp — U4 Witp+1 — Uit
p—1 U —uy
+ Ni,pr(u)
Wipp — W Uipp—1 — U4
p—1 Uipi1—U  u-—1y
+ - Nip1p—2(u)
Uitp —Wi+1 \Witp+1 —Uip1 Uipp — W
p—1 Witp41 — U
- Niy2p1(u).
P
Witp+1 — Wit1 Witp4+1 — Uit2
Beachtet man die Gultigkeit von
Uippy1 —w U —Uj  Uigpy] — Wiy n Witp+1 — U i Uipp — U U—U4
WUitp+1 —Ui+T  Uipp — U Witp+1 — Ui+ Uipp+T —UWip1 Uipp —UQ Uigp — U
| S —

—1 1
Uipp —U U —Ujqg

)
WUitp — Ui WUigp+1 — Ui

11



1 B-Spline-Basisfunktionen

so folgt weiters

1 1

N{ (u)=———Njp q(u) = ————Nip1p_1(u)
vP Uigp —ui " Wippir —Uigr 7
Ni,'p*] (u]
—1 u—uy Uistp — U
+—P LNy oa(u) + —F Nit1p—2(u)

Wiprp — Ui | Uigp—1 — Ui Witp — Wit1

Nipgpo1(u)

p—1 U — Uit Witp+1 —U
~ Nt poz(u) + — P2 N ()
Witp+1 —Uip1 | Witp — Ui Witp+1 —Ui42
1 1
= ——Nip (W) - ———— Ny p1(u)
Uitp — W Witp+1 — Uit
p—1 p—1
+——Nipau) - ————— Ny p(u)
Witp — U Witp+1 — Uit
p p
= ——Nipa(u) - ———— Ny pa(u).
Uitp — UL Uitp+1 — Uit
Damit ist die Behauptung bewiesen. O]

Genauere Details zu dem Beweis und Rechenbeispiele findet man in [8, Kapitel 2].

BEISPIEL
Hier sieht man B-Spline-Basisfunktionen vom Grad 3 auf dem periodischen Kno-
tenvektor U = {0,0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1,1,1} und darunter deren Ableitungen.

Fir hohere Ableitungen einer B-Spline-Basisfunktion gilt die rekursive Formel

(k—1) (k—1)
NiD o (u) Ny (u)
N () i=p | P LR . (1.4)
’ Uitp — W Witp+1 — Uit

Diese Formel erhdlt man durch schrittweises Ableiten einer Basisfunktion. Man
kann sie zu folgender Formel, die nur aus den Basisfunktionen und nicht deren
Ableitungen besteht, umschreiben:

K
)y p!
N, (u) = bk j;o ax,jNitjp—x(u) (1.5)

12



1.2 Ableitungen einer B-Spline-Basisfunktion

mit

B-Spline Basisfunktionen

Ableitungen

o
o

o
o

0.4

0z

3

03

B3

0z 04 05 [ak<)

Abbildung 1.2: B-Spline-Basisfunktionen und deren Ableitungen

ao,0 =1,
o ak—1,0
Q0 = ———
Witp—k+1 — W
Ak—1,5 — Qk—1,j—1
axj = ]:1,. .,k—],

)
Witpj—k+1 = Uitj

a —0Kk—1,k—1
Kk=—"—"—~—" -
Wirp4+1 — Witk

Zu guter Letzt kann man die k-te Ableitung einer B-Spline-Basisfunktion auch als
lineare Kombination k-ter Ableitungen von B-Spline-Basisfunktionen niedrigeren

Grades darstellen:

Nify () =

u—uyq

p < Uifpp] — U
p—k \ip —w

NK)

ip—1 (u) +

(k)
Nty por(u) ).
Uitp+1 — Uit

Bei numerischen Berechnungen sollte man immer darauf achten, dass k < p ist,
da fiir jedes k > p die Ableitung 0 ist.

13



1 B-Spline-Basisfunktionen

1.3 Die Eigenschaften von Basisfunktionen

Bildet man den Vektorraum der stiickweisen Polynome, so bilden die B-Spline-
Basisfunktionen eine Basis dieses Raumes. Diese Tatsache wird in diesem Unter-
abschnitt genauer erklart und bewiesen.

Man betrachte den Knotenvektor U = {uo, ..., ux} mit u; < uj,; furallei=0,... k—1.
Die Menge aller stiickweisen Polynome vom Grad p auf U bildet einen Vektorraum
V. Die Dimension von V ist k(p + 1).

Weiters kann man Stetigkeitbedingungen an diese Polynome stellen. Sie sollen C™
sein an den Knoten u;, fir i = 0,...,k— 1 und —1 < r; < p. (Werden fir einzelne
Knoten u; keine Stetigkeitsvoraussetzungen gestellt, so setzt man r; = —1.) Der
entstehende Vektrorraum hat dann die Dimension

3

dimV=k(p+1)—) (ri+1), (1.6)
i=0

da jede Stetigkeitsvoraussetzung der Ordnung r; die Dimension von V um r; + 1

verringert.

Die gewunschte Stetigkeit erreicht man, indem man die Ordnungen der Knoten
entsprechend der Eigenschaft v. aus Proposition 1.1 setzt. Das heif3t, man be-
trachtet Knotenvektoren der Form

U:{uo,...,uo,u1,...,u1,...,uk,...,uk}

To T Tk

mit u; < uyy fir allei =0,...,k— 1. Die Anzahl der Elemente in U betragt Z};o Tj.

Satz 1.2

Sei U wie oben und V der Vektorraum aller stiickweisen Polynome vom Grad p, die
C" an den Knoten u; sind.

Die B-Spline-Basisfunktionen N; ,, bilden eine Basis des Vektorraums V.

Beweis. Sei .
m=-—1+ Z t;.
j=0

Dann gibt es klarerweise genau m B-Spline-Basisfunktionen vom Grad 0 auf U

14



1.3 Die Eigenschaften von Basisfunktionen

mit N; o # 0, welche die gewtlinschten Stetigkeitvoraussetzungen erfiillen. Weiters
gibt es m — 1 B-Spline-Basisfunktionen vom Grad 1 auf U mit N;; # 0. Allgemein
gibt es m — p B-Spline-Basisfunktionen vom Grad p auf U mit N;, # 0, welche
ebenfalls die gewtlinschten Stetigkeitvorraussetzungen erfiillen. Laut Eigenschaft
v. aus Proposition 1.1 gilt t; = p —r;, wobei r; die Stetigkeitsvoraussetzung an dem
Knoten u; far i = 0,...,k ist. Setzt man dies in die Gleichung (1.6) ein, so ergibt
sich

K

dimV=k(p+1)=> (p—t;+1)
j=0
3

=k(p+1) = (k+Np+> tj—(k+1)
j=0

k
=—p+1+)
=0
=m-—7p.

Somit entspricht die Dimension von V der Anzahl der B-Spline-Basisfunktionen.
Es bleibt noch zu zeigen, dass die Basisfunktionen linear unabhéangig sind. Dies
beweist man wiederum durch Induktion nach p.

Die Basisfunktionen fiir p = 0 sind linear unabhangig, da sie laut Definition dis-
junkte Trager haben.

Angenommen fiir p > 1 seien die B-Spline-Basisfunktionen vom Grad p — 1 linear
unabhéngig. Man setzt n = m —p — 1 und muss zeigen, dass

mn
Z oiNip(u) =0 fur alle u ist.
i=0

Mit Gleichung (1.3) folgt

0= (Z oqu,p(u)> = ouN{ ,(w
i i=0

:pi o (Ni,‘p1(u) ~ Nigipaa(u ) .

Uitp —UL Uipp4] — Uit

Es gilt weiters, dass

n

i o N1 (W) S Niy1,p—1(u)

i i
Uy — Uy iy — Uy
0 i+p i i—0 i+p+1 i41

o
I

—

n n+1

Nip_1(u Nip_1(u
Z‘Xi i,p 1( )+ Z X1 i,p 1( )
o Witp Ui 1T Uitp — W

o

15



1 B-Spline-Basisfunktionen

Nun ist Ny ,_1(u) = Nny1,p-1(u) =0, und durch die Anderung der Indizierung im

zweiten Term ergibt sich die Gleichung

n
0— wNi,p—1 (u).
iy Wit — W
Wegen der Induktionsannahme gilt o; — «;_7 = 0 fur alle i, womit gilt, dass alle «;

gleich sein mussen. Nun ist noch zu zeigen dass die «; = 0 sein mussen. Sei dazu

u € (uj,uj41).
Es ist

i=j-p >0
=

Aber mindestens eine der Funktionen ist grof3er als 0:

u—u; Uy —-u
) j+p+1
Njp(u) = ———Njpat———Njy1p-1(u) =
j+p j j+p+1 j 5
- =

ko>0

u—1u Wy u
) )+Pp
kONj,pfl(u) :kO - j,p72‘|‘—] ]+1,p72(u) =
Yjrp—1 — Ujp —Uj + -
— =
k1>0
kok]Nj’pfz(u) =...= ko et kp,1 Njo .
——
>0 =1

Damit muss «; Null sein und somit auch alle anderen «;.

16



2 B-Spline-Kurven und Oberflachen

Mit Hilfe der Spline-Basisfunktionen aus dem ersten Kapitel werden in diesem
Kapitel B-Spline-Kurven beschrieben. Es wird ferner auf deren Eigenschaften ver-
wiesen, und es werden Methoden vorgestellt, um Ableitungen der B-Spline-Kurven
zu bilden.

Danach werden B-Spline-Oberflachen und ihre Eigenschaften vorgestellt. Ebenso
werden Formeln angegeben, um partielle Ableitugen dieser Oberflachen zu berech-
nen.

Zum Schluss dieses Kapitels wird noch ein wichtiger Spezialfall der Splines vorge-
stellt, die Bézier Kurven.

2.1 Definition und Eigenschaften von B-Spline-Kurven

Spline-Kurven sind stetige Kurven, deren Verlauf durch eine Menge geordneter
Punkte in der Ebene oder im Raum vorgegeben werden. Zusatzlich haben sie auf-
grund ihrer speziellen Konstruktionsweise eine Reihe von interessanten Eigen-
schaften, die das Arbeiten mit solchen Kurven erleichtern.

Definition 2.1 (Spline-Kurve)
Eine B-Spline-Kurve vom Grad p ist definiert durch

Cluy=) Nip(wP; a<u<hb. (2.1)
Dabei nennt man P; fiir 0 < i < n die Kontrollpunkte und das Polygon, das sie

bilden, Kontrollpolygon. N; ,(u) sind B-Spline-Basisfunktionen vom Grad p, die
auf dem nicht notwendigerweise periodischen geklemmten Knotenvektor

U={g,...,aq,upy1,...,Um—p-1,b,...,b}
p+1 p+1
definiert sind. U besitzt also m + 1 Knoten, die auch mit up = a,u; = a,...,up, = a,
Up41,.--yUm—p—1,Um—p = b,...,uyn = b bezeichnet werden. Die inneren Punkte u;

17



2 B-Spline-Kurven und Oberfldachen

firi=0,...,m—1in U dirfen hier durchaus mehrfach vorkommen.

BEISPIELE
1. B-Spline-Basisfunktionen der Ordnung 2 auf dem Knotenvektor U; = {0,0,0,1,2,
344555}

2. Eine etwas langere Kurve und ein weiteres Beispiel.

Proposition 2.1
Eigenschaften von B-Spline-Kurven

i. C(u) ist eine stiickweise Kurve, deren polynomiale Stiicke C;(u) firi=0,...,n—
1 Polynome vom Grad p sind. Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der
Knoten (m + 1), der Anzahl der Kontrollpunkte (n + 1) und des Grades der

18



2.2 Ableitungen einer B-Spline-Kurve

B-Spline-Basisfunktionen p ist durch folgende Gleichung gegeben:

m=n+p-+1. (2.2)

ii. Die B-Spline-Kurven interpolieren ihre Endpunkte Py, und P,,. Insbesondere
ist C(a) = Po und C(b) = Py,.

iii. B-Spline-Kurven sind invariant unter affinen Transformationen (Translatio-
nen, Rotationen und Skalierungen). Die Transformationen werden nur auf
die Kontrollpunkte P; des Kontrollpolygons angewandt.

iv. Die B-Spline-Kurve ist vollstindig in der konvexen Hiille ihres Kontrollpoly-
gons enthalten. Genauer ist fur alle u in einem Knotenintervall [i,1;41) das
zugehorige Kurvenstiick Ci(u) (fair u € [0, 0i4+1)) in der konvexen Hille von
Pi_p,...,Pi enthalten.

v. Wenn man einen Kontrollpunkt P; &ndert, so hat dies nur im Intervall [ti;, T4 41)
Auswirkungen auf die Kurve C(u).

vi. Das Kontrollpolygon bildet eine stiickweise lineare Approximation an die
Kurve. Dabei gilt die Regel: Je niedrieger der Grad p der Kurve, desto bes-
ser wird sie durch das Polygon approximiert. Fiir p = 1 sind das Polygon und
die Kurve identisch.

vii. Im R? gilt die Tatsache, dass keine Gerade mehr Schnittpunkte mit der Kurve
selbst als mit ihrem Kontrollpolygon hat. ImR? gilt diese Aussage fur jede
Ebene.

viii. Weil eine B-Spline-Kurve eine lineare Kombination aus den B-Spline-Basisfunktionen
ist, hat sie auch dieselben Regularitatseigenschaften. Genauer gesagt ist sie
im Inneren eines jeden Knotenintervalls unendlich oft differenzierbar, und
fir u = 4; € U ist C(u) hochstens (p — ti)-mal differenzierbar, wenn t; die
Ordnung des Knotens 1; fir i =0,...,k ist.

Genauere Dateils und Beweise flir diese Eigenschaften findet man in [10, Kapitel
1] oder in [8, Kapitel 3].

2.2 Ableitungen einer B-Spline-Kurve

Weil jede B-Spline-Kurve mit Hilfe von Linearkombinationen von B-Spline-Basisfunktionen
erzeugt wird, erhalt man ihre Ableitung durch die Ableitung der Basisfunktionen.

19



2 B-Spline-Kurven und Oberfldachen

Genauer ist fir eine B-Spline-Kurve

die auf dem Knotenvektor U definiert ist, die Ableitung gegeben durch
C'(u) =) N{ (wP;. (2.3)
i=0

Diese Formel kann man folgendermafSen umschreiben:

n

mw=ZN%mm=Z<prqw%]’Mﬂwm@m
i=0

o Witp — W Witp+1 — Wit

n—1 n
= (P Z Ni+1“p—1(u)Pl+1> - (pZNiwq,p—](u)Pl)
i=0

i Witp+1 — Uit Uitp+1 — Uit

1
Nop_1(WPo % Piy1 — P Nng1p—1(W)P
=p—P— " 4p > Niggpgw)—t— - p P "

Up —Up s Witp+1 — Uit Un+p+1— Un41
1= —_—— =
=0 weil up=u, =Um =Um—p
=0
mn Pi
=9 Y Nt ot () ——
— Witp+1 — Uit
i=0
Nun betrachtet man den Knotenvektor
!
u = { W , Uy ... »up—hu‘p e aum*‘paum—‘p+] Yoot »um—Z)um—l}-
—~— —— N s — ——
=a =a =a =b =b =b

(U =U\{uo,um} und die Ordnung der Endpunkte a und b ist nun jeweils p; somit
hat U’ zwei Knoten weniger als U, also m—1 Elemente.) Die B-Spline-Basisfunktion
Nit1,p-1(u) auf dem Knotenvektor U ist gleich der B-Basisfunktion N; ,_1(u) auf
dem Knotenvektor U’.

Setzt man weiters
Pig1 — Py

)
Witp+1 — Uit1

Qi=vp (2.4)

so ist die Formel auf dem Knotenvektor U’ fiir die Ableitung der B-Spline-Kurve
C(u) auf dem Knotenvektor U gegeben durch

n—1
C'w) =) Nip 1(uQs (2.5)
i=0

auf dem Knotenvektor U’. Diese Formel ist numerisch weniger aufwandig als die
allgemeine Formel (2.3), da man die Ableitungen der Basisfunktionen nicht zu be-
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2.2 Ableitungen einer B-Spline-Kurve

rechnen braucht. Aufierdem ist die Anzahl der Basisfunktionen geringer, da der
Knotenvektor U’ weniger Elemente besitzt als U.

Die Ableitungen einer B-Spline-Kurve héheren Grades kénnen durch folgende re-
kursive Methode berechnet werden:

n
Clu)=CcOm) =) Nip(wP!® auf dem Knotenvektor U = U(®)
izo
n—1
C'(u)=CM(u) = Z Nip 1(wP!"  auf dem Knotenvektor U("
i=0
n—2
C’(u) =CP(u) = Z Nip 2(wP!?)  auf dem Knotenvektor U2,
izo

Schliegllich ergibt sich die Formel

n—k
Clw) = > Nipowpi® (2.6)
i=0
mit
P; k=0
P = { l p—k+1 (k=1) _ plk=1) 2.7
ui+p+1*ui+k( i+ Pi ) k>0

auf dem Knotenvektor U(%) = U(k=1)\ (Endpunkte} fiir p >k > 1.

Satz 2.1
Im Allgemeinen geht die B-Spline-Kurve C nicht durch die Punkte P;. Es gilt je-
doch, dass C(a) =0 und C(b) =1 ist, falls der Knotenvektor U von der Form

U= {‘0., s G Up 1, Up g2y, Ump 1 v‘b> R ab,}
p+1 p+1

ist. In diesem Fall ist die Kurve in Py und P, tangential zu den Seiten des Kontroll-
polygons.

Beweis. Zuerst zeigt man, dass C(a) = Py.

Der Knoten a liegt im Knotenintervall [u,,u,+1) fiir p = 0. Laut Definition 1.2 ist far
p=0nur N,o(a)=1.Fari=1,...,p—1,p+1,...,nist Ny o(a) =0. Fir p > 0 sind laut
Eigenschaft ii. aus Proposition 1.1 héchstens p + 1 Basisfunktionen auf [u,,u, + 1)
ungleich 0, und zwar genau die Basisfunktionen Ny ,,(a),...,N; »(a). Diese muss
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2 B-Spline-Kurven und Oberfldachen

man berechnen:

22

a Uo Up+1 —a
No,p(a) = Nop_1(a) + —2+ 1p—1(a) =Nj ,_1(a) =
Up —Up Up+1 — U
——
0 a
—_—————
1
a
a—"u Uy, —a
=4 N1,p—z((1)+u p+7 " N2 p—2(a) =Nz, _2(a) =
p+1 1 P2~ M2
0 a
| S —
1
= = NS,pfS(a) = = Np,pfp(a) = Np,O(a) =1,
a
a—f{n\ Upi2 — QA
N],p(a) = ﬁNLp—l (a)+ ﬁ Nz,p—1 (a) = Nz,pfl (a) =
p+1 1 p+2 \/2_/
0 a
| S —
1
a
a— up Upp2 —a
= 2p2(a)+ —2F 3p-2(a) =Nz, 2(a) =
Up4+2 — U2 Up4+2 — U3
—~—
O a
| —
1
=...=Ngp3(a)=...=Npi1p pla) =Npy10(a) =0,
a
a— up Uy,43—a
Napla) = ——=—Njp q(a) + —2+ N3 p-1(a) =Nz, 1(a) =
Up2 —U2 Up4+3 — U3
—~—
0 a
| ——
1
=...=Ngp3(a)=...=Npi2p pla) =Npy20(a) =0,
Ng,p(a) .= N4yp,1 (Cl) =...= N5‘p,2(a) =...= Np+3‘o(a) =0,
Ny pla) = =Ns5p_1(a)=...=Ngp_2(a)=...=Npia(a) =0,
Np_1 p(a) = ...= NZp—],O(a) =0,
prp(a) = e = szyo(a) =0



2.2 Ableitungen einer B-Spline-Kurve

Schliefllich setzt man das in Gleichung (2.1) ein und erhalt

1 0 0

Nun muss man noch C(b) = P,, zeigen.

Der letzte Knoten, b, liegt im abgeschlossenen Teilintervall [y, _p,_1,um—pl, SOmit
sind nach Eigenschalft ii. aus Proposition 1.1 die Basisfunktionen N, 5,1 ,(b),...,
...,Nm_p_1(b) zu berechnen. Zusatzlich gilt laut Definition 1.2, dass Ny, _10(b) =
1 ist. Alle anderen Basisfunktionen vom Grad p = 0 an der Stelle b sind 0.

Nun muss man die letzten p + 1 Basisfunktionen berechnen.

b

b—Um p1 U —b
Nm—p—],p(b) = UL Nm—p—],p—](b)+m7Nm—p‘p—1(b)
Um—1 —Um—p—1 Um —Um—p
~—— —
b 0
1
- Nm—p—1,p—1 (b) =
b
=~
b—Um p_1 Uy —b
= o Nm7p71 ,pr(b) + —n Nmfp,‘pr(b)
Um—1 —Um—p—1 Um —Um—p
— ———o—
b 0
1
= Nmfpfhpr(b) == Nmfpfhpfp(b) = Nmf‘pf],()(b) =1,
b
b—u 2 u 1 —b
Nim—p_2p(b) = P Nmep-2,p-1(b)+ ———— N p_1p-1(b
m—p 2,p( ) Um 2 —Um_p_2 m—p—2,p 1( ) Um—1 — Um—p m—p—1,p 1( )
| ———
b 0
1
= Nm—p—Z,p—] (b) =
b
—
b—um_ -2 Um—1 —b
= o Nmfpfz,pr(b) + = Nmf‘pfhpr(b)
Um—-1—Um-—p-2 Um—1 —Um—p-1
——
b 0
1
= Nmfpfz‘pr(b) == Nmfpfz,pf3 (b)=...= Nmfpr,O(b) =0,

Nm—p—S,p(b) = e = Nm—p—S,O(b) =Y,
Nm—Z‘p,‘p(b) = :Nm—Z‘p,O(b) =0,
Nm72pf1,p(b) = .. :Nm72pf1,0(b) =0.

23



2 B-Spline-Kurven und Oberfldachen

Es ist laut Definition n = m —p — 1; somit gilt:

n m—p—1 n
Cb)=) Nip(d)Pi= Y  Nip(aPi= Y Nip(a)Pi=
i=0 i=m—2p—1 i=m—p

= anp,p(a) Pup +Nn_pi1 ,p(a) Pn7p+l +...+ Ny p(a) n =Pn
S~ ~— —
0 0 1

Es bleibt zu zeigen, dass die Tangenten an den Endpunkten der Kurve den Sei-
ten des Kontrollpolygons entsprechen. Das bedeutet, es ist zu zeigen, dass C’(a) =
A(Po — Pq) flir ein A € R.

Satz 1.1

n P
:ZN{‘p(aJPi:ZN{,p(a)Pi _—
_Z ( ip—1(a) ].\JiJr]‘pf](-a) >Pi

Witp =W UWUipp+1 — Uit

Nach dem ersten Teil des Beweises gilt dass N; ,_;(a) = 1, und far alle i # 1 gilt
Ni p—1(a) =0. Somit ist

/o Nyp1(a)Py Nipo1(a)Po Py Po B
C'la)=p -p =p -p =
Up+1 — W Up+1 — W Up+1 — W Up+1 — W
L — )
Up+1 — U
Analog zeigt man, dass C’(b) =v(P,,_1 — Py) fir ein v € R.

2.3 Definition und Eigenschaften von B-Spline-OberflGchen

Nicht nur Kurven, auch Oberflachen kann man mithilfe von B-Spline-Basisfunktionen
konstruieren. Diese Oberflachen haben ebenfalls eine Reihe ,schoner” Eigenschaf-
ten. Es existieren einige Moglichkeiten, eine Oberfliche im Raum mathematisch

zu beschreiben. Fur die Theorie der B-Splines eignet sich dabei am besten die
Darstellung als Tensorprodukt.

Diese Methode erfordert Basisfunktionen in zwei Variablen, die als Produkt von
eindimensionalen Basisfunktionen in einer Variable konstruiert werden. Zusatz-
lich benétigt man geometrische Elemente, die in einem bidirektionalen Gitter an-
geordnet werden. Fur B-Spline-Oberfldchen sind dies die Punkte P; ; des Kontroll-

polygons.
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2.3 Definition und Eigenschaften von B-Spline-Oberfldachen

Definition 2.2 (B-Spline-Oberflache)
Um B-Spline-Oberflachen zu konstruieren, bendétigt man zwei nicht notwendiger-
weise periodische Knotenvektoren

U={uo, w1 ,..., Up ,Ups1,..., Ur—p_1,Ur—p,..., Uy } und (2.8)
—~— —~— —— ~~
=a =a —a =b =b

V={vo, Vi,..., Vp ,Vpi1,..-,Vs—q—1,Vs—qy---» Vs J. (2.9
—~— ~— —— —~—
=C =C =c —=d =d

Dabei gilt: U besitzt r + 1 Knoten mit Endpunkten a und b der Ordnung p + 1, und
V besitzt s + 1 Elemente mit Endpunkten ¢ und d der Ordnung q + 1.

Auf U werden B-Spline-Basisfunktionen N; ,,(u) vom Grad p miti=0,...,1—p —1
definiert. Die Gleichung (2.2) fir B-Spline-Kurven entspricht nun der Gleichung

r=n+p+1.

Auf V werden B-Spline-Basisfunktionen Nj 4(u) vom Grad q mitj =0,...,s —q —1
definiert. Die Gleichung (2.2) fir B-Spline-Kurven entspricht nun der Gleichung

s=m+q+1.

Die Kontrollpunkte P; ; des Kontrollpolygons (i, j siche oben) werden bidirektional
in einem Gitter angeordnet.
Die B-Spline-Oberfliache, die durch U, V und P; ; definiert wird, ist gegeben durch

S(u,v) =) Y Nip(wNj g(v)Py;. (2.10)

BEISPIEL
In der Abbildung 2.1 wird eine B-Spline-Oberfliche vom Grad p = 2 auf U =
{0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5]} und vom Grad q = 3 auf V = {0,0,0,0,1,2,3,3,3,4,5,6,6,6,6}
dargestellt.

Proposition 2.2

Eigenschaften von B-Spline-Oberflachen Dadurch, dass jede B-Spline-Oberflache
als Tensorprodukt zweier B-Spline-Basisfunktionen dargestellt ist, besitzen diese
Produkte die entsprechenden Eigenschaften der Basisfunktionen.

i. Nip(u)Nj q(v) >0 far alle i,j,p,q,u und v.

ii. Partition der Eins: } {* , Zifo Nip(u)Nj q(v) =1 far alle (u,v) in U x V.
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2 B-Spline-Kurven und Oberfldachen
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Abbildung 2.1: Eine B-Spline-Oberflache

iii. Far (LL,\)) g [ui,uiﬂ,“) X [Vj,Vj+q+]) ist Ni,p (u)Nj,q(\)) =0.
iv. Sind p > 0 und q > 0, so besitzt N; ,, (u)Nj 4(v) =1 genau ein Maximum.

v. Es sind héchstens (p+1)(q+1) der Ny ,(u)Nj 4(v) auf dem Rechteck [u;, ui41) %

[vj,vj+1) ungleich 0.

vi. Im Inneren der Rechtecke [ui,uiy1) X [vj,vj4q) fir i = 0,...,v—p — 1 und fur
j=0,...,s —q—1 existieren alle partiellen Ableitungen von Nj , (u)Nj (v). Auf
den Knotenpunkten (ui,v;) (i, j wie oben) ist Nj ,(u;)Nj 4(v;) in u-Richtung
(p — ki)-Mal differenzierbar und in v-Richtung, (q — k;)-Mal differenzierbar.
Dabei sind k; und k; die Ordnungen von u; und vj.

Weitere Eigenschaften sind deren der B-Spline-Kurven dhnlich.

vii. Die Oberflache interpoliert die Endpunkte des Kontrollpolygons. Genauer gilt

S(a)c) :PO,O S(av d) :PTL,O S(b,C) :Po,m S(bad) :PTL,‘ITL'

viii. B-Spline-Oberflachen sind invariant unter affinen Transformationen. Solche
Transformationen werden nur auf das Kontrollpolygon angewendet.

ix. Die B-Spline-Oberflache ist vollstandig in der konvexen Hiille ihrer Kontroll-
punkte enthalten.

Xx. Bewegt man einen Kontrollpunkt P; ; des Kontrollpolygons, so wirkt sich dies
auf der B-Spline-Oberflache nur auf dem Rechteck [ui, uijpi1) X [V, Vj4q+1)
aus.
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2.4 Partielle Ableitungen von B-Spline-Oberfldachen

Eine Eigenschaft fir B-Spline-Oberflachen, die der Eigenschaft vii. far B-Spline-
Kurven entspricht, ist nicht bekannt. Den Beweis flir diese Eigenschaften findet
man ebenfalls in [10, Kapitel 1] oder in [8, Kapitel 3].

2.4 Partielle Ableitungen von B-Spline-Oberflachen

Entsprechend den B-Spline-Kurven werden Ableitungen von B-Spline-Oberfldchen
berechnet, indem man die B-Spline-Basisfunktionen ableitet. Der Unterschied ist,
dass man hier an den partiellen Ableitungen der Ordnung d in den bidirektionalen
Richtungen des Netzes der Kontrollpunkte interessiert ist.

Fur fixes (u,v) € U x V ist die allgemeine Formel gegeben durch

ak+l

n m
S Sy =2 3 NN WPy 0<k+l<d (2.11)

)
i=0j=0

Benititzt man also schrittweise die Methode zum Ableiten der B-Spline-Kurven, so
entwickelt man die folgende Formel

n—1m-—1
1,1
Sw(wv) =Y Y Ny (WNjq_1(v)Ps" (2.12)
1i=0 j=0
mit (1,0) (1,0)
P =P
pl1) qm“—w (2.13)

1'7 . J— . :
! Vi+q+1 = Vj+1

Dabei werden von beiden Knotenvektoren U und V jeweils die Endpunkte wegge-
nommen, und die Formel wird auf U’ und V’ berechnet.
Fir hohere partielle Ableitungen kann man die folgende Formel

akJrl n—km-—1 K1
S Sl = 3 Y NopowlwNj P! 0<k+l<a (2.14)
i=0 j=0
mit
(k,1-1) _ng,1—1)
pll — (g —1+1)-LE! - (2.15)

ij . .
! Vitq+1 = Vj+1

herleiten, die auf den Knotenvektoren U(¥) und V(! berechnet wird.

2.5 Bézier Kurven

Einen ganz wichtigen Spezialfall der B-Splines bilden die Bézier Kurven, denn sie
sind fur verschiedene Anwendungen besser geeignet als B-Splines. Aus diesem
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2 B-Spline-Kurven und Oberfldachen

Grund sollen sie hier kurz erwahnt werden.

Definition 2.3 (Bézier Kurve)

Eine Bézier Kurve vom Grad p ist gegeben durch
Cluy=) BP(wWP; 0<u<l, (2.16)

wobei P; die Punkte des Kontrollpolygons und die B (u), die klassischen Bern-
steinpolynome vom Grad p sind, gegeben durch

BPw) = (Pui( —wpp—t= - Pt i et (2.17)
t i U(p—1)

Bernsteinpolynome sind Spezialfdlle der B-Spline-Basisfunktionen fiir die Knoten-

vektoren der Form U ={0,...,0,1,...,1} Die rekursive Darstellung ist gegeben durch
T
p+1 p+1
folgende Gleichung
BY () = (1 —wBY ' (w) + uBY ' (w),

wobei B! (u) =0 fir i <0 und i > p.
AugBer den Eigenschaften aus Proposition 1.1 besitzen die Bernsteinpolynome
noch zwei weitere interessante Eigenschaften:

e Jedes B! hat genau ein Maximum auf dem Intervall [0,1], und dieses liegt bei

i
u=—.
p

e Fir jedes p ist die Menge der Polynome {B} (u)} symmetrisch zu %

Definition 2.4 (Bézier Oberfliachen)
Bézier Oberflichen werden durch die Gleichung

n m
Su,v) =) > BPwBf(vPi;, 0<uv<]
i=0j=0

definiert, wobei P; ; Kontrollpunkte des bidirektionalen Kontrollnetzes sind und
B?Bf Tensorprodukte von Bernsteinpolynomen.
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3 Rationale B-Spline-Kurven und
Oberflachen - NURBS

Den zentralen Aspekt dieser Arbeit stellen nicht B-Spline-Kurven und B-Spline-
Oberflachen dar, sondern eine spezielle Klasse von Splines, die sogenannten
NURBS-Kurven und Oberflachen. In diesem Kapitel werden diese rationalen Funk-
tionen vorgestellt, die aufgrund zusatzlicher Bauelemente, den Gewichten, eine
weitere Moglichkeit bieten, ihren Verlauf zu modellieren.

Zusatzlich existiert eine Moglichkeit NURBS-Kurven als B-Spline-Kurven zu schrei-
ben mithilfe der homogenen Koordinaten, und schlieflich werden zum Schluss
noch Formeln fir Ableitungen von NURBS-Kurven angeftihrt.

3.1 Definitionen

Einige Kurven kann man nur mit rationalen Funktionen darstellen. In der Splines-
Theorie verwendet man dazu rationale Splines, und NURBS (nonuniform ratio-
nal B-Splines) sind ein Spezialfall davon. Sie werden auf Knotenvektoren von be-
stimmter Form definiert.

Definition 3.1 (NURBS-Kurven)
Eine rationale B-Spline-Kurve vom Grad p (eine NURBS-Kurve vom Grad p) ist

gegeben durch
2o Nip(WwiPy
2o Ny p(uw;y

wobei P; fur i = 0,...,n Kontrollpunkte des Kontrollpolygons, w; die zustindigen

Clu) = o<ug<l, (3.1)

Gewichte und N; ,, die B-Spline-Basisfunktionen vom Grad p sind, definiert auf
dem Knotenvektor
U:{O,...,O,upﬂ,...,um,p,],1,...,1}.
p+1 p+1
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3 Rationale B-Spline-Kurven und Oberflichen - NURBS

Um die Schreibweise abzukiirzen, setzt man

Ni p(u)wy
Rip() = =2 . (3.2)
P 2520 Ny p (W)w;
Die Ry , fiir i =0,...,n nennt man rationale Basisfunktionen.
Die NURBS-Kurve wird dementsprechend durch die Gleichung
Clu) =) RipwP (3.3)

dargestellt.

Die rationalen Basisfunktionen R;, besitzen dieselben Eigenschaften (i.-v. aus
Proposition 1.1), wie die B-Spline-Basisfunktionen. Ist w; = a fir a # 0 fuar alle
i=0,...,n, dann gilt R; , = N;,,. Somit sind die B-Spline-Basisfunktionen ein Spe-
zialfall der rationalen Basisfunktionen.

NURBS-Kurven haben die Eigenschaften ii., iii.,, iv. und vii. aus Proposition 2.1,
die fiir B-Spline-Kurven gelten. Die Eigenschaft v. aus Proposition 2.1 ist ebenfalls
gultig. Sie bezieht sich aber nicht nur auf die Kontrollpunkte. Wird ein Kontroll-
punkt P; oder das zugehorige Gewicht w; verandert, so hat dies Auswirkungen auf
die NURBS-Kurve C(u) nur im Intervall [ui, Wijp41).

Die Variation der Gewichte stellt namlich eine weitere Moéglichkeit dar, die Form
der Kurve zu andern. Je hoher ein Gewicht w; ist, desto naher ist die NURBS-
Kurve dem zugehorigen Kontrollpunkt P;, wie das folgende Bild verdeutlicht.

Abbildung 3.1: variable Gewichte
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3.1 Definitionen

Die NURBS-Kurve ist vom Grad p = 2 mit den Kontrollpunkten Py = (1.5, 5), Py =
(5.5, 5), und P, = (9.5, 0). Die Gewichte wy, und w, sind beide jeweils 1, nur das
mittlere Gewicht w; wird variiert.

Definition 3.2 (NURBS-Oberflachen)
Eine NURBS-Oberfliche vom Grad p in Richtung u und vom Grad q in Richtung
v ist eine bivariante stiickweise rationale Funktion, gegeben durch die Gleichung

2 i02 jooNip(u),Nj q(vIwi;Pi;
2 im0 2 jmo Nip(w),Nj g (v)wi,;

S(u,v) = 0<u,v,<1. (3.4)
Far i =0,...,nund j = 0,...,m bilden die Kontrollpunkte P; ; ein bidirektiona-
les Kontrollnetz, w; ; sind die zugehoérigen Gewichte, N; , und N; 4 die B-Spline-
Basisfunktionen jeweils definiert auf den Knotenvektoren U und V der Form

u :{O,...,O,up+1 ...,ur_p_1,1,...,1}
p+1 p+1

V:{O,...,O,uq+1 ...,us_q_1,1,...,1},
q+1 q+1

wobeir=n+p+lund s=m+q+1.
Die rationalen Basisfunktionen sind somit gegeben durch die Gleichung
Nip(u), Nj q(v)wy;

R ) — ’ 3.5
5w, v) o X o Nicp (W), Ny g (W)Wt (3.5)

wodurch die NURBS-Oberflache die Gestalt
S(u,v) = Z Z Riyj (LL,V)PL]' (36)

annimmt.

Die NURBS-Oberflachen haben einige Eigenschaften, die auch fiir B-Spline-Oberflachen
gelten (Proposition 2.2. i.-ix.). Der Punkt x. kann auch auf die Gewichte w; ; er-
weitert werden: Die Anderungen der Kontrollpunkte P; ; oder der zugehérigen Ge-
wichte w; ; beeinflussen die NURBS-Oberflache nur auf dem Rechteck [ui, wijp41) %
[vj,vj+q+1). Die Anderung der Gewichte ist ebenfalls eine Moglichkeit, die Form der
Oberflache lokal zu dndern.
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3 Rationale B-Spline-Kurven und Oberflichen - NURBS

3.2 Homogene Koordinaten

Da NURBS-Kurven und Oberflachen im Prinzip nur einen Nenner haben, emp-
fiehlt es sich, bei der Implementierung von Algorithmen homogene Koordinaten
zur verwenden. Dadurch kann man rationale Kurven im R" als Polynomkurven
im R™*! darstellen.

Fir einen Punkt T = (x,y,z) € R sei TV = (wx,wy,wz,w) mit w # 0 die homogene
Darstellung in R?.

Diese Beziehung wird durch die perspektive Abbildung H : R* — R3

H(T™) = Hwx, wy, wz,w) = (o 3 W25y (x y 2) (3.7)
w w w

definiert.
Die Darstellung ist dabei unabhangig von der Wahl von w, denn fiir w; # w; ist

H(T™") = Hwix, wiy,wiz,w1) = (x,y,z) = H(wax, woy, wrz,wy) = H(T"?).

Um NURBS-Kurven durch homogene Koordinaten darzustellen, bildet man zuerst
aus den Kontrollpunkten P; = (xi,yi, zi) und den zugehérigen Gewichten w; gewich-
tete Kontrollpunkte P}¥ = (wixi, wiyi, wizi,wi). Dann definiert man die stiickweise
polynomiale Kurve,

n
CW(u) =) NipPV
i=0

im hoherdimensionalen Raum.
Man wendet die perspektive Abbildung H aus Gleichung (3.7) auf C"¥(u) an, um
die NURBS-Kurve zurtick zu bekommen:

C(u) = H(C™(uw) =H (i Ni,ppzv)
i=0

_ > o Nip(WwiPy
Y oNipuwwy

Besitzen alle Gewichte den Wert 1, so erhélt eine B-Spline-Kurve, und damit sind
B-Spline-Kurven Spezialfdlle von NURBS-Kurven.

Dasselbe Konzept kann auf NURBS-Oberflachen angewendet werden:

n m

S, v) =) Y Ny (uNjq(v)P,

i=0j=0
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3.3 Ableitungen von NURBS-Kurven

wobei P, = (wijxij, Wijyij, Wi,jzij, wi,j). Den Punkt C = S(u,v) berechnet man,
indem man die perspektive Abbildung H auf $"(u,v) anwendet, also H(S* (u,v)) be-
rechnet.

In diesem Sinne erhalt man fir S (u,v) eine Darstellung der Oberflache als Ten-
sorprodukt, jedoch gilt dies nicht far S(u,v), da es nicht als Produkt von Basis-
funktionen gegeben ist.

3.3 Ableitungen von NURBS-Kurven

Obwohl man NURBS-Kurven in homogenen Koordinaten in der B-Splines-Form
aufschreiben kann, darf man sie so nicht mithilfe der Formeln (2.4) und (2.5)
ableiten, da die Gewichte w; auch abgeleitet werden mussen.

Die erste Ableitung der NURBS-Kurve C(u) = % ist gegeben durch

Do N{p (WPwi - 33 o Ny p (wwy — 335 o Nip (W)Piwi - 355 o NJ L (u)w

C'(u) = 5 (3.8)
(Z?:o Nj (U)Wi)
_ o N{p (WP C(u)Z?:o NS L (wwj ' (3.9)
250 Njp(ww; 250 Ny p(ww;
Etwas komplizierter sieht die zweite Ableitung aus:
C () = i Ni”,p(u)PiWi : Z;Tl:o Nj,p (Ww; — > o Nil,p(u)Piwi : Z?:o N)'/,‘p (w)w;
- 2
(Z?:o Nj (u)Wi)
e )Z p()
Z; =0 N) p(u)
—Clw) 2520 NiTp (wws - 3550 Ny p (wwy — 350 o NJ L (wwy - 350 o NJ L (w)wy
2
(Z3o Ny pluw;)
_ Z?:o N{fp(u)PiWi B Z?:o N{‘p(u)PiWi : Z;Tl:o Nj/,p(u)wj B C,(u)Z] 0 Nj/)p (u) i
250 Nj p(Ww (Z?:o N;.p (u)wj)2 2520 Nj p (Ww
N (10N (wws)”
—Cluw) Z] =0 (ww —|—C(u) i=0 "Yj,p )
Z] 0 NJ D(u)wl

<Z}1:o Nj,p(u)Wj)z‘

Setzt man weiters A(u) = 3 i, Ni , (WPyw; und g(u) = 3%, Nj ,(u)wj, so ist C(u) =
A(u)

FIR und fiir Ableitungen héheren Grades ergibt sich die Formel

k
M) = (A“‘)(u) -y (‘?)g“)(u)c(k”(u)> . (3.10)
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4 Die wichtigsten B-Spline-Algorithmen

In diesem Kapitel werden kurz, meistens ohne auf die Details genauer einzugehen,
und auch ohne Implementierungen, die wichtigsten Algorithmen fiir B-Splines
vorgestellt. Die wenigen Implementierungen, die doch angegeben werden, sind im
entsprechendem Kapitel zu finden.

Zum Schluss wird noch ein Algorithmus angegeben, der B-Spline-Kurven in Bézier -
Segmente zerlegt.

4.1 Auswertungsalgorithmen, ,,De Boor Algorithmus*

Nun da man NURBS-Kurven definiert hat, méchte man sie auch auswerten. Im
folgenden werden zwei Algorithmen vorgestellt, die dies durchfiihren.

4.1.1 Matrixmultiplikation

Das einfachste Verfahren, um eine NURBS-Kurve C(u) = % auszuwer-
j= j,p j

ten, ist die Matrixmultiplikation.

Dabei werden flir einen Punkt u € [ug,u,,] die Werte der Basisfunktionen an dieser
Stelle berechnet. Sei

A = (Nop (), N1 p (1), ..., Ny (1))
der Zeilenvektor, der diese Werte beinhaltet. Als nédchstes bildet man mithilfe der

perspektiven Abbildung H aus (3.7) die homogenen Koordinaten der Kontrollpunk-
te und fasst sie im Spaltenvektor zusammen.

t
P=(Py. Py P

Multipliziert man diese beiden Vektoren miteinander, so erhalt man den Wert
C%(u), also den Wert der NURBS-Kurve in homogenen Koordinaten an der Stel-
le u. SchlieBlich muss man noch die Inverse der perspektiven Abbildung H auf
C"(u) anwenden, um den Wert C(u) zu bekommen.
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4 Die wichtigsten B-Spline-Algorithmen

Aufgrund der Eigenschatft ii. aus Proposition 1.1 kann man den Aufwand fiir diese
Vorgangsweise auch verringern.

Zuerst muss man bestimmen, in welchem Teilintervall [u;,u; + 1) des Knoten-
vektors U sich der Wert u befindet. Sei j der gesuchte Index. Da auf [uj,u; + 1)
nur die p + 1 Basisfunktionen Nj_, ,,,...,N;, ungleich Null sind, gilt dies eben-
falls fiir den Wert u. Aus diesem Grund kann man den Vektor A auf den Vektor
A= (Nj_pyp(u),Nj_p_Lp(u),...,Nj‘p(u)) reduzieren.

Dieselbe Reduktion wird auch auf den Vektor P vorgenommen, und man erhalt
den Vektor P = (P]Y{p, e ,ij)t. Schlieflich bekommt man einen Algorithmus, der
zwei Vektoren der Lange p + 1 multipliziert.

Der Algorithmus 'CurvePoint2’, dessen Implementation im letzten Kapitel zu fin-
den ist, leistet genau das oben Beschriebene. Die Vorlage fir die Implementierung
lieferte [8, Kapitel 2 und 4].

Fir NURBS-Oberflachen in homogenen Koordinaten, mit der Formel

n m

S, v) =) Y Ni,p(uNj4(v)P,
i=0j=0

ist der Algorithmus etwas komplexer, da die homogenen Kontrollpunkte in einer
Matrix angeordnet werden miuissen. Zusatzlich zum Vektor A, der N; ,,(u) enthalt,
muss man noch den Vektor B berechnen, der die Nj 4(v) enthalt.
Den Wert SW(u,v) erhdlt man, indem man die Matrixmultiplikation APB' durch-
fahrt.
Die oben beschriebenen Reduktionsschritte auf Teilvektoren kann man hier auch
durchftihren.

4.1.2 De Boor Algorithmus

Ein etwas effizienterer, rekursiver Algorithmus zum Auswerten der Spline-Kurven
wurde von Carl. R. de Boor entwickelt. Dieser wird hier vorgestellt.

Sei die B-Spline-Kurve C(u) = Y ' ; Ni, (u)P; auf dem Knotenvektor U = {uo, ..., um}
definiert, wobei alle Knoten in U die Ordnung < p haben. Sei weiters u € [uj,uj41)
fur ein festes j. Um die Schreibweise abzukiirzen, setzt man

MW g £ U
Tik(u):{u”"_ui ok 7 firi=0,....m—p—Tund k=0,...,p.

0 sonst
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4.1 Auswertungsalgorithmen, ,De Boor Algorithmus”

Dann kann man die B-Spline-Basisfunktionen schreiben als

Nipu) =7ip(WNgp_1(w) + (1 —=Tip1,p(W)INy1 po1(U).

Der de Boor-Algorithmus basiert darauf, dass man die Spline-Kurve auf folgende
Art umschreiben kann:

Clw =Y NipwPi= Y NippP”= > Ny, qwp" (4.1)
i=0 i=j—p i=j—p+1
) )
= Y Nipo2wPP ==Y Ny p(wp? =pP), 4.2)
i=j—p+2 i=j
wobei
plo) _p, (4.3)
(t+1) _ t . t
P: =Ti,p—t(WP; + (1 =7 p—¢(u))Pi_4. 4.4)

Im Folgenden ist angefiihrt, wieso (4.1) gilt. Die restlichen Identitdten aus der
obigen Gleichung, berechnet man analog.
Es ist namlich

j
Clu= Y NipwPi= ) (ripWNip_1(u)+(1=7ip1pu)Nip1po1(w) P =

i=j—p i=j—p
j j+1
= Z Ti,p( )Nlp 1( i+ Z (1 _Tlp )Nlp 1(W)Piq =
i=j—p i=j— DH
= Tj—p,p(u)N) —p,p— 1( ) p T Z (ri,p(u)Pi +(1— ri,p(u)Pi—1 )) Ni,p—l (u)
i=j—p+1

+ (T —7541,p(W)IN;j 41 p—1(u)P5.

Wegen der Eigenschatft ii. aus Proposition 1.1, sind Nj_,, ,—1(u) =0und Nj 1 1 (u) =
0, womit die Identitat gezeigt wird.

Das Praktische an dem Verfahren ist, dass man die Pit in einem Tabelau aufreihen
kann:
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4 Die wichtigsten B-Spline-Algorithmen

0) (0) (0)
Pisp P b+ P b2

(1) (1) (1
Pl Pl P

PJ(E]_1) P(p_])
P(P]

j
Jeder Punkt ist eine lineare Konvexkombination aus den Punkten oberhalb.

Geometrisch berechnet der De Boor Algorithmus in jedem Schritt neue Kontroll-
punkte, sodass sich das Kontrollpolygon dem gesuchten Punkt der Kurve nahert.
Der letzte berechnete Punkt Pj( P) liegt schlieBlich auf der Kurve. Der Vorgang ver-
mittelt den Eindruck, dass die Ecken des Kontrollpolygons in jedem Schritt abge-
schnitten werden.

Abbildung 4.1: De Boor Algorithmus

Den De Boor Algorithmus kann man auf NURBS-Kurven in homogenen Koordina-
ten anwenden. Genau dies leistet der Algorithmus 'CurvePntByCornerCut’, dessen
Implementation auch im letzten Kapitel angeftihrt ist. Die Vorlage dazu liefert er-
neut [8, Kapitel 5].

38



4.2 Knoteneinfligung - Knot Insertion

4.2 Knoteneinfligung - Knot Insertion

Wie der Name besagt, ist ,Knot insertion” ein Algorithmus, der dazu dient einen
zusatzlichen Knoten 4 dem Knotenvektor U hinzuzuftigen.

Sei CW(u) = > i* y Nip(u) eine NURBS-Kurve, die auf U = {uo,...,un} definiert ist.
Fligt man ein i dem Knotenintervall [u;,u;; 1) hinzu, wobei u; < < uj4 fir ein j,
so ergibt sich ein neuer Knotenvektor der Form

UZ{UO,U] yerey Ui )uj+1)uj+2>--')um+1}'
—~— —— N — ~——
=Uup =uq =1y 1 W41 WUm

Dieselbe NURBS-Kurve C"(u) kann auch auf U definiert werden durch
C(u) =Y Nip(wQy, (4.5)

wobei N; , B-Spline-Basisfunktionen vom Grad p sind, definiert auf U.

Die Q}" sind Punkte des neuen Kontrollpolygons. Sie werden in den Iterationen
des ,Knot insertion“ Algorithmus neu berechnet.

Der Algorithmus verandert die B-Spline-Kurve weder geometrisch (Lange, Krtiim-
mung, Form,...) noch den Parametervektor der Kurve. Um die Q}" zu berechnen,
muss man das Gleichungssystem

n n+1
D NipwPy =) Ny, (uwQy (4.6)
i=0 i=0

aus n+2 linearen Gleichungen l6sen. Aufgrund der Eigenschalft ii. aus Proposition
1.1 ist es ausreichend, das Gleichungssystem

k k+1
> Nip WP = ) Ny, (wQy 4.7)
i=k—p i=k—p

aus p + 2 Gleichungen fir u € [uy, ux+1) zu lésen.
Fir Basisfunktionen und Kontrollpunkte aufSerhalb dieses Teilintervalls gilt:

Nip(u) = Ni p(u) P = QW i=0,...,k—p—1 (4.8)
Ni‘p(u):Ni-H,p(u) P{v: {\-)H i=k+1,...,n. 4.9)

Um die Gleichung (4.7) zu 18sen, driickt man zuerst die N; , durch N; ,, aus:

0 — U - Ui —u -
Nip(w) = — M Ry ) 4 2 7 W ), (4.10)
' Uipp+1 — Ui Uitp+2 — Uit '
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4 Die wichtigsten B-Spline-Algorithmen

Dies setzt man in die Gleichung (4.7) ein und fihrt einen Koeffizientenvergleich
durch. Nach weiteren Umformungen ergibt sich der Algorithmus zur Berechnung
der Q:

QY =Py 0<i<k—p—1 (4.11)
QY =P 4 (1 — o )PP 4 k—p+1<i<k (4.12)
g =PV k+1<ig<n, (4.13)
wobei
1 1<k—p
o = ﬁ k—p+1<i<k (4.14)
0 izk+1.

Es missen also nur p neue Punkte berechnet werden.

BEISPIEL

Hier sieht man die B-Spline-Kurve vom Grad p = 3, die auf dem Knotenvek-
tor U = {0,0,0,0,0.5,1,1,1,1} definiert ist, mit den Kontrollpunkten P, = (1, 1),
Py = (2.5, 4), P, = (4.5, 4), P3 = (5.5, 1) und P4 = (7.5, 1). Das zugehorige Kon-
trollpolygon ist schwarz dargestellt.

Nach dem Hinzufligen von u = 0.1 zum Knotenvektor U hat sich die Kurve selbst
nicht verdndert, doch das Kontrollpolygon schon. Es ist ein weiterer Punkt hin-
zugekommen, sodass das neue Kontrollpolygon aus den Punkten Qo = (1, 1),
Q1 = (1.25, 1.5), Q2 = (2.7, 4), Q3 = (4.622, 3.6341), Q4 = (5.5, 1) und Qs = (7.5, 1)
besteht.

Um den Knoten u o6fter als einmal dem Knotenvektor U hinzuzufiigen, entwickelt
man den oberen Algorithmus weiter.

Ist 4 schon in U und hat dort die Ordnung s und fiigt man 1 weitere r-mal hinzu
(r+s < 7p), so sei QY der Punkt, der beim letzten Hinzufligen entsteht. ( Yo = QY).

Er wird berechnet durch

P = QY (1= i ) QY g (4.15)
mit
1 I<k—p+r—1
Xir=¢ —U=W |k _pyr<i<k—s (4.16)

Witp—r+1— U

0 izk—s+1.
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4.2 Knoteneinfligung - Knot Insertion

Abbildung 4.2: Knot Insert

Durch das Hinzuftigen eines jeden neuen Knotens entstehen neue Kontrollpunk-
te. Damit werden interaktive Anderungen des Verlaufs der Kurve um einiges ein-
facher.

Als einer der wohl wichtigsten Algorithmen der Spline-Theorie besitzt ,Knot inser-
tion“ einige Anwendungen. Eine davon ist das Unterteilen einer Kurve.

Unterteilen der Kurve

Fligt man einen Knoten t in [uj,uj;) (fir ein j) so oft ein, dass seine Ordnung
grofier als p + 1 wird, so wird die Kurve C in diesem Punkt P = C(1) in zwei Kurven
Cy und C, unterteilt. Die zwei Kurvenstiicke kann man unabhéangig voneinander
als selbststandige B-Spline-Kurven vom selben Grad betrachten, die jeweils auf

Uy ={up,us,...,u;, u jundauf U, ={ 0 ,u; U, } definiert sind
j J T y W4+1y ooy Um g .
p+1 p+1 p+1 p+1

Berechnen der Punkie auf der Kurve

Sei Q}Y, der Kontrollpunkt, der entsteht, wenn man einen Knoten u r-mal in U
einfiigt. Dieser neu entstandene Kontrollpunkt liegt nidher an der Kurve als die
ursprunglichen Kontrollpunkte. Fiigt man G oft genug ein, so liegt einer der neu
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4 Die wichtigsten B-Spline-Algorithmen

entstandenen Punkte auf der Kurve selbst.

Das ist eine weitere Moglichkeit Punkte der Kurve zu berechnen, ohne den rekursi-
ven Algorithmus zu bentitzen. Diese Methode wird oft zur Darstellung der Kurven
am Bildschirm verwendet, anstatt einen Auswertungsalgorithmus zu bentutzen.
Vergleicht man namlich den De Boor Algorithmus (4.3) mit dem Knot Insertion
Verfahren (4.14), so sind nur minimale Unterschiede zu erkennen.

4.2.1 Umgekehrte Knoteneinfiigung

Arbeitet man interaktiv mit NURBS-Kurven, so weifs man intuitiv, welchen Punkt
des Kontrollpolygons man dndern will, oder wo man einen neuen erzeugen mochte.
Weif3 man jedoch nicht, welchen Knoten man dem Knotenvektor hinzuftigen muss,
damit der neue Punkt entsteht, so wendet man den Umgekehrten Knot Insertion
Algorithmus an.

Sei Q" ein Punkt auf dem Kontrollpolygon, und sei QW # P; fir allei = 1,...,n,
dann liegt Q" auf der Strecke zwischen P}¥ und P}, fur ein fixes i. Daher existiert
ein 0 < s < 1 so, dass
QW =(1—s)P{"  +sP;
und
(1 —s)wi—1Pi_1 +swiP;
(T—s)wi_1 4+ swy

Q=

Dann ist
. wi—1|Q —Pi_
Wwi—1|Q — Piq| +wilPi — QI
und somit ist der Knoten 1, den man einfligen muss, um Q zu erzeugen, gegeben
durch

U =ui+s(Uigp —ui).

Dieser Algorithmus funktioniert flir NURBS-Oberflachen folgendermafien: Um (1, V)
zu berechnen, muss 1 in alle m + 1 Reihen des bidirektionalen Netzes, das U x V
bildet, eingefigt werden und analog v in alle n + 1 Spalten.
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4.2 Knoteneinfligung - Knot Insertion

4.2.2 Entfernen von Knoten

Man kann Knoten aus einem Knotenvektor auch entfernen. Diese Vorgehenswei-
se wird verwendet, um Speicherplatz zu sparen, bzw. die kompakteste Form der
Spline-Kurve zu erhalten.

Sei C"(u) = Y 'y Nip(u)P¥ eine NURBS-Kurve, die auf U = {uy, ..., un} definiert ist.
Sei weiters u; ein Knoten in U mit Ordnung t > 1, und sei U; der Knotenvektor, der
entsteht, wenn man u, einmal aus U entfernt. Dabei heif3t u, ,entfernbar”, wenn
C"(u) eine Darstellung der Form

auf U, besitzt.
Die Punkte Q}" berechnet man wie folgt:

QM =PY furi=0,...,j—p—1

PW — (1 — ;) QW
S ST . - S
X 2
PY — o, QW
T M S D TN J
1—0(1 2

QY =Py flori=j—t+1,...,n—1

mit
U — Uk
oy = ———.
Uk4+p+1 — Uk

Durch das Entfernen eines mehrfachen Knotenpunktes sollen weder geometrische
Eigenschaften noch die Parametermenge der Kurve verandert werden.

Die Fragen, die sich hier aufdrangen, sind: Ist der Knoten tiberhaupt entfernbar?
Wenn ja, "wie oft"?

Fur die NURBS-Kurve C"(u) in homogenen Koordinaten wird erwartet, dass sie
auf dem Knoten u; mindestens CP~' mal differenzierbar ist. Die Kontrollpunkte
konnen aber so liegen, dass die Kurve auf u, ofter differenzierbar ist als p — t-
mal. Deswegen ist der Knoten u, mindestens t-mal entfernbar, wenn C* auf u,
mindestens CP~ "5 ist.

Details zu diesem Algorithmus findet man in [13].
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4 Die wichtigsten B-Spline-Algorithmen

Zerlegen einer B-Spline-Kurve in Bézier-Segmente

In manchen Anwendungen ist es praktischer, statt B-Spline-Kurven Bézier Kurven
zu verwenden. In diesem Unterabschnitt wird kurz ein Algorithmus angedeutet,
der dies leistet.

Sei C(u) = Y i ; Nip(u)P; eine B-Spline-Kurve definiert auf

U={ug,...,um}=1{0,...,0,uy,...,u1,..., Ug,...,us,1,..., 1}

p+1 my msg p+1

Um diese Kurve in ihre Polynomsegmente zu zerlegen, muss man jeden Knoten u;
(i=1,...,s) dem Knotenvektor U so oft hinzuftigen, bis die Ordnungen aller Knoten
jeweils p + 1 betragen. Auf diese Art kann die Kurve C in Teilkurven, die eigentlich
Bézier Kurven entsprechen, zerlegt werden.

Der Algorithmus besteht aus vier Hauptschritten:

i. Finde Indizes a und b, sodass uy <z < uyp fur alle z € Z.

ii. Die Kontrollpunkte Py,...,Pq_, und Py_p, ..., P, werden nicht verandert. Die-
se sollen gespeichert und am Anfang sowie am Ende des Arrays mit den neu
berechneten Kontrollpunkten hinzugefiigt werden. (Dazwischen liegen noch
r+p+b—a—1 weitere neue Kontrollpunkte, die man berechnen muss.)

iii. Erzeuge U = UUZ mit @; < iy fir alle u; € U.

iv. Berechne die fehlenden Kontrollpunkte.
Der letzte Schnitt, kann mit dem Knot Insertion Algorithmus erreicht werden. Da
die meisten Knoten mehr als einmal eingefiigt werden muissen, verwendet man die
Formeln (4.15) und (4.16).
Dabei entsteht fir die «; . wieder ein triangulares Schema, wobei sich die Werte

diagonal wiederholen.
Diese Sachverhalte werden detaillierter in [8, Kapitel 5] angeftihrt.
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5 Intervallarithmetik

Da die Implementation im letzten Kapitel mithilfe von Intervallen durchgefihrt
werden, gibt dieses Kapitel eine kurze Einfihrung in die Intervallarithmetik. Auch
das Intervall-Newton-Verfahren wird erklart.

5.1 Rechnen mit Intervallen

Das Rechnen mit reellen Zahlen ist durch unvermeidliche Rundungsfehler oft
nicht gentigend genau. Deswegen werden Berechnungen immer o6fter mittels In-
tervallarithmetik implementiert. Dabei rechnet man statt mit der reellen Zahl a
mit einem beschriankten Intervall [a] = [a — ¢,a + €], wobei ¢ > 0 der Radius des

Intervalls ist.
Alternativ kann man ein Intervall auch folgendermafSen definieren:

X = Byi]v

wobei x bzw. X das Infimum bzw. das Supremum des Intervalls sind. Auf diese
Weise berechnet man Schranken, die die exakte Losung enthalten.

Die wichtigsten Funktionen fiir die Intervalle sind:
e m(x) Mittelpunkt der Intervalls,
e 7r(x) Radius des Intervalls,
e sup(x) Supremum des Intervalls,
e inf(x) Infimum des Intervalls und
¢ is(x,y) Durchschnitt zweier Intervalle.

Zwischen zwei Intervallen sind die elementaren Operationen +, —, x und / folgen-
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5 Intervallarithmetik

dermajfien definiert:

X+y=I[Kx+yx+1]

X-y=Kk-vy,x—yl

X x y = [min(xy, xy, xy, Xy), max(xy, xy, xy, Xy
1/x=[1/x,1/x] furo¢gx

x/y =xx1/y

Die Operation x/y ist fir 0 € y nicht definiert.

Um die Auswertung trotzdem durchfiihren zu kénnen, erweitert man die Intervall-
arithmetik auch auf unendliche Intervalle.

Fur zwei Intervalle x und y gilt:

xx1/y furo¢y
[X/y, ool firx<Oo0undy =0

[—00, %/l U [X/y,00] fUurx<O0undy<0<7y

[—00,%/7] firx<O0undy =0
X/y = { [—00, 0] filrx < 0<x
[—00,x/Y] firx>0undy =0

[—o00,x/yl U [x/g,00] fUrx>0undy<0<7y
[x/y, o0] firx>0undy =0

0 firy=y=0

Die Bildbereiche der elementaren Intervalloperatoren entsprechen dabei exakt den
Bildbereichen der reellen Operatoren. Dies dndert sich jedoch, wenn man die In-
tervalloperationen zusammensetzt. Betrachtet man den Ausdruck g(x) = x? —x und
setzt fur x das Intervall [0,0.5] ein, so ist

0,0.5]% — [0,0.5] = [0,0.25] — [0, 0.5] = [-0.5,0.25].

Der Bildbereich von g tiber [0,0.5] ist aber [—0.25,0]. Somit wird im allgemeinem der
Wert bei derZusammensetzung mehrerer verschiedener Intervalloperationen tiber-
schatzt.

Ein anderes Problem, das bei Intervallarithmetik entstehen kann, wird durch Run-
dungsfehler erzeugt. Betrachtet man das Beispiel

[0.1234,0.4567) + [0.28739,0.45321] = [0.41079,0.90991],
A
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5.2 Intervall-Newton-Verfahren

so sieht man, dass bei gewohnlicher Rundung auf vier signifikante Dezimalstellen
das Ergebnis [0.4108,0.9099] = B ist. Nun ist aber A ¢ B, was die Inklusionsisotonie
verletzt.

Um dies zu vermeiden, wird in der Intervallarithmetik das sogenannte Auf3enrun-
den verwendet. Das bedeutet, dass die untere Schranke des Intervalls nach unten
und die obere Schranke nach oben gerundet wird. Somit ist das Ergebnis der obi-
gen Rechnung (0.4107,0.9100] = C, und es gilt A C C.

Weiters empfiehlt es sich beim Auswerten von linearen Konvexkombinationen, die-
se etwas umzuschreiben. Anstatt Rechnungen der Form

P=o-R;+ (1 —a)Ry
durchzufiihren, ist es meistens gunstiger
P=«-(Ri —R2)+Ry

zu berechnen, da es dadurch zu kleineren Uberschiatzungen durch das Rechnen
mit den Intervallen kommt. Fiir genauere Details siehe [7].

Um mit Intervallarithmetik in Matlab zu rechnen, wurde von Prof. Dr. Siegfried M.
Rump ein kostenloses Matlab-Tool namens Intlab [11] entwickelt, das eben dies
ermoglicht.

Die Implementationen fir diese Arbeit wurden mit Intlab Version 5.5 durchge-
fahrt.

5.2 Intervall-Newton-Verfahren

Ein ganz wichtiges Verfahren, das im Zusammenhang mit Intervallarithmetik eine
grofie Rolle spielt, ist das Intervall-Newton-Verfahren zur Suche von Nullstellen
einer Funktion.

Das Verfahren findet, im Gegensatz zum einfachen Newton-Verfahren, fast immer
alle Nullstellen der Funktion f im vorgegebenem Intervall.

Das einfache Newton-Verfahren ohne Intervall-Arithmetik versucht, um die Null-
stellen der stetig differenzierbaren Funktion f zu bestimmen, diese Funktion lokal
zu linearisieren. Die Tangente im Punkt (&, f(&)) hat die Gleichung

t(x) = f(&) +f'(&)(x — &)
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5 Intervallarithmetik

und schneidet die X-Achse im Punkt

Wahlt man also einen Startpunkt xo aus dem Definitionsbereich von f, der ,nahe
genug” an der Nullstelle der Funktion f liegt, so kommt man durch die Iteration

f(xn)

Xn 41 :Xn_f’(x ] n>1
n

schrittweise zu der Nullstelle x.
Details tiber Vorteile, Nachteile und Konvergenzeigenschaften des Verfahrens kann
man in jedem guten Buch tuber Numerik (zum Beispiel in [1] ) nachschlagen.

Das Intervall-Newton-Verfahren betrachtet, anstatt einer Tangente an dem Punkt
P = (§,f(§)) (fur & = azib = m([a, b])) des Definitionsbereichs [a,b] von f, die Menge
aller Geraden durch den Punkt P mit den Steigungen f’([a,b]) := {f’(x)| x € [a, b]}.
Die Nullstellen aller dieser Geraden liegen in der Menge

f(&)

N([a,b]) =& — m

(5.1)
Alle Nullstellen von f liegen im Definitionsbereich [a, b]. Bildet man also das Inter-
vall N([a,b]) = [min(N([a,b])),max(N([a,b]))] und schneidet dieses mit dem Defini-
tionsbereich, so engt man iterativ die Menge, die alle Nullstellen der Funktion f
enthalt, ein.

Setzt man also [a,b]p = [a, b] so sieht die Iteration des Newton-Verfahrens wie folgt
aus:

[a,bln41 = [a,bln N N([a,b]).

Abhangig von der Monotonie der Funktion f kann N([a, b]) aus einem Intervall oder
zwei Intervallen (falls f nicht monoton) bestehen. Ist namlich f nicht monoton,
besitzt aber eine Nullstelle, so liegt die Null in der Menge f’([a, b]). Um N([a, b]) zu
berechnen, muss man die erweiterte Intervallarithmetik bei der Intervall-Divison
anwenden, wobei in manchen Féllen zwei Intervalle das Ergebnis sind.

Aus diesem Grund kann der Schnitt [a, b1 = [a,bl, N N([a, bln)

i. aus einem Intervall bestehen.
ii. aus zwei Intervallen bestehen.
iii. die leere Menge sein.

Tritt der Fall iii. ein, so hat die Funktion f keine Nullstelle im Bereich [a, b].
Tritt der Fall ii. ein, so iteriert man mit jedem der beiden Intervalle einzeln.
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5.2 Intervall-Newton-Verfahren

Es besteht noch die Moglichkeit, dass [a, bl,, C N([a,b]n) und der Schnitt [a, bl 41 =
[a, blnNN([a, b]l,,) kein weiteres Einschrinken des Intervalls darstellt. In diesem Fall
ist keine Aussage tiber die Nullstelle méglich.

Alle diese Eigenschaften kann man in einem Satz zusammenfassen:

Satz 5.1 (Intervall-Newton-Verfahren)

Fir eine stetige Intervall-Funktion f : [a,b] — R, sei f’ deren Ableitung. Seien wei-

ters x C [a,b] und x € x und sei N(x) = x — :,[(1)) .

e Existiert eine Nullstelle x* von f in x, dann ist diese Nullstelle auch in N(x)

enthalten.
e Gilt N(x) C x, dann existiert eine Nullstelle von f in x.

e Befindet sich in x = x° eine Nullstelle, dann ist diese Nullstelle ebenfalls in
jedem x* fiir k =1,2,3,... enthalten, wobei x* = x*~' N N(x(k — 1)) ist.

e Falls der Schnitt xNN(x) die leere Menge bildet, dann existiert keine Nullstelle

von f in x.

Die Beweise dieser Aussagen findet man in [2, Kapitel 7] und teilweise auch in [6,
Kapitel 8].

Das eigentliche Intervall-Newton-Verfahren, dessen genaue Implementation im letz-
ten Kapitel angeftihrt ist, funktioniert nach folgendem Prinzip:

1 function Newton Verfahren(f, f’,tol, X, r)

2 $%PseudoCode fiir das Intervall-Newton Verfahren

3 %f....Funktion dessen Nullstellen berechnet werden
4 $f’...Ableitung von f

5 $tol..eine Genauigkeitsgrenze

6 $X....Definitionsbereich an dem ausgewertet wird

7 %r....Anzahl der Unterteilungsbereiche fiir X

8 $Output

9 2E....Liste von Extremwerten

11 Unterteile X in r Teilintervalle
12 while (X~={})

13 U=Ein Teilintervall von X;
14 while rad(U)<tol
15 x=m[U];
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5 Intervallarithmetik

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

end

berechne N(f,x)=x-f (x) /£’ ([a,b]);
berechne R=( Durchschnitt von N(f,x) und U);
if (R ist ein Intervall)
U=R;
else (R sind zwei Intervalle R1 und R2)
U=R1;
R2 zu X dazufiigen;
end
end

U zu E hinzufigen

Dabei sind folgende Argumente notwendig:

e f ist die Funktion deren Nullstellen gesucht werden. In der eigentlichen Im-
plementation ist das die erste Ableitung der Komponentenfunktion.

tion.

reich ungeeignet ist (zu grof3 oder falls in diesem Bereich keine Aussage tiber

£’ ist die Ableitung von f, somit die zweite Ableitung der Komponentenfunk-

tol bestimmt die Genauigkeit des Verfahrens.
X ist der zu durchsuchende Definitionsbereich von f.

(r) ist die Anzahl der Teilintervalle, in die X unterteilt wird, falls dieser Be-

Nullstellen moglich ist.)

Zuerst wird das zu durchsuchende Intervall in r Teile zerlegt (falls notwendig), die
dann einzeln dem Algorithmus ubergeben werden, bis keine Teilintervalle mehr
ubrig sind. Leere Mengen werden dabei nicht beachtet. Wird eine Nullstelle ent-
deckt und ist der Radius des Intervalls kleiner als der Wert tol, so wird dieses
Intervall zur Liste der Ergebnisse hinzugefligt. Ansonsten wird es weiter bis auf

die gewtinschte Genauigkeit verkleinert.
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6 Intervall-EinschlieBungen von
NURBS-Kurven

Das Ziel dieser Arbeit ist es Algorithmen zu implementieren, um eine minima-
le ,Box* um die Kurve legen zu kénnen. Das bedeutet, dass man von allen vier
Seiten den maximalen und den minimalen Wert der Kurve bestimmen muss. Die
Vorgangsweise, diese Berechnung durchzufiihren, wird in diesem Kapitel bespro-
chen. Die zugehorigen Algorithmen sind im letzten Kapitel angeftihrt.

Um lineare EinschliefSungen von NURBS-Kurven zu implementieren, muss man
zuerst ein Datenformat fiir die Kurven definieren.

Fur alle unten angefihrten Algorithmen miissen fir jede NURBS-Kurve C(u) =
% die n + 1 Kontrollpunkte P; in einem Spaltenvektor, der Knotenvek-
tor U und die Gewichte w; in einem Zeilenvektor vorhanden sein. Weiters muss
man noch den Grad p der Kurve angeben, sowie n (die Anzahl der Punkte) und m
(die Anzahl der Knoten).

Zusatzlich muss man noch den Wert tol festlegen. Dieser Wert bestimmt die Ge-

nauigkeit des Verfahrens.

Um den minimalen und den maximalen Wert jeder Seite berechnen zu kénnen,
muss man die Kurve C(u) komponentenweise auswerten. Das bedeutet, die Kurve
separat zu berechnen fiir jede Koordinate der Kontrollpunkte.

51



6 Intervall-EinschlieSungen von NURBS-Kurven

Die Kurve

Auf die einzelnen Komponentenkurven C;(u) fiir i = 1,2 kann ein eindimensiona-
les, numerisches Verfahren zur Berechnung von Minima und Maxima angewendet
werden. Somit muss man fir jede Dimension der Spline-Kurve den gesamten Al-
gorithmus einmal durchftihren.

In dieser Arbeit wurde mit dem Intervall-Newton-Verfahren gearbeitet.

Das Intervall-Newton-Verfahren ist ein numerisches Verfahren zur Berechnung
der Nullstellen. Genauere Details dazu, kann man im Kapitel 5 nachlesen. Hier
wird das Verfahren auf die Ableitungen der einzelnen Komponentenkurven C/(u)
fiir i = 1,2 angewendet. Zusatzlich braucht man noch die zweite Ableitung dieser
Kurven, also die Werte C/’(u) fur i =1.2.

Der Aufruf der Implementation des Intervall-Newton-Verfahrens fiir die erste Kom-
ponentenkurve sieht folgendermafien aus:

erg=inewtonKNRH (@Diff_intKNR1,@Diff intKNR, na,p,U,P(:,1),w,X,tol,erq);

Die Argumente sind dabei

i. Diff_intKNR1 ist der Algorithmus, der die erste Ableitung der Komponen-

tenkurven auswertet.

ii. Diff_intKNR ist der Algorithmus, der die zweite Ableitung der Komponen-
tenkurven auswertet.

iii. n ist die Anzahl der Kontrollpunkte.

iv. p ist der Grad der Kurve.
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v. U ist der Knotenvektor.

vi. P (:,1) sind die ersten Koordinaten der Kontrollpunkte.
vii. w sind die Gewichte.
viii. X ist ein Teilintervall des Knotenvektors.

ix. tol ist der Genauigkeitswert.

X. erg ist eine Liste mit schon gefundenen Extremwerten.

Die Argumente ii. - vi. definieren die NURBS-Kurve.
Das letzte Argument ist optional und kann auch ausgelassen werden. (Der Stan-
dardwert ist in diesem Fall die leere Matrix).

Zwischen den einzelnen Knoten ist die NURBS-Kurve unendlich oft differenzierbar.
Existieren aber Knoten, deren Ordnung grofer als p ist, so muss die Kurve an
diesen Stellen nicht differenzierbar sein. Diese Falle haben zwei Konsequenzen:

e Man sollte dem Intervall-Newton-Verfahren hoéchstens ein Teilintervall des
Knotenvektors tibergeben, aufSer man weif3 vorher, wo die nicht differenzier-
baren Stellen liegen.

e Da die nicht differenzierbaren Knoten vom Intervall-Newton-Verfahren tiber-
sprungen werden, muss man diese zur Liste der Nullstellen hinzufiigen.

Die Auswertung der linearen EinschlieBung besteht aus folgenden Schritten
i. zerlegen der NURBS-Kurve in ihre Komponentenkurven,

ii. eine Liste L bilden, die die Endpunkte von U und die nicht differenzierbaren
Stellen (falls welche existieren) enthalt,

iii. eine Liste Z bilden, die die nichtleeren Teilintervalle des Knotenvektors U
beinhaltet,

iv. fur eine der Komponentenkurven und auf jedes einzelne Teilintervall aus X
das Intervall-Newton-Verfahren anwenden und gefundene Nullstellen zu der
Liste L hinzuftigen,

v. die Werte aus der Liste L auswerten und das Minumum und das Maximum
dieser Auswertung bestimmen und speichern,

vi. die Schritte vier und funf auf die nachste Komponentenkurve anwenden,

vii. usw. ...
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6 Intervall-EinschlieSungen von NURBS-Kurven

Der Aufruf des Algorithmus 'main’, dessen Implementierung ebenfalls im Anhang
steht, fasst alle diese Vorgange zusammen.

Zuerst wird mit dem Algorithmus ’suchbereich’ ein Suchbereich definiert. Dabei
werden die zwei auflersten Kontrollpunkte von oben und von unten und deren In-
dexzahlen bestimmt. Seien die Indizes 1i,j,k und 1 mit i < j < k < 1. Der Suchbereich
ist dann [U(i),...,U(i+p+1),U{),...,UG+p+1),...,U(l+p+1)]; Dann wird die Liste
mit den nicht differenzierbaren Stellen der Kurve (falls vorhanden) gebildet und
daraus wird das Minimum und das Maximum heraus gesucht.

Als nachstes wendet man das Intervall-Newton-Verfahren auf die erste Kmponen-
tenkurve und erstellt die Liste der Extremwerte. Anschliefend werden dieser Liste
die Endpunkte und das Minimum und Maximum der Liste der nicht differenzier-
baren Stellen der Kurve hinzugeftigt. SchliefSlich wird aus dieser Liste das globale
Minimum und das globale Maximum herausgenommen.

Dieselbe Vorgangsweise wird der zweiten Komponentenkurve zuteil, wobei man
das Minimum und das Maximum an den nicht differenzierbaren Stellen nicht wie-
der berechnen musss.

Im Anschluss gibt es noch eine grafische Darstellung der Kurve selbst, mit der Box
und den Extremwerten der Komponentenkurven, wie es im folgenden Bild darge-
stellt wird.

Die NURBS Kurve selbst und ihre lineare Einschlieung

Die erste Kompaonentenkurve mit ihren Minimum und Maximum

| | | | | | | | | |
i)
[t} o1 0.2 03 0.4 0.8 06 07 g 0.8 1

Die zweite Komponentenkurve mit ihren Minimum und Maximum

-
5

Das ganze Verfahren zur linearen EinschliefSung hangt also von der Dimension
der Kurve und von der Anzahl der unterschiedlichen Knoten im Knotenvektor U
ab. Je hoher beide Werte sind, desto ungeeigneter ist der Algorithmus.
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Das Herzstiick des Algorithmus, das Intervall-Newton-Verfahren, gliedert sich in
zwei Teile, die Berechnung der Ableitungen und die Newton-Iteration selbst.

Die Berechnung der Ableitungen ist verhaltnismafig aufwendig, da der Algorith-
mus 'Diff_Int’ bei jeder Iteration des Intervall-Newton-Verfahren zweimal ausge-
fuhrt wird. Einmal um C’(m([u;,ui;1])) zu berechnen und das zweite Mal um
C’([uy,ui41]) zu berechnen.

Die Newton-Iteration braucht meist nur wenige Schritte um eine Nullstelle zu lo-
kalisieren.

Somit steigt auch mit groerer Anzahl der Kontrollpunkte auch der Aufwand, zur
Berechnung der linearen EinschlieSung stark, weil der Aufwand fur das Differen-
zieren steigt.

Folgende Berechnungen wurden fiir eine eindimensionale Kurve vom Grad p = 3
und steigender Knotenanzahl durchgeftihrt.

Anzahl der | Gesamtzeit Zeit fur die | Differenz Anzahl der

Knotenpunk- | in Sekunden | Ableitungen Newton-

te Iterationen
im  Durch-
schnitt

n=4 0.1864 0.1466 0.0402 1

n=>5 0.4081 0.3927 0.0517 1

n==a6 5.0832 4.9275 0.1557 4

n=10 6.2673 5.9185 0.3488 3

n =20 18.2956 17.8586 0.4261 2

n =50 26,2364 27,57925 0.6435 2

n=70 168,2395 166,4215 1.8180 1

n =100 303,7653 301,0075 2.7578 2

Man muss erwahnen, dass mit steigender Grof3e der Spline, eine einzelne Iteration
des Newtonverfahrens immer weniger Zeit braucht, da die zu durchsuchenden
Bereiche immer kleiner werden.

Die Abhangigkeit des Verfahrens vom Grad der NURBS-Kurve wirft ein besseres
Licht auf das Verfahren zur Einschliefung. Die folgende Tabelle zeigt die Werte fir
eine NURBS-Kurve mit 10 Punkten:
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6 Intervall-EinschlieSungen von NURBS-Kurven

Der Grad der | Gesamtzeit Zeit fur die | Differenz Anzahl der

Kurve in Sekunden | Ableitungen Newton-
Iterationen
im  Durch-
schnitt

p=2 15,5633 15,2486 0.3153 3

p=3 18,5922 18,174 0.4182 6

p=4 2,2887 2,2294 0.0592 1

p=>5 2,2617 2,2212 0.0405 1

p=6 2,2017 2,161 0.0407 1

p=7 2,0157 2,0396 0.0192 1

p=38 1,8101 1,7197 0.0182 1

p=9 1,4035 1,3917 0.0118 1

p=10 0,8234 0,8157 0.0077 1

Der Aufwand verkleinert sich aus zwei Grunden:

i. Durch die steigende Grof3e des Grades verringert sich die Anzahl der unter-
schiedlichen Knoten im Knotenvektor, womit sich die Anzahl den Newton -
Aufrufe ebenfalls verringert.

ii. Da der Grad steigt, wird die Kurve ,glatter”* und bendétigt weniger Newtonite-
rationen, um die Nullstelle zu berechnen.

Alle Zahlen wurden mit einem 16-Bit Windows PC berechnet mit einem Intel Pen-
tium Dual CPU T2390 @1.58 GHz und 2GB RAM.
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/7 Implementationen

Dieses letzte Kapitel enthalt alle Implementationen, die zum Auswerten der Box-
EinschlieSungen von NURBS-Kurven, wie es Kapitel 6 beschrieben wird, benétigt
werden. Zusatzlich, im zweiten Unterabschnitt, werden noch kleine Hilfsalgorith-
men angegeben, die hauptsachlich fir das Rechnen mit Intervallen benétigt wer-
den, aber auch einige, die fiir die NURBS Algorithmen benétigt werden.

Zum Schluss sind noch wenige ntitzliche Implementationen angefiihrt; unter an-
derem auch Algorithmen zur graphischen Darstellung der Kurven.

7.1 Algorithmen zur Box-EinschlieBung

7.1.1 Auswertung und Ableitung

Die Auswertung der NURBS-Kurven wird hauptsachlich mithilfe des Algorithmus
‘CurvePntByCornerCut’ durchgefiihrt. Der Algorithmus gibt die Werte C(u) und
C%¥(u) aus, also den Wert der NURBS-Kurve und denselben Wert in homogenen

Koordinaten.

1 function [C Cw]=CurvePntByCornerCut (n,p,U,P,w,u)
2 $[C Cw]=CurvePntByCornerCut (n,p, U, P, w, u)

3 %Berechnet Punkt auf der Kurve durch den

4 %de Boor Algorithmus

5 3%n....Anzahl der Punkte (0-n)

©

6 %p....Grad der Spline

7 sU....Knotenvektor

8 $P....Kontrollpunkte

9 %w....Gewichte (falls keine Gewichte
0 % w=[] setzen)

11 3%u....Punkt an dem Ausgewertet wird
12 3Outputs:

C....Punkt an der Stelle u

Cw. . .Punkt an der Stelle u in

13

oo oo

14

oo

15 homogenen Koordinaten
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if (size(w)==[0 0])
w=ones (1,n+1);

end

Pw=H (P, w); C=[1;

sizePw=size (Pw) ;

3SpeziallFall: Endpunkte
3Flir B-Splines
if sizePw(2)==
if(u==U(1))
C=Pw(l); Cw=[C w(l)];
return;
end
if (u==U (n+p+2))
C=Pw(n+l); Cw=[C w(nt+l)];
return;
end
else
%und flir NURBS
if(u==U(1))
for i=l:sizePw(2)-1
a=Pw(l,:); C=[C a(i)/a(end)];
Cw=a;
end
return;
end
if (u==U (nt+pt+2))
for i=l:sizePw(2)-1
a=Pw(n+l, :); C=[C a(i)/a(end)];
Cw=a;
end
return;
end

end

[k, s]=FindSpanMult (n,p,u,U) ;

r=p-s;

if r<0
[C Cw]=CurvePoint2(n,p,U,P,w,u);
return;

end

for i=0:r
Rw (i+1, :)=Pw(k-p+i+l, :);



7.1 Algorithmen zur Box-EinschlieSung

61 end

63 for j=l:r

64 for i=0:r—j

65 alfa= (u=U(k-p+3j+i+1)) / (U(i+k+2) -U(k-p+j+i+tl) ) ;
66 Rw(i+l, :)=alfax Rw(i+2, :)-Rw(i+1, :))+Rw(i+l, :);
67 end

68 end;

70 sizeRw=size (Rw) ;

71 Cw=Rw(l, :);

72 1f (sizeRw(2)==1)

73 C=Rw(1);

74 else

75 C=Hinv (Rw(l, :));

76 end

Der Algorithmus funktioniert auch far B-Splines indem man fir Gewichte den
Wert [ ] setzt. In diesem Fall wird ein Zeilenvektor von Gewichten gebildet, wobei
jedes Gewicht den Wert 1 erhalt.

Die Implementation von der Intervall-Erweiterung dieses Algorithmus ist der Algo-
rithmus 'CurvePntByCornerCut_int’. Dieser sieht folgendermafien aus:

1 function [C Cw]=CurvePntByCornerCut_int (n,p,U,P,w,u)
2  $[C Cw]=CurvePntByCornerCut (n,p, U, P, w, u)

3 $Berechnet Punkt auf der Kurve durch den

4 %de Boor Algorithmus

5 $INTVAL-Version

6 9n....Anzahl der Punkte (0-n)

7 %p....Grad der Spline

8 3U....Knotenvektor

9 $P....Kontrollpunkte

10 2%w....Gewichte (falls keine Gewichte w=[] setzen)
11 $%u....Punkt an dem Ausgewertet wird

12 3Outputs
13 3%C....Punkt an der Stelle u

oo

14 3%Cw...Punkt an der Stelle u in homogenen Koordinaten

16 sizeP=size(P);

17 $Falls eine B-Spline Kurve

18 if (size(w)==[0 0])
19 w=[];
20 w=intval (w) ;
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21 for i=l:sizeP (1)

22 w=[w intval(l)];
23 end

24 end

26 Pw=H(P,w); C=[]; C=intval(C);

27 sizePw=size (Pw);

29 1f sizePw(2)==

30 1if(u==U(1))

31 C=Pw(l);

32 Cw=[C w(l)];

33 return;

34 end

35 if (u==U (n+p+2))

36 C=Pw (n+1);

37 Cw=[C w(ntl)];

38 return;

39 end

40 else

41 1if (u==U(1))

42 for i=l:sizePw(2)-1
43 a=mid((Pw(l, :));
44 hv=a (i) /a(end) ;
45 C=[C hv]; Cw=Pw(l, :);
46 end

47 return;

48 end

49 if (u==U (n+p+2))

50 for i=l:sizePw(2)-1
51 a=mid(Pw(n+l, :));
52 hv=a (i) /a(end) ;
53 C=[C hv]; Cw=Pw(nt+l, :);
54 end

55 return;

56 end

57 end

59 [k, s]=FindSpanMult (n,p,u,U);

60 I=p-S;

61 1if r<0

62 [C Cw]=CurvePoint2(n,p,U,P,w,u);
63 return;

64 end
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65 for i=0:r
66 Rw (i+1, :)=Pw(k—pt+it+l, :);
67 end

68 for j=l:r

69 for i=0:r—j

70 if ((U(it+k+1+1)-U(k—p+j+i+l))==0)

71 alfa=intval(0);

72 else

73 alfa= (u-U(k-p+J+i+l)) / (U (1+k+1+1)-U(k-p+j+i+l));
74 end

75 Rw(i+1, :)=alfax (Rw(i+1+1, :)-Rw(i+l, :))+Rw(i+l, :);
76 end

77 end;

78 sizeRw=size (Rw); Cw=Rw(l, :);

80 1f (sizeRw(2)==1)

81 C=Rw(1);

82 else

83 for kk=1l:sizeRw(2)-1

84 hv=divideKNR(Rw (1, kk),Rw(1l,end)) ;

85 C=[C divideKNR(Rw(1l,kk),Rw(l,end))];
86 end

87 end

Dieser Algorithmus berechnet analog zu 'CurvePntByCornerCut’, die Ergebnisse
sind jedoch Intervalle.

Will man die Kurve an einem Knoten auswerten, dessen Ordnung > p + 1 ist, so
kann man den 'CurvePntByCornerCut’-Algorithmus nicht verwenden. Tritt so ein
Fall ein, so werden diese Stellen mit dem Algorithmus 'CurvePoint2’ berechnet.

1 function [C Cw]=CurvePoint2(n,p,U,P,w,u)

2 %[C Cw]=CurvePointZ2(n,p,U,P,w,u)

3 $Berechnet den Wert einer rationalen B-Spline bei u
4 %n....Anzahl der Punkte (0-n)

5 $p....Grad der Spline

6 3U....Knotenvektor

7 %P....Kontrollpunkte

8 %w....Gewichte (falls keine Gewichte
9 % w=[] setzen)
10 3u....Punkt an dem Ausgewertet wird

11 $Outputs

12 3%C....Der Punkt an der Kurve
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Q

13 %Cw...Der Punkt an der Kurve in homogenen Koordinaten

15 1if (size(w)==[0 07)
16 w=ones (1,n+l);
17 end

19 Pw=H(P,w);

20 1i=FindSpanMult (n,p,u,U);

21 $Berechnet die Basisfunktionen
22 N(1)=1;

23 for j=l:p

24 saved=0;

25 left (§)=u-U(1i-3+2);

26 right (j)=U(i+3+1)-u;

27 for r=0:3-1

28 temp=N (r+1) / (right (r+1) +left (j-1r));
29 if (isnan(temp) | | isinf (temp))
30 temp=0;

31 end

32 a=savedtright (r+l) xtemp;

33 N(r+l)=a;

34 saved=left (j—r) xtemp;

35 end

36 N (j+1)=saved;

37 end

38 <$%Berechnet den Punkt.

39 Cw=0;

40 for 3=0:p

41 Cw=Cw+N (3+1) *Pw (i—p+j+1, :);
42 end

43 C=Hinv(Cw(l, :));

Wie im Unterabschnitt 4.1 beschrieben, werden hierbei zuerst alle p + 1 fiir die
Stelle u relevanten Basisfunktionen berechnet; (Zeile 17-32) dann werden sie mit
den zugehorigen Kontrollpunkten multipliziert, und anschlieend wird die Sum-
me gebildet (Zeile 35-37).

Die Ausgabe besteht auch hier aus dem Wert der NURBS-Kurve an der Stelle u
und demselben Wert in homogenen Koordinaten. Dieser Algorithmus kann eben-
falls fiir B-Spline-Kurven angewendet werden, indem man fiar die Gewichte eine
leere Matrix [ ] einsetzt.

"CurvePoint2’ benotigt keine eigenstindige Intervallversion; falls die tibergebenen
Argumente Intervalle sind, wird auch als Ergebnis ein Intervall ausgegeben.

62



7.1 Algorithmen zur Box-EinschlieSung

Der Algorithmus 'Diff berechnet die erste und die zweite Ableitung nach den For-
mel (3.10), wobei A’(u) und A”(u) mit den Formeln (2.4) und (2.5) ausgewertet

werden.

10
11
12

13

16
17
18

19

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

33

35

36

38
39
40

41

function [C CC]=Diff(p,n,m,P,w,U,u)
¥C=Diff(po,n,m,P,w, U, u)

%Berechnet die Ableitung der NURBSKurve am Punkt u
%n....Anzahl der Punkte (0-n)

3p....Grad der Spline

3U. .. .Knotenvektor

3P....Kontrollpunkte

%m. ...Anzahl der Elemente von U [0...m]

3w....Gewichte
3u....Punkt an dem Ausgewertet wird
FOutputs

3C....Erste Ableitung
3CC. . .Zweite Ableitung

\

np=n-1;

[A Cw]=CurvePntByCornerCut (n,p,U,P,w,u) ;
wu=Cw (end) ; B=A;

A=Cw(l:end-1);

nU=U(2:end-1);
Pw =H(P,w); Qw=[];
for i=0:n-1
hv=(nU (1+p+1)-nU(i+l));
if hv==0
Qw (i+1, :)=0;
else
Qw (i+1, :)=px (Pw(i+2, :)—Pw(i+l, :)) /hv;
end
end
[Q, wg] =Hinv (Qw) ;
[NO Cpw]=CurvePntByCornerCut (np,p—-1,nU, Q,wq,u) ;
Dwu=Cpw (end) ; DA=Cpw (l:end-1);

3Erste Ableitung:
C=DA/wu-DwuxA/ (wu™2) ;

nnU=nU(2:end-1) ;
QQw=[]; o=p-1;
for i=0:n-2
hv= (nnU (i+g+1) nnU(i+1)) ;
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42

43

44

45

46

47

48

49

50

52

if hv==0

QOw (i+1, :)=0;
else

Q0w (i+1, :)=g* (Qw (i+2, :)—Qw (i+1, :)) /hv;
end

end

[0Q wag]=Hinv(QQw) ; nnp=np-1;

[NO Cagw] =CurvePntByCornerCut (nnp, g-1, nnU, 00, wgg, u);
DDwu=Caw (end) ; DDA=Cqw(1l:end-1);

3Zweite Ableitung:
CC=DDA/wu-DA*xDwu/ (wu”2) —CxDwu/wu—B+DDwu/wu+B* (Dwu™2) / (wu’2) ;

Zuerst werden aus den Knotenvektoren die Endpunkte entfernt (fir die erste Ab-
leitung Zeile 21 und fir die zweite Ableitung Zeile 39). Die Funktionen g(u) und
A(u) erhalt man durch das Ausfiihren von 'CurvePntByCornerCut’ (Zeile 17). g(u)
ist die letzte Koordinate der Ausgabe in homogenen Koordinaten und A(u) ent-
halt die restlichen Koordinaten. Ebenso erhalt man A’(u), A”(u) sowie g’(u), g”(u)
durch das Ausfiihren desselben Algorithmus (Zeile 32 bzw. 49), wobei man aber
den Grad sowie die Anzahl der neuen Knoten und der Kontrollpunkte entspre-
chend verkleinern muss.

Der Ableitungsalgorithmus ftir Intervalle, ‘Diff_intKNR’, arbeitet nach dem selben
Prinzip wie 'Diff.

10
11
12
13

14

16

64

function [C CC]=Diff_intKNR(p,n,m,P,w,U,u)
3C=Diff(p,n,m,P,w,U,u)

%Berechnet die Ableitung der NURBSKurve am Punkt u
3INTVAI-Version erwiterte Intervalle

%n....Anzahl der Punkte (0-n)

3p....Grad der Spline

3U. .. .Knotenvektor

3P....Kontrollpunkte

%m. ...Anzahl der Elemente von U [0...m]

3w. ...Gewichte
%u. ...Punkt an dem Ausgewertet wird
3Outputs

3C....Erste Ableitung
3CC. . .Zweite Ableitung

np=n-1;
[A Cw]=CurvePntByCornerCut_int(n,p,U,P,w,u);
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18

19

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

37

38

39

40

41

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

59

60

61

wu=Cw (end) ;
B=A; A=Cw(l:end-1);

nU=U(2:end-1) ;
Pw=H(P,w); Qw=[];
Qw=intval (Qw) ;
for i=0:n-1
hv=(nU (i+p+1)-nU(i+l));
if hv==infsup(0, 0)
QQ(i+1, :)=infsup(0,0);
else
Qw (i+1, :)=px (Pw(i+2, :)—Pw(i+1, :)) /hv;
end
end
[Q, wg] =Hinv (Qw) ;
[Cp Cpw]=CurvePntByCornerCut_int (np,p—1,nU, Q,wg,u) ;
Dwu=Cpw (end) ;
DA=Cpw(l:end-1);

3Erste Ableitung
wuz=factorKNR(wu, 2) ;
hvl=divideKNR (DA, wu) ;
hv2=divideKNR (Dwu*A, wu2) ;
C=hvl-hv2;

nnU=nU(2:end-1);
QOw=[1]; QQw=intwval (QQw) ;
a=p-1;
for i=0:n-2
hv= (nnU (i+g+1) nnU(i+1));
if hv==infsup(0, 0)
QQw (i+1, :)=infsup(0, 0) ;
else
QQw (i+1, :)=gx (Qw (i+2, :)—Qw (i+1, :)) /hv;
end
end
[QQ waq]=Hinv (QQw) ; nnp=np-1;
[Cq Cqw]=CurvePntByCornerCut_int (nnp, g-1, nnU, QQ, wqgg, u);
DDwu=Caw (end) ; DDA=Cqw(l:end-1) ;

3Zweite Ableitung
Dwu2=factorKNR (Dwy, 2) ;
hvl=divideKNR (DDA, wu) ;
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62

63

64

65

66

hv2=divideKNR (DA*Dwu, wu2) ;
hv3=divideKNR (CxDwu, wu) ;
hv4=divideKNR (BxDDwu, wu) ;
hv5=divideKNR (BxDwu2, wu2) ;
CC=hv1-hv2-hv3-hv4+hv5;

7.1.2 Intervall-Newton-Verfahren

Diese Implementation des Intervall-Newton-Verfahrens fir NURBS-Kurven arbei-

tet nach dem Prinzip aus Kapitel 5.2. Die Implementation ist aber doch etwas

komplexer als dort dargestellt wird.

10
11
12

13

15
16

17

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30

66

function erg=inewtonKNRH(f, ff,n,p,U_int,P_int,w_int, X, tol,erqg)
$Interval Newton-Verfahren
3ff..... Ableitungsfunktion

70 PR Anzahl der Punkte (0-n)

7 ST Grad der Spline

U...... Knotenvektor

P Kontrollpunkte

W ev... Gewichte

2 AR zuuntersuchender Definitionsbereich
$tol....Genauigkeitswert

%erqg.... (Optional) Liste mit Extremwerten
FOutput

%erg....Liste mit Extremwerten

if nargin==8

erg=[1;

end

m=n+p+l;

1=X;

zugef=0;

while ~ (isempty (L))
Xm=L (end) ;
I=L(1l: (end-1));
count=0;

while (rad(Xm)>tol && count<20)
count=count+1;
x=mid (Xm) ;
fx=f(p,n,m,P_int,w_int,U_int, x);

[NO Fl=ff(p,n,m,P_int,w_int,U_int,Xm);
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31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

N=x-divideKNR (fx, F) ;
Xn=intersect (X,N) ;
shp=size (Xn); shp=shp(l); Xnn=[]; $NaNs raus
for i=1:shp
if (~isnan(Xn(i)))
Xnn=[Xnn; Xn(i)];
end
end
Xn=Xnn; shp2=size (Xn); shp2=shp2(1);
if (shp2==0)
%display(’leer’);
if (zugef==1)
Xm=infsup (NaN, NaN) ;
else
h=rad(X) /p;
I=[1;
start=sup (X) ;
for i=1: (2*p)
hv=infsup(start-h,start);
I=[L;hv]; start=start-h;
end
Xn=infsup (inf (X) , sup (L(end)) ) ;
I=L(l:end-1);
zugef=1;
end
end
if (shp2==1)
%display(’einschrdnkung’)
hv=intersect (Xm, Xn);
if isnan (hv)
if (inf (Xn)==inf (X))
Xm=infsup (NaN, NaN) ;

else
Xm=Xn;
end;
else
Xm=hv;
end
end
if (shp2==2)

%display (’aufteilen’)
teile=intersect (Xn(1l),Xn(2));
if isnan(teile)

if (zugef==0)
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75 sdisplay(’zugef ist 07)

76 I=Xn(1l);

77 zugef=1;

78 Xr=infsup (Anf (Xn(2) ), mid(Xn(2)));
79 hv=infsup (mid(Xn(2)),sup(Xn(2)));
80 I=[L;hv];

81 else

82 ¥display(’zugef ist 17)

83 1I~length(L) ;

84 if (1I~=0)

85 I=Xn(1l);

86 else

87 coll=[];

88 for i=1:1L

89 hv=intersect (L(i),Xn(1));
90 if ~isnan(hv)

91 coll=[coll; hv];
92 end

93 end

94 I~coll;

95 end

96 Xm=Intersect (Xm,Xn(2) ) ;

97 end

98 else

99 Xneteile;

100 end

101 end

102 end

103 if (~isnan(Xm) && rad(Xm)<tol)

104 counts=[counts; count];

105 BR=1ismember (Xm, erqg) ;

106 if all (BB==0)

107 erg=lerg; Xm];

108 end

109 end

110 end

Leere Mengen werden ausgeschlossen.
Die Funktion f ist der Algorithmus ’Diff intKNR’ bis zur Zeile 41, da an dieser
Stelle die zweite Ableitung nicht bendétigt wird.

Schliefllich wird noch der Algorithmus zum Ausfiihren aller Implementationen fiar
eine vorgegebene NURBS-Kurve und einen Genauigkeitswert tol angefiihrt.
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function main(n,p,P,w,U,tol)

1

3fiihrt alles aus

2

n+p+1;
P_int=intval(P);

I

5

6

=intval (w) ;
=intval (U)

w_int

7

4

U_int:

8

3Undifferenzierbarkeitsbereiche + Endounkte

11

extremws=[];
for i=p+l

12

m-p

13

FindSpanMult (n,p,U(1),U);

s]=

[k,

14

if (s>=p)

15

intval(U(i))1;

4

extremws= [extremws

16

end

17

end

18

[extremws; intval(U(1l)); intval(U(end))];

extremws—=

19

oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo

oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo
oo

oo

23

oo
oo
o\
oo

oo
o\
o\
oo
oo
o\
oo
o
oo
o\
o\
o
oo
o\
o\
oo
oo
oo
o\
oo
oo
oo
o
oo
oo
oo
o\
oo
oo
oo
o
o\
o
oo
oo
o\
oo

oo
o\
oo
oo
oo
o\
oo
oo
oo
o
oo
oo
oo

25

1),0,mp);

!

NU=suchbereich (P (

27

extremw=[];
length (NU)
all=tic

INUG

28

4

29

4

30

einzeln=0;

31

INU-1
infsup(NU(i),NU(i+1))

erg=[1;

for i=1:

32

14

X=

33

34

w_int, X, tol,erq);

1),

erg=inewtonKNRH (@Diff_ intKNR1,@Diff intKNR,n,p,U_int,P_int(

if ~isempty(erqg)

35

36

4

rad(erqg)

37

extremw= [extremw; erg];

38

end

39

end

40

toc(all)

41

3

Endpunkte und Undifferenzierbarkeitsstellen dazufligen

42

extremw= [extremw; extremws];

44
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70

45

46

47

48

49

50

52

53

54

55

56

57

58

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

82

83

84

85

86

87

88

ss=length (extremw) ;

Ext=[];

for i=l:ss
C=CurvePntByCornerCut_int (n,p,U_int,P_int(:,1),w_int,extremw(i,1));
Ext=[Ext; C];

end

gMinimum und Supremum suchen und speichern
Exts=sup(Ext(:,1));

Exti=inf (Ext(:,1));

[supx index]=max (Exts) ;

supx= [mid (extremw (index) ) , supx] ;

[infx index]=min (Exti);

infx=[mid(extremw(index) ), infx];

NU=suchbereich(P(:,2),U
extremw=[];
1INU=length (NU) ;
all=tic;
for i=1:1NU-1
X=infsup(NU(1i) ,NU(i+1));
erg=[];
erg=inewtonKNRH (@Diff_ intKNR1,@Diff_ intKNR,n,p,U_int,P_int(:,2),w_int,X,tol,erqg);

2
ek

if ~isempty(erq)
rad(erq) ;
extremw= [extremw; erqg];
end
end
toc(all)

3Endpunkte und Undifferenzierbarkeitsstellen dazufiigen
extremw=[extremw; extremws];
ss=length (extremw) ;
Ext=[1];
for i=l:ss
C=CurvePntByCornerCut_int (n,p,U_int,P_int(:,2),w_int,extremw(i, 1)) ;

Ext=[Ext; C];
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89

91

92

93

94

95

96

97

100

101

102

103

104

105

106

107

108

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

end

2Minimum und Supremum suchen und speichern
Exts=sup (Ext(:,1));

Exti=inf (Ext(:,1));

[supy index]=max(Exts);
supy=[mid (extremw (index) ), supyl ;

[infy index]=min (Exti);

infy=[mid(extremw (index) ),infy];

display (' $%%%%%%%%5%5%5%5%%%%%%%%%%%%5%5%5%5%%%%%%%%%%%_PLOT_$%%%%%%%%%%%%%")
subplot(4,1,1:2)

hold on;

zeichneNURBSKurve (n,p,U,P,w, b’ ) ;

line([infx(2), infx(2)], [infy(2), supy(2)],’color’,’xr");%links
line([supx(2), supx(2)], [infy(2), supy(2)],’color’,’r");%rechts
line([infx(2), supx(2)], [supy(2), supy(2)],’color’,’xr"); $oben
line([infx(2), supx(2)], [infy(2), infy(2)],’color’,’xr"); %unten
hold off;

subplot (4,1, 3)

hold on

zeichneNURBSKurve (n,p,U,P(:,1),w,'b");
scatter (supx(1l),supx(2))

scatter (infx(1l),infx(2))

hold off

subplot (4,1, 4)

hold on

zeichneNURBSKurve (n,p,U,P(:,2),w,'b");
scatter (supy(1l),supy(2))

scatter (infy(1l),infy(2))

hold off

7.1.3 Kleinere Hilfsalgorithmen

Die hier aufgelisteten Algorithmen sind zusatzliche Implementationen, die fur die

oberen Algorithmen immer wieder benétigt werden.

Die perspektive Abbildung H aus der Gleichung (3.7) wandelt die Kontrollpunkte
und deren Gewichte in homogene Koordinaten um.

1

2

function Pw=H (P, w)

$Pw=H (P, w)
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3 $Fligt Punkte in einem Array und Gewichte

4 %zu homogenen Koordinaten zusammen

6 sizeP=size(P);
7 1f (sizeP==[0 01])
8 Pw=w’; return

9 end

11 Pw=[]; n=sizeP(1l);
12 dime=sizeP(2);

13 for i=l:n

14 helpvar=[];

15 if (w(i)~=0)

16 for j=1:dim

17 helpvar=[helpvar P (i, J)*w(i)];
18 end

19 helpvar=[helpvar w(i)];
20 Pw=[Pw; helpvar];

21 else

22 Pw=[Pw; P(i,:) w(i)];
23 end;

24 end

Die Inverse der perspektiven Abbildung H trennt die in homogenen Koordinaten
gegebenen Kontrollpunkte in Punkte und deren Gewichte.

1 function [P,w]=Hinv (Pw)
2  %[P,w]=Hinv (Pw)
3 $Trennt 2 und 3 koordinatige Punkte von Homogenen Koordinaten

4 3Punkte in einem Array

6 sizePw=size (Pw);
7 1if (sizePw(2)==1)
8 P=[]; w=Pw'; return

9 end

11 dime=sizePw(2)-1;
12 w=Pw(:,end); w=w’;

13 Phelp=Pw(:,1:dim); P=[];
15 for i=1:sizePw(1l)

16 helpvar=[1];
17 if (Pw(i,end)~=0)
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18

19

20

21

22

23

24

25

for j=1:dim
helpvar=[helpvar Phelp(i, j) /w(i)]1;
end
else
helpvar=Pw(i, 1:dim) ;
end
P=[P; helpvar];

end

Der folgende Algorithmus gibt an, in welchem Teilintervall des Knotenvektors sich
ein Punkt u des Definitionsbereichs befindet. Auflerdem gibt er die Ordnung des
Punktes an, falls er ein Knoten ist. Die Implementation ist eine Erweiterung eines

Algorithmus aus [8].

10

11

12

15

16

17

18

19

20

21

22

23

25

26

28

29

function [k, s]=FindSpanMult (n,p,u,U)
%Berechnet den Knotspanindex k

%und die Multiplizitdt s

sizeU=size (U);

if (uw>U(end))
display (' Punkt_oberhalb_vom Knotvektor’)
k=" falsch’; s='falsch’; return

end

if (u<U(1))
display (' Punkt_unterhall vom Knotvektor’)

=’falsch’; s=’'falsch’; return

end

if (u==U(n+2))
k=n; s=0;
for t=1:sizeU(2)
if uv==U(t)
s=s+1;
end
end
return;

end;

low=p; high=n+1;
mid=fix( (lowthigh)/2);

while (u<U(@mid+l) | w=U(@mid+2))
if (u<U (mid+1))
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30 high=mid;

31 else

32 low=mid;

33 end;

34 mid=fix( (lowthigh)/2) ;
35 end;

36 k=mid;

38 s=0;
39 for t=1:sizeU(2)

40 if uw==U(t)
41 s=s+1;
42 end

43 end

Den Suchbereich fiir Minima und Maxima fiir grofle Splines kann man mit folgen-
dem Algorithmus bestimmen.

1 function s=suchbereich (P, U, m,p)
2 %Definiert den Bereich wo Minima und Maxima der Funktionen liegen

3 %und gibt diese aus

4 Pbea=P;

5 NUmax=[];

6 for k=1:2

7 mmax=max (Pbea) ;

8 hv=find (Pbea==mmax) ;

9 lhv=length (hv) ;

10 for i=1l:1hv

11 if hv(i)>mp-2

12 hv (1) =m-p-2;

13 end

14 for j=hv (i) :hv (i) +pt+l;
15 NUmax= [NUmax U(73)];
16 end

17 Pbea (hv (i) ) =NaN;

18 end

19 end

21 Pbea=P;

22 NUmin=[];
23 for k=1:2
24 mmin=min (Pbea) ;

25 hv=find (Pbea==mmin) ;
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26 lhv=length (hv) ;

27 for i=1l:1hv

28 if hv(i)>mp-2

29 hv (1) =m—p-2;

30 end

31 for j=hv (i) :hv (i) +p+l;
32 NUmin= [NUmin U(3)];
33 end

34 Pbea (hv (i) ) =NaN;

35 end

36 end

37 %NUmin=sort (NUmin) ;
38 SNUmin=unique (NUmin);
39 s=[NUmin NUmax] ;

40 s=sort(s);

41 s=unique(s);

Die Bildung der Potenzen eines Intervalls kann genau und ohne Uberschatzungen
mit dem Algorithmus 'factorKNR’ berechnet werden.

1 function erg=factorKNR(x,n)

2 $%Potenzieren eines Intervalls

4 a=inf (x); b=sup(x);

5 m=mod(n,2);

7 if (r==1)

8 erg=infsup(a”n,b”™n) ;

9 else

10 if in0(0,x)

11 erg=infsup(0,max(a”n,b"n));
12 else

13 if a>=0

14 erg=infsup(a”n,b”n);
15 else

16 erg=infsup (b"n,a"n) ;
17 end

18 end

19 end

Die Division mehrerer Intervalle wird mit folgendem Algorithmus berechnet.
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10
11
12
13
14
15

16

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

28

30
31
32
33
34
35
36
37
38

39

41
42
43

44
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function erg=divideKNR(x, V)
SErveiterte Intervalarthimetik

2Division von zwel Intervallen

a=inf (x); b=sup(x);

c=inf(y); d=sup(y);

1lx=size(x); 1lx=1x(1);

ly=size(y); ly=ly(1);

if (Ix==1 && ly==1)

if (isnan(x) || isnan(y))
erg=infsup (NaN,NaN) ;
return;

end

erg=divideKNRausw(a,b,c,d);

end

if (Ix==1 && ly==2)
if (isnan(x) && ly==2)
erg=[infsup (NaN,NaN); infsup (NaN,NaN) ];
return;
end
erg=[];
ergg=divideKNRausw(a,b,c(1l),d(1));
erg=[erg; ergq];
ergg=divideKNRausw(a, b,c(2),d(2));
erg=[erg; ergql;
end

if (ly==1 && 1lx==2)

if (isnan(y) & ly==1)
erg=[infsup (NaN,NaN); infsup (NaN,NaN) ];

end
erg=[];
ergg=divideKNRausw(a(l),b(1l),c,d);
erg=[erg; erggl;
ergg=divideKNRausw(a(2),b(2),c,d);
erg=[erg; erggl;

end

if (ly==2 && 1x==2)
if (isnan(y) & isnan(x))
erg=[infsup (NaN,NaN); infsup (NaN,NaN) ];
end
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45

46

47

48

49

50

52

53

54

55

56

57

erg=[1;
ergg=divideKNRausw(a(l),b(1),c(1),d(1));
erg=[erg; ergql;
ergg=divideKNRausw(a(2),b(2),c(2),d(2));
erg=[erg; erggl;

end

ss=size(erq); ss=ss(l);

if (ss==4)
hvl=hull (erg(l),erg(3));
hv2=hull (erg(2),erg(4));
erg=[hvl; hv2];

end

Um die erweiterte Intervallarthimetik fur die Division verwenden zu kénnen, bendo-

tigt man den Algorithmus 'divideKNRausw’. Dies ist eigentlich die Implementation

der Gleichungen aus (5.1).

10

11

12

13

14

15

17

18

19

20

21

22

23

24

25

function erg=divideKNRausw(a, b, c,d)
%Erweiterte Intervallarithmetik

%Division

if ((c<=0) && (0<=d))
if (c==0 && d>c)
if (b<0)
erg=infsup (-Inf,b/d);
return;
end
if (a>0)
erg=infsup(a/d, Inf) ;
return;
end
end
if (d==0 && d>c)
if (b<0)
erg=infsup (b/c, Inf) ;
return;
end
if (a>0)
erg=infsup(-Inf,a/c);
return;
end

end
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26 if (c<0 && 0<d)

27 if (b<0)

28 erg=[infsup (-Inf,b/d) ;infsup(b/c,Inf) ];
29 return;

30 end

31 if (a>0)

32 erg=[infsup(-Inf,a/c);infsup(a/d, Inf) ];
33 return;

34 end

35 end

36 if (c==0 && d==0)

37 erg=infsup (NaN,NaN) ;

38 end

39 if ((a<=0) && (0<=Db))

40 erg=infsup (-Inf, Inf);

41 end

42 else

43 hvl=1/d;

44 hv2=1/c;

45 erg=infsup(a,b) *xinfsup (hvl, hv2) ;
46 end

7.2 Weitere Interessante Algorithmen

Hier werden noch einige Algorithmen beschrieben, die man beim Arbeiten mit
NURBS-Kurven benétigt. Sie haben mit der Box-EinschlieSung von NURBS-Kurven
wenig zu tun, sind aber im Laufe der Entstehung dieser Arbeit sehr hilfreich ge-

WESEI.

Den Anfang macht der Knot Insertion Algorithmus.

Hauptsachlich fligt man weitere Knoten der NURBS-Kurve hinzu um mehr Kon-
trollpunkte zu erhalten, womit man mehr Kontrolle tiber den Verlauf der Kurve
erhalt. Die Theorie der 'Knot Insertion’ ist in Kapitel 4 genauer angefiihrt.

Der hier angefiihrte Algorithmus entspricht unter gewissen Anderungen dem ,Kno-
tlnsert” aus [8, Kapitel 5].

Die Ausgabe besteht aus den neuen Punkten des neuen Kontrollpolygons in homo-
genen Koordinaten, dem neuen Knotenvektor und der Anzahl der neuen Punkte.

1 function [ng UQ Qw]=KnotInsert(np, p, UP, P, w, u)

2 $%Knot insert
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3 P Anzahl der P

4 P Grad

5 SUP....vevon... Original Knotenvektor

6 SOutputs

7 MG ... Anzahl neuer Knoten

8 BUQ ... neuer Knotenvektor

9 BOW ... neue Punkte in homogenen Koordinaten

11 [k, s]=FindSpanMult (np, p, u, UP);
12 mp=nptpt+l;

13 ng=nptl;

14 mgengtptl;

15 Pw=H(P,w);

17 for i=0:k

18 UQ(i+1)=UP (i+1);

19 end

20 UQ(k+2)=u;

21 for i=k+2:mg

22 UQ(i+1)=UP (1) ;

23 end

24 for i=0:k-—p

25 Qw (i+1, :)=Pw(i+l, :);
26 end

27 for i=k-s:np

28 Ow (142, :)=Pw(i+l, :);
29 end

30 for i=0:p-s

31 Rw(it+l, :)=Pw(k-p+i+l, :);

32 end

34 I=k-—pt+l;

35 for i=0:p-1-s

36 alpha= (u-UP (L+i+1) ) / (UP (i+k+1+1)-UP (L+i+1));

37 Rw (i+1, :)=alpha*Rw (i+1+1, :) + (1-alpha) *Rw (i+1, :) ;
38 end

39 Qw(L+1, :)=Rw(l, :);
20 Qw(k+l-s,:)=Rw(p-s,:);

42 for i=I+1:k-s-1
43 Ow (i+1, :)=Rw(i-L+1, :);

44 end;

Der folgende Algorithmus, stellt eine weitere Anwendung des De Boor Verfahrens
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dar.

Um die Tangente an einer NURBS-Kurve zu berechnen, muss man die Kurve nicht
ableiten. Der folgende Algorithmus berechnet mithilfe von ‘CurvePntByCornerCut’
die erste Ableitung, ohne die Formeln aus den Kapiteln 2.2. oder 3.3. zu ver-
wenden. Hier wurde das De Boor Verfahren umgeschrieben, sodass die Tangente
im Prinzip damit berechnet wird. Die Ausgabe ist die Linearkombination zweier
Punkte, die auf der Tangente liegen:

65 alfa= (u-U(k—pt+j+i+l))/ (U(1i+k+2)-U (k—p+j+it+l));
66 Rw(it+l, :)=alfa* (Rw(i+2, :)-Rw(it+l, :))+Rw(i+1, :);

Sogar der Auswertungspunkt liegt auf der Tangente und somit kann man die Tan-
gente an dieser Stelle bilden, indem man die Differenz aus dem Auswertungspunkt
und einem der Iterationspunkte berechnet.

Die Ausgabe dieses Algorithmus besteht aus C(u) und C’(u)

1 function [tv, C]l=tang(n,p,P,w,U,u)

2 $%[tv, C]=tangw(n,p,P,w,U, u)

3 $Berechnet Tangentenvektor an u und den Punkt C der Kurve an u
4 %mit der Cornercut Methode

5 2%n....Anzahl der Punkte (0-n)

..Grad der Spline

[}
oo oo o
SRR

7 . .Knotenvektor

8 $P....Kontrollpunkte

9 2%w....Gewichte

10 3u....Punkt an dem Ausgewertet wird

11 3Outputs

oo

12 tv...Tangentenvektor

13 2C....Punkt der Kurve

15 Pw=H(P,w); C=[];
16 %Sonderfall Endpunkte
17 if(u==U(1))

18 tv=P (2, :)-P(1,:); C=P(1,:);
19 return;
20 end

21  1f (u==U(ntpt+2))

22 tv=P (n+l, :)-P(n,:); C=P(nt+l,:);
23 return;
24 end

26 $Linearkombinationen und Punktberechnung
27 [k, s]=FindSpanMult (n,p,u,U);

28 r=p-s; Rw=[];
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29

30

31

33

34

35

36

37

38

40

41

42

for i=0:r
Rw (i+1, :)=Pw(k—pt+it+l, :);

end

for j=1:r
for i=0:r—j
alfa= (u-U (k—pt+j+i+1)) / (U (1+k+14+1)-U (k—p+j+it+l) ) ;
Rw(i+1, :)=alfa*Rw(i+1+1, :)+(l-alfa) *Rw(i+l, :);
end;

end;

C=Hinv(Rw(l, :));
R=Hinv (Rw(2, :));
tv=R-C;

Oft ist es interessant, die Werte der Basisfunktionen zu berechnen. Der folgende
Algorithmus (wieder aus [8] mit Anderungen Ubernommen) berechnet den Wert

der i-ten Basisfunktion, an der Stelle u.

10

11

13

14

15

17

18

19

21

22

23

24

function Nip=OneBasisFun(p, m, U, i, u)
¥Nip=OneBasisFun(p,m, U, 1,u)
%Berechnet den Wert einer BasisFunktion Nip an der Stelle u

%p....Grad der Spline

m....[Ul=mt1

3U. .. .KnotVektor

%i....Index des Teilintervalls (beachte i\in[0,m+1])
% Nummer der Basisfunktion.

3u....Punkt

FOutput

SNip. .Wert der Basisfunktion an der Stelle u

if ( (i==0 && w==U(1)) || (i==mp-1 && uv==U(m+1l)) )
Nip=1l; return;

end

if (u<U(it+l) || u >= U(it+tptl+l))
Nip=0; return;

end

N=0;

for 3=0:p

if (u >=U(i+3+1) && u<U(i+3+1+1))
N(j+1)=1;
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25 else

26 N(3j+1)=0;
27 end

28 end

30 for k=l:p

31 if (N(1)==0)

32 saved=0;

33 else

34 saved= ( (u—U (i+1) ) *N(1) )/ (U (i+k+1)-U(i+1));
35 end

36 for j=0:pk

37 Uleft=U(i+j+1+1); Uright=U(i+j+k+1+1);
38 if (N(j+1+1)==0)

39 N (j+1)=saved; saved=0;

40 else

41 temp=N (j+1+1) / (Uright-Uleft) ;

42 if (isnan(temp) || isinf (temp))

43 temp=0;

44 end

45 N (j+1)=saved+ (Uright—u) *temp;

46 saved= (u-Uleft) *temp;

47 end

48 end

49 end

50 Nip=N(1);

Im Weiteren und als Abschluss werden noch zwei Algorithmen zur graphischen
Darstellung der NURBS-Kurven angefuhrt.

Um die Basisfunktionen einer NURBS-Kurve oder einer Spline-Kurve zu zeichnen
kann man die folgende Implementation verwenden.

Gibt man dabei dem Argument z den Wert 1, so wird die i-te Basisfunktion ge-
zeichnet. Hat z aber den Wert 2 so werden alle Basisfunktionen dargestellt (das
Argument i, hat in diesem Fall keine Bedeutung).

1 function r=zeichneOneRasisFun(p,U, i, z)
2 $%Zeichnet B-Splines Basisfunktionen
3 $%z=] Eine (die i—te) Funktion

4 $%z=2 Alle Funktionen

6 a=U(l); b=U(end);

7 sizeU=size(U);
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

20

21

22

23

24

25

26

27

m=sizeU(2)-1;
x=a:0.005:b;
sizex=size(x);
s=sizex(2);
1f(z==1)
for t=1:s
Nip(t)=OneBasisFun(p, m, U, i, x(t));
end
r=Nip;
plot (x,Nip) ;
else
n=m-p-1;
for k=0:n
for t=l:s
Nip(k+1,t)=OneBasisFun(p, m, U, k, x(t));
end
end
r=Nip;
plot (x,Nip)

end

Die NURBS-Kurven selbst kann man mit folgender Implementation graphisch dar-

stellen. Die Genauigkeit ist dabei ein Tausendstel. Verdndert man in der Zeile 7,

den Unterteilungswert, so kann man die Genauigkeit der graphischen Darstellung

frei wahlen.

10

11

12

13

14

15

16

17

function zeichneNURBSKurve (n,p,U, P, w, sp)

%zeichnet NURBS-Kurven

m=n+ptl;
a=U(1); b=U(end);
x=a:0.001:b;
sizex=size(X);
s=sizex(2);
for t=1:s

xt=x(t);

Nip(t, :)=CurvePntByCornerCut (n, p, U, P,w, x(t));
end
sizeP=size (P); d=sizeP(2);
if (d==1)

plot (x,Nip, sp)

end
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18

19

20

21

22

23

24

if (d==2);
plot Nip(:,1),Nip(:,2),sp);
end
if (d==3);
plot3(Nip(:,1),Nip(:,2),Nip(:,3),sp);
grid on

end
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