Lniversitat
wien

DIPLOMARBEIT

Titel der Diplomarbeit

Spezifische Methoden fur historische Aspekte im Mathematikunterricht

Mogliche Ziele und Beispiele

angestrebter akademischer Grad

Magister der Naturwissenschaften (Mag. rer.nat.)

Verfasserin / Verfasser: Florian Mayer
Matrikel-Nummer: 0009630

Studienrichtung (It. 190 406 412
Studienblatt):

Betreuerin / Betreuer: Dr. Johann Humenberger

Wien, am






Vorwort

Wer nicht von dreitausend Jahren
Sich weifs Rechenschaft zu geben,
Bleib im Dunkeln unerfahren,
Mag von Tag zu Tage leben.

Johann Wolfgang Goethe

Die vorliegende Diplomarbeit ,,Spezifische Aspekte fiir historische Methoden im Mathematik-
unterricht™ ist im Zeitraum vom Herbst 2008 bis zum Friihjahr 2011 entstanden. Wie so oft, macht
ein Werk, das iiber so viele Wochen und Monate manchmal in gro8eren Schiiben, manchmal in ganz
kleinen Schritten verfasst wird, zahlreiche Anderungen, Umstrukturierungen und Neufassungen an
unterschiedlichen Stellen durch. Umso mehr freut es mich, dass die nun fertige Fassung ihre
Intention behalten hat und insgesamt die Anforderungen, die ich an mich selbst zu Beginn gestellt
hatte, erfillt.

Durch den Besuch der Vorlesung ,,Geschichte der Mathematik* von Gerhard Kowol, die ich an der
Universitat Wien in den Wintersemestern 2005 und 2008 besuchte, wurde ich zum ersten Mal auf
die Dimension des Themenkreises der Geschichte der Mathematik aufmerksam. Besonders
fasziniert hat mich, dass in der Betrachtung der Genese der mathematischen Disziplinen auch eine
Sichtweise von auflen enthalten war. Durch das Zuriicktreten und Beschreiben der Leistungen von
Mathematikern von damals bis zum heutigen Zeitpunkt traten auch die Leistungen selbst stérker in
den Vordergrund; jedoch nicht unbedingt als Formulierung eines Satzes mit anschlieBendem
Beweis, sondern als Bericht mit der Einbettung in ein grof3eres Bild, das Denkweisen der
handelnden Personen und ihre Absichten besser erkennen lieBB. AuBBerdem entdeckte ich einige
faszinierende Errungenschaften aus ldngst vergangener Zeit, die die Fahigkeiten des menschlichen
Geistes auf beeindruckende Weise demonstrierten.

Durch die Lektiire von mehreren Biichern zu historischen Themen innerhalb der Mathematik, aber
insbesondere durch das Buch Mathematics In Western Culture von Morris Kline, begann ich zu
verstehen, wie eng die Entwicklungen in der Mathematik auch mit den Entwicklungen unseres
Weltbilds, unseres Lebensstandards und unseren allgemeinen Uberzeugungen und Anschauungen
zusammenhing. Kline berichtet von der ,,Anstrengung das Fach Mathematik zu vermenschlichen®,
die er zeit seines Lebens durch Publikationen zu historischen Themen unternommen habe, und ich
wollte ihm ein wenig folgen.

Wenn man an den Mathematikunterricht in den Gsterreichischen Schulen als Gesamtes denkt, muss



man dennoch betonen, dass der historische Aspekt nur einer von mehreren Aspekten ist, die alle auf
Augenhohe nebeneinander stehen. So sind fiir die Wissenschaft Mathematik etwa die Exaktheit
threr Formulierungen, die Strenge ihrer Argumentationen, ihre Abstraktionsfahigkeit, aber auch die
Vielseitigkeit in der Anwendung auf andere Wissenschaften (und die Technik), die Asthetik ihrer
inneren Struktur und ihre kreative Leistungsfahigkeit ebenso zentrale Merkmale, die der
Schulunterricht transportieren sollte. Der historische Aspekt kann nun zeigen, dass die Mathematik
von Menschen gemacht ist, durch Menschen vorangetrieben wurde und auf Menschen gewirkt hat.
Letzteres zeigt sich in ihrem Einfluss auf die Philosophie, die Literatur, die bildnerischen Kiinste,
die Architektur, die Technik und sogar die Religionen, sodass sofort Verbindungen zu fast allen
anderen Schulfachern aufgebaut werden kdnnen. Ein Ziel von Bildung im Rahmen einer hoheren
Schulform ist es ja, den jungen Menschen die Moglichkeit zu geben, ihren Weltaufschluss zu
vergroflern, dass sie ihre Wahrnehmungsféhigkeit steigern, ihren Blick schirfen und die
Zusammenhdnge zwischen sich selbst und der Welt um sie herum auf einer tieferen Ebene
begreifen. Weil mir die generelle Bildung der Jugendlichen ein Anliegen ist, halte ich es also als
Mathematiklehrer auch fiir durchaus wichtig, dass sie z. B. ein solides Wissen in den Sprachen, der
Wirtschaft, Politik sowie anderen Naturwissenschaften einschlielich der Philosophie erwerben.
Von dieser Haltung ausgehend geht es mir also in dieser Arbeit nicht darum, Mathematik als einzig
wichtiges Fach zu préisentieren und mit meinem Thema Argumente zu liefern, die es darin
unterstiitzen, sich gegeniiber den anderen Fachern zu behaupten. Der Geist, in dem diese Arbeit
geschrieben wurde, charakterisiert sich vielmehr in dem Ansinnen mit dem Mathematikunterricht
und innerhalb dessen mit historischen Betrachtungen etwas zu dem Gesamtbild eines
umfangreichen Weltverstindnisses beitragen zu konnen. Da es ab dem eigentlichen Beginn dieser
Abhandlung auf Seite 8 jedoch nur mehr um die Geschichte der Mathematik 1m
Mathematikunterricht gehen wird und dieses Thema natiirlich mit einem entsprechenden Detailgrad
und einem angemessenen Fokus behandelt werden muss, hoffe ich, dass sich der Leser nach diesem
Vorwort doch hin und wieder daran erinnern wird, dass ich den Inhalt der Arbeit zwar als
entscheidenden Bestandteil des Unterrichts ansehe, jedoch seine Rolle im Rahmen einer
umfassenden Gesamtausbildung mathematischer und allgemeiner Natur zu keinem Zeitpunkt
vergessen habe.

Im ersten Teil dieser Schrift gebe ich einen Uberblick iiber den Mathematikunterricht des letzten
Jahrtausends, gefolgt von einer Untersuchung des aktuellen Lehrplans zum Thema ,,Geschichte der
Mathematik®. Der zweite Abschnitt ist gewissermalBen das Hauptstiick, in dem ich fiinf Thesen
formuliere, in welcher Weise historische Aspekte den Mathematikunterricht positiv beeinflussen
konnen. Dabei spielen sowohl Merkmale, die die Wissenschaft Mathematik in einem authentischen

Bild zeigen, als auch emotionale Uberlegungen eine Rolle. Im dritten Teil untersuche ich, in



welcher konkreten Form die historischen Inhalte in den Unterricht integriert werden kénnen und ob
sich dadurch Anderungen fiir den bisherigen Unterricht ergeben. Der vierte und letzte Abschnitt
schlieBlich ist eine Zusammenstellung von insgesamt sieben Arbeitsbléttern, in denen die Thesen
aus dem zweiten Teil in die Praxis umgesetzt werden. Diese Arbeitsblitter sind dazu gedacht, direkt
im Unterricht zur Anwendung zu kommen und werden von mir auch sicherlich einem praktischen
Test unterzogen werden.

Mein Dank gilt meinem Diplomarbeitsbeteuer Univ.-Prof. Mag. Dr. Johann Humenberger,
meinen Eltern, die mein Studium immer bedingungslos unterstiitzt haben und den Schiilerinnen und
Schiilern der Schiilerhilfe, einem Nachhilfeinstitut, in dem ich in den letzten neun Jahren tétig war
und wo ich viel Erfahrung sammeln und viele neue Erkenntnisse im Bereich des Lehrens und

Lernens erwerben durfte.

Florian Mayer, im Mirz 2011
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1. Die Geschichte der Mathematik im Unterricht

— von damals bis heute

1.1 Einleitung

Das Bewusstsein fiir ihre Geschichte war in der Mathematik schon im Altertum praktisch von dem
Zeitpunkt, als sich die Mathematik als eigene Disziplin entwickelte, an vorhanden (Phili 2002, S.
229). Es manifestiert sich in den ersten Werken, die versuchen, einen historischen Abriss der bis
dahin gewonnenen Erkenntnisse zu geben. So schrieb Eudemos von Rhodos (ca. 370 — ca. 300 v.
Chr.) bereits eine Geschichte der Mathematik und eine Geschichte der Geometrie, die jedoch bis
zum heutigen Tage nur in Fragmenten und Zitaten iiberlebt haben. Andere griechische Autoren der
spateren Antike fligten ihren Zusammenfassungen ebenfalls oft historische Kommentare hinzu
(Phili 2002, S. 222).

Als man die Zeit des Mittelalters, in der allgemein vergleichsweise wenig Mathematik betrieben
worden war, hinter sich gelassen hatte und sich in der Renaissance wieder mit der Kultur des alten
Griechenland zu beschéftigen begann, lag ein Ausdruck der historiografischen Aktivitét in der
(Wieder-)Entdeckung und Ubersetzung der alten Schriften. So fand Regiomontanus (1436 — 1476)
etwa sechs Biicher von Diophants Arithmetica und wollte sie auch selbst {ibersetzen (Binder 2002,
S. 214).

Das erste Buch, das sich ganz allein mit der Geschichte der Mathematik in reichhaltiger und
ausfuhrlicher Form befasste, war die Histoire des mathématiques von Montucla (Peiffer 2002, S. 3),
die in der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts in mehreren Editionen erschien (Peiffer 2002, S. 9).
Von da an nahmen immer mehr Mathematiker in vielen Landern Studien iiber die Geschichte ihrer
Wissenschaft auf. Eine der bedeutendsten Mathematikhistoriker des 19. Jahrhunderts waren etwa
Moritz Cantor (1829 — 1920) oder auch Felix Klein (1849 — 1925), um nur zwei Beispiele aus dem
deutschsprachigen Raum zu nennen.

Ab dem frithen 20. Jahrhundert wurden schlieBlich Forschungen zur Geschichte der Mathematik
auch in Lateinamerika, Mexiko, den USA, Japan und China aufgenommen und mit der Entstehung
internationaler Organisationen nach dem zweiten Weltkrieg (z. B. der International Commission on
the History of Mathematics) und zugehdriger Zeitschriften fand das Thema breite Unterstiitzung fiir
ein groBes Spektrum an Aktivititen (Dauben et al. 2002, S. 26, 27).



Eine der Besonderheiten der Geschichte der Mathematik im Vergleich zur Geschichte anderer
Wissenschaften ist, dass Erkenntnisse, die vor Hunderten von Jahren gewonnen wurden, heute
meist noch genauso giiltig sind, wie damals. Im 17. Jahrhundert genoss die Mathematik aufgrund
dieser Eigenschaft als ,,Wissenschaft der ewigen Wahrheit* (Pahl 1913, S. 112) grof3es Ansehen in
allen gebildeten Schichten. Zwar erfahren Begriffe die unterschiedlichsten Wandlungen,
Definitionen werden verfeinert oder prézisiert, neue Zusammenhinge gefunden, aber die
Richtigkeit eines Beweises etwa dndert sich iiber die Jahrhunderte nicht. Ein Student, der die
Elemente des Euklid liest, findet darin auch aus heutiger Sicht einwandfreie mathematische
Information, obwohl dieses Werk bereits vor ca. 2300 Jahren verfasst wurde.

Neben unvermeidlichen Irrwegen, Stolpersteinen und Zeiten des langsameren Fortschreitens haben
wir es bei der Geschichte der Mathematik also mit einer Entwicklung zu tun, bei der frithere
Ergebnisse nicht (unbedingt) korrigiert, sondern ausgebaut, neu gruppiert und weitergefiihrt werden.
Der heutige Wissensstand ist demnach die zur Zeit aktuelle Ebene eines Gertistes, dessen
Fundamente (eben nicht nur aus historischer Sicht) gleichermaf3en richtig und wichtig sind, wie

dessen Spitze.

Trotz des hohen Bewusstseinsgrades der Mathematiker fiir die Geschichte ihrer Wissenschaft und
ihrer offensichtlichen Bedeutung fiir die Gegenwart, finden Betrachtungen, wie man die Geschichte
der Mathematik in den Unterricht integrieren konnte, erst relativ spét statt. Dies hat natiirlich auch
mit der verhéltnisméBig spaten Durchsetzung des Unterrichtsfachs Mathematik im Allgemeinen zu
tun.

Im folgenden Abschnitt mochte ich diesen Umstand genauer beleuchten, um am Ende zum heutigen
Lehrplan der Mathematik fiir die AHS zu kommen und die Bedeutung der Geschichte der

Mathematik darin zu untersuchen.

1.2 Der Mathematikunterricht des letzten Jahrtausends

Im Mittelalter wurde die Ausbildung der Jugend noch iiberwiegend von der Familie iibernommen.
Arbeitsort und Lebensort waren grofteils ident und das Lernen erfolgte durch das Zusammensein
mit anderen Familienmitgliedern (Ettl 1981, S. 99). Das Lehren von mathematischen Inhalten
beschrinkte sich auf die Klosterschulen, in denen jedoch auch nur die Ermittlung der beweglichen

Kirchentage und einfache Berechnungen zur Organisation und Verwaltung weitergegeben wurden
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(Neander 1974, S. 8). Bis zum Ende des 15. Jahrhunderts gab es fiir die Mehrzahl der Bevolkerung
keine brauchbare Verwertung fiir mathematische Kenntnisse, weshalb solche auch kaum
unterrichtet wurden (Peschek 1979, S. 15).

Mit dem Beginn der Neuzeit weitete sich der Handel immer mehr aus, sodass sich mit der Zunahme
an Komplexitit in der Geldwirtschaft auch die Notwendigkeit steigerte, elementare
Rechenfertigkeiten wie Zdhlen, das Einmaleins, Addition, Subtraktion sowie dort und da Zinsen-
und Provisionsrechnung zu beherrschen und damit auch systematisch zu unterrichten (Peschek
1979, S. 15). In einigen Lateinschulen wurde auch die ,,sphaera®, eine Verbindung von Geometrie
und Astronomie, gelehrt. Die allermeisten Schulen kamen aber iiber Inhalte der Arithmetik nicht
hinaus (Pahl 1913, S. 98). Die Vermittlung erfolgte durch so genannte Rechenmeister, wobei
Begriindungen oder gar wissenschaftliche Uberlegungen keine Rolle spielten (Tanzberger 1990,

S. 5).

»Erst wurde eine Erkldrung gegeben, was gerechnet werden sollte, dann die spezielle
Aufgabe gestellt, darauf folgte die Regel, dann die Ausfiihrung dieser Vorschrift, und
endlich wurde das Ergebnis durch die Probe gepriift. Das ganze Lehrverfahren jener Zeit

liegt also gleichsam in den Worten Adam Rieses: ,,Thu ithm also, und kumpt recht.

(Pahl 1913, S. 99)

Den letzteren Ausspruch von Adam Ries konnte man in heutiger Formulierung mit ,,Wende nur die
Regeln an, dann wird es schon stimmen* iibersetzen, womit die Verhéltnisse der damaligen Zeit
sehr gut zusammengefasst werden.

Nachdem Schulbildung zu dieser Zeit von Standes- bzw. Berufsbildung nicht zu trennen war,
konnte man die Fahigkeiten und Fertigkeiten, die die Schiiler fiir ihre kiinftigen Berufe brauchen
wiirden, leicht bestimmen. Deshalb lielen sich die vermittelten Kenntnisse auch gut auf die
wirtschaftlichen Bediirfnisse abstimmen (Wonka 1980, S. 36).

In den folgenden 200 Jahren stieg die Bedeutung der Mathematik, die sich von jeher einen Kampf
mit den alten Sprachen lieferte und sich oft auch deren Dominanz unterordnen musste, in den
Lehrplédnen stetig. Neben dem Ziel der Niitzlichkeit fiir den alltdglichen Gebrauch findet sich in den
zeitgenoOssischen Schriften nun auch oft die ,,Schérfung des Verstandes* als anzustrebende
Entwicklung bei den Lernenden — so etwa bei Murhardt im 17. oder bei Francke im 18. Jahrhundert
(nach Kaiser 2006, S. 293, 294). Begriindungen und Beweise werden jetzt von den Schiilern
ausdriicklich verlangt, ,,damit sie diese im gemeinen Leben so ndtige Wissenschaft mit Verstand

begreifen, nicht aber, wie vielfiltig zu geschehen pflegt, nur ohne Verstand memorieren.” (aus:
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Francke 1721, Die verbesserte Methode des Paedagogii regii zu Gaucha vor Halle, zitiert nach Pahl
1913, S. 179). Was die Themen des Unterrichts betrifft, so gibt es im Vergleich zum 16. Jahrhundert
jedoch kaum Anderungen, die Niitzlichkeit fiir den téglichen Gebrauch steht weiterhin im
Vordergrund. Auch die Methodik verharrt in den bis dahin iiblichen Formen, sodass ein groBer Teil
des Mathematikunterrichts aus dem Losen von Aufgaben besteht (Pahl 1913, S. 140 und 142). Dies
ist insofern erstaunlich, als die wissenschaftlichen Fortschritte auf dem Gebiet der Mathematik
besonders im 17. und 18. Jahrhundert enorm waren. Durch Kriege (allen voran den 30j4hrigen
Krieg) und den damit verbundenen politischen und wirtschaftlichen Problemen gelang der Transfer
von mathematischem Wissen in die Schulen aber hochstens lokal und auch dann nur in ganz
geringem Ausmal} (Pahl 1913, S. 137/138).

In diesem Zusammenhang darf auch nicht vergessen werden, dass Schulbildung generell nur einem
kleinen Anteil der Bevdlkerung zuginglich war und es keine iibergreifenden Gesetze zur Regelung
des Inhalts und der Organisation des Schulbetriebs gab (Tanzberger 1990, S. 5). Gegen Ende des 18.
Jahrhunderts erfolgte nach und nach eine Verstaatlichung des Schulsystems, wodurch sich diese
Situation langsam besserte (Kaiser 2006, S. 295). In Osterreich wurde etwa 1774 eine sechsjihrige
Schulpflicht vorgeschrieben, die jedoch in der Praxis noch lange nicht eingehalten werden konnte
(Tanzberger 1990, S. 31).

Das 19. Jahrhundert erlebte eine Stirkung der Mathematik in den Schulen, die sich anfangs durch
die grofen Erfolge der militdrischen Fiihrung in den napoleonischen Kriegen, deren Oftizieren auch
eine besonders gute mathematische Ausbildung nachgesagt wurde, begriindete. In Preu3en erfolgte
langsam eine Angleichung der zu dieser Zeit vorherrschenden Schultypen der Gymnasien (ehemals
Lateinschulen), die ihre Betonung auf ,,Allgemeinbildung* legten, und der Realschulen, die sich
grofiteils auf direkt im Alltag anwendbare Kenntnisse beschrinkten (Tanzberger 1990, S. 10 und
11). Bezeichnend fiir diese Gleichstellung ist 1870 die Umbenennung der Realschulen in
»Realgymnasien (Peschek 1979, S. 18). In diesen Schulen wurde der Spagat zwischen allgemeiner,
wissenschaftlicher Bildung und der Vermittlung von anwendungsorientierten Kenntnissen versucht,
wodurch zahlreiche Probleme, die auf eine ,,Uberbiirdung des Unterrichts* zuriickzufiihren waren,
resultierten (Tanzberger 1990, S. 10). Dennoch wurde in Osterreich das Gymnasium nach
preuBBischem Vorbild im Jahr 1849 eingefiihrt und damit das im Wesentlichen bis heute bestehende
System der hoheren Schulbildung etabliert (Kaiser 2006, S. 297).

Durch die schnellen Weiterentwicklungen in Wissenschaft und Technik wurde um die
Jahrhundertwende zum 20. Jahrhundert der Ruf nach Reformen laut. Besonders in den Sparten der
Chemie und Elektrotechnik wurden Kenntnisse hoherer Mathematik fiir die angehenden Ingenieure

wichtig. Das ,,Primat der Allgemeinbildung* sollte zuriickgedringt und ein verstirkter Anteil an
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Anwendungsorientierung in den Unterricht eingebracht werden (Tanzberger 1990, S. 13). Eine
Reformkommission unter der Leitung von Felix Klein arbeitete darauthin ein Programm aus, das
1905 erschien und als Meraner Lehrpldne in die Literatur einging. Dieses Programm fulite auf
zwei Sdulen, die auf die Fachstruktur der Mathematik zielten: Die geometrischen Themen sollten
unter dem Prinzip der Abbildung, die arithmetisch-algebraischen Themen unter dem Prinzip der
Funktionen behandelt werden. Nachdem fiir ersteres Stoffgebiet mit der analytischen Geometrie
schon eine Art Abschluss gefunden war, sollte fiir das zweite Gebiet die Differential- und
Integralrechnung in den Schulunterricht eingefiihrt werden — nicht zuletzt sicherlich auch, um der
Nachfrage aus der Ingenieursausbildung zu begegnen (Peschek 1979, S. 18).

Bei Felix Klein begegnet man nun zum ersten Mal auch konkreten Forderungen einer stérkeren
Beriicksichtigung der geschichtlichen Entwicklungen der Mathematik im Unterricht. In seiner

Vorlesung iiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert argumentiert Klein, es miisse

» ... die historische Entwicklung in den Vordergrund gestellt werden. Denn durch das
natiirliche Interesse am Werden einer Sache wird der Leser unwillkiirlich mitgezogen; dal3
er dabei den Dingen ndher zu kommen glaubt, obwohl er nur ihre dulere Form erfaf3t, darin
liegt eben jene ,,pia fraus*’, ohne welche eine populire Darstellung dieses streng
abgeschlossenen Gebietes kaum wird auskommen konnen.*

(Klein 1979 (Nachdruck), zitiert nach Behr 1996, S. 31)

Obwohl auf die Pflege der Geschichte allgemein schon in Resolutionen zur Zeit Maria Theresias
geachtet wurde (siehe Hochleitner 1986), ist dies eine der ersten Bemerkungen speziell zur
Geschichte der Mathematik im Unterricht. Klein beschreibt hier die Rolle von historischen
Darstellungen als eine Art Hilfe, um den Lernenden die exakte Mathematik leichter ndher bringen
zu konnen; als Mittel zum Zweck, um den vermeintlich trockenen Stoff, der aber das eigentliche
Ziel des Unterrichts ist, mit mehr Abwechslung zu versehen. Dabei handelt es sich, wie wir spiter
sehen werden, nur um eine von mehreren Moglichkeiten, historische Beziige im Unterricht zu
verwenden.

Auch Lindemann meint etwa zur gleichen Zeit:

*  pia fraus (lat.): frommer Betrug; Tauschung oder Verheimlichung der Wahrheit in vermeintlich guter Absicht
Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Pia_fraus



13

»Die Mathematik ist stets ein groBer Faktor im Kulturleben der Menschheit gewesen; als
solcher ist sie dem Schiiler in historischem Zusammenhange vorzufiihren.*

(Lindemann 1904, zitiert nach Toepell 1996, S. 337)

Die Auswirkungen der Reform, die durch das Meraner Programm eingeldutet wurden, waren weit
geringer als man sich erhofft hatte. Bis auf die Einfiihrung der Differential- und Integralrechnung
gab es inhaltlich keine Anderungen zu den traditionellen Lehrplinen. Lediglich die Prisentation
dieser Inhalte wurde verindert. Die Betonung der Anwendungen konnte in der Praxis ebenfalls
kaum umgesetzt werden, da es anfangs an entsprechender Literatur fehlte, auf die sich die Lehrer
und Lehrerinnen hétten stiitzen kdnnen, und spéter (etwa in der Zwischenkriegszeit) bereits wieder
vermehrtes reines Rechnen in den Lehrplidnen verlangt wurde (Tanzberger 1990, S. 14 und 15).
AuBlerdem hatte der Anwendungsschwerpunkt zur Folge, dass die Anschauung stirker in den
Vordergrund trat, wodurch weniger Raum fiir formal exakte Mathematik blieb. So heifit es etwa in

einem Osterreichischen Gymnasiallehrplan des Jahres 1909:

,fFormgerechte Definitionen mathematischer Begriffe sind auf der Unterstufe durchwegs
entbehrlich und auch auf der Mittel- und Oberstufe mit umso groBerer Vorsicht einzufiihren,
je allgemeiner und primitiver die Begriffe sind, [...]. Viel sicherer als bloBes Nachsagen
fertiger Definitionen 148t der sachgemifle Gebrauch der Kunstausdriicke in mannigfaltigen
Anwendungen und Abénderungen erkennen, ob der Schiiler Inhalt und Umfang der Begriffe
richtig erfasst hat ...

(nach Kaiser 2006, S. 298)

Das Weglassen von vielen exakten Definitionen und Begriffen kann zu einer Nichtbeachtung oder
gar Unkenntnis der Struktur des Faches aus Schiilersicht fiihren und wird von Peschek in
Anlehnung an Lenné als ,,fachstrukturelle Abstinenz* bezeichnet (Peschek 1979, S. 18). Diese war
in spéteren Jahren Anlass zu umfassender Kritik. Trotzdem blieben die Meraner Prinzipien die
Grundlage der Mathematik-Lehrpléne bis in die 50er und 60er Jahre des vorigen Jahrhunderts, als
sich eine neuerliche gro3e Reform ankiindigte.

Der Ausgangspunkt war diesmal nicht in wissenschaftlich-technischen, sondern in wirtschaftlich-
politischen Entwicklungen zu suchen. Durch den Start des ersten Satelliten in die Erdumlautbahn
(Sputnik), der der Sowjetunion 1957 gelang, wurde in den USA das Gewicht der
naturwissenschaftlichen Ausbildung in kurzer Zeit stark vergroBert (Kaiser 2006, S. 300). In der

Literatur ist dabei oft vom Sputnik-Schock die Rede, was zum Ausdruck bringt, dass es sich bei der
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Weltraumforschung um ein Prestigegebiet handelte, das man den Russen nicht kampflos iiberlassen
konnte. Zusitzlich kam es allgemein zu einer vermehrten Verwissenschaftlichung des Lebens, mit
der gesellschaftliche Veranderungen — insbesondere Wandlungen in den
(Produktions-)Bediirfnissen — einher gingen (Peschek 1979, S. 20). Uber die OECD (Organisation
for Economic Cooperation and Development) kamen die Reformen in den USA auch nach Europa.
In einer von dieser Organisation 1964 herausgegebenen Schrift mit dem Titel Synopsis der

Schulmathematik werden im Vorwort allgemeine Ziele fiir den Unterricht beschrieben:

,,Bildung wird nicht mehr so sehr begriffen als die Erziehung des Menschen zur
Personlichkeit, sondern Bildung wird neben den herkdmmlichen Aufwendungen an Arbeit
und Kapital als ein wesentlicher, wenn nicht sogar als der entscheidende Produktionsfaktor
(third factor) angesehen, [...]. Der Versuch einer neuen Grundlegung des
Mathematikunterrichts ist aus der zwingenden Notwendigkeit geboren worden, mehr junge
Menschen als bisher — anstatt sie auf der Schule oder Hochschule scheitern zu lassen — an
dem Studium der Mathematik und der Naturwissenschaften zu interessieren. Die
wirtschaftlichen und sozialen Verhiltnisse verlangen heute von der Schule weniger die
Heranbildung einer geistigen Elite — die gibt es immer —, sondern vielmehr eine Hebung des
Bildungsniveaus der breiten Massen, ohne deren Einsicht in das technische, wirtschaftliche
und soziale Gefiige der modernen Arbeitswelt eine Steigerung des Sozialprodukts nicht
moglich ist.*

(Synopsis der Schulmathematik 1964, zitiert nach Kaiser 2006)

In der konkreten Umsetzung dieser Ideen stand im Mittelpunkt, den Ubertritt von der Schule zur
Universitit reibungsloser zu gestalten, was dazu fiihrte, dass eine formal strengere Mathematik mit
starken strukturellen Komponenten im Schulunterricht Einzug hielt. Inhaltlich bedeutete dies, dass
die Mengenlehre von Anfang an eingefiihrt und dann fortlaufend verfeinert wurde. Ebenso sollten
grundlegende Strukturen, also etwa Axiomensysteme, behandelt werden (Peschek 1979, S. 20).
Dass allgemeinen, iiber die Mathematik hinausgehenden Zielsetzungen eine Absage erteilt wurde,
erscheint angesichts des symbolischen Ausgangspunkts der Reform (des Sputnikschocks) schon fast
grotesk. Man darf allerdings nicht vergessen, dass in den 50er und 60er Jahren der Einfluss des

Bourbaki'-Kreises noch sehr gro3 war und gerade von dort viele Anregungen zur strukturellen

*  Unter dem Pseudonym Nikolas Bourbaki schlossen sich in den 30er Jahren des 20. Jahrhunderts zahlreiche
vornehmlich franzosische Mathematiker zusammen, die es sich zur Aufgabe machten, den gesamten Wissensstand
der Mathematik in exakt logischem, deduktivem Aufbau zusammen zu schreiben. Die Mitglieder dieser Gruppe
variierten liber die Jahrzehnte, sodass die Verdffentlichungen der iiber 40 Bénde bis in die 90er Jahre reichten.
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Prisentation der Mathematik kamen. Die Form des Mathematikunterrichts dnderte sich trotz der
groBen Bemiihungen kaum. ,,Im Zentrum standen so wie bisher das Losen von Aufgaben und
Rechenbeispielen; der theoretische Aufbau in Gestalt von Definitionen, Sétzen und Beweisen blieb
nach wie vor sekundir, und die Beispiele wurden nun eben den neuen Stoffgebieten angepasst.*
(Kaiser 2006, S. 301).

Umfangreiche Kritik an der Reform lieB3 nicht lange auf sich warten und kam sowohl von
Mathematikdidaktikern als auch von Schiiler- und Elternseite. Das Problem der allgemeinen
Richtlinien der OECD bestand darin, dass sich daraus fiir die konkreten Inhalte des Unterrichts
praktisch nichts ablesen lie3. Deshalb wurden aus ,,den neuen Entwicklungen der Fachwissenschaft
Reformziele fiir die Schulmathematik hergeleitet und mit dem Hinweis auf die allgemeine
Bedeutung der Mathematik fiir den Prozef3 der gesellschaftlichen Reproduktion [wurde] pauschal
bildungspolitisch argumentiert. (Damerow 1977, zitiert nach Tanzberger 1990, S. 27). Im Fokus
weiterer Kritik stand die unreflektierte Hinnahme einer gesellschaftlichen Leistungsforderung, die
als unverdnderbar gegeben anstatt als von Menschen gemacht und damit auch durch sie
kontrollierbar dargestellt wurde. Es miissten ,,die Schiiler zu verantwortungsbewuf3ten Mitgestaltern
einer Gesellschaft erzogen werden, in der das Wachstum der Wirtschaft zum Wohle aller durch alle
gefordert und auch durch alle kontrolliert wird®, hei3t es 1969 in einer Stellungnahme des
Péadagogischen Instituts der Universitét Erlangen-Niirnberg. Durch das Gewicht einer
internationalen Organisation wie der OECD kam es dennoch auch in Osterreich ab 1967 zur
Umstellung des Lehrplans im Sinne der oben dargestellten Empfehlungen in Richtung
Strukturmathematik. Davon betroffen war zundchst nur die AHS-Oberstufe, in der ersten Hilfte der
70er Jahre jedoch auch die AHS-Unterstufe und die Hauptschulen (Tanzberger 1990, S. 33).
Historische Betrachtungen spielten in diesen Lehrplédnen kaum eine Rolle — ein Umstand, der sich
erst mit den ndchsten Reformen, die Mitte der 80er und dann Mitte der 90er Jahre begannen,
anderte und schlieBlich zu dem Lehrplan fiihrten, der heute giiltig ist und mit dem ich mich im

nichsten Abschnitt genauer beschéftigen werde.

Was frithere Jahrhunderte betrifft, so kann man natiirlich nicht mit letzter Gewissheit beschreiben,
wie der Mathematikunterricht in der Praxis tatsdchlich ausgesehen hat. Man stiitzt sich
hauptsédchlich auf die Lehrpline, die oft starken regionalen Unterschieden ausgesetzt waren, und auf
Schulbiicher, von denen sich nachweisen ldsst, dass sie an bestimmten Schulen Verwendung fanden.
Zuweilen haben sich Berichte oder Mitschriften von Schiilern erhalten, aus denen man weitere
Erkenntnisse gewinnen kann. Erst seit dem vorigen Jahrhundert gibt es verléssliche

Untersuchungen, die ein authentisches Bild des Mathematikunterrichts zu jener Zeit erkennen
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lassen. Oft kdnnen wir zudem auch noch auf Zeitzeugenberichte zuriickgreifen.
Fiir den Wechsel von Inhalt und Form des Mathematikunterrichts tiber die Jahrzehnte und
Jahrhunderte streicht Kaiser fiinf Kréfte heraus, die merklichen Einfluss auf die Entwicklung hatten

und haben (Kaiser 2006, S. 298):

* die Tradition

* den Zeitgeist

* den technischen Fortschritt

* die Weiterentwicklung der Mathematik als Wissenschaft

¢ die Fachdidaktik

Von diesen Kriften ist die Tradition wohl die stirkste. Dies sieht man beispielsweise daran, dass
sich das prinzipielle Schulsystem der Volksschulen, Hauptschulen und der Gymnasien in
Mitteleuropa schon um 1850 entwickelt hat und seither im Wesentlichen gleich geblieben ist.
Reformen des Mathematikunterrichts auf inhaltlicher Ebene am Anfang und in der Mitte des
vorigen Jahrhunderts demonstrieren den Einfluss des technischen Fortschritts und der
Weiterentwicklung der Mathematik als Wissenschaft. Die Fachdidaktik, die als Wissenschaft erst
nach dem zweiten Weltkrieg entstanden ist, bestimmt nun in zunehmendem Maf3e die Lehrpline,
aber auch die Realitit an den Schulen.

So diirfen wir auch auf zukiinftige Anpassungen der Lehrpldne gespannt sein, denn diese beziehen
thre Notwendigkeit ja nicht nur aus aktuellen Forschungsergebnissen, sondern erwachsen in hohem
Ausmal aus gesellschaftlichen und sozialen Verdanderungen, die auch ein Spiegelbild der

Weiterentwicklung der Menschheit als Gesamtes sind.

1.3 Die Geschichte der Mathematik im aktuellen Lehrplan der AHS

Der Lehrplan bildet die Grundlage des fachlichen und didaktischen Handelns der Lehrerinnen und
Lehrer in der Schule. Er legt fest, auf welche Weise und mit welchen Inhalten die Schiilerinnen und
Schiiler konfrontiert werden sollen und gibt zudem allgemeine Bildungsziele und didaktische
Richtlinien an. Die Tatigkeit der Lehrerinnen und Lehrer muss also stets durch den Lehrplan

legitimiert sein, weshalb eine Untersuchung, in welcher Weise historische Inhalte im
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Mathematikunterricht vom Lehrplan akzeptiert oder vielleicht sogar durch ihn ermutigt werden, die
Grundlage fiir alle weiteren Ausfiihrungen darstellt.

Da der Themenbereich der historischen Betrachtungen im Mathematikunterricht im Sinne des
Osterreichischen Schulsystems eher einem allgemeinbildenden und weniger einem berufsbildenden
Zweck dient, beschrinke ich mich in diesem Abschnitt auf den Lehrplan der Allgemeinbildenden
Hoheren Schulen. Dies soll nicht bedeuten, dass die Integration von geschichtlichen Inhalten nicht
auch den Unterricht in Berufsbildenden Hoheren Schulen bereichern konnte, sondern ist eine nach
Erfahrungs-, Umfangs- und personlichen Interessenskriterien getroffene Auswahl. Nachdem die
Vermittlung der Geschichte der Mathematik auch viel mit der Vermittlung von mathematischer

Kultur zu tun hat, werde ich auch auf solche Ziele eingehen.

Der 6sterreichische Lehrplan fiir die AHS besteht aus einem allgemeinen Teil, in dem das
Allgemeine Bildungsziel und die Allgemeinen Didaktischen Grundsitze festgelegt sowie Aussagen
zur Schul- und Unterrichtsplanung gemacht werden. Die Fachlehrplidne fiir Mathematik teilen sich
in Unter- und Oberstufe, wobei jeder dieser beiden Teile von kurzen fachbezogenen Richtlinien
eingeleitet wird. Daran anschlie8end folgen dann die konkreten Unterrichtsinhalte nach Klassen
geordnet.
Der Lehrplan fiir die Unterstufe stammt aus dem Jahr 2000 und ist das Endprodukt einer etwa
fiinfjdhrigen Konzeptions- und Evaluationsphase, die ab 1995 durch Pilotprojekte an {iber 50
osterreichischen Hauptschulen und AHS sowie entsprechenden Riickmeldungen zur Entwicklung
eines modernen Lehrplans beitragen sollte. Mit einer Ubergangszeit von 2000 bis 2004 wurde der
neue Lehrplan dann mit gleitendem Einstieg 2000 verordnet und sukzessive an den Schulen
eingefiihrt (Steiner 2000, S. 37).
Sucht man nach eindeutigen Beziligen zu historischen Inhalten im Mathematikunterricht, so fallt im
Abschnitt der Didaktischen Grundsdtze die Uberschrift ,,Historische Betrachtungen* auf, wo es
heift:
,Den Schiilerinnen und Schiilern ist an geeigneten Themen Einblicke in die Entwicklung
und Begriffe mathematischer Methoden zu geben. Sie sollen einige Personlichkeiten der
Mathematikgeschichte kennen lernen. Die Mathematik soll als dynamische Wissenschaft
dargestellt und ihre Bedeutung bei der Entwicklung der abendlidndischen Kultur gezeigt

werden. Die Bedeutung der Mathematik in der Gegenwart soll in den Unterricht einflieBen.*

Durch diesen Absatz wird die Integration historischer Inhalte in den Mathematikunterricht

verpflichtend. Neben den Entwicklungen der Begriffe und Methoden und den bedeutenden
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Personlichkeiten soll vor allem der Beitrag der Mathematik zur Entstehung unserer Kultur im
Mittelpunkt des Interesses stehen. Mit dem Schlagwort Dynamische Wissenschaft konnten
Darstellungen der Interaktion mit anderen Wissenschaften, aber auch das gegenseitige
Aufeinanderwirken von Mathematik, Wirtschaft, Gesellschaft und sozialen Verhéltnissen im Lauf
der Jahrhunderte gemeint sein.

Grenzt man das Themengebiet nicht so stark ein, so ist zu bemerken, dass es im Lehrplan viele
Formulierungen gibt, die die Integration von historischen Inhalten in den Unterricht offen lassen,
d. h. die Ziele angeben, welche man auch durch historische Betrachtungen erreichen kann, diese

aber nicht zwingend vorschreiben. Dazu gehoren beispielsweise:

*  Durch Reflektieren mathematischen Handelns und Wissens Einblicke in Zusammenhénge
gewinnen und Begriffe bilden (im Abschnitt Bildungs- und Lehraufgabe)

+ Uberlegen von Bedeutungen mathematischer Methoden und Denkweisen; Uberlegen der
Bedeutung des Mathematikunterrichts fiir die eigene Person (bei den mathematischen
Grundtdtigkeiten)

*  Gebrauch und Bedeutung von Definitionen, Vorgidnge des Klassifizierens (im
Bildungsbereich Sprache und Kommunikation)

» Aufarbeiten gesellschaftlicher Themen mit mathematischen Methoden (im Bildungsbereich

Mensch und Gesellschafft)

Nicht zuletzt spricht der Lehrplan von der Motivierung der Schiilerinnen und Schiiler, die im
Mathematikunterricht manchmal besonders schwierig erscheinen kann und fiir die man auch
historische Inhalte gut gebrauchen (oder zuweilen auch missbrauchen) kann (siche Abschnitt 2.3).
Alle oben genannten Punkte erfordern natiirlich eine genauere Untersuchung, in welcher Weise
geschichtliche Aspekte dafiir eine Rolle spielen konnten und welche konkreten Inhalte sich eignen
wiirden. Nachdem ich jedoch im weiteren Verlauf dieser Arbeit die moglichen Erscheinungsformen
von historischen Aspekten im Mathematikunterricht noch detailliert darlegen werde, mochte ich

hier nicht ndher darauf eingehen, sondern an geeigneter Stelle darauf zuriickkommen.

Der fachliche Lehrplan fiir die Oberstufe der AHS stammt aus dem Jahr 2004 und ist seit dem
Schuljahr 2007/2008 flichendeckend an Osterreichs Schulen eingefiihrt. Er kniipft an den Lehrplan
fiir die Unterstufe an, es heilt etwa bei den Bildungsbereichen ausdriicklich, ,,die bereits im

Lehrplan der Unterstufe definierten Beitrége [seien] altersaddquat weiter zu entwickeln und zu
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vertiefen*. Ein konkreter geschichtlicher Bezug findet sich in diesem Lehrplan bei der

Beschreibung von Aspekten der Mathematik, die fiir den Unterricht bedeutsam sind:

Kulturell-historischer Aspekt
Die maB3gebliche Rolle mathematischer Erkenntnisse und Leistungen in der Entwicklung des
europdischen Kultur- und Geisteslebens macht Mathematik zu einem unverzichtbaren

Bestandteil der Allgemeinbildung.

Hier werden also keine genaueren Angaben iiber Inhalte gemacht, sondern mit dem Verweis auf die
Allgemeinbildung wird lediglich die Bedeutung erwéhnt, womit das Thema auch schon erledigt ist.
Wie im Lehrplan fiir die Unterstufe entdeckt man dariiber hinausgehend auch einige Absitze, die
eine Integration historischer Inhalte indirekt ermutigen. Allen voran der Absatz im Bereich der
Didaktischen Grundsdtze, der vom Lernen unter vielfdltigen Aspekten spricht und den ich

exemplarisch anfiihre:

Einzelne Inhalte und Probleme sind aus verschiedenen Blickwinkeln zu sehen und aus
verschiedenen Richtungen zu beleuchten. Vielféltige Sichtweisen sichern eine grof3e
Flexibilitdt bei der Anwendung des Gelernten. Die minimale Realisierung besteht in der
gelegentlichen Verdeutlichung verschiedener Sichtweisen bei der Behandlung neuer Inhalte,
die maximale Realisierung im konsequenten Herausarbeiten der Vor- und Nachteile
verschiedener Zugidnge. Damit wird ein vielschichtiges und ausgewogenes Bild der

Mathematik gewonnen.

Zwar hat man den Eindruck, dass hier eher unterschiedliche Zugénge gemeint sind, die heutzutage
an das Thema heranfiihren und weniger eine historische Dimension angesprochen wird, der Gewinn
eines ,,vielschichtigen und ausgewogenen Bilds der Mathematik® durch ein Beachten verschiedener
Blickwickel allgemein, von denen der historische sicherlich einer ist, kann aber wohl nicht in Frage
gestellt werden.

Zum Abschluss sei noch erwihnt, dass sich bei dem nach Klassen geordneten Lehrstoff weder im
Lehrplan der Unterstufe noch der Oberstufe konkrete Hinweise zu historischen Inhalten finden. Der
Stoff ist allerdings auch sehr allgemein formuliert und ldsst den Lehrerinnen und Lehrern geniigend

Freiheit, die Themen abwechslungsreich zu unterrichten.
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2. Chancen einer erweiterten Auffassung von Mathematik durch

historische Inhalte im Unterricht

Der Lehrplan spricht von Lehr- und Lernzielen und bezieht sich dabei auf Wissen und
Kompetenzen, die Schiilerinnen und Schiiler in den bestimmten Jahrgangsstufen erwerben sollen.
Nachdem die Art und Weise, wie die vorgeschriebenen Inhalte vermittelt werden sollen, nur durch
grobe Richtlinien festgelegt ist, konnen bei den Lernenden Eindriicke von Mathematik entstehen,
die weit von der tatséchlichen Wissenschaft entfernt sind — ndmlich dann, wenn es der Lehrperson
nicht gelingt, im Unterricht ein authentisches Bild von Mathematik zu zeichnen.

Uber die mathematischen Weltbilder, die im Unterricht vermittelt werden, wissen wir ganz gut
Bescheid. Durch Studien von Torner und Grigutsch, die Mitte der 1990er Jahre durchgefiihrt
wurden, lassen sich folgende Punkte angeben (Vollrath 2001, S. 32):

* Mathematik ist die Lehre von den Zahlen und Figuren.

* Eigenschaften von Zahlen werden in Regeln, Eigenschaften von Figuren werden in Sitzen
formuliert.

* Regeln und Sétze werden bewiesen.

* Aufder Grundlage von Regeln und Sitzen werden Losungsverfahren fiir bestimmte
Aufgaben gewonnen.

* Fiir jede Aufgabe gibt es ein Losungsschema.

* Mathematik gibt es schon immer.

* In der Mathematik gibt es nichts Neues.

* Fiir Mathematik braucht man eine besondere Begabung.

¢ Mathematik ist eher etwas fir Méanner als fir Frauen.

Hinzu kommen noch zahlreiche Fehlvorstellungen und Vorurteile. Es ldsst sich zusammenfassend
sagen, dass der Unterricht vielen Menschen ein mathematisches Weltbild vermittelt, ,,das bei
Mathematikern Unbehagen auslost® (Vollrath 2001, S. 32).

Wenn sich Schiilerinnen und Schiiler zu einen Mathematikstudium entschlieen, dndert sich mit der
Zeit dieses Weltbild. Es bleibt aber trotzdem relativ einseitig und wird nun eher durch

axiomatisches und strukturelles Denken bestimmt.
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In diesem Kapitel mochte ich untersuchen, wie die Integration von historischen Inhalten in den
Unterricht dabei helfen kann, ein authentisches Bild von Mathematik zu présentieren und den
Unterricht spannender und abwechslungsreicher zu gestalten. Dabei ergeben sich Chancen sowohl

fir die Lernenden als auch fir die Lehrenden.

2.1 Eine andere Seite von Mathematik

Mathematik ist eine Wissenschaft mit vielen Gegensétzen, die in unterschiedlicher Weise
aufeinander einwirken und sie so unauthorlich vorantreiben. Diese Gegensitze werden manchmal

durch Paare zusammengefasst und einander gegeniibergestellt (z.B. Bussi, Pergola 1996, S. 40):

Strenge < Intuition
Wissenschaft <> Technik
symbolisch <« visuell
rein <> angewandt
Deduktion < Induktion
Verallgemeinerung < Spezialisierung
kontinuierlich « diskret

global < lokal

In der Schule zeigt sich oftmals, dass nur eine Seite der obigen Paare im Unterricht reprasentiert
wird. In der Unterstufe betreibt man Geometrie beispielsweise hauptsachlich visuell und intuitiv,
wihrend in der Oberstufe mit der Analytischen Geometrie die symbolische Darstellung unter
Behandlung von Gleichungen und algebraischen Regeln iiberwiegt. Dabei erfolgt der Wechsel des
Blickpunktes zumeist ohne Begriindung oder wird iiberhaupt nicht thematisiert.

Blickt man in die Geschichte der Mathematik, so erkennt man, dass die oben angefiihrten
gegensitzlichen Trends auf unterschiedlichen Ebenen immer prasent waren. Manchmal wechseln
Sichtweisen tliber die Jahrhunderte, zuweilen finden sich komplementére Ansichten aber auch
innerhalb einer zeitlichen Epoche.

Im angesprochenen Beispiel der Analytischen Geometrie trifft ersteres zu. Die Behandlung von
geometrischen Fragestellungen durch Gleichungen hat sehr viel mit dem allgemeinen Siegeszug der

Algebra ausgehend vom 16. Jahrhundert zu tun. Pierre Fermat und René Descartes beschiftigten
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sich beide mit der Verbindung von Geometrie und Algebra, wobei letzterer durch sein 1637
erschienenes Werk La Géometrie (als Anhang seiner Discours de la Méthode) die erste
Veroftentlichung zu diesem Thema hatte und damit zu Recht als Begriinder der Analytischen
Geometrie gilt. (Eine genauere Darstellung dieses Themas sowie ein konkreter Vorschlag, wie man
es im Unterricht behandeln konnte, findet sich in dieser Arbeit ab Seite 106.)

Descartes hatte auch philosophische Probleme zu bewiltigen. Die Interpretation des Produkts
zweier Grofen als Flidche stand der heute iiblichen Schreibweise von etwa  ax*+bx+c=0 im
Wege, da sie andeutete, dass die Summe von Flichen und Lingen (welche an sich schon bedenklich
schien) auch noch Null sein konnte — von dem Problem der notwendigerweise vorkommenden
negativen Grofen einmal ganz abgesehen. Descartes zeigt jedoch, dass das Produkt zweier GroBen,
die als Langen interpretiert wurden, ebenfalls wieder als Lénge interpretiert werden konnte. Die

folgende Abbildung soll dies verdeutlichen (nach Descartes 1637).

aund b sind Strecken, es gilt nach dem Strahlensatz, dassa : 1 =x : b, woraus x = a-b folgt. Wenn
man bedenkt, dass Descartes in erster Linie Philosoph war, iiberrascht eine derartige Uberlegung
vielleicht weniger. Sie zeigt jedoch exemplarisch, dass sich Mathematiker Gedanken iiber die
Bedeutung der Symbole und die Zusammenhinge, die sich durch sie erschlielen lassen, gemacht
haben. Fragen wie ,,Was bedeutet dieses theoretische Ergebnis inhaltlich?* oder auch schlicht ,,Was
tun wir hier eigentlich?** sprechen die Reflexion iiber das mathematische Handeln an, die jedem
Menschen — und insbesondere Schiilerinnen und Schiilern — ein tieferes Eindringen in die
mathematische Gedankenwelt erdffnen kann. Historische Betrachtungen eignen sich hierzu
besonders gut, da sich beim Entstehen von neuen Begriffen und Herangehensweisen oft diese
Fragen als erstes stellen. Spiter wurden fiir philosophische Probleme schon oft Losungen gefunden

(siehe Descartes) oder die anfinglichen Schwierigkeiten legten sich durch die fortschreitende
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Verwendung und Praktikabilitit einer Methode. (Niemand versucht etwa heute jeden Schritt der
Umformung einer Gleichung geometrisch zu interpretieren. Wir wissen, dass die Methode
funktioniert und konzentrieren uns auf die Interpretation der Angabe und des Ergebnisses, auch
wenn der Weg dorthin ein ,,bloBes* Umbauen von Symbolen nach gewissen abstrakten Regeln ist.)
Andere Beispiele fiir grofle, Jahrhunderte andauernde mathematisch-philosophische Probleme
wiren etwa die Einfithrung der negativen oder der komplexen Zahlen (siehe S. 79 und das

Arbeitsblatt ab S. 99).

Als Zusammenfassung und zur leichteren Bezugnahme im spiteren Verlauf der Arbeit nenne ich die

eben dargestellte Herangehensweise

Reflektiver Aspekt (A1): Historische Inhalte ermdglichen das Nachdenken iiber mathematisches

Handeln und {iber die Bedeutung mathematischer Inhalte und Symbole auf einer Metaebene.

Ein zweites Gegensatzpaar, das besondere Betrachtung verdient, ist jenes der Strenge und Intuition.
Mathematik ist eine Wissenschaft, der ein starker struktureller Aufbau innewohnt. Als Grundlage
aller Schlussfolgerungen fungieren Axiome, bei denen es sich um Aussagen handelt, die festgelegt
und anschlieBend nicht mehr hinterfragt werden. Die Bedeutung von Begriffen legt man in wohl
formulierten Definitionen dar und die eigentlichen Erkenntnisse bestehen in den Sétzen, die
Verbindungen zwischen den Axiomen, den Begriffen und eventuell schon vorher aus diesen
nachgewiesenen Sitzen herstellen. Jeder Satz und jede Behauptung benotigt einen Beweis, um von
der mathematischen Gemeinschaft anerkannt zu werden.

Obwohl die Schiilerinnen und Schiiler diese strenge Reihenfolge des mathematischen Aufbaus in
der Schule sicherlich nicht von ganz unten bis oben durchlaufen, bekommen sie aber doch mit, dass
Mathematik aus vielen Regeln und Aussagen besteht, die unverriickbar erscheinen und sich keiner
Diskussion mehr zu stellen brauchen. Dass der Findungsprozess der mathematischen
Zusammenhdnge ganz anders ablduft als der Prasentationsprozess, ist dabei eine fundamentale
Diskrepanz, die nicht nur auf die Schulmathematik zutriftt, sondern ein generelles Kennzeichen der
Weitergabe von mathematischen Erkenntnissen ist und zu dem trockenen, starren Image der

Mathematik beitragt, dem sie zuweilen ausgesetzt ist.

,» lexte und Vortrage begrenzen sich in den meisten Fillen darauf die ,,Ergebnisse*

festzuhalten; in einer Form, die sie dem gewdhnlich Sterblichen wie strenge und
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unverdnderbare Gesetze erscheinen lassen, die fiir alle Ewigkeit in Granittafeln einer
gigantischen Bibliothek eingraviert sind, und die den angepassten, eingeweihten
Schriftgelehrten von einem allwissenden Gott diktiert wurden, ...*

(Grothendieck 1984, S. 129, {ibersetzt von Florian Mayer)

Der wahre Prozess mathematischer Erkenntnis verlduft im Gegensatz dazu tiber viele Irrwege, liber
Probieren und Abschétzen, liber Darstellungen mit verschiedensten Medien und Aufdecken von
Analogien — kurz: liber die Intuition und nicht zuletzt Vision des forschenden Mathematikers, die
,unsere Hand leitet und uns iiber unsere Arbeit gebeugt hilt, ohne das Vergehen der Stunden,
vielleicht Jahre zu bemerken.” (Grothendieck 1984, S. 134). Um Verbindungen zu finden und
schlieBlich zu einem logischen Gerlist zusammenzusetzen bedarf es eines hohen Maf3es an
Originalitdt und Kreativitit, das die Mathematik ndher an die Musik, die Malerei oder andere
schaffende Kiinste riickt. Scholz bezieht sich auf Novalis und nennt diesen Aspekt mathematischer
Forschung die poetische Seite der Mathematik (Scholz 1996, S. 280).

Dieser Blickpunkt kommt in der Schule zweifelsohne nur selten zum Vorschein, da ja die Probleme,
von denen man unter Umsténden berichtet bekommt, zumeist schon geldst sind und aktuelle
Forschungen oft weit iiber dem Schulniveau liegen. Auch aus historischer Sicht ist es natiirlich
schwierig, den Hergang von Losungen konkreter Probleme zu beleuchten, da ja die fertigen
Abhandlungen immer schon in logischer, abfolgerichtiger Form vorliegen und der Prozess, wie der
Autor zu seinen Ergebnissen gekommen ist, meist nicht dokumentiert ist. Wenn man jedoch von
groBBen mathematischen Problemen und den oft Jahrhunderte dauernden Versuchen diese zu 1dsen
berichtet, kann man ein Bewusstsein fiir die Schwierigkeit der Probleme, aber auch fiir die Leistung
der an ihrer Losung beteiligten Personen schaffen. Das kreative Element, das fiir mathematische
Leistungen notig ist, wird dadurch insofern herausgestrichen, als selbst grole Mathematiker iiber
viele Jahre an Problemen gescheitert sind, die dann, als die Zeit reif war, durch Herstellen der
richtigen Verbindungen in richtiger Weise von einem bestimmten Wissenschaftler gelost werden
konnten. Gute Beispiele fiir einen solchen Hergang wiren etwa Fermats letzter Satz oder auch die

drei klassischen Probleme der Griechen.

Es mag schwierig sein, den Schiilerinnen und Schiilern die poetische Seite der Mathematik
tatsdchlich vor Augen zu fithren, da man, um sie wirklich zu begreifen, letzten Endes selbst kreative
Erfahrungen mathematischer Natur gemacht haben muss. Den Gegensatz zwischen Strenge und
Intuition und den Unterschied zwischen Erkenntnisgewinn und Présentation bewusst zu machen, ist

aber in jedem Fall ein gewinnbringendes Unterfangen, da es zumindest andeutet, dass sich hinter
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den strengen Regeln ein historischer Entstehungsprozess verbirgt und es sich lohnen kann, diesen

aufzudecken.

Die poetische Seite der Mathematik ist also im weitesten Sinne ein

Kreativer Aspekt (A2): Historische Betrachtungen kénnen dazu beitragen, sich das Ausmal3 der
unglaublichen kreativen Leistungen, die zum Betreiben von Mathematik notig sind und die aus der

Mathematik eine Form der Kunst machen, zu vergegenwirtigen.

2.2 Mathematik als dynamische Wissenschaft

Nachdem wir im letzten Abschnitt die vermeintliche Starrheit schon beleuchtet haben, méchte ich
gleich anschlielen und die Dynamik der Mathematik behandeln. Unter Dynamik verstehe ich zum
einen die Interaktion von Mathematikern untereinander (man kénnte von einer inneren Dynamik
sprechen) und zum anderen die Interaktion der Mathematik mit dem Rest der Welt, also mit anderen
Wissenschaften, der Gesellschaft oder der Politik, die man als dufere Dynamik bezeichnen konnte.
Mathematische Erkenntnisse wurden und werden seit jeder vorangetrieben, indem die beteiligten
Personen sich untereinander austauschen, Ergebnisse vergleichen und sich so fortlaufend
inspirieren. Dabei finden sich in der Geschichte der Mathematik sowohl direkte Kontakte wie etwa
Briefwechsel, aber auch einfache Bezugnahmen von Autoren auf Schriften anderer Mathematiker.
Als Tllustration fiir beide dieser Formen der inneren Interaktion gebe ich ein kurzes, reprisentatives
Beispiel aus den Anfiangen der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie, wobei ich mich auf
Czuber, 1898 und Struve, 1996 stiitze.

Uberlegungen zur Wahrscheinlichkeit von Ereignissen entstanden bereits im Mittelalter. Grundlage
waren meist Fragen, die mit verschiedensten Spielen und deren moglichen Ausgingen zu tun hatten.
Vom Chevalier de Meré wird etwa berichtet, dass er sich an Pascal wandte, um von de Meré
ausgetragene Gliicksspiele besser zu verstehen (Czuber 1898, S. 17). Ein besonders interessantes

Problem, mit dem sich viele Mathematiker beschéftigten, war folgendes:

Zwei Spieler A und B einigen sich auf eine Anzahl von Spielen, wobei jedes einzelne nur durch den Gewinn
des einen oder des anderen beendet werden kann. Ein Unentschieden ist nicht méglich. Der Spieler, der als
erster k Spiele gewinnt, bekommt den Einsatz E, der von beiden Spielern zu gleichen Anteilen gestellt wurde.
Aufgrund duBerer Umstdnde miissen die beiden das Spiel abbrechen, als es x : y fiir den Spieler A steht (d.h.
Spieler A hat x Spiele gewonnen, Spieler B y). Wie kann man den Einsatz E gerecht aufteilen?
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Losungsvorschldage waren etwa

X:y Luca Pacioli (1494)
[1+2+...+(k-y)]:[1+2+...+(k-x)] Geronimo Cardano (1539)
[k+x-y]:[k+y—X] Niccola Tartaglia (1556)

Im Jahr 1654 diskutierten Fermat und Pascal iiber das Problem und kamen zum selben Ergebnis,
wenn auch durch unterschiedliche Methoden. Nach Fermat gibt es, wenn das Spiel abgebrochen
wird, noch hochstens n = (k — x) + (k — y) — 1 Spiele. Betrachtet man alle méglichen Spielgénge, so
soll der Einsatz im Verhéltnis der Anzahl der gewinnbringenden Spielgénge fiir die jeweiligen
Spieler aufgeteilt werden. Ist also etwa k = 5 und das Spiel steht beim Abbruch 4 : 3 fiir Spieler A,
so gibt es noch maximal drei Spielverldufe, bei denen zweimal A und einmal B gewinnen konnte.
Der Einsatz miisste also im Verhéltnis 2 : 1 fiir A aufgeteilt werden.

In den néchsten 150 Jahren wurde nun versucht, eine geschlossene Theorie aus den einzelnen

Erkenntnissen der verschiedenen Fragestellungen zu bauen:

»Aus der Behandlung zahlreicher, mitunter sehr verwickelter Probleme entwickelten sich
allméhlich Regeln, dazu bestimmt, gewisse hidufig wiederkehrende Schliisse [...] in
correcter schematischer Weise darzustellen. Diese Regeln, anfangs zahlreich, reducirten
sich schlieBlich auf einige wenige Sétze, welchen Laplace in Form von Principien strenge

Fassung gab.*“ (Czuber, 1898, S. 14)

Bei den ,,verwickelten Problemen handelte es sich auch um solche, die heute im Schulunterricht
eine Rolle spielen, z.B. das Werfen von Wiirfeln oder das Ziehen von Kugeln aus einer Urne in den
verschiedensten Varianten. Im 18. Jahrhundert kamen aber dann auch Probleme dazu, die sich nicht
mehr so leicht durch diese Regeln in den Griff kriegen lieBen. Buffon stellte etwa sein
Nadelproblem (Buffon, 1777), bei dem er nach den Gewinnchancen zweier Spieler fragte, die eine
Nadel auf einen mit parallelen Brettern gelegten Parkettboden werfen und darauf wetten, ob die
Nadel iiber einem Spalt zwischen den Brettern zu liegen kommt oder nicht. Um die Frage zu
beantworten fiihrte Buffon einen geometrischen Wahrscheinlichkeitsbegriff ein, der in der Folge
weiter ausgebaut wurde. Nebenbei beschiftigte sich Buffon als einer der ersten auch mit der Frage
der Rechtfertigung von Ausdriicken wie ,,fair* oder ,,gleiche Chancen®. Ist ,,Fairness* etwas
iibergeordnet Existentes, oder doch einfach von der (mathematischen) Definition abhéngig und

erlaubt es daher, schlicht auch anderer Meinung zu sein? Buffon brachte es auf den Punkt, wenn er
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von der Entwicklung einer arithmetique morale sprach, was einen deutlichen Unterschied zu Pascal
und Fermat darstellte, die nur wohlwollend festhielten, dass sie beide zur selben Losung gekommen
waren, aber die Angemessenheit dieser nicht diskutierten (mit den Worten von Pascal: Je vois bien
que la verité est la méme a Toulouse et a Paris — Es freut mich, dass die Wahrheit in Toulouse
dieselbe ist wie in Paris).

Derartige Uberlegungen motivierten wiederum Condorcet dazu, die Theorie der Fairness von
Gliicksspielen mit Hilfe eines Satzes von Bernoulli zu rechtfertigen, der laut Condorcet besagte,

dass die relative Hiufigkeit 4(A4) eines Ereignisses A fiir eine unendliche Folge von Experimenten

gegen die Wahrscheinlichkeit von A konvergiert, symbolisch: lim 4,(4)=p(A4). Tatséchlich gilt

n—o0

die schwichere Formulierung: Ve>0: lim P(‘hn(A)—p (A )‘Se)= 1. Das Problem dieses Satzes

n—oo

ist jedoch auch, dass es sich dabei weder um eine Definition von Wahrscheinlichkeit, noch um ein
empirisch nachweisbares Gesetz handelt, weshalb die Rechtfertigung umstritten bleibt (Struve
1996, S. 332).

Man sieht, dass schon in den Anfingen der Theorie, als die ersten Uberlegungen gemacht wurden,
ein bemerkenswerter Austausch zwischen Mathematikern stattgefunden hat. Dabei stehen die
mathematischen Gedankengénge wiederum in engem Zusammenhang mit philosophischen
Erwagungen. Nicht zuletzt ist die dargestellte Entwicklung ein Beispiel dafiir, dass oft alltidgliche
Probleme iiber die Jahrzehnte zu Theorien fithren, die weit mehr erkldren konnen, als die

urspriinglichen Fragestellungen.

Auch bei den dufleren Interaktionen finden sich in der Geschichte viele Beispiele, durch die die
Mathematik Impulse bekam, oder wo die Mathematik das Leben der Menschen beeinflusst und
zumeist auch verbessert hat. Einige der groferen Stromungen hat Kronfellner zusammengestellt

(Kronfellner 1998, S. 40/41), ich habe sie durch weitere erginzt:

» Die ersten mathematischen Aktivititen (im weitesten Sinne) entstanden in der
Menschheitsgeschichte in der Phase des Ubergehens vom Jéger/Sammler zum
Regenfeldbau. Die Sesshaftwerdung und spéter der Ubergang zu groBeren sozialen
Einheiten (Stadtstaaten, GroBreiche) machten verschiedene organisatorische Mallnahmen
notwendig, bei denen (Anfinge der) Mathematik eine Rolle spielten: Bewidsserung,
Nahrungsmittelbedarfberechnung bei groBeren Vorhaben (Pyramidenbau), Ausbau des

Verkehrs, (Ansitze einer) Vereinheitlichung der Maf3e u. a. m.
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Im Gesellschaftssystem der Griechen wurde (aufgrund des materiellen Wohlstands einer

gehobenen Schicht) Wissenschaft im heutigen Sinne salonfahig und moglich.

Im Zuge der Ausbreitung des Islam kam es auch zu einer Verbreitung (und

Weiterentwicklung) des antiken Wissens.

Die zunehmende Bedrohung Konstantinopels durch das Osmanische Reich im 14./15.
Jahrhundert veranlasste viele byzantinische Gelehrte nach Westen, insbesondere nach
Italien, abzuwandern, was nicht zuletzt auch Einfluss auf das Gedankengut der Renaissance
sowie auf die Ausbildung des naturwissenschaftlichen Weltbildes und der Mathematik

ausiibte.

Die Entdeckungsreisen zu Beginn der Neuzeit und der dabei erhoffte materielle Gewinn
motivierten zu Entwicklungen und Verbesserungen auf den Gebieten der Kartografie und
der Navigation, in der Folge dann auch zur Konstruktion genauer Uhren und weiter — {iber

die theoretische Mechanik — zu einem Motivationsschub fiir die Mathematik.

Durch Anforderungen aus der Malerei, in der ab dem 15. Jahrhundert versucht wurde, die
Welt realistischer wiederzugeben, ergab sich die Notwendigkeit Methoden zur
perspektivisch korrekten Darstellung des Menschen und seiner Umwelt zu entwickeln. Dies
fithrte zur Kreation ganz neuer Geometrien, die in den folgenden Jahrhunderten die

vielféltigsten Anwendungen fanden.

Nachdem die Methode des axiomatischen Aufbaus und der deduktiven Schlussfolgerungen
zur Beschreibung von Gegebenheiten und Entdeckung neuer Gesetze in den
Naturwissenschaften so gut funktioniert hatte (Newton, Galilei), versuchte man diese
Methode auch in anderen Gebieten wie der Philosophie, der Wirtschaft, aber auch der
Soziologie und der Religion anzuwenden. Dies fiihrte in den letzteren beiden Féllen teils zu

grotesken Theorien iiber das menschliche Zusammenleben (siche z. B. Kline 1953, S. 322

f£.)

In der Gegenwart sind neben den Universititen auch die Industrie — nicht zuletzt die

Riistungsindustrie — fiir die Weiterentwicklung von Mathematik von (teilweise
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entscheidender) Bedeutung (z.B. Computer, Informatik, kiinstliche Intelligenz,

Codierungstheorie, Kryptografie, Optimierung, ...).

Diese Aufzihlung lieBe sich selbstverstidndlich noch erweitern. Sie erfiillt jedoch ihren Zweck,
indem sie Beispiele fiir den Austausch der Mathematik mit der Gesellschaft, der Religion, der
Politik und Kriegswirtschaft sowie der Technik liefert, die in verschiedenen Jahrhunderten zum

Tragen kamen. Es ist dies ein

Interaktiver Aspekt (A3): Historische Betrachtungen im Mathematikunterricht konnen die
Verbindungen der Mathematik mit anderen Disziplinen menschlicher Aktivitit aufzeigen und damit

zum Verstidndnis der Entstehung der heutigen, westlichen Kultur beitragen.

Gelédnge es uns, einige der hier vorgestellten Aspekte in den Unterricht einflieen zu lassen, so
konnten wir dem Bild von der strengen, unbeweglichen Mathematik eine Alternative anbieten.
Vergessen diirfen wir dabei nur nicht, dass die Mathematik aus ihrer Strenge auch einen Teil ihrer
Kraft schopft. Dass sich liberhaupt Regeln bilden lassen, die durch schon bekannte Annahmen oder
Schliisse gesichert sind; dass jede Behauptung einen Beweis bendtigt, durch den sich jeder Mensch
selbst von ihrer Richtigkeit {iberzeugen kann und dass diese Uberzeugung durch keinerlei Mangel
an (materiellen) Mitteln beschrinkt ist, weil sie durch rein geistige Arbeit erzielt werden kann, das
ist eine méchtige Eigenschaft der Beschéftigung mit Mathematik, der aber ebenso méichtige

alternative Aspekte zur Seite gestellt werden sollten.

2.3 Die emotionale Ebene

Neben den kognitiven Leistungen, die die Schiilerinnen und Schiiler im Mathematikunterricht
erbringen miissen spielen, wie bei allen Formen des Lernens, auch emotionale Komponenten eine
bedeutende Rolle. Mit der Aussage ,,Emotion ist die Basis fiir Kognition*" bringt es Wegricht auf
den Punkt und betont damit, dass fiir geistige Leistungen zunéchst positive, gefithlsmaBige
Voraussetzungen geschaffen werden miissen.

Episoden aus der Geschichte der Mathematik scheinen sich tatsdchlich anzubieten, eine positivere

*  Aus einem Vortrag von Elfriede Wegricht im Rahmen des Seminars ,, Theorie und Praxis des Erziechens und
Beratens®, gehalten im Friihjahr 2008.
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Einstellung der Schiilerinnen und Schiiler gegeniiber dem Fach Mathematik zu erzeugen. Immerhin
wird das menschliche Element stirker betont und kleine Geschichten zwischendurch sorgen fiir
Abwechslung im sonst oftmals abstrakten Unterricht. Konkret erwarten sich viele Autorinnen und

Autoren folgende Effekte (nach Kronfellner 1998, S. 43):

*  Methodische Auflockerung: Wenn der Unterricht durch viele theoretische Abhandlungen,
durch das Herleiten von Regeln und Einiiben der Anwendung dieser gekennzeichnet ist,
kann eine kurze Geschichte oder eine Anekdote nicht nur fiir Abwechslung sorgen, sondern
auch wieder etwas Lebendiges in den Lernvorgang einflieen lassen.

Es muss allerdings betont werden, dass eine derartige Auflockerung nicht nur durch die
Integration historischer Inhalte erreicht werden kann. Eine Stunde im Computersaal oder das
Ausschneiden und Zusammenkleben geometrischer Figuren hétte vermutlich denselben
Effekt. Mit anderen Worten: Ist der Unterricht generell fiir die Schiilerinnen und Schiiler
nicht spannend gestaltet, wird sich dies auch durch das Einbringen von noch so vielen
Anekdoten nicht dndern. Bestenfalls werden die Kinder kurz aus ihrem Schlaf geriittelt, um

nach der Pointe wieder in selbigen zuriickzufallen.

* Abbau psychischer Barrieren: Auch hierbei geht es darum, das menschliche Element in
der Mathematik hervorzuheben, indem man sie als von Menschen gemacht préisentiert, was
insbesondere durch Berlicksichtigung historischer Aspekte gut gelingen kann. Viele Kinder
sind durch das Elternhaus und ihren Bekanntenkreis schon schwer vorbelastet, weil ihnen
von dort der Mathematikunterricht als abstrakt, unnétig formal und damit fiir das Leben
sinnlos beschrieben wird. Dieser Meinung etwas entgegenzuhalten, indem man vermittelt,
warum mathematische Forschungen iiberhaupt vorangetrieben wurden und in welcher Weise
sie fiir die Menschheit wichtig waren und sind, ist ein bedeutsames Ziel des

Mathematikunterrichts und der tégliche Auftrag an die Mathematiklehrerinnen und -lehrer.

* Motivationale Aspekte: Durch Einbringung historischer Elemente in den Unterricht soll die
Motivation, sich mit mathematischen Inhalten zu beschiftigen bei den Lernenden gesteigert
werden. Wie bei der methodischen Auflockerung gilt hier, dass die Motivation nur
zunehmen wird, wenn der Unterricht generell fiir die Kinder spannend und interessant ist.
Bringt man hin und wieder einige kurze historische Fakten in den Unterricht ein, so mag
sich die Aufmerksamkeit kurz erhéhen, von einer insgesamten, dauerhaften Steigerung der

Motivation kann man aber sicherlich nicht sprechen.
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* Akzeptanz durch ,,Patriotismus*: Es ist immer wieder zu beobachten, dass z. B. in
sportlichen Disziplinen das Interesse an einer Sportart steigt, wenn Angehorige des eigenen
Landes besondere Leistungen in dieser Sportart erbringen. Diesen ,,Identifikationseffekt*
konnte man sich im Unterricht zu Nutze machen, indem man die Leistungen Osterreichischer
Mathematiker besonders hervorhebt. Kronfellner berichtet, dass in multikulturellen Schulen
die Erwdhnung von Errungenschaften islamischer Mathematiker Kinder aus diesem
Kulturkreis besonders motivierte. Von einem College in Brooklyn wurde von Studenten, die
von russischen Emigranten abstammten, berichtet, dass sie sich durch die Nennung der

Namen Kolmogorow und Markow besonders angesprochen fiihlten.

Wie in einigen der obigen Aspekte bereits angefiihrt, besteht die Gefahr, die Integration von
historischen Inhalten in den Unterricht auf ihre affektive Wirkung zu beschrinken. Manche Autoren
(etwa Kronfellner) unterstellen den Lehrerinnen und Lehrern zuweilen sogar durch ,,Geschichte(n)*
ihren ansonsten schlechten Unterricht rechtfertigen bzw. kaschieren zu wollen. Die inhaltliche oder
auch methodische Auflockerung ist dabei vermutlich gar nicht der Ansto3 zur Kritik, da
Abwechslung in in jedem Unterricht immer willkommen sein sollte. Vielmehr geht es

m. E. um die Befiirchtung, dass mit dem bloen Erwihnen eines Namens oder der Erzdhlung einer
kurzen Anekdote die Geschichte der Mathematik nicht in dem Mafe gewiirdigt wird, wie sie es
verdient hitte.

Insgesamt gesehen darf der positive Einfluss auf die Motivation der Schiilerinnen und Schiiler, der
durch die Integration geschichtlicher Inhalte erreicht werden kann, in seiner Bedeutsamkeit nicht
unterschétzt werden. Wir konnen die genannten Punkte unter dem Stichwort der affektiven Aspekte

zusammenfassen:

Affektiver Aspekt (A4): Mit Hilfe historischer Inhalte kann man die Lernenden darin unterstiitzen,

eine emotional positive Verbindung zum Themenkreis der Mathematik aufzubauen.

2.4 Beitrige aus der Genderperspektive

Der Themenbereich ,,Gender* spielt seit mehreren Jahrzehnten sowohl in der wissenschaftlichen
Diskussion als auch im Alltag eine Rolle. In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick iiber die
gesamte Problematik gegeben und anschlieBend die Mdglichkeiten historischer Elemente im

Unterricht untersucht werden.
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Der Begrift Gender kommt aus dem Englischen und wird meist mit ,,soziales Geschlecht* im
Unterschied zum biologischen Geschlecht (sex) tibersetzt. Mit dem ,,sozialen Geschlecht™ sind
dabei nicht die korperlichen Unterscheidungsmerkmale von Méannern und Frauen, sondern sozial
gepriagte Merkmale der Ménnlichkeit und Weiblichkeit gemeint. Das bedeutet, dass sich das soziale
Geschlecht stark in den Handlungen der Personen manifestiert (z.B. welche Kleidung jemand trégt,
welchen Beruf er/sie ausiibt). Das Geschlechterverhéltnis wird also in sozialen Situationen
produziert und reproduziert, weil sich die Individuen so verhalten, dass ihr Geschlecht ausgedriickt
wird. Die Unterscheidung der Geschlechter in Frau und Mann bildet somit ein grundlegendes
Merkmal der Sozialstruktur (Gonke 2008, S. 11).

Ernsthafte Forschungen, in welcher Weise Frauen und Ménner ihre spezifische kulturelle und
soziale Identitdt annehmen, begannen nach dem Zweiten Weltkrieg. Eine erste kritisch-
feministische Auseinandersetzung mit dem Thema der Naturwissenschaften und der Technik fand
aber im deutschsprachigen Raum erst in der zweiten Hilfte der Siebziger Jahre des 20. Jahrhunderts
statt. Ausgangspunkt der Untersuchungen war etwa die Frage, warum heute in unserer Kultur
Naturwissenschaft und Technik als Madnnersache angesehen werden und wie ein spezifisch
weiblicher Umgang in fritheren Kulturen ausgesehen haben konnte. Im Bereich der Mathematik
gingen einige Autorinnen in den Achtzigerjahren (etwa Maria Mies oder Regina Boest) soweit zu
kritisieren, dass der Mensch in mathematischen Disziplinen nur als Storfaktor gesehen werde und
seine Gefiihle in der Mathematik nichts zu suchen hétten. Boest forderte, in Definitionen die
Verschiedenheit des Gleichen anzuerkennen, Widerspriiche und Ambivalenzen zuzulassen und auf
eine einzig mogliche Wahrheit zu verzichten (Gétschel 2001, S. 40 und 41).

Diese Kritik erscheint aus heutiger Sicht mitunter etwas iibertrieben, sie zeigt jedoch zum einen,
dass der bis dahin iibliche Zugang womoglich ein einseitig ménnlicher war und zum anderen, dass
dadurch wesentliche menschliche Auffassungsstandpunkte iibersehen worden sein kdnnten. In
jedem Fall markiert sie auch die Forderung der Frauen, auf weibliche Zuginge zu den

Naturwissenschaften in gleicher Weise Riicksicht zu nehmen wie auf mannliche.

Die auf Seite 20 zitierte Studie von Torner und Grigutsch ist nun ein Indiz dafiir, dass die
Umsetzung der Forderungen aus den Siebziger- und Achtzigerjahren auch in diesem Jahrtausend
noch nicht erreicht ist. Mathematik wird von den meisten Schiilerinnen und Schiilern als eher etwas
fiir Ménner als fiir Frauen angesehen.

Insbesondere fiir den Unterricht ist natiirlich deshalb die Berticksichtigung der unterschiedlichen
sozialen und emotionalen Zugédnge von Méddchen und Buben bedeutsam. Dabei gibt es bereits seit

geraumer Zeit umfangreiche Kritik am Mathematikunterricht, was die Genderperspektive betrifft.
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Gegenstand der Kritik sind einerseits die Unterrichtsmethoden und Interaktionen, andererseits aber

auch die Inhalte des Unterrichts.

Kritik an den Unterrichtsmethoden und Interaktionen

Aus zahlreichen Untersuchungen und Studien zum Mathematikunterricht, durch Gespriache mit
Lehrern und Kollegen sowie durch Hospitationen und Dokumentationen von Unterrichtsstunden
kommt man zu dem Ergebnis, dass der fragend-entwickelnde Unterricht, in dem die Lehrerinnen
und Lehrer den Stoff gemeinsam mit der Klasse durch eine Art Gespréach im Klassenverbund
entwickeln, noch immer die am hiufigsten anzutreffende Unterrichtsform ist.

Mehan beschreibt die Struktur des fragend-entwickelnden Unterrichts aus einer sprachlichen Sicht

in drei Schritten (Mehan 1979, zitiert nach Maier 1999, S. 108):

1. Am Beginn steht die Instruktion, eine Lehreraufforderung an die Schiilerinnen und Schiiler,
die sie zur Behandlung eines Sachverhalts durch sprachliche oder auch nicht-sprachliche
Mittel bringen soll.

2. AnschlieBend folgen dann, falls verlangt, sprachliche Reaktionen der Schiilerinnen und
Schiiler, die sich fast ausschlielich auf die Aufforderungen der Lehrperson beziehen. Der
weitere Fortgang des Unterrichts im weiteren Sinn wird dadurch selten bestimmit.

3. Nun gibt es Sprechbeitridge der Lehrer, die wieder als Reaktionen auf die Kommentare der
Schiilerinnen und Schiiler zu verstehen sind. Es handelt sich um Bewertungen, Korrektur

oder Zuriickweisung.

Aus einer Fallstudie von Helga Jungwirth 14sst sich nun schlieBen, dass sich Burschen leichter auf
dieses Frage-Antwort-Spiel einlassen als Madchen. Sie beherrschen die dafiir angemessenen
Handlungsweisen besser, weshalb die Interaktion fiir sie auch fliissiger verldauft (Jungwirth 1990).
Griinde, weshalb Burschen besser an den fragend-entwickelnden Unterricht angepasst zu
sein scheinen, versucht Jungwirth in einer spéteren Publikation anhand eines Erkldrungsmodells zu
geben, das sich auf die ,,sozialen Welten* der Lernenden bezieht. Darin geht es auch um die
spezifischen Gewohnheiten, Gesprichssituationen zu gestalten. Médchen lernen in ihrer sozialen
Welt auf Gleichheit basierende Beziehungen aufzubauen, wozu es notwendig ist, sich intensiv mit
den Gedanken anderer auseinanderzusetzen. Umgekehrt ist es fiir die Mddchen nétig, sich selbst

genau zu iiberlegen, was sie ihrem Gegeniiber sagen und was nicht. Buben lernen hingegen, sich
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selbst gut darzustellen, neuen Situationen schnell zu begegnen, spontan Einwiirfe zu machen und
Randbemerkungen anzubringen, mit denen sie die Aufmerksamkeit anderer auf sich ziehen konnen
(Jungwirth 1994).

Der fragend-entwickelnde Unterricht unterstiitzt nun nicht nur diese Verhaltensweisen, sondern hilft
auch noch, sie weiter auszuformen. Das oben dargestellte Erkldrungsmuster wird auch von anderen
Autorinnen in neueren Studien unterstiitzt (vgl. Jahnke-Klein 2001, S. 182). Es hat den Vorteil, dass
es nicht Gegebenheiten beschreibt, die akzeptiert werden miissen und unverédnderlich sind, sondern
dass vielmehr die Aufmerksamkeit auf den Unterrichtsstil gelenkt und die Frage nach mdglichen
Anpassungen gestellt wird, um beiden Geschlechtern gleiche Chancen zu geben im

Mathematikunterricht zu bestehen.

Kritik an den Inhalten

Die Inhalte des Mathematikunterrichts haben sich im Laufe der Jahre immer wieder leicht
verdndert. Die Kritik ist dabei in vielerlei Hinsicht gleich geblieben. Vogel et al. haben einige
Punkte zusammengefasst (Vogel et al. 2006, S. 29):
* Die Inhalte stehen oftmals unverbunden nebeneinander.
* Vieles wird auf Vorrat gelernt: Als Begriindung fiir einen Inhalt wird ein spiterer Nutzen
angegeben.
* Relevanz und Sinnhaftigkeit der Mathematik werden nur selten deutlich.
* Anwendungen werden hdufig aus dem technischen und naturwissenschaftlichen Bereich
gewidhlt.

* Die Schliisselfunktion zur ErschlieBung der Welt wird hochstens ansatzweise vermittelt. [...]

Jeder einzelne dieser Punkte fiihrt letztlich dazu, dass sowohl bei Méddchen als auch bei Burschen
mathematische Kenntnisse nicht nachhaltig zur Verfiigung stehen und dass das Erlernen von

Mathematik oft als besonders schwierig erlebt wird.

,,Uberlagert man diese ungiinstige Lern-Situation noch zusitzlich mit der Besetzung von
Mathematik als der ménnlichen Lebenswelt zugeordnet, [...] als Fach, in dem Versagen
insbesondere der Madchen von der Umwelt nicht nur akzeptiert, sondern vielleicht sogar

erwartet wird, so kann die reservierte Haltung der Madchen gegeniiber der Mathematik
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eigentlich nicht mehr verwundern.* (Vogel et al. 2006, S. 29 und 30)

Wie man sieht, bezieht sich diese Kritik an den Inhalten weniger auf die Auswahl der Inhalte,
sondern mehr auf die Art, wie diese vermittelt werden. Zu einem aus Gender-Sicht angemesseneren
Unterricht ldsst sich jedoch auch durch die Auswahl der Inhalte beitragen. Versucht man eine
Formulierung von Zielen, die fiir einen solchen Unterricht anzustreben wiren, so konnten diese

etwa so lauten (nach Blunck 2006, S. 42):

» Sensibilisierung fiir das Thema Mathematik und Geschlecht
» Sichtbarmachen des Anteils von Frauen in der Mathematik
> Prasentation von Vorbildern

> Motivation von Schiilerinnen fiir die Mathematik

Die Sensibilisierung fiir das Thema Mathematik und Geschlecht kann sicherlich dadurch erreicht
werden, dass man mit den Kindern {iber das Thema spricht. Dabei geht es nicht nur um die
unterschiedliche Stellung von Frauen und Ménnern in der Mathematik, sondern in den
Naturwissenschaften allgemein. Nach einem Bericht der OECD ist der Anteil der Frauen, die einen
naturwissenschaftlichen Hochschulabschluss erwerben, nur 30%, wihrend ihr Anteil an
Hochschulabschliissen allgemein durchaus die Hélfte ausmacht. Weiters sind in den meisten OECD
Staaten nur 25 — 35% der in der Forschung titigen Wissenschaftler Frauen, und die Beteiligung der
Frauen an wissenschaftlichen Karrieren wird besonders in leitenden Positionen als gering
eingeschitzt (OECD 2006, S. 11).

Derartige Ungleichheiten konnen in vielen Fillen durch Regelungen und Gebrauche erklart werden,
die ihren Ursprung in historischen Gegebenheiten haben. Dass der Zugang zu hoherer Bildung
dabei fiir Frauen in fritheren Zeiten zumeist noch viel schwieriger war als heute, zeigen die Lebens-
geschichten zahlreicher Mathematikerinnen (siehe die Beispiele ab Seite 37). Die historische
Sichtweise fiihrt jedoch auch vor Augen, dass im Laufe der Jahrhunderte bereits gro3e Erfolge bei
der Herstellung von gleichen Chancen fiir Manner und Frauen erzielt wurden. Bei den
Ungleichheiten handelt es sich also nicht um unumstdéBliche Gesetze, es sind vielmehr historisch
gewachsene Umstédnde, die gedndert und angepasst werden konnen.

Im Unterricht konnen nun genau diese Ausfiihrungen zum Thema gemacht werden, indem man den
Schiilerinnen und Schiilern Zahlen wie die oben angefiihrten nennt, diese erldutert und erlédutern

lasst, oder indem man mit ihnen die Lebensgeschichten von Mathematikern und Mathematikerinnen
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vergleicht. Stellt man die dadurch erhaltenen Erkenntnisse der Gegenwart gegeniiber, gelangt man
zuriick zum eigentlichen Ausgangspunkt der Uberlegungen, nimlich, was historische Inhalte im
heutigen Mathematikunterricht zum Thema Gender beitragen konnen.

Das Sichtbarmachen des Anteils von Frauen in der Mathematik beginnt sinnvollerweise
bereits in der Geschichte der Mathematik. Hier gilt es zu zeigen, dass es auch in vergangenen
Jahrzehnten und Jahrhunderten viele Frauen gab, die sich mit Mathematik beschiftigten und
wertvolle Beitridge zu dieser Wissenschaft leisteten. In den meisten Fillen werden Namen im
Unterricht ja generell nur selten genannt und wenn, dann sind es jene von ménnlichen
Mathematikern (Pythagoras, Euler, GauB, ...). Dies tragt sicherlich dazu bei, dass Mathematik als
eine Méannerdoméne wahrgenommen wird. Hingegen konnten sich Maddchen bei einer
Thematisierung von Mathematikerinnen in der Geschichte mehr angesprochen fiihlen und vielleicht
auch eine positivere Einstellung zum Fach entwickeln.

Die Prdsentation von Vorbildern ist mit dem letztgenannten Aspekt besonders fiir Heranwachsende
wichtig, die sich ja in der Schule durch den Unterricht ihr erstes Bild von der Mathematik (auch als
Wissenschaft) machen. Blunck berichtet von einer Umfrage unter Studentinnen, die sich durch die
bloBe Erwdhnung von Mathematikerinnen in der Geschichte bereits viel stirker angesprochen
fithlten und von einer gesteigerten Motivation berichteten (Blunck 2006, S. 42). Fiir Méddchen in der
Schule erscheint da eine entsprechende Behandlung von Beitrdgen von Frauen mindestens genauso
gewinnbringend. Nicht zuletzt kann die Integration der Arbeit von Frauen das Fach auch fiir
Burschen und Ménner attraktiver machen, wenn es gelingt, Mathematik als Errungenschaft der
gesamten Menschheit zu erfahren.

Auch dass es dabei zweifelsohne deutlich mehr Ménner als Frauen in der Geschichte der
Mathematik gibt, ist kein Umstand, vor dem man sich als Lehrer oder Lehrerin fiirchten muss. Es ist
vielmehr Ausdruck historischer Gesellschaftsstrukturen, hat damit zu tun, dass den Frauen in
vergangenen Jahrhunderten generell nicht dieselben Rechte zugestanden wurden wie den Ménnern
(Wahlrecht, Recht auf Bildung, ...) und kann eigens thematisiert werden.

Warum gab es so wenige Mathematikerinnen? Was waren die Barrieren, mit denen sie konfrontiert
wurden; Barrieren, die Médnner mit teilweise geringerer Begabung nicht iberwinden mussten?
Warum mussten manche Frauen ihre Herkunftsldnder verlassen, um Mathematik studieren zu
konnen (so etwa Sofia Kovalevskaia)? Warum wurde es ihnen mitunter sogar verwehrt, ein
Mathematikbuch zu kaufen (Mary Somerville)? Wieso dauerte es 42 Jahre, bis Christine Ladd-
Franklin ihr Doktorat zugesprochen bekam, obwohl die dafiir nétige Arbeit seit vier Jahrzehnten
beendet war?

Um den Anteil der Frauen an der Mathematik in angemessener Weise zu vermitteln, reichen
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natiirlich historische Betrachtungen nicht aus. Gerade in der Frage der Vorbildwirkung ist es
unumgéanglich, dass die Schiilerinnen und Schiiler auch zeitgenossische Mathematikerinnen kennen
lernen. Historische Personlichkeiten spielen aber auch eine ganz besondere Rolle, weil sie alleine
aufgrund der Tatsache, dass wir uns heute noch an sie erinnern, fiir die Chance stehen, Erfolg und

Ansehen im Bereich der Mathematik zu erwerben.

Gender Aspekt (AS): Durch historische Betrachtungen kann gezeigt werden, dass Frauen in der

Mathematik eine Rolle spielen.

Auch dieser Aspekt stellt wiederum viele Verbindungen zwischen der Mathematik und dem Rest
der Welt her, weil er zeigt, wie entscheidend gesellschaftliche, soziale und politische Einfliisse fiir
die Entwicklung der Mathematik und der Wissenschaften allgemein waren.

Zur Illustration folgt eine kleine Auswahl an Mathematikerinnen, die liber die Geschichte hinweg
aktiv waren mit einigen Besonderheiten ihres Lebens und/oder ihrer Arbeit (nach Grinstein,

Campbell 1987).

Hypatia (ca. 370 — 415): Hypatia lebte in Alexandria und hatte einen angesehenen Vater (Theon),
der nicht nur liberal eingestellt, sondern auch Mathematiker war. Durch ihn wurde sie bereits in
jungen Jahren unterstiitzt, was dazu beitrug, dass sie sich im Laufe ihres Lebens einen
hervorragenden Ruf erarbeiten konnte. Sokrates behauptet von Hypatia, dass sie, was das
mathematische Wissen betraf, sowohl ihren Vater als auch spétere Intellektuelle {ibertraf. Obwohl
nicht restlos geklart ist, ob sie eine offizielle Lehrposition inne hatte, wissen wir von zahlreichen
Schiilern der Hypatia, von denen Synesius von Kyrene der beriihmteste ist. Im Jahr 415 wurde sie
das Mordopfer einer politischen Fehde, die auch mit den religidsen Ansichten der damaligen
Machthaber in Alexandria zu tun hatte.

Nach dem Suidas Lexikon schrieb Hypatia Kommentare zu den Werken des Diophantus und des
Apollonius sowie eine ,,Astronomische Tabelle®, deren Inhalt nicht bekannt ist. [hre Schriften
scheinen in der Absicht verfasst worden zu sein, Studenten das Verstidndnis der schwierigen,
klassischen Werke zu erleichtern. In jedem Fall kann man sie als erste Autorin mathematischer

Texte in der Geschichte bezeichnen.

Maria Agnesi (1718 — 1799): Maria Agnesi stammte aus einer wohlhabenden Mailidnder Familie.
Der Vater entdeckte frith das Talent der Tochter und unterstiitzte ihre Studien, indem er

»akademische Abende* hielt, zu denen er Gelehrte der damaligen Zeit einlud, die dann iiber
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wissenschaftliche und philosophische Themen diskutierten. Maria beteiligte sich schon friih an
diesen Veranstaltungen und konnte mit der Hilfe zahlreicher Lehrer schon bald profunde
mathematische Kenntnisse vorweisen. Im Jahr 1748 veroffentlichte sie das Werk, auf das sich ihr
Ruhm als Mathematikerin begriindet, die Instituzioni Analitiche. In diesem iiber 1000 Seiten starken
Buch, das von vielen Zeitgenossen im In- und Ausland gelobt wurde (etwa von Lagrange), schaffte
sie eine systematische Présentation der damaligen Kenntnisse zur Algebra, der Analytischen
Geometrie, der Differential- und Integralrechnung sowie zu Differentialgleichungen. Sie widmete
es Kaiserin Maria Theresia von Osterreich, die ihr als Dank Schmuck und Juwelen sandte. In dem
Buch enthalten ist auch die nach ihr benannte Kurve von Agnesi, fiir die sich schon Fermat und
Newton interessiert hatten.

In ihren spéteren Lebensjahren verschrieb sich Maria Agnesi dann der Theologie und gab Zeit,

Miihe und Geld, um den armen Menschen der Gesellschaft zu helfen.

Sophie Germain (1776 — 1831): Marie-Sophie Germain fand ihr Interesse an der Mathematik als
sie in Montuclas L'Histoire des Mathématiques von Archimedes und seinem Schicksal las. Obwohl
ihre Familie (Pariser Kaufleute) ihre Ambitionen anfangs nicht gut hief3, lie sie sich nicht davon
abbringen, sich Mitschriften des Unterrichts in der neugegriindeten Pariser Ecole Polythechnique zu
organisieren, einer Schule, in die sie als Frau nicht eingelassen wurde. Sie studierte aulerdem die
Biicher von Legendre, Lagrange und GauB3 und unterhielt auch Briefkorrespondenzen mit diesen
Mathematikern. Aus Sorge als Frau nicht ernst genommen zu werden, verwendete sie dabei oft das
Pseudonym M. LeBlanc.

Neben Leistungen in der Zahlentheorie bewies sie auch Fermats letzten Satz fiir den Fall

2 <n <100. Ihre groBten Errungenschaften waren aber Beitridge zur Elastizitétstheorie, fiir die sie
auch einen Preis des Institut de France bekam, und Beitrdge zur Kriimmung von Oberfldchen.
Obwohl ihrer Arbeit oft die mathematische Strenge fehlte, hatten ihre zeitgendssischen
Mathematiker eher die Tendenz ihre Leistungen zu loben als zu kritisieren. Dieses Verhalten und die
Tatsache, dass ihr die Aufnahme in hohere wissenschaftliche Kreise, in denen neue Ideen frei
diskutiert wurden, verwehrt blieb, bremste ihre mathematische Entwicklung erheblich. Dennoch
blieb sie bis zu ihrem Tod an Brustkrebs im Jahr 1831 eine aktive Mathematikerin, die mit den

zeitgenOssischen Mathematikern auf Augenhdhe diskutierte.

Sofia Kovalevskaia (1850 — 1891): Sofia Korvin-Krukovskaia (die meist Kovalevskaia genannt

wird) hatte ebenso wie andere Mathematikerinnen in ihrer Jugend Unterstiitzung von ihrem Vater.
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Da die Universitdten in Russland zu dieser Zeit fiir Frauen noch geschlossen waren, beschloss sie
nach Deutschland auszuwandern, um dort zu héherer Bildung zu gelangen. Hierzu benutzte sie eine
fiktive Ehe, die es ihr ermdglichte, sich von der gesetzlichen Obhut des Vaters zu 16sen.

In Deutschland studierte sie (mit der ausdriicklichen Erlaubnis ihrer Professoren) Mathematik und
wurde bald eine Vertraute von Karl Weierstral3, der ihr seine Funktionentheorie beibrachte, welche
sie spéter fiir viele ihrer mathematischen Arbeiten brillant einsetzte.

Im Jahr 1874 erhielt sie als erste Frau das Doktorat in Mathematik. Obwohl sie zu diesem Zeitpunkt
bereits drei Arbeiten verfasst hatte, die nach der Meinung von Weierstral3 den Titel wert gewesen
wiren, brauchte es die besondere Anstrengung mehrerer einflussreicher Kollegen, um die
Universitit Gottingen von der Verleihung zu iiberzeugen. Der Einlass in die Universititen ihres
Heimatlandes Russland blieb ihr dennoch bis an ihr Lebensende verwehrt.

Die Werke, die fiir Sofia Kovalevskaias nachhaltige Beriihmtheit sorgten, waren Arbeiten zu
partiellen Differentialgleichungen (Satz von Cauchy-Kovalevskaia) und zur Drehung eines festen
Korpers um einen fixen Punkt. Neben ihren mathematischen Errungenschaften baute sie aber auch
Briicken zwischen der westeuropdischen und der russischen Wissenschatft. Ihr frither Tod im Jahr

1891 war die Folge einer Lungenentziindung.

Emmy Noether (1882 — 1935): Amalie Emmy Noether ist wohl eine der bekanntesten Frauen in der
Geschichte der Mathematik. Sie begann ihr Mathematikstudium mit 18 Jahren und schaffte ihren
Doktoratsabschluss im Jahr 1907. In den folgenden Jahren vertrat sie des ofteren ihren Vater, der ein
angesehener Mathematiker an der Universitit Erlangen war, indem sie seine Vorlesungen hielt. Sie
trat der deutschen Mathematiker-Vereinigung bei und kam in Kontakt mit David Hilbert, Felix
Klein und anderen gro3en Mathematikern ihrer Zeit. Insbesondere Hilbert unterstiitzte sie
zunehmend, was jedoch nichts daran dnderte, dass ihr gut bezahlte und prestigetriachtige Positionen,
wie etwa ein Lehrstuhl an der Universitdt Gottingen, verwehrt blieben.

Das Noether Theorem, fiir das sie heute bekannt ist, war ein Beitrag zum Verstindnis von Einsteins
Allgemeiner Relativititstheorie und von elementarer Teilchenphysik. Emmy Noether beschiftigte
sich auch mit nicht-kommutativen Systemen, wobei sie ihren neuen konzeptionellen Ansatz

verwendete, um das Studium so genannter nicht-kommutativer Algebren zu vereinheitlichen.

Dieser kleine Auszug zeigt in detaillierterer Weise, mit welchen Problemen Frauen in vergangenen
Jahrhunderten zu kampfen hatten, wenn sie nach Anerkennung innerhalb der mathematischen

Gemeinde strebten. Fast alle brauchten die Unterstiitzung der Eltern (d.h. des Vaters), um sich
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tiberhaupt mathematischen Studien widmen zu kdnnen, und fast alle bendtigten in ihrer weiteren
akademischen Laufbahn die Beflirwortung der médnnlichen Kapazitéten ihrer Zeit, um breite
Akzeptanz zu erreichen.

Ein konkretes Beispiel, wie die Aufmerksamkeit im Unterricht auf eine Mathematikerin gerichtet
werden kann, findet man im Rahmen des Arbeitsblatts ,,Die Vereinigung zweier Gedankenwelten*
ab Seite 106.

Weitere Mathematikerinnen der Geschichte waren Mary Somerville, Gabrielle de Breteuil, Mary

Cox, Christine Ladd-Franklin, Hanna Neumann und viele andere (siehe Grinstein, Campbell 1987).

2.5 Was Lehrerinnen und Lehrer lernen konnen

Dass im Mathematikunterricht richtige historische Beziige nur ein Schattendasein fristen, bedeutet
in jedem Fall, dass den Schiilerinnen und Schiilern die geschichtliche Dimension entgeht. Es ist
aber auch ein Hinweis darauf, dass viele Lehrerinnen und Lehrer mit der Thematik wenig anfangen
konnen. Dabei ergeben sich bei genauerer Betrachtung auch fiir die Lehrpersonen zahlreiche
Moglichkeiten, aus der Geschichte der Mathematik zu lernen.

Bereits in den 1980er Jahren wurden in manchen Lehrerfortbildungsveranstaltungen historische
Inhalte zum Thema gemacht. Bruckheimer und Arcavi berichten von Seminaren, in denen
Lehrerinnen und Lehrer aufgefordert wurden, Schidtzungen zu mathematischen Zusammenhingen
aus historischer Sicht zu machen, originale Quellentexte zu lesen oder auch allgemein zu
geschichtlichen Themen zu arbeiten (Bruckheimer, Arcavi 2000).

Konkrete Aspekte der Wissenserweiterung fiir Lehrerinnen und Lehrer lieen sich etwa

folgendermaBlen klassifizieren:

Geschichte: Natiirlich kann man bei der Beschiftigung mit der Geschichte der Mathematik auch
einiges iiber die Geschichte der Menschheit allgemein lernen. Insbesondere Verkniipfungen von
mathematischen Entdeckungen mit den gesellschaftlichen oder politischen Bedingungen einer
Epoche konnen viel zum Verstindnis der Entwicklung beider Disziplinen beitragen. Auswirkungen
von mathematischen Errungenschaften auf den Handel, das allgemeine Weltbild, aber auch die
Kriegsindustrie mogen einem die Zeit vergangener Jahrhunderte besser vor Augen fiihren.
Gedanklich in eine andere Zeit zu schliipfen und sich die Bedingungen, unter denen die Menschen

damals gelebt haben, bewusst zu machen; sich wirklich in das Leben jener Personen
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,hineinzufiihlen“ — das ist eine geistige Erfahrung, die kein gebildeter Mensch missen sollte — und
schon gar nicht solche Menschen, die Wissen und Werte an die heranwachsende Generation

weitergeben.

Mathematik: Die Geschichte der Mathematik lehrt nicht nur, wie Mathematik entsteht, sondern
gibt oftmals auch ,,aktuelle” Mathematik wieder — ndmlich in dem Sinne, dass Erkenntnisse, die vor
Hunderten von Jahren gemacht wurden, heute noch genauso richtig sind, wie damals (siehe etwa
Euklid). Wenn man sich mit Originalwerken, die bahnbrechend fiir jeweils weitere Entwicklungen
waren, auseinandersetzt, erhilt man zusétzlich noch Information dariiber, in welchem inhaltlichen
Zusammenhang die Autoren ihre oftmals neu geschaffenen Objekte sehen, wie sie deren Einflihrung
rechtfertigen oder mit welchen Problemen sie bei ihrer Erschaffung zu kimpfen hatten. In vielen
Féllen kann man dabei beobachten, wie auch grole Mathematiker mit der Erkldrung von
mathematischen Strukturen und Vorgéngen hadern, was zu einem gréB3eren Problembewusstsein bei
Lehrenden und Lernenden fithren kann und zudem zeigt, dass Inhalte der Mathematik nicht immer
so klar und durchdacht waren, wie sie es heute sind.

Die trockenste, abstrakteste Mathematik kann dadurch zuweilen mit Leben gefiillt werden und es
mogen sich Sichtweisen offenbaren, die Lehrerinnen und Lehrern auch selbst die Mathematik in

vielseitigerem Licht darstellen kdnnen.

Zur Illustration seien einige kurze Ausschnitte aus dem Werk Institutiones calculi differentialis von
Leonhard Euler erwéhnt. Euler veroffentlichte dieses Buch im Jahr 1755 und versucht darin die
Grundlagen der Differentialrechnung zu erklaren. Obwohl die Rechenmethoden scheinbar
funktionierten und richtige Ergebnisse lieferten (siehe auch Seite 52/53), waren diese Grundlagen
zum damaligen Zeitpunkt alles andere als klar. Das Problem bestand darin, dass weder Newton
noch Leibniz in der Lage gewesen waren, die Natur ihrer ,,augenblicklichen Anderungsraten“ zZu
erklaren. GroBen, die man sich sehr klein vorstellen musste, kamen zunichst in den Rechnungen
vor, verschwanden aber zu einem fiir den Autor giinstigen Zeitpunkt einfach wieder. Kritik an der
Differentialrechnung kam daher auch aus der philosophischen Ecke, so etwa von Bischof George
Berkeley, der die augenblicklichen Anderungsraten als ,,ghosts of departed quantities* bezeichnete,
die ,,neither finite quantities, nor infinitely small, nor yet nothing wéren (aus: George Berkeley:
The Analyst (1734), zitiert nach Kline 1953, S. 247).

Euler versucht nun 1755 dieser Kritik zu begegnen, indem er in seinem Buch nicht nur die
technische Ausfiihrung der Differentialrechnung erklért, sondern auch Platz fiir eine leichte

philosophische Diskussion bereithilt. Die folgenden Textpassagen sind deutsche Ubersetzungen
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einer englischen Ausgabe von Institutiones calculi differentialis, die im Jahr 2000 von John Blanton
herausgegeben wurde (Blanton 2000). Die Anmerkungen und Interpretationen des Werks stammen

dabei aus dem Artikel ,,Foundations of Calculus* von Ed Sandifer (Sandifer 2006).

In seinem Vorwort schreibt Euler (Blanton 2000, S. vii):

,Die Differentialrechnung [...] ist eine Methode zur Bestimmung des Verhiltnisses von
verschwindenden Zunahmen, die eine beliebige Funktion annimmt, wenn die Variable, von

der sie eine Funktion ist, eine verschwindende Zunahme ist.”

Die ,,verschwindenden Zunahmen* (incrementorum evanescentium im lateinischen Original) sind
dabei jene Objekte, die Berkeley und andere zu ihrer berechtigten Kritik veranlassten. Deshalb

schreibt Euler bereits im nichsten Absatz

,Die Differentialrechnung beschiftigt sich nicht so sehr mit den verschwindenden
Zunahmen, die in der Tat nichts sind, sondern mit ihrem Verhéltnis und ihrer gegenseitigen
Proportion. Da diese Verhiltnisse als endliche Grof3en ausgedriickt werden, miissen wir uns

die Differentialrechnung als mit endlichen Grof3en befasst denken.*

Spéter schreibt Euler jedoch (Blanton 2000, S. viii):

,Fur viele, die sich mit den Regeln der Differentialrechnung beschiftigt haben, scheint es,
dass es einen Unterschied zwischen absolut nichts und einer besonderen Art von unendlich
kleinen GréBen gibt, welche nicht komplett verschwinden, sondern eine bestimmte Grof3e

behalten, die aber tatsdchlich kleiner als jede vorgegebene Grofe ist.*

Euler mochte also scheinbar zwei Dinge gleichzeitig. Er will sowohl mit unendlichen Zahlen als
auch mit infinitesimalen Grof3en, die er ,,unendlich klein® nennt, arbeiten. Von den unendlichen
Zahlen bildet er Verhéltnisse, addiert und multipliziert sie und wirft sie weg, wenn er sie nicht mehr
braucht. Damit spielt er also genau in die Hande der Kritiker und es wird klar, dass es auch Euler
nicht gelingt, das Problem der Natur der augenblicklichen Anderungsraten zufriedenstellend zu
16sen. Dies war erst knapp hundert Jahre spater Cauchy und Weierstrall vorbehalten (Sandifer

2006).
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Dieser kurze Auszug aus einem Originaltext von Leonhard Euler gibt ganz gut die Schwierigkeiten
wieder, die bei der Entwicklung der Differentialrechnung tiber Jahrhunderte diskutiert wurden. Man
sieht auch, wie sehr iiber die Bedeutung der zu Grunde liegenden Objekte gesprochen wird, noch
bevor irgendeine Regel hergeleitet wird.

(Ein weiteres konkretes Beispiel, bei dem ein Originaltext verwendet wird und das bereits fiir den

Unterricht ausgearbeitet ist, findet man in dieser Arbeit ab Seite 72.)

Didaktik: Was didaktische Uberlegungen angeht, scheint uns die Geschichte des &fteren zur
Geduld zu mahnen. Wir kdnnen nur staunen, wie lang es manchmal gedauert hat, bis fiir uns heute
selbstverstindliche Vorgehensweisen (etwa in der Algebra) allgemein anerkannt waren. Die alten
Griechen haben Briiche zwar als Verhiltnisse von Zahlen betrachtet, um die Welt zu erkldren,
jedoch diese nicht als ,,Zahlen* selbst begriffen — iiber Jahrhunderte hinweg. Da erscheint es
geradezu unerhort, dass unsere heutigen Schiilerinnen und Schiiler der zweiten Klasse diesen Schritt
in wenigen Wochen vollfiihren sollen.

In den Originalwerken der Araber findet man wiederum viele algebraische Formeln und
Vorgehensweisen geometrisch erklirt. Eine solche Betrachtung kann ebenfalls die Einsicht in
mathematische Zusammenhénge erleichtern (siche das Arbeitsblatt ,,Die Gleichungen des Al
Khwarizmi ab Seite 66).

Nicht zuletzt waren viele grofle Mathematiker auch ausgezeichnete Didaktiker, die mit ihren
Werken versucht haben, Studenten die Welt der Mathematik zu er6ffnen. So sind etwa manche
Beweise in den Werken von Euler von bemerkenswerter Klarheit und Einfachheit, die sich in der

Oberstufe durchaus auch fiir den Schulunterricht eignen wiirden.

Die Beobachtungen von Bruckheimer und Arcavi zeigen, dass viele Lehrerinnen und Lehrer nur
wenig iiber die geschichtlichen Entwicklungen der Themen wissen, die sie tagtdglich unterrichten.
Die Autoren arbeiten vor allem zwei Missverstidndnisse heraus, die thnen bei der Arbeit mit

Lehrenden aufgefallen sind (Bruckheimer, Arcavi 2000, S. 138).
,.Inhalte der Unterstufe treten bereits in der frithen Geschichte auf, Inhalte der Oberstufe und
des Universitédtsstudiums viel spéter.*

»Zuerst werden Konzepte definiert, anschlieBend werden sie ausgefiihrt.*

Zu beiden Ansichten lassen sich schnell Gegenbeispiele angeben. Die negativen Zahlen werden
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bereits in der Unterstufe unterrichtet, setzen sich jedoch erst viel spéter (in der fortgeschrittenen
Neuzeit) allgemein durch, wiahrend etwa quadratische Gleichungen, die erst in der Oberstufe
behandelt werden, schon (mit Einschrdnkungen) bei Diophantos im 2. Jahrhundert n. Chr.
vorkommen. Die reellen Zahlen und ihre Vollstindigkeit wurden Jahrhunderte lang intuitiv mit dem
Bild der durchgehenden Zahlengeraden verwendet, ein Konzept, das sehr stark von der Anschauung
abhingig war und den strengen Kriterien einer mathematischen Begriffsbildung letztlich nicht
geniigte. Erst Ende des 19. Jahrhunderts wurden sie im Zusammenhang mit der Ausarbeitung der
formalen Grundlagen der Mathematik durch Dedekind'sche Schnitte (und spéter durch dquivalente
Formulierungen) auf eine solide Basis gestellt.

Viele Teilnehmer berichteten von hilfreichen und interessanten Erkenntnissen, die sie im Rahmen
der Seminare machen konnten. Letztendlich bleibt es aber natiirlich jeder Lehrperson selbst
iiberlassen, ob sie tiefer in die Geschichte der Mathematik einsteigt und sie fiir thren Unterricht
nutzen mdchte. Positive Auswirkungen sind jedoch sowohl fiir die Schiilerinnen und Schiiler als
auch fiir die Lehrerinnen und Lehrer zu erwarten und vielleicht kdnnen die Aussagen von
Padagogen, die die Geschichte der Mathematik bereits entdeckt haben, das Interesse all jener

wecken, fiir die es noch etwas zu entdecken gibt.

,» The study of history of mathematics, though it does not make me a better mathematician,
does make me a happier man who is ready to appreciate the multi-dimensional splendour of
the discipline and its relationship to other cultural endeavours. It does enhance the joy
derived from my job as a mathematics teacher when I try to share this kind of feeling with
my class. I attempt to sow the seeds of appreciation of mathematics as a cultural endeavour
in them. It is difficult to tell when these seeds will blossom forth, or whether they ever will.
But the seeds are there, and I am content.*

(Man-Keung 2000, S. 8)
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3. Methoden zur Vermittlung historischer Inhalte im

Mathematikunterricht

In diesem Abschnitt soll nun genauer untersucht werden, in welcher Form historische Inhalte im
Mathematikunterricht vorkommen konnen. Neben der Beschreibung der verschiedenen Arten
mochte ich vor allem herausarbeiten, welche Erkenntnisse die Schiilerinnen und Schiiler durch sie

gewinnen kdnnen und wie schwierig es ist, sie in einen bestehenden Unterricht zu integrieren.

3.1 Anekdoten (M1)

Anekdoten sind vermutlich die am héaufigsten vorkommende Art der geschichtlichen Beziige in der
Schule. Aufgrund ihrer Prignanz und Kiirze kdnnen sie sehr leicht in einen bestehenden Unterricht
eingebaut werden und trotzdem eine Reihe von positiven Auswirkungen auf selbigen haben.

Unter einer Anekdote (griech.: avekdota, was noch nicht verdffentlicht ist) versteht man
dabei eine bezeichnende, kleine Geschichte (Mackensen 1991), die eine bemerkenswerte oder
charakteristische Begebenheit, meist im Leben einer Person, zur Grundlage hat.

Howard Eves sieht in dieser Form der historischen Prasentation gleich eine Reihe von positiven

Eigenschaften fiir den Mathematikunterricht:

» L hese stories and anecdotes have proved very useful in the classroom — as little interest-
arousing atoms, to add spice and a touch of entertainment, to introduce a human element, to
inspire the student, to instill respect and admiration for the great creators, to yank back
flagging interest, to forge some links of cultural history, or to underline some concept or
idea.”

(Eves 1969, zitiert nach Man-Keung 2000, S. 4)

Dass kulturhistorische Zusammenhénge durch ein paar bloBe Anekdoten vermittelt werden konnen,
darf zwar im Allgemeinen bezweifelt werden, die meisten anderen Punkte erscheinen jedoch
durchaus viel versprechend.

In jedem Fall brauchen Anekdoten eine gute Prisentation. Viele Kurzgeschichten enthalten einen

gewissen Esprit oder haben eine Pointe, die es zu transportieren gilt. Hier muss wohl jede
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Lehrperson selbst herausfinden, ob die dargebrachten Anekdoten bei einer Klasse ankommen oder
nicht bzw. ob die Art der Erzdhlung der Geschichte gerecht wird. Die Anekdoten bestehen oft aus
Dialogen zwischen beriihmten Mathematikern untereinander oder zwischen ihnen und ihren
Schiilern. In so einem Fall konnen die Lernenden mit ein wenig Fantasie unter Umstidnden wirklich
kurz in die dargestellte Situation schliipfen und einen Schnappschuss aus der Geschichte der
Mathematik und der Gedankenwelt der beteiligten Mathematiker bekommen.

Gelingt es, die jeweilige Geschichte spannend oder humorvoll zu erzdhlen, so darf ihr
Unterhaltungswert in keinem Fall unterschétzt werden. In einer Zeit, wo die Freizeit der
Schiilerinnen und Schiiler mitunter von immer pomp0oser gestalteten Fernsehshows,
Computerspielen und Liveveranstaltungen bestimmt wird, kann dieser unterhaltende Aspekt
durchaus auch im Mathematikunterricht hin und wieder in den Vordergrund treten. Zwar sollte man
sich als Mathematiklehrer oder -lehrerin nicht in direkter Konkurrenz mit besagten Freizeit-
angeboten sehen, es kann jedoch helfen, sich zu vergegenwirtigen, welche Art der Prisentation von
Inhalten die Kinder gewohnt sind. Um also ein wenig Entertainment und damit auch positive
Emotion ins Klassenzimmer zu bringen, konnen Anekdoten eine wertvolle Hilfestellung sein. Diese
Uberlegungen zusammenfassend soll Mark Twain {iber Anekdoten einmal gesagt haben, dass man

fiir sie drei Dinge briauchte: eine Pointe, einen Erzdhler und Menschlichkeit (Nollke 2002, S. 21).

Aus historischer Sicht hat man bei Anekdoten oft mit dem Problem der Authentizitdt zu kidmpfen.
Nur in seltenen Féllen kann nachgewiesen werden, ob sich die Geschichte wirklich wie iiberliefert
zugetragen hat oder ob die handelnden Personen ihre Aussagen wirklich nach der angeblichen
Darstellung getétigt haben. Wenn es Quellen gibt, so sind dies bestenfalls Berichte von
Augenzeugen, die aber natiirlich auch bereits verdndert, libertrieben oder auf den bestimmten Punkt,
den man betonen will, zugeschnitten worden sein konnen. In den meisten Fillen wird diese Frage
von den Vortragenden (zuweilen bewusst) ignoriert, geht es doch bei der Darbietung einer Anekdote
oft um mebhr, als nur den oberflachlichen Inhalt. Die Einstellung einer historischen Personlichkeit,
die Haltung einer ganzen Personengruppe in Bezug zum jeweiligen Thema sollen unterschwellig
mit vermittelt werden.

So soll etwa Marie-Antoinette in den Monaten vor dem Ausbruch der franzdsischen Revolution, als
das Volk durch mehrere Ernteausfille im ganzen Land an schwerem Hunger litt, gesagt haben,
wenn das Volk kein Brot habe, solle es doch Kuchen essen. Obwohl Historiker bezweifeln, dass die
Konigin diesen Ausspruch jemals in dieser Form getdtigt hat, steht er doch einerseits fiir die
Naivitit der Gemahlin Ludwig XVI., die am franzdsischen Hof immer eine Fremde blieb, und

andererseits fiir die Distanz, die das Konigshaus zu dieser Zeit seinem Volk gegeniiber hatte
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(Andresen 2010, S. 79). Auch in der Mathematik gibt es solche Ausspriiche, wie etwa jenen von
Pascal auf Seite 27, in welchem er sich bei der Behandlung eines Problems aus dem Gliicksspiel nur
dariiber freute, dass Fermat auf dieselbe Losung gekommen war wie er. Damit driickte er aber auch
aus, dass allgemeine Gedanken zur Fairness und der Rolle der Mathematik darin nicht in seinen
Uberlegungen vorkamen. Da eine derartige Behandlung erst iiber 100 Jahre spiter begann, legt er
mit seinem Ausspruch auch die Haltung einer ganzen Generation von Mathematikern dar, die an
den Anfiangen der Wahrscheinlichkeitstheorie arbeiteten.

Beniitzt man also Anekdoten bewusst dazu, um die Einstellung von Personen oder allgemeine
Ansichten einer Zeitepoche zu vermitteln, so l4sst sich der Authentizitdtsaspekt ganz gut

vernachlissigen.

... If we pay more attention to their [the anecdote's] value as a catalyst, then it presents no
more problem than when we make use of a heuristic argument to explain a theorem.*

(Man-Keung 2000, S. 4)

Einer der Mathematiker, iiber den es eine Menge Anekdoten gibt, ist Carl Friedrich GauB3. Die
vermutlich bekannteste erzihlt die Geschichte des zehnjdhrigen Carl, der von seinem Lehrer in
einer gemischten Grundschulklasse von 100 Schiilern die Aufgabe bekommt, die Zahlen von 1 bis
100 zu addieren. Er meistert diese Aufgabe innerhalb einer Minute, da er erkennt, dass sie durch
eine geeignete Reihenfolge das Addierens (100 + 1 =101,99 +2 =101, 98 + 3 =101, usw.) auf die
einfachere Rechnung 101-50 hinauslduft. Gau3 bekommt daraufhin eine eigenes Mathematikbuch,
das eigens aus Hamburg bestellt wird, und der Lehrer erkldrt schon bald, dass der Kleine von ihm
tiberhaupt nichts mehr lernen konne.”

In dieser Anekdote geht es also nicht um einen bestimmten Ausspruch, sondern sie steht fiir die
Genialitdt, die GauB3 schon in jungen Jahren auszeichnete und die ihn in weiterer Folge zu einem der
groBten Mathematiker aller Zeiten werden lieB3.

Obwohl man als Lehrperson durch die Integration von Anekdoten nicht dem Irrtum verfallen sollte,
allein damit schon historische Inhalte im Unterricht vermittelt zu haben, so sind die
Kurzgeschichten doch niitzlich, um dort und da ein (im Wortsinn) ,,lebendiges* Bild von der
Mathematik zu prisentieren. In jedem Fall kommen so die Namen einiger gro3er Mathematiker und
hoffentlich auch Mathematikerinnen im Unterricht einmal vor, sodass die Kinder zumindest erahnen

konnen, dass sich hinter dem Stoff, den sie fiir die nidchste Schularbeit lernen, Menschen und ihre

*  Eine detaillierte Erzahlung dieser Geschichte, die auch GauB} selbst in spéteren Jahren immer wieder gern Freunden
erzahlt hat, findet man in Ahrens 1916, S. 2 ff.
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Geschichten verbergen.

3.2 Die historische Kurzinformation (M2)

Hierbei geht es darum, immer wieder kleine historische Fakten flieBend in den Unterricht
einzubringen.

Am Beginn eines neuen Kapitels ldsst sich etwa ein kurzer Abriss dariiber geben, wie die folgenden
Uberlegungen historisch einzuordnen sind. Je nach dem Stellenwert, den die Lehrperson diesen
Informationen einrdumt, kann eine solche Einfiithrung nur verbal erfolgen oder schriftlich
festgehalten werden. In jedem Fall ldsst sich den Schiilerinnen und Schiilern klar machen, warum
jemand dazu kam, diesen Bereich genauer zu untersuchen, welche Vorteile man sich davon
versprach oder aus welchem Problemkreis sich die Disziplin entwickelte. Die Lernenden kdnnen so
idealerweise besser einordnen, was sie bereits wissen, wo der weitere Weg hinfiihrt und wie der
kommende Stoff mit dem schon gelernten in Verbindung steht.

Diese Vorgehensweise ist in anderen Fachern schon langer tiblich. In Physik werden bei der
Behandlung des Magnetismus normalerweise auch Oersted und sein Versuch erwéhnt. Die
Einstein'sche Relativitdtstheorie wird mit Kommentaren zur Physik der damaligen Zeit (teilweise
ziemlich umfangreich) historisch eingebettet. In Mathematik wird jedoch etwa am Beginn der
Analytischen Geometrie kaum René Descartes und sein 1637 veroffentlichtes Buch La Géométrie
erwihnt, das sich mit der Algebraisierung von Geometrie beschéftigte. Durch die Behandlung des
damaligen Aufschwungs der Algebra, an dem noch andere hochrangige Vertreter beteiligt waren
(z.B. Fermat) erscheint es leichter verstdndlich, dass auch die Geometrie von der Integration in die
»Buchstabenrechnung* nicht verschont blieb. Die Vorteile auf der einen und die philosophischen
Probleme auf der anderen Seite lassen sich freilich erst erkennen, wenn man in die analytische
Geometrie eingetaucht ist.

Neben der historischen Einfiihrung in ein Gebiet konnten aber auch schon einzeln eingestreute
Satze, wie ,,Euklid wusste schon 300 v. Chr., dass die Winkelsumme im Dreieck immer 180° ist.*
oder ,,Pascal nannte die negativen Zahlen 'vollkommenen Unsinn' (zitiert nach Kaiser 2006, S. 110)
fiir eine historische Dimension sorgen und zum Nachdenken und Diskutieren {iber Mathematik,
Mathematiker sowie iiber die Wissenschaftsgeschichte anregen.

Auch die Angabe einzelner Jahreszahlen kann bereits interessante Fragen aufwerfen. Die alten
Griechen versuchten die Dreiteilung des Winkels mit Zirkel und Lineal in den Jahrhunderten vor

Christus und es gelang ihnen nicht. Erst 1799 bewies GauB}, dass die Dreiteilung des Winkels mit
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diesen Einschrinkungen nicht moglich ist. Die lange Zeitspanne, die zwischen diesen Ereignissen
liegt, erscheint verbliiffend. Warum war dieses Problem so schwierig zu 16sen? Wurde eine Losung
in den 2000 Jahren dazwischen iiberhaupt versucht? Wieso war dieses Problem iiberhaupt so
interessant?

Auch wenn es sonst keinerlei historische Inhalte im Unterricht gibt, so kann die Erwdhnung solcher
Kurzinformationen doch ein Gefiihl dafiir schaffen, dass Mathematik etwas geschichtlich
Gewachsenes ist, das seit Jahrtausenden einen festen Bestandteil der Menschheit bildet. Auch durch
das immer wieder Betonen von groben Jahreszahlen und gro3en Namen ldsst sich dieser Eindruck

verstarken.

3.3 Historische Rechenaufgaben (M3)

Der Mathematikunterricht lduft heute nach wie vor sehr aufgabenzentriert ab. Sowohl in der Schule
als auch bei den Hausiibungen und Schularbeiten sollen die Schiilerinnen und Schiiler ihre
mathematischen Kenntnisse hiufig dadurch unter Beweis stellen, dass sie Aufgaben mit Hilfe der
mathematischen Werkzeuge, die sie im Vorfeld gelernt haben, in angemessener Weise 16sen.
Obwohl es immer wieder einige Kritik an dieser so genannten ,,Aufgabendidaktik* gibt, kann das
Losen von Aufgaben auch viele positive Auswirkungen haben. Die Lernenden werden dazu
angeregt, sich selbststindig mit mathematischen Inhalten zu beschéftigen, und die Anwendung von
theoretischen Uberlegungen kann an guten Aufgaben demonstriert werden. Selbstverstindlich hingt
der Erfolg solcher Ziele aber von der jeweiligen Aufgabe ab; ndmlich konkret davon, ob ihr Inhalt
authentisch oder nur dahingehend konstruiert ist, einen bestimmten mathematischen Inhalt
abzufragen.

An dieser Stelle kann man nun historische Rechenaufgaben ins Spiel bringen. Diese sind insofern
authentisch, als es sich dabei um tatséchliche Angabetexte aus vergangenen Jahrhunderten oder
sogar Jahrtausenden handelt. Sie spiegeln damit die Probleme wider, mit denen sich die Menschen
dieser geschichtlichen Epochen beschéftigten. Oft wurden die Aufgaben ja auch damals zu
Lehrzwecken eingesetzt und der Inhalt der Aufgaben lésst teilweise Schliisse zu, welche
mathematischen Kenntnisse die damaligen Lehrer fiir ithre Schiiler als wichtig empfanden. In vielen
Féllen stammen die Inhalte aus dem Bauwesen, der Landwirtschaft oder dem Geldwesen, wie etwa

auch die folgende 2300 Jahre alte Aufgabe:
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Der Ertrag von 3 Biinden Getreide bester Qualitét, 2 Biinden von mittlerer Qualitit und
eines Bundes minderer Qualitit betrdgt 39 Korbe. Der Ertrag (eines anderen Feldes) von 2
Biinden bester Qualitit, 3 Bilinden mittlerer Qualitit und eines Bundes minderer Qualitét
betrdgt 34 Korbe. Von einem dritten Feld ist der Ertrag von einem Bund bester Qualitét, 2
Biinden mittlerer Qualitit und 3 Biinden minderer Qualitdt 26 Korbe. Wie hoch ist der
Ertrag von Getreide bester, mittlerer und minderer Qualitét?

(China, 300 v.Chr., zitiert nach Swetz 2000, S. 62)

Es darf in diesem Zusammenhang jedoch nicht unerwihnt bleiben, dass man auch bei historischen
Rechenaufgaben nicht vor Angaben gefeit ist, die so konstruiert wirken, dass man ihren
Realititsbezug selbst fiir damalige Verhéltnisse stark in Zweifel ziehen muss. So stellt Cardano das
Problem der Lésung von kubischen Gleichungen durch einen ziemlich gekiinstelten

wirtschaftlichen Hintergrund dar:

Zwei Miénner steigen mit einem unbekannten Kapital in ein Geschéft ein. [hr Gewinn ist
dabei gleich der dritten Potenz von einem Zehntel des Kapitals. Mit drei Dukaten weniger
hitten sie genau so viel wie ihr Kapital verdient. Wie grof3 sind das Kapital und der Gewinn?

(Cardano 1545, zitiert nach Pesic 2005, S. 30)

Derartige Aufgabenstellungen mogen zwar in einem historischen Kontext authentisch sein, sie sind
jedoch nicht geeigneter als viele Aufgaben in den aktuellen Schulbiichern, deren Inhalt wie an der
Haaren herbeigezogen wirkt. Man tut daher gut daran, solche Angaben aus einer
Aufgabensammlung auszusortieren und sich auf tatsdchlich lebensnahe Problemstellungen zu

konzentrieren:

* Umfangreiches geometrisches Wissen erlaubte es den alten Griechen, Probleme der Land-
vermessung bis zum Umfang der Erde und des Abstands Erde-Mond zu 16sen.

* Das komplizierte Erbrecht des Islam, das im Koran genau festgelegt ist, fithrt auf
quadratische Gleichungen, die es zu 16sen galt.

* Die Vergabe von Krediten und die damit einhergehende Verzinsung iiber lingere Zeitrdume
bedingte eine Beschéftigung mit Zahlenfolgen und Reihen.

* Die Erforschung der Natur, insbesondere der Grundgesetze der Mechanik, 16ste die

Entwicklung der Differential- und Integralrechnung aus.
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Durch die Integration von Aufgaben, die sich mit derartigen Fragen beschéftigen, kann man in
heutigen Schulklassen selbst beim Bearbeiten von Problemstellungen, die hauptsichlich der Ubung
dienen sollen, ein Gefiihl vermitteln, wofiir Mathematik in all den vielen Jahrhunderten verwendet
wurde.

Dafiir bedarf es sicherlich einer entsprechenden Betonung von der Lehrerseite, d. h. man wird sich
im Unterricht Zeit nehmen miissen, den Hintergrund einer Aufgabe zu erldutern oder die Kinder mit
sonstigen Zusatzinformationen zu versorgen, wenn man die historischen Komponenten einer
Aufgabe auch als Lernziel versteht. Auch dedizierte Fragen zu geschichtlichen Themen oder
Aufforderungen zur Recherche sind denkbar. Die Geschichte der Mathematik lediglich als
Aufgabensammlung zu sehen, wird fiir sich genommen ndmlich noch keinen Unterschied machen,
denn die Kinder werden mit der Zeit die historischen Informationen im Angabetext {iberlesen und
sich auf die eigentliche Rechenaufgabe konzentrieren, wenn sie nicht entsprechend aufgefordert

werden, Uberlegungen zu den geschichtlichen Themen anzustellen.

Allgemein lassen sich zwei Formen von historischen Rechenaufgaben unterscheiden.

Bei der ersten Art handelt sich um eine Problemstellung, die aus einer historischen Quelle stammt,
fiir deren Losung jedoch moderne Methoden verwendet werden sollen. Solche Aufgaben kénnen
den oben dargestellten Zweck der Illustration von mathematischem Einsatz durch die Jahrhunderte
erfiillen. Sie enthalten zuweilen auch unterhaltsame Aspekte (etwa die Bezeichnung der Unbekannte

als ,,Haufen in der dgyptischen Mathematik). Ein Beispiel wére:

,Ein Schilfrohr steht an einer Wand. Bewegt sich das obere Ende 9 cm nach unten, so
rutscht das untere Ende 27 cm von der Wand weg. Wie lang ist das Schilfrohr, wie hoch ist
die Wand?

(Babylonien, 1800-1600 v. Chr., zitiert nach Swetz 2000, S. 60)

Bei der zweiten Art von historischen Rechenaufgaben handelt es sich um solche, bei denen die
Methode, die zur Losung angewandt wird, historischen Charakter hat. Die Art und Weise, wie die
Aufgabe gelost wird, ist entweder nicht mehr in Verwendung oder nicht mehr tiblich, weil sie etwa
durch hoher entwickelte Methoden abgelost wurde, oder tiberhaupt aus heutiger Sicht nicht (mehr)
korrekt ist.

Betrachten wir dazu die Angabe einer Aufgabe aus dem alten Agypten:
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,»Ein Haufen und sein Viertel hinzugefiigt ergeben zusammen 15. Wie groB ist der Haufen?*
(Agypten, Papyrus Rhind, 2000-1800 v. Chr., zitiert nach Chace 1927)

Nach einer heute tiblichen Methode fiihrt die Problemstellung auf die Gleichung x+ % =15 und

kann durch algebraisches Umformen von jeder Schiilerin und jedem Schiiler ab der 3. Klasse der
Unterstufe leicht geldst werden. Die Agypter verwendeten zur Losung jedoch eine Methode des
falschen Ansatzes. Sie versuchten als Haufen die Zahl 4 und bekamen nach Hinzufiigen eines
Viertels davon (das ist 1) die Zahl 5. Es sollte jedoch 15, das Dreifache, herauskommen, also musste
die gesuchte Zahl 12, das Dreifache der urspriinglich probierten Zahl, sein (4 - 3 = 12).

Natiirlich funktioniert diese Methode nur fiir lineare Gleichungen, und wie leicht man auf die
richtige Losung kommt, héngt stark davon ab, wie gut der falsche Ansatz war. Es ist aber trotzdem
eine giiltige Methode, die jedoch heute nur selten verwendet werden wird, weil das Umformen von
Gleichungen im Allgemeinen schneller und sicherer zum Ziel fiihrt. Man kann von ihr aber etwas
iber die Struktur von linearen Gleichungen lernen und sie als Ausgangspunkt fiir weitere
Uberlegungen verwenden.

Ein Beispiel fiir einen Losungsweg, der aus heutiger Sicht nicht mehr korrekt ist, wéren schlie8lich
die Extremwertaufgaben nach Fermat. Um die Maximumstelle a einer Funktion f(x) zu bestimmen,
betrachtete Fermat f(x) und f(x+h), wobei x und x+h ,,anndhernd gleich* sein sollten. Er setzte diese
beiden Werte gleich, dividierte dann durch h, setzte anschlieBend h = 0 und bestimmte aus der
erhaltenen Gleichung die Maximumstelle a (Cantor 1894, S. 858 und 859). Fermat 16ste nach dieser
Methode auch konkrete Aufgaben, z. B.:

»Gesucht ist x, sodass [ACJ? - [BC| maximal wird!“

Es ist also f(x) = x* - (¢ — x).
Nach Fermat folgt dann:
f(x) = f(x+h)
X*+(c—x)=(x+hy(c—(x+h))
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x?c — x* = ¢cx? + 2cxh + ch? — x* — 3x*h — 3xh? — h? | — x%¢, +x3
0 =2cxh + ch? — 3x*h — 3xh?* — h? |:h
0 =2cx +ch—3x*>*—-3xh—-h?

Jetzt setze h = 0, dann folgt: 0=2cx —3x2

2c

und damit x=0oderx = ?

Obwohl das Ergebnis korrekt ist, besteht die offensichtliche Schwiche dieser Methode darin, dass
zunéchst durch h dividiert, jedoch anschlieBend h = 0 gesetzt wird. Mit dieser Ungereimtheit
schlugen sich schon zeitgendssische, aber auch spitere Mathematiker herum (etwa Euler, sieche
Seite 41/42), jedoch war eine Exaktifizierung der Methode bis zur Einfiihrung und exakten
Definition des Grenzwerts im 19. Jahrhundert kaum denkbar.

Eine Aufgabe wie die obige kann man Schiilerinnen und Schiilern vorfiihren, um sie fiir die
Schwierigkeiten bei der Entstehung der modernen Differentialrechnung zu sensibilisieren. Sie
fordert zudem das Nachdenken {iber mathematische Methoden allgemein. Fragen wie ,,Was mache
ich hier eigentlich?*, ,,Darf ich das?* oder ,,Ist mein Vorgehen durch geltende Gesetze gedeckt?*,
mit anderen Worten das Reflektieren des eigenen mathematischen Handels, stehen dabei im
Vordergrund. Eine Aufgabe wie die oben dargestellte kann man den Schiilerinnen und Schiilern in
der Klasse mitsamt der Losung vorfiihren. Ich hielte es jedoch nicht fiir sinnvoll, ihnen dann eine
dhnliche Aufgabe als Hausiibung zu geben, die sie nach der Methode von Fermat 16sen sollten.

Immerhin ist die Methode in der oben dargestellten Form nicht korrekt.

Ein héufig anzutreffender Kritikpunkt der Integration von historischen Rechenaufgaben in den
iiblichen Unterricht besteht darin, dass die Aufgaben in den Quellen oft sehr isoliert auftreten. In
vielen Fillen finden sich keine weiteren, dhnlichen Aufgaben, die man den Schiilerinnen und
Schiilern als Hausiibung zum Einiiben der jeweiligen Methode geben konnte.

Stellt man den historischen Gesichtspunkt in den Vordergrund, so ist es aber gar nicht unbedingt
notig, eine grofle Anzahl desselben Aufgabentyps zur Verfiigung zu haben. Wenn die
Aufgabenstellung nur in dem konkreten Zusammenhang, in dem sie présentiert wird, Sinn ergibt, so
behandelt man sie eben nur in der Schule oder nur als Hausiibung und bezieht sich starker auf den
geschichtlichen Aspekt. Dahinter steht die Haltung, fiir Verdnderungen des Unterrichts, die sich in

natiirlicher Weise aus der Integration von historischen Aspekten ergeben, offen zu sein und nicht
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von vornherein alles abzulehnen, was nicht zum bisher iiblichen Unterrichtsstil passt.

Wer allerdings die Geschichte der Mathematik als Aufgabensammlung gebrauchen will, findet auch
hierfiir geniigend Stoff. Der Papyrus Rhind enthilt beispielsweise eine ganze Reihe von Aufgaben,
die alle auf lineare Gleichungen fiithren und mit heute iiblichen Methoden leicht gelost werden
konnen. In vielen Rechenbiichern aus dem Mittelalter finden sich ebenfalls ausreichend Aufgaben,
weil diese auch schon damals zur Lehre verwendet wurden.

Letzten Endes wird es von der Lehrperson abhidngen, ob die Schiilerinnen und Schiiler historische
Beziige in den Angabetexten der Aufgaben iiberlesen oder sie als aktiven Teil des Lernstoffes in

Mathematik begreifen.

3.4 Weitere Moglichkeiten der Vermittlung

Neben den beschriebenen Moglichkeiten gibt es noch einige andere vorstellbare Arten der

Vermittlung historisch relevanter Themen im Mathematikunterricht.

Um die stdndige Weiterentwicklung von mathematischen Begriffen, Symbolen und Methoden zu
verdeutlichen, kdnnte man historische Originaltexte oder zumindest wortwértliche Ubersetzungen
heranziehen (M4). Dadurch wiirden die Kinder sehen, wie z. B. Euklid oder Euler ihre Ergebnisse
tatséchlich formuliert haben. Die Aufgabe der Schiilerinnen und Schiiler wiirde jedoch wohl
zunichst einmal darin bestehen, den vorhandenen Text in heutige Sprache und/oder Symbolik zu
iibersetzen. Anschliefend kann man Erklarungen aus dem Text mit Erkldrungen aus dem heutigen
Schulbuch vergleichen. Viele Originaltexte sind mit Kommentaren des jeweiligen Autors versehen,
sodass man direkt etwas iiber die damalige Anschauung der mathematischen Inhalte erfahren kann.
Wie viel man durch einen Originaltext profitieren kann, hingt letztendlich sicher sehr stark vom
Text selbst ab. Nachdem er nicht zu schwierig sein darf, bieten sich vor allem Einfiihrungen und
Zusammenfassungen zu bestimmten mathematischen Fachgebieten an. Als Beispiel seien einmal
mehr die einfiihrenden Werke von Leonhard Euler erwahnt, die zu sehr vielen Themen auf einem
elementaren Niveau Stellung beziehen, und sich doch von unseren heutigen Anschauungen
unterscheiden (so etwa beziiglich des Funktionsbegrifts, siehe Einleitung in die Analysis des

Unendlichen, Leonhard Euler, 1748).

Von den Originaltexten abgesehen konnen mathematisch historische Themen von Schiilerinnen und
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Schiilern natiirlich auch in Form von Referaten und Ausarbeitungen behandelt werden. Auch eine
Zusammenfassung des Lebens eines Mathematikers oder der Entwicklung eines mathematischen
Teilgebietes als Hausiibung aufzugeben, wire denkbar. Allerdings miissten solche Aufgaben vorher
in der Schule besprochen werden, um den Kindern ein Basiswissen als Grundlage fiir etwaige
eigene Recherchen zu geben. Die selbststéindige Bearbeitung von historischen Fragestellungen und
allem, was damit zusammenhéngt, scheint mir jedoch ein wesentlicher Faktor zu sein, wenn man
den Lernenden eine geschichtliche Dimension der Mathematik mitgeben mdchte.

Besonders interessant wére auch ein facheriibergreifender Unterricht mit Geschichte oder Physik,
um in noch vielfdltigerer Weise zeigen zu konnen, wie Mathematik dazu beigetragen hat, das Leben
der Menschen im Lauf der Zeit zu verdndern bzw. wie sich duflere Einfliisse auf die Mathematik

ausgewirkt haben.
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4. Unterrichtsmaterialien zu historischen Themenstellungen

an einem ausgewahlten Beispiel

Themenauswahl und Struktur

In den vorangegangenen Abschnitten habe ich Aspekte der mathematischen Tétigkeit beschrieben,
die durch die Integration historischer Inhalte im Mathematikunterricht stérker in den Vordergrund
geriickt werden konnten sowie die Methodik untersucht, wie man diese Aspekte in einen
existierenden Unterricht einbetten kann. Obwohl ich versucht habe, alle genannten Punkte durch
Beispiele zu illustrieren, fehlen konkrete Ausformulierungen, die einer Lehrperson das Material in
die Hand geben, um sofort los zu legen.

In diesem Abschnitt sollen nun anhand des ausgesuchten Themas ,,Gleichungen* einige konkrete
Vorschldge ausgearbeitet werden. Die Prisentation geschieht in Form von sieben Arbeitsblittern,
die fiir einen Einsatz quer durch (fast) alle Klassen der Allgemeinbildenden Hoheren Schulen

konzipiert wurden.

Gleichungen - Konstanten im Wandel der Zeit

Es handelt sich um eine Art Ubungszettel, mit fiinf ausgewihlten historischen Aufgaben aus 5000
Jahren Mathematikgeschichte.

Die Gleichungen des Al-Khwarizmi

Eine Erlduterung des Lebens und Wirkens des vermutlich groten arabischen Mathematikers und

die Beschreibung einer geometrischen Methode zur Losung quadratischer Gleichungen.

Von der Geheimschrift zur Mathematik

Eine Demonstration, wie die mathematische Formelsprache die exakte Formulierung von

Ergebnissen erleichtert.

Kampf um die Gleichungen

Ein Lesetext mit Zwischenfragen, der die bemerkenswerten Ereignisse rund um die Auflésung von

Gleichungen dritten, vierten und flinften Grades beschreibt.
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Beriihmt beriichtigt - die Cardanoformel

Eine Anleitung zur Herleitung der Cardanoformel und eine Diskussion, warum sie oftmals nicht

praktikabel ist.

Zwischen Sein und Nichtsein

Eine Darstellung der Geschichte der komplexen Zahlen, wie sie von ihrem Ausgangspunkt als
scheinbar unmogliche Losungen von Gleichungen zunichst abgelehnt und schlieBlich doch auf

breiter Front akzeptiert wurden.

Die Verbindung zweier Gedankenwelten

Eine Analyse, wie René Descartes und Pierre Fermat die Geometrie und die Algebra — zwei tiber

Jahrhunderte getrennte Disziplinen — miteinander verbanden.

Zu jedem der Arbeitsblatter gibt es einen didaktischen Kommentar, der das Arbeitsblatt kurz
vorstellt und die Lehrerin oder den Lehrer dariiber informiert, fiir welche Jahrgangsstufe die
Aufgaben geeignet sind, welches Vorwissen die Lernenden bendtigen und wie viel Zeit fiir die
Bearbeitung zu veranschlagen ist. Auflerdem gebe ich an, welche der im vorigen Abschnitt
vorgestellten Aspekte historischer Integration (A1 bis AS) und welche Methodik (M1 bis M4) im
jeweiligen Arbeitsblatt Verwendung finden. In einigen Féllen habe ich Hintergrundinformationen
hinzugefiigt, die es der Lehrperson ermdglichen sollen, das Thema im Unterricht einzuleiten und
den Kindern etwas zu erzidhlen, was iiber den Inhalt des eigentlichen Arbeitsblatts hinausgeht. Es
finden sich auch Anekdoten oder kurze Beschreibungen der Lebensgeschichten von auftretenden
Mathematikern, die dafiir sorgen sollen, dass die Arbeitsblétter nicht isoliert im Unterricht auftreten.
Es bleibt jeder Lehrperson selbst iiberlassen, wie sehr sie dieses Material benutzt.

Dartiber hinaus habe ich zu allen Arbeitsblittern vollstdndige Losungsblitter angefertigt. Auf diesen
befinden sich nicht nur die Endergebnisse, sondern komplett durchgerechnete Aufgaben und
ausfiihrliche Kommentare zur Losung. Die Losungsblétter konnen den Lehrerinnen und Lehrern
helfen, einen noch genaueren Uberblick iiber die verlangten Kompetenzen ihrer Schiilerinnen und
Schiiler zu erhalten, man kann sie aber natiirlich auch den Lernenden zur Verfiigung stellen, um
thnen die Selbstkontrolle zu ermdglichen.

Alle Arbeitsblétter haben primér historischen Inhalt und zielen darauf ab, den Schiilerinnen und

Schiilern Teile der Entwicklung der Mathematik, mathematische Denkweisen in fritheren
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Jahrhunderten sowie den Zusammenhang zwischen der Mathematik und anderen Wissenschaften zu

vermitteln. Daneben verlangen die Aufgaben neben rein rechnerischen Feritgkeiten und der

Anwendung zuvor erlernter Regeln auch Kompetenzen wie sinnerfassendes Lesen, Nachvollziehen

mathematischer Argumentation und ein gewisses Einfiihlungsvermdgen, um die Errungenschaften,

aber auch die Bedeutung der mathematischen Entwicklungen, fiir sich selbst einschitzen zu lernen.

Arbeitsblitter der vorliegenden Art eignen sich natiirlich in erster Linie fiir das Selbststudium,

dadurch ergeben sich aber fiir den tiglichen Unterricht zahlreiche Mdglichkeiten der Anwendung.

Bearbeiten innerhalb einer oder mehrerer Unterrichtseinheiten:
Die Kinder bekommen nach einer kurzen Einleitung das jeweilige Arbeitsblatt und sollen
die Aufgaben darauf bis zum Ende dieser oder der nichsten Stunde durchfiihren. Dann wird

das Blatt durch die Lehrerin oder den Lehrer abgesammelt, kontrolliert und bewertet.

Als Hausaufgabe:
Die Schiilerinnen und Schiiler bekommen das Arbeitsblatt am Ende der Stunde und sollen
die Aufgaben bis zu einer der folgenden Unterrichtseinheiten selbststindig zu Hause

bearbeiten.

Im Rahmen eines Projekts kann das eine oder andere Arbeitsblatt als theoretische

Erlduterung dienen und Ausgangspunkt fiir weitere Recherchen sein.

Bearbeiten innerhalb offener Lernformen:

Im Bereich des offenen Lernens, bei der sich die Schiilerinnen und Schiiler oftmals
Kenntnisse im Stationenbetrieb aneignen, kann ein Arbeitsblatt eine Station bilden. Da die
Lernenden in solchen Lernumgebungen sich hiufig selbst kontrollieren sollen, erweist sich

auch das Losungsblatt als Vorteil.

Der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben innerhalb der Arbeitsblétter reicht von einfach bis

anspruchsvoll. In vielen Féllen dienen die Fragestellungen dazu, die Schiilerinnen und Schiiler zum

Mitdenken anzuregen und sollen daher keine unméglich zu iberwindenden Hindernisse darstellen.

Die Schwierigkeit der Aufgaben steigt aber unter Umsténden dadurch, dass es sich oftmals um
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Im Folgenden werden die Arbeitsblétter vorgestellt.
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1. Gleichungen: Konstanten im Wandel der Zeit

* Geeignet fiir: (3.), 4. und 5. Klasse der AHS
* Geschiitzter Zeitaufwand: 1 — 2 Unterrichtseinheiten
* Erforderliche Vorkenntnisse: - elementares Losen von linearen Gleichungen und Rechnen
mit Termen
- Erfahrung beim Ubersetzen eines Textes in eine Gleichung
- Kenntnisse iiber Gleichungssysteme mit nicht-eindeutiger
Losung
- Bruchrechnen
- Umgang mit Verhéltnissen
* Historische Aspekte und Methoden: A3, M2, M3

* Umfang: 1 Seite Arbeitsblatt, 2 Seiten Losungen

Didaktischer Kommentar

Das Arbeitsblatt ,,Gleichungen: Konstanten im Wandel der Zeit* besteht aus insgesamt 6 Aufgaben,
die alle auf lineare Gleichungen fiihren. In einem Fall (Aufgabe 5) ergibt sich auch ein lineares
Gleichungssystem, fiir dessen Losung jedoch kein Standardldsungsverfahren notig ist. Die
Aufgaben stammen alle aus historischen Schriften, zum Teil auch aus historischen Schulbiichern,
waren also bereits vor langer Zeit zur Lehre im Einsatz. Sie erstrecken sich von der Zeit der alten
Agypter (2. Jahrtausend vor Christus) bis ins 19. Jahrhundert und sind im Unterschied zu den
meisten anderen Aufgaben, die man auf Ubungszetteln findet, kommentiert. Jede Aufgabe wird mit
einem kurzen Kommentar eingeleitet, um die Aufmerksamkeit der Kinder auf die historische
Komponente zu lenken. Die ersten beiden Aufgaben sind dabei eher theoretischer Natur und zeigen,
dass die Menschen schon vor 3500 Jahren Gleichungen 16sten. Die folgenden Aufgaben sprechen
dann die Problematik der Entlohnung von Arbeit und der Aufteilung von Nahrungsmittel an.
Nachdem die Angabetexte aus Lehrbiichern stammen, kann man die Aufgaben nicht nur als
Illustration fiir Einsatzzwecke der Mathematik in fritherer Zeit sehen, sondern sie auch vor dem
Hintergrund betrachten, welche Lernziele frithere Lehrer fiir ihre damaligen Schiiler als bedeutsam
erachteten.

Nach dem 6sterreichischen Lehrplan der AHS ist das Arbeitsblatt ab der 3. Klasse einsetzbar.
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Aufgabe 4 ist dabei nicht eindeutig 16sbar, die Informationen im Text fithren auf zwei Gleichungen
mit jeweils drei Unbekannten. Von den Kindern wird verlangt zu begriinden, warum es keine
eindeutige Losung gibt, anschlieBend sollen sie eine mogliche Losung angeben. Wihrend die
Begriindung des Auftretens von mehreren Losungen rein verbal und ohne mathematischen
Formalismus auskommen kann, wird zum Auffinden einer moglichen Losung schon allein aus
Ubersichtlichkeitsgriinden das Anschreiben der beiden Gleichungen sinnvoll sein. Die ndtige
gedankliche Ubersetzungsarbeit vom Text in eine Gleichung muss also dafiir vollzogen werden.
Aufgabe 5 lisst sich eindeutig 16sen, allerdings miissen die Kinder drei verschiedene inhaltliche
Informationen in drei Gleichungen umwandeln. Anschliefend kann durch Einsetzen die Losung
ermittelt werden. In der dritten Klasse mag diese Aufgabe dem Einen oder Anderen noch zu schwer
sein. Hier kann man als Lehrerin oder Lehrer etwas helfen. Das Potential der Aufgabe liegt
zusammen mit Aufgabe 4 darin, dass man eine intuitive Vorstellung davon entwickeln kann, wie
viel Information im Zusammenhang mit wie vielen unbekannten Groflen bendtigt wird, um eine
eindeutige Losung zu ermdglichen. Aufgabe 4 zeigt, dass zwei inhaltliche Informationen (zwei
Gleichungen) dafiir nicht reichen. In Aufgabe 5 hingegen steht mehr Information zur Verfiigung,
was zunéchst die Moglichkeiten von Schwankungen der Zahlenwerte fiir die gesuchten Grof3en viel
stirker einschrankt und letztendlich zu einer eindeutigen Losung fiihrt.

Weiters konnen die Lernenden mit dieser Aufgabe vielleicht zum ersten Mal auf besondere Vorteile
der Ubersetzung von sprachlichen Ausdriicken in mathematische Formelschreibweise hingewiesen
werden. Die mathematische Schreibweise ist kiirzer und pragnanter, die Information tritt klarer
hervor. Mehrere mathematische ,,Sétze* (Gleichungen) lassen sich leicht miteinander kombinieren,
was mit sprachlichen Sitzen in dieser Form meist gar nicht moglich ist. Die Kombination (das
gegenseitige Einsetzen der Gleichungen) jedoch ermdglicht erst die Losung des zugrunde liegenden

Problems.

In der 4. Klasse, wo die Schiilerinnen und Schiiler mit Gleichungssystemen schon vertraut sind,
eignet sich das Blatt zur Wiederholung und Vertiefung, in der 5. Klasse etwa als Zusammenfassung
der bisherigen Erkenntnisse bevor man zu quadratischen Gleichungen tibergeht.

Unter den genannten historischen Aspekten und Methoden, die das Blatt anspricht, ist vor allem der
interaktive Aspekt, der verschiedene Einsatzzwecke der Mathematik in den letzten Jahrhunderten
beschreibt, bedeutsam. Zwar handelt es sich um keine Aufgaben aus der Praxis, die aus einer realen
Situation heraus in genau dieser Form zu 16sen waren, die bloBe Anwesenheit derartiger
Aufgabenstellungen in den historischen Lehrbiichern zeigt jedoch bereits den Stellenwert, der der

Kompetenz um die Losung solcher Problemstellungen beigemessen wurde. Aufgabe 4, die nicht



62

eindeutig losbar ist, steht beispielhaft fiir viele Probleme des Alltags, die mehrere Losungen oder
gar keine Losung besitzen. In der realen Welt schaut eben niemand darauf, dass ein schones

Ergebnis herauskommt und alle bendtigten Angaben vorhanden sind.

Das Arbeitsblatt ,,Gleichungen: Konstanten im Wandel der Zeit* eignet sich somit vielleicht
weniger als typisches Ubungsblatt vor einer Schularbeit, gibt aber Einblicke in die Verwendung
mathematischer Kompetenzen in den letzten 3500 Jahren und spricht Verbindungen zu sozialen und

gesellschaftlichen Verhéltnissen an.

Quellen
Die dgyptischen Aufgaben aus dem Papyrus Rhind stammen aus der Ubersetzung von Chace (1927)
mit Kommentaren und Empfehlungen von Kline (1972).

Alle anderen Aufgaben wurden einer Zusammenstellung von Swetz (2000) entnommen.



Gleichungen: Konstanten im Wandel der Zeit

Von alten dgyptischen Papyri® bis zu den modernen Schulbiichern, von den entfernten Paldsten Chinas bis zu
den Burgen Europas: Uber die ganze Welt verteilt verwendeten die Menschen quer durch die Geschichte
immer wieder Gleichungen, um Probleme ihres Lebens zu 16sen. In vielen Féllen waren dies Probleme ihres
Alltags, wenn es etwa darum ging zu ermitteln, wie die zur Verfligung stehende Nahrung verteilt werden
sollte.

Dieses Arbeits- und Ubungsblatt ist eine Zusammenstellung von Aufgaben, die durch die Jahrhunderte
verwendet wurden, um Lernenden den Umgang mit Gleichungen néher zu bringen.

Die ersten beiden Aufgaben stammen aus dem agyptischen Papyrus Rhind, der um 1650 v. Chr. verfasst
wurde und viele der so genannten ,hau-Rechnungen* enthalt. Mit ,hau®, das so viel wie ,Haufen* bedeutet,
bezeichneten die Agypter die Unbekannte.

1.) Ein Haufen und sein Viertel hinzugefiigt ergibt zusammen 15. Wie groB ist der Haufen?

2 1 1
2.) Ein Haufen, sein 3’ sein > und sein 7 ergeben 33. Wie groB ist der Haufen?

Problemstellungen, die Lohn fir erbrachte Arbeit betreffen, finden sich in vielen Kulturen. Hier eine Angabe
aus den USA von 1873:

3.) Warner bekommt $2.50 pro Tag fiir seine Arbeit und bezahlt $0.50 pro Tag fiir seine
Pension. Am Ende von 40 Tagen hat er 50$ gespart. Wie viele Tage hat er gearbeitet und
wie viele Tage war er untdtig?

Die folgenden beiden Aufgaben enthalten Hinweise auf Ungerechtigkeiten und ungleiche Behandlung der
Geschlechter. Beide stammen aus England, die erste aus dem Jahr 800, die zweite aus dem Jahr 1800!

4.) Wenn 100 Biischel Korn unter 100 Leuten so aufgeteilt werden, dass jeder Mann 3
Biischel, jede Frau 2 Biischel und jedes Kind ein halbes Biischel bekommt, wie viele
Mdnner, Frauen und Kinder gab es dann?

Begriinde, warum diese Aufgabe nicht eindeutig 16sbar ist. Versuche, eine mogliche Losung zu finden!

5.) 20 Ménner, 40 Frauen und 50 Kinder bekommen 350% fiir sieben Tage Arbeit. Wenn zwei
Ménner so viel bekommen wie 3 Frauen oder 5 Kinder, welche Summe bekommt eine Frau
fiir eine Woche Arbeit?

Die Verteilung von Nahrungsmittel ist auch das Thema der letzten Aufgabe aus Agypten um das Jahr 1600 v.
Chr. Antike Vdlker nutzten Korn auch als Bezahlungsmittel und entrichteten damit Lohne und Steuern.

6.) Wenn der Schreiber sagt: Vier Aufseher bekamen insgesamt 120 grofe Kérbe Korn. Die
Gruppe des ersten Aufsehers bestand aus 12, die des zweiten aus 8, die des dritten aus

6 und die des vierten aus 4 Arbeitern. Wie viel erhdlt jeder der Aufseher?
(Welche Voraussetzung miissen wir machen, um diese Aufgabe eindeutig 16sen zu kdnnen?)

*Mehrzahl von ,,Papyrus“: antikes Schreibmaterial, wurde zum Schreiben wie heute Papier verwendet



Losungsblatt ,,Gleichungen: Konstanten im Wandel der Zeit*

1)

2)

3)

4)

Benennen wir den unbekannten Haufen mit x, so lautet das in eine Gleichung iibersetzte Problem in heutiger
Schreibweise:

X+Z=15

%4—%—15
5%:15 |4
5x=60 |:5
x=12

Der Haufen ist 12.

Nennen wir den Haufen x, so ist die zugehorige Gleichung

2 1 |
X+3X+2X+7X—33

Wir bringen auf den gemeinsamen Nenner 42 und erhalten

42x + 28x + 21x + 6x = 1386
97x = 1386 |:97

1386
97

Der Haufen ist in moderner Dezimalschreibweise ungefahr 14,3.

Wenn wir t die Anzahl der Tage nennen, an denen Warner arbeitet, 14sst sich sagen: Am Ende von 40 Tagen hat
Warner t mal $2.50 erhalten und musste 40 mal $0.50 fiir seine Pension bezahlen. Er hatte dann 50 $, was auf
die Gleichung

2.50-t-0.50-40=50 fiihrt.
Also: 2.50t—20=50 | +20
2.50t=170 |:2.50
t=28

Warner hat 28 Tage gearbeitet und war 12 Tage unttig.

Die Aufgabe ist nicht eindeutig 16sbar, weil wir nicht genug Informationen haben. Wir wissen, dass wir es
insgesamt mit 100 Leuten zu tun haben, aber wir wissen nicht, in welchem Verhéltnis die Anzahlen der
Mainner, Frauen und Kinder zueinander stehen. Nur das Verhiltnis der Aufteilung der Biischel ist bekannt.
Bezeichnen wir die Anzahl der Ménner mit x, die Anzahl der Frauen mit y und die Anzahl der Kinder mit z, so
lautet die Angabe tlibersetzt in mathematische Schreibweise:



x+y+z=100

3x+2y+%z=100

Um diese beiden Gleichungen zu erfiillen, gibt es nun mehrere Moglichkeiten. Eine davon ware x = 11, y = 15
und z = 74. Eine andere ist x =8, y =20 und z = 72.

Diese Aufgabe ist nun eindeutig 16sbar, da sowohl etwas iiber die Anzahlen der Méanner, Frauen und Kinder als
auch iiber das Verhiltnis der Verteilung ihrer Lohne bekannt ist.

Wenn x der Lohn eines Mannes, y der Lohn einer Frau und z der Lohn eines Kindes (jeweils fiir sieben Tage
Arbeit) ist, konnen wir sagen:

20x + 40y + 50z = 350, wobei 2x = 3y und 2x = 5z.

2 o 2
Aus 2x = 3y folgt y=§X und aus 2x = 5z ergibt sich Z=5X

Einsetzen in die Gleichung liefert

20x+40%x+50«%x=350

20x+5) x+20x=350 |3

60x + 80x + 60x = 1050
200x = 1050

x=5,25

. 2 . . . . .
Dannisty = 5'5,25 = 3,5. Eine Frau verdient somit fiir sieben Tage Arbeit $3.50, also pro Tag $0.50.

Um die Aufgabe eindeutig 16sen zu konnen, miissen wir annehmen, dass das Korn geméf der Anzahl der
Arbeiter aufgeteilt wird.

Wenn a die Anzahl der Korbe fiir den ersten Aufseher
b die Anzahl der Korbe fiir den zweiten Aufseher
¢ die Anzahl der Korbe fiir den dritten Aufseher und
d die Anzahl der Korbe fiir den vierten Aufseher bezeichnet, dann gilt

at+tb+c+d=120

Weiters konnen wir entsprechend der Verteilung der Arbeiter auf die Gruppen sagen:
a=12t,b=_8t,c=06tund d =4, wobei t die Anzahl der Korbe pro Arbeiter ist. Es folgt

12t + 8t + 6t + 4t = 120
30t =120
t=4
a=12-4=48,b=32,c=24undd= 16

Der erste Aufseher erhilt 48 Korbe, der zweite 32 Korbe, der dritte 24 Korbe und der vierte 16 Korbe

Korn.
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2. Die Gleichungen des Al Khwarizmi

*  Geeignet fiir: 4., 5. Klasse der AHS
* Geschiitzter Zeitaufwand: 1 — 2 Unterrichtseinheiten
* Erforderliche Vorkenntnisse: - elementares Losen von linearen Gleichungen und Rechnen
mit Termen
- Erfahrung beim Ubersetzen eines Textes in eine
Gleichung
- Kenntnis der allgemeinen Form einer quadratischen
Gleichung und der Losungsformeln
- Erfahrung mit der geometrischen Darstellung von Termen

Historische Aspekte und Methoden: A1, A3, A4, M2, M3

Umfang: 2 Seiten Arbeitsblatt, 1 Seite Losungen

Didaktischer Kommentar

Das Arbeitsblatt ,,Die Gleichungen des Al Khwarizmi* stellt einen der groBten arabischen
Mathematiker aller Zeiten vor und beschreibt eine seiner Methoden, quadratische Gleichungen zu
16sen. Es beinhaltet vier Aufgaben, die von den Schiilerinnen und Schiilern selbststdndig alleine
oder in Partnerarbeit gelost werden sollen.

Die erste Aufgabe ist dabei nur eine Wiederholung der linearen Gleichungen, stammt allerdings
direkt von Al Khwarizmi. Sie behandelt das Vererbungsrecht im Islam, eine Doméne, in der man
von vornherein die Mathematik nicht unbedingt vermuten wiirde.

Im anschlieBenden Absatz wird die Existenz einer Losungsformel fiir allgemeine quadratische
Gleichungen erwihnt und es wird die Frage gestellt, wie sie lautet. Fiir Lernende aus der Oberstufe
ist diese Frage als Wiederholung, fiir jene aus der Unterstufe als Auftrag zur Recherche gemeint.
Man kann sie aber auch ignorieren.

Generell spricht nichts dagegen, die nun folgende geometrische Methode von Al Khwarizmi bereits
in der Unterstufe zu behandeln. Bei den Aufgaben zu Gleichungen in der 4. Klasse fallen die
quadratischen Terme immer weg und so kdnnte man eine Idee vermitteln, wie Gleichungen gelost

werden konnen, wenn sich die quadratischen Ausdriicke nicht ,,neutralisieren®.
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In Aufgabe 2 sollen die Schiilerinnen und Schiiler alle Fille quadratischer Gleichungen
aufschreiben, die sich ergeben, wenn die Koeffizienten nur positiv sein diirfen. Dies verlangt ein
Verstdndnis fiir mathematische Fallunterscheidungen und eine Auseinandersetzung mit der
damaligen Herangehensweise an mathematische Probleme. Daran anschlieBend wird an einem
Beispiel die Losung einer der Fille demonstriert, wonach eine Ubungsaufgabe folgt, in der die
Lernenden selbst die Losung einer quadratischen Gleichung ermitteln sollen. Es wird dabei in der
Aufgabenstellung konkret darauf hingewiesen, dass eine Skizze und eine verbale Beschreibung
verlangt sind. Die letzte Aufgabe dient der Reflexion der Methode, indem die Kinder Vor- und
Nachteile gegentiber stellen sollen.
In dieser Form ldsst sich das Arbeitsblatt an unterschiedlichen Stellen der mathematischen
Ausbildung einsetzen:
* inder 4. Klasse als Ausblick nachdem man lineare Gleichungen mit quadratischen
Ausdriicken behandelt hat
* inder 5. Klasse als Einstieg in das Thema der quadratischen Gleichungen
* inder 5. Klasse als Ergénzung und um die Errungenschaft einer Losungsformel und der
Algebra an sich herauszuarbeiten
* inder 7. Klasse als Wiederholung und Einleitung zu den Gleichungen héheren Grades und

thren Losungsmethoden

Mit seinen Aufgaben deckt das Blatt sowohl mathematische Inhalte als auch historische und

gesellschaftliche Belange ab.

Hintergrundinformationen

Von Abu Jafar Mohammed Ibn Musa Al Khwarizmi kennt man weder seine genauen Lebensdaten
noch seinen Geburtsort. Erstere werden aber iiblicherweise mit etwa 780 — 850 n. Chr. geschétzt.
Sein Wirken fiéllt in eine Zeit, als der Kalif Al-Mamun von Bagdad aus ein Weltreich regierte, das
sich von Spanien bis zu den Ausldufern des Himalaja erstreckte.

Der Herrscher griindete in Bagdad das ,,Haus der Weisheit* als Zentrum der Wissenschaft. Dort
wurden bedeutende Werke aus anderen Kulturkreisen ins Arabische iibersetzt und es wurde eine
umfangreiche Bibliothek angelegt. Zu den bedeutendsten Wissenschaftlern des ,,Hauses der
Weisheit* gehorte nun auch Al-Khwarizmi.

Sein Werk Al Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr w-al-mugalaba (,,Ein kurz gefasstes Buch tiber die
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Rechenverfahren durch Ergénzen und Ausgleichen®) ist die erste systematische Auseinandersetzung
mit den Losungsverfahren von Gleichungen seit Diophants Arithmetica. Al-Khwarizmi interpretiert
die Gleichungen darin als geometrische Probleme. Deshalb sind als Losungen nur positive Zahlen
zugelassen, und auch die Koeffizienten diirfen nur positiv sein. Sind sie es nicht, so miissen die
Ausdriicke mit negativem Vorzeichen erst durch die Operation al-jabr (,,Vervollstandigen®,
,»Wiederherstellen®, ,,Ganzmachen®) auf die andere Seite der Gleichung gebracht werden. Aus

3x? =24 — 5x2 wird so etwa 8x? = 24. Al-muqalaba bedeutet hingegen so viel wie ,,Ausgleich®,
womit die Reduktion von positiven Ausdriicken derselben Potenz auf beiden Seiten der Gleichung
gemeint ist. Aus 62 + x*> = 14 + 12x wird so 48 + x> = 12x. Durch diese beiden Operationen lassen
sich alle Gleichungen auf die im Arbeitsblatt behandelten sechs Grundformen zuriickfiihren, deren
Losung Al-Khwarizmi einzeln erklédrt und geometrisch beweist.

Das Buch wurde im 12. Jahrhundert ins Lateinische {libersetzt und bekam dort den Titel Liber
algebrae et almucalaba. Aus dieser Verballhornung des arabischen Originaltitels entstand in Europa
der Begriff Algebra. Auch der Name des Mathematikers stand Pate fiir eine moderne Wortkreation.
Die lateinische Ubersetzung von Al-Khwarizmis Buch iiber die indischen Ziffern trug den Titel
Algoritmi de numero Indorum, wurde in der Folge oft mit Algoritmi dixit zitiert und fiihrte so zu der
Bezeichnung ,,Algorithmus* fiir ein Rechenverfahren.

Al-Khwarizmi iibernahm die indischen Ziffern, die wir seither arabisch-indische Ziffern nennen und
erkannte die Vorteile der Dezimalschreibweise. Die Null verwendete er als Platzhalter und
bezeichnete sie mit as-sifr (,,die Leere), woraus sich in europdischen Sprachen die Worter zefiro
oder zero (italienisch), chiffre (franzdsisch) und Ziffer (deutsch) entwickelten.

Neben der Mathematik fiithrte Al-Khwarizmi auch umfangreiche Studien zur Astronomie. Er
beschiftigte sich mit den Bewegungen der Himmelskdrper und erfand auch genauere Sonnenuhren,
damit die Muslime die korrekten Zeiten fiir ihre Gebete besser bestimmen konnten. Im Bereich der
Geographie stellte er die Ldngen- und Breitenkoordinaten von 2402 markanten Punkten der damals
bekannten Welt zusammen und korrigierte beispielsweise die Angaben des Ptolemédus hinsichtlich

der Ausdehnung des Mittelmeeres in Ost-West-Richtung.

Quellen
Einige Fakten zu Al Khwarizmis Leben, die Fallunterscheidung und Zitate stammen aus Kaiser
2006. Die konkret vorgestellte Methode sowie das Bild auf der Briefmarke und die Skizze zur

Losung der quadratischen Gleichung wurden Strick 2009 entnommen.



Die Gleichungen des Al Khwarizmi

Schon in den Jahrhunderten vor Christus verwendeten die
Menschen Gleichungen, um Probleme ihres tdglichen Lebens zu
l6sen.

Die Probleme wurden dabei bis in die Neuzeit fast
ausschlieflich verbal behandelt und es gab lange Zeit kein
allgemeines Schema (im Sinne einer Formel) fiir die Lésung der
vorkommenden Gleichungen. Sowjetunion 1983
Einen wichtigen Schritt machte der arabische Mathematiker, : '
Astronom und Geograph Abu Jafar Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi, als er im 8.
Jahrhundert sein Hauptwerk A/ Kitab al-muhtasar fi hisab al-gabr w-al-mugalaba (.Ein
kurz gefasstes Buch liber die Rechenverfahren durch Ergdnzen und Ausgleichen®)
verfasste. Dieses Buch gilt als die Geburtsstunde der klassischen Algebra, wurde im
12. Jahrhundert ins Lateinische iibersetzt und bildete die 6rundlage fiir die weitere
Behandlung von Gleichungen.

Laut Al-Khwarizmi enthdlt al-gabr w-al-mugalaba alles, ,was Menschen bei
Vererbungsangelegenheiten brauchen, bei Teilungsproblemen, bei Rechtsstreitigkeiten, im
Handel und iiberhaupt bei allen gegenseitigen Beziehungen; oder auch bei der
Landvermessung, beim Graben von Kanélen, bei geometrischen Berechnungen und vielen

anderen Dingen."

Al Khwarizmi fihrt ein Beispiel zum Vererbungsrecht an:

Eine Frau stirbt und hinterldsst ihrem Ehemann, ihrem Sohn und ihren drei Tochtern
ihr Erbe; ein Siebentel und ein Achtel des Vermdgens stehen einer anderen Person zu.
Nach islamischem Recht erbt der Ehemann ein Viertel des Rests, die mdnnlichen
Nachkommen doppelt so viel wie die Tochter.

Aufgabe 1: Wie viel erhdlt jeder der oben genannten Personen, wenn das
Gesamterbe 112.000 Denare betrdgt?

Die eigentliche Leistung des Al Khwarizmi ist der systematische Aufbau von
Losungsmethoden fiir quadratische Gleichungen.

Heute gibt es eine Losungsformel, die eine schnelle und vergleichsweise einfache
Methode darstellt, die Losungen fiir eine gegebene quadratische Gleichung

ax? + bx + ¢ = 0 zu finden. (Wie lautet sie?) a, b und ¢ sind dabei reelle Zahlen.

Al Khwarizmi verwendet keine Formel im heutigen Sinne, sondern betrachtet die
Koeffizienten als Strecken und stellt sich alle Lésungswege geometrisch vor.



a, b und c diirfen daher bei ihm nur positive reelle Zahlen sein. Negative Zahlen und O
werden nicht als Koeffizienten zugelassen und Gleichungen mit negativen Losungen
werden nicht behandelt.

Dies fiihrt dazu, dass er sechs verschiedene Typen von quadratischen Gleichungen
unterscheideft, fiir die er jeweils unterschiedliche Losungsverfahren angibt. Dabei
wird alles verbal ausgedriickt:

1) ax? = bx (.Quadrat ist gleich Wurzel")
2) ax?=b (.Quadrat ist gleich Zahl")

3) ax=b (.Wurzel ist gleich Zahl")

4)

5)

6)

Aufgabe 2: Vervollstdndige die Auflistung aller moglichen quadratischen Gleichungen,

wenn die Koeffizienten nur positive Zahlen sein diirfen!

(Al Khwarizmi bezeichnet die Losungen der quadratischen Gleichungen mit dem Ausdruck ,,Wurzel“. Dies kommt
vermutlich daher, dass die Losung der einfachsten quadratischen Gleichung x? =k mit k > 0 einfach die Wurzel von k
ist und er das Wort ,,Wurzel“ in der Folge fiir alle quadratischen Gleichungen verallgemeinert.)

Zur Illustration zeigen wir die Losung der Gleichung von einem der sechs Typen, wie
sie Al Khwarizmi beschreibt, namlich x* + 8x = 65 (,,Quadrat und Wurzel ist gleich
Zahl").

Wir betrachten zunichst ein Quadrat der unbekannten Seitenldnge x. Dieses

ergdnzen wir um vier Rechtecke mit den Seitenldngen x und dem vierten Teil |
von 8, das ist 2. Die entstandene Figur hat also den Flicheninhalt x> + 4-2:x= | |,
x? + 8x. Dies soll nach der Aufgabenstellung 65 sein. :
Ergénzen wir die Figur zu einem Quadrat, so setzt sich dieses aus dem - o
inneren Quadrat, den grau unterlegten Rechtecken und vier kleinen Quadraten || ____* B

mit der Seitenlénge 2 (also mit dem Flidcheninhalt 4) zusammen. Der L
Flicheninhalt des ergéinzten Quadrats ist also 65 + 4-4 = 81. Damit ist die T
Seitenlédnge des groBBen Quadrats gleich 9 und nach Abzug von 4 ergibt sich,
dass das urspriingliche innere Quadrat die Seitenldnge 5 haben muss.

X2+ 8x, geometrisch dargestellt;

Aufgabe 3: Lése die Gleichung x? + 10x = 39 nach der Methode

des Al Khwarizmil (Diese Aufgabe kommt tatséchlich in seinem Buch vor.)

Beschreibe dabei deine Vorgehensweise nach dem obigen Muster o2
verbal und mache eine Skizze!

Aufgabe 4: Zeige, dass -13 ebenfalls eine Lasung von x?+ 10x = 39 / 6
ist und erldutere anhand dieser Erkenntnis die Vor- und Nachteile

der Methode von Al Khwarizmi!

dazu die quadratische
Ergédnzung
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Losungsblatt ,,Die Gleichungen des Al Khwarizmi

Aufgabe 1:
Die Frau hinterldsst 112.000 Denare, wobei ein Siebentel und ein Achtel nicht an die Familie gehen. Fiir
den Ehemann, die Tochter und den Sohn bleiben also

112000— % 1 12000—%' 112000 = 82000

. 1
Der Ehemann erbt ein Viertel des Rests, also Z~82000 = 20500

Was iibrig bleibt, teilen sich die drei Tochter und der Sohn so, dass der Sohn doppelt so viel erhdlt wie

Jjede der Téchter:
X X X

x-I—E-I—E—i-E = 82000—20500
5x
— = 61500
2
x = 24600

Der Sohn erhdlt somit 24600 Denare, jede der Tochter 12300 Denare.

Aufgabe 2:
Die vollstdndige Auflistung aller quadratischen Gleichungen mit ausschlieflich positiven Koeffizienten a,
b und c ist:

1) ax? = bx (.Quadrat ist gleich Wurzel")

2) ax®*=b (.Quadrat ist gleich Zahl")

3) ax=b (.Wurzel ist gleich Zahl")

4) ax®+bx=c (.Quadrat und Wurzel ist gleich Zahl")

5) ax? +c=bx (.Quadrat und Zahl ist gleich Wurzel")

6) ax®=bx+c (..Quadrat ist gleich Wurzel und Zahl")
Aufgabe 3:

Das Quadrat der unbekannten Seitenldnge x wird um vier Rechtecke mit der Lange x und der Breite 2,5 (dem viertel
Teil von 10) erginzt. Die entstandene Figur hat den Flacheninhalt x* + 10x, der laut Angabe 39 sein soll. Durch
Ergénzung der Figur mit vier kleinen Quadraten der Seitenlénge 2,5 erhélt man ein groBes Quadrat mit dem
Flacheninhalt 39 + 46,25 = 64. Die Seitenlénge des groen Quadrats betrégt demnach 8 und nach Abzug von 5 erhélt
man die gesuchte Grofe x = 3.

625b 7 4 4 ez

28 6.25 i © . 25]6.25

Aufgabe 4:

-13 ist Lésung von x? + 10x = 39, da (-13)? + 10-(-13) = 169 - 130 = 39.

Al Khwarizmi betrachtete keine negativen Koeffizienten oder Losungen. Aus heutiger Sicht kann man
daher sagen, dass man durch die Anwendung seines Verfahrens nicht alle méglichen Lésungen erhdlt,
sondern nur positive. Obwohl dies mathematisch sicher unbefriedigend ist, erhdlt man durch sein
Verfahren ein Bild zu der gegebenen Gleichung und kann ihre Losung auch auf einer anschaulichen
Ebene verstehen. Man sieht, was passiert, und muss sich nicht mit dem abstrakten Umformen oder
Einsetzen in eine Formel zufrieden geben.
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3. Von der Geheimschrift zur Mathematik

* Geeignet fiir: Oberstufe (5. Klasse im Rahmen des Themenschwerpunkts ,,Sprache der
Mathematik*)
* Geschiitzter Zeitaufwand: 1 — 2 Unterrichtseinheiten
* Erforderliche Vorkenntnisse: - Grundkenntnisse der mathematischen Zeichensprache
- Fahigkeit zur verbalen und inhaltlichen Interpretation der
Symbole +, —, <, >, |...]
- Kenntnisse des Assoziativ- und Distributivgesetzes
- Erfahrung bei der geometrischen Darstellung von
mathematischen Zusammenhingen

Historische Aspekte und Methoden: A1, A2, M2, M4

Umfang: 1 Seite Arbeitsblatt, 1 Seite Losungen

Didaktischer Kommentar

Das Arbeitsblatt ,,Von der Geheimschrift zur Mathematik* befasst sich weniger mit dem direkten
Ldsen von Gleichungen oder der Geschichte des Einsatzes von Gleichungen. Es legt die Betonung
auf die Errungenschaft, mathematische Zusammenhéange nicht mehr ausschlieBlich verbal oder
geometrisch darzustellen, sondern mit Hilfe einer symbolischen Kurzschrift. Aus der Moglichkeit,
Ergebnisse durch Buchstaben und Formeln darzustellen schopft die Mathematik bis heute einen
groBen Teil ihrer Kraft; sie ist aber auch dafiir verantwortlich, dass mathematische Texte fiir Laien
meist nicht zu durchschauen sind.

Die Grundlage des Arbeitsblatts ist die deutsche Ubersetzung eines Originaltextes von Frangois
Viete. Der Franzose gibt zwar seine Erkldrungen noch verbal an, beschreibt aber bereits
entsprechende Zeichen, die fiir eine kurze Formulierung verwendet werden konnen. Die erste
Aufgabe der Lernenden ist es, alle verbalen Angaben in heutige Formelsprache zu iibersetzen. Es
wurde bewusst ein Text gewahlt, der inhaltlich relativ einfache Regeln beschreibt, sodass die
eigentliche Mathematik den Schiilerinnen und Schiilern keine Schwierigkeiten bereiten sollte. Die
Erkenntnis, dass solch einfache Inhalte aber sehr schwierig zu verstehen sind, wenn sie nur verbal

beschrieben werden, und dass die mathematische Formelsprache das Verstindnis wesentlich
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erleichtert, ist ein bedeutsames Ziel dieses Arbeitsblatts.
In der Folge werden die Lernenden dazu aufgefordert, sich Vietes Erklarung durch grafische
Darstellungen zu veranschaulichen und seine Erklidrungen mit heute iiblichen (etwa aus dem
Schulbuch) zu vergleichen. Dadurch soll auch der Evolutionsaspekt herausgearbeitet werden.
SchlieBlich spricht Aufgabe 4 noch ein Detail zum Text an, ndmlich die Behandlung von negativen
Zahlen. Es soll zeigen, dass die negativen Zahlen vor 400 Jahren noch weit davon entfernt waren
selbst von Mathematikern anerkannt und in ihre Uberlegungen mit einbezogen zu werden. Als
Lehrer oder Lehrerin kann man hierzu vielleicht den Kindern noch weitere Informationen
zukommen lassen (siehe Hintergrundinformation).
Das Arbeitsblatt eignet sich besonders zum Einsatz in der 5. Klasse, wo das ,,Reflektieren liber das
Erweitern von Zahlenmengen‘ und das ,,Aufstellen und Interpretieren von Termen und Formeln*
auf dem Programm steht. In vielen Féllen wird zusammen mit diesem Thema auch die Sprache der
Mathematik behandelt, bei deren Erlduterung auch eine historische Perspektive nicht fehlen darf.
Selbstverstdndlich ldsst sich dieses Arbeitsblatt aber auch in allen anderen Klassen der Oberstufe
gebrauchen, wenn es um mathematische Zeichensprache und eine Wertschidtzung ihrer Entwicklung

geht.

Hintergrundinformation

Das Arbeitsblatt ,,Von der Geheimschrift zur Mathematik* spricht mehrere Aspekte an, die
historisch fiir die Mathematik bedeutsam sind. Zur besseren Ubersicht habe ich die
Hintergrundinformationen deshalb in drei Teile gegliedert:
» eine historische Beschreibung des Lebens und Schaffens von Frangois Viete einschliefSlich
einer bemerkenswerten Anekdote,
» Informationen zur Entwicklung der symbolischen Kurzschrift mittels Variablen sowie

» eine Darstellung der Geschichte des Umgangs mit negativen Zahlen.

a) Das Leben und Schaffen von Francois Viéte

Francois Viete war neben seiner Tatigkeit als Rechtsanwalt auch Berater des Konigs, fiir den er
Geheimschriften entschliisselte. Derartige Regeln, Abstraktionen aus dem Rechtswesen und bereits

bestehende Mathematik mischte er zu einer algebraischen Zeichensprache zusammen, die wir im
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Wesentlichen noch heute verwenden.

Viete sah sich allerdings als Wiederentdecker einer verloren gegangenen Kunst, denn er konnte sich
nicht vorstellen, dass die Alten Griechen ihre mathematischen Ergebnisse nur durch die
vorgeblichen geometrischen Methoden erhalten hatten. Er studierte intensiv die Schriften des
Apollonius, in denen es einige faszinierende Hinweise auf eine Vorgangsweise gibt, die den Erfolg
der Griechen bei der Auffindung ihrer Beweise erkldren konnte. Von der Aussage des zu zeigenden
Satzes arbeitet man riickwirts, bis man auf eine Aussage stof3t, von der man weil3, dass sie wahr ist.
AnschlieBend dreht man die Schlusskette um und folgert aus der wahren Aussage den zu
beweisenden Satz. Die in diesen Folgerungsschritten vorzufindenden Details lassen dann oftmals
Verwunderung dariiber aufkommen, wie der Autor des Beweises auf genau die dargestellten
Schritte gekommen ist, denn die urspriinglichen Gedanken, die zur Entdeckung des Beweises
filhrten, werden bei einer Verdffentlichung gewdhnlich weggelassen. Viete glaubte, dass die Alten
Griechen die Spuren ihrer Arbeitsmethode in den verdffentlichten Werken vertuschten, um
einerseits eine groflere Bewunderung hervorzurufen, andererseits aber auch, um die
Aufmerksamkeit auf die Schonheit des Beweises zu lenken.

Obwohl Viete diese Methode der Auffindung eines Beweises moglicherweise wiederentdeckte,
gingen seine Betrachtungen weiter. Er erkannte die Stérke einer ausgefeilten Symbolik in der
Formulierung mathematischer Ergebnisse. Viéte ersetzte nicht nur die Unbekannte in einer
Gleichung durch ein Symbol (etwa ,,x*), sondern begriff die Mdglichkeiten, dieses Symbol selbst
wie eine Zahl zu behandeln. Dadurch gewinnt die Darstellung gegeniiber der rein verbalen
Beschreibung nicht nur an Prdgnanz und Eindeutigkeit, man kann zwei Gleichungen etwa auch
addieren, was mit zwei Sétzen nicht moglich ist. Die Kombination von mathematischen Aussagen
vereinfacht sich also und erdffnet den Zugang zu Schlussfolgerungen, die vorher nicht denkbar
waren. Dies kann freilich so weit fiihren, dass die Symbole quasi das Denken tibernehmen, d. h. es
muss nicht mehr jede Umformung geometrisch nachvollzogen werden, solange man nach den
festgelegten Regeln arbeitet.

Die Einfiihrung von Koeftizienten stellt einen weiteren Schritt der Abstraktion dar, die Viete
unternahm. Er erlaubte es nicht nur unbekannten, sondern auch bekannten Gréf3en durch Symbole
reprasentiert zu werden. Durch die allgemeinere Darstellung lieBen sich auch schnellere

allgemeinere Aussagen gewinnen. Man denke etwa an x> — 5x + 9 = 0 im Vergleich zu
a,x’+a,x+a,=0, wo die letztere Form die erste als Spezialfall enthilt. Die Koeffizienten

a,,a;,8, konnen dabei beliebige Zahlen annehmen und so gelang auch recht schnell eine

einfachere Darstellung von Losungsverfahren fiir Gleichungen.



75

An der Spitze seiner Kréfte nahm Frangois Viete eine Herausforderung an, die auch aus heutiger
Sicht noch staunen lésst. Der belgische Mathematiker Adriaan van Roomen forderte 1593 ,.die
Mathematiker der ganzen Welt* heraus, eine von ihm vorgegebene Monstergleichung
fiinfundvierzigsten Grades zu 16sen (siche unten). Zuvor hatte er eine Studie herausgegeben, in der
er die wichtigsten Mathematiker seiner Zeit aufgefiihrt hatte. Als der holldndische Botschafter ein
wenig spater den Konig von Frankreich Henri IV. besuchte, sprach er ihm ironisch sein Mitgefiihl
aus, dass Frankreich keine Mathematiker hétte, die in der Studie vorkdmen und damit van Roomens
Herausforderung annehmen kénnten. Angestachelt liel der Konig Viete, der in seinen Diensten
stand, kommen und legte ihm die Gleichung vor. Viete sah sich das Problem an und konnte
innerhalb von Minuten die positiven Losungen nennen. Er hatte eine Verwandtschaft der Gleichung
mit gewissen Gleichungen, denen er in der Trigonometrie begegnet war, erkannt und war dadurch in
der Lage, die Losungen so schnell zu bestimmen. Hétte van Roomen nur einen Koeffizienten
gedndert, hitte auch die Methode Victes nicht mehr funktioniert. Dennoch war van Roomen von
Vietes erstaunlicher Leistung so beeindruckt, dass er extra nach Frankreich reiste, um ihn zu treffen.
Das Ereignis festigte Vietes Ruf als auBerordentlicher Mathematiker und machte thn weit {iber die

Grenzen Frankreichs hinaus bekannt.

Van Roomens ,, Monstergleichung *“:

x*—45x%+945x*"'—12300x*+ 111150 x*"—740259 x*+3764565 x>
—14945040 x> + 46955700 x>~ — 117679100 x>’ +236030652 x> —378658800 x>
+483841800x”' —488494125x " +384942375x ' —232676280x
+105306075x " —34512075x''+7811375x°— 1138500 x
195634 X" 3795 X’ +45x=A

3 s 71 [as
wobei A—\/14 \/16 18 ol

Um zu zeigen, dass er die Koeffizienten nicht willkiirlich gewéhlt hatte, sondern ein tieferes

Verstdndnis fiir die Gleichung besaB, stellte van Roomen zusétzlich fest:

2) Falls A=V2+V2+V242, dannist x=12-V2+V2+V2+73
b) Falls A=\/2—\/2—\/2+V2+\/§, dann ist x=\/2—\/2+\/2+\/2+\/2+\/§

_ T N P A \E 4/2_\/3
c) Falls A=\2+V2, dannist X—\/2 \/2+\/16+ 16+ s ez
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Vietes Losung:
Zunichst lassen sich die von van Roomen angegebenen Wurzelausdriicke vereinfachen. Hierzu
braucht man einige Zusammenhinge zwischen Winkelfunktionen, die heute vielleicht nicht mehr

zur Basisausbildung von Mathematikerinnen und Mathematikern gehéren. Wir fiihren einige

Schritte zur Vereinfachung exemplarisch an A= \/2 +V24V24+V2 vor.

(1) cos(2x) =2cos*(x)—1
Man beginnt mit den Grundbeziehungen
sin?(x) + cos*(x) = 1 und
cos?(x) — sin?(x) = cos(2x).
Durch Umformen erhélt man aus der ersten Beziehung:
—sin?(x) = cos*(x) — 1.
Dies wird in die zweite Beziehung eingesetzt:

c0s(2x) = cos*(x) + cos*(x) — 1 =2cos*(x)— 1 =m

(2) 2cos(a/2)=%v2+2cos(x)
Wir setzen x = /2 in (1) und formen um:
2cos?(a/2) = cos(a) + 1 |- 2
4cos¥(a/2) =2cos(a) +2 |V
2cos(a/2)=+\2+2cos(x) m

(3) Beziehung (2) ist eine interessante Rekursionsformel, die nun die folgende Kette an
Uberlegungen ermoglicht:
2cos(m/4)=%v2+2cos(1/2)==+2
2cos(11/8) =2+ 2cos(1r/4)=+2+2
2cos (/16 )=\2+2cos (1/8) ==\ 2+42+12

2 cos (1/32)=v2+ 2008 (11716)= 12 412 +v2+2

Nun lésst sich die linke Seite der letzten Formel noch weiter vereinfachen:

2cos(mr/32)=2sin(m/2—m/32)=2sin(15/32)=2sin (15 /2’)

Damit haben wir insgesamt: A=\/2+\/2+\/2+\/§ = 2sin(15m/2°)
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Auf eine dhnliche, aber noch deutlich aufwendigere Weise lésst sich zeigen, dass fiir das A in van

Roomens Gleichung gilt:
3 5 7 45 .
A== —=—/l=——= = 2 /1
\/ 4 \/; 8 \/64 sin (rr/13)

Wir miissen davon ausgehen, dass Victe sich mit diesen Zusammenhéngen zwischen Wurzeln und

trigonometrischen Funktionen sehr gut auskannte, weil er sich selbst schon eingehend damit
beschiftigt hatte. Seine bemerkenswerteste Leistung ist jedoch wahrscheinlich, das Muster der
Koeffizienten der Gleichung zu erkennen, um dann das gesamte Polynom wiederum auf
trigonometrische Funktionen zuriickzufiihren.
In heutiger Schreibweise konnen wir definieren:

2]

Fx):= (1) e

i=0 n—i\ 1

Es zeigt sich, dass Fus(x) genau auf das Polynom fiihrt, dass auf der linken Seite von van Roomens

Gleichung steht. Viete kannte diesen Ausdruck bereits und wusste auBBerdem, dass fiir alle

ungeraden natiirlichen Zahlen n

n—1

2sin(no)=(—1) * -F, (2sinx) gilt.

Fiir n = 45 erhalten wir 2sin(45«) = (—1)F,(2sin) = F,(2sin o)

Setzen wir also in van Roomens Gleichung fiir x den Ausdruck 2sin(a) ein, so wissen wir, dass
2sin(450) herauskommen muss, was bei van Roomen jedoch 2sin(nt/15) ist.

Also folgt: 2sin(45a) = 2sin(n/15)

Durch einfaches Auflésen nach o und anschlieendes Einsetzen erhélt man eine mogliche Losung
fiir x:

_ T
45-15

I = x=2sin(x)=2sin ( )

s
45-15

Obwohl das Auffinden einer einzigen Losung schon eine beeindruckende Leistung war, ging Victe
noch weiter und bewies, dass es insgesamt 45 Losungen gibt, davon 23 positiv und 22 negativ.
Diese Erkenntnis wurde im spéteren Verlauf der Geschichte noch bedeutsam, als es um die

Formulierung und den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra ging.
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b) Bemerkungen zur Entwicklung der symbolischen Schreibweise bei Variablen

Obwohl Francois Viete ein sehr bedeutender Wissenschaftler war, wenn es um die Einfiithrung der
mathematischen Symbolsprache geht, stellt sein Beitrag doch nur einen Schritt in der Entwicklung
zu der Formelsprache, die wir heute verwenden, dar. Es folgt ein kurzer Auszug aus 250 Jahren

Geschichte, der die Evolution der mathematischen Symbolschrift illustrieren soll:

* Regiomontanus (um 1460) schrieb
16 census et 2000 aequales 680 rebus
fiir 16x2 + 2000 = 680x,
* Cardano (1545) schrieb
Cubus p 6. rebus aequalis 20
fiir x3 + 6x =20
* Viete (1540 — 1603) schrieb
1C-8Q +16 N aequal. 40
fiir x> -8 x2+ 16x =40
* Reymers (T 1599) schrieb
XXVIII XIIT X VI I 1 0
1g 65532+18+30~+18 +12+8
flir x®=65532x2+18x""-30x°- 18 x*+ 12x -8
* Descartes (1596 — 1650) schrieb
z* o az—bb
fiir 22 =az - b?
* Hudde (1633 — 1704) schrieb
x>0 9x+r

furx*=9x +r

Man sieht, dass wir erst in der Mitte des 17. Jahrhunderts in den Schriften von Descartes und Hudde

zum ersten Mal Notationen vorfinden, die sich von den heutigen kaum noch unterscheiden.
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¢) Geschichte des Umgangs mit negativen Zahlen

Die Aufgabe 4 des Arbeitsblatts fragt nach Vietes Umgang mit negativen Zahlen. Die Bearbeitung
dieser Aufgabe soll den Schiilerinnen und Schiilern einen Hinweis dafiir liefern, dass negative
Zahlen im ausgehenden 16. Jahrhundert noch nicht von allen Mathematikern akzeptiert wurden.
Tatsdchlich dauerte es von ihrem ersten Auftreten an Jahrhunderte, bis mit den negativen Zahlen in
der Mathematik so selbstverstindlich umgegangen wurde wie heute.
Die ersten Anzeichen fiir negative Zahlen finden sich bereits bei den frithen Volkern, die
Mathematik betrieben. Die Babylonier hatten in ihrer Zahlschrift ein Zeichen fiir ,,weniger als®,
aber es ist unklar, ob in einem Ausdruck wie ‘«Yﬁ'f , der ,,20 — 1 bedeutet, das letzte Zeichen
wirklich als Zahl aufgefasst, oder ob nur damit gerechnet wurde. Ein dhnliches Bild ergibt sich bei
den Griechen, die praktisch ginzlich ohne negative Zahlen operierten. Lediglich bei Diophant von
Alexandria (3. bis 4. Jahrhundert n. Chr.) findet sich eine Unterscheidung zwischen
,hinzufiigenden* und ,,abziiglichen* Zahlen, wobei er fiir letztere sogar ein eigenes Zeichen,
nimlich M verwendet. Er gibt auch die Rechenregeln fiir negative Groflen an, wenn er schreibt:
»Minus mal minus ergibt plus, minus mal plus gibt minus.*
Dennoch vermutet man auch bei Diophant, dass ihm ein abstrakter Begriff von negativen Zahlen
fremd ist. Er rechnet nur mit Differenzen, die einen positiven Wert haben, nie mit solchen, wo der
Subtrahend gréBer als der Minuend ist. Bei Gleichungen achtet er durch entsprechende Wahl der
Koeffizienten darauf, dass keine negativen Losungen vorkommen konnen, weil er diese als
»unstatthaft sieht. Die oben angegebene Regel verwendet er hauptsédchlich dazu, um Ausdriicke der
Form (a — b)(c — d) zu vereinfachen.
Im chinesischen Rechenbuch ,,Chiu Chang Suan Shu* treten negative Zahlen bei der Behandlung
von Systemen von linearen Gleichungen auf, wobei Regeln fiir Addition und Subtraktion positiver
und negativer GroBen ausdriicklich formuliert werden.
Die Inder akzeptieren um 1100 negative GroBen bereits als vollwertige Zahlen, wobei sie diese in
den Rechnungen durch ein Piinktchen iiber dem Symbol kennzeichnen. Sie haben auch Worte fiir
diese Grofen, die sich mit ,,Vermdgen* bzw. ,,Schulden* decken. Auch bei Gleichungen lassen sie
negative Zahlen als Losungen zu, vernachlissigen sie aber meist mit der Begriindung: ,,Absolute
negative Zahlen werden von den Leuten nicht gebilligt. Den Stand der Inder erreicht die
europdische Mathematik erst 500 bis 600 Jahre spiter.
Hier ist es Leonardo von Pisa (genannt ,,Fibonacci®), der in einer mit ,,Flos* betitelten Abhandlung
um 1225 eine Aufgabe stellt, bei deren Losung negative Geldbetrage vorkommen. Leonardo

schreibt, die Aufgabe wire nicht 16sbar, wenn man nicht zulieBe, dass einer der Akteure ,,Schulden*
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hitte. Bereits einen Schritt weiter kommt der Franzose Chuquet, wenn er 1484 Aufgaben der
folgenden Art betrachtet:

,Gesucht sind fiinf Zahlen von der Art, dass sie zusammen ohne die erste 120 ergeben, ohne

die zweite 180, ohne die dritte 240, ohne die vierte 300 und ohne die fiinfte 360.“

Chuquet 16st die Aufgabe und erhilt fiir die erste Zahl 180, fiir die zweite 120, fiir die dritte 60, fiir
die vierte 0 und fiir die fiinfte — 60. Letztere beschreibt er mit ,,moins 60 und erklért in der Folge
die Richtigkeit seines Ergebnisses, ,,mogen auch andere Autoren solche Zahlen fiir unmoglich
halten®.

Michael Stifel lasst zwar 1544 wieder nur positive Zahlen als Lésungen von Gleichungen zu,
bemerkt aber, dass die ,,absurden oder ,,fingierten Zahlen kleiner als 0 sind und dass die Null sich
in der Zahlenreihe mitten zwischen beiden Zahlenarten befinde:

,Wie man iiber die Einheit die ganzen Zahlen setzt und unter die Einheit die Briiche, so setzt

man tiber die Null die Einheit mit den Zahlen und unter die Null die fingierte Einheit mit

den fingierten Zahlen.*
Der grofle Geronimo Cardano ldsst negative Losungen von Gleichungen zu und nennt diese
»humeri ficti* (im Gegensatz zu ,,numeri veri®). Es ist ihm wichtig zu bemerken, dass man aus den
negativen Losungen einer Gleichung die ,,wahren* Losungen einer anderen Gleichung herleiten
kann. So ist — 4 etwa Losung der Gleichung x? = 4x +32. Cardano zeigt nun, dass x> + 4x = 32 die
Losung x = + 4 hat. Die inhaltliche Bedeutung der negativen Losungen erklért Cardano wie
Leonardo von Pisa mit Schulden.
Obwohl man bei der Auffassung von Chuquet, Stifel und Cardano von Fortschritten sprechen muss,
waren die negativen Zahlen noch weit davon entfernt, als gleichwertig mit den positiven Zahlen
anerkannt zu werden. Wie aus dem Arbeitsblatt ersichtlich ist, 1dsst Frangois Viéte am Ende des 16.
Jahrhunderts wiederum keine negativen Zahlen zu und der Engldnder Harriot glaubte etwa zur
selben Zeit noch beweisen zu kdnnen, dass Gleichungen nur positive Losungen besitzen diirfen!

Im Laufe des 17. Jahrhunderts bahnte sich langsam ein Umschwung an, der jedoch immer
wieder ins Stocken kam. René Descartes verliech dem Rechnen mit negativen Zahlen die gleiche
Bedeutung wie jenem mit den positiven Zahlen, indem er ein und demselben Buchstaben positive
wie auch negative Werte zuwies. Auerdem konnte innerhalb seiner analytischen Geometrie die
negativen GroBen geometrisch genauso schliissig darstellen wie die positiven.

Riickschlédge fiir Anerkennung der Lehre von den negativen Grof3en kamen etwa von John Wallis,
Professor fiir Geometrie an der Universitit Oxford. Er betrachtete 1695 die Ungleichungskette

473271 0 -1 Wy
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und folgerte daraus, dass die negativen Zahlen groBer als unendlich und nicht kleiner als Null
wiren. Er meinte:

,»Wie die Zahlen 1, 2, 3 von Null aus stetig wachsen, so nehmen die negativen Zahlen

von oo aus stetig ab.“
Antoine Arnauld fragte sich, wie die Gleichung 1 : (-1) = (— 1) : 1 richtig sein kdnne, wenn nach ihr
ein fallendes Verhiltnis gleich einem steigenden sein miisste. Noch 1759 liest man in einem Buch
des damaligen Lektors von Cambridge Masares, die negativen Zahlen

» ... dienen nur, soweit ich dies beurteilen kann, der Verwirrung der ganzen Lehre von den

Gleichungen, ... Man sollte sich daher wiinschen, dass negative Wurzeln in der Algebra

niemals zugelassen werden.*
Leonhard Euler machte als Erster darauf aufmerksam, dass zwischen den positiven und negativen
GroBen ein zweifacher Zusammenhang, sowohl durch 0 als auch durch oo, besteht. Damit schaffte er
es, die Ansicht von Stifel und Wallis zu vereinigen. Uberhaupt geht Euler mit den negativen Zahlen
sehr praxisorientiert um. In seiner ,,Vollstdndigen Anleitung zur Algebra® (1770) erklért er zunéchst,
dass es auf das Zeichen ankommt, welches vor der Zahl steht; handelt es sich um ein +, so spricht
man von bejahenden oder positiven Gro3en, handelt es sich um ein —, so nennt man die Zahlen
verneinend oder negativ. Nachdem Euler die negativen Groflen als Schulden an konkreten
Beispielen erldutert hat, hélt er fest:

,»Da nun die negativen Zahlen als Schulden betrachtet werden kénnen, ... so kann man

sagen, dass die negativen Zahlen weniger sind als Nichts ... . Wie nun die positiven Zahlen

unstreitig groBer als Nichts, so sind die negativen Zahlen kleiner als Nichts ... .Wird die

Reihe der so genannten natiirlichen Zahlen 0, +1, +2, +3 und so fort ins Unendliche,

rickwirts fortgesetzt, und immer eins mehr weggenommen, so entsteht folgende Reihe der

negativen Zahlen 0, —1, -2, =3 und so fort ohne Ende.*
Diese Darstellung verzichtet auf eine philosophische Auseinandersetzung mit der Natur der
negativen Zahlen. Dennoch beginnen sie sich im Lauf der folgenden Jahrzehnte vor allem im
Bereich der praktischen Anwendung immer stirker durchzusetzen. Durch die Popularitéit und
Verbreitung der Biicher Eulers gibt es nach und nach immer weniger Zweifler. Einer von ihnen ist
De Morgan, der 1831 in einem Aufsatz den Ausdruck —b noch eine ,,Absurditit* anzeigen ldsst.
Die letzten Unsicherheiten vergehen endlich, als sich Carl Friedrich Gauf3 des Problems annimmt.
Der ,,princeps mathematicorum® spricht von den negativen Zahlen als relative Zahlen und befreit
sie auch von dem Zwang der allgemeinen Deutbarkeit, wenn er schreibt:

,Positive und negative Zahlen konnen nur da eine Anwendung finden, wo das Gezéhlte ein

Entgegengesetztes hat, was mit ihm vereinigt gedacht der Vernichtung gleich zu stellen ist.
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Genau besehen findet diese Voraussetzung nur da statt, wo nicht Substanzen (fiir sich
denkbare Gegenstinde), sondern Relationen zwischen je zwei Gegenstinden das Gezdhlte
sind.*
Mit der Axiomatisierung der Zahlen allgemein kommt es dann am Ende des 19. Jahrhunderts auch
zu einem anderen Verstidndnis der negativen Zahlen, sodass ihre Daseinsberechtigung heute von

keiner Mathematikerin und keinem Mathematiker mehr bezweifelt wird.

Quellen

Die Idee fiir das Arbeitsbatt ,,Von der Geheimschrift zur Mathematik* einschlieB3lich des
Originaltextes stammt von Bruckheimer und Arcavi (Bruckheimer 2000), die im Rahmen eines
anderen Themenbereichs (Entwicklung der negativen Zahlen) Unterrichtsmaterialien zu
historischen Themen anfertigten. Es wurde allerdings eine Auswahl in Bezug auf den Originaltext
getroffen und der Ausschnitt wurde vom Autor ins Deutsche iibersetzt.

Fiir die Hintergrundinformationen zu Victe war Pesic 2007 sehr hilfreich. Auch das Bild von Viete
stammt aus dieser Quelle. Die Zusammenstellung der Entwicklung der Symbolsprache verdanke ich
Pahl 1913.

Eine genauere Erlduterung der Gleichung van Roomens sowie detaillierte Hinweise zu Victes

Losungsmethode findet der interessierte Leser auf http://fermatslasttheorem.blogspot.com/2007/02/

van-roomens-problem-solution-explained.html.

Fiir die Darstellung der Entwicklung im Umgang mit den negativen Zahlen wurden hauptsédchlich

Troptke 1903 und Kaiser 2006 verwendet.


http://fermatslasttheorem.blogspot.com/2007/02/van-roomens-problem-solution-explained.html
http://fermatslasttheorem.blogspot.com/2007/02/van-roomens-problem-solution-explained.html

Von der Geheimschrift zur Mathematik

Francois Viete, ein franzdsischer Rechtsanwalt und kéniglicher
Berater, lebte von 1540 bis 1603. Langlebigen Ruhm erreichte er
nicht durch seine Tatigkeit als Entschliissler von Geheimschriften
fiir den Konig, sondern aufgrund seiner mathematischen Leistungen,
die den GroBteil seiner Freizeit bestimmten.

Viete gilt heute als der Begriinder der mathematischen Zeichen-
sprache. Er schuf die Grundlagen, die eine knappere und exaktere
Formulierung von mathematischen Ergebnissen ermaglichte, aber
auch eine einfachere Kombination mathematischer Aussagen
gestattete. Eine seiner wichtigsten Errungenschaften ist die
Einfihrung von Variablen, die nicht nur mehr fiir Unbekannte standen, sondern auch
fiir bekannte Grofen, wie etwa die Koeffizienten einer Gleichung.

Der folgende Text stammt aus Vietes Werk In Artem Analyticem Isagoge
(.Einfiihrung in die analytische Kunst") von 1591,

Regel 11

Eine Grofle von einer anderen Grof3e subtrahieren

Es seien zwei GroBen A und B gegeben und die erstere sei grofler als die letztere. Die kleinere soll von der
groBeren subtrahiert werden. ... die Subtraktion kann durch das Trennungs- oder Entfernungszeichen des
kleineren vom groBeren angemessen ausgefiihrt werden; und getrennt werden sie zu A ,,minus®“ B, ...

Die Vorgangsweise ist auch keine andere, wenn die GroBe, die subtrahiert werden soll, mit einer weiteren
Grofle verbunden ist, denn das Ganze und die Teile werden nicht durch verschiedene Gesetze behandelt; so
ist, wenn ,,B 'plus’' D von A subtrahiert werden soll, der Rest gleich ,,A 'minus' B, 'minus' D, die Gréf3en B

und D wurden also eine nach der anderen subtrahiert.

Wenn aber D bereits von B subtrahiert ist und ,,B 'minus' D von A subtrahiert werden soll, so wird das
Ergebnis ,,A 'minus' B 'plus' D sein, denn bei der Subtraktion der ganzen GroBe B iibersteigt das, was
subtrahiert wird, um die GroBe D jenes, was subtrahiert werden sollte. Deshalb muss es durch die Addition
dieser Grofe D ausgeglichen werden.

Die Analysten sind es jedoch gewohnt, die Durchfiihrung der Entfernung mit dem Symbol — zu
kennzeichnen ...

Wenn es nicht gesagt ist, welche Grofle groBer oder kleiner ist und die Subtraktion trotzdem durchgefiihrt
werden muss, ist das Zeichen der Differenz =, z. B. wenn ,,A quadrat™ und ,,B eben* die gegebenen Groflen
sind, wird die Differenz ,,A quadrat = B eben* oder ,,B eben = A quadrat® sein.

Aufgaben:
1. Ubersetze alle mathematischen Aussagen der Regel IT in moderne
Schreibweise!
2. Viete erkldrt seine Regeln auch. Mache dir Skizzen, um seine Erkldrungen
nachvollziehen zu konnen!
Vergleiche seine Erkldrungen mit den heute iiblichen!
4. Wie geht Viete mit negativen Zahlen um?

w



Losungsblatt ,,Von der Geheimschrift zur Mathematik*

Aufgabe 1:

,Es seien zwei GroBen A und B gegeben und A, B
die erstere sei grofBer als die letztere.* A>B
» ... und getrennt werden sie zu A ,,minus“ B ...* A-B

,» ... SO 1st, wenn ,,B 'plus' D von A subtrahiert werden
soll, der Rest gleich ,,A 'minus' B, 'minus' D%, ... A-B+D)=A-B-D

,,Wenn aber D bereits von B subtrahiert ist und
,,B 'minus' D von A subtrahiert werden soll, so wird

das Ergebnis ,,A 'minus' B 'plus' D* sein, ... A-(B-D)=A-B+D
,»A quadrat = B eben* oder ,,B eben = A quadrat™ | A% — B|
Aufgabe 2:

Manche Erklarungen, die Viéte présentiert, sind auf den ersten Blick nur schwer nachzuvollziehen. Leichter
fillt es, wenn man die Aussagen durch Skizzen illustriert. Man konnte etwa die GroBen A, B und D als
Strecken darstellen. Die Erklarung fiir die Regel A — (B — D) = A — B + D wiirde dann so aussehen:

A

In dieser Skizze erkennt man:

Wenn man von A die GroBe (B — D) abzieht (,,jenes, was subtrahiert werden sollte*) und den Rest, der {ibrig
bleibt, betrachtet, ist dieser genau so grof3, wie wenn man von A ganz B abzieht (,,das, was subtrahiert wird*)
und anschlieBend D dazu gibt.

Aufgabe 3:

Heutzutage tibliche Erklarungen fiir die Regeln, die Viéte beschreibt, konnten so aussehen, wie in der Losung
zu Aufgabe 2 beschrieben. In einer Abwandlung wire auch eine Darstellung auf dem Zahlenstrahl moglich.
AulBlerdem konnte man das Minuszeichen vor der Klammer als Multiplikation mit (—1) interpretieren und das
Distributivgesetz anwenden.

Aufgabe 4:
Viéte lisst negative Zahlen bei seinen Uberlegungen in keiner Weise zu. Dies kann man vor allem aus zwei
Punkten herauslesen:

*  Um die Subtraktion ausfithren zu kdnnen, muss die erste Zahl groBer als die zweite sein.

*  Wenn man nicht weil}, welche Zahl grofer ist, fiihrt Victe das spezielle Zeichen = ein, um
anzudeuten, dass die kleinere Zahl von der groferen abgezogen werden muss. Dadurch verhindert er
ein negatives Ergebnis.

Von den ersten Uberlegungen im Mittelalter dauerte es Jahrhunderte, bis negative Zahlen in der Mathematik
allgemein akzeptiert waren. Noch im 18. Jahrhundert bestritten einige Lehrbiicher die Regel, das Produkt
zweier negativer Zahlen ergebe eine positive Zahl, und selbst Pierre Simon Laplace sagte 1795, diese Regel
»weise einige Schwierigkeiten auf*.
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4. Kampf um die Gleichungen

*  Geeignet fiir: 7., 8. Klasse der AHS
* Geschitzter Zeitaufwand: 1 Unterrichtseinheit
* Erforderliche Vorkenntnisse: - Kenntnisse der Methoden zur Losung von linearen und
quadratischen Gleichungen
- Einsicht der Schwierigkeiten, die bei der Losung von
Gleichungen dritten und héheren Grades entstehen
- allgemeine Fihigkeit zur Recherche von Daten und Fakten
* Historische Aspekte und Methoden: A2, A4, M1, M2

* Umfang: 3 Seiten Arbeitsblatt, 1 Seite Losungen

Didaktischer Kommentar

Das Arbeitsblatt ,,Kampf um die Gleichungen* ist ein Lesetext, in dem eine besonders schillernde
Episode aus der Geschichte der Mathematik dargestellt wird.

Nachdem der 6sterreichische Lehrplan das Thema der Gleichungen héheren Grades erst in der 7.
Klasse vorsieht, ist der Text auch erst ab dieser Stufe sinnvoll einsetzbar. Prinzipiell konnte man ihn
auch schon davor verwenden (ab der 5. Klasse), da fiir die Bearbeitung der Aufgaben keine
mathematischen Kenntnisse erforderlich sind, die nicht auch schon friither zur Verfiigung stehen
wiirden. Lediglich ein gewisses Verstdndnis fiir die Schwierigkeit einer allgemeinen
Losungsmethode fiir Gleichungen héheren Grades ist wiinschenswert, um die Errungenschaften der
vorgestellten Mathematiker in hoherem Maf3e wertschétzen zu konnen. Inhaltlich passt der Text
somit wohl am besten in die 7. Klasse.

Die eingestreuten Aufgaben sind keine klassischen Rechenaufgaben, sondern sollen die Lernenden
zum Mitdenken anregen und sie dazu bringen, sich auch iiber den Text hinaus mit dem Thema zu
beschéftigen. Konkret sollen die Schiilerinnen und Schiiler einen mathematischen Inhalt
recherchieren (Aufgabe 2), die Bedeutung der Wortwahl innerhalb eines historischen Texts
vermuten (Aufgabe 3) und vorhandenes Wissen wiederholen (Aufgabe 1). Alle Antworten sollen
dabei natiirlich schriftlich zu Papier gebracht und gegebenenfalls durch Quellenangaben
untermauert werden.

Das Ziel des Textes besteht insgesamt natiirlich darin, anhand dieses konkreten Beispiels die
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Interaktion zwischen Mathematikern zu zeigen und klar zu machen, dass mathematische Ergebnisse
durch das (zum Teil auch riipelhafte) Zusammenwirken mehrerer Wissenschaftler zu Stande
kommen. Im Besonderen geht es dabei natiirlich auch darum, einige Personen vorzustellen, die auf
ganz und gar menschliche Weise mit ihren Problemen umgingen, um damit dem Bild von der
entmenschlichten und emotional kalten Mathematik etwas entgegenzustellen.

Die dargestellte Episode konnte natiirlich auch leicht im Unterricht als Anekdote erzahlt werden.
Der Text ist aber ein Versuch, diesem Aspekt mehr Bedeutung zukommen zu lassen, indem die
Lernenden durch das selbststdndige Lesen und Bearbeiten mehr Zeit damit verbringen und somit

das Thema durch die Erzidhlung der Lehrers nicht nach fiinf Minuten schon wieder erledigt ist.

Quellen

Die Geschichte von der Auflosbarkeit der Gleichungen dritten und hoheren Grades stammt grofBteils
aus Pesic 2007. Die Begriindung fiir das Interesse an Gleichungen dritten und vierten Grades sowie
einige Originalzitate finden sich in Kaiser 2006.

Die Bilder stammen aus Pesic 2007.



Kampf um die Gleichungen

Das Zuriickfiihren von Problemen der Wissenschaft und des Alltags auf
Gleichungen und die Lésung derselben war schon lange vor Christus in
verschiedenen Kulturen verbreitet. Eine systematische Losung von linearen und
quadratischen Gleichungen gelang dann zum ersten Mal dem arabischen
Mathematiker Al-Khwarizmi im 8. Jahrhundert nach Christus. 700 Jahre spdter
sollte die Auseinandersetzung iiber die Lésung der Gleichungen dritten Grades
zum ersten Prioritdtenstreit in der Geschichte der Naturwissenschaften fiihren.

Padua, 1545. Girolamo Cardano ist ein Mann mit vielen Talenten.
Als Abgdnger der Universitdt von Padua und Pavia interessiert er =
sich fiir Medizin, Astrologie, Gliicksspiele und Mathematik. In =
diesem Jahr erscheint sein wahrscheinlich bedeutendstes Werk, ==
die Ars magna (die ,Grofle Kunst"). —
Darin stellt Cardano die systematischen Losungsmethoden fiir ==
Gleichungen dritten und vierten Grades vor. Es ist nicht
ausschlieflich seine eigene Arbeit, sondern die Zusammenfassung
der gemeinsamen Anstrengungen mehrerer Mathematiker der
letzten 500 Jahre.

Aufgabe 1: Erkldre, was man unter linearen und quadratischen
Gleichungen, kubischen Gleichungen und Gleichungen vierten Gmdes vers‘reh’rl

Der erste, der sich systematisch mit der Losung von Gleichungen dritten Grades
beschdftigte, war um 1100 der Araber Omar Al-Khayyam.

Zur damaligen Zeit gab es eine Reihe von offenen Fragen, die auf die Ldsung derartiger
Gleichungen zuriickzufiihren waren. Das griechische Problem der Wiirfelverdoppelung fiihrte
auf eine Gleichung dritten Grades, ebenso wie die Bestimmung der Seite eines regelmadBigen
Neunecks, die von dem Araber Al-Biruni untersucht wurde. Ibn Al-Haitham stie zudem bei
seiner Beschdftigung mit der Optik sogar auf das Problem, eine Gleichung vierten Grades
l6sen zu miissen.

Aufgabe 2: Recherchiere, was mit dem Problem der Wiirfelverdoppelung gemeint ist!

Obwohl jedem der genannten Personen die Losung ihrer speziellen Gleichungen mittels
besonderer Tricks gelang, wurde durch das Auftauchen von Problemen dieser Art der Ruf
nach einer systematischen Lésungsmethode laut. Omar Al-Khayyam machte nun den ersten
Schritt, indem er die kubischen Gleichungen kategorisierte und fiir jeden der Typen ein
Losungsverfahren angab, das er ausfiihrlich geometrisch bewies. Er bedauerte, dass er nicht
in der Lage war, die Lésungen durch ,algebraische Methoden" zu bestimmen und hoffte, es
wiirde . jemandem von denen, die nach uns kommen" gelingen.



Aufgabe 3: Was konnte Omar Al-Khayyam mit .algebraischen Methoden® meinen?

In Folge versuchten sich immer wieder Leute daran, eine Losung zu finden - zundchst mit
madBigem Erfolg. Fibonacci meinte, diese Gleichungen wadren nicht durch ganze Zahlen und
Quadratwurzeln aufzuldsen; Pacioli dachte sogar, sie waren tberhaupt nicht durch Algebra zu
losen; auch Pierro della Francesca, ein groer Mathematiker und Maler, versuchte erfolglos
die Gleichungen dritten, vierten und fiinften Grades zu knacken.

Den Durchbruch schaffte schlieflich ein buntes Haufchen italienischer Mathematiker zu
Beginn des 16. Jahrhunderts, in deren Mittelpunkt Girolamo Cardano stand. Der Ablauf der
Ereignisse ist nicht vollkommen klar, diirfte sich aber ungefdhr wie folgt abgespielt haben.

Niccolo Fontana, genannt Tartaglia (.der Stotterer"), behauptete als erster, das Problem der
Gleichungen dritten Grades geldst zu haben. Tatsdchlich begann er wohl seine Arbeit,
nachdem er gehort hatte, dass Scipione del Ferro die Losung _
gefunden, sie aber nicht veroffentlicht, sondern vor seinem |
Tod einem seiner Studenten anvertraut hatte. Tartaglia war,

so genau - er hatte schon versucht eine fremde Archimedes-:
Ubersetzung als seine eigene darzustellen und als Entdecker =
der Gesetze der schiefen Ebene durchzugehen. Sein Leben
war sicherlich nicht einfach gewesen, seitdem er als Kind bei =
der franzésischen Invasion in I'talien 1512 eine -
Sdbelverletzung in der Ndhe des Mundes erhalten hatte und —1
dadurch sprechbehindert geworden war-.

Ob Tartaglia einen Hinweis von del Ferros Studenten
erhalten hat, ist nicht gesichert. Klar ist nur, dass er einen
Durchbruch erzielte, der es ihm ermaoglichte einen
Wettbewerb gegen einen Studenten del Ferros zu gewinnen. Dies war maglich, da keiner der
Beteiligten eine allgemeine Losung fiir die allgemeine Gleichung dritten Grades ax® + bx? + cx
+d = 0 besaB, sondern nur Lésungen fiir bestimmte Umformungen (wie etwa bx? +d = x* +
cx), die alle unterschiedlich behandelt wurden.

Aufgabe 4: Zdhle weitere maogliche Fdlle fiir die Gleichungen dritten Grades auf!

Mathematische Wettbewerbe waren in dieser Zeit sehr beliebt. Sie bestanden darin, dass
sich Mathematiker gegenseitig Aufgaben stellten, die der jeweils andere l6sen musste, um
das ansehnliche Preisgeld zu erhalten. Sie fanden 6ffentlich statt und wurden durch ihre
populdre Anziehungskraft auch zur Prestigesache. Die Dienste von Mathematikern wurden zu
dieser Zeit fiir die Verwaltung, das Bauwesen und viele andere Bereiche des 6ffentlichen
Lebens in Anspruch genommen, sodass der Ausgang eines solchen Wettbewerbs schon mal
tiber zukiinftige Auftrdge entscheiden konnte.

Die Nachricht von Tartaglias Sieg erreichte nun auch Girolamo Cardano, der Tartaglia
bedrdngte, ihm Details seiner Methode zu verraten. Als Gegenleistung wollte Cardano ein
Treffen mit einem reichen Mdzen organisieren. Tartaglia war zwar argwdhnisch, brauchte
aber das Geld. Er lieB Cardano schwéren, nichts zu verraten und weihte ihn im Jahr 1539 in



das Geheimnis ein. Die Losung nannte Tartaglia Cardano in Form eines schwerfdlligen
Gedichtes, das selbst so rdatselhaft war, dass man es fast I6sen musste. Dann passierte einige
Jahre lang nichts, keiner der beiden versffentlichte die Losung.

Als Cardano jedoch 1543 Einsicht in del Ferros Papiere erhielt, erkannte er, dass dieser die
Losung der kubischen Gleichungen tatsdchlich vor Tartaglia entdeckt hatte. Er fiihlte sich
deshalb berechtigt, die Losung in seinem Werk Ars Magna zu veroffentlichen, wobei er sie
del Ferro und Tartaglia zuschrieb. Seinen Schwur erwdhnte er allerdings nicht, sondern
setzte durch die Nennung von del Ferro die Urheberrechtsanspriiche von Tartaglia herab.
Obwohl im Nachhinein klar wurde, dass weder del Ferro noch Tartaglia die vollstdndige
Losung mit allen Unterfdllen, die Cardano in seinem Buch prdsentierte, besessen hatten,
reagierte Tartaglia wiitend auf die Verdffentlichung und bezichtigte Cardano des Plagiats.
Dessen Schiiler Ludovico Ferrari sah die Ehre seines Lehrers in Gefahr und forderte
Tartaglia zu einem mathematischen Duell, welches Ferrari fir sich entscheiden konnte.
Tartaglia verlief den Wettbewerb friihzeitig und musste die Uberlegenheit Cardanos
hinnehmen.

Ferrari hingegen machte sich - inspiriert durch Cardano -

HIERONYMI CAR daran, eine Losungsformel fiir die Gleichungen vierten
Bt s arae Grades zu finden. Er verwendete einen etwas anderen
ARTIS MAGNZ, r =" .
SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIs, Trick und hatte damit auch schnell El‘fOlg Diesmal gab es
ounus. Qui mmnpmsd:And'mq‘od

OPVS PERFECTVM

il i ord Ducimae keinen Streit: Ferrari schaffte es ganz alleine und seine
Losungsmethode erschien ebenfalls in der Ars Magna.

Durch die zeitlich so knapp beieinander liegenden
Losungen fiir den dritten und vierten Grad schien es, als
hdtte man die Gleichungen allgemein schlieflich in den
Griff bekommen und es wadre nur eine Frage von wenigen

Eﬁ;’ - e Jahren, bis auch héhergradige Gleichungen gelést wiirden.
e st o In den ndchsten Jahrzehnten scheiterten jedoch viele
" e s ibogdtin! Mathematiker an der Gleichung fiinften Grades und als

i selbst im gesamten darauf folgenden 17. Jahrhundert

Ttali, defa Col
Authore i

niemandem der Durchbruch gelang, begannen einige zu
mutmaBen, es gdbe keine allgemeine Losung mittels Wurzeln.
Erst im Jahr 1824 schaffte ein 22-jdhriger Norweger namens
Niels Henrik Abel den Beweis, dass es tatsdchlich nicht
moglich ist, allgemeine Gleichungen fiinften Grades durch
Wurzeln aufzulosen. In den darauf folgenden Jahren konnte
man dann zeigen, dass auch sdamtliche Gleichungen hoheren
Grades nicht durch eine Formel gelost werden konnen.
Losungen zu finden, ist somit nur noch durch
Ndherungsverfahren maglich.

Die Geschichte der Auflgsbarkeit von Gleichungen
liberspannt, wie wir gesehen haben, mehrere Jahrhunderte.
Auf dem Weg zur endgiiltigen Kldrung der Frage liegen viele
Ergebnisse, die gar nichts mit der urspriinglichen Frage zu tun
hatten, die aber wesentliche Impulse fiir die Entwicklung
neuer mathematischer Disziplinen gaben.




Losungsblatt ,,Kampf um die Gleichungen*

Aufgabe 1:
In heutiger Schreibweise versteht man unter den genannten Gleichungstypen
allgemein das Folgende:

lineare Gleichungen: ax +b=0
quadratische Gleichungen: ax> + bx +¢ =0
kubische Gleichungen: ax®* + bx?+cx +d =0 a,b,c,deR

Gleichungen n-ten Grades: a,x" +a,; x™' +... +ta;x +a,=0 &€R fiiri=0,1,2,...n

Aufgabe 2:

Das Problem der Wiirfelverdoppelung ist eines der drei klassischen Probleme der
griechischen Mathematik. Es geht darum, einen Wiirfel mit der gegebenen
Seitenldnge a zu verdoppeln, d. h. die Seitenldnge x eines Wiirfels zu finden, der das
doppelte Volumen des Ausgangswiirfels besitzt.

Fiir die beiden Volumina gilt also x*=2-a> <=>x*-2a*>=0, was tatsdchlich eine
Gleichung dritten Grades ergibt.

Urspriinglich wollte man das Problem der Wiirfelverdoppelung jedoch nicht
algebraisch losen, sondern rein geometrisch durch eine Konstruktion, die nur mittels
Geraden und Kreisen (.Zirkel und Lineal") bewerkstelligt werden sollte. Dass dies
Jjedoch nicht maglich ist, wurde erst im 19. Jahrhundert indirekt durch Galois
bewiesen.

Aufgabe 3:

Da zur Zeit Omar Al-Khayyams noch keine Formelschreibweise tiblich war, meint der
Autor mit ,algebraischen Methoden" wohl eine Art numerische Rechenregel, mit
deren Hilfe man die Lésung jeder beliebigen kubischen Gleichung bestimmen konnte.

Aufgabe 4:
Cardano unterscheidet insgesamt 14 Typen von Gleichungen dritten Grades. Ein
Auszug davon ist:

* x*+bx*=cx

* x*=bx*+cx+d

* x*+d=bx*+cx

* x*=bx+ec

Die Koeffizienten beschrdnkt Cardano allgemein auf positive, rationale Zahlen. In
seinen Bespielen kommen jedoch auch teilweise negative Koeffizienten vor.
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5. Beriihmt beriichtigt - Die Cardanoformel

Geeignet fiir: 7., 8. Klasse der AHS

Geschitzter Zeitaufwand: 1 — 2 Unterrichtseinheiten

Erforderliche Vorkenntnisse:

Grundlegende Kenntnisse der Algebra, Arbeiten mit

Gleichungen

Erfahrung im Lesen mathematischer Texte und

algebraischer Umformungen

Schriftliches Erldutern mathematischer Gedankengénge

Kenntnis des Zusammenhangs der Losungen einer
Gleichung und der Nullstellen der zugehoérigen Polynom-
funktion

* Historische Aspekte und Methoden: A2, M3

* Umfang: 3 Seiten Arbeitsblatt, 2 Seiten Losungen

Didaktischer Kommentar

Das Arbeitsblatt ,,Beriihmt beriichtigt — Die Cardanoformel* kniipft an ,,Kampf um die
Gleichungen® an, indem die im Text des zweiten Arbeitsblatts erwidhnte Formel zur Losung von
algebraischen Gleichungen dritten Grades hergeleitet wird. Die Herleitung hilt sich allerdings nicht
an die historische Vorgabe von Cardano, sondern verfolgt einen modernen Weg, der zu einem
allgemeinen Ergebnis fiihrt und ohne die von Cardano noch durchgefiihrte Fallunterscheidung
auskommt.

Der Auftrag an die Schiilerinnen und Schiiler besteht dabei in erster Linie darin, den
mathematischen Ausfiihrungen zu folgen, sie zu kommentieren und auf konkrete Aufgaben
anzuwenden. Die Herleitung selbst miissen sie nicht durchfiihren.

Zunichst wird gezeigt, dass man durch geeignete Substitution den quadratischen Ausdruck in der
allgemeinen Gleichung dritten Grades a,x’+a,x’+a,x+a,=0 wegfallen lassen kann. Die
Lernenden sollen in Aufgabe 1 dann gleich die vorgefiihrte Methode an einem Zahlenbeispiel
anwenden. AnschlieBend werden die nétigen Umformungen durchgefiihrt, die am Ende zur Formel
von Cardano fiihren. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen dabei jeden Schritt schriftlich

kommentieren. Es handelt sich hauptsachlich um die Anwendung algebraischer Regeln und
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kleinerer Tricks, die die Lernenden durchschauen und festhalten sollen. Durch wiederholtes
Durchfiihren derartiger Ubungen konnte man die Fihigkeit steigern, sich im Selbststudium
mathematisches Wissen anzueignen oder mathematische Fakten in unterschiedlichen Quellen zu
recherchieren.

Aufgabe 3 verlangt die Bestimmung einer Losung der am Beginn bearbeiteten Gleichung. In
Aufgabe 4 werden schlieflich die Probleme behandelt, die sich bei der Anwendung der Formel von
Cardano ergeben konnen. Es treten oftmals negative Quadratwurzeln auf, obwohl die Losungen
reell sind. Mit dieser Aufgabe soll auch klar werden, warum die Formel von Cardano in der Praxis
kaum Verwendung findet: Sie fiihrt nicht immer direkt zum Ziel, sondern erfordert weiteres Wissen.
Den Schiilerinnen und Schiilern wird eine Gleichung présentiert, deren zugehdrige
Polynomfunktion drei reelle Nullstellen besitzt (der Graph der Funktion ist dargestellt) und sie
werden aufgefordert, die Losung mit der Formel von Cardano zu bestimmen. Auftretende Probleme
sollen sie wieder beschreiben.

Aufgrund des Themas ,,Gleichungen dritten Grades™ eignet sich das Arbeitsblatt fiir Lernende ab
der 7. Klasse der AHS. Es hat primir historischen Charakter und kann als Ergédnzung zu moglichen
Losungsmethoden fiir Gleichungen hoheren Grades verwendet werden. Dass die Schiilerinnen und
Schiiler hier aufgefordert werden, Uberlegungen nachzuvollziehen und zu kommentieren, kann
zusitzlich eine Abwechslung zum Durchschnittsunterricht darstellen. Der Schwierigkeitsgrad des
Arbeitsblatts hingt somit auch davon ab, wie viel Erfahrung die Jugendlichen mit dem Lesen

mathematischer Texte haben.

Hintergrundinformationen

Das Arbeitsblatt zeigt detailliert die Herleitung der Formel von Cardano.

Obwohl es im allgemeinen drei Losungen einer Gleichung dritten Grades geben kann, liefert die
Formel augenscheinlich nur eine davon.

Bei der Bestimmung der anderen beiden Losungen erweisen sich die so genannten dritten
Einheitswurzeln als bedeutsam, also die Losungen der Gleichung x* — 1 = 0. Einer der ersten, dem
die Bedeutung der Einheitswurzeln im Zusammenhang mit der Losung von algebraischen
Gleichungen auffiel, war Joseph-Louis Lagrange. Sein Artikel von 1771 Refléxions sur la
resolution algebébrique des équations (,,Uberlegungen zur algebraischen Auflosung von

Gleichungen®) wurde von seinen Nachfolgern als grundlegendes Dokument betrachtet.
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Esgilt 0=x*-1=x-1)(x*+x+1).

Daraus folgen x; = 1 und x23=—li l—1 = ﬂ Setzt man w=ﬂ, dann ist
’ 2 4 2 2
w2=_1_271\6 und es lisst sich schreiben x*—1=(x—1)(x—w)(x—w?).

Fiir den allgemeinen Fall x* —a = 0 erhélt man zunéchst eine Losung mit x, =Ja=:«.

Dann gilt 0 =x* — o = (x — ) (x*> + ox + o?).

—— — _
Aus x? + ax + a? = 0 ergeben sich x2’3=—%i\/%—¢x2= -(_71-_'-\/1—1)=(x-(_1§\/3)

Die zweite und dritte Losung ldsst sich also mit Hilfe der dritten Einheitswurzeln jeweils in

. . . . 2
Abhingigkeit von der ersten schreiben: x,=«x, X,=x-w, X;=&-W

Bezichen wir diese Uberlegungen in die Herleitung der Formel von Cardano mit ein, so miissen wir
also berticksichtigen, dass es fiir jede der dritten Wurzeln im allgemeinen drei verschiedene Werte
(u1, Uz, us und vy, v,, v3) gibt und damit fiir die Losung x =u; +v; (i=1,2,3;j=1, 2, 3) rein

kombinatorisch neun verschiedene Moglichkeiten in Frage kommen.

a ) ) a )
Aus V=——— wissen wir aber, dass u-v=——, dass also das Produkt von u und v insbesondere

3u 3’

reell sein muss. Diese Bedingung erfiillen nur die Kombinationen u;, v, sowie u,, vs und us, v,.

Setzen wir u; =: uund v, =:v so lésst sich zusammenfassend fiir die drei Losungen der Gleichung
dritten Grades schreiben:
X,=u+v

x2=uw+vw2

X3=uw2+vw w=

Quellen
Die dargestellte Herleitung fiir die Formel von Cardano findet man in allen Standardwerken zur
Algebra.

Die zusétzlichen historischen Informationen stammen aus Pesic 2007.



Beriihmt Beriichtigt — Die Cardanoformel

Im Jahr 1545 prasentierte Girolamo Cardano in seinem Werk ,Ars Magna" (Die Grofe
Kunst) eine Methode zur systematischen Auflosung von Gleichungen dritten Grades.
Diese Methode, die mehrere Unterfdlle beinhaltete, ist heute unter dem Stichwort
.Cardanoformel” in der Literatur zu finden.

Ahnlich wie die Formeln zur Lésung von quadratischen Gleichungen ldsst diese Formel
die Bestimmung der Lésungen kubischer Gleichungen zu. Warum plagt man sich mit
dem Abspalten von Lésungen, Polynomdivisionen, dem Hornerschema oder
Ndherungsverfahren, wenn es eine einfache Formel gib1?

Dieser Frage gehen wir im Folgenden nach ...

Wir betrachten die allgemeine Gleichung dritten Grades a,x’+a,x’+a,x+a,=0, wobei
2,,3,,2,,3; reelle Zahlen sein sollen. Als Beispiel wahlen wir 2X —12x°+30x~56=0.

Aufgabe 1: Fuhre die folgenden Schritte, die hier allgemein vorgefiihrt werden, an dem
angegebenen Beispiel durch und erlautere!

Zunichst wird die Gleichung normiert.

3 2 —_ .
a;x +a,x"ta;x+a,=0 |:a;

a a a
3 2 2 1 0
as as as

Nun definieren wir neue Namen fur die Koeffizienten:
x’+b,x*+b,x+b,=0

Um den quadratischen Term verschwinden zu lassen,
fiihrt man eine neue Variable y ein. Man setzt

b2
Xi=y——=

Nachdem man eingesetzt und ausmultipliziert hat, ergibt sich eine Gleichung der Form
y'+c,y+c,=0

Die beschriebene Umformung ist mit jeder Gleichung mdglich. Deshalb muss man zur
Ldsung nur die obige reduzierte Form betrachten.

Sei also die Gleichung x’+ax+b=0 gegeben. Die folgenden Schritte zeigen in moderner
Schreibweise, wie man sie nach der Methode von Cardano losen kann. Wir werden dabei
aber nicht bis ins letzte Detail gehen.



Aufgabe 2: Kommentiere jeden der gekennzeichneten Schritte in der folgenden
Herleitung, indem du erklarst, was passiert und gegebenenfalls, warum der
jeweilige Schritt zulassig ist!

x*+ax+b=0

Wir setzen x :=u + v. Eine dieser beiden neuen Variablen kann dabei
frei gewihlt werden. (Kommentar 1 ...)

(u+v)y+a(u+v)+b=0
v+3u'v+3uvi+vi+au+av+b=0 (Kommentar 2 ..)
w+v'+3uv(u+v)+a(u+v)+b=0 (Kommentar 3 ..)

w+v +(u+v)(Buv+a)+b=0 (Kommentar 4 ..)

Jetzt wihlen wir v so, dass 3uv +a =0, also V= _3a_u (Kommentar 5 ...)
3
w+[—2] +b=0 |- u?
3u
3
u6+bu3—a—=0
27

Ersetze u® durch z: (Kommentar 6 ...)

3
a
Z’+bz——=0

27
2 3
2= 24,2, 2 (Kommentar7 ..)

: 2 4 27
. 5 b b’ a’
ir u={——*—+-—
Also erhalten wir fiir u \/ > Y

Um v zu bestimmen konnten wir versuchen, uin V= —% einzusetzen, was jedoch nicht zum Ziel

fihrt. Stattdessen wenden wir einen Trick an:

Wir betrachten zundchst u® mit der Addition unter der dritten Wurzel und definieren
b b a .
=—— —y/—+=_ Dann gilt
TV Ty 8



2 3 2 3 2 2 3
Coo =Ly /b a ) b b a)_ b (b a
2 V4 27 2 V4 27 4 \4 27
33 3— a
- 4 -4 3
x= YR woraus folgt Ve 30 also Ja=v.

3
= -2 ynd somit
27

v hat also dieselbe Struktur wie u, nur befindet sich unter der dritten Wurzel ein Minuszeichen.

2 3
b a

Aufgabe 3: Zeige analog, dass falls u=i/—h—\/—+—, ist V=§/—E+

2 4 27

2 3
b__|_a'_l
2 4 27

Da die Losung x = u + v ist, erhdlt man so nur eine mogliche Losung (Warum genau?).

Diese Losung ergibt sich insgesamt zu:

3 b |b° a’
= \——+|—+—= +
* \/ 2 Va7

s b [b? A’
—_— _+_
\/ 2 J4 27

Formel von Cardano

Aufgabe 4: Finde eine Lésung von 2x°-12x*+30x—56=0 mit Hilfe der Formel von

Cardano!

Unglucklicherweise stellte sich heraus, dass diese Formel nicht in allen Fallen so ohne

Weiteres zum Ziel fihrt.

Wir betrachten etwa die Gleichung x*—7x -6 = 0.
Wie man durch Einsetzen leicht Uberprifen kann, gibt es
drei reelle Losungen, namlich -2, —1 und 3.

Der Graph der zugehorigen Funktion f(x) = x* — 7x — 6 ist
rechts abgebildet. Die Losungen erscheinen als Nullstellen
der Funktion.

Aufgabe 5: Versuche diese Gleichung mit der Formel von f

Cardano zu losen!

Gib alle Zwischenergebnisse an und beschreibe, mit
welchem Problem sich die Mathematiker des 16.
Jahrhunderts wohl konfrontiert sahen!

A

[




Losungsblatt ,,Beriihmt Beriichtigt — die Cardanoformel*

Aufgabe 1: 2x* - 12x2+30x-56=0 |:2

xX2—6x2+15x—-28=0

Setze X=y—7, alsox=y+2

Durch das Einfithren der neuen Variable y erreichen wir, dass der quadratische Ausdruck wegfillt.
Die Losungen der urspriinglichen und der nach dem Ersetzen erhaltenen Gleichungen sind
natiirlich nicht dieselben. Haben wir y bestimmt, brauchen wir anschlie3end aber nur fiir x

einzusetzen.

(y+2)P—6(y+2)°+15(y+2)—28=0
V46y2+12y+8—6y>—24y—24+15y+30—28=0

y3+3y—14=0

Aufgabe 2:

Kommentar 1: Wir setzen x =u + v. Wenn wir eine Zahl x durch die Summe zweier Zahlen u und
v ausdriicken, ldsst sich immer eine der beiden frei wihlen. Die Grof3e der anderen Zahl
héngt von dieser Wahl ab.

z. B.: Es soll x = 12 durch die Summe zweier Zahlen u + v dargestellt werden. Man kann
etwa v beliebig wihlen, sagen wir v =—8. Dann muss aber u = 20 sein, damit
u+v=20+(-8)=12.

Der Trick in der Herleitung besteht darin, die Wahl auf einen spiteren Zeitpunkt zu
verschieben.

Kommentar 2: Ausmultiplizieren unter anderem durch Anwenden der binomischen Formel

(a+b)’=a’+3a’b+3ab’*+b’

Kommentar 3: Herausheben von 3uv und u+v

Kommentar 4: Herausheben von u+v

Kommentar 5: Jetzt wird der Wert von v in Abhéngigkeit von u gewéhlt. Die Wahl fillt so, dass
das mittlere Produkt in der Gleichung wegfillt, was eine wesentlich einfachere Form
zuriicklésst.

Kommentar 6: Die Substitution z = u® macht aus der Gleichung sechsten Grades eine quadratische
Gleichung.

Kommentar 7: Die quadratische Gleichung lisst sich mit Hilfe der kleinen Losungsformel 16sen.

Aufgabe 3:

Wir betrachten u® mit der Subtraktion unter der dritten Wurzel und definieren

b b’ a’
:=——+44/—+— . Nun folgt
h \/ 27 8

2 V4
b |[b? a’

__+_ —_—

2 \/4 27

up =

2 2 3 3
= b__(b_+a_) = -2 und somit

_b_ b7 a2’
2 Va7 4 a7 27



3
B= _a_3 , woraus man VB=— 2 und damit JB=v erhilt.
27u 3u
Auch in diesem Fall hat v dieselbe Struktur wie u, nur befindet sich unter der dritten Wurzel ein

Pluszeichen.

Aufgabe 4:
In Aufgabe 1 haben wir aus 2x* — 12 x* + 30x — 56 = 0 die Gleichung y* + 3y — 14 = 0 gewonnen.
Es ist a= 3 und b = —14. Einsetzen in die Formel von Cardano liefert

14 (142 3 i/14 142 3, ;
=4 e S s I S Y 50497 —V50 = 2
M \/2 \/4 27 V2 V4 27 7 HV5047 V50

Um die Losung der urspriinglichen Gleichung zu erhalten, miissen wir nur noch fiir y einsetzen.
x=y+2=2+2=4
Eine Losung von 2x* — 12 x? + 30x — 56 = 0 ist also x = 4.

Aufgabe 5:

Bei der gegebenen Gleichung ist a =—-9 und b = —6. Mit der Formel von Cardano bekommt man

2 3 2 3 AN
X;JL ﬂ+u+jg_Jm+< 7 _ j3 . _m+j3_\/_m
2 4 27 2 4 27 27 27
Es treten also negative Quadratwurzeln auf, fiir die es keine reelle Losung gibt. Damals muss das
Auftreten solcher nicht-reellen Zwischenergebnisse nicht nur irritierend, sondern auch sinnlos

erschienen sein. Man weil3, dass es reelle Losungen gibt, aber die Formel scheint diese nicht zu
liefern.

(Die Auflosung dieser Diskrepanz gelang es spiter durch die Einbeziehung von komplexen Zahlen und die Formel von
Moivre. Mit diesen Hilfsmitteln erhilt man mit der Formel von Cardano die korrekten Losungen. Man kann also sagen,
dass die Formel ganz allgemein stimmt, ihre Anwendung aber oft zusétzliches Wissen und umfangreichere
Berechnungen erfordert, was fiir die Praxis in vielen Fillen zu miithsam ist.)
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6. Zwischen Sein und Nichtsein

Geeignet fiir: 7. Klasse der AHS

Geschitzter Zeitaufwand: 1 — 2 Unterrichtseinheiten

Erforderliche Vorkenntnisse: - Grundlegende Kenntnisse der komplexen Zahlen als

Losungen von Gleichungen

- Algebraisches Zusammenfassen von Termen beliebiger
Ausdriicke (hier Terme, die vV—1 beinhalten)

- Kenntnis des binomischen Lehrsatzes, insbesondere der
binomischen Formel fiir die dritte Potenz

- Erfahrung im Umgang mit Winkel- und Exponential-
funktionen

* Historische Aspekte und Methoden: Al, A3, M1, M2, M3

* Umfang: 3 Seiten Arbeitsblatt, 2 Seiten Losungen

Didaktischer Kommentar

Das Hauptziel des Arbeitsblatts ,,Zwischen Sein und Nichtsein* ist, den Schiilerinnen und Schiilern
zu zeigen, wie die komplexen Zahlen in die Mathematik gekommen sind. Im Laufe dieser
Geschichte wird demonstriert, wie schwer es selbst fiir grole Mathematiker der Vergangenheit war,
sich mit diesen Gebilden zu beschéftigen bzw. sie liberhaupt als mathematische Symbole
anzuerkennen. Die Schwierigkeiten waren dabei nicht, dass man nicht mit ihnen rechnen konnte,
sondern bezogen sich fast ausschlieBlich auf ihre Deutung, d. h. auf den Versuch, sie fiir die
»Realitit™ zu interpretieren. Erst im 19. Jahrhundert, als eine gute geometrische Veranschaulichung
vorlag und auch algebraisch die Widerspruchsfreiheit der komplexen Zahlen erwiesen war, wurden
sie zur mathematischen Realitdt und man fand auch schnell Anwendungen in den Naturwissen-
schaften.

Das Arbeitsblatt folgt dem Verlauf der Geschichte der komplexen Zahlen in mehreren Stationen, die
meist durch berithmte Mathematiker gekennzeichnet sind. Es beginnt im griechischen Altertum und
setzt sich iiber Cardano, Bombelli und Euler bis zu Gaul} fort, wobei die wesentlichen Beitrige
dieser Mathematiker herausgearbeitet werden. Die Betrachtung der komplexen Zahlen erfahrt dabei

zahlreiche Wandlungen: Heron ignoriert das Problem scheinbar noch; Bombelli versucht das Reelle
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in Ausdriicken mit negativen Zahlen unter der Wurzel sichtbar zu machen und GauB3 akzeptiert ihre
Existenz (einschlieBlich der negativen Wurzeln) schlieBlich vollstédndig, sowohl auf geometrischer
als auch auf algebraischer Ebene.

Neben dem eigentlichen Text, den die Lernenden lesen und verstehen sollen, gibt es insgesamt vier
Aufgaben, die der Erzédhlung untergemischt sind und den Inhalt vertiefen sollen. Der
Schwierigkeitsgrad der Aufgaben kann als moderat bezeichnet werden, meist miissen die
Schiilerinnen und Schiiler nur eine kurze Umformung oder eine kleine Rechnung machen. Die
Aufgaben sollen die Jugendlichen nicht vor unldsbare Probleme stellen, sondern sie zum aktiven
Mitdenken anregen und ihnen die Moglichkeit geben, sich in die Gedankenwelt der damaligen Zeit
hineinzuversetzen.

Der Inhalt des Arbeitsblatts ist so gestaltet, dass man Basiskenntnisse iiber die komplexen Zahlen
schon mitbringen sollte. Es eignet sich daher weniger als direkter Einstieg in das Thema, kann
jedoch nach einer kurzen Einfiihrung und einigen Rechenaufgaben bereits von den Schiilerinnen
und Schiilern bearbeitet werden. Da die komplexen Zahlen fast ausschlieBlich in der siebenten
Klasse durchgenommen werden, ist das Arbeitsblatt im Wesentlichen auch auf diesen Zeitraum der

mathematischen Ausbildung beschrénkt.

Quellen

Die historischen Informationen stammen aus Kaiser 2006 und Tropfke 1902. Der Abschnitt iiber
Bombelli wurde mit Hilfe von Humenberger 2010 gestaltet.

Die Bilder von Euler und Gaull stammen aus den jeweiligen Wikipedia Artikeln:

http://de.wikipedia.org/wiki/Carl Friedrich Gau%C3%9F
http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler



http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gau%C3%9F

Zwischen Sein und Nichtsein

Ahnlich wie die negativen Zahlen hatten auch die komplexen Zahlen einen langen Weg
hinter sich, als sie schlieBlich im 19. Jahrhundert langsam von allen Mathematikern
anerkannt wurden. Einige Stationen ihrer Geschichte sollen uns im Rahmen dieses
Arbeitsblatts beschdftigen.

Das Auftreten von Ausdriicken, die wir heute ,,komplexe Zahlen nennen, hat historisch viel mit
dem Auflosen von zunéchst quadratischen Gleichungen zu tun, bei deren Losung negative Zahlen
unter einer Wurzel auftreten konnen (Erldutere!).

e Das Griechische Altertum

Einen ersten Hinweis auf negative Zahlen unter der Wurzel findet sich bei
Heron (um 62 n. Chr.). Er versucht die Hohe eines quadratischen
Pyramidenstumpfes zu bestimmen, dessen Grundfldche die Seite 28 Ful,
dessen Deckfliche die Seite 4 Full und dessen Kanten je 15 Fuf3 lang sind.

Aufgabe 1: Zeige, dass man beim Losen dieser Aufgabe auf den
Ausdruck —63 stoBt!

Heron rechnet in der Folge einfach mit V63 weiter; wir wissen nicht, ob er dies aus Versehen tut
oder ob er die Unmdglichkeit des Ausdrucks nicht erkennt.

Auch Diophant (3. bis 4. Jahrhundert n. Chr.) erhilt Gleichungen, deren Losungen negative Zahlen
unter der Wurzel beinhalten wiirden. Er geht jedoch auf die Losungen dieser Gleichungen nicht ein.

Erst in der indischen Mathematik tritt ein Problembewusstsein fiir negative Zahlen unter der Wurzel
auf. So schreibt Bhaskara im 12. Jahrhundert ausdriicklich: ,,Es gibt keine Quadratwurzel aus einer
negativen Grofle, denn diese ist kein Quadrat.*

« Geronimo Cardano

Der erste Ansatz, negative Gro3en unter der Wurzel zuzulassen, findet sich bei Geronimo Cardano.
Im 37. Kapitel seines 1545 erschienen Hauptwerks Ars Magna versucht er, die Zahl 10 so in zwei
Teile zu zerlegen, dass deren Produkt 40 ergibt.

Aufgabe 2: Finde Losungen fiir die Aufgabe Cardanos und schreibe diese unter
Verwendung von Wurzeln aus negativen Zahlen.
Mache anschliefend die Probe, indem du diese Ausdriicke in die urspriingliche
Gleichung einsetzt!

Cardano rechnet ebenfalls mit diesen ,,radices minus* (,,negativen Wurzeln®), fiigt jedoch hinzu,
dass sie nur rein formale Grofen seien, die nicht unter den Gesetzen der Rechenoperationen stehen
und auch keine Deutung zulief3en.

12

12



* Raphael Bombelli

Weitere Motivation, sich mit negativen Zahlen unter einer Wurzel zu beschiftigen, lag in einer
Formel von Cardano, die das Aufldsen von Gleichungen dritten Grades gestatten sollte. Raphael
Bombelli betrachtete 1572 dabei die Gleichung x* = 15x + 4, von der sich durch Einsetzen schnell
zeigen ldsst, dass 4 eine Losung ist.

Die Formel von Cardano liefert fiir die Losung jedoch den Ausdruck V2+-121432-V-121,
in dem die Wurzel aus —121 vorkommt und fiir den man daher vermutlich frither gesagt hitte, es
gébe keine Losung. Konnte sich die 4 irgendwie in diesem Ausdruck verstecken?

Aufgabe 3: Berechne (2+—1) und (2—\—1)’ und zeige mit den Ergebnissen, dass
tatsichlich gilt: V2+V—121+Y2—V—121 = 4

Bombelli verrit uns nicht, wie er auf 2+v—1 gekommen ist, es 6ffnete sich aber eine Chance, die
»imagindren* Ausdriicke, wie sie Descartes spiter nannte, doch noch auf etwas Reelles
zuriickzufiihren.
Gottfried Wilhelm Leibniz entdeckt im Anschluss an Bombelli die Formel

V14+vV=3+y1—v/3=16 und bereichert uns durch eine mystische Schilderung der imaginiren
GroBen. Er nennt sie 1702 eine ,,feine und wunderbare Zuflucht des gottlichen Geistes, beinahe ein
Zwitterwesen zwischen Sein und Nichtsein.

e Leonhard Euler

Im Zuge des 18. Jahrhunderts begann man, das Imaginére auch auf hohere
Gebiete der Mathematik auszudehnen. 1748 zeigte Leonhard Euler in seiner
Introductio in analysin infinitorum einen bemerkenswerten Zusammenhang
zwischen der Exponentialfunktion ¢* und den Winkelfunktionen sin(x) und
cos(x), die Euler'sche Formel:

e =cos(x)+i-sin(x)

Das Symbol i fiir die imagindre Einheit (i = —1) wird dabei erstmals von Euler
verwendet. Mit Hilfe dieser Formel war es nicht nur mdglich Funktionen, die urspriinglich nichts
miteinander zu tun zu haben schienen, zu verbinden, man konnte iiber die Euler'sche Formel auch
rein reelle Ergebnisse z. B. tiber Winkelfunktionen erhalten.

Es gelten etwa die folgenden Summensitze:
sin(x+y)=sin(x)cos(y)+cos(x)sin(y) cos(x+y)=cos(x)cos(y)—sin(x)sin(y)

Mit der Euler'schen Formel lassen sich diese schnell beweisen:
cos(x+y)+isin(x+y) = ™" = e™e¥ = (cosx+i-sinx)(cosy+i-siny) =
cos(x)-cos(y)+i-sin(x)- cos( )+1 cos (x)-sin (y)+i*sin (x)-sin(y) =

cos (x)cos (y)—sin(x)sin(y)+i-(sin(x)cos(y)+cos(x)sin(y))

Vergleicht man nun die Real- und Imaginérteile des ersten Ausdrucks der Rechnung mit denen des
letzten, so ergeben sich tatsdchlich die oben dargestellten Formeln.



Aufgabe 4: Stelle analog zu den gerade behandelten Beziehungen Formeln fiir sin(x—y) und

cos(x—y) auf!

Neben den dargestellten Zusammenhédngen wurden in dieser Zeit auch Beziehungen zwischen dem
Logarithmus und den Winkelfunktionen gefunden. Jedoch gelangen diese Verbindungen immer nur
unter Zuhilfenahme von imagindren Grof3en, was diese zwar immer bemerkenswerter erscheinen
lieB, zu ihrer Bedeutung im Sinne einer Interpretation aber wenig beitrug. Man rechnete am Ende
des 18. Jahrhunderts unbefangen mit ihnen, konnte aber iiber ihr Wesen genauso wenig aussagen

wie die Mathematiker 250 Jahre zuvor.

e Carl Friedrich GauB

Erst mit Beginn des 19. Jahrhunderts trat langsam eine Besserung ein, indem
versucht wurde, die imagindren Groen geometrisch zu deuten und sich somit
ein Bild von ithnen zu machen.

Nachdem bereits mehrere andere Mathematiker Vorarbeiten geleistet hatten,

gelang es Carl Friedrich GauB}, seiner geometrischen Interpretation nachhaltige

Durchsetzungsféhigkeit zu verleihen. "

GauB fiihrte die nach ihm benannte Zahlenebene ein und
erklérte die komplexen Zahlen als Punkte in dieser Ebene.
Er stellte aber auch einen streng algebraischen Begrift der
komplexen Zahlen auf und zeigte, nach welchen Regeln
man mit ihnen zu rechnen hatte und wie sich diese Regeln
in der geometrischen Darstellung widerspiegelten.

invirteil

Das Wort ,,komplexe Zahl* wurde dabei durch GauB ein — =3 =3 =
verbreiteter Ausdruck.

Durch die geometrische Deutung und die Vereinbarkeit
mit den Rechenregeln wurden die komplexen Zahlen
schlieBlich vollstindig akzeptiert. Hermann Hankel, der

die Theorie der komplexen Zahlen spéter weiterentwickelte, meinte zu ihrer Unmdglichkeit einmal

(nach Kaiser 2006, S. 128):

-3

4

»Als unmoglich gilt dem Mathematiker streng genommen nur das, was logisch

unmoglich ist, d. h. sich selbst widerspricht ... . Nachdem aber die Zahlen a+b+v—1
eine geometrische Darstellung gefunden haben, und ihre Operationen geometrisch
gedeutet worden sind, kann man dieselben in keiner Weise als unmoglich bezeichnen.*

Tatsdchlich konnten in den Naturwissenschaften zahlreiche Anwendungen fiir die komplexen
Zahlen gefunden werden. In der Elektrotechnik erleichterten sie bald die Berechnung von
Schaltkreisen. In der Quantenmechanik wurden sie zu einem Mittel, die Natur {iberhaupt erklaren

zu konnen.

Nicht zuletzt eroffnete sich innerhalb der Mathematik die neue Disziplin der Funktionentheorie
(oder komplexe Analysis), innerhalb derer man Zusammenhénge fand, die mit rein reellen

Betrachtungen nicht entdeckt werden hétten konnen.

Realteil



Losungsblatt ,,Zwischen Sein und Nichtsein

Aufgabe 1:
In dem fetteingezeichneten Dreieck berechnen wir mit Hilfe des 12
Satzes von Pythagoras zunédchst die Hohe h:

152 =122+ h2
15
also  h=v15"-12"=81=9

Nun konnen wir in einem weiteren rechtwinkeligen Dreieck die
Hohe h bestimmen. Erneute Anwendung des Satzes von Pythagoras liefert:

12

he =122+

somit  h=vh’—12’=19"—12’=1/—-63

Die geometrische Interpretation dieses Ergebnisses ist, dass
ein Pyramidenstumpf mit den angegebenen Maflen nicht
existiert.

Aufgabe 2:
Die Zahl 10 soll so in zwei Teile zerlegt werden, dass ihr Produkt 40 ergibt. In heutiger
Schreibweise fiihrt das auf die Gleichung

x-(10—x)=40

10x —x*=40

x’—10x+40=0
X,,=5+v25-40=5+~-15

Einsetzen der ersten Losung in die urspriingliche Gleichung und naives Rechnen ergibt

(5+V=15)-(10—(5+v=15)) =[5 +V=15)-(5—V=15)=25—5V=15+5 V=15 (V= 15) =25 (~ 15)=40

Es scheint also 5++/—15 tatsichlich eine Losung der Gleichung zu sein.

Aufgabe 3:

Wir verwenden die binomischen Formeln:  (a+b)’=a’+3a’b+3ab’+b’

(a—b)=a’-3a’b+3ab’—b’



Damit erhalten wir:

(24V=1)=8+3-4V=14+3-2. (V=1 +(V=1) =8+12V=T—6—V—1=2+11~1
Wir haben verwendet, dass (ﬁ)3=(ﬁ)2\/——1 =(—1)—1=—y-1 gilt.

Analog erhilt man (2—y—1’=2—11v=1

Wir wissen also nun umgekehrt, dass 32 +11vV—1=2+v—1 und ¥2-11V—1=2—-v—1.

Also ergibt sich

D2+ 11V=1+V2—11V=1=24+V=1+2—V—1=4

Aufgabe 4:
Wir fithren die analoge Rechnung fiir sin(x—y) und cos(x—y):
cos(x—y)+i-sin(x—y) = ™Y = ™™ = (cos(x)+i-sin(x))-(cos(y)+i-sin(—y))

Da sin(—y) = — sin(y), folgt

(cos(x)+i-sin(x))-(cos(y)—i-sin(y)) =

cos (x)-cos(y)+i-sin(x)-cos(y)—i-cos(x)-sin(y)—i*sin(x)-sin(y) =
cos(x)cos(y)+sin(x)sin(y)+i-(sin(x)cos(y)—cos(x)sin(y))

Durch Vergleich der Real- und Imaginérteile des ersten und letzten Terms erhélt man

cos(x—y) = cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y) und
sin(x—y) = sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y).
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7. Die Vereinigung zweier Gedankenwelten

* Geeignet fiir: ab der 5. Klasse AHS
* Geschiitzter Zeitaufwand: 1 — 2 Unterrichtseinheiten
* Erforderliche Vorkenntnisse: - Basiskenntnisse im Umgang mit rechtwinkeligen

Koordinatensystemen

Grundkenntnisse der Verwendung von Gleichung zur

Beschreibung mathematischer Zusammenhénge

Kenntnis des Satzes von Pythagoras

Erfahrung im Lesen mathematischer Erlduterungen

Féhigkeit zur inhaltlichen Recherche von Themen mit
Hilfe von Biichern und dem Internet

Historische Aspekte und Methoden: A1, A3, AS, M2

Umfang: 3 Seiten Arbeitsblatt, 2 Seiten Losungen

Didaktischer Kommentar

Das Arbeitsblatt ,,Die Vereinigung zweier Gedankenwelten‘ lenkt die Aufmerksamkeit auf die
Frage, wie es moglich ist, geometrische Objekte durch Gleichungen zu beschreiben.

In der Schule arbeiten wir bereits in der Unterstufe mit Geraden, Strecken, Kreisen und ihren zwei-
bzw. dreidimensionalen Zusammensetzungen wie Dreiecken, Prismen, Kegeln usw. In der vierten
Klasse taucht bei der Einfiihrung von Funktionen zum ersten Mal die Gleichung einer Geraden auf.
In der fiinften Klasse werden Funktionsterme und deren zugehorige Graphen untersucht und
spétestens in der siebenten Klasse haben es die Schiilerinnen und Schiiler mit den Gleichungen von
Kreisen, Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln zu tun. Hier werden dann meist die {iblichen
Schnittaufgaben sowie Abstands- und Winkelberechnungen durchgefiihrt. Der gedanklich kritische
Punkt bei der Durchfiihrung dieser Aufgaben ist die Verbindung der geometrischen Figuren mit den
Gleichungen. Was haben diese beiden Objekte miteinander zu tun; wie soll man sich etwa die
Gleichung einer Ellipse vorstellen?

An dieser Stelle setzt das Arbeitsblatt an, indem es erldutert, wie René Descartes und Pierre de

Fermat im 17. Jahrhundert genau diese Fragestellungen behandelten und zu Ergebnissen kamen, die
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sich fiir die weitere Entwicklung der Mathematik als auch ihrer Anwendungen als enorm wertvoll
erwiesen. Zunichst ist es wichtig zu betonen, dass die Zusammenfiihrung von Geometrie und
Algebra eine bedeutsame Leistung war, die man keineswegs als selbstverstédndlich ansehen kann.
Auf der ersten Seite des Arbeitsblatts wird daher zunédchst erldutert, warum das Studium von
Kurven zur damaligen Zeit so aktuell war und wie Descartes und Fermat auf die Idee kamen, die
Geometrie und die Algebra miteinander zu vereinen. Anschlieend folgt allgemein das Prinzip, wie
es Descartes gelang, geometrische Objekte durch Gleichungen zu beschreiben, welches durch das
Beispiel einer Geraden illustriert wird. Dieser ganze Abschnitt ist zum Lesen und Verstehen
konzipiert. Die Lernenden sollen insbesondere die mathematischen Uberlegungen gedanklich
nachvollziehen und anhand des Beispiels selbststéindig erldutern konnen.

Im Anschluss folgen zwei Aufgaben, bei denen die Schiilerinnen und Schiiler die Gleichung einer
Geraden und die eines Kreises finden sollen. Die mathematischen Anforderungen sind dabei eher
gering, es geht mehr um die schriftliche Erlduterung des Prinzips. Entsprechende Aufforderungen
sind daher auch in den Aufgabenstellungen enthalten.

Der Rest des Arbeitsblatts widmet sich dem umgekehrten Gedanken, namlich, dass jede Gleichung
in x und y theoretisch als Kurve dargestellt werden kann. Nach einem Beispiel mit entsprechender
Erlauterung werden die Lernenden aufgefordert, selbst eine Kurve zu zeichnen. Es handelt sich
dabei um die versiera di Agnesi, eine Kurve, die nach der italienischen Mathematikerin Maria
Agnesi benannt ist. Zum Abschluss werden die Schiilerinnen und Schiiler aufgefordert, einige
historische Gegebenheiten zu Maria Agnesi und dieser Kurve zu recherchieren.

Da fast in der gesamten Oberstufe geometrische Objekte durch Gleichungen behandelt werden,
kann das Arbeitsblatt auch bereits ab der flinften Klasse an einer passenden Stelle in den Unterricht
integriert werden. Es empfiehlt sich, den Aspekt der Verbindung zwischen Gleichungen und
geometrischen Figuren immer wieder zu betonen und zu verdeutlichen, da er ja auch eine
wesentliche Rolle bei Schnittaufgaben, Tangenten und fast allen anderen Bereichen der analytischen
Geometrie spielt. Nicht zuletzt ist es dank der Behandlung geometrischen Fragestellungen mit Hilfe
von Gleichungen mdglich, in hoherdimensionale Rdume vorzudringen, die sich unserer

Anschauung entziehen.

Hintergrundinformation
In diesem Abschnitt werden einige biografische Daten und Informationen zur Philosophie
Descartes' gegeben.

René Descartes wird 1596 in der franzosischen Provinz geboren. Sein Vater ist Jurist, die Mutter
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stirbt, als René zwei Jahre alt ist. Bis zu seinem achten Lebensjahr lebt er bei seiner GroBmutter,
dann tritt in das Internat des Jesuitenkollegs La Fléche ein, in dem der junge Adelige seine erste
umfangreiche Ausbildung erhélt. Wegen seines schlechten Gesundheitszustands darf er dort bis

11 Uhr im Bett bleiben, eine Gewohnheit, die er zeit seines Lebens nicht mehr dndert. Schon in La
Fleche liebt er die Mathematik ,,wegen der Sicherheit und Evidenz ihrer Beweisegriinde®. Einer
seiner Lehrer ist Marin Mersenne, der ihm auch fiir sein weiteres Leben ein guter Freund bleibt. Der
Unterricht in der damals noch aktuellen scholastischen Philosophie und der Physik hinterldsst bei
Descartes allerdings einen unbefriedigenden Eindruck. Nach der Schulzeit sieht er sich ,,verstrickt
in Zweifel und Irrtlimer*.

Descartes studiert zundchst Jura und tritt dann 1618 in den Militdrdienst in den Niederlanden ein.
Die Republik hat eine moderne Armee zusammengestellt, um sich gegen die Herrschaft der Spanier
zur Wehr zu setzen. In der Garnison Breda nimmt Descartes, wie viele andere junge Adelige, an den
ersten Feldziigen des DreiBigjdhrigen Krieges teil. Er verbringt auch viel Zeit damit nachzudenken
und glaubt sogar zwischenzeitlich, die ,,Grundlagen der wunderbaren Wissenschaften* entdeckt zu
haben. Spater schlief3t er sich dem Herzog von Bayern an, der gegen die protestantischen
Aufstindischen in B6hmen kdmpft, quittiert dann aber 1620 den Dienst und beginnt eine ldngere
Reisezeit durch Ungarn, Deutschland, Holland und Italien, an deren Ende er zuriick nach Frankreich
kehrt. Dort wagt er 1625 zum ersten Mal, seine Ideen einem gelehrten Publikum zu préisentieren.
Beim Vortrag eines bekannten Wissenschaftlers bringt sich Descartes in die anschlieSende
Diskussion ein und spricht davon, eine neue von der Methode des Vernunftgebrauchs geleitete
Philosophie entwickeln zu wollen, mit der man zu sicheren Erkenntnissen gelangen kdnne. Das
Publikum ist von Descartes' Argumentation begeistert und fiebert schon bald der ersten
Veroftentlichung des Neulings entgegen.

Der jedoch verldsst Frankreich und geht 1628 in die Niederlande. In dem mittlerweile
republikanischen Land hofft er wohl mehr Ruhe und Zeit fiir seine Studien zu finden. Aufgrund
eines Erbes ist er finanziell unabhéngig und kann es sich leisten, oft ganze Tage im Bett mit
Nachdenken zu verbringen. Sein in Paris begonnenes Werk 7raité du monde (Abhandlung iiber die
Welt) bricht er jedoch ab und widmet sich mehr praktischen Studien wie Anatomie, Physik und
Mathematik. Er entwirft eine Prazisionsschleifmaschine fiir optische Linsen und plant den Bau
einer bemannten Flugmaschine. 1633 zieht er sein naturphilosophisches Werk Le monde (Die Welf)
vom Druck wieder zuriick, als er erfahrt, dass Galilei wegen dhnlicher Thesen Probleme mit der
Inquisition bekam und eingesperrt wurde. Descartes' Freunde konnen ihn aber schlieBlich 1637
doch iiberreden, seine Ideen (zunédchst anonym) schriftlich zu verdffentlichen. Seine Discours de la

méthode pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences (Abhandlung tiber die
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Methode seine Vernunft richtig zu gebrauchen und die Wahrheit in den Wissenschaften zu suchen)
enthdlt neben dem philosophischen Teil drei Anhénge (La Dioptrique, Les Météors, La Géometrie),
in denen Descartes die praktische Anwendung seiner allgemeinen Methode auf verschiedene
Wissenschaften zeigt. Discours de la méthode erregt einige Aufmerksamkeit, und obwohl sich
schnell herumspricht, wer der Autor ist, wird er von der Inquisition nicht zensiert.

Dennoch erfihrt Descartes bald, dass die Jesuiten in Frankreich seine Schrift heftig bekdmpfen.
Vielleicht verdftentlicht er deshalb 1641 die Meditationes de prima philosophia, in denen er einen
Gottesbeweis ins Zentrum stellt. Mit diesem Werk wird Descartes zu einem gefeierten Philosophen,
iber dessen Gedanken auf den Hofen der Fiirsten diskutiert wird. Neben seinen Ideen zeigt er auch,
wozu die franzosische Sprache im prazisen Ausdruck und in der klaren Beschreibung von
Gedanken fahig ist.

Spéter setzt sich Descartes immer wieder mit Kritikpunkten zu seiner Lehre, die von anderen
Philosophen kommen, auseinander. Als ihn 1648 ein Student besucht und ihn um Klarstellungen zu
einigen Details seiner Schriften befragt, gibt er bereitwillig Auskunft. Im Jahr 1649 nimmt
Descartes schlief8lich eine Stelle als personlicher Lehrer der Konigin Christine von Schweden an
und reist nach Stockholm. Dort muss er mit seiner Gewohnheit des spdten Aufstehens brechen, da
die Kdnigin es bevorzugt schon beim Friihstiick um 5 Uhr in einer kalten Bibliothek mit ihm {iber
philosophische Probleme zu diskutieren. Auf den Spaziergéngen zu diesen frithen Treffen zieht er

sich schon im ersten Winter eine Lungenentziindung zu und stirbt am 11. Februar 1650 daran.

Descartes' Philosophie

René Descartes' Philosophie beginnt vermutlich mit dem Zweifel. Nach seiner Ausbildung in La
Fleche erkannte er, dass die angeblichen Wahrheiten, die man ihm prisentiert hatte, auf wackeligen
Beinen standen. Die Tradition, die Gewohnheit und nicht zuletzt die Autorititen, die nicht nur in
den Religionen, sondern auch in den Wissenschaften den Ton angaben (etwa Aristoteles), schienen
ihm keine Garantien fiir Wahrheiten zu geben. Er distanzierte sich auch von damals verbreiteten
Lehren des Okkulten, die die Welt durch Eigenschaften und Kréfte zu beschreiben suchten, die
hinter den offensichtlichen Eigenschaften versteckt waren. Man miisse, so Descartes, allein durch
die Vernunft geleitet eine Methode entwickeln, die es einem erlaubt, unwiderlegbare Wahrheiten zu
finden. Seine ganze Philosophie ist durchzogen von dieser Forderung einer radikalen, wissen-
schaftlichen Erneuerung.

Auf seinen Reisen durch Europa beschéftigte sich Descartes in hohem Ausmaf} damit, eine
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Methode zu ersinnen, die das von ihm Verlangte leisten konnte. Inspiriert wurde er dabei von der
Arbeit der Mathematiker, die von einfachen, unmittelbar einsehbaren Axiomen ausgingen und alle
weiteren Erkenntnisse auf diesen Axiomen durch streng deduktives Schlielen aufbauten. Im
zweiten Teil seiner Discours de la méthode formuliert er vier Regeln, die den Kern seiner Methode
darstellen. (1) Er wollte zunichst niemals eine Sache als wahr annehmen, ,,die ich nicht als solche
sicher und einleuchtend erkennen wiirde, [...] und in meinen Urteilen nur so viel [...] begreifen,
wie sich meinem Geist so klar und deutlich darstellen wiirde, dass ich gar keine Moglichkeit hétte,
daran zu zweifeln®. (2) Das zweite Prinzip war, groflere Probleme in kleinere zu unterteilen, (3) das
dritte war, allméhlich vom Einfachen zum Komplexen aufzusteigen und am Ende (4) miisse man
die gesamte Argumentation so genau iiberpriifen, ,,dass ich sicher wire, nichts auszulassen®.

Nun musste Descartes aber jene einfachsten Wahrheiten finden, die ohne Zweifel und fiir jedermann
unmittelbar einsehbar waren. Er stiitzte sich dabei auf die einzige Quelle, die seine Zweifel
unangetastet gelassen hatte, das Bewusstsein seiner selbst, und gab vier Axiome an, die er zur
Grundlage seiner Philosophie machte und die beriithmt wurden: (a) Ich denke, also bin ich (je pense,
donc je suis, cogito ergo sum), (b) jede Wirkung muss eine Ursache haben, (¢) ein Effekt kann nicht
groBer sein, als seine Ursache und (d) die Ideen der Vollkommenheit, des Raums, der Zeit und der
Bewegung sind dem Geist eigen.

Nun konnte Descartes beispielsweise folgendermallen argumentieren (Kline 1953, S. 162): Da der
Mensch so wenig weil3 und so viel zweifelt, ist er kein vollkommenes Wesen. Sein Geist besitzt
jedoch nach (d) die Idee von Vollkommenheit und damit auch die Idee eines vollkommenen
Wesens. Wegen (c¢) kann die Idee des vollkommenen Wesens aber nicht aus dem Geist des
Menschen stammen, sondern muss von eben so einem vollkommenen Wesen herriihren, das Gott
ist. Daher existiert Gott. Nachdem ein vollkommener Gott uns nicht tiuschen wiirde, konnen wir
darauf vertrauen, dass unsere Intuition ein paar Wahrheiten liefern wird. Deshalb miissen die
Axiome der Mathematik, die unsere klarsten Intuitionen darstellen, Wahrheiten sein. Die Sitze und
Folgerungen aus diesen Axiomen sind teilweise nicht mehr intuitiv einsehbar. Descartes
argumentiert jedoch auch hier mit einem Gott, der uns nicht tduschen wiirde. Daher sind auch die
mathematischen Sitze Wahrheiten, die Angaben {iber die reale Welt machen.

Intuition und Deduktion sind zwei Denkweisen, auf die Descartes hier aufbaut und die immer
wieder in seinem Werk vorkommen. Bedeutsame Theorien stellt er auch noch im Bereich der
Naturphilosophie und der Metaphysik auf, von denen jedoch einige bereits von Zeitgenossen heftig
kritisiert wurden. Er spricht sich etwa fiir eine radikale Trennung von Korper und Geist aus, kann
aber nie zufriedenstellend erkldren, wie die Beziehung zwischen diesen beiden Entitéten

beispielsweise beim Menschen aussieht.
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In vielen Bereichen ist René Descartes ein Wegbereiter und stof8t Diskussionen an, die die
Wissenschaftler im 17. und 18. Jahrhundert noch beschéftigen sollten. Neben seiner Tétigkeit als
Denker darf man nicht vergessen, dass Descartes auch praktizierender Wissenschaftler war. Seine
Erkenntnisse im Bereich der Optik, der Anatomie und der Astronomie waren bedeutend. In der
Mathematik fiihrt er die Analytische Geometrie ein, 16st damit das Problem von Pappus und des
Vier-Kreise-Satzes iiber Apollonische Kreise. Aulerdem findet er eine Vorzeichenregel fiir
Polynome, die eine Beziehung herstellt zwischen der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms und
seinen Koeffizienten: Die Anzahl der positiven Nullstellen ist gleich der Anzahl der
Vorzeichenwechsel in der Zahlenfolge der Koeffizienten oder um eine gerade Anzahl geringer. Sind
die Nullstellen reell, gilt die Gleichheit. Der Beweis dieser Regel erfolgt erst spater durch Carl
Friedrich GauB3.

Mit seinen mathematischen Leistungen schuf sich René Descartes in jedem Fall ein bleibendes
Andenken — im Gegensatz zu seiner Philosophie, die, wie die meisten Philosophien, irgendwie auf

ihre Zeit beschrankt bleibt.

Pierre de Fermat und seine Rolle bei der Entwicklung der Analytischen Geometrie

Im Gegensatz zu Descartes nahert sich Pierre Fermat der Mathematik nicht von der philosophischen
Richtung, sondern betreibt sie als privaten Zeitvertreib. Beruflich bekleidet er im Laufe seines
Lebens verschiedene hohe Amter als Jurist am obersten Gerichtshof in Toulouse. Eines dieser
Amter erlaubt es ihm sogar, sich fortan ,,de Fermat zu nennen.

Fermat unterhilt Kontakte zu einigen Mathematikern seiner Zeit und stellt diesen immer wieder
Probleme, die er selbst schon geldst hat. Er liefert wesentliche Beitrdge zur Differentialrechnung,
begriindet mit Blaise Pascal in Briefwechseln die Wahrscheinlichkeitstheorie und entwickelt das
nach ihm benannte Prinzip in der Optik, nach dem ein Lichtstrahl beim Ubergang zwischen zwei
Medien den ,,schnellsten®, nicht den kiirzesten, Weg nimmt.

Was die analytische Geometrie betrifft, so entwickelt Fermat im Vergleich zu Descartes schon einen
hoheren Grad in der Klarheit der Darstellung, der systematischen Zusammenfassung des Stoffs und
der Aufstellung einer festen Symbolik. Tatséchlich findet man im Werk von Descartes etwa keine
allgemeinen Gleichungen von Geraden oder anderen Kurven. Er verwendet zwar die Algebra in
Form von Gleichungen zur Losung seiner geometrischen Probleme, gibt aber keine generalisierte
Aufstellung iiber den Zusammenhang zwischen Gleichungen und Kurven.

Fermat verwendet bereits durchgehend ein rechtwinkeliges Koordinatensystem und verwendet flir
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die Unbekannten Grofen die Vokale A und E und die bekannten GroBen die Konsonanten B, D, G
usw. Die allgemeine Gleichung einer Geraden sieht daher bei Fermat so aus:

DR-A)=BE [heute: a-(¢c — x) = b-y]

Fiir die Kreisgleichung mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung schreibt er

B2—A*=E? [heute: r* — x* = y?]

Gleichungen fiir die anderen Kegelschnitte sowie die Asymptoten der Hyperbel folgen in dhnlicher
Art und Weise, wodurch man sieht, wie weit Fermat in der Darstellung schon fortgeschritten war.
In manchen Quellen wird behauptet, dass Fermat seine Arbeiten (insbesondere die Abhandlung
Isagoge ad locos planos et solidos) auf diesem Gebiet schon vor Descartes abgeschlossen hatte.
Einige Kommentare Fermats lassen darauf schlieen, dass seine Kenntnisse zur Analytischen
Geometrie bis ins Jahr 1629 zuriickgehen. Falls dies stimmt, so hat er sie jedoch zu diesem
Zeitpunkt nicht verdffentlicht, was Descartes mit seinem 1637 erschienen La Géometrie doch

rechtméfig zum Vater der analytischen Geometrie macht.

Quellen

Die Darstellung der Idee von Descartes und Fermat auf dem Arbeitsblatt verdanke ich groBteils
Kline 1953, S. 159 — 171. Die Informationen zu Maria Agnesi stammen aus Grinstein, Campbell
1987.

Fiir die Beschreibung der biografischen Fakten zu Descartes und Fermat wurden Mischer 2008
sowie Strick 2009, S. 34 — 37 verwendet. Zur Philosophie Descartes' standen mir wiederum Kline
1953 sowie Perler 2010 zur Verfiigung.

Die Darstellung der mathematischen Ausfithrungen Fermats entnahm ich Troptke 1903, S. 418 —
420.

Das Bild von Descartes stammt aus dem Wikipedia Artikel:
http://de.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
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Die Vereinigung zweier Gedankenwelten

Zu Beginn des 17. Jahrhunderts gab es in der Mathematik im Wesentlichen zwei
Bereiche, innerhalb derer sich die Mathematiker bewegten: die Geometrie mit ihrer
groBen Tradition, welche sich mit Geraden, Kreisen und ihren Eigenschaften befasste;
und die noch vergleichsweise junge Disziplin der Algebra, die in Form von Gleichungen
mittels einer Buchstabensprache ihre Probleme behandelte.

Es waren René Descartes und Pierre de Fermat, die auszogen, diese beiden scheinbar
gegensdtzlichen Denkmuster zu vereinen.

Der Ausgangspunkt fiir die Beschéftigung mit der Zusammenfiithrung der
Geometrie und Algebra war das Studium von Kurven. Am Anfang des 17.
Jahrhunderts wurden beispielsweise die Bahnen der Planeten als Ellipsen
erkannt, die der Kometen als Parabeln. Die Kurve, die ein Objekt beschreibt,
das geworfen oder geschossen wird, wie etwa eine Kanonenkugel, ist ebenfalls
eine Parabel. Die Linien, die Lichtstrahlen durch die Atmosphire beschreiben,
waren fiir Kiinstler und Astronomen interessant, wihrend die Kriimmung von
Linsen fiir die Herstellung von Brillen, Teleskopen und Mikroskopen studiert
wurde.

An dieser Stelle betraten René Descartes und sein Landsmann Pierre de Fermat das Bild. Sie
erkannten, dass die geometrischen Ausfiihrungen der alten Griechen weder die benétigten
Informationen bereitstellen konnten, noch eine allgemeine Methode, wie man zu neuen
Erkenntnissen gelangen kann, lieferten. Die Algebra wurde ebenfalls kritisiert, weil sie aus so vielen
abstrakten Formeln und Regeln bestand, die nicht dazu geeignet schienen, ,,den Geist zu fordern*.
Descartes wusste jedoch auch, dass die Geometrie Wissen und Wahrheiten tiber die reale Welt
beinhaltete und dass es die Algebra erlaubte, mit unbekannten Gréfen in systematischer Weise
umzugehen, um dann allgemeine Methoden herzuleiten.

Descartes und Fermat schlugen also vor, das jeweils Beste aus der Geometrie und der Algebra zu
nehmen und die Unzulédnglichkeiten der einen Disziplin mit den Stirken der anderen zu
kompensieren.

Die nachfolgende Darstellung gibt die Idee der beiden Mathematiker wieder, folgt aber nicht streng
den Ausfiihrungen des einen oder des anderen.

Denken wir uns eine beliebige Kurve gegeben, wie etwa die im unteren Bild. Man kann sich
vorstellen, dass eine solche Kurve durch einen Punkt P entsteht, der an der Spitze einer vertikalen
Strecke PQ liegt. Bewegt sich die Linie nach rechts, so
bewegt sich der Punkt P je nach Form der Kurve nach oben
oder unten. Also kann jede Kurve dadurch beschrieben
werden, dass man die Bewegung eines Punktes angibt, der
sich auf einer Strecke auf und ab bewegt, wihrend sich die
Strecke selbst nach rechts bewegt.

Soweit die geometrische Sichtweise. Wie kann man aber
nun die Kurve durch das Verhalten von P beschreiben?
Hierzu verwendete Descartes die Algebra: Wahrend sich die

o X Q Strecke PQ nach rechts bewegt, kann ihre Position durch
den Abstand von einem fixen Punkt O angegeben werden.
Diesen Abstand nennen wir x. Die Position des Punktes P kann durch den Abstand von der
horizontalen Geraden OQ beschrieben werden. Diesen Abstand nennen wir y. Nun kénnen wir fiir



jede Position des Punktes P einen x- und einen y-Wert angeben. Zwei verschiedene Kurven werden
sich bei gleichem x-Wert im Allgemeinen durch den y-Wert unterscheiden. Deshalb wird man die
Kurve durch irgendeine Beziehung zwischen den x- und y-Werten charakterisieren konnen, die fiir
die Punkte P dieser Kurve zutrifft, fiir eine andere Kurve aber im Allgemeinen nicht.

Sehen wir uns diese Idee anhand einer Geraden an. Um unsere Vorgangsweise zu systematisieren,
fiihren wir eine horizontale Gerade, die wir die x-Achse (oder 1. Achse), und eine vertikale Gerade,
die wir die y-Achse (oder 2. Achse) nennen, ein. Ihr Schnittpunkt ist der sogenannte Koordinaten-
ursprung O. Damit haben wir das klassische, kartesische Koordinatensystem erhalten.

Im Bild rechts sehen wir eine Gerade mit mehreren

Punkten P, P' und P" eingezeichnet. Man erkennt, dass fiir 5 Q
den Punkt P der Abstand x auf der 1. Achse doppelt so ‘
grof3 ist wie der Abstand y auf der 2. Achse. Fiir alle
weiteren Punkte der Geraden gilt aufgrund des p
Strahlensatzes ebenfalls:

x=2yodery="x ’

Wenn ein Punkt auf der Geraden liegt, so gilt fiir ihn die 4
Gleichung y = 7 x.

Umgekehrt muss ein Punkt Q, fiir den die Gleichung gilt,
auf der Geraden liegen, denn wére dies nicht der Fall, .
miisste sich der Punkt iiber oder unter der Geraden

befinden (siehe rechts). Dann gébe es aber einen weiteren Punkt Q, mit gleichem x-Wert wie Q, der
auf der Geraden liegt. Da aber y = !4 x den y-Wert eindeutig festlegt, muss Q; = Q sein, also Q auf
der Geraden liegen.

Wenn ein Punkt die Gleichung y = ' x erfiillt, so liegt er auf der obigen Geraden.

Die Gleichung y = '2 x représentiert damit alle Punkte, die auf der Geraden liegen, indem sie eine
Eigenschaft zwischen x und y angibt, den beiden Abstdnden, die jeweils auf der x- und der y-Achse
fiir jeden beliebigen Punkt auf der Geraden gemessen werden kdnnen. Die beiden Abstinde x und y
heillen die Koordinaten eines Punktes P und werden oft (x / y) geschrieben.

Aufgabe 1: Finde eine Gleichung fiir die Gerade, die durch den Koordinatenursprung geht
und mit der x-Achse einen Winkel von 45° einschlie3t. Erliutere in eigenen Worten,
warum diese Gleichung die Punkte auf der Gerade reprisentiert!

Dasselbe Prinzip lésst sich nun auch auf gekriimmte Kurven
erweitern. Wir betrachten etwa einen Kreis mit dem Radius r = 3,
wihlen einen beliebigen Punkt auf dem Kreis und zeichnen die
Koordinaten dieses Punktes ein.

Aufgabe 2: Zeichne weitere Punkte auf dem Kreis ein und

finde wie oben eine Gleichung, die ihre x- und y-
Abstinde miteinander in Beziehung setzt!
Erklire, wie die Gleichung die Kreislinie beschreibt!

Fermat und seine Nachfolger fanden auch Gleichungen zu vielen
weiteren, komplexeren Kurven. Der grof3e Fortschritt bestand
darin, dass man alles, was man bereits iiber Gleichungen wusste,




jetzt auf geometrische Problemstellungen anwenden konnte. Die schwierigsten geometrischen
Herausforderungen reduzierten sich bald auf das Ldsen einer oder mehrerer Gleichungen. Descartes
selbst fand Losungen zu einigen Problemen, die bis dahin niemand entdeckt hatte.

Die umgekehrte Idee, dass jede Gleichung als Kurve dargestellt werden konnte, folgte unmittelbar
anschlieBend an die obigen Uberlegungen.

Wenn wir eine Gleichung zwischen zwei Gréflen x und y zu Grunde legen, so kdnnen wir nun durch
die Einfiihrung des Koordinatensystems und die Interpretation der x- und y-Werte als Abstinde vom
Koordinatenursprung Punkte finden, deren x- und y-Koordinaten die Gleichung erfiillen.

Betrachten wir etwa die Gleichung y = 2 x2.

Das Koordinatenpaar (2 / 2) erfiillt die Gleichung, da
Y2 - 22 =1 -4 =2 und wir konnen den Punkt (2 / 2) in
ein Koordinatensystem eintragen. Dasselbe gilt z. B.
auch fiir (1/0,5), (-3/4,5) oder (4/8).

Zu einem beliebig vorgegebenen x-Wert ergibt sich
durch die Gleichung y = 2 x* sofort der zugehorige y-
Wert. Hat man geniigend Punkte eingezeichnet, lassen
sie sich zu einer durchgehenden Kurve verbinden.
Von dieser Kurve lésst sich zeigen, dass es sich um eine
Parabel handelt. Allgemein sind alle Kurven mit der
Gleichung y =ax>+bx+c (a,b,c €R,a#0)
Parabeln.

Im Folgenden wurden von verschiedensten Leuten unterschiedliche Gleichungen betrachtet und
untersucht, auf welche Kurven sie fithren. Ein etwas komplexeres Beispiel ist dabei die Gleichung
3
_ a
x'+a’

Aufgc(be 3: Stelle die Kurve, die diese Gleichung fiir a = 3 beschreibt, in einem Koordinaten-
system im Intervall [-6; 6] dar und beschreibe sie!

Diese Kurve wurde von der italienischen Mathematikerin Maria Agnesi im 18. Jahrhundert
untersucht und heifit nach ihr la versiera di Agnesi (im Deutschen auch manchmal die ,,Hexe der
Agnesi®).

Aufgabe 4: Recherchiere in Biichern oder im Internet zu Maria Agnesi und schreibe
5 — 10 Sitze iiber ihr Leben und die nach ihr benannte Kurve! Gib die verwendeten
Quellen an!
Zusammenfassend formulieren wir die Idee von Descartes und Fermat noch einmal biindig:
Zu jeder (hinreichend verniinftigen) Kurve existiert eine Gleichung, die die Punkte der Kurve
und damit sie selbst in eindeutiger Weise beschreibt. Umgekehrt kann jede Gleichung in x und y

als Kurve dargestellt werden, indem man x und y als Koordinaten ihrer Punkte interpretiert.

Dieses Prinzip war der neue Gedanke und kombiniert das Beste aus der Geometrie und der Algebra.



Losungsblatt ,,Die Vereinigung zweier Gedankenwelten*

Aufgabe 1:
Die Gerade, die mit der 1. Achse einen Winkel von 45° 5
einschlieft, ist rechts abgebildet.

Das Dreieck zwischen der Geraden und der 1. Achse ist

ein rechtwinkliges Dreieck, bei dem ein Winkel 45° hat. 3
Nachdem die Winkelsumme im Dreieck immer 180°
ergibt, muss auch der zweite, obere Winkel 45° sein.
Daraus folgt, dass das eingezeichnete Dreieck ein N

gleichschenkliges Dreieck ist und damit ist x genauso AV
groB ist wie y. S N [ R B
Dieser Gedankengang lésst sich fiir beliebige Punkte auf | X

der Geraden und beliebige Dreiecke, die man von diesen )

Punkten aus einzeichnen kann, fiihren. 2

Die Gleichung, die die Punkte auf der Geraden
beschreibt, lautet damit

y =X.

Mit dieser Gleichung werden aufgrund obiger Argumentation alle Punkte auf der Geraden
reprasentiert.

Aufgabe 2:

Fiir jeden Punkt auf dem Kreis lédsst sich
ein rechtwinkeliges Dreieck finden, das als P
Hypotenuse den Radius 5 und als Katheten

die Koordinaten des Punktes (x / y) hat. P
Nach dem Satz des Pythagoras gilt also fiir

jeden Punkt des Kreises 2 v

x2+y*=5% bzw. x*+y*=25.

Es gilt auch:

Alle Punkte mit der Eigenschatft, dass die
Summe der Quadrate ihrer x- und y-
Koordinaten 25 ergibt, liegen auf einem 5/
Kreis.

Das heif3t, die Kreislinie ist genau die
Menge aller Punkte (x / y), die die
Gleichung x* + y? = 25 erfiillen.




Aufgabe 3:
Um die Kurve in einem Koordinatensystem darzustellen, fertigen wir eine Wertetabelle an,
zeichnen die Punkte in ein Koordinatensystem ein und verbinden sie zu einer Kurve:

X Y
6 0,6 il
5 0,79 .
4 1,08
3 1,5
2 2,08
1 2,7
0 3 e
2 2,08
3 1,5
4 1,08
5 0,79
6 0,6

Die versiera di Agnesi ist symmetrisch beziiglich der y-Achse, besitzt ein (globales) Maximum bei
x = 0 mit dem y-Wert 3 und ist streng monoton wachsend in ] — oo; 0] sowie streng monoton fallend
in [0; oof.

Aufgabe 4:

Maria Agnesi (1718 — 1799): Maria Agnesi stammte aus einer wohlhabenden Maildnder Familie.
Der Vater entdeckte friih das Talent der Tochter und unterstiitzte ihre Studien, indem er
»akademische Abende* hielt, zu denen er Gelehrte der damaligen Zeit einlud, die dann iiber
wissenschaftliche und philosophische Themen diskutierten. Maria beteiligte sich schon friih an
diesen Veranstaltungen und konnte mit der Hilfe zahlreicher Lehrer schon bald profunde
mathematische Kenntnisse vorweisen. Im Jahr 1748 veroftentlichte sie das Werk, auf das sich ihr
Ruhm als Mathematikerin begriindet, die Instituzioni Analitiche. In diesem iiber 1000 Seiten starken
Buch, das von vielen Zeitgenossen im In- und Ausland gelobt wurde (etwa von Lagrange), schaffte
sie eine systematische Présentation der damaligen Kenntnisse zur Algebra, der Analytischen
Geometrie, der Differential- und Integralrechnung sowie zu Differentialgleichungen. Sie widmete
es Kaiserin Maria Theresia von Osterreich, die ihr als Dank Schmuck und Juwelen sandte. In dem
Buch enthalten ist auch die nach ihr benannte Kurve von Agnesi, fiir die sich schon Fermat und
Newton interessiert hatten. Durch einen Ubersetzungsfehler wird die Kurve im Deutschen und
Englischen manchmal die ,,Hexe der Agnesi genannt. Das intalienische /a versiera, das ,,Kurve*
bedeutet, wurde ndmlich als 'awersiera (,,Frau, die gegen Gott gerichtet ist; in weiterer Folge
,»Hexe*) gelesen.

In ihren spéteren Lebensjahren verschrieb sich Maria Agnesi dann der Theologie und gab Zeit,
Miihe und Geld, um den armen Menschen der Gesellschaft zu helfen.

Quellen:
Grinstein Louise, Campbell Paul [Hrsg.], Women of Mathematics, New York, 1987
Wikipedia: http://de.wikipedia.org/wiki/Versiera der Agnesi
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Kurzbeschreibung

In dieser Arbeit wird untersucht, wie die Integration von historischen Inhalten in den Mathematik-
unterricht diesen bereichern und zu einem authentischen Bild der Wissenschaft Mathematik bei den
Schiilerinnen und Schiilern beitragen kann.

Hierzu wirft der Autor zunéchst einen Blick auf die Geschichte des Mathematikunterrichts, um im
Anschluss zu zeigen, wie der derzeitige Osterreichische Lehrplan der Allgemeinbildenden Hoheren
Schulen die Behandlung historischer Inhalte ermutigt oder sogar vorschreibt. In weiterer Folge
werden fiinf konkrete Aspekte entwickelt und ausfiihrlich erldutert. Diese Aspekte (,,Reflektiver
Aspekt®, , Kreativer Aspekt®, , Interaktiver Aspekt®, ,,Affektiver Aspekt®, ,,Gender Aspekt™)
betreffen sowohl historische, mathematische und philosophische, als auch gesellschaftliche und
affektive Bereiche, sodass eine ganze Reihe von moglichen positiven Auswirkungen auf den
Mathematikunterricht sichtbar wird.

Daran anschlieBend werden verschiedene Methoden diskutiert, in welcher Weise geschichtliche
Inhalte im Unterricht vorkommen kénnen. Das Spektrum reicht hier von einfachen historischen
Kurzinformationen {iber Anekdoten und historische Rechenaufgaben bis hin zu Originaltexten, die
die Entwicklung mathematischer Teildisziplinen mitunter hautnah erleben lassen.

Im letzten Teil der Arbeit stellt der Autor schlielich sieben Arbeitsblitter zu dem ausgesuchten
Themenbereich ,,Gleichungen® zusammen und zeigt, wie man die zuvor entwickelten Prinzipien
und Moglichkeiten konkret fiir den Unterricht umsetzen kann. Es wurde darauf geachtet, alle
genannten historischen Aspekte in die Arbeitsbldtter zu integrieren und so eine abwechslungsreiche
Grundlage fiir all jene zu schaffen, die mehr von der langen Geschichte der Mathematik in ithrem
Unterricht erzédhlen wollen. Zu allen Aufgaben werden auf einem eigenstéindigen Blatt Losungen
angegeben. AuBlerdem findet sich jeweils ein didaktischer Kommentar fiir die Lehrerinnen und
Lehrer sowie umfangreiche historische Hintergrundinformation, wo dies sinnvoll oder spannend

erschien.
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Abstract

This paper examines the benefits one can expect from integrating historical content into the
education of mathematics. It argues that such an integration will result in a more authentic picture
of the science mathematics and that it will enrich and enliven an otherwise often abstract and dull
mathematics course.

At the beginning the author takes a look at the history of mathematical education and discusses the
way the current Austrian curriculum encourages or even dictates the use of historical content in the
Allgemeinbildenden Hoheren Schule (High School for General Education). Subsequently, five
concrete aspects are developed (“Reflective Aspect”, “Creative Aspect”, “Interactive Aspect”,
“Affective Aspect”, “Gender Aspect”), which include areas of history, mathematics and philosophy
as well as society and motivation. Thus, a wide variety of possible applications is shown.
Afterwards the author discusses methods how historical subjects can be incorporated in an existing
mathematics course. The possibilities range from simple short notes, anecdotes and historical
problems to original texts written by actual mathematicians which can make students experience the
development of certain mathematical disciplines at first hand.

In the last part of the paper the author assembles seven work sheets which display possible
realisations of the aspects that were discussed beforehand. This is done by means of the selected
subject “equations”. Special care was put in assuring that all aspects are included so that anyone
who wants to tell more of the long history of mathematics receives a sound base of great variety.
Every work sheet is accompanied by an independent sheet of solutions. In addition, a didactical
commentary and extensive background information for teachers are provided where it seemed

reasonable and interesting.
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