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Vorwort�Es ist das Spiel und nur das Spiel, das den Mens
hen vollständig ma
ht.�Friedri
h S
hiller (1759 � 1805)Wie man diesem Zitat entnehmen kann, erkannte bereits Friedri
h S
hiller,dass das Spiel für den Mens
hen von groÿer Bedeutung ist. Das Spiel bietetdem Mens
hen Ablenkung, aber au
h (vor allem die Glü
ksspiele) die Mög-li
hkeit Geld oder Sa
hpreise zu gewinnen. Es gibt s
hon seit jeher Spieleund Glü
ksspiele, diese sind aus dem Leben ni
ht mehr wegzudenken.Den Anstoÿ für diese Arbeit gab mir das Ziegenproblem. Das erste Mal hörtei
h davon als i
h einen Film sah, im ersten Moment kam mir die im Film prä-sentierte Lösung ni
ht ri
htig vor, aber mein Interesse war gewe
kt. In einemSeminar hörte i
h das zweite Mal davon und nun wollte i
h mi
h mehr damitbes
häftigen. Die Beein�ussbarkeit dieses Spiels erwe
kte die Idee au
h no
handere Glü
ksspiele daraufhin zu untersu
hen.Das Ziel dieser Diplomarbeit ist die Beein�ussbarkeit von vers
hiedenen Glü
ks-spielen zu untersu
hen und diese miteinander zu verglei
hen. Die Gewinn-wahrs
heinli
hkeiten der Glü
ksspiele werden analysiert und versu
ht dur
hvers
hiedene Mögli
hkeiten des Eingreifens zu verbessern.Diese Arbeit ist in vier gröÿere Kapitel � Das Ziegenproblem, Verwandte desZiegenproblems, Lotto und Roulette und Bla
k Ja
k � unterteilt.Im Kapitel Das Ziegenproblem wird das Ziegenproblem vorgestellt und aufvers
hiedene Art und Weise bere
hnet. In diesem Kapitel werden unter an-derem die bedingte Wahrs
heinli
hkeit und die Bayes-Formel erklärt.In darau�olgenden Kapitel Verwandte des Ziegenproblems werden diese er-klärt und die Äquivalenzen zum Ziegenproblem herausgearbeitet.Im dritten Kapitel Lotto und Roulette werden diese beiden Glü
ksspiele kurzbetra
htet. I
h habe sie in die Arbeit einbezogen um einen Verglei
h zu demZiegenproblem und Bla
k Ja
k herstellen zu können.5



6Das letzte groÿe Kapitel dieser Arbeit Bla
k Ja
k bes
häftigt si
h mit denvers
hiedenen Mögli
hkeiten der Ein�ussnahme in diesem Glü
ksspiel. ImZuge dieses Kapitels wird au
h das Thema Marko�-Ketten eingebunden, umWahrs
heinli
hkeiten zu bere
hnen.I
h habe darauf verzi
htet, die Ges
hi
hte und die einzelnen Teilgebiete derWahrs
heinli
hkeitstheorie zu erklären und zu bes
hreiben. Somit ist einGrundwissen der Wahrs
heinli
hkeitstheorie notwendig, um diese Arbeit ver-stehen zu können.Die Glü
ksspiele, die in dieser Diplomarbeit behandelt werden, sind von ih-rem S
hwierigkeitsgrad für den S
hulunterri
ht der 7. und 8. Klasse einerallgemein bildenden höheren S
hule geeignet. Fast alle Bere
hnung sind des-wegen für den Unterri
ht geeignet, die einzige Ausnahme bildet das Themader Marko�-Ketten. Teilweise führe i
h zu den Bere
hnungen in den Kapitelnno
h zusätzli
he didaktis
he Anregung an.Zum S
hluss mö
hte i
h darauf hinweisen, dass alle Bezei
hnungen in dieserArbeit ges
hle
htsneutral zu verstehen sind, au
h wenn i
h im Text nur diegrammatikalis
h näher liegende Form verwenden werde.
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Kapitel 1Das Ziegenproblem�Wer das Spiel ni
ht dur
hs
haut, ste
kt viellei
ht zu tief drin.�Manfred Hinri
h (*1926)1.1 Wie alles begann...Die amerikanis
he Journalistin Marilyn vos Savant galt als der Mens
h mitdem hö
hsten Intelligenzquotienten der Welt. In ihrer Kolumne Ask Marilyndes amerikanis
hen Wo
henmagazins Parade hatte sie mit der Lösung einerDenksportaufgabe eine Lawine empörter und hämis
her Leserbriefe ausge-löst. Im Sommer 1991 kam es zu dem heiÿ diskutierten Ziegenproblem (Vgl.[17℄, S. 52 und [24℄, S. 9).Ein Leser stellte folgende Aufgabe: �Sie nehmen an einer Spielshow im Fern-sehen teil, bei der Sie eine von drei vers
hlossenen Türen auswählen sollen.Hinter einer Tür wartet der Preis, ein Auto, hinter den beiden anderen stehenZiegen. Sie zeigen auf eine Tür, sagen wir Nummer eins. Sie bleibt vorerstges
hlossen. Der Moderator weiÿ, hinter wel
her Tür si
h das Auto be�n-det; mit den Worten �I
h zeige Ihnen mal was� ö�net er eine andere Tür,zum Beispiel Nummer drei, und eine me
kernde Ziege s
haut ins Publikum.Er fragt: �Bleiben Sie bei Nummer eins, oder wählen Sie Nummer zwei?��(Randow, 2009, S. 9).Zwei Türen bleiben, hinter einer ist der Gewinn. Folgend ist es egal wel
heman wählt, oder ni
ht? Die IQ-Weltmeisterin sagt, dass man bei der TürNummer zwei die besseren Chan
en hat und im Verglei
h zu Tür 1 würdensi
h die Chan
en bei Tür 2 verdoppeln.13



14 KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEMDas Ziegenproblem hielt viele Mens
hen in Atem. Professoren setzten ihreAssistenten an das Ziegenproblem, Mathematik-Lehrer verwirrten ihre S
hü-ler und Zeitungsredakteure erklärten si
h gegenseitig für begri�sstutzig. Undunterdessen wurde Marilyn vos Savant mit Spott übers
hüttet. Die Antwortbes
herte der Redaktion der Parade eine Flut an Leserbriefen mit gegentei-ligen Meinungen. Das Problem wurde in der amerikanis
hen und deuts
henÖ�entli
hkeit diskutiert (Vgl. [24℄, S. 9 � 11).Dabei unterteilten si
h die Beteiligten in �We
hsler� (wel
he der Empfehlungvon Marilyn vos Savant folgen wollten), �Randomisierer� (die zufällig eineder verbleibenden Türen auswählen wollten) und �Standhafte� (jene, die beider ursprüngli
hen Wahl bleiben wollten). Ni
hts bekannt ist jedo
h über dieProportionen der Aufteilung (Vgl.[11℄, S. 133).1.2 Erste Erklärungen

Abbildung 1.1: Diese drei Varianten sind glei
h wahrs
heinli
h. Quelle: [18℄,S. 93Wenn wir als Erstes die linke Tür wählen und ni
ht we
hseln, dann gewinnenwir das Auto mit der Wahrs
heinli
hkeit 1
3
. Der Moderator ö�net immer eine



1.2. ERSTE ERKLÄRUNGEN 15Tür mit Ziege. Wenn man we
hselt, gibt es folgende drei Mögli
hkeiten:1. Mögli
hkeit: Man verliert das Auto, dass man zunä
hst gewonnen hätte.2. und 3. Mögli
hkeit: Das Auto wartet hinter der letzten Tür (Vgl. [18℄, S.91 � 94).Mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 2
3
ist das Auto hinter einer der beiden an-deren Türen, wel
he ni
ht gewählt wurden. Fällt eine davon weg, so musshinter der anderen mit dieser Wahrs
heinli
hkeit verste
kt sein. So verdop-pelt man, dur
h den We
hsel der Tür, die Wahrs
heinli
hkeit das Auto zugewinnen. Ein Gegenargument hierzu war: �Ganz glei
h, was man als erstesselber wählt � der Moderator kann immer eine Tür mit einer Ziege ö�nen.Deshalb erfährt man dadur
h au
h ni
hts Neues, das hat man vorher s
hongewuÿt. Und deshalb bleiben au
h die Wahrs
heinli
hkeiten dieselben; ob i
hdie Tür we
hsle oder ni
ht, i
h wähle mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 2

3
eineZiege und mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1

3
das Auto. Und deshalb kanni
h au
h genausogut bei meiner ersten Wahl verbleiben.� (Krämer, 1996, S.91).Jedo
h wird eines klar: Über die anfangs gewählte Tür erfährt man ni
htsNeues. Deshalb bleibt die Wahrs
heinli
hkeit, dass man von Anfang an dasAuto hat, die glei
he wie zuvor, und zwar 1

3
. Aber es darf ni
ht vergessenwerden, dass si
h die Auto-Wahrs
heinli
hkeit für die beiden anderen Türensehr wohl ändert. Die Auto-Wahrs
heinli
hkeit für die von dem Moderatorgeö�nete Tür (mit der Ziege dahinter) sinkt auf 0. Das Auto wartet mit ei-ner Wahrs
heinli
hkeit von 1 hinter einer der beiden anderen Türen. Nämli
hbei unserer ersten Wahl mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1

3
. Nun verbleibtfür die letzte Tür nur no
h die Wahrs
heinli
hkeit von 2

3
(Vgl. [18℄, S. 91 � 94).Natürli
h kann man hierbei au
h hereinfallen. Wenn i
h das Auto ri
htiggeraten habe und der Moderator überredet mi
h, stattdessen eine Ziegentürzu nehmen. Wenn si
h die Kandidatin oder der Kandidat auf einen We
hseleinlässt wird dies tatsä
hli
h, in etwa einem Drittel aller Fälle, ges
hehen.Jedo
h in zwei Drittel der Fälle, bei denen wir ni
ht zuvor die ri
htige Türgewählt haben, wird der Moderator um ein Auto ärmer.Besser sieht man das an dem extremeren Beispiel mit 100 Türen, einem Au-to und 99 Ziegen. Die Wahrs
heinli
hkeit ist in diesem Fall nur 1:100 vonAnfang an auf das Auto zu tippen. Der Moderator ö�net nun 98 der ver-bleibenden 99 Türen und hinter jeder ist eine Ziege. Soll man nun we
hseln?Die Auto-Wahrs
heinli
hkeit für die anfangs gewählte Tür ist die glei
hewie zuvor, nämli
h ein Prozent. Mit 99-prozentiger Wahrs
heinli
hkeit steht



16 KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEMnun das Auto hinter der zweiten no
h vers
hlossenen Tür. Dieser Fall zeigts
hön, dass der Spielleiter die Nieten aussortiert, da die gewählte Tür ni
htteilnimmt (sie wird auf jeden Fall ni
ht geö�net) ändert si
h nur ihr Wertni
ht (Vgl. [18℄, S. 91 � 94).Ein weiteres Argument ist Folgendes: Angenommen, es gibt zwei KandidatenA und B. Kandidat A bleibt immer bei seiner anfangs gewählten Tür undKandidat B we
hselt na
h der Intervention des Moderators zur verbleibendenTür. Das Experiment �ndet 999-mal statt. Da si
h Kandidat A ni
ht beein-�ussen lässt, wird er wahrs
heinli
h um die 333 Autos gewinnen. Do
h wasges
hieht mit den restli
hen 666 Autos? Diese muss Kandidat B gewonnenhaben. Also hat B doppelt so viele Autos wie A gewonnen, also ist hinterder verbleibenden Tür tatsä
hli
h das Auto mit doppelter Wahrs
heinli
h-keit (Vgl. [24℄, S. 13 � 15).Eine weitere Überlegung ist, dass es zwei Kandidaten gibt. Aber KandidatA wählt Tür 1 und Kandidat B wählt Tür 2, dana
h ö�net der ModeratorTür 3. Sollten nun sowohl Kandidat A und B we
hseln, um ihre Chan
en zuerhöhen? Diese Variante folgt anderen Spielregeln. Der Moderator sortiertkeine Niete aus, sondern kann nur die eine verbliebene, ni
ht geö�nete Türwählen. Na
h dieser sinnlosen Intervention des Moderators bleibt keine ni
htgewählte Tür übrig, über wel
he er die Mitspieler hätte informieren können(Vgl. [24℄, S. 13 � 15).Die Türen werden mit den Zi�ern 1, 2 und 3 versehen und angenommen derGewinn be�ndet si
h hinter Tür 1. Der Kandidat weiÿ dies jedo
h ni
ht undwird eine der Türen zufällig auswählen, wobei jede mit derselben Wahrs
hein-li
hkeit ausgewählt wird. Also wählt der Kandidat mit Wahrs
heinli
hkeit 1
3die Autotür und mit Wahrs
heinli
hkeit 2

3
eine Ziegentür.Beim Moderator muss man zwei Fälle unters
heiden:1. Fall: Wählt der Kandidat die Autotür, dann kann der Moderator zwis
henden verbleibenden Türen wählen.2. Fall: Wählt der Kandidat eine der Ziegentüren, muss der Moderator dieverbleibende Ziegentür ö�nen.Da der 1. Fall mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1

3
eintri�t, ist die Wahr-s
heinli
hkeit, dass der �Standhafte� gewinnt 1

3
, unabhängig davon, wel
heTür der Moderator ö�net. Jedo
h wird der �We
hsler� im 1. Fall verlieren,aber gewinnt im 2. Fall. Der 2. Fall hat die Wahrs
heinli
hkeit 2

3
und istsomit ist die Gewinnwahrs
heinli
hkeit des �We
hslers� doppelt so ho
h wiedie des �Standhaften�. �Die �Randomisiererin� wählt in beiden Fällen mitWahrs
heinli
hkeit 1

2
eine der no
h ges
hlossenen Türen, so dass die Wahr-



1.2. ERSTE ERKLÄRUNGEN 17s
heinli
hkeit die ri
htige Tür zu tre�en 1
2
· 1
3
+ 1

2
· 2
3
= 1

2
ist.� (Bol, 2007, S.134) (Vgl. [11℄, S. 132 � 134).Dur
h den We
hsel verdoppelt si
h die Chan
e auf das Auto. Aber der We
h-sel bringt keine Garantie auf das Auto. Am 8.2.1994 we
hselte in einem ähn-li
hen Quiz der Kandidat ni
ht und gewann trotzdem (Vgl. [14℄, S. 24).1.2.1 Wel
he Türen dürfen geö�net werden?Die Notation:A1 heiÿt Auto hinter Tür 1,A2 heiÿt Auto hinter Tür 2,A3 heiÿt Auto hinter Tür 3.M1 heiÿt Moderator ö�net Tür 1,M2 heiÿt Moderator ö�net Tür 2,M3 heiÿt Moderator ö�net Tür 3.

Abbildung 1.2: Folgendes Diagramm zeigt die Mögli
hkeiten für den Fall,dass der Moderator jede beliebige Tür ö�nen darf. Quelle: [24℄, S. 64.
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Abbildung 1.3: Dieses Diagramm zeigt den Fall, dass der Moderator jede Türauÿer einer Autotür ö�nen darf. Quelle: [24℄, S. 64.

Abbildung 1.4: Das folgende Diagramm zeigt den Fall, dass der Moderatorjede Tür auÿer der erstgewählten Tür 1 ö�nen darf. Quelle: [24℄, S. 65.

Abbildung 1.5: S
hlieÿli
h das Diagramm für den Fall, dass der Moderatorweder eine Autotür no
h die erstgewählte Tür 1 ö�nen darf. Quelle: [24℄, S.65.



1.2. ERSTE ERKLÄRUNGEN 191.2.2 Die neue Wahrs
heinli
hkeit ist 1/2?Jedo
h denken man
he so: �Na
hdem der Moderator eine Tür geö�net hat,bleiben no
h zwei Türen übrig; hinter einer davon das Auto, also ist die neue(die sogenannte �bedingte�) Wahrs
heinli
hkeit für Auto für jede Tür 1
2
.�(Krämer, 1996, S. 94) Dies ist ein weit verbreiteter und intuitiv naheliegen-der Irrtum, dass na
h Auss
hluss einer Tür mit Ziege dur
h den Moderatordie beiden verbleibenden Türen dieselben Gewinn
han
en bieten. Etwa 90%der Zus
hriften, die Marilyn vos Savant erhielt, spiegelten die Meinung wider,dass si
h dur
h den Hinweis des Moderators die Chan
en auf den Hauptge-winn von 1 : 3 auf 1 : 2 erhöht haben, da nun zwei glei
hwahrs
heinli
heTüren übrig blieben. Vertreten wurde diese Meinung au
h mehrheitli
h vonakademis
h vorgebildeten Lesern vertreten (Vgl. [17℄, S. 52). �Hier wird dieAufgabe unzulässig in eine andere Aufgabe umgewandelt, die praktis
h nurden Endzustand betra
htet und die Vorges
hi
hte des Problems ni
ht ange-messen berü
ksi
htigt.� (Kütting & Sauer, 2008, S. 160).Denn die beiden verbleibenden Mögli
hkeiten sind ni
ht glei
h wahrs
hein-li
h. Die bedingten Wahrs
heinli
hkeiten �Ziege hinter linker Tür, Moderatorö�net re
hte Tür� und �Ziege hinter mittlerer Tür, Moderator ö�net re
hteTür� sind ni
ht glei
h. Die erste dieser bedingten Wahrs
heinli
hkeiten istglei
h wie die unbedingte Wahrs
heinli
hkeit, also 1

3
. Deshalb muss die zwei-te bedingte Wahrs
heinli
hkeit 2

3
sein (Vgl. [18℄, S. 94).Die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
h das Auto hinter der ersten Tür be�ndet,ist 1

3
. Die Wahrs
heinli
hkeit, dass es si
h hinter einer der beiden anderenTüren be�ndet ist 2

3
. Wenn der Moderator (wel
her weiÿ, wo si
h das Autobe�ndet) eine der beiden Türen ö�net, so steht fest, hinter wel
her Tür dasAuto mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 2

3
ist. So verdoppeln si
h die Chan
enbei einem We
hsel (Vgl. [17℄, S. 52).Streng genommen muss man hier zwis
hen der bedingten Wahrs
heinli
hkeit,dass man dur
h einen We
hsel gewinnt und der Moderator ö�net irgendeineTür und der bedingten Wahrs
heinli
hkeit, dur
h einen We
hsel zu gewinnenund der Moderator ö�net eine ganz bestimmte Tür (z.B.: die re
hte) unter-s
heiden. Bis jetzt wurde nur auf die erste Wahrs
heinli
hkeit eingegangen,diese ist und bleibt 2

3
. Egal wie der Moderator vorgeht, Hauptsa
he, er ö�neteine Ziegentür. Die zweite Wahrs
heinli
hkeit hängt jedo
h au
h no
h vondem Moderator ab. Beispielsweise geht der Moderator so vor, dass er, fallsder Kandidat die linke Tür wählt, die re
hte Tür ö�net. Dies tut er aber nurdann, wenn das Auto hinter der mittleren Tür verste
kt ist. Ansonsten ö�net



20 KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEMer die mittlere Tür. Die bedingte Wahrs
heinli
hkeit ist in diesem Fall für�Gewinn dur
h We
hsel, der Moderator ö�net die re
hte Tür� o�ensi
htli
h1. Denn die re
hte Tür wird nur geö�net, wenn das Auto hinter der mittlerenTür ist. So gewinne i
h dur
h einen We
hsel auf jeden Fall. Dagegen beträgtdie bedingte Wahrs
heinli
hkeit �Gewinn dur
h We
hseln und der Moderatorö�net die mittlere Tür� 1
2
. In der Hälfte der Fälle, in denen der Moderator diemittlere Tür ö�net, ist das Auto hinter der re
hten Tür und in der anderenHälfte ist das Auto hinter der linken Tür. Also kann man au
h bei seinerersten Wahl bleiben (Vgl. [18℄, S. 94 � 96).Jedo
h ist die Gesamt-Wahrs
heinli
hkeit für �Gewinn dur
h We
hsel� wei-terhin 2

3
. Bere
hnet wird sie:W(Gewinn|Moderator ö�net re
hte Tür) · W(Moderator ö�net re
hte Tür)+ W(Gewinn|Moderator ö�net mittlere Tür) · W(Moderator ö�net mittlereTür)= 1 · 1

3
+ 1

2
· 2

3
= 2

3Bei den bisherigen Überlegungen wurde immer davon ausgegangen, dass derModerator eine Tür ö�nen muss und immer eine Tür mit Ziege. Jedo
h, wennder Moderator die Autotür ni
ht kennt, oder nur dann eine Ziegentür ö�net,wenn die Autotür gewählt wurde. Dann gelten no
hmals andere Gesetze.Im ersten Fall, wenn der Moderator selbst die Tür ni
ht kennt, wird er die-se mit der Wahrs
heinli
hkeit 1
3
ö�nen. Dann wäre das Spiel zu Ende. Für�Auto hinter der eigenen Tür� sinkt die bedingte Wahrs
heinli
hkeit auf 0.Jedo
h wenn der Moderator per Zufall eine Ziegentür ö�net, dann steigt diebedingte Wahrs
heinli
hkeit für �Auto hinter der eigenen Tür� auf 1

2
und dieWahrs
heinli
hkeit für �Auto hinter der anderen Tür� ist ebenfalls 1

2
. Hier lie-fert der Moderator, wie in der Standardsituation, Informationen über unsereeigene Tür, jedo
h nützt sie hier ni
hts.Im zweiten Fall ist die Lage no
hmals anders. Wenn der Moderator nur danneine Ziegentür ö�net, falls das Auto gewählt wurde und wenn man weiÿ, dassder Moderator so vorgeht, liefert er damit ebenfalls Informationen über diegewählte Tür, auf äuÿerst nützli
he Weise. Dann weiÿ man mit Si
herheit:Der Moderator ö�net nur eine Tür, weil das Auto vom Kandidaten s
hongewählt wurde und deswegen sollte man ni
ht we
hseln.Diese Überlegungen kann man beliebig weiterführen. Jedo
h die eigene op-timale Strategie hängt sehr von der Strategie des Moderators und von demWissen darüber ab. Die Regel immer zu we
hseln und die daraus resultie-rende Erhöhung der Gewinnwahrs
heinli
hkeit von 1

3
auf 2

3
gilt nur unterbestimmten Voraussetzungen, dass der Moderator grundsätzli
h immer eineZiegentür ö�net, egal ob die Autotür oder eine Ziegentür gewählt wurde (Vgl.[18℄, S. 94 � 96).



1.3. LÖSUNG MITTELS PFADREGEL 21Ein UFO landet während der Spielshow im Zus
hauerraum und ein Auÿerir-dis
her kommt auf die Bühne. Er sieht die Ziegentür und zwei ges
hlosseneTüren. Wie stehen die Chan
en des Auÿerirdis
hen, wenn er Tür 1 oder Tür2 wählt? 50% zu 50%, oder ni
ht?Das kommt auf die vers
hiedenen Fälle an:1. Fall: Der Auÿerirdis
he kann dur
h ges
hlossene Türen sehen.2. Fall: Der Auÿerirdis
he hat bis zu jenem Moment ni
hts mitbekommen.Dann darf er, weil er keinerlei Zusatzinformationen hat, von glei
hen Chan
enbei Tür 1 und der Tür 2 ausgehen.3. Fall: Der Auÿerirdis
he hat die Sendung mitverfolgt, dann ist er in keineranderen Lage als der Kandidat.�Die UFO-Variante des Ziegenproblems führt zu keinen neuen Lösungen, aberdas damit verbundene Argument ist bemerkenswert: Der Argumentierendebildet einen Ents
heidungsfall zwis
hen zwei Türen für einen vorurteilsfreien�objektiven Beoba
hter�, dem er die eigene Denkweise einp�anzt.� (Randow,S. 15) (Vgl. [24℄, S. 15).1.3 Lösung mittels PfadregelAngenommen der Spieler wählt die Tür 1 (bezei
hnet mit T1). Allgemeinkann man si
h auf diesen Fall bes
hränken, denn die anderen beiden Fällelassen si
h dur
h Umnummerierung der drei Türen auf diesen Fall zurü
k-führen. Ohne Information be�ndet si
h hinter jeder Tür T1, T2, T3 das Automit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1
3
. Falls das Auto hinter der gewählten TürT1 ist, ö�net der Moderator jeweils mit einer Wahrs
heinli
hkeit 1

2
eine derbeiden anderen Türen T2 bzw. T3. Be�ndet si
h das Auto hinter Tür T2,ö�net der Moderator die Tür T3, mit Wahrs
heinli
hkeit 1. Und ist das Autohinter Tür T3, wird die Tür T2 geö�net, mit Wahrs
heinli
hkeit 1 (Vgl. [14℄,S. 69 � 70).Der Moderator ö�net die Tür T2. Somit ist klar, dass si
h das Auto ni
ht hin-ter dieser Tür be�ndet. Das Auto kann nur no
h hinter Tür T1 oder T3 sein.Na
h Abbildung 1.6 kann somit nur der oberste oder unterste Pfad eintreten.Bei dem obersten Pfad steht das Auto hinter der vom Spieler gewählten TürT1 und beim untersten ist es hinter der Tür T3. �Die Wahrs
heinli
hkeit desuntersten Pfades ist doppelt so groÿ wie die des obersten Pfades. Bleibt derSpieler bei seiner Ents
heidung, so ist seine Chan
e, das Auto zu gewinnen,nur 1 zu 2 1 .� (Bos
h, 1999, S.70) Zum glei
hen Ergebnis kommt man über1Damit ist die Wahrs
heinli
hkeit 1

3
gemeint. Die S
hreibweise 1 zu 2 ist ni
ht demdeuts
hen Spra
hraum entspre
hend, man würde 1 zu 3 s
hreiben.
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Abbildung 1.6: Abbildung zur Pfadregel. Quelle: [14℄, S. 69.die beiden mittleren Pfade, wenn der Moderator die Tür T3 ö�net (Vgl. [14℄,S. 69 � 70).1.4 Bedingte Wahrs
heinli
hkeitBeispiel 1.4.1. Eine Urne enthält zwei rote, zwei s
hwarze und zwei blaueKugeln. Zwei Personen A und B vereinbaren, dass B räumli
h von A getrenntzufällig ohne Zurü
klegen Kugeln aus der Urne entnimmt und A mitteilt,wann erstmals eine blaue Kugel auftritt. Angenommen B ruft A �im drittenZug� zu. Wie würden Sie als Person A die Wahrs
heinli
hkeit eins
hätzen,dass die ersten beiden Kugeln rot waren?Beispiel 1.4.2. In der Situation des Ziegenproblems wurde auf Tür 1 gezeigtund der Moderator hat die Tür 3 als �Ziegentür� zu erkennen gegeben. Mitwel
her Wahrs
heinli
hkeit gewinnt der Spieler das Auto, wenn er zu der Tür2 we
hselt?Beide Beispiele haben gemeinsam, dass das (unbekannte) Ergebnis eines sto-
hastis
hen Vorgangs feststeht. Im ersten Beispiel sind es die Farben der ers-ten beiden gezogenen Kugeln und im zweiten Beispiel die Nummer der Tür,hinter der das Auto steht. �Hätten wir ohne irgendeine zusätzli
he Kenntnis�a priori�-Wahrs
heinli
hkeiten für die interessierenden Ereignisse angebenmüssen, so wären wir wie folgt vorgegangen:� (Henze, 2008, S.98).In dem ersten Beispiel ist die �a priori�-Wahrs
heinli
hkeit des Ereignisses�die ersten beiden gezogenen Kugeln sind rot� na
h der ersten Pfadregeldur
h 1
15

(= 2
6
· 1
5
) gegeben. Und im zweiten Beispiel ist �a priori� jede der



1.4. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT 23drei Türen mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1
3
die Autotür. Die Information,dur
h den Hinweis des Moderators, führt zu einer Verdopplung, somit zueiner �a posteriori�-Wahrs
heinli
hkeit 2

3
für die Tür 2 als Autotür.Man erhält in den obigen Beispielen eine Teilinformation über das Ergeb-nis eines abges
hlossenen sto
hastis
hen Vorgangs. Diese Information mussman in einem Lernprozess verarbeiten. Das Ergebnis dieses Lernprozessesaus gema
hter Erfahrung führt eventuell zu einer wahrs
heinli
hkeitstheore-tis
hen Neubewertung. Neubewertung in dem Sinn, dass das dur
h die ge-ma
hte Erfahrung das Eintreten gewisser Ereignisse gegenüber dem �a priori�-Wissensstand begünstigt werden können. Wiederum andere Ereignisse kön-nen aufgrund des neuen Kenntnisstandes unwahrs
heinli
her oder unmögli
hwerden (Vgl. [17℄, S. 98 � 100).Mit Hilfe der bedingten Wahrs
heinli
hkeit ges
hieht die Verarbeitung vonTeilinformationen bei sto
hastis
hen Vorgängen. Hierzu wird ein wiederholtdur
hführbares Zufallsexperiment betra
htet, dieses wird dur
h den Wahr-s
heinli
hkeitsraum (Ω, P ) bes
hrieben. Bekannt über den Ausgang ω desExperiments sei nur, dass ein Ereignis B ⊂ Ω eingetreten ist, also gilt ω ∈ B.Kurz wird diese Information die Bedingung B genannt.Es stellt si
h nun die Aufgabe, eine Wahrs
heinli
hkeit für das Eintreten einesEreignisses A ⊂ Ω unter der Bedingung B wegen der unvollständigen Infor-mation über ω festzulegen. In den obigen Beispielen stellt si
h das Problem,�den Grad der Gewissheit von A na
h Dur
hführung eines Zufallsexperimen-tes zu bewerten.� (Henze, 2008, S.99).Es stellt si
h die Frage, wel
he sinnvollen Eigens
haften eine geeignete zude�nierende bedingte Wahrs
heinli
hkeit von A unter der Bedingung B (be-zei
hnet dur
h P (A|B)) besitzen. P (A|B) sollte als Wahrs
heinli
hkeit dieUnglei
hungen 0 ≤ P (A|B) ≤ 1 erfüllen. Weitere Eigens
haften wären:

P (A|B) = 1, falls B ⊂ A, (1.1)
P (A|B) = 0, falls A ∩ B = ∅. (1.2)Man muss bea
hten, dass die Inklusion B ⊂ A unter der Bedingung B not-wendigerweise das Eintreten von A na
h si
h zieht, um (1.1) einzusehen. Und



24 KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEMweil das Eintreten von B im Fall der Disjunktheit von A und B das Eintretenvon A auss
hlieÿt, sollte (1.2) gelten.(1.1) und (1.2) stellen extreme Situationen dar. Allgemein muss man mitden Mögli
hkeiten P (A|B) > P (A), P (A|B) < P (A) und P (A|B) = P (A)re
hnen. Bei den ersten Beiden Fällen beeinträ
htigt bzw. begünstigt dasEintreten von B die Aussi
ht auf das Eintreten von A. Im letzten Fall ist dasAuftreten von A unabhängig vom Eintreten von B (Vgl. [17℄, S. 98 � 100).Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten sollen im Folgenden anhand relativer Häu-�gkeiten motiviert werden. �Um die Aussi
ht auf das Eintreten von A unterder Bedingung des Eintretens von B zu bewerten, liegt es nahe, (bei positivemNenner) den Quotienten
rn(A|B) :=

Anzahl aller Versu
he, in denen A und B eintretenAnzahl aller Versu
he, in denen B eintrittals empiris
hen Gewissheitsgrad von A unter der Bedingung B anzusehen.�(Henze, 2008, S.99f). Teilt man nun Zähler und Nenner dur
h n, so ergibtsi
h
rn(A|B) =

rn(A ∩ B)

rn(B)
.Die folgende De�nition ist kaum wunderli
h, da na
h dem empiris
hen Gesetzüber die Stabilisierung relativer Häu�gkeiten sollten si
h rn(A∩B) und rn(B)bei wa
hsendem n den �ri
htigen Modell-Wahrs
heinli
hkeiten� P (A∩B) und

P (B) annähern (Vgl. [17℄, S. 98 � 100).De�nition 1.4.3. Es sei (Ω, P ) ein beliebiger Wahrs
heinli
hkeitsraum undA,B ⊂ Ω mit P(B) > 0. Dann heiÿt
P (A|B) :=

P (A ∩B)

P (B)die bedingte Wahrs
heinli
hkeit von A unter der Bedingung B.ZiegenproblemEs ist für die Modellierung des Ziegenproblems wi
htig, auf wel
he Weise derModerator eine Tür mit Ziege auss
hlieÿt. Die Situation könnte als dreistu-�ges Experiment mit Ω = Ω1 × Ω2 × Ω3, wobei Ωj = {1, 2, 3} (j = 1, 2, 3)bes
hrieben werden. a1 bezei
hnet die Nummer der Autotür, a2 die Nummerder von dem Kandidaten gewählten Tür und a3 die Nummer der vom Mode-rator geö�neten Tür für ω = (a1, a2, a3). Die Wahrs
heinli
hkeit p(ω) = P (ω)



1.4. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT 25wird angesetzt als
p(ω) = p1(a1) · p2(a2|a1) · p3(a3|a1, a2), (1.3)wobei gilt p1(j) = 1
3
(j = 1, 2, 3 und der Hauptgewinn rein zufällig gewählt)und p2(k|j) =

1
3
(1 ≤ j, k ≤ 3 und der Kandidat wählt die Tür blind aus). Zubea
hten ist die Übergangswahrs
heinli
hkeit p3(a3|a1, a2), dass der Modera-tor keine Wahl hat, wenn a1 und a2 vers
hieden sind. Jedo
h im Fall a1 = a2(also das Auto be�ndet si
h hinter der Tür, wie der Kandidat gewählt hat)nimmt man an, dass der Moderator rein zufällig eine der beiden Ziegentürenwählt (Vgl. [17℄, S. 104 � 105). Diese Annahme liefert

p3(l|j, k) =







1, falls 1 ≤ j 6= k 6= l 6= j ≤ 3

1/2, falls 1 ≤ j = k 6= l ≤ 3

0, sonstso dass (1.3) übergeht in
p(j, k, l) =







1/9, falls 1 ≤ j 6= k 6= l 6= j ≤ 3

1/18, falls 1 ≤ j = k 6= l ≤ 3

0, sonst.Setzt man
Gj = { (a1, a2, a3) ∈ Ω : a1 = j } = { �Gewinn hinter der Tür Nr. j� },
Wk = { (a1, a2, a3) ∈ Ω : a2 = k } = { �Kandidat wählt Tür Nr. k� },
Ml = { (a1, a2, a3) ∈ Ω : a3 = l } = { �Moderator ö�net Tür Nr. l� },so ergeben si
h beispielsweise für j = 2, k = 1 und l = 3 die Wahrs
heinli
h-keiten
P (G2|W1 ∩M3) =

P (G2∩W1∩M3)
P (W1∩M3)

= p(2,1,3)
p(2,1,3)+p(1,1,3)

= 1/9
1/9+1/18

= 2
3
,

P (G1|W1 ∩M3) =
P (G1∩W1∩M3)

P (W1∩M3)
= p(1,1,3)

p(1,1,3)+p(2,1,3)
= 1/18

1/18+1/9
= 1

3
.Diese stehen im Einklang mit den oben angeführten Überlegungen, dassein We
hsel die Chan
en auf den Gewinn verdoppelt. Die Betra
htung desFalles j = 2, k = 1, l = 3 ges
hah dabei o.B.d.A. Zum Beispiel gilt au
h

P (G1|W3 ∩M2) =
2
3
, P (G3|W3 ∩M2) =

1
3
.



26 KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEMDie Abbildung 1.7 zeigt ein Baumdiagramm zum Ziegenproblem. In diesemsind die beiden Pfade (1,1,3) (W' = 1
18
) und (2,1,3) (W' = 1

9
) die zum Ereignis

W1 ∩M3 führen herausgehoben(Vgl. [17℄, S. 104 � 105).

Abbildung 1.7: Baumdiagramm zum Ziegenproblem. Quelle: [17℄, S. 106.1.4.1 Formel von der totalen Wahrs
heinli
hkeit undBayes-FormelDie Formel von der totalen Wahrs
heinli
hkeit ist dann von Nutzen, wenndie Wahrs
heinli
hkeiten P (Aj) und P (B|Aj) vorgegeben sind. Hierfür ist einzweistu�ges Experiment Hauptanwendungsfall, bei dem A1, ..., An die si
hpaarweise auss
hlieÿenden Ergebnisse des ersten Teilexperimentes bes
hrei-ben und si
h B auf ein Ergebnis des zweiten Teilexperimentes bezieht. Diemögli
hen Ergebnisse des ersten Teilexperimentes bezei
hnet mit e1, ..., es,also Ω1 = {e1, ..., es}, so sind formal Ω = Ω1 × Ω2 und Aj = {ej} × Ω2. DieMenge B hat die Gestalt B = Ω1 × {b} mit b ∈ Ω2. P wird über die erstePfadregel und P (A) =
∑

ω∈A p(ω), A ⊂ Ω de�niert, so sind P (Aj) = p1(ej)als Startverteilung und P ({b}|Aj) = p2(b|ej) als Übergangswahrs
heinli
h-keit im zweistu�gen Experiment gegeben. Somit nimmt die Formel von dertotalen Wahrs
heinli
hkeit die Gestalt
P (B) =

s∑

j=1

p1(ej) · p2(b|ej)an. Diese Darstellung ist jedo
h ni
hts anderes als die zweite Pfadregel (Vgl.[17℄, S. 101-103).



1.4. BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT 27Eine interessante Deutung erfährt die Bayes-Formel, wenn die Ereignisse Ajals Ursa
hen oder Hypothesen für das Eintreten des Ereignisses B aufgefasstwerden. Man nennt P (Aj) die a priori-Wahrs
heinli
hkeit für Aj , wenn manden Aj vor der Beoba
htung eines sto
hastis
hen Vorgangs gewisse Wahr-s
heinli
hkeiten P (Aj) zu ordnet. Diese werden oft als glei
hwahrs
heinli
hangenommen bei fehlenden Wissen über die Hypothesen Aj . Das Ereignis
B tritt mit der bedingten Wahrs
heinli
hkeit P (B|Aj) ein, falls Aj eintritt(die Hypothese Aj zutri�t). Tritt das Ereignis B ein, so ist die �inverse�bedingte Wahrs
heinli
hkeit P (Aj|B) die a posteriori-Wahrs
heinli
hkeit da-für, dass Aj Ursa
he von B ist. �Da es nahe liegt, daraufhin die a priori-Wahrs
heinli
hkeiten zu überdenken und den Hypothesen Aj gegebenenfallsandere, den Übergang von der W-Verteilung P (·) zur �bedingten Verteilung�
PB(·) so vorstellen, dass jedes Elementarereignis {ω} mit ω /∈ B die Wahr-s
heinli
hkeit 0 erhält und dass die ursprüngli
hen Wahrs
heinli
hkeiten p(ω)der in B liegenden Elementarereignisse jeweils um den glei
hen Faktor P (B)−1vergröÿert werden.� (Henze, 2008, S. 101).Satz 1.4.4. Es seinen (Ω, P ) ein W-Raum und A1, A2, ..., As paarweise dis-junkte Ereignisse mit ⋃s

j=1Aj = Ω, ein sol
hes System von Ereignissen wirdZerlegung von Ω genannt. Wenn P (Aj) > 0 (j = 1, ..., s) gilt, so folgt fürjedes Ereignis B (Vgl. [17℄, S. 101 � 103):a) P (B) =
∑s

j=1 P (Aj) · P (B|Aj)(Formel von der totalen Wahrs
heinli
hkeit)b) Falls P(B) > 0, so gilt für jedes k = 1, ..., s:
P (Ak|B) =

P (Ak) · P (B|Ak)
∑s

j=1 P (Aj) · P (B|Aj)(Formel von Bayes)
• P (Ak) = die Wahrs
heinli
hkeit von Ak, bevor das Experiment begon-nen hat (a priori-Wahrs
heinli
hkeit).
• P (B|Ak) = die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Ri
htigkeit der Hypothese
Ak das experimentelle Resultat B na
h si
h zieht.

•
∑s

j=1 P (Aj) ·P (B|Aj) = die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine der bekann-ten mögli
hen Ursa
hen das experimentelle Resultat hervorgebra
ht hat(Vgl. [24℄, S. 138).



28 KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEMLösung des Ziegenproblems mit der Bayes-FormelDer Kandidat hat Tür 1 gewählt, der Moderator ö�net Tür 3 (o.B.d.A.).Wie groÿ ist die Chan
e, dass Tür 2 die Autotür ist? Der Kandidat hat dieBeoba
htung M3 gema
ht. Mit der Bayes-Formel re
hnet man (Vgl. [24℄, S.147 � 148):
P (A2|M3) =

P (M3|A2) · P (A2)

P (M3|A2) · P (A2) + P (M3|A1) · P (A1) + P (M3|A3) · P (A3)Die Werte der einzelnen Ausdrü
ke:
• P(M3|A2) = 1 (der Moderator kann jetzt nur Tür 3 ö�nen)
• P(A2) = P(A1) = P(A3) = 1

3
(das Auto wird glei
h wahrs
heinli
hverteilt)

• P(M3|A1) = 1
2
(der Moderator wählt zwis
hen Tür 2 und 3 zufälligaus)

• P(M3|A3) = 0 (der Moderator will das Spiel ersi
htli
h ni
ht beenden)Eingesetzt in den Ausdru
k:
P (A2|M3) =

1
3

1
3
+ 1

6

=
1

3
· 2 =

2

3Gegenprobe:
P (A1|M3) =

P (M3|A1) · P (A1)

P (M3|A1) · P (A1) + P (M3|A2) · P (A2) + P (M3|A3) · P (A3)
=

=
1
6

1
6
+ 1

3

=
1

6
· 2 =

1

31.5 Didaktis
he AnregungenDas Ziegenproblem eignet si
h prinzipiell gut für den S
hulunterri
ht. Jedo
hsollte für die Bearbeitung dieses Themas genügend Zeit eingeplant werden,damit die S
hüler selbst Ideen entwi
keln und diese au
h dur
h Simulationenüberprüfen zu können. Deswegen ist mögli
herweise zu empfehlen, dies imWahlp�i
htfa
h dur
hzugehen.



1.5. DIDAKTISCHE ANREGUNGEN 29Zu Beginn sollte das Ziegenproblem dur
h die Lehrperson vorgestellt underklärt werden. Dana
h könnten si
h die S
hüler in Einzelarbeit oder au
h inder Gruppe Gedanken darüber ma
hen, wel
he Tür die bessere Wahl wäre.Die S
hüler sollten dabei ihre Wahl gut formulieren und argumentieren kön-nen (Vgl. [21℄, S. 104 � 106).

Abbildung 1.8: Karten zur Spielsimulation: Tür hinter der si
h eine Ziegebe�ndet.Dana
h sollten die S
hüler in Partnerarbeit das Spiel simulieren. Ein S
hülerübernimmt hierbei die Rolle des Moderators und der andere die Rolle desKandidaten. Die S
hüler bekommen drei der Karten aus den Abbildungen1.8 und 1.9. Zwei Karten hinter denen si
h eine Ziege be�ndet und eine Kar-te hinter der si
h das Auto be�ndet. Die Karten entspre
hen den Türen, siekönnen entweder zugeklebt werden, wenn sie laminiert sind oder zugebundenwerden, um sie immer wieder ö�nen und s
hlieÿen zu können. Der Moderatorents
heidet hinter wel
her Tür si
h das Auto be�ndet. Für eine zufällige Auf-teilung für das Auto gewährleisten zu können, könnte die Wahl mittels einesWürfels, Münzwurf oder Ähnli
hem getro�en werden. Die S
hüler sollen dasSpiel zunä
hst 10 Mal dur
hspielen und dabei ihre Ergebnisse in der Tabelle1.1 dokumentieren. Dana
h werden die Rollen getaus
ht und das Spiel wie-derholt. Abs
hlieÿend könnten si
h die S
hüler no
h eine bestimmte Strategie
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Abbildung 1.9: Karten zur Spielsimulation: Tür hinter der si
h das Autobe�ndet.beim Spielen überlegen. Beispielsweise das der erste Kandidat bei seinen 10Versu
hen immer we
hselt und der zweite Kandidat bei allen 10 Versu
henbei seiner ersten Wahl bleibt (Vgl. [21℄, S. 104 � 106).Spiele gewonnen verlorengewe
hseltni
ht gewe
hseltgesamtTabelle 1.1: Tabelle in wel
her die Ergebnisse der Spielsimulation eingetragenwerden können.Dana
h sollen die S
hüler ihre Ergebnisse mit ihren anfängli
hen Vermutun-gen verglei
hen und ihre Thesen gegebenenfalls überdenken. Die Versu
hs-ausgänge und neuen Thesen können ans
hlieÿend in gröÿeren Gruppen vonetwa 10 S
hülern diskutiert werden. Die S
hüler können ihre Ergebnisse ausden Partnerarbeiten zusammengetragen werden und ein Gesamtergebnis be-re
hnet werden. In den Groÿgruppen kann die Spielsimulation so abgeändertwerden, dass nun 10 Karten/Türen im Spiel sind, 9 Ziegentüren und eine



1.5. DIDAKTISCHE ANREGUNGEN 31Autotür. Die S
hüler sollen si
h hierbei überlegen, in wie fern die Gewinn-
han
en dadur
h abgeändert werden.Abs
hlieÿend sollten alle Gruppen ihre Ergebnisse im Plenum vorstellen unddann die ri
htige Lösung dur
h die Lehrperson no
hmals erklärt werden (Vgl.[21℄, S. 104 � 106).
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Kapitel 2Verwandte des Ziegenproblems
2.1 Das Problem der drei GefangenenDrei Verurteilte sitzen in der Todeszelle und die Hinri
htung wurde auf dennä
hsten Tag angesetzt. Am nä
hsten Morgen �üstert ein Wärter ihnen zu,dass der Gouverneur einen von ihnen begnadigt hat. Jedo
h darf er ni
htverraten, wer es ist. Der Gefangene A will si
h damit ni
ht zufrieden gebenund lässt si
h zum Anstaltspfarrer führen. Auf dem Weg dorthin ste
kt erdem Wärter ein Goldstü
k zu und bittet ihn um einen Hinweis. Dieser windetsi
h und sagt ihm, dass er ihm ni
ht sagen darf, wie es um ihn steht. Aber Alässt ni
ht lo
ker, es brau
he nur ein indirekter Hinweis zu sein. S
hlieÿli
hsagt der Wärter: �Na gut, wer begnadigt ist, darf i
h ni
ht sagen, aber einskann i
h verraten: B muss sterben.� A denkt nun, dass seine Chan
en anfangsbei 1

3
lagen und jetzt seine Chan
en immerhin auf 1

2
gestiegen sind. Ist er zuRe
ht erlei
htert?Vor dem Hinweis des Wärters hatte A vier Mögli
hkeiten:1.) A begnadigt, B genannt. P(1) = 1

3
· 1
2
= 1

62.) A begnadigt, C genannt. P(2) = 1
3
· 1
2
= 1

63.) B begnadigt, C genannt. P(3) = 1
34.) C begnadigt, B genannt. P(4) = 1
3Es sind also zwei Fälle mögli
h, in denen der Wärter B als si
heren Todes-kandidat nennt, nämli
h die Fälle 1.) und 4.). Der 4. Fall ist doppelt sowahrs
heinli
h wie der 1. Fall. Also haben si
h die Chan
en des GefangenenA ni
ht verbessert (Vgl. [24℄, S. 58 � 59).
33



34 KAPITEL 2. VERWANDTE DES ZIEGENPROBLEMSEin weiterer Lösungsweg ist mittels der Bayes-Formel:Die Notation:
Ab heiÿt A begnadigt, Bb heiÿt B begnadigt, Cb heiÿt C begnadigt
Bg heiÿt B genannt

P (Ab|Bg) =
P (Bg|Ab) · P (Ab)

P (Bg|Ab) · P (Ab) + P (Bg|Bb) · P (Bb) + P (Bg|Cb) · P (Cb)Die Werte der einzelnen Ausdrü
ke:
• P (Ab) = P (Bb) = P (Cb) =

1
3
(die Wahrs
heinli
hkeiten, dass jemandbegnadigt wird sind glei
hwahrs
heinli
h)

• P (Bg|Ab) = P (Cg|Ab) =
1
2

• P (Bg|Bb) = 0

• P (Bg|Cb) = 1Eingesetzt in den Ausdru
k: P (Ab|Bg) =
1
3
· 1
2

1
3
· 1
2
+ 1

3
· 0 + 1

3
· 1

=
1

3
(Vgl. [26℄,S. 157 � 158).Die Äquivalenz zum ZiegenproblemBei dem Problem der drei Gefangenen liegt derselbe Sa
hverhalt wie beimZiegenproblem vor. Hierbei kann man die Begnadigung mit dem Gewinnhinter einer der Türen verglei
hen und die Nennung eines Gefangenen derSterben muss dur
h den Wärter, mit dem Ö�nen einer Ziegen-Tür dur
hden Moderator (Vgl. [8℄).Also kann man analog, zum Ziegenproblem, mit 100 Gefangenen argumen-tieren. In diesem Fall bittet der Gefangene A den Wärter 98 seiner Mitgefan-genen zu nennen und s
hlussendli
h bleiben nur no
h die Gefangenen A undC übrig. Da jedo
h der Häftling A von Beginn an von der Aufzählung aus-ges
hlossen war, erfährt er über seine Chan
en zu Überleben ni
hts Neues.Dadur
h, dass C als einziger ni
ht genannt wurde, sind seine Überlebens
han-
en sehr wahrs
heinli
h. Die Überlebenswahrs
heinli
hkeit von A ist nun 1%und die von C 99%.



2.2. TUMOR ODER NICHT?! 35Der Wärter gibt zwar dem Fragenden A neue Informationen, jedo
h keineneuen Informationen über die Überlebenswahrs
heinli
hkeit des Fragenden.Der Wärter nennt jemanden, ausgenommen dem Fragenden und dem Be-gnadigten. Also könnte man die Gefangenen unterteilen, in den Fragendenund den restli
hen Gefangenen und die Informationen des Wärters betre�ennur die restli
hen Gefangenen. Mit jedem genannten Gefangenen fällt dessenChan
e auf die Begnadigung auf 0 und die Wahrs
heinli
hkeit für den Restder ungenannten Gefangenen steigt entspre
hend an. Einzig die Wahrs
hein-li
hkeit des Fragenden A bleibt immer glei
h (Vgl. [8℄).2.2 Tumor oder ni
ht?!Ein Patient besu
ht einen Arzt, erzählt von anhaltenden S
hmerzen undfragt, ob er einen Tumor haben könnte. Na
h der Untersu
hung diagnostiziertder Arzt, dass es entweder ein Tumor, eine Migräne oder eine Verspannungist, jeweils mit 1
3
-Chan
e. Na
h einer weiteren Untersu
hung sagt er: �I
h binmir jetzt si
her. Zum Tumorverda
ht will i
h ni
hts sagen. Aber es ist keineMigräne.� Ist nun der Patient zu Re
ht erlei
htert?P(Migräne) = P(Verspannung) = P(Tumor) = 1

3Unter der Voraussetzung, dass der Arzt zum Tumor ni
hts sagen wird undnur mittelt, wel
he Diagnose er auss
hlieÿen kann:1.) P(Tumor-Diagnose und �Keine Verspannung�) = 1
3
· 1
2
= 1

62.) P(Tumor-Diagnose und �Keine Migräne�) = 1
3
· 1
2
= 1

63.) P(Verspannungs-Diagnose und �Keine Migräne�) = 1
3
· 1 = 1

34.) P(Migräne-Diagnose und �Keine Verspannung�) = 1
3
· 1 = 1

3Es gibt zwei Fälle, in denen der Arzt �Keine Migräne� sagt: Der 2. und 3.Fall, der 3. Fall ist wahrs
heinli
her. Also: Der Arzt vermehrt so die Ho�-nung des Patienten, keinen Tumor zu haben, da eine Verspannung doppeltso wahrs
heinli
h ist (Vgl. [24℄, S. 96).Die Äquivalenz zum ZiegenproblemDieser Aufgabenstellung liegt derselbe Sa
hverhalt, wie dem Ziegenproblemund dem Gefangenenparadoxon, zugrunde. Man kann den Tumorverda
htmit dem Auto hinter einer der drei Türen und den Auss
hluss der Migränedur
h den Arzt mit dem Ö�nen einer Tür mit einer Ziege dur
h den Mode-rator verglei
hen.



36 KAPITEL 2. VERWANDTE DES ZIEGENPROBLEMSMan kann also au
h hier wieder ähnli
h wie bei dem Ziegenproblem argu-mentieren. Angenommen der Arzt hat anfangs 100 Krankheiten im Verda
ht,na
h vielen Tests kann er 98 Krankheiten auss
hlieÿen. Jedo
h hat er da-bei immer den Tumorverda
ht ausgelassen und s
hlussendli
h gibt es alsUrsa
hen für die S
hmerzen nur no
h eine Verspannung und einen Tumor.Dadur
h das der Tumorverda
ht ausges
hlossen war, hat der Patient keineInformationen über ihn erhalten. Die Informationen na
h allen Test liefernnur Informationen über die Verspannung. Somit ist die Wahrs
heinli
hkeitfür einen Tumor 1% und für die Verspannung 99%.Dieses Beispiel ist folgli
h analog zum Ziegenproblem. Es ist ein anwendungs-orientiertes Beispiel zum Ziegenproblem.2.3 S
hi�brü
hige SeeleuteIn einem Rettungsboot treiben drei s
hi�brü
hige Seeleute A, B und C wo-
henlang auf hoher See. Es ist kein Land in Si
ht und der Proviant ist seitTagen ers
höpft. Deswegen wollen sie auslosen, wer si
h für die anderen alsSpeise opfern muss. A ste
kt drei Strei
hhölzer in seine Hand, zwei langeund ein kurzes. Derjenige, der das kurze Strei
hholz zieht hat verloren. InGedanken ents
heidet si
h C für das Strei
hholz eins. B darf jedo
h als ers-ter wählen, er zieht Strei
hholz drei und ist erlei
htert, es ist lang. Sollte nunC seine ursprüngli
he Wahl überdenken?Kann man hier wie bei dem Ziegenproblem argumentieren und folgende Fällebilden?1.) Strei
hholz 1 ist kurz, B wählt Nummer 22.) Strei
hholz 1 ist kurz, B wählt Nummer 33.) Strei
hholz 2 ist kurz, B wählt Nummer 34.) Strei
hholz 3 ist kurz, B wählt Nummer 2Und daraus kann man dann folgendes Diagramm aus Abbildung 2.1 zei
h-nen, wel
hes der Abbildung zur Pfadregel zum Ziegenproblem sehr ähnelt.Wenn B das Strei
hholz drei zieht und dieses lang ist, dann gilt entweder derFall 2.) oder 3.) und da der Fall 3.) wahrs
heinli
her ist, sollte A bei seinerWahl bleiben. Also s
heint si
h dieses Beispiel nur dadur
h von Ziegenpro-blem unters
heiden, dass es nur eine Niete und zwei Gewinne gibt, weshalbvom We
hsel abgeraten werden sollte (Vgl. [24℄, S. 60 � 63).
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Abbildung 2.1: Abbildung zur Pfadregel. Quelle: [24℄, S. 61Jedo
h, wenn si
h der S
hi�brü
hige C anfangs für Strei
hholz zwei in Ge-danken ents
hieden hätte, dann wäre jetzt Strei
hholz eins die s
hle
htereWahl gewesen. Denn:1.) Strei
hholz 1 ist kurz, B wählt Nummer 3: P(1) = 1
32.) Strei
hholz 2 ist kurz, B wählt Nummer 1: P(2) = 1
3
· 1
2
= 1

63.) Strei
hholz 2 ist kurz, B wählt Nummer 3: P(3) = 1
3
· 1
2
= 1

64.) Strei
hholz 3 ist kurz, B wählt Nummer 1: P(4) = 1
3Jetzt wäre also Fall 1.) wahrs
heinli
her als Fall 3.). Nur weil C anders her-um geda
ht hat?! �Je na
hdem, für wel
hes Strei
hholz C si
h insgeheiments
heidet, verteilen si
h die Chan
en zwis
hen Strei
hholz eins und zwei?�(Randow, 2009, S. 62). Dies kann ni
ht ri
htig sein (Vgl. [24℄, S. 60 � 63)!No
h einmal von vorne:Gesu
ht ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass Strei
hholz eins kurz ist und B dasStrei
hholz drei zieht, alsoP(K1 und B3) = P(K1) · P(B3)B darf jedes Strei
hholz ziehen, au
h jenes das von C gewählte und natürli
hau
h das kurze. Deshalb gilt:P(K1 und B3) = 1

3
· 1
3



38 KAPITEL 2. VERWANDTE DES ZIEGENPROBLEMSund für p(K2 und B3) gilt dasselbe - also ist die Chan
e do
h �fty - �fty!Also waren die vorhergegangenen Überlegungen und das Diagramm fals
h,denn die Wahl von B war nie einges
hränkt, weder dur
h die Verteilung derStrei
hhölzer no
h dur
h die stummeWahl von C. Und da die Wahl nie einge-s
hränkt war, hatte jeder Ausgang des Spiels die glei
he Wahrs
heinli
hkeit.Einige Fälle sind ausges
hieden und übrig geblieben sind nur no
h die Fälle(K1, B3) und (K2, B3) und da beide glei
h wahrs
heinli
h sind gilt (Vgl. [24℄,S. 60 � 63):P(K1) = P(K2) = 1
2Die Äquivalenz zum ZiegenproblemEine andere Überlegung wäre: Was, wenn es einen Beoba
hter gibt, der si
hgenauso insgeheim wie der S
hi�brü
hige C für ein Strei
hholz ents
heidet,und zwar für Strei
hholz zwei? Oder wenn si
h C vorstellt, anfangs ni
ht dasStrei
hholz eins, sondern Nummer zwei gewählt zu haben?Beim Ziegenproblem wurde in diesen Fällen argumentiert, dass die Wahl desBeoba
hters ni
ht das Handeln des Moderators eins
hränkt, imGegensatz zurWahl des Kandidaten. Und in dem Beispiel der S
hi�brü
higen bes
hränktdie Wahl von C do
h au
h ni
ht B.Jedo
h s
hlägt bei dem Problem der S
hi�brü
higen das S
hi
ksal zu undbeim Ziegenproblem ist der Moderator an zwei Regeln gebunden: Er darfweder eine Autotür no
h die vom Kandidaten gewählte Tür ö�nen. Bei denS
hi�brü
higen könnte theoretis
h s
hon B anfangs das kurze Strei
hholzziehen und somit wäre dieses grauslige Spiel s
hon beendet (Vgl. [24℄, S. 60� 63).2.4 Russis
hes RouletteSe
hs Personen sitzen an einem Tis
h, eine Kugel ste
kt im se
hss
hüssigenRevolver und der geht reihum, bis einer stirbt. Die ersten vier haben Glü
kgehabt, wie stehen die Chan
en für die beiden verbleibenden Personen?Vereinfa
ht man den Revolver-Fall: Drei Spieler werden eingesetzt und eindreis
hüssiger Revolver, indem eine Kugel ste
kt. Jeder hat eine 2

3
-Chan
ezu überleben. Wie stehen die Chan
en, wenn der erste Spieler Glü
k hatte?Fifty-Fifty! Denn es handelt si
h hier ni
ht um ein Ziegenproblem. Der ersteSpieler informiert si
h ni
ht über die Position der Kugel in den beiden ver-



2.5. DREI KARTEN 39bleibenden Patronens
hä
hten, denn er kennt sie ni
ht und wählt au
h ni
htaus (Vgl. [24℄, S. 95 � 96).2.5 Drei KartenEs sind drei Karten im Spiel: Eine ist beidseitig weiÿ, die andere beidseitigrot und die dritte Karte ist auf einer Seite rot und auf der anderen Seite weiÿ.Die Karten liegen unter einem Tu
h. Jetzt dürfen Sie eine Karte hervorholenund sie auf den Tis
h legen. Sie sehen eine weiÿe Kartenseite. Wollen Siedarauf wetten, dass die andere Kartenseite ebenfalls weiÿ ist?Eine Fifty-�fty-Chan
e liegt nahe, die Karte wird rot oder weiÿ sein, oderni
ht? In Abbildung 2.2 können die mögli
hen Fälle, in denen eine Kartemit si
htbar weiÿer Flä
he auf dem Tis
h liegt betra
htet werden. Die zweiSeiten der auf dem Tis
h liegenden Karte werden als �Seite 1� und �Seite 2�bezei
hnet (Vgl. [24℄, S. 59 � 60):

Abbildung 2.2: Die mögli
hen Fälle, in denen eine Karte mit si
htbar weiÿerFlä
he auf dem Tis
h liegt. Quelle: [24℄, S. 60.Also ist in zwei von drei Fällen au
h die Rü
kseite weiÿ. Man hätte wettenkönnen, die Chan
en standen besser als �fty-�fty (Vgl. [24℄, S. 59 � 60).



40 KAPITEL 2. VERWANDTE DES ZIEGENPROBLEMS2.6 Weiterführende Beispiele zum Ziegenpro-blemBeispiel 2.6.1. In der Situation des Ziegenproblems möge der Moderatorfür den Fall, dass er die Auswahl zwis
hen zwei Ziegentüren hat, die Tür mitder kleineren (bzw. gröÿeren) Nummer mit Wahrs
heinli
hkeit q (bzw. 1 - q)ö�nen.a.) Der Kandidat hat Tür 1 gewählt und der Moderator hat Tür 3 geö�net.Mit wel
her (bedingten) Wahrs
heinli
hkeit be�ndet si
h das Auto hinter Tür2? Speziell die Fälle q = 0 und q = 1.b.) Der Kandidat wählt rein zufällig eine Tür und we
hselt na
h dem Ö�neneiner Ziegentür dur
h den Moderator zur anderen no
h vers
hlossenen Tür.Mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit gewinnt er das Auto (Vgl. [17℄, S. 114)?ad a.)P(Auto hinter Tür 2 | Moderator ö�net Tür 3) = 1

3
·1

1

3
·(1−q)+ 1

3
·1+ 1

3
·0
= 1

2−q

q = 0 : 1
2

q = 1 : 1
1
= 1ad b.)o.B.d.A.: Tür 1 gewähltP (Auto hinter Tür 2 | Moderator ö�net Tür 3) = 1

2−qP (Auto hinter Tür 3 | Moderator ö�net Tür 2) = 1

3
·1

1

3
·q+ 1

3
·0+ 1

3
·1
= 1

1+qBeispiel 2.6.2. Das Ziegenproblem wird so modi�ziert, dass es vier Türengibt (ein Auto, drei Ziegen). Na
hdem der Kandidat gewählt hat, ö�net derModerator rein zufällig eine Ziegentür, aber die vom Kandidaten gewählteTür ist tabu. Sollte nun der Kandidat bei seiner Wahl bleiben oder si
h z.B.mittels Münzwurfs für eine der beiden anderen vers
hlossenen Türen ent-s
heiden (Vgl. [17℄, S. 114)?Hier können folgende Fälle gebildet werden, wenn wir annehmen, dass derKandidat anfangs Tür 1 wählt:1.) A1, M2: Auto hinter Tür 1, Moderator ö�net Tür 22.) A1, M3: Auto hinter Tür 1, Moderator ö�net Tür 33.) A1, M4: Auto hinter Tür 1, Moderator ö�net Tür 44.) A2, M3: Auto hinter Tür 2, Moderator ö�net Tür 3



2.6. WEITERFÜHRENDE BEISPIELE ZUM ZIEGENPROBLEM 415.) A2, M4: Auto hinter Tür 2, Moderator ö�net Tür 46.) A3, M2: Auto hinter Tür 3, Moderator ö�net Tür 27.) A3, M4: Auto hinter Tür 3, Moderator ö�net Tür 48.) A4, M2: Auto hinter Tür 4, Moderator ö�net Tür 29.) A4, M3: Auto hinter Tür 4, Moderator ö�net Tür 3Aufgrund dieser Fälle kann folgende Abbildung gebildet werden:

Abbildung 2.3: Abbildung zur PfadregelNehmen wir nun (o.B.d.A.) an, dass der Moderator Tür 2 ö�net, dann sinddie Fälle 1.), 6.) und 8.) mögli
h. Die Fälle 6.) und 8.) sind wahrs
heinli
herals der Fall 2.), jedo
h sind die Fälle 6.) und 8.) glei
hwahrs
heinli
h. �Bleibtder Kandidat bei seiner Wahl, so gewinnt er mit W' 1/4. Ents
heidet ersi
h mit glei
her W' 1/2 für eine der beiden anderen vers
hlossenen Türen,so gewinnt er mit W' 3/8.� (Henze, 2008, S. 335) Also lohnt si
h au
h indiesem Ziegenproblem ein We
hsel.Beispiel 2.6.3. Die Ziegenshow wird verändert und nun sind zwei Autoshinter drei Türen. Der Kandidat wählt Tür 1 (o.B.d.A.) und hat nun eineChan
e von 2
3
. Dann sagt der Moderator: �I
h zeige Ihnen mal, hinter wel
her



42 KAPITEL 2. VERWANDTE DES ZIEGENPROBLEMSder beiden anderen Türen ein Auto steht.� Wie stehen jetzt die Chan
en?We
hseln oder ni
ht (Vgl. [24℄, S. 193)?Diese Variation des Ziegenproblems ist dem ursprüngli
hen Ziegenproblemsehr ähnli
h. Dieses Mal wird jedo
h die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
h eineZiege hinter einer der Türen be�ndet bere
hnet.So können folgende Fälle gebildet werden, wenn man (o.B.d.A.) davon aus-geht, dass der Spieler anfangs Tür 1 gewählt hat:1.) Z1, M2: Ziege hinter Tür 1, Moderator ö�net Tür 22.) Z1, M3: Ziege hinter Tür 1, Moderator ö�net Tür 33.) Z2, M3: Ziege hinter Tür 2, Moderator ö�net Tür 34.) Z3, M2: Ziege hinter Tür 3, Moderator ö�net Tür 2Nun kann aufgrund dieser Fälle, die Abbildung 2.4 gebildet werden:

Abbildung 2.4: Abbildung zur PfadregelAngenommen der Moderator ö�net (o.B.d.A.) Tür 2, dann sind die Fälle 1.)und 4.) mögli
h. Die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
h die Ziege hinter der Tür1 be�ndet ist 1
3
und die Wahrs
heinli
hkeit, dass si
h die Ziege hinter Tür 3be�ndet, ist 2

3
. Also kann die Wahrs
heinli
hkeit, dass das Auto hinter derTür 1 ist mit der Gegenwahrs
heinli
hkeit 1− 1

3
= 2

3
bere
hnet werden. Unddie Wahrs
heinli
hkeit, dass si
h das Auto hinter Tür 3 be�ndet wird mit

1 − 2
3
= 1

3
bere
hnet. Also ist das Auto mit doppelter Wahrs
heinli
hkeithinter Tür 1 verborgen. In diesem Fall sollte der Kandidat also bei seinerursprüngli
hen Wahl verbleiben und ni
ht we
hseln.Beispiel 2.6.4. Die Ziegenshow besteht weiterhin aus drei Türen, hinterdenen si
h zwei Ziegen und ein Auto be�nden. Jedo
h sind diesesmal die



2.6. WEITERFÜHRENDE BEISPIELE ZUM ZIEGENPROBLEM 43Wahrs
heinli
hkeiten für die Türen hinter denen si
h das Auto be�ndet ni
htglei
h. Die unters
hiedli
hen Wahrs
heinli
hkeiten werden jedo
h nur demKandidaten mitgeteilt und ni
ht den Moderator. Wel
he Tür sollte der Kan-didat anfangs wählen um die gröÿtmögli
hen Gewinn
han
en zu haben?
p1, p2, p3; pj = P(Auto hinter Tür j)o.B.d.A.: Tür 1 gewähltP(Auto hinter Tür 2 | Moderator ö�net Tür 3) = p2·1

p1·
1

2
+p2·1+p3·0

= 2p2
p1+2p2P(Auto hinter Tür 3 | Moderator ö�net Tür 2) = p3·1

p1·
1

2
+p2·0+p3·1

= 2p3
p1+2p3f(x) = 2x

c+2x
mit c ∈ [0, 1] für das Intervall [0, 1℄ −→ [0, 1℄f'(x) = 2·(c+2x)−2x·2

(c+2x)2
= 2c+4x−4x

(c+2x)2
= 2c

(c+2x)2
≥ 0 ... f monoton wa
hsendAngenommen p1 ≤ p2 ≤ p3P (Auto hinter Tür 1 | Moderator ö�net Tür 3) = 2p2

p1+2p2P (Auto hinter Tür 2 | Moderator ö�net Tür 3) = 2p1
2p1+p2P (Auto hinter Tür 3 | Moderator ö�net Tür 2) = 2p1
2p1+2p3

≤ 2p1
2p1+p2

p2 ≥ p1 ⇔ p22 ≥ p21 ⇔ 2p1p2 + p22 ≥ p21 + 2p1p2 ⇔
2p2

p1+2p2
≥ 2p1

2p1+p2Also ist P (Auto hinter Tür 1 | Moderator ö�net Tür 3) ≥ P (Auto hinter Tür2 | Moderator ö�net Tür 3)≥ P (Auto hinter Tür 3 | Moderator ö�net Tür 2).Die optimale Spielstrategie wäre in diesem Fall, obwohl das der eigentli
henmens
hli
hen Intuition widerspri
ht, dass si
h der Spieler anfangs für die Türmit der geringsten Wahrs
heinli
hkeit ents
heidet. Damit diese ni
ht dur
hden Moderator geö�net werden kann und er deswegen eine der beiden wahr-s
heinli
heren Türen ö�nen muss. Dadur
h wird die Wahrs
heinli
hkeit, dasssi
h das Auto hinter der ungeö�neten Tür be�ndet, vergröÿert. Dadur
h wirdein We
hsel zu wesentli
h besseren Gewinn
han
en führen.Was passiert, wenn man si
h ni
ht an diese Empfehlung hält, wird im fol-genden Beispiel ersi
htli
h:Beispiel 2.6.5. Bei einer Fernsehshow wird folgendes Spiel gespielt: In einervon drei Laden (diese sind mit den Nummern 1 bis 3 versehen), be�ndet si
hein Guts
hein für eine einwö
hige Fernreise für zwei Personen (eins
hlieÿli
hdes Hotelaufenthalts und Vollpension), die beiden anderen Laden sind leer.Ein Kandidat muss si
h für eine der drei Laden ents
heiden. Be�ndet si
h derGuts
hein in der gewählten Lade, so gewinnt er den Guts
hein (und damit die



44 KAPITEL 2. VERWANDTE DES ZIEGENPROBLEMSReise), ansonsten geht er leer aus. Bevor er si
h für eine Lade ents
heidet,wird ihm bekanntgegeben (aber ni
ht dem Leiter der Show!), dass si
h derGuts
hein mit Wahrs
heinli
hkeit 25
47

in der Lade 1, mit Wahrs
heinli
hkeit 18
47in der Lade 2 und mit Wahrs
heinli
hkeit 4

47
in der Lade 3 be�ndet. Daraufhinents
heidet si
h der Kandidat für die Lade 1. Der Leiter sagt dann, dass erzunä
hst weder bekanntgibt, ob si
h der Guts
hein in dieser Lade be�ndet,no
h in wel
her Lade si
h der Guts
hein be�ndet. Aber er ö�net die Lade3, und diese ist o�ensi
htli
h leer. Dann kann der Kandidat bei seiner Ladebleiben, oder die andere Lade wählen. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit,dass si
h der Guts
hein in der Lade 1 be�ndet?Der fals
he Lösungsweg wäre:

P (L1|L3 leer) = 25
47

25
47

+ 18
47

=
25

43Dann wäre die Wahrs
heinli
hkeit immer no
h gröÿer als 1
2
und damit sollteman ni
ht we
hseln.Der ri
htige Lösungsweg ist:

P (L1|Spielleiter ö�net L3) = 25
47

· 1
2

25
47

· 1
2
+ 18

47
· 1 + 4

47
· 0

=
25

61Gegenprobe:
P (L2|Spielleiter ö�net L3) = 18

47
· 1

25
47

· 1
2
+ 18

47
· 1 + 4

47
· 0

=
36

61Dann ist die Wahrs
heinli
hkeit für die Lade 1 ni
ht mehr gröÿer als 1
2
. Alsosollte au
h hier gewe
hselt werden, denn die Wahrs
heinli
hkeit für die Lade2 ist gröÿer.



Kapitel 3Lotto und Roulette
3.1 Lotto�Bei Lotto �6 aus 45� ist der Traum, mit geringem Einsatz Millionärwerden zu können [...℄� ([6℄)3.1.1 Ges
hi
hte und SpielregelnDie erste Runde von Lotto �6 aus 45� fand Anfang September 1986 statt. Umdie Attraktivität von Toto ni
ht zu beeinträ
htigen wurden die beiden Pro-dukte von Beginn an getrennt positioniert. Lotto wurde als reines Glü
ksspielpositioniert, bei diesem der Spieler mit kleinen Einsätzen sehr hohe Gewinneerzielen kann.Auf das Spielverhalten der Österrei
her ist die Formel �6 aus 45� zuges
hnit-ten und führt zu einer kleinen Anzahl an Hö
hstgewinnen, zu attraktivenMittelgewinnen und vielen Kleingewinnen. (Vgl. [6℄)Bei Lotto �6 aus 45� geht es darum se
hs Zahlen vorauszusagen, die in ei-ner bestimmten Lotto-Runde aus der Zahlenreihe 1 bis 45 gezogen werden.Die Anzahl der Übereinstimmungen zwis
hen den von dem Spieler gewähltenZahlen und den Gewinnzahlen ents
heidet über den Gewinn. (Vgl. [7℄)Folgendermaÿen werden die Gewinnzahlen ermittelt:Die Lottoziehungen �nden jeden Mittwo
h und Sonntag Abend statt. In ei-nem dur
hsi
htigen Ziehungsgerät be�nden si
h 45 Kugeln mit den Zahlen1 bis 45 bes
hriftet. Na
h dem Mis
hen wird eine Kugel ausgeworfen. Dieübrigen Kugeln werden wieder gemis
ht und eine weitere Kugel ausgeworfen.Dieser Vorgang wird wiederholt bis die se
hs Gewinnzahlen und die Zusatz-zahl bestimmt sind. 45



46 KAPITEL 3. LOTTO UND ROULETTESeit der Ziehung am 8. September 2010 kann man beim Lotto-Spielen no
hmehr gewinnen. Für se
hs Ri
htige wird die Gewinnsumme von einer MillionEuro garantiert. Aus fünf Gewinnrängen (Se
hser, Fünfer mit Zusatzzahl,Fünfer, Vierer und Dreier) wurden a
ht Gewinnränge:1. Rang (Se
hser) 40%2. Rang (Fünfer mit Zusatzzahl) 5,5%3. Rang (Fünfer) 6%4. Rang (Vierer mit Zusatzzahl) 2,1%5. Rang (Vierer) 9,9%6. Rang (Dreier mit Zusatzzahl) 4,8%7. Rang (Dreier) 17,6%8. Rang (Zusatzzahl allein) 12,6%Tabelle 3.1: Die Dotierung der Gewinnränge. Quelle: [6℄.3.1.2 Gewinnwahrs
heinli
hkeitenDie Gewinnwahrs
heinli
hkeiten können mit einigen Formeln der Kombina-torik, einer mathematis
hen Teildisziplin, die si
h mit den Mögli
hkeiten be-fasst, Dinge miteinander zu kombinieren oder anzuordnen, bere
hnet wer-den. Auf wieviele Arten si
h die Kugeln kombinieren lassen können, werdenPermutationen genannt. Die Anzahl an Permutationen hat eine sol
he Be-deutung, dass sie als eigenständige mathematis
he Operation interpretiertwird. �Diese so genannte Fakultät wird mit einem Ausrufungszei
hen �!� ab-gekürzt: n!, gespro
hen �n Fakultät�, steht für die Anzahl von Permutationen,die mit n unters
hiedli
hen Dingen gebildet werden können.� (Bewersdor�,2010, S. 8). Man bere
hnet dies allgemein mit der Formel:
n! = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · 4 · 3 · 2 · 1Bei Lotto wird aus einer Gesamtzahl an Kugeln eine festgelegte Zahl vonKugeln zufällig ausgewählt. Es kommt dabei ni
ht auf die Reihenfolge an, indiesen Fällen spri
ht man von Variationen (Vgl. [10℄, S. 8f).Beim Ausfüllen einer Tippreihe kann für die erste Zahl eine von den 45 Zah-len ausgewählt werden. Also gibt es für die erste Auswahl insgesamt 45 Mög-li
hkeiten. Na
h der ersten Wahl bleiben für die zweite Zahl no
h 44 Mög-li
hkeiten, zu jeder der 45 Mögli
hkeiten für die erste Zahl gibt es also 44Mögli
hkeiten für die zweite Zahl. Daher können die ersten beiden Zahlen



3.1. LOTTO 47auf 45 · 44 = 1.980 vers
hiedene Mögli
hkeiten ausgewählt werden (Vgl. [13℄,S. 7 � 10).Vers
hiedene Mögli
hkeiten bei der Auswahl der Zahlen, die zum glei
henErgebnis führen, werden bei dem benutzten Zählmodell zunä
hst als ver-s
hieden mitgezählt, so wird bei dieser Re
hnung eine zu groÿe Anzahl anMögli
hkeiten erhalten. Na
h der Auswahl aller 6 Zahlen wird die Formelkorrigiert.Unter Berü
ksi
htigung der Reihenfolge gibt es 45 · 44 · 43 = 85.140 Mögli
h-keiten um 3 Zahlen auszuwählen, usw. S
hlussendli
h gibt es unter Berü
k-si
htigung der Reihenfolge für 6 Zahlen insgesamt 45 · 44 · 43 · 42 · 41 · 40 =
5.864.443.200 Mögli
hkeiten (Vgl. [13℄, S. 7 � 10).Da es aber bei Lotto �6 aus 45� ni
ht auf die Reihenfolge ankommt, muss eswesentli
h weniger als 5.864.443.200 Mögli
hkeiten geben. Um eine bestimm-te Tippreihe zu erhalten, muss zuerst eine dieser 6 Zahlen gewählt werden,dana
h eine aus den restli
hen 5 Zahlen, usw. Unter Berü
ksi
htigung derReihenfolge gibt es 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 720 vers
hiedene Mögli
hkeiten. Fürjede andere Reihe erhält man glei
h viele Mögli
hkeiten. Die Anzahl allerMögli
hkeiten ist also insgesamt:

45 · 44 · 43 · 42 · 41 · 40

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
= 8.145.060Dies entspri
ht dem Binomialkoe�zienten (
45
6

). Soviele Reihen müsste manalso abgegeben werden um si
her 6 Ri
htige zu haben (Vgl. [13℄, S. 7 � 10).Wahrs
heinli
hkeit 6 Ri
htige zu tippen
P (6 Ri
htige) = (

6
6

)(
39
0

)

(
45
6

) =
1

8145060
= 0, 000000123 ≈ 0, 000012%Wahrs
heinli
hkeit 5 Ri
htige mit Zusatzzahl zu tippen

P (5 Ri
htige mit ZZ 2) = (
6
5

)(
1
1

)(
38
0

)

(
45
6

) =
6

8145060
≈ 0, 000000737 ≈ 0, 000074%2ZZ wird verwendet als Abkürzung für Zusatzzahl.



48 KAPITEL 3. LOTTO UND ROULETTEWahrs
heinli
hkeit 5 Ri
htige ohne Zusatzzahl zu tippen
P (5 Ri
htige) = (

6
5

)(
1
0

)(
38
1

)

(
45
6

) =
228

8145060
≈ 0, 00002799 ≈ 0, 0028%Wahrs
heinli
hkeit 4 Ri
htige mit Zusatzzahl zu tippen

P (4 Ri
htige mit ZZ) = (
6
4

)(
1
1

)(
38
1

)

(
45
6

) =
570

8145060
≈ 0, 00006998 ≈ 0, 007%Wahrs
heinli
hkeit 4 Ri
htige ohne Zusatzzahl zu tippen

P (4 Ri
htige) = (
6
4

)(
1
0

)(
38
2

)

(
45
6

) =
10545

8145060
≈ 0, 00129 ≈ 0, 13%Wahrs
heinli
hkeit 3 Ri
htige mit Zusatzzahl zu tippen

P (3 Ri
htige mit ZZ) = (
6
3

)(
1
1

)(
38
2

)

(
45
6

) =
14060

8145060
≈ 0, 001726 ≈ 0, 17%Wahrs
heinli
hkeit 3 Ri
htige ohne Zusatzzahl zu tippen

P (3 Ri
htige) = (
6
3

)(
1
0

)(
38
3

)

(
45
6

) =
168720

8145060
≈ 0, 0207 ≈ 2, 1%Wahrs
heinli
hkeit die Zusatzzahl ri
htig zu tippen

P (Zusatzzahl) = (
6
0

)(
1
1

)(
38
5

)

(
45
6

) =
501942

8145060
≈ 0, 06162 ≈ 6, 2%Wahrs
heinli
hkeit zu verlieren

P (2 Ri
htige)+P (1 Ri
htige)+P (0 Ri
htige ohne ZZ) = (
6
2

)(
39
4

)

(
45
6

) +

(
6
1

)(
39
5

)

(
45
6

) +

(
6
0

)(
1
0

)(
38
6

)

(
45
6

) =

=
1233765

8145060
+

3454542

8145060
+

2760681

8145060
=

7448988

8145060
≈ 0, 91454 ≈ 91, 5%(Vgl. [12℄, S. 23f)



3.2. ROULETTE 49Gewinnklassen Anzahl derKombinationen Wahrs
heinli
hkeit6 Ri
htige 1 1 : 8.145.0605 Ri
htige mit ZZ 6 1 : 1.357.5105 Ri
htige 234 1 : 35.7244 Ri
htige mit ZZ 570 1 : 14.2904 Ri
htige 11.115 1 : 7733 Ri
htige mit ZZ 14.060 1 : 5793 Ri
htige 182.780 1 : 48Zusatzzahl 501.942 1 : 16Verlust (Rest) 7.448.988 1 : 1,09Tabelle 3.2: Übersi
ht über die einzelnen Gewinnklassen und Wahrs
heinli
h-keiten. Quelle: [6℄ und [10℄, S. 12.Dass es trotz der geringen Wahrs
heinli
hkeit von 0,000012% fast jede Wo
heglü
kli
he Gewinner gibt, liegt einzig an der riesigen Anzahl an abgegebenenLottotipps, die die Anzahl der Mitspieler aufgrund mehrfa
her Tipps sogarno
h übersteigt (Vgl. [10℄, S. 9).3.2 Roulette�Roulettespieler sind in zwei Kategorien einzuteilen. Die einen spielen zumVergnügen, die anderen, weil sie das Geld brau
hen. Zwangsläu�g gehtirgendwann die erste Kategorie in die zweite Kategorie über.�Alfred Polgar (1873 � 1955)3.2.1 SpielregelnDas Spielfeld, au
h Tableau genannt, besteht meist aus einem grünen Tis
hmit gelben Linien, Nummern, Wörtern und Symbolen. Am Tableau sind dieNummern von 0 � 36 übersi
htli
h angeordnet. Das Herzstü
k des Tis
hes istder Roulette-Kessel, der in 37 Felder von 0 � 36 unterteilt ist. Die Zahlen sindabwe
hselnd in einem roten und s
hwarzen Feld und ni
ht in arithmetis
herReihenfolge angeordnet (Vgl. [9℄).Mit �Faites vos jeux.� bzw. �Make your bets, please.� gibt der Croupier dasSpiel frei. Der Spieler kann dann seine Jetons am Tableau auf die gewüns
htenEinsatzmögli
hkeiten platzieren. Na
h der Ansage �Rien ne va plus.� bzw. �No



50 KAPITEL 3. LOTTO UND ROULETTEmore bets, please.� darf ni
ht mehr gesetzt werden. Der Croupier wirft dieKugel gegen die Drehri
htung in den Kessel.Die Gewinnzahl, Gewinnfarbe und die beiden anderen einfa
hen Chan
enwerden laut aufgesagt, sobald die Kugel in einem Fa
h liegen bleibt. AlleChan
en die mit dieser Nummer zusammenhängen werden ausbezahlt. Fälltdie Kugel auf Zero behalten alle Einsätze auf den einfa
hen Chan
en dieHälfte ihres Wertes und werden für diesen Fall für das nä
hste Spiel gesperrtoder halbiert. (Vgl. [9℄)In den Casinos Austria wird sowohl Fren
h Roulette als au
h Ameri
an Rou-lette angeboten. Die beiden Spielregeln sind in beiden Fällen glei
h, der Un-ters
hied liegt im Ers
heinungsbild. Beispielsweise wird Ameri
an Roulettewesentli
h ras
her als Fren
h Roulette gespielt und das Spielfeld ist etwaskleiner.Einsatzmögli
hkeitenZahlen Bezei
hnung Bezei
hnung Beispiel Auszahlung1 Plein (A) eine volle Nummer 1 ×352 Cheval (B) 2 verbundene Nummern 7, 8 ×173 Transversale pleine (C) Querreihe von 3 Nummern 13, 14, 15 ×114 Quatre Premier (F) die ersten 4 Nummern 0, 1, 2, 3 ×84 Carré (E) 4 Nummern im Viere
k 16, 17, 19, 20 ×86 Transversale simple (D) Querreihe von 6 Nummern 19, 20, ..., 24 ×512 Kolonne (G) 12 Nummern 3, 6, ..., 33, 36 ×212 Dutzend (H) P12, M12, D12 1 � 12, 13 � 24, 25 � 36 ×218 einfa
he Chan
e (I) gerade und ungerade Nummern, rot oder s
hwarz,Manque (1 � 18) oder Passe (19 � 36) ×1Tabelle 3.3: Einsatzmögli
hkeiten beim Roulette. Quelle: [13℄, S. 147 und [9℄.Zu den Einsatzmögli
hkeiten aus Tabelle 3.3 kommen die Mögli
hkeiten fürEinsätze, die si
h auf bestimmte Sektoren im Kessel beziehen.Groÿe Serie: Mit neun Jeton auf siebzehn Zahlen, die im Kessel nebenein-ander liegen setzen (22, 18, 29, 7, 28, 12, 35, 3, 26, 0, 32, 15, 19, 4, 21, 2,25).Kleine Serie: Mit se
hs Jetons auf zwölf Zahlen, die im Kessel nebeneinaderliegen setzen (27, 13, 36, 11, 30, 8, 23, 10, 5, 24, 16, 33).Orphelins: Mit fünf Jetons auf a
ht Zahlen, die im Kessel in zwei Segmenteaufgeteilt sind setzen (1, 20, 14, 31, 9 und 17, 34, 6) (Vgl. [9℄).Man gewinnt mit dem Einsatz, falls eine der Zahlen, auf wel
he man glei
h-zeitig gesetzt hat, ausgespielt wird. Im Gewinnfall beträgt die Auszahlung
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Abbildung 3.1: Anordnung der Nummern im Roulettkessel und Tableau. Le-gende in Tabelle 3.3. Quelle: [22℄, S. 166.(falls man glei
hzeitig auf k Zahlen gesetzt hat) das 36
k
-fa
he des Einsatzes.Der eingesetzte Einsatz, der stehen bleibt, ist dabei mitgere
hnet. Der Rein-gewinn abzügli
h des Einsatzes beträgt das (36

k
−1)-fa
he des Einsatzes (Vgl.[13℄, S. 147)3.2.2 Chan
englei
hheit aller ZahlenBei jeder der 37 Zahlen kann davon ausgegangen werden, dass bei jedemEinzelspiel unabhängig von den Ergebnissen der vorherigen Spiele die glei
heChan
e hat. Jede Zahl besitzt die Wahrs
heinli
hkeit 1

37
= 0,02703.Wegen dem Gesetz der groÿen Zahlen wird auf Dauer jede der 37 Zahlen inzirka 100 · 0,02703 = 2,703% der Spiele als Gewinnzahl ers
heinen. Dabeihandelt es si
h um einen Dur
hs
hnittswert. Der relative Anteil der Gewinn-spiele an der Gesamtheit der Spiele liegt in der Nähe von 1
37
, alsoAnzahl der GewinnspieleAnzahl der Spiele ≈

1

37Diese Chan
englei
hheit wäre verletzt, wenn man Roulette-Kessel Manipu-lationen vorgenommen wurden. Das könnte dur
h Anbringen von Magnetenoder dadur
h, dass die Drehs
heibe ni
ht horizontal gelagert ist ges
hehen.Im folgenden wird immer von der Chan
englei
hheit aller Zahlen ausgegan-gen.Statistis
h kann man na
hweisen, dass immer wieder bestimmte Berei
hebevorzugt ausgespielt werden. In 37 Spielen werden kaum aller 37 Zahlen ge-zogen. �Leider kann man erst na
h der Dur
hführung der 37 Spiele feststel-len, wel
he Zahlen ni
ht gezogen wurden. Damit kann si
h ein Spieler dur
h



52 KAPITEL 3. LOTTO UND ROULETTEdiese statistis
h na
hweisbare Eigens
haft kaum einen Vorteil vers
ha�en.�(Bos
h, 2000, S. 147). (Vgl. [13℄, S. 146f)3.2.3 GewinnerwartungDe�nition 3.2.1. Es sei Ω die (diskrete) Ergebnismenge eines Vorgangs mitzufälligem Ergebnis. Dann heiÿt jede FunktionX : Ω → R eine Zufallsgröÿeauf Ω (Vgl. [27℄, S. 76).De�nition 3.2.2. Es sei X eine Zufallsgröÿe mit der VerteilungWert xk x1 x2 ... xrWahrs
heinli
hkeit qk q1 q2 ... qrDie Zahl E(X) = x1 · q1 + x2 · q2 + ... + xr · qr heiÿt Erwartungswert derZufallsgröÿe X (Vgl. [27℄, S. 80).Einsatz auf PleinEin Spieler setzt eine Geldeinheit 1E auf eine einzige Zahl (Pleine).Die Gewinnwahrs
heinli
hkeit für den Spieler ist 1
37
. Mit Wahrs
heinli
hkeit

1− 1
37

= 36
37

ist der Einsatz verloren. Das 36-fa
he seines Einsatzes erhält derSpieler im Falle eines Gewinns. Der Reingewinn beträgt also 35E. Aufgrundder Chan
englei
hheit hängt die Gewinn
han
e ni
ht von der Zahl ab, aufdie ein Spieler setzt (Vgl. [13℄, S. 149 � 157).Angenommen der Spieler setzt n-mal (n ist eine groÿe Zahl). Von diesen nSpielen sollen n1 gewonnen und n2 verloren werden. Es gilt n1 +n2 = n. DerReingewinn beträgt bei diesen n Spielen:
x = 35 · n1 − 1 · n2.Den dur
hs
hnittli
hen Gewinn pro Spiel ergibt die Division des Gesamtge-winns x dur
h die Anzahl n der Spiele:

x̄ =
x

n
=

35 · n1 − 1 · n2

n
= 35 ·

n1

n
− 1 ·

n2

n
.

n1

n
ist der relative Anteil der Gewinnspiele und n2

n
der relative Anteil derVerlustspiele an allen n Spielen. Na
h dem Gesetz der groÿen Zahlen liegenfür groÿe n die relativen Häu�gkeiten meist in der Nähe der Wahrs
heinli
h-keiten. Es gelten die Näherungen

n1

n
≈

1

37
und n2

n
≈

36

37
.



3.2. ROULETTE 53Damit gilt die Näherunḡ
x ≈ 35 ·

1

37
− 1 ·

36

37
= −

1

37
E.Dieser Zahlenwert, um wel
hen der dur
hs
hnittli
he Reingewinn pro Spiels
hwankt, also der Zahlenwert

m = 35 ·
1

37
− 1 ·

36

37
= −

1

37
E,ist der sogenannte Erwartungswert (Gewinnerwartung pro Spiel). Es han-delt si
h hierbei um den mittleren Reingewinn, bei dem im Gewinnfall derEinsatz bereits abgezogen ist. Die Gewinnerwartung ist einfa
h zu bere
h-nen. Der Reingewinn 35 wird mit Wahrs
heinli
hkeit 1

37
erzielt. Diese Wertewerden miteinander multipliziert. Der Spieler verliert seinen Einsatz im Fal-le eines Verlustes. Sein Reingewinn ist dann �1E (negativ), dafür beträgtdie Wahrs
heinli
hkeit 36

37
. Au
h diese Werte werden multipliziert. Die Ad-dition der beiden Produkte ergibt eine negative Gewinnerwartung oder denmittleren Gewinn pro Spiel. Der Reingewinn bei einem Einzelspiel kann nurentweder +35 (Gewinnfall) oder �1 (Verlustfall) sein. Daher wei
hen die ein-zelnen Reingewinne vom mittleren Reingewinn stark ab. Wenn ein Spieleroft auf eine Zahl setzt, wird er auf Dauer im Mittel den 37. Teil seines Ge-samteinsatzes verlieren (Vgl. [13℄, S. 149 � 157).Einsatz auf ChevalGewinnwahrs
heinli
hkeit: 2

37Verlustwahrs
heinli
hkeit: 35
37Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

m = 17 ·
2

37
− 1 ·

35

37
= −

1

37
E.Zwar ist die Gewinnwahrs
heinli
hkeit doppelt so groÿ, wie beim Einsatz aufeine einzige Zahl, trotzdem bleibt der Erwartungswert glei
h. Man wird aufDauer zwar doppelt so oft gewinnen, aber dem entspre
hend weniger. Zwarist das Verlustrisiko kleiner, aber trotzdem bleibt die Gewinnerwartung − 1

37E. Also wird man au
h hier auf Dauer den 37. Teil des Gesamteinsatzesverlieren (Vgl. [13℄, S. 149 � 157).Einsatz auf eine Transversale pleineGewinnwahrs
heinli
hkeit: 3
37Verlustwahrs
heinli
hkeit: 34
37



54 KAPITEL 3. LOTTO UND ROULETTEDer Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:
m = 11 ·

3

37
− 1 ·

34

37
= −

1

37
E.Einsatz auf ein CarréGewinnwahrs
heinli
hkeit: 4

37Verlustwahrs
heinli
hkeit: 33
37Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

m = 8 ·
4

37
− 1 ·

33

37
= −

1

37
E.Einsatz auf eine Transversale simpleGewinnwahrs
heinli
hkeit: 6

37Verlustwahrs
heinli
hkeit: 31
37Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

m = 5 ·
6

37
− 1 ·

31

37
= −

1

37
E.Einsatz auf eine Kolonne oder ein DutzendGewinnwahrs
heinli
hkeit: 12

37Verlustwahrs
heinli
hkeit: 25
37Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

m = 2 ·
12

37
− 1 ·

25

37
= −

1

37
E.Einsatz auf einfa
he Chan
eDie Gewinnwahrs
heinli
hkeit hierfür beträgt 18

37
. Falls Zero ausgespielt wird,kann man seinen Einsatz stehen lassen oder alternativ dazu wird au
h derhalbe Einsatz ausbezahlt. Falls jemand seinen Einsatz stehen lässt, kann dasbereits dur
hgeführte Spiel als Freispiel betra
htet werden (Vgl. [13℄, S. 147� 157).Nun wird davon ausgegangen, dass bei Zero der halbe Einsatz ausbezahltwird. Verloren ist der Einsatz, falls ni
ht die 0 oder eine der 18 Zahlen dereinfa
hen Chan
e ers
heint. Dafür ist die Wahrs
heinli
hkeit 18

37
und ein Zerobesitzt die Wahrs
heinli
hkeit 1

37
. Bei Zero ist die Auszahlung 1

2
E, also istder Reingewinn −1

2
E. Dann erhält man den Erwartungswert:
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m = 1 ·

18

37
−

1

2
·
1

37
− 1 ·

18

37
= −

1

74
E.Der Spieler verliert auf Dauer nur halb soviel wie bei den anderen Strategien,nämli
h den 74. Teil seines Gesamteinsatzes. Bei dieser Strategie besteht alsodas geringste Verlustrisiko.�Falls alle 37 Zahlen die glei
he Chan
e haben, ausgespielt zu werden, führtjeder Einsatz bei einem Einzelspiel zum glei
hen Ergebnis. Auf Dauer wer-den die Spieler den 37. Teil des Gesamteinsatzes verlieren. Diesen Betraggewinnt dann die Spielbank. Dabei spielt es keine Rolle, ob beim Einsatz aufeine einzige Zahl das gröÿte Risiko eingegangen oder glei
hzeitig auf 12 Zah-len gesetzt wird. Eine Ausnahme gibt es beim Einsatz auf einfa
he Chan
e.�(Bos
h, 2000, S. 157) (Vgl. [13℄, S. 149 � 157).3.2.4 Allgemeine BemerkungenFalls von der Chan
englei
hheit aller Zahlen ausgegangen werden kann, istkein Spiel gegen den Zufall mögli
h. Die Gewinnerwartung ist wegen derVorgabe des Hö
hsteinsatzes immer negativ. Allerdings wird es immer wiederau
h Spieler geben, die innerhalb eines Zeitraums (beispielsweise an einemAbend) gröÿere Gewinne erzielen.Eine Person könnte alle ausgespielten Zahlen aufs
hreiben, darauf ho�endeine bestimmte Gesetzmäÿigkeit zu entde
ken. Jedo
h führt diese Strategiemeistens ni
ht zum Erfolg. Sollte jemand mit diesem Vorgehen gewinnen istdies einzig auf den Zufall zurü
kzuführen. Man könnte aus den ausgespieltenZahlen nur einen Vorteil erzielen, wenn bei der Ausspielung ni
ht alle Zahlendie glei
he Chan
e besitzen. �Ähnli
h wie beim Lotto sind viele Personen derMeinung, dass Zahlen, die in den vorangegangenen Spielen sehr selten, al-so wesentli
h unter dem Dur
hs
hnitt, ausgespielt wurden, bei den nä
hstenAusspielungen einen Na
hholbedarf haben und damit eine gröÿere Chan
e ha-ben müssten.� (Bos
h, 2000, S.182). Jedo
h erfolgt jede einzelne Ausspielungunabhängig von den Ergebnissen vergangener Ausspielungen (Vgl. [13℄, S.181 � 183).Beim Lotto wird in den einzelnen Gewinnklassen die Auss
hüttungssummeunter allen Gewinnern in dieser Klasse glei
hmäÿig aufgeteilt. Deswegen istes sinnvoll beliebte Tippreihen zu vermeiden, also gegen die Mitspieler zuspielen. Aber beim Roulette gibt es feste Quoten, unabhängig von der Anzahlder Gewinnern. Es gibt kein Spiel gegen die Mitspieler und au
h kein si
heresSpiel gegen die Bank (Vgl. [13℄, S. 181 � 183).
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Kapitel 4Bla
k Ja
k�Spieler sind Mens
hen, die dem Glü
k eine Chan
e geben.�Werner Mits
h (1936 � 2009)4.1 Die SpielregelnBla
k Ja
k, au
h �21� oder �17 + 4� genannt, hat das Ziel, so nahe wie mögli
han 21 Punkte heranzukommen, ohne mehr als 21 Punkte zu erhalten. Es wirdmit 6 Kartenpaketen zu 52 Blatt, also mit 312 Karten gespielt, wel
he si
hzu Beginn des Spiels im S
hlitten be�nden. Der Spieler gewinnt das Spiel,wenn er näher an 21 herankommt als der Croupier. (Vgl. [3℄)

Abbildung 4.1: Bla
k Ja
k Tis
h. Quelle: [5℄57



58 KAPITEL 4. BLACK JACKKartenwerte2 - 10: Der Wert der Karten, entspri
ht der Zahl, die oben steht.Bilder: Bub, Dame und König zählen 10.Ass: Zählt wahlweise 1 oder 11.Na
hdem man an einer der sieben Boxen am Bla
k Ja
k Tis
h Platz genom-men hat und alle Spielgäste den Einsatz getätigt haben, gibt der Croupierjedem Boxeninhaber zwei Karten und si
h selbst eine. Vom Croupier auslinks beginnend kommen alle Boxeninhaber na
heinander an die Reihe. Je-der Spieler spielt einzeln gegen die Bank und kann so lange weitere Kartenverlangen, bis er denkt, nahe genug an 21 zu sein. Der Spieler darf ruhen(�Stand�) oder ziehen (�Hit�), solange er no
h weniger als 21 Punkte hat.Na
hdem alle Spieler ihre Ents
heidung getro�en haben, zieht au
h der Dea-ler selbst eine zweite Karte. Wenn er einen Kartenwert von 16 oder wenigerhat, muss er eine weitere Karte ziehen und ab einem Kartenwert von 17 darfer keine Karte mehr ziehen (Vgl. [3℄ und [4℄).Wenn die Bank 21 übers
hreitet haben alle im Spiel verbleibenden Spieler au-tomatis
h gewonnen. Wenn er 21 ni
ht übers
hreitet, gewinnen jene Spieler,deren Kartenwert näher zu 21 ist als der des Croupiers. Haben der Croupierund Spielgast Punkteglei
hstand, so gilt dies als ein Unents
hieden (�Stand-O��). Der Spieler kann dann seinen Einsatz für das nä
hste Spiel stehenlassen, zurü
kziehen oder ändern.Wird die Gesamtpunktezahl von einundzwanzig Punkten dur
h den Spielerübers
hritten, so ist sein Einsatz verloren. Erhält der Croupier dana
h eben-falls mehr als einundzwanzig Punkte, ändert dies ni
hts an dem Verlust desSpielers (Vgl. [3℄ und [22℄, S. 60).Wenn die Karten des Spielers ni
ht die Punktezahl 21 übers
hreiten und einenhöheren Wert als jene des Croupiers haben, gewinnt der Spieler die Höhe sei-nes Einsatzes (1:1). Wenn der Spieler mit einem Bla
k Ja
k gewinnt, wird derEinsatz im Verhältnis 3:2 ausbezahlt, d.h. das 1,5fa
he des Einsatzes (Vgl.[3℄).Na
hdem alle Gewinne an die Spieler ausgezahlt wurden oder die Bank dievon ihr gewonnenen Spiele abkassiert, werden die gespielten Karten weg-gelegt. Das nä
hste Spiel wird mit den verbliebenen Karten weitergeführt.Es werden ni
ht alle 312 Karten verwendet, sondern nur etwa 80%, dana
hwird neu gemis
ht. In vielen Casinos wird ein S
hlitten verwendet, in den diegespielten Karten eingeworfen werden und automatis
h zugemis
ht werden



4.1. DIE SPIELREGELN 59(Vgl. [22℄, S. 61).SpielerBank <17 17 18 19 20 21 >21 Bla
k Ja
k 7+7+717 -1 0 1 1 1 1 -1 1,5 1,518 -1 -1 0 1 1 1 -1 1,5 1,519 -1 -1 -1 0 1 1 -1 1,5 1,520 -1 -1 -1 -1 0 1 -1 1,5 1,521 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1 1,5 1,5>21 1 1 1 1 1 1 -1 1,5 1,5Bla
k Ja
k -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 1,5Tabelle 4.1: In dieser Tabelle kann man ablesen, wann der Spieler gewinnt(1 oder 1,5), verliert (-1) oder ein Unents
hieden errei
ht (0). Quelle: [22℄, S.61.4.1.1 Wi
htige Begri�eBox und BoxeninhaberBox heiÿt das Spielfeld, an einem Bla
k Ja
k Tis
h sind 7 Spielboxen in einemHalbkreis angeordnet. Boxeninhaber werden jene Spieler genannt, wel
he amTis
h sitzen. Mitspieler, die stehen, müssen die Ents
heidung der Boxenin-haber akzeptieren (Vgl. [3℄).Bla
k Ja
kEin Bla
k Ja
k ist die hö
hste Kartenkombination, wel
he alle anderen Kom-binationen s
hlägt. Er besteht aus einem Ass und einem Bild oder einem Assund einer 10 mit den ersten beiden Karten.Ist an der o�enliegenden Karte der Bank zu erkennen, dass sie mit keinerzweiten Karte ein Bla
k Ja
k errei
hen kann, hat der Spieler sofort gewon-nen. �Wenn die Bank jedo
h ebenfalls mit einer zweiten Karte einen Bla
kJa
k errei
hen könnte, erhält der Spieler zunä
hst keine Auszahlung� (Mon-ka, 1999, S. 59) Zwar kann der Spieler seinen Einsatz ni
ht mehr verlieren,aber das Spiel kann no
h unents
hieden enden und somit ohne Gewinn oderVerlust (Vgl. [3℄ und [22℄, S. 58f).Siebener-DrillingDer Siebener-Drilling besteht aus 3 Siebenern und wird sofort ausbezahlt, un-abhängig davon, wel
he Karte der Dealer hat. Der Spieler erhält das 1,5fa
heseines Einsatzes. (Vgl. [3℄)



60 KAPITEL 4. BLACK JACKVersi
herung � Insuran
eWenn der Dealer als erste Karte ein Ass hat, kann der Spieler si
h gegeneinen mögli
hen Bla
k Ja
k der Bank versi
hern, indem ein entspre
henderEinsatz auf das Insuran
e-Feld gesetzt wird. Zieht der Croupier ein Bla
kJa
k wird die Versi
herung im Verhältnis 2:1 ausbezahlt. Jedo
h, wenn dieBank kein Bla
k Ja
k hat, wird die Versi
herung eingezogen. Der Rest desSpiels läuft dana
h na
h den übli
hen Regeln (Vgl. [3℄).Teilen � SplitMan kann Teilen, wenn die ersten beiden Karten glei
hwertig sind, beispiels-weise zwei A
hter. Dann wird mit �geteilter Hand� weiter gespielt, das heiÿtmit zwei getrennten Einsätzen, wobei mehrmaliges Teilen mögli
h ist. Fürjede geteilte Hand ist ein weiterer Einsatz, in der selben Höhe, wie der erste,notwendig. Dana
h erhält man beliebig viele weitere Karten für das Spiel.Einzige Ausnahme sind zwei geteilte Asse, auf diese bekommt man nur eineweitere Karte. In diesem Fall gelten Ass und Bild oder Ass und 10 ni
ht alsBla
k Ja
k, da die Kombination ni
ht mit den beiden ersten Karten erzieltwurde (Vgl. [3℄).Splitten erö�net dem Spieler zwei reizvolle Mögli
hkeiten. Der Spieler kannzum Einen eine ungünstige Ausgangslage verbessern. Wenn der Spieler zumBeispiel mit zwei A
hten die unerwüns
hte Summe von 16 oder mit zweiAssen die Summe 2 oder 12 errei
ht hat, in diesen Fällen führt das Splittenzu besseren Anfangsbedingungen. Der Spieler kann dann zwei Spiele mit jeeiner A
ht bzw. einem Ass beginnen und zum anderen hat er die Mögli
hkeit,während des laufenden Spiels seinen Einsatz zu erhöhen. Der Einsatz wird vordem Spiel gestellt und kann dur
h die Split-Mögli
hkeit sozusagen währenddes Spiels verdoppelt werden, verteilt auf zwei Spiele, die er glei
hzeitig gegenden Croupier spielt (Vgl. [22℄, S. 63).Verdoppeln � DoubleDer Einsatz kann verdoppelt werden, na
hdem die ersten beiden Karten aus-geteilt wurden. Dana
h erhält der Spieler von Croupier nur no
h genau eineKarte. Als Mitspieler kann man nur verdoppeln, wenn au
h der Boxeninha-ber seinen Einsatz verdoppelt. Ebenfalls na
h dem Teilen ist ein Verdoppelnmögli
h (Vgl. [3℄).Es ist günstig zu verdoppeln, wenn der Spieler mit den ersten beiden Kartendie Summe 9, 10 oder 11 errei
ht hat. Hat der Spieler beispielsweise eine 5und 6, so kann er seinen Einsatz verdoppeln, da er auf eine Endsumme von21 ho�en kann. Zuvor sollte der Spieler einen Bli
k auf die Ausgangslage der



4.1. DIE SPIELREGELN 61Bank werfen. Denn falls die Bank als erste Karte ein Ass hat, wird der Spielermögli
herweise ni
ht verdoppeln. Jedo
h, wenn die Bank eine 6 gezogen hat,kann der Spieler voller Zuversi
ht verdoppeln (Vgl. [22℄, S. 64).BustAuf vielen Bla
k Ja
k Tis
hen hat man eine weitere Gewinn
han
e dur
hdas Zusatzspiel �Bust�. Dabei setzt der Spieler darauf, dass der Dealer denKartenwert 21 übers
hreitet. Wenn der Croupier mehr als 21 hat, gewinntder Spieler mit der Quote 5:2, also das 2,5fa
he. Wenn 21 ni
ht von Dealerübers
hritten wird, geht der Einsatz aus dem Zusatzspiel an die Bank. DieEinsätze müssen vor der Ausgabe der Karten platziert werden (Vgl. [3℄).4.1.2 Asymmetrien in den SpielregelnFür den Spieler und die Bank ist Bla
k Ja
k ein fast symmetris
hes undausgegli
henes Spiel. Auÿerdem s
heinen die ni
ht symmetris
hen Teile demSpieler einen Vorteil zu bringen, was der Attraktivität des Spiels zugutekommt:
• Bei einem Bla
k Ja
k gewinnt der Spieler 1,5fa
h zu seinem Einsatzhinzu. Gewinnt jedo
h der Croupier mit einem Bla
k Ja
k, so gewinnter nur im Verhältnis 1:1.
• Die Bank muss na
h einer festgelegten Strategie zusätzli
he Kartenziehen. �Der Spieler ist frei in den Ents
heidungen, ob er eine Kar-te verlangen soll oder ni
ht, wie er ein Ass bewerten soll, und kanndiese abhängig vom Wert der ersten Karte der Croupiers tre�en. DerCroupier aber ist in seiner Spielweise an eine starre Regel gebunden.�([4℄)
• Beim Ziehen kennt der Spieler die erste Karte der Bank.
• Die Bank darf ni
ht teilen und verdoppeln. Bei einem aussi
htsrei
henBlatt kann der Spieler den Einsatz verdoppeln und damit wird derCroupier gezwungen, das Spiel mit dem doppelten Betrag fortzusetzen.Der Spieler hat die Mögli
hkeit zwei glei
hwertige Karten zu teilen undmögli
herweise so mit zwei Händen gegen den Croupier gewinnen.�Der einzige, zunä
hst re
ht uns
heinbare, letztli
h aber umso gewi
htigereVorteil der Bank beruht darauf, dass die Bank auf jeden Fall gewinnt, wennder Spieler si
h verkauft, au
h dann, wenn sie selbst die Grenze 21 übers
hrei-tet.� (Bewersdor�, 2010, S. 83). Daher ers
heint es plausibel, dass der Spieler



62 KAPITEL 4. BLACK JACKdur
hs
hnittli
h etwas defensiver spielen sollte als die Bank. Auÿerdem wirdsi
h eine gute Spielstrategie an der ersten Karte der Bank orientieren, denndiese enthält wesentli
he Informationen über das mutmaÿli
he Abs
hneidender Bank (Vgl. [10℄, S. 83 � 84 und [4℄).Am Besten beginnt eine mathematis
he Analyse des Spiels mit der Bank,deren Spielresultate in Form einer Wahrs
heinli
hkeitsverteilung bestimmtwerden. Es kann passieren, dass die Bank 12 Karten ziehen muss (6 Asse,eine 6 und ans
hlieÿend wieder 5 Asse), meist sind es jedo
h viel weniger,selten mehr als 4. Neben dem Sonderfall des Bla
k Ja
ks müssen ebenfallsdie Softhands (Blätter mit einem als 11 gezählten Ass) als separate Zustän-de berü
ksi
htigt werden. Dann ergibt si
h die Endverteilung aus Tabelle 4.2.
Bank-Ergebnis Wahrs
heinli
hkeit17 14,5118 13,9519 13,3520 18,0321 7,27Bla
k Ja
k 4,73> 21 28,16Tabelle 4.2: Die Wahrs
heinli
hkeiten für das Spiel der Bank in %. Quelle:([10℄, S. 83)

Bemerkenswert ist das relativ hohe Risiko der Bank, wel
he si
h dur
hs
hnitt-li
h mehr als jedes vierte Mal überkauft. Sollte der Spieler, ohne teilen oderverdoppeln, wie die Bank bis er 17 Punkte errei
ht hat eine weitere Karteziehen, dann folgt sein Kartenergebnis der Tabelle 4.2. Wenn die Gewinn-pläne für Bank und Spieler symmetris
h wären, ergäbe si
h für den Spielerdie Gewinnerwartung mit dem Wert 0. Aber da der Gewinnplan in Teilenunsymmetris
h ist, ergeben si
h lei
hte Korrekturen, die in Tabelle 4.3 zu-sammengestellt sind. In der Summe ergibt si
h im Dur
hs
hnitt ein Verlustvon 5,68% des Einsatzes (Vgl. [10℄, S. 83 � 84 und [4℄).



4.2. DAS SPIEL 63Situation Vor-/Na
hteil Wahrs
heinli
hkeit ErwartungSpieler hatBla
k Ja
k,Bank hatkeinen 50 4,51 2,25Spieler undBank über-kaufen si
hbeide -100 7,93 -7,93
Tabelle 4.3: Unsymmetrien im Gewinnplan und dessen Auswirkungen, wennder Spieler die Zieh-Strategie der Bank kopiert in %. Quelle: ([10℄, S. 84)4.2 Das Spiel4.2.1 Ziehen einer weiteren KarteDer Spieler muss bei der Ents
heidung, ob er eine weitere Karte ziehen soll,bea
hten,

• wel
he Karten s
hon vor ihm liegen und
• wel
he Karte die Bank bekommen hat.Wenn die Bank zum Beispiel als erste Karte eine 10 hat, ist die Lage für denSpieler eher ungünstig. Denn mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 4

13
kommtals zweite Karte ebenfalls eine mit dem Wert 10, damit errei
ht die Bank 20Punkte. Die Chan
e das si
h der Croupier überkauft ist gering, also sollte derSpieler versu
hen mögli
hst an 20 Punkte heranzukommen, aber mindestens17 Punkte - denn dann müsste si
h die Bank überkaufen um gewinnen zukönnen. Natürli
h wä
hst mit alternativen, steigenden Vorsummen für denSpieler die Mögli
hkeit, dass er si
h überkauft, wenn er eine weitere Kartenimmt (Vgl. [22℄, S. 69 � 71).�Angenommen, jemand würde die Wahrs
heinli
hkeiten für die Endzuständeder Spiele der Bank kennen, könnte also die Chan
en angeben, daÿ die Bank� unter Berü
ksi
htigung der ersten gezogenen Karte � die Summe siebzehn,a
htzehn oder die anderen mögli
hen Spielausgänge errei
ht.� (Monka, 1999,S. 70). Beispielsweise die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Bank ihr Spiel mit derPunktesumme 17 beendet, hängt von der ersten Karte ab. Wenn der Croupierals erste Karte eine 7 erhält, ist die Wahrs
heinli
hkeit relativ ho
h, dass erdas Spiel mit 17 beenden wird. Hingegen wenn er als erste Karte eine 10



64 KAPITEL 4. BLACK JACKbekommt, ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Endsumme bei diesem Spielebenfalls 17 sein wird, o�enbar kleiner als für die Summe 20.Wenn nun alle bedingten Wahrs
heinli
hkeiten für die Spielausgänge derBank bekannt sind, kann der Spieler die Chan
e bere
hnen, dass Spiel zugewinnen oder zu verlieren unter Berü
ksi
htigung des eigenen Punktestan-des (Vgl. [22℄, S. 69 � 71).4.2.2 Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten für die Punktesum-men der BankFür das optimale Spiel der Casinobesu
hers ist die Kenntnis der Wahrs
hein-li
hkeiten für die Punktestände der Bank, mit wel
her sie ihr Spiel beenden,auss
hlaggebend.Die Wahrs
heinli
hkeiten können vor der Dur
hführung eines Spiels bere
h-net werden, indem die Anzahl der im Sinne einer Fragestellung günstigenFälle ins Verhältnis zur Anzahl der glei
hmögli
hen Fälle gesetzt werden. Esbedarf einer Übersi
ht, wel
he die vers
hiedenen mögli
hen Spiele der Bankdarstellt, um die gesu
hten bedingten Wahrs
heinli
hkeiten zu bestimmen(Vgl. [22℄, S. 71 � 78).Bere
hnung eines einfa
hen Falles:Die Bank bekommt als erste Karte eine 9. Als zweite Karte könnte die Bankein Ass ziehen und so die Punktesumme 20 errei
hen, die Wahrs
heinli
hkeitdafür beträgt 1
13
. Als zweite Karte könnte die Bank eine 10, einen Buben,eine Dame oder einen König ziehen und so die Punktesumme 19 errei
hen,dafür beträgt die Wahrs
heinli
hkeit 4

13
. Wenn die Bank als zweite Karteeine 8 oder 9 zieht, ist das Spiel mit den Punktesummen 17 oder 18 eben-falls beendet, jeweils mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1

13
. Erhält die Bankals zweite Karte eine 2, 3, ... oder 7, so ist die Punktesumme kleiner als 17und die Bank muss no
h eine weitere Karte ziehen, dafür beträgt die Wahr-s
heinli
hkeit 6

13
. Wenn die Bank beispielsweise als zweite Karte eine 2 zieht(mit Wahrs
heinli
hkeit 1

13
) und dana
h als dritte Karte ein Ass zieht, sodass sie mit drei Karten die Summe 9 + 2 + 1 = 12 errei
ht hat und wieder-um eine weitere Karte ziehen muss, beträgt die Wahrs
heinli
hkeit hierfür

1
13

· 1
13
. Wenn die Bank als dritte Karte eine 8 erhält, so ist die Summe 9+ 2 + 8 = 19 und das Spiel beendet, die Wahrs
heinli
hkeit beträgt nundafür 1
13
· 1
13
. Die Bank kann die Punktesumme 19 au
h mit der Wahrs
hein-li
hkeit von 4
13

erzielen. Insgesamt � bis zu diesem Punkt der Bere
hnungen� kann die Bank 19 Punkte mit der Wahrs
heinli
hkeit (4+ 1
13
)· 1

13
bekommen.
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he Spielsituationen der Bank müssten auf diese Weise dur
hgespieltund in geeigneter Weise zusammengefügt werden und so ergeben i
h die inder Tabelle 4.4 enthaltenen bedingten Wahrs
heinli
hkeiten (Vgl. [22℄, S. 71� 78).Bei der Bere
hnung der a-priori-Wahrs
heinli
hkeit geht man davon aus, dassim verbleibenden Kartenstoÿ, aus dem die jeweils nä
hste Karte gezogenwird, die Karten mit unters
hiedli
hen Punktwerten in glei
her Häu�gkeitenthalten sind � abgesehen von der 10 und den Bildern. Dies stimmt je-do
h ni
ht mit der Realität überein, denn wenn zum Beispiel als erste Karteeine 9 gezogen wird, ist klar, dass die Anzahl der weiteren 9er im Karten-stoÿ si
h verringert hat. Eine vollständige Analyse aller vers
hiedenen Spieleunter allen vers
hiedenen Restkartenbeständen wäre weder in einem vernünf-tigen zeitli
hen Rahmen dur
hführbar, no
h von einem praktis
hen Interesse.Somit wird im folgenden davon ausgegangen, dass unter den Restkarten kei-ne vers
hiedenen Häu�gkeiten für Karten mit unters
hiedli
hem Punktewertvorliegen (ausgenommen für den Wert 10). Für jedes einzelne Spiel ist dieseAnnahme si
her unangemessen, jedo
h für den Dur
hs
hnitt aller Spiele ad-äquat.Punktesumme1. Karte 17 18 19 20 21 >21 Bla
k Ja
kAss 13,08 13,08 13,08 13,08 5,39 11,53 30,772 13,98 13,49 12,97 12,40 11,80 35,36 -3 13,50 13,05 12,56 12,03 11,47 37,39 -4 13,05 12,59 12,14 11,65 11,12 39,45 -5 12,23 12,23 11,77 11,31 10,82 41,64 -6 16,54 10,63 10,63 10,17 9,72 42,32 -7 36,86 13,78 7,86 7,86 7,41 26,23 -8 12,86 35,93 12,86 6,94 6,94 24,47 -9 12,00 12,00 35,08 12,00 6,08 22,84 -10, B, D, K 11,14 11,14 11,14 34,22 3,45 21,21 7,69Tabelle 4.4: Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten der Bank für das Errei
hen vonPunktesummen in %. Quelle: ([22℄, S. 75)Neben der a-priori-Wahrs
heinli
hkeit, kann man au
h die a-posteriori-Wahr-s
heinli
hkeiten betra
hten, wel
he si
h ni
ht erhebli
h von der Tabelle 4.4unters
heidet. Ein Spieler der darauf setzt wüns
ht si
h erstens, dass die
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h ändernde Zusammensetzung der verbliebenen Kartenstöÿe, aus deneneine nä
hste Karte gezogen wird, keinen gravierenden Ein�uss ausübt undzweitens, dass si
h das �Gesetz der groÿen Zahl� bemerkbar ma
ht. Also derSpieler ho�t, dass keine astronomis
h groÿe Anzahl an Spielen dur
hgeführtwerden muss, um zu erfahren, dass die Bank in ungefähr 3 von 10 Spielenein Bla
k Ja
k erhält, wenn sie als erste Karte ein Ass erhält (Vgl. [22℄, S. 71� 78).Die Bere
hnungen dieses Abs
hnitts können au
h mittels Marko�-Ketten be-re
hnet werden. Dies wird im Folgenden behandelt:4.2.3 Marko�-KettenDe�nition 4.2.1. Eine Marko�-Kette ist ein Zufallsprozess, bei dem einEreignis (oder Zustand) nur von unmittelbaren Vorgänger beein�usst wirdund selbst nur auf das unmittelbare Folgeereignis (oder Folgezustand) Ein�usshat.Aus endli
h vielen Zuständen E1, E2, ..., En besteht eine endli
he Marko�-Kette. Zu bestimmten Zeitpunkten t sind die Übergangswahrs
heinli
hkeiten
pi,j(t) = P (Ej(t + 1)|Ei(t)) oder einfa
h pi,j = P (Ej|Ei). Die pij werden inder Übergangsmatrix S angeordnet. Wenn S von t unabhängig ist, heiÿt dieMarko�-Kette homogen .Eine Marko�-Kette ist gedä
htnislos, das heiÿt die Übergänge zum Zeitpunktt hängen nur von den Zuständen zur Zeit t � 1 und ni
ht von denen zur Zeitt � 2, ... ab (Vgl. [20℄, S. 662).Zur mathematis
hen Bes
hreibung von Marko�-Ketten dienen bedingteWahr-s
heinli
hkeiten, sogenannte Übergangswahrs
heinli
hkeiten pi,j, in dieser S
hreib-weise bezei
hnet der erste Index stets das Resultat des vorhergehenden Ver-su
hs, der zweite Index gibt an, in wel
hen Zustand das System im na
hfol-genden Zeitpunkt übergeht.Die aus den Übergangswahrs
heinli
hkeiten gebildete Matrix, die sogenann-te Übergangsmatrix, vermittelt ein vollständiges wahrs
heinli
hkeitstheoreti-s
hes Bild der mögli
hen Änderungen, die beim Übergang von einem Versu
hzu dem unmittelbar folgenden eintreten können (Vgl. [15℄, S. 102 und [25℄,S. 233): P = 






p1,1 p1,2 . . . p1,n
p2,1 p2,2 . . . p2,n... ... . . . ...
pn,1 pn,2 . . . pn,n










4.2. DAS SPIEL 67Satz 4.2.2. Für die Zeilensumme der Übergangsmatrix gilt:
n∑

j=1

= pi,j = 1 (für alle i)Beweis. Von einem Zustand Ei wird mit einer Si
herheit irgendein Zustand
Ej errei
ht. Der Formel folgt, da die Zustände einander auss
hlieÿen.Die Übergangsmatrix bes
hreibt den Marko�-Prozess folgendermaÿen: Dieeinzelnen Wahrs
heinli
hkeitsklassen sind dur
h den Wahrs
heinli
hkeitsvek-tor ~w0 = (w1, w2, . . . , wn) bes
hrieben. So lautet dieser Vektor in der erstenFolgewahrs
heinli
hkeitsklasse: ~w1 = ~w0 · P , und in der zweiten Folgewahr-s
heinli
hkeitsklasse: ~w2 = ~w1 · P = ~w0 · P

2, ... und letztli
h ~wk = ~w0 · P
k(Vgl. [25℄, S. 232f und [20℄, S. 663f).De�nition 4.2.3. Eine reelle s × s-Matrix P = (pi,j)

s
i,j=1 heiÿt sto
hasti-s
he Matrix , falls pi,j ≥ 0 für alle i, j ∈ {1, 2, ..., s} und

s∑

j=1

pi,j = 1 für alle j ∈ {1, 2, ..., s}.Satz 4.2.4. Die Wahrs
heinli
hkeit einer Kette von Zuständen Ea(0) Eb(1)
Ec(2) ... Ee(k− 1) Ef (k) ist gegeben dur
h P (Ea(0)) · pab(0) · ... · pde(k− 2) ·
pef(k − 1).Beweis. Es gilt na
h dem Multiplikationssatz der Sto
hastik:
P (Ea(0)...Ej(k)) = P (Ea(0)) · P (Eb(1)|Ea(0)) · P (Ec(2)|Ea(0), Eb(1)) · ...

... · P (Ej(k)|Ea(0), ..., Ee(k − 1))Dies vereinfa
ht si
h dur
h die Gedä
htnislosigkeit der Marko�-Kette zu:
P (Ea(0)) · P (Eb(1)|Ea(0)) · P (Ec(2)|Eb(1)) · ... · P (Ef(k)|Ee(k − 1))Unter Verwendung der S
hreibweise aus De�nition 4.2.1 folgt die Behauptung(Vgl. [20℄, S. 664).Satz 4.2.5. Bei einer Marko�-Kette möge eine Anfangsverteilung pi(0) :=

P (Ei(0)) vorliegen und ferner eine Übergangsmatrix P. Dann lässt si
h dieVerteilung der Zustände Ei (i = 1, 2, ..., n) für den nä
hsten Zeitpunktbere
hnen dur
h:
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(p1(0), p2(0), ..., pn(0)) ·








p1,1 p1,2 . . . p1,n
p2,1 p2,2 . . . p2,n... ... . . . ...
pn,1 pn,2 . . . pn,n






Beweis. Zum Beispiel um die Wahrs
heinli
hkeit für E1(1) zu erhalten, mussgere
hnet werden p1(0) · p1,1, p2(0) · p2,1, ..., pn(0) · pn,1. Na
h dem Satz dertotalen Wahrs
heinli
hkeit gilt, da die vers
hiedenen Ereignisse disjunkt sind:

P (E1(1)) =

n∑

i=1

pi(0) · pi,1Dasselbe gilt au
h für die anderen Zustände (Vgl. [20℄, S. 664).Satz 4.2.6. Für die Übergangswahrs
heinli
hkeiten p
(t)
i,j in t Zeits
hritten mit

p
(t)
i,j := P (E(t+ s) = j|E(s) = i) oder p(t)i,j := P (Ej(t+ s)|Ei(s))gelten die Glei
hungen von CHAPMANN-KOLMOGOROFF:

p
(t+s)
i,j =

n∑

k=1

p
(s)
i,k · p

(t)
k,jDie Übergangsmatrix für t S
hritte ist dann P t.Beweis. Wie man von einem Zustand Ei in t + s S
hritten Ej errei
ht, kannman wie in Abbildung 4.2 dargestellt verans
hauli
hen. Die n Zustände s
hlie-ÿen einander aus. Es gilt also na
h dem Satz von der totalen Wahrs
heinli
h-keit:

P (Ej) = P (Ei) · p
(s)
i,1 · p

(t)
1,j + P (Ei) · p

(s)
i,2 · p

(t)
2,j + ... + P (Ei) · p

(s)
i,n · p

(t)
n,j

= P (Ei) ·
n∑

k=1

p
(s)
i,k · p

(t)
k,jDiese Summe beinhaltet au
h die Re
henvors
hrift zur Matrizenmultiplika-tion. Es folgt also (mit den Voraussetzungen na
h Satz 4.2.5), wenn eine An-fangsverteilung für t = 0 vorliegt, für die Verteilung na
h t S
hritten (Vgl.[20℄, S. 665f):
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Abbildung 4.2: Wie man von einem Zustand Ei in t + s S
hritten Ej errei
ht.Quelle: [20℄, S. 666.
P (E1(t), ..., En(t)) = (p1(0), (p2(0), ..., pn(0)) ·








p1,1 p1,2 . . . p1,n
p2,1 p2,2 . . . p2,n... ... . . . ...
pn,1 pn,2 . . . pn,n








t

De�nition 4.2.7. Der Zustand k einer Marko�-Kette heiÿt absorbierend,genau dann wenn pk,k = 1. Absorbierende Zustande werden, falls sie ein-mal errei
ht werden, mit Wahrs
heinli
hkeit 1 nie mehr verlassen. Besitzteine Marko�-Kette mindestens einen absorbierenden Zustand, der von jedemni
ht absorbierenden Zustand in eventuell mehreren S
hritten errei
ht wer-den kann, heiÿt die gesamte Marko�-Kette absorbierend. Setze A := {k :
k ist absorbierend}.Die Übergangsmatrix erhält die folgende Blo
kform, wenn man die absorbie-renden Zustände als Erste au�istet (I ist die Einheitsmatrix) (Vgl. [10℄, S.80f und [16℄, S. 46):

B =

(
I 0
R Q

)Wenn man die Blo
kform der Matrix A immer wieder mit si
h selbst multi-pliziert, erhält man Aussagen über das langfristige Verhalten absorbierenderMarko�-Ketten:
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Bn =

(
I 0

(I +Q + ...+Qn−1)R Qn

)

−→

(
I 0

(I −Q)−1R 0

)Mit Hilfe des Grenzwertes von Bn kann insbesondere bestimmt werden, wel-
he absorbierenden Zustände aus einem gegebenem Startzustand mit wel-
hen Wahrs
heinli
hkeiten langfristig errei
ht werden. Wie lange dies dur
h-s
hnittli
h dauert, kann ebenfalls aus der Matrix (I−Q)−1 bere
hnet werden.Ist d der Spaltenvektor, dessen Koordinaten glei
h der (bis zum Errei
hen ei-nes absorbierenden Zustandes) zu erwartenden S
hrittzahl sind, dann ergibtsi
h die Glei
hung (Vgl. [10℄, S. 80f und [16℄, S. 46)
d = Qd+






1...
1




die umgeformt werden kann zu

d = (I −Q)−1






1...
1




 .De�nition 4.2.8. Es sei P eine sto
hastis
he s× s-Matrix, k ∈ {1, 2, ..., s},

k ∈ A und j ∈ {1, 2, ..., s}. Mit qj,k bezei
hnen wir die Wahrs
heinli
hkeitirgendwann den Zustand k zu errei
hen, wenn man in j startet.
qk :=






q1,k...
qs,k




O�ensi
htli
h gilt qk,k = 1. In diesem Fall ist man ja bereits zum Zeitpunkt0 in einem Zustand k. In Satz 4.2.9 wird angegeben, wie der Spaltenvektor

qk bestimmt werden kann (Vgl. [23℄, S. 132f).Satz 4.2.9. Betra
hte eine Marko�-Kette mit Übergangsmatrix P. Ange-nommen A 6= ∅ und k ∈ A. Dann ist qk glei
h dem kleinsten Spaltenvektor
x = (xj)

s
j=1 mit xj ≥ 0 für alle j ∈ {1, 2, ..., s}, xk = 1 und (P · x)j = xj füralle j ∈ {1, 2, ..., s}.Beweis. Setze x = qk. Dann ist qj,k ≥ 0 für alle j ∈ {1, 2, ..., s} und qk,k = 1.Für ein l ∈ {1, 2, ..., s} ist pj,l die Wahrs
heinli
hkeit in einem S
hritt von jna
h l zu kommen. Daher muss
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qj,k =

s∑

l=1

pj,l · ql,kgelten. Somit ist (P · x)j = xj .Für j ∈ {1, 2, ..., s} und n ∈ N0 sei pj(n) die Wahrs
heinli
hkeit zum Zeit-punkt n das erste Mal den Zustand k zu errei
hen, wenn man in j startet. Esist also stets pj(n) die Wahrs
heinli
hkeit zum Zeitpunkt n im Zustand k zusein, und zu den Zeitpunkten 0, 1, ..., n � 1 ni
ht im Zustand k gewesen zusein. O�ensi
htli
h ist
qj,k =

∞∑

n=0

pj(n) (4.1)für jedes j ∈ {1, 2, ..., s}. pj,l ist die Wahrs
heinli
hkeit den Zustand l ineinem S
hritt von j aus zu errei
hen. Vom Zustand l errei
ht man mit derWahrs
heinli
hkeit pl(n− 1) in (n � 1) S
hritten den Zustand k. Daher ist
pj(n) =

s∑

l=1

pj,l · pl(n− 1) (4.2)für alle n ∈ N und alle j ∈ {1, 2, ..., s}.Sei x = (xj)
s
j=1 ein Spaltenvektor mit xj ≥ 0 für alle j ∈ {1, 2, ..., s}, xk = 1und (P · x)j = xj für alle j ∈ {1, 2, ..., s}. Dur
h Induktion na
h n wirdgezeigt, dass

xj ≥
n∑

l=0

pj(l) (4.3)für alle n ∈ N0 und alle j ∈ {1, 2, ..., s} gilt.Im Fall n = 0 ist xk = 1 ≥ 1 = pk(0) und xj ≥ 0 = pj(0) für j 6= k. Sei jetzt
n ≥ 1, und sein j ∈ {1, 2, ..., s}. ∑n

l=0 pk(l) = 1 ≤ xk. Im Fall j 6= k ist dann
xj =

s∑

l=1

pj,i · xi
︸︷︷︸

≥
∑n−1

l=0
pi(l) wegen (4.3) ≥

≥
n−1∑

l=0

s∑

i=1

pj,i · pi(l)

︸ ︷︷ ︸

=pj(l+1) wegen (4.2) = 0
︸︷︷︸

=pj(0)

+
n∑

l=1

pj(l) =
n∑

l=0

pj(l).



72 KAPITEL 4. BLACK JACKSei j ∈ {1, 2, ..., s}. Für jedes n ∈ N ist xj ≥
∑n

l=0 pj(l) wegen (4.3). Deswe-gen ist xj ≥
∑∞

l=0 pj(l). Na
h (4.1) ist ∑∞

l=0 pj(l) = qj,k, und daher xj ≥ qj,k(Vgl. [23℄, S. 132f).Bemerkung 4.2.10. qk kann man folgendermaÿen bere
hnen. Setze x =
(xj)

s
j=1 (mit xj ≥ 0) xk = 1 und xj = 0 für alle j ∈ A\{k} und Px = x.Dieses x ist dann eindeutig bestimmt und erfüllt x = qk.Zur Verdeutli
hung des oben Erklärtem ein einfa
hes Beispiel (Vgl. [25℄, S.233f):Beispiel 4.2.11. Bei einer Verbrau
herbefragung wurde erhoben, wie si
hAutobesitzer verhalten würden, wenn sie si
h einen Neuwagen ans
ha�en.(Zur Vereinfa
hung stehen nur die drei Modelle Rostnix, Sauftwenig und Ta-dellos zur Wahl.) Die na
hfolgende Tabelle gibt an, wieviel % der Benützereiner bestimmten Type wel
he Marke wählen würden:vorhandenes Modell Na
hfolgemodellR S TR 60% 20% 20%S 40% 60% 0%T 20% 50% 30%Angenommen, die Verteilung der Automarken ist zur Zeit 40% Rostnix, 40%Sauftwenig und 20% Tadellos. Wie wird die Verteilung na
h dem ersten Au-towe
hsel aussehen, und wie na
h dem zweiten?Die Matrix der Übergangswahrs
heinli
hkeiten ist somit

P =





0, 6 0, 2 0, 2
0, 4 0, 6 0
0, 2 0, 5 0, 3



Daher ist
~w1 = ~w0 · P =

(
0, 4 0, 4 0, 2

)
·





0, 6 0, 2 0, 2
0, 4 0, 6 0
0, 2 0, 5 0, 3



 =
(
0, 44 0, 42 0, 14

)und
~w2 = ~w1 ·P =

(
0, 44 0, 42 0, 14

)
·





0, 6 0, 2 0, 2
0, 4 0, 6 0
0, 2 0, 5 0, 3



 =
(
0, 46 0, 41 0, 13

)



4.2. DAS SPIEL 73Letzteres erhält man ebenfalls dur
h
~w2 = ~w0 ·P

2 =
(
0, 4 0, 4 0, 2

)
·





0, 48 0, 34 0, 18
0, 48 0, 44 0, 08
0, 38 0, 49 0, 13



 =
(
0, 46 0, 41 0, 13

)4.2.4 Abwägen von Gewinn- und Verlust
han
en für denSpielerDie Kenntnis der bedingten Wahrs
heinli
hkeiten erweist si
h für den Spie-ler als sehr vorteilhaft. �Er kann bere
hnen, wie groÿ seine Chan
e ist, dasSpiel zu gewinnen, zu verlieren oder ein Remis zu errei
hen, wenn er einebestimmte Punktzahl erzielt. Ein Verglei
h zwis
hen der Gewinn- und Ver-lustwahrs
heinli
hkeit zeigt, wie die Situation des Spielers insgesamt zu be-werten ist.� (Monka, 1999, S. 78). Wenn die Di�erenz zwis
hen der Gewinn-und Verlustwahrs
heinli
hkeit positiv ist, so kann der Spieler erwarten, beiwiederholten Konstellationen dieser Art im Dur
hs
hnitt zu gewinnen. Dur
hdie Tabelle 4.4 kann man sämtli
he Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkei-ten für alle mögli
hen ersten Karten der Bank und alle mögli
hen errei
htenPunktesummen des Spielers bestimmen und ebenfalls miteinander verglei-
hen (Vgl. [22℄, S. 78 � 81).Betra
htung des Falles, wenn die Bank als erste Karte eine 8 gezogen hat:Die Bank wird mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 12,86% die Summe von 17Punkten errei
hen usw. und mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 24,47% mehrals 21 Punkte (siehe Tabelle 4.4). Wenn der Spieler weniger als 17 Punktehat, gewinnt er das Spiel nur, wenn si
h die Bank überkauft. Verlieren wirder das Spiel mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 100% � 24,47% = 75,53%. DieDi�erenz zwis
hen der Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit ist mit 24,47%� 75,53% = -51,06% negativ und beträ
htli
h. Also kann der Spieler erwarten,dass er das Spiel verliert, wenn die Bank als erste Karte eine 8 und er wenigerals 17 Punkte hat.Hat der Spieler jedo
h 17 Punkte ist die Lage für ihn besser. Die Wahrs
hein-li
hkeit, dass die Bank ebenfalls 17 Punkte errei
ht beträgt 12,86%. In diesemFall ist die Di�erenz mit 24,47% � (75,53% � 12,86%) = -35,20% immer no
hnegativ, aber wesentli
h geringer als zuvor.Es ergibt si
h die Tabelle 4.5, wenn wir nur die Vorzei
hen der Di�erenzzwis
hen der Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit betra
hten.Aus der Tabelle 4.5 kann man entnehmen, dass wenn die Punktesumme eines



74 KAPITEL 4. BLACK JACKPunktesumme des Spie-lers1. Karte der Bank <17 17 18 19 20 21Ass � � � � + +2 � � + + + +3 � � + + + +4 � � + + + +5 � � + + + +6 � + + + + +7 � � + + + +8 � � + + + +9 � � � + + +10, B, D, K � � � � + +Tabelle 4.5: Die Vorzei
hen der Di�erenz zwis
hen Gewinn- und Verlust-wahrs
heinli
hkeit für den Spieler bei bestimmten errei
hten Punktesummen.Quelle: [22℄, S. 80.Spielers 17 unters
hreitet, entsteht für ihn immer eine s
hwierige Ausgangs-lage. Nur mit einer Punktesumme von 20 oder 21 Punkten ist es ihm mögli
hohne Eins
hränkungen zu gewinnen (Vgl. [22℄, S. 78 � 81).Jedo
h bringen die Vorzei
hen in Tabelle 4.5 natürli
h ni
ht die Unters
hied-li
hkeiten der absoluten Beträge der Di�erenzen zum Ausdru
k, wel
he erstdie Tabelle 4.6 vor Augen führt.Hier erkennt man beispielsweise, dass nur drei Di�erenzen absolut klein sind.Dabei handelt es si
h um die Fälle, in wel
hen der Spieler eine Punktesummevon 17 hat und die Bank als erste Karte eine 5 oder 6 erhalten hat, sowieum die Punktesumme 19 für den Spieler, wenn die Bank als erste Karte eine10 erhält. Bei diesen Fällen halten si
h Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
h-keiten etwa die Waage. Die absoluten Di�erenzen sind in den anderen Fällenteilweise bea
htli
h groÿ. (Vgl. [22℄, S. 78 � 81)4.2.5 Wann der Spieler eine weitere Karte ziehen sollteDer Spieler sollte si
h fragen, ob si
h die obigen Gewinn- und Verlust
han
enin positiver Ri
htung verändern, wenn er eine zusätzli
he Karte zieht. ZumBeispiel ist klar, dass der Spieler seine Situation nur verbessern kann, wenner 11 Punkte errei
ht hat und no
h eine weitere Karte zieht. Hat hingegender Spieler beispielsweise 15 Punkte errei
ht, führt eine weitere Karte, die



4.2. DAS SPIEL 75Punktesumme des Spie-lers1. Karte der Bank <17 17 18 19 20 21Ass -79,95 -63,87 -37,71 -11,55 14,61 33,072 -29,28 -15,30 12,17 38,63 64,00 88,203 -25,22 -11,72 14,83 40,44 65,03 88,534 -21,10 -8,05 17,59 42,32 66,11 88,885 -16,72 -4,49 19,97 43,97 67,05 89,186 -15,37 1,17 28,34 49,60 70,40 90,287 -47,54 -10,68 39,96 61,60 77,32 92,598 -51,06 -38,20 10,59 59,38 79,18 93,069 -54,32 -42,32 -18,32 28,76 75,84 93,9210, B, D, K -57,57 -46,43 -24,15 -1,87 43,49 81,17Tabelle 4.6: Die Di�erenz zwis
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeitfür den Spieler bei bestimmten errei
hten Punktesummen in %. Quelle: [22℄,S. 81.den Wert 7 oder gröÿer hat zu einem vorzeitigen Verlust des Spiels, was miteiner Wahrs
heinli
hkeit von 7
13

zutri�t. Eine zusätzli
he Karte ist in diesemFall nur günstig, wenn ihr Wert 6 oder kleiner ist (Vgl. [22℄, S. 81 � 91).Wie gut die Chan
en des Spielers sind das Spiel zu gewinnen hängt von derAusgangslage der Bank, also deren erster Karte ab. Zum Beispiel hat dieBank als erste Karte eine 3 gezogen. Die Wahrs
heinli
hkeiten für die späte-ren Endsummen sind in der Tabelle 4.4 abzulesen.EndsummeVorsumme 16 17 18 19 20 21 >2115 7,69 7,69 7,69 7,69 7,69 7,69 53,84Tabelle 4.7: Bedingte Wahrs
heinli
hkeiten des Spielers für das Errei
hen vonPunktesummen in %, wenn bisher 15 Punkte errei
ht wurden. Quelle: [22℄,S. 83.Die Wahrs
heinli
hkeit, dass der Spieler das Spiel gewinnt oder verliert, lässtsi
h wie folgt bestimmen (Vgl. [22℄, S. 81 � 91).Der Spieler verliert, mit einer Wahrs
heinli
hkeit von
• 53,84%, wenn er si
h überkauft.



76 KAPITEL 4. BLACK JACK
• 0,0769 · (0,135 + 0,1305 + 0,1256 + 0,1203 + 0,1147) = 0,0482 =4,82%, wenn der Spieler die Endsumme 16 und die Bank 17 � 21 Punkteerrei
ht.
• 0,0769 · (0,1305 + 0,1256 + 0,1203 + 0,1147) = 0,0378 = 3,78%, wennder Spieler die Endsumme 17 und die Bank 18 � 21 Punkte errei
ht.
• 0,0769 · (0,1256 + 0,1203 + 0,1147) = 0,0277 = 2,77%, wenn der Spielerdie Endsumme 18 und die Bank 19 � 21 Punkte errei
ht.
• 0,0769 · (0,1203 + 0,1147) = 0,0181 = 1,81%, wenn der Spieler dieEndsumme 19 und die Bank 20 oder 21 Punkte errei
ht.
• 0,0769 · 0,1147 = 0,0088 = 0,88%, wenn der Spieler die Endsumme 20und die Bank 21 Punkte errei
ht.Insgesamt ist die Verlustwahrs
heinli
hkeit, wenn der Spieler eine weitereKarte nimmt, in diesem Fall also: 0,5384 + 0,0482 + 0,0378 + 0,0277 +0,0181 + 0,0088 = 0,679 = 67,9%.Der Spieler gewinnt, mit einer Wahrs
heinli
hkeit von
• 0,0769 · 0,3739 = 0,0288 = 2,88%, wenn der Spieler 16 Punkte errei
htund die Bank si
h überkauft.
• 2,88%, wenn der Spieler 17 Punkte errei
ht und die Bank si
h überkauft
• und bei 18 und höheren Punktesummen.Die Summe der Gewinnwahrs
heinli
hkeiten für den Spieler beträgt 27,4%.Das Spiel kann bei Glei
hständen der Punkte zwis
hen 17 und 21 Punktenunents
hieden enden. Hierfür liegt die Wahrs
heinli
hkeit bei 0, 0769·0, 135+

0, 0769 · 0, 1305 + ...+ 0, 0769 · 0, 1147 = 0, 0482 = 4,82%.Die Di�erenz zwis
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit beträgt 27,28%� 67,90% = -40,62%. Dieser Verlust ist höher, als jener, wenn keine weitereKarte gezogen wird. Aus der Tabelle 4.6 geht hervor, dass bei einer 3 alserste Karte der Bank und einer Punktesumme des Spieler, kleiner als 17, dieDi�erenz -25,22% beträgt (Vgl. [22℄, S. 81 � 91).Somit ist für das Weitere eine Zusammenstellung der Di�erenzen bedingterGewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeiten für den Spieler, wel
he für den Fallgelten, dass er eine weitere Karte zieht von Interesse.



4.2. DAS SPIEL 77Vorsummedes Spielers1. Karteder Bank 11 12 13 14 15 16 17 18 19 202 23,53 -25,34 -30,78 -36,22 -41,67 -47,11 -53,62 -62,25 -72,92 -85,533 25,89 -23,37 -29,12 -34,87 -40,63 -46,38 -53,17 -62,00 -72,81 -85,504 28,31 -21,35 -27,42 -33,49 -39,57 -45,63 -52,70 -61,75 -72,70 -85,485 30,74 -19,33 -25,73 -32,14 -38,55 -44,95 -52,30 -61,52 -72,61 -85,456 33,37 -17,06 -23,57 -30,08 -36,60 -43,11 -50,89 -60,76 -72,27 -85,387 23,15 -25,34 -29,37 -33,41 -37,45 -41,49 -48,35 -59,12 -71,55 -85,198 17,53 -30,79 -34,55 -38,31 -42,09 -45,85 -50,60 -59,11 -71,37 -85,159 11,39 -26,88 -40,39 -43,90 -47,42 -50,94 -55,37 -61,65 -71,57 -85,0910, B, D, K 0,61 -44,46 -47,72 -50,99 -54,26 -57,52 -61,64 -67,47 -75,03 -86,06Tabelle 4.8: Di�erenz zwis
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit in %für den Spieler, wenn er eine weitere Karte zieht. Jedes As wird als 1 gezählt.Quelle: [22℄, S. 85.In man
hen Fällen ist es günstig, trotz einer negativen und absolut hohenDi�erenz zwis
hen der Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit eine Karte zunehmen, weil es das kleinere Übel ist. Das wird dur
h einen Verglei
h derTabellen 4.8 und 4.6 deutli
h (Vgl. [22℄, S. 81 � 91).No
heinmal zum obigen Beispiel: Die Bank erhält als erste Karte eine 3 undder Spieler hat die Punktesumme 15. Laut Tabelle 4.6 beträgt die Di�erenz-25,22%, wenn der Spieler keine zusätzli
he Karte nimmt und laut Tabelle 4.8ist die Di�erenz -40,63%, wenn er eine weitere Karte nimmt. �Die Di�erenz-40,63 Prozent � (-25,22 Prozent) = -15,41 Prozent bringt zum Ausdru
k,daÿ der Spieler auf Dauer einen zusätzli
hen Verlust von 15,41 Prozent sei-nes Einsatzes vermeiden kann, indem er si
h gegen eine zusätzli
he Karteents
heidet.� (Monka, 1999, S. 86).Ein weiteres Beispiel: Die Bank erhält als erste Karte eine Dame und derSpieler hat 15 Punkte. Aus Tabelle 4.6 kann man ablesen, dass die Di�erenz-57,57% beträgt, wenn der Spieler keine weitere Karte mehr nimmt und lautTabelle 4.8 beträgt die Di�erenz -54,26%, wenn der Spieler eine weitere Kar-te mehr verlangt. Die Di�erenz -54,26% � (-57,57%) = 3,31% besagt, dassder Spieler auf Dauer einen Gewinn von 3,31% seines Einsatzes dur
hsetztenkann, wenn er eine weitere Karte zieht. Also, wenn der Spieler eine zusätzli-
he Karte fordert, verbessert er seine s
hle
hte Lage etwas (Vgl. [22℄, S. 81 �91).Die Vorzei
hen der Di�erenzen aus den Werten aus Tabellen 4.6 und 4.8 sindfür den Spieler von groÿer Bedeutung. Wenn das Vorzei
hen einer Di�erenzpositiv ist, dass lässt si
h die Lage dur
h das Ziehen eine weiteren Karte ver-bessern und ein negatives Vorzei
hen bedeutet für den Spieler, dass er keine



78 KAPITEL 4. BLACK JACKKarte mehr nehmen sollte.Vorsumme des Spie-lers1. Karte der Bank 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20Ass + + + + + + � � � �2 + + � � � � � � � �3 + + � � � � � � � �4 + � � � � � � � � �5 + � � � � � � � � �6 + � � � � � � � � �7 + + + + + + � � � �8 + + + + + + � � � �9 + + + + + + � � � �10, B, D, K + + + + + + � � � �Tabelle 4.9: Verbesserung (+) oder Vers
hle
hterung (�) für den Spieler, fallser eine zusätzli
he Karte zieht. Jedes Ass wird als 1 gezählt. Quelle: [22℄, S.87.Für einen Spieler ist die Tabelle 4.9 grundlegend, wenn er optimal spielenmö
hte. Wenn der Spieler 11 Punkte hat, sollte er auf jeden Fall eine weitereKarte nehmen. Falls der Spieler bei 12 Punkten steht, sollte er eine zusätzli
heKarte nehmen, auÿer die Bank hat die für sie ungünstige Karte 4, 5 oder 6.Bei 13 � 16 Punkten sollte der Spieler nur eine Karte nehmen, wenn die Bankkeine 2 � 6 als erste Karte hat. In Tabelle 4.10 wird si
h später zeigen, dassein Verstoÿ gegen diese Regel vers
hieden s
hwerwiegende Folgen hat.Weiters wird dur
h die Tabelle 4.9 deutli
h, dass bei 17 oder mehr Punktennie eine zusätzli
he Karte gezogen werden sollte. Wobei bis jetzt das Assimmer als 1 und ni
ht als 11 gezählt wurde. Au
h kann man ablesen, dassdas Ass, die 7, 8, 9 und Karten mit dem Wert 10 für die Bank besonders vonVorteil sind, denn der Spieler sollte sein Glü
k dur
h ziehen einer weiterenKarte versu
hen, wenn falls er si
h mit 16 oder weniger Punkten in einereher aussi
htslosen Lage be�ndet. Nur wenn die Bank eine relativ s
hle
hteerste Karte hat brau
ht der Spieler bei einer Punktesumme von 12 � 16 keinÜberkaufen riskieren (Vgl. [22℄, S. 81 � 91).Die Übersi
htli
hkeit von Tabelle 4.9 geht verloren, wenn au
h die Werteder Di�erenzen aus den Tabellen 4.6 und 4.8 dargestellt werden. Wie in derTabelle 4.10:



4.2. DAS SPIEL 79Vorsummedes Spielers1. Karteder Bank 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20Ass 49,97 17,47 15,70 13,93 12,14 10,37 -5,49 -36,44 -69,41 -104,42 52,81 3,94 -1,50 -6,94 -12,39 -17,83 -38,32 -74,42 -111,6 -149,53 51,11 1,85 -3,90 -9,65 -15,41 -21,16 -41,45 -76,83 -113,3 -150,54 49,41 -0,25 -6,32 -12,39 -18,47 -24,53 -44,65 -79,34 -115,0 -151,65 47,46 -2,61 -9,01 -15,42 -21,83 -28,23 -47,81 -81,49 -116,6 -152,56 48,74 -1,69 -8,20 -14,71 -21,23 -27,74 -52,06 -89,10 -121,9 -155,87 70,69 22,20 18,17 14,13 10,09 6,05 -37,67 -99,08 -133,2 -162,58 68,59 20,27 16,51 12,75 8,97 5,21 -12,40 -69,70 -130,8 -164,39 65,71 17,44 13,93 10,42 6,90 3,38 -13,05 -43,33 -100,3 -160,910, B, D, K 58,18 13,11 9,85 6,58 3,31 0,05 -15,21 -43,32 -73,16 -129,6Tabelle 4.10: Verbesserung oder Vers
hle
hterung für den Spieler, falls er einezusätzli
he Karte zieht. Jedes Ass wird als 1 gezählt. Quelle: [22℄, S. 89.Soll man das Ass als 1 oder 11 zählen?Hat ein Spieler beispielsweise ein Ass und eine 5 ergibt si
h die Summe 6 oder16 Punkte. Er wird selbstverständli
h eine zusätzli
he Karte fordern. Wenner dann zum Beispiel eine 2 zieht, hat er die Punktesumme 8 oder 18. DerSpieler muss si
h vergewissern, ob es für ihn günstiger ist bei 18 Punktenzu bleiben oder eine weitere Karte zu nehmen. Wenn er eine zusätzli
heKarte nimmt und den Wert für ein Ass auf 1 oder 11 setzt, dann errei
hter mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 5 · 1
13

unter 17 Punkte, mit jeweils 1
13die Punktesumme 17 � 21 und mit der Wahrs
heinli
hkeit 4

13
verändert si
hseine Lage von 18 Punkten ni
ht.Falls in diesem Fall die Bank als erste Karte eine 9 hat, ergibt si
h folgendes:Wenn der Spieler eine zusätzli
he Karte nimmt, beträgt die Di�erenz zwi-s
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit für ihn -14,51%. Wenn er keineweitere Karte mehr nimmt und bei den 18 Punkten bleibt, ergibt si
h fürihn die Di�erenz zwis
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit -18,32%(Tabelle 4.6). Es folgt daraus, dass der Spieler sein Ass vorerst als 11 zählenund eine weitere Karte fordern sollte (Vgl. [22℄, S. 81 � 91).Der Spieler sollte ein Ass zunä
hst als 11 zählen. Wenn er dabei 19 � 21Punkte errei
ht, dann sollte er keine weitere Karte mehr nehmen. Wenn ermit dem Ass (11 Punkte gezählt) 18 Punkte errei
ht hat, sollte er au
h aufeine weitere Karte verzi
hten, auÿer die Bank hat als erste Karte eine 9 odereine Karte mit dem Wert 10. Bei 17 oder weniger Punkten sollte der Spielerjedenfalls eine Karte fordern. Sollte er das Ass später als 1 zählen, sollte ersi
h na
h den Tabellen 4.9 und 4.10 ri
hten (Vgl. [22℄, S. 81 � 91).



80 KAPITEL 4. BLACK JACK4.2.6 Wann sollte man den Einsatz verdoppeln?Falls sie ersten beiden Karten des Spielers den Wert 9, 10 oder 11 ergeben,kann er seinen Einsatz verdoppeln, dann erhält er jedo
h nur no
h eine wei-tere Karte. Der Spieler weiÿ, dass seine Gewinn- und Verlust
han
en von derPunktesumme und der ersten Karte der Bank abhängen. Er wird wissen wol-len, wie groÿ die Di�erenz zwis
hen seiner Gewinn- und Verlust
han
e ist,wenn ein nur eine weitere Karte bekommt (Vgl. [22℄, S. 92 � 96).Angenommen die Di�erenz hat den Betrag A und ist positiv. Also kannder Spieler erwarten auf Dauer mehr Spiele zu gewinnen als zu verlieren.Er wird aber au
h wissen wollen, wie groÿ die Di�erenz zwis
hen Gewinn-und Verlust
han
e ist, wenn er ni
ht verdoppelt und so eventuell mehrerezusätzli
he Karten ziehen kann. Diese Di�erenz sei au
h positiv und, mögeden Betrag B haben.�B ist � bei positiven Werten � stets so groÿ wie A oder gröÿer, weil derSpieler im normalen Spiel ja nur dann eine oder mehrere zusätzli
he Kartennimmt, wenn es für ihn von Vorteil ist.� (Monka, 1999, S. 92). Wenn nunB gröÿer als A ist, bedeutet dies, dass er auf Dauer öfters gewinnt, wenn ersi
h für ein normales Spiel ents
heidet. Wenn 2 ·A > B ist, sollte der Spielerseinen Einsatz verdoppeln.Zum Beispiel: Der Spieler hat mit zwei Karten elf Punkte und die Bank ei-ne 7. Wenn der Spieler seinen Einsatz verdoppelt und nur no
h eine weitereKarte nimmt, beträgt laut Tabelle 4.8 die Di�erenz zwis
hen Gewinn- undVerlustwahrs
heinli
hkeit 23,15%. Falls der Spieler seinen Einsatz ni
ht ver-doppelt und na
h den Tabellen 4.9 und 4.10 spielt, dann beträgt die Di�erenzzwis
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit 29,23%. Diesen Wert erhältman, wenn man alle mögli
hen zusätzli
hen Ziehungen des Spielers bei denBere
hnungen der Wahrs
heinli
hkeiten der einzelnen Spielgänge berü
ksi
h-tigt.Verdoppelt der Spieler ni
ht, kann er erwarten auf Dauer im Dur
hs
hnittpro Spiel 29,23% seines Einsatzes zu gewinnen. Ents
heidet er si
h für dieVerdopplung, kann er erwarten pro Spiel 23,15% von dem verdoppelten Ein-satz zu gewinnen. Und dies ist mehr Geld, so dass der Spieler verdoppelnwird. Diese Überlegung gilt für die Fälle unters
hiedli
her Vorzei
hen von Aund B, sowie negativer Vorzei
hen für A und B analog (Vgl. [22℄, S. 92 � 96).Die Di�erenzen zwis
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeiten zeigenvers
hieden deutli
h, dass ein Verdoppeln des Einsatzes in einigen Fällenna
hdrü
kli
her empfohlen werden kann als in anderen Fällen.



4.2. DAS SPIEL 81Tabelle 4.11 zeigt die alternativen Di�erenzen zwis
hen Gewinn- und Verlust-wahrs
heinli
hkeiten, dabei betri�t die obere Zahl, den Fall, dass der Spielerverdoppelt und die untere Zahl das normale Spiel. (Vgl. [22℄, S. 92 � 96)Vorsumme des Spie-lers1. Karte der Bank 9 10 11Ass -45,76-35,32 -31,26-25,13 -26,98-20,872 3,557,44 17,9518,25 23,5323,833 6,0410,13 20,4720,61 25,8926,034 9,1012,90 23,0523,05 28,3128,315 12,1615,81 25,6325,63 30,7430,746 15,8519,60 28,7828,78 33,3733,377 5,2117,19 19,6225,69 23,1529,218 -1,339,83 14,3319,79 17,5323,009 -15,05-5,22 7,2211,65 11,3915,8310, B, D, K -29,23-21,81 -8,09-5,26 0,613,34Tabelle 4.11: Di�erenz zwis
hen bedingter Gewinn- und Verlustwahrs
hein-li
hkeit in %. Kursiv ges
hriebene Zahlen: Verdopplung des Einsatzes sinn-voll. Quelle: [22℄, S. 96.4.2.7 Wann sollte man splitten?Der Spieler weiÿ, dass seine Gewinn- und Verlust
han
en von der Punkte-summe, die er mit zwei Karten errei
ht hat und der ersten Karte der Bankabhängen. Zunä
hst wird er wissen wollen, wie groÿ die Di�erenz zwis
henGewinn- und Verlust
han
en B ist, wenn er ni
ht splittet und si
h für einnormales Spiel ents
heidet. Dabei ri
htet er si
h na
h den Empfehlungen aus



82 KAPITEL 4. BLACK JACKder Tabelle 4.5 und aus dem letzten Absatz aus dem Abs
hnitt �Wann derSpieler eine weitere Karte ziehen sollte�.Natürli
h will der Spieler au
h erfahren, wie groÿ die Di�erenz zwis
hen sei-nen Gewinn- und Verlust
han
en ist, falls er splittet und zwei separate Spielespielt. Dabei wird er si
h bei jedem neuen Einzelspiel an die Empfehlungenaus der Tabelle 4.5 und aus dem letzten Absatz aus dem Abs
hnitt �Wannder Spieler eine weitere Karte ziehen sollte� orientieren. Diese Di�erenz wirdmit A bezei
hnet (Vgl. [22℄, S. 96 � 103).Beim Splitten wird analog zu den bereits beim Verdopplungsproblem entwi-
kelten Gedanken empfohlen zu splitten, wenn
• A, B > 0 und 2 · A > B,
• A > 0 und B < 0 oder
• A, B < 0 und |2 · A| < |B|.Zum Beispiel: Die Bank hat als erste Karte eine 8 und der Spieler ein 9er-Paar. Dann beträgt A = 9,83%, wenn er ni
ht splittet, spielt er mit 18 Punk-ten und wird keine zusätzli
he Karte nehmen. Und B = 10,59% (Tabelle 4.6).Also falls der Spieler splittet und seinen Einsatz no
h einmal setzt, kann ererwarten, dass er im Dur
hs
hnitt 2 · 9, 83% = 19, 66% vom Einsatz zu ge-winnen und ni
ht nur 10,59%.Oder angenommen, die Bank habe als erste Karte eine 9 und der Spieler ein8er-Paar. Wenn der Spieler splittet ergibt si
h A = -21,02% und B = -50,94%.Der Spieler kann die Verlusterwartung auf keinen Fall beseitigen, egal ob derSpieler den Einsatz no
h einmal riskiert und mit geteilter Hand spielt oderni
ht. Ihm bleibt allerdings die Mögli
hkeit, dass er nur 2 ·21, 02% = 41, 04%seines Einsatzes verliert und ni
ht 50,94%, dafür muss er splitten. In diesemFall ist der Split eine Art Abwehrmaÿnahme (Vgl. [22℄, S. 96 � 103).Betra
htet man Tabelle 4.12 fällt folgendes auf:Kein Paar wird gegen das Ass der Bank gesplittet. Falls die Bank als ersteKarte eine 10 hat, sollte nur ein Assenpaar gesplittet werden. Jedo
h hat dieBank eine s
hle
hte Karte (eine 4, 5 oder 6), sind alle Splits sinnvoll, jedo
hwird dabei kein 4er-, 5er- oder 10er-Paar gesplittet. Es zeigt si
h au
h, dass4er-, 5er- oder 10er-Paare nie gesplittet werden, da die Punktesummen 8,10 und 20 sehr aussi
htsrei
h sind und ein Assenpaar wird immer gesplittet,auÿer die Bank hat ebenfalls ein Ass. Ein 8er-Paar wird natürli
h gesplittet,denn 16 Punkte mit zwei Karten sind eine ungünstige Ausgangslage (Vgl.



4.2. DAS SPIEL 83Paare des Spie-lers1. Karte derBank Ass 2 3 4 5 6 7 8 9 10,Bild
Ass2 S S S S3 S S S S S4 S S S S S S S5 S S S S S S S6 S S S S S S S7 S S S S S8 S S S9 S S S10, B, D, K STabelle 4.12: Splitten (S), ohne mehrfa
hen Split. Quelle: [22℄, S. 99.[22℄, S. 96 � 103).O�ensivstrategien werden die Splits mit guten Gewinn
han
en genannt. Diessind Splits mit Assen und 9ern (ausgenommen gegen eine 9 der Bank), sowiejene gegen die s
hwä
hsten Karten der Bank (4, 5 und 6). Bei allen anderenSplits handelt es si
h um Defensivstrategien.Die Empfehlungen in der Tabelle 4.12 müssen modi�ziert werden, falls dieRegeln von Bla
k Ja
k mehrfa
he Splits erlauben. Ein mehrfa
her Split heiÿt,dass ein geteiltes Paar erneut geteilt werden kann, wenn der Spieler eine ent-spre
hende zusätzli
he Karte erhält. Im folgenden wird nur davon ausgegan-gen, dass der Spieler mit drei separaten Spielen gegen die Bank spielen kann,der Einsatz ist dabei dreimal zu stellen (Vgl. [22℄, S. 96 � 103).Wenn A und B positiv sind und si
h der einfa
he Split lohnt (O�ensivstra-tegie), muss au
h ein doppelter Split für den Spieler von Vorteil sein.Beispielsweise hat die Bank als erste Karte eine 8 und der Spieler zwei Asse.Im normalen Spiel ist B = 9,51%. Werden die Asse einmal gesplittet, ist A= 17,53%. Also wird der Spieler splitten und kann erwarten, in den beidenseparaten Spielen, auf Dauer dur
hs
hnittli
h 17,53% seines Einsatzes zu ge-winnen. Also würde der Spieler no
hmals splitten, wenn er die Mögli
hkeithat. Hierzu brau
ht er in einem der beiden Spiele als zusätzli
he Karte einAss. A ist in diesem Beispiel no
h gröÿer als B, also ist ein zweifa
her Split



84 KAPITEL 4. BLACK JACKangezeigt.Es mag den Fall geben, das bei positiven Werten A und B, dass zwar ni
ht
2 · A, aber 3 · A gröÿer als B ist. �Hieraus darf ni
ht gefolgert werden, daÿder einfa
he Split generell zu empfehlen ist, nur weil er den zweifa
hen Splitin drei Spiele als Mögli
hkeit beinhaltet. Es ist ni
ht si
her, ob ein dreifa-
her Split dur
hgeführt werden kann, sondern die Wahrs
heinli
hkeit hierfürbeträgt in jedem separaten Spiel 1

13
.� (Monka, 1999, S. 102). Natürli
h lohntsi
h jeder Split (au
h der zweifa
he), wenn A positiv und B negativ ist (Vgl.[22℄, S. 96 � 103).Defensive Splits sind in der Tabelle 4.12 empfohlen, falls A, B < 0 und|2 · A| < |B|. Falls in dieser Situation ein zweifa
her Split mögli
h ist, sollteman dieses besser ni
ht dur
hführen, denn jeder weitere Split vergröÿert den|A| oder die Di�erenz zwis
hen Gewinn- und Verlustwahrs
heinli
hkeit, indie für den Spieler unerwüns
hte Ri
htung.Ein doppelter Split erhöht somit ni
ht na
h jedem einfa
hen Split die Ge-winn
han
en. In Tabelle 4.13 werden die Empfehlungen für ein Spiel, in demmehrfa
he Splits erlaubt sind zusammen (Vgl. [22℄, S. 96 � 103).Paare des Spie-lers1. Karte derBank Ass 2 3 4 5 6 7 8 9 10,Bild

Ass2 SS S SS SS3 SS S S SS SS4 SS S S S S SS SS5 SS SS SS S S SS SS6 SS SS SS S S SS SS7 SS S S S SS8 SS S SS9 SS S S10, B, D, K SSTabelle 4.13: Einfa
her Split (S) und doppelter Split (SS). Quelle: [22℄, S.103.



4.2. DAS SPIEL 854.2.8 Wann sollte man den Einsatz versi
hern?Der Gedanke einer Versi
herung mag verlo
kend klingen, bei einem drohen-den Bla
k Ja
k dur
h die Bank, um seinen Spieleinsatz zu retten. Er wettetalso darauf, dass die Bank ein Bla
k Ja
k erhalten wird, gegen das er ni
htgewinnen kann. Jedo
h wenn er darauf setzt besteht die Mögli
hkeit am Endedo
h keinen Verlust zu erleiden, denn dagegen hat er si
h versi
hert, indemer also auf das eigene Verlieren gesetzt hat. Soweit zu der Logik einer Versi-
herung (Vgl. [22℄, S. 109 � 111).Wie oben angeführt, wird die Versi
herung im Verhältnis 2:1 ausbezahlt.Jedo
h wenn die Bank kein Bla
k Ja
k bekommt verliert der Spieler seinenVersi
herungseinsatz.Die Bank erhält mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 4
13

ein Bla
k Ja
k und miteiner Wahrs
heinli
hkeit von 9
13

keinen.Bank erhält Bla
kJa
kSpieler versi
hert jaWahrs
heinli
hkeit 4
13

neinWahrs
heinli
hkeit 9
13jaEinsatz: 1, Gebühr: 1 0 −1

2neinEinsatz: 1, Gebühr: 0 -1 0Tabelle 4.14: Gewinn- und Verlustanteil (-) am gesamten Einsatz, na
hdemdie Bank eine 2. Karte erhalten hat. Quelle: [22℄, S. 110.Der Spieler kann das Angebot einer Versi
herung annehmen oder ablehnenund die Bank kann später ein Bla
k Ja
k erhalten oder ni
ht. Geht der Spie-ler auf das Angebot ein und die Bank erzielt ein Bla
k Ja
k, dann erhälter den doppelten Versi
herungseinsatz. In diesem Fall erhält er also keineAuszahlung, sondern nur das Geld das er eingesetzt hat.Nimmt der Spieler eine Versi
herung in Anspru
h und die Bank erhält keinBla
k Ja
k, wird die Versi
herungsgebühr eingezogen. Also verliert er dieHälfte seines Gesamteinsatzes.Der Spieler, der das Versi
herungsangebot annimmt, kann erwarten, dass erdur
hs
hnittli
h 4
13
·0− 9

13
· 1
2
= − 9

26
seines Einsatzes erhält. Das heiÿt er wirdim Dur
hs
hnitt 34,6% seines Einsatzes verlieren (Vgl. [22℄, S. 109 � 111).Ein Spieler, der die Versi
herung ni
ht annimmt, verliert seinen Einsatz kom-plett, falls die Bank ein Bla
k Ja
k erzielt. Erzielt die Bank keinen Bla
k Ja
k,verliert der Spieler ni
hts.



86 KAPITEL 4. BLACK JACKDer Spieler, der das Versi
herungsangebot ni
ht annimmt kann also erwar-ten, dass er im Dur
hs
hnitt aller Fälle − 4
13

· 1 + 9
13

· 0 = − 4
13
. Also büÿt erim Dur
hs
hnitt 30,77%.S
hon auf der ersten Bli
k ist klar, dass die Versi
herung ni
ht unbedingtgünstiger ist. Denn der Verlust beträgt hierbei 34,6% und ohne Versi
herung30,77%. Aber die 34,6% beziehen si
h no
h dazu auf einen höheren Betragals die 30,77%. Beispielsweise beträgt der Einsatz 100e und die Versi
he-rung ebenfalls 100e, also ist der Gesamteinsatz 200e, davon wird er dur
h-s
hnittli
h − 9

26
·200 = -69,23e verlieren. Ohne der Versi
herung beträgt seinGesamteinsatz nur 100e, von wel
hen er im Dur
hs
hnitt nur − 4

13
· 100 =-30,77e verlieren wird.Somit erweist si
h das Versi
herungsangebot als eine Verlo
kung, der derSpieler ni
ht na
hgeben sollte. Man
her Casinobesu
her versi
hert si
h ver-mutli
h, weil ihm ni
ht bewusst ist, dass er in zwei getrennte Wetten hinein-gezogen wird. Die eine Wette betri�t einen mögli
hen Bla
k Ja
k der Bank.In der zweiten Wette geht es um ein normales Spiel, das mögli
herweise ni
htstatt�nden kann. Klar ist, dass das Resultat der ersten Wette ni
ht von denKarten des Spielers für das normale Spiel abhängt. Kein Grund um si
h ge-gen ein Bla
k Ja
k der Bank zu versi
hern, sind s
hle
hte Karten des Spielersfür das zweite Spiel. (Vgl. [22℄, S. 109 - 111)4.3 Kartenzählen1956 analysierten die Amerikaner R. Baldwin, W. Cantey, H. Maisel undJ. M
 Dermott als Erste Bla
k Ja
k ausgiebig. Sie untersu
hten die damalsin den USA übli
he Version, die in einigen Details von den hier untersu
h-ten abwei
ht. Sie bere
hneten einen dur
hs
hnittli
hen Verlust von 0,6%,dabei �el die optimale Spielstrategie defensiver aus, als es bis dahin von denSpielexperten empfohlen wurde (in ihrer Verö�entli
hung referieren sie unteranderem die Empfehlungen von Culbertson und anderen, bis 13 bzw. 15 zuziehen, je na
hdem ob die Karte der Bank eine 2 � 6 ist oder ni
ht).Baldwin und seine Kollegen gingen au
h von konstanten Wahrs
heinli
hkei-ten für die einzelnen Kartenwerte ( 1

13
bzw. 4

13
) aus. Die Information, wel
heKarten des Kartenstapels aus dem Spiel sind, bleibt unberü
ksi
htigt (Vgl.[10℄, S. 88 � 91).Die Idee, ob es dur
h Mitzählen der ausgespielten Karten mögli
h ist die Ge-winn
han
en zu erhöhen, bewegte dem Mathematikprofessor Edward Thorp,
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hdem er Baldwins Verö�entli
hung gelesen hat. �Tatsä
hli
h entde
kteThrop bestimmte Spielsituationen, zum Beispiel wenn alle Fünfen aus demSpiel sind, die für den Spieler bei einer geeigneten Strategie äuÿerst vor-teilhaft sind � der Spieler kann na
h Throp dann ungefähr 3,3% Gewinnerwarten.� (Bewersdor�, 2010, S. 89). Damals wurde nur mit einem einzigen52er-Blatt gespielt, deswegen trat diese Situation je na
h Anzahl der Mit-spieler in 
a. 3,5% � 10% der Fälle ein. Wenn in diesen Fällen der Einsatzerhöht wird, rei
ht das knapp aus, den anderweitigen Vorteil der Bank zuübertre�en. Somit wird die Bank (in der Theorie) ges
hlagen.Kaum präsentierte er seine Ergebnisse der mathematis
he Fa
hwelt entfa
hteein gewaltiger Medienrummel, dessen E
ho bis na
h Europa rei
hte. Der ma-thematis
he Beweis musste au
h im praktis
hen Test, im Casino, bestätigtwerden. Für Throp dürfte sein mehr als 500 000 mal verkauftes Bu
h ni
ht we-niger lukrativ gewesen sein, wel
hes er für Na
heiferer verö�entli
hte. In demBu
h werden Strategien bes
hrieben, mit wel
hen man si
h mit Übung eineVorteil gegenüber der Bank vers
ha�en kann. �Grundidee, eine in der Praxistatsä
hli
h au
h anwendbare Strategie zu erhalten, ist es, si
h mittels eines sogenannten Zählsystems einen ungefähren, aber ausrei
henden Überbli
k überdie Zusammensetzung des Reststapels zu vers
ha�en.� (Bewersdor�, 2010,S. 89). Jedem Kartenwert wird dazu ein �Gewi
ht� zugeordnet. Bei ThropsHigh-Low-System ist das
• für die Karten 2 � 6: 1
• für die 10, die Bilder und das Ass: -1
• für den Rest: 0Wenn die Karten neu gemis
ht sind, wird begonnen die Gewi
hte aller aus-gespielten Karten zu addieren. Vom errei
hten Gesamtgewi
ht � meist Countgenannt � und dem Umfang des Reststapels abhängig kann die Strategie vor-teilhaft variiert werden (Vgl. [10℄, S. 88 � 91).Bla
k Ja
k war damit das einzige Glü
kspiel das gekna
kt wurde. Heute wirdna
h wie vor in den Casinos Bla
k Ja
k gespielt. Es hat vor allem zwei Grün-de, dass die Casinobetreiber si
h keine Sorgen ma
hen müssen: Ba
k Ja
kwird heute generell mit mehreren (meist 6) Kartende
ks gespielt und vondiesen werden etwa 80 Karten gespielt werden, so können starke Unglei
hge-wi
hte zwis
hen vers
hiedenen Kartenwerten weitgehend vermieden. Weiterserfordert die Zählstrategien ein Hö
hstmaÿ an Übung und Konzentration,denn jede im Spielverlauf getro�ene fals
he Ents
heidung geht im Mittel zu



88 KAPITEL 4. BLACK JACKLasten des Spielers. Nur der Spieler, der ständig ri
htig zählt und seine Stra-tegie anpasst, kann seinen geringen Vorteil gegenüber der Bank halten, daherdürften erfolgrei
he Card-Counter in der Masse der Dur
hs
hnittsspieler, dieni
ht optimal spielen, untergehen.Hier wird am Beispiel des High-Low-Systems demonstriert, wie si
h Zählsys-teme mathematis
h herleiten lassen. Es wird von einer Bla
k-Ja
k-Bere
hnungausgegangen, die der bisher dargestellten verallgemeinert werden muss. Diebisher angenommene Glei
hverteilung der Kartenwerte muss dur
h eine be-liebige andere Wahrs
heinli
hkeitsverteilung ersetzt werden. Es bleibt aberunberü
ksi
htigt, dass si
h die Wahrs
heinli
hkeiten während des Spiels no
hverändern. Eine Sensitivitätsanalyse ist naheliegend, es wird geprüft, wiestark si
h die Ergebnisse ändern, wenn man die Kartenwahrs
heinli
hkei-ten als Eingangsdaten lei
ht vergröÿert oder verkleinert. Übersi
htli
h unds
hnell geht das, wenn man die Bla
k-Ja
k-Bere
hung mit einer Tabellenkal-kulation realisiert. Man erhält die folgenden Korrekturen bei den Gewinner-wartungen (bei nur einmal teilen erlaubt), wenn man entspre
hen der Wahr-s
heinli
hkeitsänderung von 4
52

auf 3
51

bzw. 15
51
, wie sie si
h bei der erstenKarte eines vollständigen 52er-Kartende
ks ergibt:Bank 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Ass+/�Erwar-tung 0,36 0,44 0,57 0,73 0,43 0,27 -0,02 -0,18 -0,44 -0,59Tabelle 4.15: Änderung der Gewinnerwartung, wenn eine Karte aus den 52er-Blatt entfernt wird in %. Quelle: [10℄, S. 90.Die angegebenen Änderungen liegen in derselben Gröÿenordnung wie dieVerlusterwartung bei der optimalen Fixstrategie. Das heiÿt, bei dem heuteunübli
hen Spiel mit einem 52er-Blatt kann der Spieler s
hnell, allein bei demVerbrau
h von zwei Karten, in eine für ihn vorteilhafte Situation kommenund im weiteren Spielverlauf ändert si
h die Gewinnerwartung ebenfalls rela-tiv dynamis
h na
h oben und unten. Wenn aber mit 6 Kartenspielen gespieltwird, wirken si
h die einzelnen Karten geringer aus, zu Spielanfang nur miteinem Se
hstel der Werte aus Tabelle 4.15 (Vgl. [10℄, S. 88 � 91).Aus der Tabelle 4.15 kann man ablesen, dass der Verbrau
h der Kartenwer-te 2 � 6 positiv für den Spieler ist, im Gegensatz zu den anderen Karten,insbesondere bei 10 und Ass. Genau das wird bei der Zählweise des High-Low-Systems berü
ksi
htigt, deshalb ist er gut geeignet um die si
h ändern-
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han
en ungefähr zu 
harakterisieren. Wird beispielsweise eineeinzige Karte mit Count 1 aus dem 52er-Blatt entfernt, dann gibt es für denKartenwert fünf glei
hwahrs
heinli
he Fälle (die Karten 2 � 6). Werden dieErgebnisse dieser Fälle gemittelt, ergibt si
h eine um 0,51% verbesserte Ge-winnerwartung.Man geht analog vor, wenn man seine Strategie anhand des aktuelle Countsoptimieren will. �Im Einzelnen wird zunä
hst die mutmaÿli
he Zusammen-setzung des Reststapels ermittelt, das heiÿt, bedingt zum aktuellen Count Cund der Anzahl n der verbliebenen Karten werden die bedingten Wahrs
hein-li
hkeiten der einzelnen Kartenwerte im Reststapel bestimmt.� (Bewersdor�,2010, S. 90f). Die bedingte Wahrs
heinli
hkeiten für die Karten 7, 8 und 9 istjeweils 1
13
, da sie den High-Low-Count ni
ht beein�ussen. Die Wahrs
hein-li
hkeiten pL und pH für niedrige (2 � 6) bzw. hohe (10, Bild oder Ass) Kartenverändern si
h abhängig vom Count. Da der Count eines vollen Kartenblattesimmer 0 ist, gilt im Einzelnen die Glei
hung:

pL − pH = −
C

nZusammen mit der Identität
pL + pH =

10

13lassen si
h die Wahrs
heinli
hkeiten pL und pH sofort bestimmen. Weiterkann aufgrund der Counts ni
ht di�erenziert werden. Die zum relativen CountC/n sind bedingten Wahrs
heinli
hkeiten für die einzelnen Kartenwerte sindglei
h:
p(2) = ... = p(6) =

1

13
−

C

10n
,

p(10) = ... = p(Ass) =
1

13
+

C

10n
,

p(7) = p(8) = p(9) =
1

13
.Die Strategie kann mit diesen bedingten und während des laufenden Spielsals konstant angenommenen Wahrs
heinli
hkeiten nun abhängig vom Quo-tienten C

n
optimiert werden. Von vers
hiedenen Faktoren hängt ab, wel
heGewinnerwartung si
h aus einer sol
hermaÿen optimierten Strategie ergibt(Vgl. [10℄, S. 88 � 91):

• Verhältnis zwis
hen Mindest- und Hö
hsteinsatz,
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• Anzahl der verwendeten Kartenblätter,
• Anteil der beim Mis
hen mit der Trennkarte getrennten Karten und
• Anzahl von Spielern, denn bei höherer Teilnehmerzahl steigt bei denabgetrennten Karten der Anteil, der no
h ausgeteilt wird.4.4 Didaktis
he AufbereitungAlle vorangegangenen Bere
hnungen und Ausführung (ausgenommen derMarko�-Ketten) sind prinzipiell au
h für den S
hulunterri
ht geeignet, je-do
h viellei
ht teilweise etwas zu ausführli
h. Im folgenden wird ein etwasanderer Zugang zu diesem Thema gegeben, wel
her zum Teil ans
hauli
herist und auf vers
hiedene Berei
he der Mathematik Bezug nimmt.4.4.1 Einführung in das ThemaZu Beginn des Themas werden den S
hülern die Spielregeln des Bla
k Ja
kserklärt, wie sie zu Beginn des Kapitels angeführt sind. Weiters kann au
h einhistoris
her Einbli
k gegeben werden, wie er beim �Kartenzählen� vorgenom-men wird (Vgl. [26℄, S. 125 � 132).4.4.2 Das Spiel und seine ProblematikWel
he Kriterien können bei einer Erstellung einer guten Spiel-strategie wi
htig sein?1. Das häu�gere Vorkommen von 10ern gegenüber anderen Kartenwerten(Wahrs
heinli
hkeit 4

13
gegenüber 1

13
).2. Die Karte (mit Wert K) des Croupiers.3. Die Überkaufwahrs
heinli
hkeit Pü(K) des Croupiers abhängig von K.(a) Bei groÿer Pü(K): Wäre es von Vorteil, bei einer kleineren Punk-tesumme stehen zu bleiben.(b) Bei kleiner Pü(K): Sollte man riskieren und weiter kaufen.4. Die wahrs
heinli
hste Punktesumme des Dealers abhängig von K.5. Die Mögli
hkeit, dass der Spieler ein Ass als 1 oder 11 zählen kann(man kann also ohne gröÿeres Risiko weiterkaufen).
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heinli
hkeiten des Dealers von sei-ner ersten Karte ab?Diese Frage ist für die Erstellung einer günstigen Strategie wi
htig. Mit heu-ristis
hen Überlegungen kann man der Tabelle 4.16 bereits sehr nahe kom-men. K Pü(K)6 0,42325 0,41644 0,39453 0,37392 0,35367 0,26238 0,24479 0,228410,Bild 0,2121Ass 0,1153Tabelle 4.16: Überkaufwahrs
heinli
hkeit Pü(K) der Bank bei erster Kartemit dem Wert K. Quelle: [26℄, S. 127.Um die Überkaufwahrs
heinli
hkeit Pü(K) zu bere
hnen wird zunä
hst dieFrage gestellt: Wie groÿ die Wahrs
heinli
hkeit P(J) weitere Karten mit einerPunktesumme J = 1, 2, ..., 10 zu kaufen? Die Bere
hnung erfolgt rekursiv,beispielsweise
P (5) = W (5) + P (1) ·W (4) + P (2) ·W (3) + P (3) ·W (2) + P (4) ·W (1) =

1
13

+ P (1) · 1
13

+ P (2) · 1
13

+ P (3) · 1
13

+ P (4) · 1
13mit P(1) = W(Ass) = 1

13
und allgemein

P (J) =
J−1∑

I=0

P (I) ·W (J − I) (dabei sei P(0) := 1)Für den Unterri
ht ist die Erstellung eines Programms zur Bere
hnung derPü(K) � wegen der Fallunters
heidung Ass = 1 oder 11 � zu zeitaufwendig.Die Tabelle 4.16 wird den S
hülern zur Verfügung gestellt (Vgl. [26℄, S. 125� 132).



92 KAPITEL 4. BLACK JACKDealer (K)Spieler (J) 2 3 4 5 6 7 8 9 10,Bild Ass12 W W A A A W W W W W13 A A A A A W W W W W14 A A A A A W W W W W15 A A A A A W W W W W16 A A A A A W W W W W17 A A A A A A A A A A18 N N N N N N N A A NTabelle 4.17: Weiterkaufen (W), Weiterkaufen bei Ass zählt 11 (A) oder ni
htweiterkaufen (N). Quelle: [26℄, S. 127.Erstellen einer Ents
heidungsmatrixNun können die S
hüler, unter Bea
htung der bisher gewonnenen Erkennt-nisse, versu
hen eine Ents
heidungsmatrix aufzustellen.Die Matrix beginnt erst bei J = 12, da es darunter ni
ht mögli
h ist si
h zuüberkaufen. Die von den S
hülern entwi
kelte Strategie ist ein guter Grad-messer für das erworbene Verständnis im Verglei
h zu der Tabelle 4.17 (Vgl.[26℄, S. 125 � 132).4.4.3 Bere
hnung einer optimalen SpielstrategieSoll der Spieler eine weitere Karte nehmen, wenn er angenommen eine Punk-tesumme J (12 ≤ J ≤ 21) hat?
• ES(J) sei die Gewinnerwartung bei Stehenbleiben.
• EW(J) sei die Gewinnerwartung bei Weiterkaufen.Antwort: Verglei
h der beiden Gewinnerwartungen.Gewinnerwartung ES(J) bere
hnenAngenommen wird der Einsatz 1, dann ist der Gewinn des Spielers +1 beiGewinn des Spielers (bei Bla
k Ja
k +1,5), �1 bei Verlust des Spielers und 0bei einem Unters
hieden.P(J|K) ... Wahrs
heinli
hkeit, dass der Croupier bei erster Karte K einePunktesumme von J errei
ht (Vgl. [26℄, S. 125 � 132).Unter Verna
hlässigung des Bla
k Ja
ks kann man s
hreiben:



4.4. DIDAKTISCHE AUFBEREITUNG 93ES(J) = +1 · W(Spieler gewinnt) � 1 · W(Croupier gewinnt)wobei si
h die obigen Wahrs
heinli
hkeiten na
h den Auszahlungsbestim-mungen aus den Wahrs
heinli
hkeiten P(J|K) jener Punktesumme J desCroupiers zusammensetzen, mit denen dieser gewinnt bzw. verliert. ZumalPü(K) (kurz Pü) die Überkaufwahrs
heinli
hkeit abhängig von K des Dealersist, kommt er mit der Gesamtwahrs
heinli
hkeit 1 � Pü mit seiner Punkte-summe in das Intervall 17 ≤ J ≤ 21. �Zur approximativen Bere
hnung derGewinnerwartung ES(J) tre�en wir nun die � bisweilen mehr oder wenigergut zutre�ende � vereinfa
hte Annahme, daÿ die einzelnen Wahrs
heinli
h-keiten P(J|K), 17 ≤ J ≤ 21, alle glei
h ( = 1−P ü
5

) seien. � ([26℄, S. 128).Für die Punktesumme der Bank kommen na
h den Spielregeln nur die ge-nannten Berei
he in Frage, für den Spieler hingegen au
h das Intervall 12 ≤
J ≤ 16. Es ers
heint daher zwe
kmäÿig, für die Bere
hnung der Gewin-nerwartung ES(J) folgende drei Fälle (mit den genannten approximierendenWahrs
heinli
hkeiten für den Dealer) zu unters
heiden:

Abbildung 4.3: Unters
heidung der drei Fälle für die Bere
hung der Gewin-nerwartung ES(J). Quelle: [26℄, S. 129.Die Gewinnerwartung ergibt si
h zu:1. J = 12, ..., 16.ES(J) = +1 · Pü � 1 · (1 � Pü) = 2Pü � 1Gewinnen ist in diesem Fall nur mögli
h, wenn si
h die Bank überkauft.2. J = 17, ..., 21.ES(J) = +1 · (J � 17)·1−P ü
5

� 1 · (21 � J)·1−P ü
5

+ 1 · Pü= Pü + 2(1−P ü)
5

· (J � 19)



94 KAPITEL 4. BLACK JACKEs gibt J � 17 Fälle, bei denen der Spieler einen Wert näher an 21 alsdie Bank errei
ht. Es gibt hingegen 21 � J Mögli
hkeiten, bei denen dieBank besser abs
hneidet. Zudem gewinnt der Spieler, wenn die Banksi
h überkauft.3. J ≥ 22ES(J) = -1Bei der Bere
hnung der Gewinnerwartung EW(J) bei weiterkaufen, müssenzwei Fälle unters
hieden werden, ob das Ass den Wert 11 hat oder ni
ht (Vgl.[26℄, S. 125 � 132).Ents
heidungskriterium für den Fall keines Ass mit Wert 11EW(J) ist die Summe der Erwartungen ES(I) mit einer Punktesumme I zugewinnen, gewi
htet mit der Wahrs
heinli
hkeit, dieses ausgehend von J miteiner Karte (von Wert I � J) zu errei
hen, allgemein
EW (J) =

J+10∑

I=J+1

ES(I) ·W (I − J).Für die weitere Bere
hnung nehmen wir, dass Bub, Dame und König dieWerte 11, 12 und 13 haben, womit anstelle von
EW (J) =

1

13
·

J+9∑

I=J+1

ES(I) +
4

13
· ES(J + 10)das (für ES(J) = -1 für J ≥ 22) glei
hbedeutende, aber einfa
here

EW (J) =
1

13
·

J+13∑

I=J+1

ES(I)tritt.Nun lässt si
h das Ents
heidungskriterium EW(J) � ES(I) > 0 au
h so for-mulieren
1

13
·

J+13∑

I=J+1

(ES(I)−ES(J)) > 0.Graphis
he Interpretation: Wir legen fest, dass die Gewinnerwartung ES(J)in jedem der drei Berei
he auf einer Geraden liegen, nämli
h für
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• 12 ≤ J ≤ 16, auf y = 2Pü � 1
• 17 ≤ J ≤ 21, auf y = Pü + 2(1−P ü)

5
(x � 19)

• J ≥ 22, auf y = -1

Abbildung 4.4: Unters
heidung der drei Fälle für die Bere
hung der Gewin-nerwartung ES(J). Quelle: [26℄, S. 130.Mit der berei
hsweise linearen Fortsetzung von ES(J),
ES(x) =







2P ü− 1, falls 11, 5 ≤ x ≤ 16, 5

P ü+ 2(1−P ü)
5

(x− 19), falls 16, 5 < x ≤ 21, 5

−1, falls x > 21, 5erhalten wir na
h Flä
henumwandlungen die folgende �stetige Version� desobigen Ents
heidungskriteriums
∫ J+13,5

J+0,5

(ES(x)−ES(J))dx > 0Diese läuft auf einen Verglei
h der Flä
he des Dreie
ks mit dem Re
hte
khinaus. Für den Berei
h J = 12, ...,16 liefert dieser mit ES(J) = 2Pü � 1(Vgl. [26℄, S. 125 � 132).
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5(2− 2P ü)

2
− (J − 8) · 2P ü > 0oder umgeformt

J <
11

2
+

5

2P ü(K)
.Das heiÿt kaufen soll man bis eins
hlieÿli
h der nä
hst kleineren ganzen Zahlvon 11

2
+ 5

2P ü(K)
. Ist diese Zahl < 11, wird sie dur
h 11 ersetzt und wenn sie >16 ist, dann dur
h 16. Letzteres besagt nur, dass zumindest bis eins
hlieÿli
h16 gekauft werden soll und ni
ht, dass no
h weiter gekauft werden soll, dasmuss gesondert untersu
ht werden.Die Abbildung 4.5 zeigt, bis zu wel
her Punktesumme J in Abhängigkeit vonder Überkaufwahrs
heinli
hkeit Pü des Croupiers gekauft werden soll: DieWerte für Pü ≥ 0,2174 gehen aus den obigen Überlegungen hervor. Geson-derte Betra
htung erfordern die Werte 0 ≤ Pü ≤ 0,2174, die analog läuft(Vgl. [26℄, S. 125 � 132).

Abbildung 4.5: Bis zu wel
her Punktesumme J abhängig von der Überkauf-wahrs
heinli
hkeit Pü der Bank gekauft werden soll. Quelle: [26℄, S. 131.



Kapitel 5Resümee�Spielen ist Jonglieren mit der Wirkli
hkeit.�Dr. Bernward Thole (*1936)I
h habe die Arbeit mit dem Ziegenproblem begonnen, da es ein sehr inter-essantes Thema aus den Berei
hen der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und derGlü
ksspiele ist.Wenn man das Ziegenproblem zum ersten Mal hört, erkennt kaum jemandwie si
h ein We
hsel der Türen auf die Gewinnwahrs
heinli
hkeit auswirkt.Wie man in dem ersten Kapitel herauslesen konnte, gab es viele vers
hiedeneArgumente, die für oder gegen den We
hsel der Türen spre
hen.Auf den ersten Bli
k sieht dieses Beispiel sehr einfa
h aus, denn na
h demÖ�nen einer Ziegentür verbleiben nur no
h zwei Türen, eine mit einer Ziegeund eine mit dem Auto. Deswegen liegt die Vermutung au
h so nahe, dasssi
h die Wahrs
heinli
hkeit bei beiden Türen bei 1
2
liegt. Alle Personen, de-nen i
h im Zuge meiner Diplomarbeit das Ziegenproblem vorgestellt habe,nannten dies als Lösung. Do
h hierbei wird ein ents
heidender Fehler ge-ma
ht, das Beispiel wird verändert. Es wird vollkommen verna
hlässigt, dasses zuvor drei Türen waren und der Moderator au
h beim Ö�nen der Tür anbestimmte Regeln gebunden ist.Eines der einleu
htensten Argumente für die meisten Mens
hen ist, wennman das Ziegenproblem modi�ziert und 100 Türen mit 99 Ziegen und einemAuto annimmt. Wenn die erste Tür dur
h den Kandidaten gewählt wird unddur
h den Moderator aus den verbliebenen 99 Türen 98 Ziegentüren aussor-tiert, ist den meisten Personen klar, dass si
h die Wahrs
heinli
hkeit ni
htglei
h auf die beiden Türen verteilt. Es wird klar, dass in diesem Beispieldie verbleibende Tür eine höhere Wahrs
heinli
hkeit besitzt als die anfangsgewählte Tür. 97



98 KAPITEL 5. RESÜMEEDie Beein�ussbarkeit dieses Glü
ksspiels ist ho
h, denn man kann seine Ge-winnwahrs
heinli
hkeit dur
h gezieltes Eingreifen (also einen We
hsel derTüren) von 1
3
auf 2

3
erhöhen. Eine um 33,3% höhere Gewinnwahrs
heinli
h-keit ist bea
htli
h.Für den S
hulunterri
ht ist das Ziegenproblem prinzipiell gut geeignet, daes au
h für die S
hüler sehr interessant sein kann. Die S
hüler sollten imZuge der Aufgabenstellung dur
h das Ziegenproblem versu
hen vers
hiede-ne Lösungsansätze zu �nden und das Spiel mehrmals dur
hspielen. Jedo
hist dabei wi
htig, den S
hülern genügend Zeit zu geben um ihre Ideen zuüberprüfen und gegebenenfalls zu überdenken. Aufgrund des S
hweregradsdes Ziegenproblems und dem nötigen Zeitaufwand ist zu empfehlen diesesThema im Wahlp�i
htfa
h zu bearbeiten.In dem darau�olgenden Kapitel Verwandte des Ziegenproblems wurden ei-nige weiterführende Beispiele zum Ziegenproblem vorgestellt. Diese sind be-sonders interessant, na
hdem man si
h mit dem Ziegenproblem auseinander-gesetzt hat. Oft s
hien es si
h bei einem der Beispiele um ein Ziegenproblemzu handeln, jedo
h bei genauerer Betra
htung stellte si
h dies teilweise alsIrrtum heraus.Die Verwandten des Ziegenproblems sollten au
h in dem S
hulunterri
ht imAns
hluss an das Ziegenproblem bearbeitet werden. Dadur
h können dieS
hüler si
h damit auseinandersetzen, ob es si
h bei bestimmten Beispiele, diesehr ähnli
h wirken, um den selben Sa
hverhalt, wie bei dem Ziegenproblemhandelt oder ni
ht. Dieses Thema kann zur Vertiefung des Ziegenproblemsgenutzt werden.Im dritten Kapitel Lotto und Roulette wurden diese gängigen Glü
ksspielebearbeitet. Diese wurden nur kurz erklärt, um einen Verglei
h zu dem vor-herigen Kapiteln und dem darau�olgenden Kapitel herstellen zu können.Die Bere
hnung aus diesem Kapitel entspre
hen au
h den Bere
hnungen, diein den S
hulen gelehrt werden. Lotto und Roulette werden normalerweisein den S
hulunterri
ht einbezogen. Wi
htig ist dabei den S
hülern zu ver-deutli
hen, dass hier keine Ein�ussmögli
hkeit dur
h den Spieler gegeben ist.Der Spieler tri�t zu Beginn des Spieles beim Lotto und Roulette eine Ent-s
heidung und diese muss dann beibehalten werden. Er kann ni
ht eingreifenund somit seine Gewinn
han
en verbessern, der Spieler muss si
h einzig undalleine auf sein Glü
k verlassen.



99Somit ist eine Beein�ussbarkeit dieser Glü
ksspiele ni
ht vorhanden, dennman darf na
h Beginn des Spiels ni
ht mehr in das Spielges
hehen eingreifen.Im Gegensatz zu Lotto und Roulette steht das Casinospiel Bla
k Ja
k. Die-ses Spiel ste
kt voller Mögli
hkeiten das Spiel zu beein�ussen. Es besteht dieOption si
h für eine weitere Karte zu ents
heiden oder ni
ht, weiters kann derSpieler teilen oder verdoppeln und damit die Bank während des Spielverlaufszwingen mit doppeltem Einsatz weiter zu spielen. Der Spieler hat ebenfallsdie Gelegenheit si
h gegen ein drohendes Bla
k Ja
k der Bank zu versi
hern.Diese Mögli
hkeiten der Ein�ussnahme wurden in dem vierten Kapitel dur
h-gere
hnet. Es wird bere
hnet, wann der Spieler eine weitere Karte ziehen soll-te, wann ni
ht und bei wel
her Wahl die besseren Gewinn
han
en vorliegen.Au
h die Optionen des Teilens und Verdoppeln wurden genauer betra
htetund unter wel
hen Voraussetzungen diese Chan
en wahrgenommen werdensollten.Die Bere
hnungen dieses Kapitels sind für den S
hulunterri
ht geeignet (aus-genommen der Marko�-Ketten). Bla
k Ja
k kann in den Unterri
ht einbe-zogen werden, um ans
hlieÿend an die Themen Lotto und Roulette einenVerglei
h herstellen zu können. Mögli
herweise sind jedo
h alle einzelnen Be-re
hnungen (Teilen, Verdoppeln, Versi
hern, ...) zu umfangrei
h. Deswegenwurden die didaktis
hen Anregungen (am Ende des Kapitels) zu diesem The-ma nur auf den Kern des Themas Bla
k Ja
k bes
hränkt.Die Beein�ussbarkeit dieses Glü
ksspiels ist sehr ho
h, denn der Spieler kanndur
h gezieltes Eingreifen seine Anfangs
han
en verbessern. Jedo
h ist es da-bei wi
htig si
h an die Empfehlungen aus dem Kapitel Bla
k Ja
k zu halten,denn wer anfängt si
h nur auf sein Gefühl zu verlassen, hat kaum bessere Ge-winn
han
en als bei den anderen Casinospielen, wie beispielsweise Roulette.Also wenn ein Spieler sein Glü
k herausfordern mö
hte und denno
h mit rela-tiv hoher Wahrs
heinli
hkeiten gewinnen mö
hte, sollte si
h besser an Bla
kJa
k oder eine Spielshow, die na
h den Regeln des Ziegenproblems abläuft,halten. Denn dadur
h kann er seine Gewinn
han
en während des Spiels ver-bessern. Ein Spieler, der jedo
h nur s
hnell viel Geld gewinnen mö
hte undsi
h dabei ganz auf sein Glü
k verlässt, sollte beim Lotto oder Roulette spie-len auf sein Glü
k vertrauen, denn die Gewinne sind dementspre
hend höher.
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ZusammenfassungDiese Diplomarbeit befasst si
h mit der Problematik, wie und ob man Glü
ks-spiele beein�ussen kann. Dazu werden die gängigen Glü
ksspiele Lotto, Rou-lette und Bla
k Ja
k, sowie das Ziegenproblem betra
htet.Bei den Ziegenproblem handelt es si
h um folgende Aufgabenstellung: EineKandidat ist bei einer Spielshow, in dieser muss er si
h für eine von dreiTüren ents
heiden. Hinter zwei Türen be�ndet si
h eine Ziege und hintereiner Tür der Hauptpreis, ein Auto. Na
hdem si
h der Kandidat ents
hiedenhat, ö�net der Moderator, aus einer der beiden verbleibenden Türen, eineTür hinter der si
h eine Ziege be�ndet. Dana
h kann der Kandidat si
h no
heinmal zwis
hen den beiden verbleibenden Türen ents
heiden. Soll er nun beiseiner ursprüngli
hen Wahl bleiben oder we
hseln?Mit dieser Frage bes
häftigt si
h das erste Kapitel dieser Arbeit. Die korrekteAntwort darauf wird in unters
hiedli
her Weise bes
hrieben. Zum Beispielwird diese Aufgabe mit Hilfe von Pfadregeln, bedingter Wahrs
heinli
hkeit,der Bayes-Formel, et
. beantwortet.Im zweiten Kapitel werden die sogenannten Verwandten des Ziegenproblemserklärt und mit dem ursprüngli
hen Ziegenproblem vergli
hen. In diesemKapitel werden unter anderem das Gefangenenparadoxon, russis
he Rouletteund weiterführende Beispiele zum Ziegenproblem behandelt.Im dritten Kapitel werden die beiden bekannten und beliebten Glü
ksspieleLotto und Roulette erläutert. Zu dem Glü
ksspiel Lotto werden die einzelnenGewinnwahrs
heinli
hkeiten (für einen 3er, 4er, usw.) bere
hnet. Für dasCasinospiel Roulette werden ebenfalls die Gewinnwahrs
heinli
hkeiten fürdie vers
hiedenen Einsatzmögli
hkeiten (Plein, Cheval, et
.) bere
hnet.Im vierten Kapitel wird das beliebte Casinospiel Bla
k Ja
k behandelt. Indiesem wird si
h vor allem mit der Beein�ussbarkeit dieses Glü
ksspiels be-s
häftigt. Denn Bla
k Ja
k bietet eine Fülle an Mögli
hkeiten um in dasSpielges
hehen eingreifen zu können, dur
h einfa
hes Kartenziehen oder denzusätzli
hen Mögli
hkeiten des Verdoppelns, Teilens und Versi
herns. Im Zu-ge der Bere
hnungen dieses Kapitels werden au
h Marko�-Ketten erläutert.105





Abstra
tThis thesis deals with the problem, if and how one 
an in�uen
e gambling.To this end the 
lassi
al games Lotto, Roulette, Bla
k Ja
k and Monty HallProblem are 
onsidered.In theMonty Hall Problem a 
andidate in a game show has to 
hoose betweenthree doors. Behind two of them there is a goat and behind the third onethere is a 
ar. After having 
hosen a door the presenter opens one of the otherdoors and behind this door is a goat. Now the 
andidate has the option to
hange the door. Is it better to remain at the original de
ision or to 
hange?The �rst 
hapter deals with this question. I des
ribe the 
orre
t answer in dif-ferent ways. Answers are given for example using tree diagrams, 
onditionalprobabilities and Bayes Formula.In the next 
hapter problems related to the Monty Hall Problem are inves-tigated and 
ompared with the original problem. Among others the ThreePrisoners Problem and Russian roulette are dis
ussed.The third 
hapter deals with the two well known and popular games Lottoand Roulette. Con
erning Lotto the probability of winning for di�erent s
oresis 
al
ulated. Also for Roulette probabilities of winning are 
omputed fordi�erent betting options (straight-up, split, et
.).Finally the popular game Bla
k Ja
k is investigated. Here the main 
on
ernis to in�uen
e the 
han
es of winning. Bla
k Ja
k o�ers a lot of possibilitiesto in�uen
e the game. This 
an be done by hitting, splitting, doubling orbuying an insuran
e. To 
al
ulate the probabilities Markov 
hains are used.Therefore they are explained brie�y.
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