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Vorwort

wFEs ist das Spiel und nur das Spiel, das den Menschen vollstindig macht.“
Friedrich Schiller (1759 — 1805)

Wie man diesem Zitat entnehmen kann, erkannte bereits Friedrich Schiller,
dass das Spiel fiir den Menschen von grofer Bedeutung ist. Das Spiel bietet
dem Menschen Ablenkung, aber auch (vor allem die Gliicksspiele) die Mog-
lichkeit Geld oder Sachpreise zu gewinnen. Es gibt schon seit jeher Spiele
und Gliicksspiele, diese sind aus dem Leben nicht mehr wegzudenken.

Den Anstofs fiir diese Arbeit gab mir das Ziegenproblem. Das erste Mal horte
ich davon als ich einen Film sah, im ersten Moment kam mir die im Film préa-
sentierte Losung nicht richtig vor, aber mein Interesse war geweckt. In einem
Seminar horte ich das zweite Mal davon und nun wollte ich mich mehr damit
beschiftigen. Die Beeinflussbarkeit dieses Spiels erweckte die Idee auch noch
andere Gliicksspiele darauthin zu untersuchen.

Das Ziel dieser Diplomarbeit ist die Beeinflussbarkeit von verschiedenen Gliicks-
spielen zu untersuchen und diese miteinander zu vergleichen. Die Gewinn-
wahrscheinlichkeiten der Gliicksspiele werden analysiert und versucht durch
verschiedene Mdglichkeiten des Eingreifens zu verbessern.

Diese Arbeit ist in vier grofere Kapitel — Das Ziegenproblem, Verwandte des
Ziegenproblems, Lotto und Roulette und Black Jack — unterteilt.

Im Kapitel Das Ziegenproblem wird das Ziegenproblem vorgestellt und auf
verschiedene Art und Weise berechnet. In diesem Kapitel werden unter an-
derem die bedingte Wahrscheinlichkeit und die Bayes-Formel erklart.

In darauffolgenden Kapitel Verwandte des Ziegenproblems werden diese er-
klart und die Aquivalenzen zum Ziegenproblem herausgearbeitet.

Im dritten Kapitel Lotto und Roulette werden diese beiden Gliicksspiele kurz
betrachtet. Ich habe sie in die Arbeit einbezogen um einen Vergleich zu dem
Ziegenproblem und Black Jack herstellen zu kénnen.
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Das letzte grofte Kapitel dieser Arbeit Black Jack beschiftigt sich mit den
verschiedenen Moglichkeiten der Einflussnahme in diesem Gliicksspiel. Im
Zuge dieses Kapitels wird auch das Thema Markoff-Ketten eingebunden, um
Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

Ich habe darauf verzichtet, die Geschichte und die einzelnen Teilgebiete der
Wahrscheinlichkeitstheorie zu erkldren und zu beschreiben. Somit ist ein
Grundwissen der Wahrscheinlichkeitstheorie notwendig, um diese Arbeit ver-
stehen zu konnen.

Die Gliicksspiele, die in dieser Diplomarbeit behandelt werden, sind von ih-
rem Schwierigkeitsgrad fiir den Schulunterricht der 7. und 8. Klasse einer
allgemein bildenden hoheren Schule geeignet. Fast alle Berechnung sind des-
wegen fiir den Unterricht geeignet, die einzige Ausnahme bildet das Thema
der Markoff-Ketten. Teilweise fiihre ich zu den Berechnungen in den Kapiteln
noch zuséatzliche didaktische Anregung an.

Zum Schluss mochte ich darauf hinweisen, dass alle Bezeichnungen in dieser
Arbeit geschlechtsneutral zu verstehen sind, auch wenn ich im Text nur die
grammatikalisch niher liegende Form verwenden werde.



Inhaltsverzeichnis

1 Das Ziegenproblem 13
1.1 Wie alles begann... . . . ... .. ... ... ... ... 13
1.2 Erste Erklarungen . . . . . . . .. ..o 14

1.2.1  Welche Tiiren diirfen gedffnet werden? . . . . . . . .. 17

1.2.2  Die neue Wahrscheinlichkeit ist 1/27 . . . . . ... .. 19

1.3 Losung mittels Pfadregel . . . . . . ... ... ... ... ... 21

1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit . . . . .. ... .. ... ... .. 22
1.4.1 Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit und Bayes-

Formel . . . . . . ... . 26

1.5 Didaktische Anregungen . . . . . .. ... ... ... ... .. 28

2 Verwandte des Ziegenproblems 33
2.1 Das Problem der drei Gefangenen . . . . . . . . .. ... ... 33
2.2 Tumor oder nicht?! . . . . . .. ... 35
2.3 Schiffbriichige Seeleute . . . . . . ... .. ... 36
2.4 Russisches Roulette . . . . . . . .. .. ... L. 38
25 DreiKarten . . . ... ... .. 39
2.6 Weiterfiihrende Beispiele zum Ziegenproblem . . . . . . . . .. 40

3 Lotto und Roulette 45
3.1 Lotto. . . . . . o 45

3.1.1 Geschichte und Spielregeln . . . . . ... ... ... .. 45
3.1.2  Gewinnwahrscheinlichkeiten . . . . . .. ... ... .. 46
3.2 Roulette . . . . . ..o 49
3.2.1 Spielregeln . . . . .. ... Lo 49
3.2.2 Chancengleichheit aller Zahlen . . . . . . .. ... ... ol
3.2.3 Gewinnerwartung . . . . . . . .. ... ... 52
3.2.4  Allgemeine Bemerkungen . . . . . . .. ... ... .. 25

7



8 INHALTSVERZEICHNIS

4 Black Jack 57

4.1 Die Spielregeln . . . . . ... oo 57

4.1.1 Wichtige Begriffe . . . . ... .. ... ... 59

4.1.2  Asymmetrien in den Spielregeln . . . . . .. ... ... 61

4.2 Das Spiel . .. . . . ... 63

4.2.1 Ziehen einer weiteren Karte . . . . .. ... ... ... 63
4.2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir die Punktesummen

derBank . . . . . . ... o 64

4.2.3 Markoff-Ketten . . . . . .. . ... ... 66
4.2.4  Abwigen von Gewinn- und Verlustchancen fiir den Spie-

ler . . . 73

4.2.5 Wann der Spieler eine weitere Karte ziehen sollte . . . 74

4.2.6 Wann sollte man den Einsatz verdoppeln? . . . . . .. 80

4.2.7 Wann sollte man splitten? . . . . . ... ... .. ... 81

4.2.8 Wann sollte man den Einsatz versichern? . . . . . . .. 85

4.3 Kartenzdhlen . . . .. . ... oo 86

4.4 Didaktische Aufbereitung . . . . .. ... ... L. 90

4.4.1 Einfihrung in das Thema . . . . ... ... ... ... 90

4.4.2 Das Spiel und seine Problematik . . . . . .. ... ... 90

4.4.3 Berechnung einer optimalen Spielstrategie . . . . . . . 92

5 Resiimee 97



Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

1.6
1.7
1.8
1.9

2.1
2.2
2.3
24

3.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Drei Varianten zum Ziegenproblem . . . . . .. ... ... ..
Moéglichkeiten, jede beliebige Tiir zu offnen . . . . . . . . . ..
Moglichkeiten, Tiiren zu 6ffnen ausgenommen der Autotiir . .
Moglichkeiten, Tiiren zu 6ffnen ausgenommen der erstgewéhl-

ten TWr . . . . .o
Moglichkeiten, Tiiren zu Offnen ausgenommen der Autotiir

und der erstgewahlten Tir . . . . . . . . ... ... ... ..
Pfadregel zum Ziegenproblem . . . . . ... .. ... ... ..
Baumdiagramm zum Ziegenproblem . . . . . . .. ... ...
Karte zur Spielsimulation: Ziege . . . . . . . . ... ... ...
Karte zur Spielsimulation: Auto . . . . . ... ... ... ...

Pfadregel zu Schiffbriichige Seeleute . . . . . . . .. ... ...
Drei Karten . . . . . . . . ... . ... ... ... . ...,
Pfadregel zu Beispiel 2.6.2 . . . . . .. ... ...
Pfadregel zu Beispiel 2.6.3 . . . . . . ... ...

Roulettekessel und Tableau . . . . . . . . . .. .. ... ...

Black Jack Tisch . . . . .. .. ... ... . L.
Beweis des Satzes 4.2.6 . . . . . ... ...
Drei Fille fiir die Berechung der Gewinnerwartung ES(J) . . .
Drei Fille fiir die Berechung der Gewinnerwartung ES(J) . . .
Bis zu welcher Punktesumme J abhingig von der Uberkauf-

wahrscheinlichkeit Pii der Bank gekauft werden soll . . . . . .



10

ABBILDUNGSVERZEICHNIS



Tabellenverzeichnis

1.1

3.1
3.2
3.3

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13
4.14

Ergebnisse zur Spielsimulation . . . . . . . ... ... ... .

Dotierung der Gewinnrange beim Lotto . . . . . . . .. .. ..
Gewinnklassen und Wahrscheinlichkeiten beim Lotto . . . . .
Einsatzmoglichkeiten beim Roulette . . . . . . . . .. ... ..

Wann der Spieler gewinnt, verliert oder ein Unentschieden er-
reicht. . . . . . ..
Wahrscheinlichkeiten fiir das Spiel der Bank . . . . . . . . ..
Unsymmetrien im Gewinnplan . . . . . . .. .. ... ... ..
Bedingte Wahrscheinlichkeiten der Bank fiir das Erreichen von
Punktesummen . . . .. .. .. ... ... ... ... ...
Vorzeichen der Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahr-
scheinlichkeit fiir den Spieler bei bestimmten erreichten Punk-
tesummen . . . ... L Lo Lo
Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit fiir
den Spieler bei bestimmten erreichten Punktesummen . . . . .
Bedingte Wahrscheinlichkeiten des Spielers fiir das Erreichen
von Punktesummen (15 Punkte erreicht) . . . ... ... ...
Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit fiir
den Spieler, wenn er eine weitere Karte zieht . . . . . . . . ..
Verbesserung oder Verschlechterung fiir den Spieler, falls er
eine zusatzliche Karte zieht . . . . . . . .. ... 00
Verbesserung oder Verschlechterung fiir den Spieler, falls er
eine zusatzliche Karte zieht . . . . . . . ... ... ... ...
Differenz zwischen bedingter Gewinn- und Verlustwahrschein-
lichkeit beim Verdoppeln . . . . . . . . ... ... ... ...
Splitten, ohne mehrfachen Split . . . . . ... ... ... ...
Einfacher Split und doppelter Split . . . . . . ... ... ...
Gewinn- und Verlustanteil am gesamten Einsatz, nachdem die
Bank eine 2. Karte erhalten hat beim Versichern . . . . . . . .

11



12

TABELLENVERZEICHNIS

4.15 Anderung der Gewinnerwartung, wenn eine Karte aus den

§2er—Blatt entfernt wird . . . . . . . . .. ... 88
4.16 Uberkaufwahrscheinlichkeit Pii(K) der Bank bei erster Karte
mit dem Wert K . . . . . . . .. 91

4.17 Entscheidungsmatrix . . . . .. . ... .. ... ... ... 92



Kapitel 1

Das Ziegenproblem

SWer das Spiel nicht durchschaut, steckt vielleicht zu tief drin.”
Manfred Hinrich (*1926)

1.1 Wie alles begann...

Die amerikanische Journalistin Marilyn vos Savant galt als der Mensch mit
dem hochsten Intelligenzquotienten der Welt. In ihrer Kolumne Ask Marilyn
des amerikanischen Wochenmagazins Parade hatte sie mit der Losung einer
Denksportaufgabe eine Lawine emporter und hédmischer Leserbriefe ausge-
16st. Im Sommer 1991 kam es zu dem heif diskutierten Ziegenproblem (Vgl.
[17], S. 52 und [24], S. 9).

Ein Leser stellte folgende Aufgabe: ,,Sie nehmen an einer Spielshow im Fern-
sehen teil, bei der Sie eine von dret verschlossenen Tiren auswdhlen sollen.
Hinter einer Tir wartet der Preis, ein Auto, hinter den beiden anderen stehen
Ziegen. Sie zeigen auf eine Tir, sagen wir Nummer eins. Sie bleibt vorerst
geschlossen. Der Moderator weif$, hinter welcher Tir sich das Auto befin-
det; mit den Worten «Ich zeige IThnen mal wasy offnet er eine andere Tiir,
zum Beispiel Nummer drei, und eine meckernde Ziege schaut ins Publikum.
Er fragt: «Bleiben Sie bei Nummer eins, oder wdhlen Sie Nummer zwei?»“
(Randow, 2009, S. 9).

Zwei Tiiren bleiben, hinter einer ist der Gewinn. Folgend ist es egal welche
man wahlt, oder nicht? Die IQ-Weltmeisterin sagt, dass man bei der Tiir
Nummer zwei die besseren Chancen hat und im Vergleich zu Tiir 1 wiirden
sich die Chancen bei Tiir 2 verdoppeln.
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14 KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEM

Das Ziegenproblem hielt viele Menschen in Atem. Professoren setzten ihre
Assistenten an das Ziegenproblem, Mathematik-Lehrer verwirrten ihre Schii-
ler und Zeitungsredakteure erklirten sich gegenseitig fiir begriffsstutzig. Und
unterdessen wurde Marilyn vos Savant mit Spott iiberschiittet. Die Antwort
bescherte der Redaktion der Parade eine Flut an Leserbriefen mit gegentei-
ligen Meinungen. Das Problem wurde in der amerikanischen und deutschen
Offentlichkeit diskutiert (Vgl. [24], S. 9 — 11).

Dabei unterteilten sich die Beteiligten in ,Wechsler (welche der Empfehlung
von Marilyn vos Savant folgen wollten), ,Randomisierer (die zufillig eine
der verbleibenden Tiiren auswihlen wollten) und ,Standhafte” (jene, die bei
der urspriinglichen Wahl bleiben wollten). Nichts bekannt ist jedoch iiber die
Proportionen der Aufteilung (Vgl.|11], S. 133).

1.2 Erste Erklarungen

N
= ol | s

P&

| -

Abbildung 1.1: Diese drei Varianten sind gleich wahrscheinlich. Quelle: [18],
S. 93

Wenn wir als Erstes die linke Tiir wiahlen und nicht wechseln, dann gewinnen
wir das Auto mit der Wahrscheinlichkeit % Der Moderator 6ffnet immer eine
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Tiir mit Ziege. Wenn man wechselt, gibt es folgende drei Moglichkeiten:

1. Moglichkeit: Man verliert das Auto, dass man zunéchst gewonnen hétte.
2. und 3. Moglichkeit: Das Auto wartet hinter der letzten Tir (Vgl. [18], S.
91 — 94).

Mit einer Wahrscheinlichkeit von % ist das Auto hinter einer der beiden an-
deren Tiiren, welche nicht gewdhlt wurden. Fallt eine davon weg, so muss
hinter der anderen mit dieser Wahrscheinlichkeit versteckt sein. So verdop-
pelt man, durch den Wechsel der Tiir, die Wahrscheinlichkeit das Auto zu
gewinnen. Ein Gegenargument hierzu war: ,Ganz gleich, was man als erstes
selber wahlt — der Moderator kann immer eine Tir mit einer Ziege dffnen.
Deshalb erfihrt man dadurch auch nichts Neues, das hat man vorher schon
gewufSt. Und deshalb bleiben auch die Wahrscheinlichkeiten dieselben; ob ich
die Tr wechsle oder nicht, ich wdhle mit einer Wahrscheinlichkeit von % eine
Ziege und mit einer Wahrscheinlichkeit von % das Auto. Und deshalb kann
ich auch genausogut bei meiner ersten Wahl verbleiben.” (Kréamer, 1996, S.
91).

Jedoch wird eines klar: Uber die anfangs gewihlte Tiir erfihrt man nichts
Neues. Deshalb bleibt die Wahrscheinlichkeit, dass man von Anfang an das
Auto hat, die gleiche wie zuvor, und zwar % Aber es darf nicht vergessen
werden, dass sich die Auto-Wahrscheinlichkeit fiir die beiden anderen Tiiren
sehr wohl dndert. Die Auto-Wahrscheinlichkeit fiir die von dem Moderator
geoffnete Tiir (mit der Ziege dahinter) sinkt auf 0. Das Auto wartet mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von 1 hinter einer der beiden anderen Tiiren. Namlich
bei unserer ersten Wahl mit einer Wahrscheinlichkeit von % Nun verbleibt
fiir die letzte Tiir nur noch die Wahrscheinlichkeit von 2 (Vgl. [18], S. 91 - 94).

Natiirlich kann man hierbei auch hereinfallen. Wenn ich das Auto richtig
geraten habe und der Moderator iiberredet mich, stattdessen eine Ziegentiir
zu nehmen. Wenn sich die Kandidatin oder der Kandidat auf einen Wechsel
einldsst wird dies tatsdchlich, in etwa einem Drittel aller Fille, geschehen.
Jedoch in zwei Drittel der Félle, bei denen wir nicht zuvor die richtige Tiir
gewahlt haben, wird der Moderator um ein Auto drmer.

Besser sieht man das an dem extremeren Beispiel mit 100 Tiiren, einem Au-
to und 99 Ziegen. Die Wahrscheinlichkeit ist in diesem Fall nur 1:100 von
Anfang an auf das Auto zu tippen. Der Moderator 6ffnet nun 98 der ver-
bleibenden 99 Tiiren und hinter jeder ist eine Ziege. Soll man nun wechseln?
Die Auto-Wahrscheinlichkeit fiir die anfangs gewihlte Tiir ist die gleiche
wie zuvor, namlich ein Prozent. Mit 99-prozentiger Wahrscheinlichkeit steht
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nun das Auto hinter der zweiten noch verschlossenen Tiir. Dieser Fall zeigt
schon, dass der Spielleiter die Nieten aussortiert, da die gewdhlte Tiir nicht
teilnimmt (sie wird auf jeden Fall nicht geéffnet) dndert sich nur ihr Wert
nicht (Vgl. [18], S. 91 — 94).

Ein weiteres Argument ist Folgendes: Angenommen, es gibt zwei Kandidaten
A und B. Kandidat A bleibt immer bei seiner anfangs gew#hlten Tiir und
Kandidat B wechselt nach der Intervention des Moderators zur verbleibenden
Tiir. Das Experiment findet 999-mal statt. Da sich Kandidat A nicht beein-
flussen lasst, wird er wahrscheinlich um die 333 Autos gewinnen. Doch was
geschieht mit den restlichen 666 Autos? Diese muss Kandidat B gewonnen
haben. Also hat B doppelt so viele Autos wie A gewonnen, also ist hinter
der verbleibenden Tiir tatsdchlich das Auto mit doppelter Wahrscheinlich-
keit (Vgl. [24], S. 13 — 15).

Eine weitere Uberlegung ist, dass es zwei Kandidaten gibt. Aber Kandidat
A wihlt Tiir 1 und Kandidat B wahlt Tiir 2, danach 6ffnet der Moderator
Tiir 3. Sollten nun sowohl Kandidat A und B wechseln, um ihre Chancen zu
erhohen? Diese Variante folgt anderen Spielregeln. Der Moderator sortiert
keine Niete aus, sondern kann nur die eine verbliebene, nicht geoffnete Tiir
wahlen. Nach dieser sinnlosen Intervention des Moderators bleibt keine nicht
gewahlte THr iibrig, iiber welche er die Mitspieler hétte informieren kénnen
(Vgl. [24], S. 13 - 15).

Die Tiiren werden mit den Ziffern 1, 2 und 3 versehen und angenommen der
Gewinn befindet sich hinter Tiir 1. Der Kandidat weif dies jedoch nicht und
wird eine der Tiiren zuféllig auswihlen, wobei jede mit derselben Wahrschein-
lichkeit ausgewahlt wird. Also wihlt der Kandidat mit Wahrscheinlichkeit %
die Autotiir und mit Wahrscheinlichkeit % eine Ziegentiir.

Beim Moderator muss man zwei Fille unterscheiden:

1. Fall: Wahlt der Kandidat die Autotiir, dann kann der Moderator zwischen
den verbleibenden Tiiren wahlen.

2. Fall: Wahlt der Kandidat eine der Ziegentiiren, muss der Moderator die
verbleibende Ziegentiir 6ffnen.

Da der 1. Fall mit einer Wahrscheinlichkeit von % eintrifft, ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der ,Standhafte” gewinnt %, unabhéngig davon, welche
Tiir der Moderator 6ffnet. Jedoch wird der ,Wechsler im 1. Fall verlieren,
aber gewinnt im 2. Fall. Der 2. Fall hat die Wahrscheinlichkeit % und ist
somit ist die Gewinnwahrscheinlichkeit des ,Wechslers“ doppelt so hoch wie
die des ,Standhaften”. | Die ,Randomisiererin® wdhlt in beiden Fdllen mat
Wahrscheinlichkeit % eine der noch geschlossenen Tiiren, so dass die Wahr-
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scheinlichkeit die richtige Tir zu treffen % . % + % : % = % ist.“ (Bol, 2007, S.
134) (Vgl. [11], S. 132 — 134).

Durch den Wechsel verdoppelt sich die Chance auf das Auto. Aber der Wech-
sel bringt keine Garantie auf das Auto. Am 8.2.1994 wechselte in einem &hn-
lichen Quiz der Kandidat nicht und gewann trotzdem (Vgl. [14], S. 24).

1.2.1 Welche Tiiren diirfen geoffnet werden?

Die Notation:

A1 heilst Auto hinter Tiir 1,
A2 heifst Auto hinter Tiir 2,
A3 heifst Auto hinter Tiir 3.

M1 heifst Moderator 6ffnet Tiir 1,
M2 heifst Moderator 6ffnet Tiir 2,
M3 heifst Moderator 6ffnet Tiir 3.

Al M2

(M

o

n2
I

RE < M2
M3

Abbildung 1.2: Folgendes Diagramm zeigt die Moglichkeiten fiir den Fall,
dass der Moderator jede beliebige Tiir 6ffnen darf. Quelle: [24], S. 64.

A2

-
=
=

=
=
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Abbildung 1.3: Dieses Diagramm zeigt den Fall, dass der Moderator jede Tiir
aufser einer Autotiir 6ffnen darf. Quelle: [24], S. 64.

Abbildung 1.4: Das folgende Diagramm zeigt den Fall, dass der Moderator
jede Tiir aufer der erstgewéhlten Tiir 1 6ffnen darf. Quelle: [24], S. 65.

Abbildung 1.5: SchlieRlich das Diagramm fiir den Fall, dass der Moderator
weder eine Autotiir noch die erstgewéhlte Tiir 1 6ffnen darf. Quelle: [24], S.
65.
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1.2.2 Die neue Wahrscheinlichkeit ist 1/27

Jedoch denken manche so: ,,Nachdem der Moderator eine Tir gedffnet hat,
bleiben noch zwei Tiren tibrig; hinter einer davon das Auto, also ist die neue
(die sogenannte »bedingte«) Wahrscheinlichkeit fir Auto fir jede Tir %.“
(Kramer, 1996, S. 94) Dies ist ein weit verbreiteter und intuitiv naheliegen-
der Irrtum, dass nach Ausschluss einer Tiir mit Ziege durch den Moderator
die beiden verbleibenden Tiiren dieselben Gewinnchancen bieten. Etwa 90%
der Zuschriften, die Marilyn vos Savant erhielt, spiegelten die Meinung wider,
dass sich durch den Hinweis des Moderators die Chancen auf den Hauptge-
winn von 1 : 3 auf 1 : 2 erh6ht haben, da nun zwei gleichwahrscheinliche
THiren iibrig blieben. Vertreten wurde diese Meinung auch mehrheitlich von
akademisch vorgebildeten Lesern vertreten (Vgl. [17|, S. 52). ,,Hier wird die
Aufgabe unzulissig in eine andere Aufgabe umgewandelt, die praktisch nur
den Endzustand betrachtet und die Vorgeschichte des Problems nicht ange-
messen beriicksichtigt.“ (Kiitting & Sauer, 2008, S. 160).

Denn die beiden verbleibenden Moglichkeiten sind nicht gleich wahrschein-
lich. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten ,Ziege hinter linker Tiir, Moderator
Offnet rechte Tiir" und ,Ziege hinter mittlerer Tiir, Moderator &ffnet rechte
Tir" sind nicht gleich. Die erste dieser bedingten Wahrscheinlichkeiten ist
gleich wie die unbedingte Wahrscheinlichkeit, also % Deshalb muss die zwei-
te bedingte Wahrscheinlichkeit % sein (Vgl. [18], S. 94).

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Auto hinter der ersten Tiir befindet,
ist % Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich hinter einer der beiden anderen
Tiiren befindet ist 2. Wenn der Moderator (welcher weil, wo sich das Auto
befindet) eine der beiden Tiiren &ffnet, so steht fest, hinter welcher Tiir das
Auto mit einer Wahrscheinlichkeit von % ist. So verdoppeln sich die Chancen

bei einem Wechsel (Vgl. [17], S. 52).

Streng genommen muss man hier zwischen der bedingten Wahrscheinlichkeit,
dass man durch einen Wechsel gewinnt und der Moderator 6ffnet irgendeine
Tiir und der bedingten Wahrscheinlichkeit, durch einen Wechsel zu gewinnen
und der Moderator 6ffnet eine ganz bestimmte Tiir (z.B.: die rechte) unter-
scheiden. Bis jetzt wurde nur auf die erste Wahrscheinlichkeit eingegangen,
diese ist und bleibt % Egal wie der Moderator vorgeht, Hauptsache, er 6ffnet
eine Ziegentiir. Die zweite Wahrscheinlichkeit hdngt jedoch auch noch von
dem Moderator ab. Beispielsweise geht der Moderator so vor, dass er, falls
der Kandidat die linke Tiir wahlt, die rechte Tiir 6ffnet. Dies tut er aber nur
dann, wenn das Auto hinter der mittleren Tiir versteckt ist. Ansonsten 6ffnet
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er die mittlere Tiir. Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist in diesem Fall fiir
,Gewinn durch Wechsel, der Moderator 6ffnet die rechte Tiir* offensichtlich
1. Denn die rechte Tiir wird nur geoffnet, wenn das Auto hinter der mittleren
Tiir ist. So gewinne ich durch einen Wechsel auf jeden Fall. Dagegen betragt
die bedingte Wahrscheinlichkeit ,,Gewinn durch Wechseln und der Moderator
offnet die mittlere Tiir" % In der Héilfte der Falle, in denen der Moderator die
mittlere Tiir 6ffnet, ist das Auto hinter der rechten Tiir und in der anderen
Halfte ist das Auto hinter der linken Tiir. Also kann man auch bei seiner
ersten Wahl bleiben (Vgl. [18], S. 94 — 96).

Jedoch ist die Gesamt-Wahrscheinlichkeit fiir ,Gewinn durch Wechsel* wei-
terhin % Berechnet wird sie:

W (Gewinn|Moderator 6ffnet rechte Tiir) - W(Moderator 6ffnet rechte Tiir)
+ W(Gewinn|Moderator 6ffnet mittlere Tiir) - W(Moderator 6ffnet mittlere
Tiir)

4.1 12 2
=l-g+35-5=3

Bei den bisherigen Uberlegungen wurde immer davon ausgegangen, dass der
Moderator eine Tiir 6ffnen muss und immer eine Tiir mit Ziege. Jedoch, wenn
der Moderator die Autotiir nicht kennt, oder nur dann eine Ziegentiir 6ffnet,
wenn die Autotiir gewédhlt wurde. Dann gelten nochmals andere Gesetze.
Im ersten Fall, wenn der Moderator selbst die Tiir nicht kennt, wird er die-
se mit der Wahrscheinlichkeit % offnen. Dann wére das Spiel zu Ende. Fiir
sAuto hinter der eigenen Tiir“ sinkt die bedingte Wahrscheinlichkeit auf 0.
Jedoch wenn der Moderator per Zufall eine Ziegentiir 6ffnet, dann steigt die
bedingte Wahrscheinlichkeit fiir ,Auto hinter der eigenen Tiir* auf % und die
Wahrscheinlichkeit fiir ,,Auto hinter der anderen Tiir* ist ebenfalls % Hier lie-
fert der Moderator, wie in der Standardsituation, Informationen iiber unsere
eigene Tiir, jedoch niitzt sie hier nichts.

Im zweiten Fall ist die Lage nochmals anders. Wenn der Moderator nur dann
eine Ziegentiir 6ffnet, falls das Auto gewihlt wurde und wenn man weif, dass
der Moderator so vorgeht, liefert er damit ebenfalls Informationen iiber die
gewahlte Tiir, auf duferst niitzliche Weise. Dann weifs man mit Sicherheit:
Der Moderator 6ffnet nur eine Tiir, weil das Auto vom Kandidaten schon
gewahlt wurde und deswegen sollte man nicht wechseln.

Diese Uberlegungen kann man beliebig weiterfiihren. Jedoch die eigene op-
timale Strategie hingt sehr von der Strategie des Moderators und von dem
Wissen dariiber ab. Die Regel immer zu wechseln und die daraus resultie-
rende Erhohung der Gewinnwahrscheinlichkeit von % auf % gilt nur unter
bestimmten Voraussetzungen, dass der Moderator grundséitzlich immer eine
Ziegentiir 6ffnet, egal ob die Autotiir oder eine Ziegentiir gewahlt wurde (Vgl.
[18], S. 94 — 96).
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Ein UFO landet wiahrend der Spielshow im Zuschauerraum und ein Auferir-
discher kommt auf die Biihne. Er sieht die Ziegentiir und zwei geschlossene
Tiiren. Wie stehen die Chancen des Aufserirdischen, wenn er Tiir 1 oder Tiir
2 wahlt? 50% zu 50%, oder nicht?

Das kommt auf die verschiedenen Félle an:

1. Fall: Der Auferirdische kann durch geschlossene Tiiren sehen.

2. Fall: Der Auferirdische hat bis zu jenem Moment nichts mitbekommen.
Dann darf er, weil er keinerlei Zusatzinformationen hat, von gleichen Chancen
bei Tiir 1 und der Tiir 2 ausgehen.

3. Fall: Der Auferirdische hat die Sendung mitverfolgt, dann ist er in keiner
anderen Lage als der Kandidat.

»Die UFO-Variante des Ziegenproblems fiihrt zu keinen neuen Losungen, aber
das damit verbundene Argument ist bemerkenswert: Der Argumentierende
bildet einen Entscheidungsfall zwischen zwei Tiiren fir einen vorurteilsfreien
«objektiven Beobachtery, dem er die eigene Denkweise einpflanzt.“ (Randow,

S.15) (Vgl. [24], S. 15).

1.3 Losung mittels Pfadregel

Angenommen der Spieler wihlt die Tiir 1 (bezeichnet mit T1). Allgemein
kann man sich auf diesen Fall beschrinken, denn die anderen beiden Fille
lassen sich durch Umnummerierung der drei Tiiren auf diesen Fall zuriick-
fithren. Ohne Information befindet sich hinter jeder Tiir T1, T2, T3 das Auto
mit einer Wahrscheinlichkeit von % Falls das Auto hinter der gewéhlten Tiir
T1 ist, 6ffnet der Moderator jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit % eine der
beiden anderen Tiiren T2 bzw. T3. Befindet sich das Auto hinter Tiir T2,
offnet der Moderator die Tiir T3, mit Wahrscheinlichkeit 1. Und ist das Auto
hinter Tiir T3, wird die Tiir T2 geéffnet, mit Wahrscheinlichkeit 1 (Vgl. [14],
S. 69 — 70).

Der Moderator 6ffnet die Tiir T2. Somit ist klar, dass sich das Auto nicht hin-
ter dieser Tiir befindet. Das Auto kann nur noch hinter Tiir T1 oder T3 sein.
Nach Abbildung 1.6 kann somit nur der oberste oder unterste Pfad eintreten.
Bei dem obersten Pfad steht das Auto hinter der vom Spieler gewéhlten Tiir
T1 und beim untersten ist es hinter der Tiir T3. ,,Die Wahrscheinlichkeit des
untersten Pfades ist doppelt so grof$ wie die des obersten Pfades. Bleibt der
Spueler bei seiner Entscheidung, so ist seine Chance, das Auto zu gewinnen,
nur 1 zu 2 .“ (Bosch, 1999, S.70) Zum gleichen Ergebnis kommt man {iber

!Damit ist die Wahrscheinlichkeit % gemeint. Die Schreibweise 1 zu 2 ist nicht dem
deutschen Sprachraum entsprechend, man wiirde 1 zu 3 schreiben.
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M2 plli=1/5.1/2=1/6
[3 pl21=1/3. 17/2=1/a
Spieler | _
L A2 l E pl3)=1/3.1=1/3
fasd Wl2 = g
A3 | M2 pl4)=1/3.1=1/3

Abbildung 1.6: Abbildung zur Pfadregel. Quelle: [14], S. 69.

die beiden mittleren Pfade, wenn der Moderator die Tiir T3 6ffnet (Vgl. [14],
S. 69 - 70).

1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel 1.4.1. Eine Urne enthdlt zwei rote, zwei schwarze und zwei blaue
Kugeln. Zwei Personen A und B vereinbaren, dass B raumlich von A getrennt
zufdllig ohne Zuricklegen Kugeln aus der Urne entnimmt und A mitteilt,
wann erstmals eine blaue Kugel auftritt. Angenommen B ruft A im dritten
Zug“ zu. Wie wirden Sie als Person A die Wahrscheinlichkeit einschdtzen,
dass die ersten beiden Kugeln rot waren?

Beispiel 1.4.2. In der Situation des Ziegenproblems wurde auf Tir 1 gezeigt
und der Moderator hat die Tir 3 als ,Ziegentir” zu erkennen gegeben. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt der Spieler das Auto, wenn er zu der Tir
2 wechselt?

Beide Beispiele haben gemeinsam, dass das (unbekannte) Ergebnis eines sto-
chastischen Vorgangs feststeht. Im ersten Beispiel sind es die Farben der ers-
ten beiden gezogenen Kugeln und im zweiten Beispiel die Nummer der Tiir,
hinter der das Auto steht. ,Hdtten wir ohne irgendeine zusdtzliche Kenntnis
»a priori‘-Wahrscheinlichkeiten fir die interessierenden Ereignisse angeben
missen, so waren wir wie folgt vorgegangen:“ (Henze, 2008, S.98).

In dem ersten Beispiel ist die ,a priori“-Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
,die ersten beiden gezogenen Kugeln sind rot“ nach der ersten Pfadregel

durch 1—15 (= % . %) gegeben. Und im zweiten Beispiel ist ,a priori“ jede der
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drei Tiiren mit einer Wahrscheinlichkeit von é die Autotiir. Die Information,
durch den Hinweis des Moderators, fiihrt zu einer Verdopplung, somit zu
einer ,a posteriori“-Wahrscheinlichkeit % fiir die Tiir 2 als Autotiir.

Man erhélt in den obigen Beispielen eine Teilinformation iiber das Ergeb-
nis eines abgeschlossenen stochastischen Vorgangs. Diese Information muss
man in einem Lernprozess verarbeiten. Das Ergebnis dieses Lernprozesses
aus gemachter Erfahrung fiihrt eventuell zu einer wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Neubewertung. Neubewertung in dem Sinn, dass das durch die ge-
machte Erfahrung das Eintreten gewisser Ereignisse gegeniiber dem ,a priori“-
Wissensstand begiinstigt werden konnen. Wiederum andere Ereignisse kon-

nen aufgrund des neuen Kenntnisstandes unwahrscheinlicher oder unmoglich
werden (Vgl. [17], S. 98 — 100).

Mit Hilfe der bedingten Wahrscheinlichkeit geschieht die Verarbeitung von
Teilinformationen bei stochastischen Vorgdngen. Hierzu wird ein wiederholt
durchfithrbares Zufallsexperiment betrachtet, dieses wird durch den Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, P) beschrieben. Bekannt iiber den Ausgang w des
Experiments sei nur, dass ein Ereignis B C 2 eingetreten ist, also gilt w € B.
Kurz wird diese Information die Bedingung B genannt.

Es stellt sich nun die Aufgabe, eine Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines
Ereignisses A C  unter der Bedingung B wegen der unvollsténdigen Infor-
mation iiber w festzulegen. In den obigen Beispielen stellt sich das Problem,
»den Grad der Gewissheit von A nach Durchfihrung eines Zufallsexperimen-
tes zu bewerten.” (Henze, 2008, S.99).

Es stellt sich die Frage, welche sinnvollen Eigenschaften eine geeignete zu
definierende bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B (be-
zeichnet durch P(A|B)) besitzen. P(A|B) sollte als Wahrscheinlichkeit die
Ungleichungen 0 < P(A|B) < 1 erfiillen. Weitere Eigenschaften wéren:

P(A|B) =1, falls B C A, (1.1)

P(A|B) =0, falls AN B = 0. (1.2)

Man muss beachten, dass die Inklusion B C A unter der Bedingung B not-
wendigerweise das Eintreten von A nach sich zieht, um (1.1) einzusehen. Und
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weil das Eintreten von B im Fall der Disjunktheit von A und B das Eintreten
von A ausschliefit, sollte (1.2) gelten.

(1.1) und (1.2) stellen extreme Situationen dar. Allgemein muss man mit
den Moglichkeiten P(A|B) > P(A), P(A|B) < P(A) und P(A|B) = P(A)
rechnen. Bei den ersten Beiden Fillen beeintrichtigt bzw. begiinstigt das
Eintreten von B die Aussicht auf das Eintreten von A. Im letzten Fall ist das
Auftreten von A unabhéngig vom Eintreten von B (Vgl. [17], S. 98 — 100).

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sollen im Folgenden anhand relativer Hau-
figkeiten motiviert werden. ,,Um die Aussicht auf das Eintreten von A unter
der Bedingung des Eintretens von B zu bewerten, liegt es nahe, (bei positivem
Nenner) den Quotienten

ru(A|B) = Anzahl aller Versuche, in denen A und B eintreten

Anzahl aller Versuche, in denen B eintritt

¢

als empirischen Gewissheitsgrad von A unter der Bedingung B anzusehen.
(Henze, 2008, S.99f). Teilt man nun Zahler und Nenner durch n, so ergibt
sich

(AN B)

Die folgende Definition ist kaum wunderlich, da nach dem empirischen Gesetz
tiber die Stabilisierung relativer Haufigkeiten sollten sich r,(ANB) und r,,(B)
bei wachsendem n den ,richtigen Modell-Wahrscheinlichkeiten“ P(ANB) und
P(B) annédhern (Vgl. [17], S. 98 — 100).

Definition 1.4.3. Es sei (S0, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und
A,B C Q mit P(B) > 0. Dann heifst

P(AN B)

PUAIB) = —5 5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Ziegenproblem

Es ist fiir die Modellierung des Ziegenproblems wichtig, auf welche Weise der
Moderator eine Tiir mit Ziege ausschliefst. Die Situation konnte als dreistu-
figes Experiment mit Q = € x Qy x Q3, wobei Q; = {1,2,3} (j = 1,2,3)
beschrieben werden. a; bezeichnet die Nummer der Autotiir, a; die Nummer
der von dem Kandidaten gewdhlten Tiir und as die Nummer der vom Mode-
rator geoffneten Tiir fiir w = (a1, as, az). Die Wahrscheinlichkeit p(w) = P(w)
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wird angesetzt als
p(w) = pi(ar) - pa(azlar) - ps(aslar, as), (1.3)

wobei gilt p1(j) = 5 (j = 1,2, 3 und der Hauptgewinn rein zufillig gewéihlt)
und py(k|j) = 3 (1 < j, k < 3 und der Kandidat wéhlt die Tiir blind aus). Zu
beachten ist die Ubergangswahrscheinlichkeit ps(as|a;, az), dass der Modera-
tor keine Wahl hat, wenn a; und as verschieden sind. Jedoch im Fall a; = as
(also das Auto befindet sich hinter der Tiir, wie der Kandidat gewéhlt hat)
nimmt man an, dass der Moderator rein zuféllig eine der beiden Ziegentiiren

wahlt (Vgl. [17], S. 104 — 105). Diese Annahme liefert

1, fallsl1<j#k#A1#;j<3
ps(llg, k) =<1/2, falls1<j=k#1<3

0, sonst

so dass (1.3) iibergeht in

1/9, falls1<j#k#1#j<3
p(j, k) =1<1/18, falls1<j=k#1<3

0, sonst.

Setzt man

G; ={ (a1,aq,a3) € Q:a; =j } = {,Gewinn hinter der Tir Nr. j* },

Wi = { (a1,az2,a3) € Q:ay =k } = { ,Kandidat wéhlt Tir Nr. k“ },

M, = { (a1,a9,a3) € Q:a3 =1} = { ,Moderator 6ffnet Tiir Nr. 1“ },

so ergeben sich beispielsweise fiir j = 2, k = 1 und | = 3 die Wahrscheinlich-
keiten

_ P(GanWinMs) p(2,1,3) 19 2
P(Go| W1 N M) = P(2W1r111\/[3)3 — p(21,3)+p(1,1,3) — 1/9+1/18 ~ 3
_ P(GinWinMs) (1,1,3) o 1/18 1
P(G1[Wy 1 Ms) = P(1W1011\/13)3 - p(l,ll,)3)+p(2,1,3) — 1/18¥1/9 — 3°

Diese stehen im Einklang mit den oben angefiihrten Uberlegungen, dass
ein Wechsel die Chancen auf den Gewinn verdoppelt. Die Betrachtung des
Falles j = 2, k = 1, | = 3 geschah dabei 0.B.d.A. Zum Beispiel gilt auch
P(G1|W3 N Mg) - %,P(G3|W3 ﬂMg) - %
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Die Abbildung 1.7 zeigt ein Baumdiagramm zum Ziegenproblem. In diesem
sind die beiden Pfade (1,1,3) (W’ = &) und (2,1,3) (W’ = {) die zum Ereignis
Wi N Mj fithren herausgehoben(Vgl. [17], S. 104 — 105).

1
|1%\

ol e mi

|1 \ |1=.

@@@ @%@ ofofo

AT T T T T LR
e @ QOO0 O OO

Abbildung 1.7: Baumdiagramm zum Ziegenproblem. Quelle: [17], S. 106.

1.4.1 Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit und
Bayes-Formel

Die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ist dann von Nutzen, wenn
die Wahrscheinlichkeiten P(A;) und P(B|A;) vorgegeben sind. Hierfiir ist ein
zweistufiges Experiment Hauptanwendungsfall, bei dem A, ..., A, die sich
paarweise ausschliefsenden Ergebnisse des ersten Teilexperimentes beschrei-
ben und sich B auf ein Ergebnis des zweiten Teilexperimentes bezieht. Die
moglichen Ergebnisse des ersten Teilexperimentes bezeichnet mit ey, ..., eq,
also O = {e1, ..., es}, so sind formal Q = Q; x Qy und A; = {e;} x . Die
Menge B hat die Gestalt B = Q; x {b} mit b € Q5. P wird iiber die erste
Pfadregel und P(A) = 3" _,p(w), A C Q definiert, so sind P(A;) = pi(e;)
als Startverteilung und P({b}|A;) = pa(ble;) als Ubergangswahrscheinlich-
keit im zweistufigen Experiment gegeben. Somit nimmt die Formel von der
totalen Wahrscheinlichkeit die Gestalt

= ZPl(%‘) - pa(ble;)

an. Diese Darstellung ist jedoch nichts anderes als die zweite Pfadregel (Vgl.
[17], S. 101-103).
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Eine interessante Deutung erfihrt die Bayes-Formel, wenn die Ereignisse A;
als Ursachen oder Hypothesen fiir das Eintreten des Ereignisses B aufgefasst
werden. Man nennt P(A;) die a priori-Wahrscheinlichkeit fiir A;, wenn man
den A; vor der Beobachtung eines stochastischen Vorgangs gewisse Wahr-
scheinlichkeiten P(A;) zu ordnet. Diese werden oft als gleichwahrscheinlich
angenommen bei fehlenden Wissen iiber die Hypothesen A;. Das Ereignis
B tritt mit der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|A;) ein, falls A; eintritt
(die Hypothese A; zutrifft). Tritt das Ereignis B ein, so ist die ,inverse*
bedingte Wahrscheinlichkeit P(A;|B) die a posteriori-Wahrscheinlichkeit da-
fiir, dass A; Ursache von B ist. ,Da es nahe liegt, daraufhin die a priori-
Wahrscheinlichkeiten zu tdberdenken und den Hypothesen A; gegebenenfalls
andere, den Ubergang von der W-Verteilung P(-) zur ,bedingten Verteilung®
Pg(-) so vorstellen, dass jedes Elementarereignis {w} mit w ¢ B die Wahr-
scheinlichkeit 0 erhdlt und dass die urspringlichen Wahrscheinlichkeiten p(w)
der in B liegenden Elementarereignisse jeweils um den gleichen Faktor P(B)~
vergrifert werden. (Henze, 2008, S. 101).

1

Satz 1.4.4. Es seinen (Q, P) ein W-Raum und Ay, As, ..., As paarweise dis-
Junkte Ereignisse mait szl A; = Q, ein solches System von Ereignissen wird
Zerlegung von 2 genannt. Wenn P(A;) > 0 (j = 1,...,s) gilt, so folgt fiir
jedes Ereignis B (Vgl. [17], S. 101 - 103):

a) P(B) =35, P(4;) - P(B|4;)
(Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)

b) Falls P(B) > 0, so gilt fir jedes k = 1, ..., s:

_ P(4) - P(B|Ay)
P(Agx|B) = > Pk(Aj) : P(Bk|Aj)

(Formel von Bayes)

e P(Aj) — die Wahrscheinlichkeit von Ay, bevor das Experiment begon-
nen hat (a priori-Wahrscheinlichkeit).

e P(B|Ay) — die Wahrscheinlichkeit, dass die Richtigkeit der Hypothese
Ay das experimentelle Resultat B nach sich zieht.

o > .1 P(A;) P(B|A;) — die Wahrscheinlichkeit, dass eine der bekann-
ten moglichen Ursachen das experimentelle Resultat hervorgebracht hat
(Vgl. [24], S. 138).
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Losung des Ziegenproblems mit der Bayes-Formel

Der Kandidat hat Tiir 1 gewéhlt, der Moderator 6ffnet Tiir 3 (0.B.d.A.).
Wie grof ist die Chance, dass Tiir 2 die Autotiir ist? Der Kandidat hat die
Beobachtung M3 gemacht. Mit der Bayes-Formel rechnet man (Vgl. [24], S.
147 — 148):

P(M3|A2) - P(A2)
(M3[A2) - P(A2) + P(M3[AL) - P(A1) + P(M3[A3) - P(A3)

P(A2|M3) = 3

Die Werte der einzelnen Ausdriicke:
e P(M3|A2) — 1 (der Moderator kann jetzt nur Tiir 3 6ffnen)

e P(A2) = P(Al) = P(A3) = 3 (das Auto wird gleich wahrscheinlich
verteilt)

e P(M3|Al) = 3 (der Moderator wihlt zwischen Tiir 2 und 3 zufillig
aus)

e P(M3|A3) = 0 (der Moderator will das Spiel ersichtlich nicht beenden)

Eingesetzt in den Ausdruck:

P(A2|M3) = % _1 2—g

TTYIT3073
Gegenprobe:

P(M3]A1) - P(A1)
P(A1|M3) =

(AL|M3) P(M3|A1) - P(Al) + P(M3|A2) - P(A2) + P(M3|A3) - P(A3)
1
= 6 - = 1 .9 = 1

1.5 Didaktische Anregungen

Das Ziegenproblem eignet sich prinzipiell gut fiir den Schulunterricht. Jedoch
sollte fiir die Bearbeitung dieses Themas geniigend Zeit eingeplant werden,
damit die Schiiler selbst Ideen entwickeln und diese auch durch Simulationen
iiberpriifen zu konnen. Deswegen ist moglicherweise zu empfehlen, dies im
Wabhlpflichtfach durchzugehen.
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Zu Beginn sollte das Ziegenproblem durch die Lehrperson vorgestellt und
erkldrt werden. Danach konnten sich die Schiiler in Einzelarbeit oder auch in
der Gruppe Gedanken dariiber machen, welche Tiir die bessere Wahl wire.
Die Schiiler sollten dabei ihre Wahl gut formulieren und argumentieren kon-
nen (Vgl. [21], S. 104 — 106).

Abbildung 1.8: Karten zur Spielsimulation: Tiir hinter der sich eine Ziege
befindet.

Danach sollten die Schiiler in Partnerarbeit das Spiel simulieren. Ein Schiiler
iibernimmt hierbei die Rolle des Moderators und der andere die Rolle des
Kandidaten. Die Schiiler bekommen drei der Karten aus den Abbildungen
1.8 und 1.9. Zwei Karten hinter denen sich eine Ziege befindet und eine Kar-
te hinter der sich das Auto befindet. Die Karten entsprechen den Tiiren, sie
konnen entweder zugeklebt werden, wenn sie laminiert sind oder zugebunden
werden, um sie immer wieder 6ffnen und schlieffen zu konnen. Der Moderator
entscheidet hinter welcher Tiir sich das Auto befindet. Fiir eine zuféllige Auf-
teilung fiir das Auto gewihrleisten zu konnen, kénnte die Wahl mittels eines
Wiirfels, Miinzwurf oder Ahnlichem getroffen werden. Die Schiiler sollen das
Spiel zundchst 10 Mal durchspielen und dabei ihre Ergebnisse in der Tabelle
1.1 dokumentieren. Danach werden die Rollen getauscht und das Spiel wie-
derholt. Abschlieffend kdnnten sich die Schiiler noch eine bestimmte Strategie
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Abbildung 1.9: Karten zur Spielsimulation: Tir hinter der sich das Auto
befindet.

beim Spielen iiberlegen. Beispielsweise das der erste Kandidat bei seinen 10
Versuchen immer wechselt und der zweite Kandidat bei allen 10 Versuchen
bei seiner ersten Wahl bleibt (Vgl. [21], S. 104 — 106).

‘ H Spiele ‘ gewonnen ‘ verloren

gewechselt
nicht gewechselt
gesamt

Tabelle 1.1: Tabelle in welcher die Ergebnisse der Spielsimulation eingetragen
werden konnen.

Danach sollen die Schiiler ihre Ergebnisse mit ihren anfinglichen Vermutun-
gen vergleichen und ihre Thesen gegebenenfalls iiberdenken. Die Versuchs-
ausgange und neuen Thesen konnen anschlieffend in groferen Gruppen von
etwa 10 Schiilern diskutiert werden. Die Schiiler konnen ihre Ergebnisse aus
den Partnerarbeiten zusammengetragen werden und ein Gesamtergebnis be-
rechnet werden. In den Grofgruppen kann die Spielsimulation so abgedndert
werden, dass nun 10 Karten/Tiiren im Spiel sind, 9 Ziegentiiren und eine
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Autotiir. Die Schiiler sollen sich hierbei iiberlegen, in wie fern die Gewinn-
chancen dadurch abgedndert werden.

Abschliefsend sollten alle Gruppen ihre Ergebnisse im Plenum vorstellen und
dann die richtige Losung durch die Lehrperson nochmals erklért werden (Vegl.
[21], S. 104 — 106).
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KAPITEL 1. DAS ZIEGENPROBLEM



Kapitel 2

Verwandte des Ziegenproblems

2.1 Das Problem der drei Gefangenen

Drei Verurteilte sitzen in der Todeszelle und die Hinrichtung wurde auf den
nachsten Tag angesetzt. Am néchsten Morgen fliistert ein Wérter ihnen zu,
dass der Gouverneur einen von ihnen begnadigt hat. Jedoch darf er nicht
verraten, wer es ist. Der Gefangene A will sich damit nicht zufrieden geben
und lésst sich zum Anstaltspfarrer fiihren. Auf dem Weg dorthin steckt er
dem Warter ein Goldstiick zu und bittet ihn um einen Hinweis. Dieser windet
sich und sagt ihm, dass er ihm nicht sagen darf, wie es um ihn steht. Aber A
ldsst nicht locker, es brauche nur ein indirekter Hinweis zu sein. Schlieflich
sagt der Wiérter: ,Na gut, wer begnadigt ist, darf ich nicht sagen, aber eins
kann ich verraten: B muss sterben.” A denkt nun, dass seine Chancen anfangs
bei é lagen und jetzt seine Chancen immerhin auf % gestiegen sind. Ist er zu
Recht erleichtert?

Vor dem Hinweis des Warters hatte A vier Moghchkelten
1.) A begnadigt, B genannt. P(1) =
2.) A begnadigt, C genannt. P(2) =

3.) B begnadigt, C genannt. P(3) =

4.) C begnadigt, B genannt. P(4) —

N[O =

Q==

W[ =W —wo | —

Es sind also zwei Félle moglich, in denen der Warter B als sicheren Todes-
kandidat nennt, ndmlich die Félle 1.) und 4.). Der 4. Fall ist doppelt so
wahrscheinlich wie der 1. Fall. Also haben sich die Chancen des Gefangenen
A nicht verbessert (Vgl. [24], S. 58 — 59).

33
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Ein weiterer Losungsweg ist mittels der Bayes-Formel:

Die Notation:
Ap heiflt A begnadigt, B, heiltt B begnadigt, C), heifst C begnadigt
B, heift B genannt

P(By|Ay) - P(Ay)
(By|Ap) - P(Ap) + P(By|By) - P(By) + P(B,|Cy) - P(Cy)

P(A|B,) = 5

Die Werte der einzelnen Ausdriicke:

e P(A,) = P(B,) = P(Cy) = £ (die Wahrscheinlichkeiten, dass jemand
begnadigt wird sind gleichwahrscheinlich)

d P(Bg|Ab) = P(Cg‘Ab) = %

e P(By|B,) =0
o P(B,|Cy) =1
1.1 1
Eingesetzt in den Ausdruck: P(A,|B,) = I %+z ‘(2)+ I =3 (Vgl. [26],

S. 157 — 158).

Die Aquivalenz zum Ziegenproblem

Bei dem Problem der drei Gefangenen liegt derselbe Sachverhalt wie beim
Ziegenproblem vor. Hierbei kann man die Begnadigung mit dem Gewinn
hinter einer der Tiiren vergleichen und die Nennung eines Gefangenen der
Sterben muss durch den Wirter, mit dem Offnen einer Ziegen-Tiir durch
den Moderator (Vgl. [8]).

Also kann man analog, zum Ziegenproblem, mit 100 Gefangenen argumen-
tieren. In diesem Fall bittet der Gefangene A den Warter 98 seiner Mitgefan-
genen zu nennen und schlussendlich bleiben nur noch die Gefangenen A und
C iibrig. Da jedoch der Héftling A von Beginn an von der Aufzihlung aus-
geschlossen war, erfihrt er iiber seine Chancen zu Uberleben nichts Neues.
Dadurch, dass C als einziger nicht genannt wurde, sind seine Uberlebenschan-
cen sehr wahrscheinlich. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit von A ist nun 1%
und die von C 99%.
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Der Wirter gibt zwar dem Fragenden A neue Informationen, jedoch keine
neuen Informationen iiber die Uberlebenswahrscheinlichkeit des Fragenden.
Der Warter nennt jemanden, ausgenommen dem Fragenden und dem Be-
gnadigten. Also konnte man die Gefangenen unterteilen, in den Fragenden
und den restlichen Gefangenen und die Informationen des Wérters betreffen
nur die restlichen Gefangenen. Mit jedem genannten Gefangenen fillt dessen
Chance auf die Begnadigung auf 0 und die Wahrscheinlichkeit fiir den Rest
der ungenannten Gefangenen steigt entsprechend an. Einzig die Wahrschein-
lichkeit des Fragenden A bleibt immer gleich (Vgl. [8]).

2.2  Tumor oder nicht?!

Ein Patient besucht einen Arzt, erzéhlt von anhaltenden Schmerzen und
fragt, ob er einen Tumor haben kénnte. Nach der Untersuchung diagnostiziert
der Arzt, dass es entweder ein Tumor, eine Migriane oder eine Verspannung
ist, jeweils mit %—Chance. Nach einer weiteren Untersuchung sagt er: ,Ich bin
mir jetzt sicher. Zum Tumorverdacht will ich nichts sagen. Aber es ist keine
Migréane.” Ist nun der Patient zu Recht erleichtert?

P(Migriine) = P(Verspannung) = P(Tumor) = %

Unter der Voraussetzung, dass der Arzt zum Tumor nichts sagen wird und
nur mittelt, welche Diagnose er ausschlieffen kann:

1.) P(Tumor-Diagnose und ,Keine Verspannung®) = & -1 = 1
2.) P(Tumor-Diagnose und ,Keine Migréine®) = 5 - 4 = ¢

3.) P(Verspannungs-Diagnose und ,Keine Migriine) = § -1 = 5
4.) P(Migriine-Diagnose und ,Keine Verspannung®) = 1 -1 =1

Es gibt zwei Fille, in denen der Arzt ,Keine Migrane“ sagt: Der 2. und 3.
Fall, der 3. Fall ist wahrscheinlicher. Also: Der Arzt vermehrt so die Hoff-
nung des Patienten, keinen Tumor zu haben, da eine Verspannung doppelt
so wahrscheinlich ist (Vgl. |24], S. 96).

Die Aquivalenz zum Ziegenproblem

Dieser Aufgabenstellung liegt derselbe Sachverhalt, wie dem Ziegenproblem
und dem Gefangenenparadoxon, zugrunde. Man kann den Tumorverdacht
mit dem Auto hinter einer der drei Tiiren und den Ausschluss der Migrine
durch den Arzt mit dem Offnen einer Tiir mit einer Ziege durch den Mode-
rator vergleichen.



36 KAPITEL 2. VERWANDTE DES ZIEGENPROBLEMS

Man kann also auch hier wieder dhnlich wie bei dem Ziegenproblem argu-
mentieren. Angenommen der Arzt hat anfangs 100 Krankheiten im Verdacht,
nach vielen Tests kann er 98 Krankheiten ausschliefsen. Jedoch hat er da-
bei immer den Tumorverdacht ausgelassen und schlussendlich gibt es als
Ursachen fiir die Schmerzen nur noch eine Verspannung und einen Tumor.
Dadurch das der Tumorverdacht ausgeschlossen war, hat der Patient keine
Informationen iiber ihn erhalten. Die Informationen nach allen Test liefern
nur Informationen iiber die Verspannung. Somit ist die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Tumor 1% und fiir die Verspannung 99%.

Dieses Beispiel ist folglich analog zum Ziegenproblem. Es ist ein anwendungs-
orientiertes Beispiel zum Ziegenproblem.

2.3 Schiffbriichige Seeleute

In einem Rettungsboot treiben drei schiffbriichige Seeleute A, B und C wo-
chenlang auf hoher See. Es ist kein Land in Sicht und der Proviant ist seit
Tagen erschopft. Deswegen wollen sie auslosen, wer sich fiir die anderen als
Speise opfern muss. A steckt drei Streichhélzer in seine Hand, zwei lange
und ein kurzes. Derjenige, der das kurze Streichholz zieht hat verloren. In
Gedanken entscheidet sich C fiir das Streichholz eins. B darf jedoch als ers-
ter wihlen, er zieht Streichholz drei und ist erleichtert, es ist lang. Sollte nun
C seine urspriingliche Wahl iiberdenken?

Kann man hier wie bei dem Ziegenproblem argumentieren und folgende Falle
bilden?

1.) Streichholz 1 ist kurz, B wihlt Nummer 2

2.) Streichholz 1 ist kurz, B wihlt Nummer 3

3.) Streichholz 2 ist kurz, B wihlt Nummer 3

4.) Streichholz 3 ist kurz, B wihlt Nummer 2

Und daraus kann man dann folgendes Diagramm aus Abbildung 2.1 zeich-
nen, welches der Abbildung zur Pfadregel zum Ziegenproblem sehr dhnelt.

Wenn B das Streichholz drei zieht und dieses lang ist, dann gilt entweder der
Fall 2.) oder 3.) und da der Fall 3.) wahrscheinlicher ist, sollte A bei seiner
Wahl bleiben. Also scheint sich dieses Beispiel nur dadurch von Ziegenpro-
blem unterscheiden, dass es nur eine Niete und zwei Gewinne gibt, weshalb
vom Wechsel abgeraten werden sollte (Vgl. |24], S. 60 — 63).
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1/2 B2 | PILI=1/3

142 B3 | pi2)=1/3

T Cwshit

Abbildung 2.1: Abbildung zur Pfadregel. Quelle: [24], S. 61

Jedoch, wenn sich der Schiffbriichige C anfangs fiir Streichholz zwei in Ge-
danken entschieden hétte, dann wére jetzt Streichholz eins die schlechtere
Wahl gewesen. Denn:

1.) Streichholz 1 ist kurz, B wéhlt Nummer 3: P(1
2.) Streichholz 2 ist kurz, B wihlt Nummer 1: P(2
3.) Streichholz 2 ist kurz, B wihlt Nummer 3: P(3
4.) Streichholz 3 ist kurz, B wihlt Nummer 1: P(4

NN~
Q==

) =
) =
) =
) =

WO || = | oo | =

Jetzt wére also Fall 1.) wahrscheinlicher als Fall 3.). Nur weil C anders her-
um gedacht hat?! ,Je nachdem, fir welches Streichholz C' sich insgeheim
entscheidet, verteilen sich die Chancen zwischen Streichholz eins und zwei?“
(Randow, 2009, S. 62). Dies kann nicht richtig sein (Vgl. [24], S. 60 — 63)!

Noch einmal von vorne:

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass Streichholz eins kurz ist und B das
Streichholz drei zieht, also

P(K1 und B3) = P(K1) - P(B3)

B darf jedes Streichholz ziehen, auch jenes das von C gewéhlte und natiirlich
auch das kurze. Deshalb gilt:

P(K1 und B3) = 3 - 3

J1/2=1/6

Jf2=1/8

B3 | pi3)=1/3. 1=1/3

B2 | pldl=1/3 . 1=1/3
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und fiir p(K2 und B3) gilt dasselbe - also ist die Chance doch fifty - fifty!
Also waren die vorhergegangenen Uberlegungen und das Diagramm falsch,
denn die Wahl von B war nie eingeschriankt, weder durch die Verteilung der
Streichholzer noch durch die stumme Wahl von C. Und da die Wahl nie einge-
schrankt war, hatte jeder Ausgang des Spiels die gleiche Wahrscheinlichkeit.
Einige Félle sind ausgeschieden und iibrig geblieben sind nur noch die Fille
(K1, B3) und (K2, B3) und da beide gleich wahrscheinlich sind gilt (Vgl. [24],
S. 60 — 63):

P(K1) = P(K2) =

Die Aquivalenz zum Ziegenproblem

Eine andere Uberlegung wire: Was, wenn es einen Beobachter gibt, der sich
genauso insgeheim wie der Schiffbriichige C fiir ein Streichholz entscheidet,
und zwar fiir Streichholz zwei? Oder wenn sich C vorstellt, anfangs nicht das
Streichholz eins, sondern Nummer zwei gew#hlt zu haben?

Beim Ziegenproblem wurde in diesen Fallen argumentiert, dass die Wahl des
Beobachters nicht das Handeln des Moderators einschriankt, im Gegensatz zur
Wahl des Kandidaten. Und in dem Beispiel der Schiffbriichigen beschrinkt
die Wahl von C doch auch nicht B.

Jedoch schldgt bei dem Problem der Schiffbriichigen das Schicksal zu und
beim Ziegenproblem ist der Moderator an zwei Regeln gebunden: Er darf
weder eine Autotiir noch die vom Kandidaten gewéhlte Tiir 6ffnen. Bei den
Schiffbriichigen konnte theoretisch schon B anfangs das kurze Streichholz
ziehen und somit wére dieses grauslige Spiel schon beendet (Vgl. [24], S. 60
- 63).

2.4 Russisches Roulette

Sechs Personen sitzen an einem Tisch, eine Kugel steckt im sechsschiissigen
Revolver und der geht reihum, bis einer stirbt. Die ersten vier haben Gliick
gehabt, wie stehen die Chancen fiir die beiden verbleibenden Personen?

Vereinfacht man den Revolver-Fall: Drei Spieler werden eingesetzt und ein
dreischiissiger Revolver, indem eine Kugel steckt. Jeder hat eine %—Chance
zu iiberleben. Wie stehen die Chancen, wenn der erste Spieler Gliick hatte?

Fifty-Fifty! Denn es handelt sich hier nicht um ein Ziegenproblem. Der erste
Spieler informiert sich nicht iiber die Position der Kugel in den beiden ver-
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bleibenden Patronenschéichten, denn er kennt sie nicht und wahlt auch nicht
aus (Vgl. [24], S. 95 - 96).

2.5 Dre1 Karten

Es sind drei Karten im Spiel: Eine ist beidseitig weifs, die andere beidseitig
rot und die dritte Karte ist auf einer Seite rot und auf der anderen Seite weif.
Die Karten liegen unter einem Tuch. Jetzt diirfen Sie eine Karte hervorholen
und sie auf den Tisch legen. Sie sehen eine weife Kartenseite. Wollen Sie
darauf wetten, dass die andere Kartenseite ebenfalls weifs ist?

Eine Fifty-fifty-Chance liegt nahe, die Karte wird rot oder weifl sein, oder
nicht? In Abbildung 2.2 kénnen die moglichen Fille, in denen eine Karte
mit sichtbar weifser Fliche auf dem Tisch liegt betrachtet werden. Die zwei
Seiten der auf dem Tisch liegenden Karte werden als ,Seite 1 und ,Seite 2
bezeichnet (Vgl. [24], S. 59 — 60):

. sichtbare
wiils .
Fartenseite

Seite 1 Seite 1 Seite 1

nicht sichthbare

rat :
Kartenseite
Seite 2 Seite 2 Seire 2
weilt-rore Barte: doppelseitige weille karterzwei Fille

ein Fall

Abbildung 2.2: Die moglichen Fille, in denen eine Karte mit sichtbar weifser
Flache auf dem Tisch liegt. Quelle: [24], S. 60.

Also ist in zwei von drei Fallen auch die Riickseite weiff. Man hétte wetten
konnen, die Chancen standen besser als fifty-fifty (Vgl. [24], S. 59 — 60).
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2.6 Weiterfiihrende Beispiele zum Ziegenpro-
blem

Beispiel 2.6.1. In der Situation des Ziegenproblems maoge der Moderator
fiir den Fall, dass er die Auswahl zwischen zwei Ziegentiren hat, die Tir mat
der kleineren (bzw. grofieren) Nummer mit Wahrscheinlichkeit q (bzw. 1 - q)
dffnen.

a.) Der Kandidat hat Tir 1 gewdhlt und der Moderator hat Tir 3 gedffnet.
Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit befindet sich das Auto hinter Tir
22 Speziell die Fdille g = 0 und q = 1.

b.) Der Kandidat wahlt rein zufdllig eine Tir und wechselt nach dem Offnen
einer Ziegentir durch den Moderator zur anderen noch verschlossenen T'r.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt er das Auto (Vgl. [17], S. 114)?

ad a.)

P(Auto hinter Tiir 2 | Moderator 6ffnet Tiir 3) = %.(1_(1)11%_1%.0 = ﬁ
q=20: %

q=1: % =1

ad b.)

0.B.d.A.: Tiir 1 gewéhlt
P (Auto hinter Tiir 2 | Moderator 6ffnet Tiir 3) = 51—

2—q
P (Auto hinter Tiir 3 | Moderator 6ffnet Tiir 2) = i :

Beispiel 2.6.2. Das Ziegenproblem wird so modifiziert, dass es vier Tiren
gibt (ein Auto, drei Ziegen). Nachdem der Kandidat gewdhlt hat, dffnet der
Moderator rein zufillig eine Ziegentir, aber die vom Kandidaten gewdhlte
Tiir ist tabu. Sollte nun der Kandidat bei seiner Wahl bleiben oder sich z.B.
mattels Minzwurfs fiir eine der beiden anderen verschlossenen Tiiren ent-
scheiden (Vgl. [17], S. 114)?

Hier konnen folgende Fille gebildet werden, wenn wir annehmen, dass der
Kandidat anfangs Tiir 1 wahlt:

1.) A1, M2: Auto hinter Tiir 1, Moderator 6ffnet Tiir 2

2.) A1, M3: Auto hinter Tiir 1, Moderator 6ffnet Tiir 3

3.) A1, M4: Auto hinter Tiir 1, Moderator 6ffnet Tiir 4

4.) A2, M3: Auto hinter Tiir 2, Moderator 6ffnet Tiir 3
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Aufgrund dieser Fille kann folgende Abbildung gebildet werden:

a2 1)=1/8 .1/3= 1/12
13 % plll=1/4.1/3=1/
Al == : YE Bi21= 144 1/3= 1712
|
4 4 pi3)=1/4 . 1/3= 1/12
1/2 l 13 pl41=1/4 . 1/2=1/8
Az r—
Spieler 12 i I14 plSl=144 1/2=1/8
_wahltTl ; :
) 12 oz plEI= 174 . 1/2= 1/8
' 1/2 M4 pl71=1/4 . 1/2= 1/8
1/2 1z plal=1/4 . 1/2=1/8
Ad S
172 : M3 n3)=1/4 1/2=1/8

Abbildung 2.3: Abbildung zur Pfadregel

Nehmen wir nun (0.B.d.A.) an, dass der Moderator Tiir 2 6ffnet, dann sind
die Fille 1.), 6.) und 8.) moglich. Die Félle 6.) und 8.) sind wahrscheinlicher
als der Fall 2.), jedoch sind die Félle 6.) und 8.) gleichwahrscheinlich. , Bleibt
der Kandidat bei seiner Wahl, so gewinnt er mit W’ 1/4. Entscheidet er
sich mit gleicher W’ 1/2 fiir eine der beiden anderen verschlossenen Tiren,
so gewinnt er mit W’ 3/8.“ (Henze, 2008, S. 335) Also lohnt sich auch in
diesem Ziegenproblem ein Wechsel.

Beispiel 2.6.3. Die Ziegenshow wird verdndert und nun sind zwei Autos
hinter drei Tiren. Der Kandidat wéihit Tir 1 (0.B.d.A.) und hat nun eine
Chance von % Dann sagt der Moderator: ,Ich zeige Ihnen mal, hinter welcher
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der beiden anderen Tiren ein Auto steht.“ Wie stehen jetzt die Chancen?

Wechseln oder nicht (Vgl. [24], S. 193)?

Diese Variation des Ziegenproblems ist dem urspriinglichen Ziegenproblem
sehr dhnlich. Dieses Mal wird jedoch die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine
Ziege hinter einer der Tiiren befindet berechnet.

So konnen folgende Fille gebildet werden, wenn man (0.B.d.A.) davon aus-
geht, dass der Spieler anfangs Tiir 1 gewéhlt hat:

1.) Z1, M2: Ziege hinter Tiir 1, Moderator 6ffnet Tiir 2

2.) Z1, M3: Ziege hinter Tiir 1, Moderator 6ffnet Tiir 3

3.) Z2, M3: Ziege hinter Tiir 2, Moderator 6ffnet Tiir 3

4.) 73, M2: Ziege hinter Tiir 3, Moderator 6ffnet Tiir 2

Nun kann aufgrund dieser Fille, die Abbildung 2.4 gebildet werden:

i pILI=1/3.1/2=1/8

[z pi21=1/3.1/2=1/8

Spieler

E] p(31=1/53.1=1/3

i pl4l=1/3.1=1/3

Abbildung 2.4: Abbildung zur Pfadregel

Angenommen der Moderator 6ffnet (0.B.d.A.) Tiir 2, dann sind die Félle 1.)
und 4.) moglich. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Ziege hinter der Tiir
1 befindet ist % und die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Ziege hinter Tiir 3
befindet, ist % Also kann die Wahrscheinlichkeit, dass das Auto hinter der
Tiir 1 ist mit der Gegenwahrscheinlichkeit 1 — % = % berechnet werden. Und
die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Auto hinter Tiir 3 befindet wird mit
1 - % = % berechnet. Also ist das Auto mit doppelter Wahrscheinlichkeit
hinter Tiir 1 verborgen. In diesem Fall sollte der Kandidat also bei seiner
urspriinglichen Wahl verbleiben und nicht wechseln.

Beispiel 2.6.4. Die Ziegenshow besteht weiterhin aus drei Tiiren, hinter
denen sich zwei Ziegen und ein Auto befinden. Jedoch sind diesesmal die
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Wahrscheinlichkeiten fiir die Tiren hinter denen sich das Auto befindet nicht
gleich. Die unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten werden jedoch nur dem
Kandidaten mitgeteilt und nicht den Moderator. Welche Tiir sollte der Kan-
didat anfangs wdahlen um die groffitmdglichen Gewinnchancen zu haben?

D1, D2, P3; p; = P(Auto hinter Tir j)
o.B.d.A.: Tiir 1 gewéhlt

. .. .. .. o pa-l _ 2p

P(Auto hinter Tiir 2 | Moderator 6ffnet Tiir 3) = T T a0 = pitom
. .. .. .. o p3-1 _ 2pg

P(Auto hinter Tiir 3 | Moderator 6ffnet Tiir 2) = T 0Tl — Pritoms

c+2x
(X) o 2(cH22)—2-2 _ Qctdx—4x __ 2c
- (c+2x)2 T (e+22)2 T (e+22)2

f(x) = -2 mit c € [0, 1] fiir das Intervall |0, 1] — [0, 1]

>0 ... f monoton wachsend

Angenommen p; < py < p3

P (Auto hinter Tiir 1 | Moderator 6ffnet Tiir 3) — pjf;m

P (Auto hinter Tiir 2 | Moderator 6ffnet Tiir 3) = —2p21’j:p2

P (Auto hinter Tiir 3 | Moderator 6ffnet Tiir 2) — 2p12_’;12p3 < 2p21’j:p2

P2 > p1 & P> Pt 2pips + 0} > P+ 2pipe & S > 2

Also ist P (Auto hinter Tiir 1 | Moderator 6ffnet Tiir 3) > P (Auto hinter Tiir
2 | Moderator 6ffnet Tiir 3) > P (Auto hinter Tiir 3 | Moderator 6ffnet Tiir 2).

Die optimale Spielstrategie wére in diesem Fall, obwohl das der eigentlichen
menschlichen Intuition widerspricht, dass sich der Spieler anfangs fiir die Tiir
mit der geringsten Wahrscheinlichkeit entscheidet. Damit diese nicht durch
den Moderator gedffnet werden kann und er deswegen eine der beiden wahr-
scheinlicheren Tiiren 6ffnen muss. Dadurch wird die Wahrscheinlichkeit, dass
sich das Auto hinter der ungeoffneten Tiir befindet, vergrofert. Dadurch wird
ein Wechsel zu wesentlich besseren Gewinnchancen fiihren.

Was passiert, wenn man sich nicht an diese Empfehlung hélt, wird im fol-
genden Beispiel ersichtlich:

Beispiel 2.6.5. Bei einer Fernsehshow wird folgendes Spiel gespielt: In einer
von drei Laden (diese sind mit den Nummern 1 bis 3 versehen), befindet sich
ein Gutschein fir eine einwdchige Fernreise fir zwei Personen (einschlieflich
des Hotelaufenthalts und Vollpension), die beiden anderen Laden sind leer.
FEin Kandidat muss sich fir eine der drei Laden entscheiden. Befindet sich der
Gutschein in der gewdhlten Lade, so gewinnt er den Gutschein (und damit die
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Reise), ansonsten geht er leer aus. Bevor er sich fiir eine Lade entscheidet,
wird ihm bekanntgegeben (aber nicht dem Leiter der Show!), dass sich der
Gutschein mit Wahrscheinlichkeit % in der Lade 1, mit Wahrscheinlichkeit i—?
in der Lade 2 und mit Wahrscheinlichkeit % in der Lade 3 befindet. Daraufhin
entscheidet sich der Kandidat fir die Lade 1. Der Leiter sagt dann, dass er
zundchst weder bekanntgibt, ob sich der Gutschein in dieser Lade befindet,
noch in welcher Lade sich der Gutschein befindet. Aber er dffnet die Lade
3, und diese ist offensichtlich leer. Dann kann der Kandidat bei seiner Lade
bleiben, oder die andere Lade wdhlen. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sich der Gutschein in der Lade 1 befindet?

Der falsche Losungsweg wire:

2 25

25 18 43
47 47 43

P(L1|L3 leer) =

Dann wire die Wahrscheinlichkeit immer noch grofer als % und damit sollte
man nicht wechseln.

Der richtige Losungsweg ist:

25 1
29, = 25
P(L1|Spielleiter 6ffnet L3) = ar 2 ==
LZ.lyBor+ L0 61

Gegenprobe:

P(L2|Spielleiter Sffnet L3) il 56
P r n = ——
LZ.lyB1+ L0 61

Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Lade 1 nicht mehr grofer als % Also
sollte auch hier gewechselt werden, denn die Wahrscheinlichkeit fiir die Lade
2 ist grofer.



Kapitel 3

Lotto und Roulette

3.1 Lotto

,Bet Lotto ,,6 aus 45 ist der Traum, mit geringem Finsatz Milliondr
werden zu kénnen [...[“ (|6])

3.1.1 Geschichte und Spielregeln

Die erste Runde von Lotto ,,6 aus 45“ fand Anfang September 1986 statt. Um
die Attraktivitdt von Toto nicht zu beeintrichtigen wurden die beiden Pro-
dukte von Beginn an getrennt positioniert. Lotto wurde als reines Gliicksspiel
positioniert, bei diesem der Spieler mit kleinen Einsétzen sehr hohe Gewinne
erzielen kann.

Auf das Spielverhalten der Osterreicher ist die Formel ,6 aus 45 zugeschnit-
ten und fithrt zu einer kleinen Anzahl an Hochstgewinnen, zu attraktiven
Mittelgewinnen und vielen Kleingewinnen. (Vgl. [6])

Bei Lotto ,,6 aus 45° geht es darum sechs Zahlen vorauszusagen, die in ei-
ner bestimmten Lotto-Runde aus der Zahlenreihe 1 bis 45 gezogen werden.
Die Anzahl der Ubereinstimmungen zwischen den von dem Spieler gewiihlten
Zahlen und den Gewinnzahlen entscheidet iiber den Gewinn. (Vgl. [7])

Folgendermafen werden die Gewinnzahlen ermittelt:

Die Lottoziehungen finden jeden Mittwoch und Sonntag Abend statt. In ei-
nem durchsichtigen Ziehungsgerdt befinden sich 45 Kugeln mit den Zahlen
1 bis 45 beschriftet. Nach dem Mischen wird eine Kugel ausgeworfen. Die
iibrigen Kugeln werden wieder gemischt und eine weitere Kugel ausgeworfen.
Dieser Vorgang wird wiederholt bis die sechs Gewinnzahlen und die Zusatz-
zahl bestimmt sind.

45
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Seit der Ziehung am 8. September 2010 kann man beim Lotto-Spielen noch
mehr gewinnen. Fiir sechs Richtige wird die Gewinnsumme von einer Million
Euro garantiert. Aus fiinf Gewinnringen (Sechser, Fiinfer mit Zusatzzahl,
Fiinfer, Vierer und Dreier) wurden acht Gewinnréinge:

1. Rang (Sechser) 40%
2. Rang (Fiinfer mit Zusatzzahl) | 5,5%
3. Rang (Fiinfer) 6%

4. Rang (Vierer mit Zusatzzahl) 2,1%
5. Rang (Vierer) 9,9%
6. Rang (Dreier mit Zusatzzahl) 4,8%
7. Rang (Dreier) 17,6%
8. Rang (Zusatzzahl allein) 12,6%

Tabelle 3.1: Die Dotierung der Gewinnréange. Quelle: [6].

3.1.2 Gewinnwahrscheinlichkeiten

Die Gewinnwahrscheinlichkeiten kénnen mit einigen Formeln der Kombina-
torik, einer mathematischen Teildisziplin, die sich mit den Moglichkeiten be-
fasst, Dinge miteinander zu kombinieren oder anzuordnen, berechnet wer-
den. Auf wieviele Arten sich die Kugeln kombinieren lassen kénnen, werden
Permutationen genannt. Die Anzahl an Permutationen hat eine solche Be-
deutung, dass sie als eigenstindige mathematische Operation interpretiert
wird. ,,Diese so genannte Fakultdt wird mit einem Ausrufungszeichen ,!“ ab-
gekiirzt: nl, gesprochen ,n Fakultdt”, steht fir die Anzahl von Permutationen,
die mit n unterschiedlichen Dingen gebildet werden konnen.“ (Bewersdorft,
2010, S. 8). Man berechnet dies allgemein mit der Formel:

nl=n-(n—1)-(n—2)-...-4-3-2-1

Bei Lotto wird aus einer Gesamtzahl an Kugeln eine festgelegte Zahl von
Kugeln zufillig ausgewihlt. Es kommt dabei nicht auf die Reihenfolge an, in
diesen Fillen spricht man von Variationen (Vgl. [10], S. 8f).

Beim Ausfiillen einer Tippreihe kann fiir die erste Zahl eine von den 45 Zah-
len ausgewéhlt werden. Also gibt es fiir die erste Auswahl insgesamt 45 Mog-
lichkeiten. Nach der ersten Wahl bleiben fiir die zweite Zahl noch 44 Mog-
lichkeiten, zu jeder der 45 Moglichkeiten fiir die erste Zahl gibt es also 44
Moglichkeiten fiir die zweite Zahl. Daher kénnen die ersten beiden Zahlen
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auf 45 - 44 = 1.980 verschiedene Moglichkeiten ausgewihlt werden (Vgl. [13],
S.7-10).

Verschiedene Moglichkeiten bei der Auswahl der Zahlen, die zum gleichen
Ergebnis fiihren, werden bei dem benutzten Zahlmodell zunichst als ver-
schieden mitgezahlt, so wird bei dieser Rechnung eine zu grofe Anzahl an
Moglichkeiten erhalten. Nach der Auswahl aller 6 Zahlen wird die Formel
korrigiert.

Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge gibt es 45-44 - 43 = 85.140 Moglich-
keiten um 3 Zahlen auszuwéhlen, usw. Schlussendlich gibt es unter Beriick-
sichtigung der Reihenfolge fiir 6 Zahlen insgesamt 45 - 44 - 43 - 42 - 41 -40 =
5.864.443.200 Moglichkeiten (Vgl. [13], S. 7 — 10).

Da es aber bei Lotto ,,6 aus 45“ nicht auf die Reihenfolge ankommt, muss es
wesentlich weniger als 5.864.443.200 Mo6glichkeiten geben. Um eine bestimm-
te Tippreihe zu erhalten, muss zuerst eine dieser 6 Zahlen gewéhlt werden,
danach eine aus den restlichen 5 Zahlen, usw. Unter Beriicksichtigung der
Reihenfolge gibt es 6-5-4-3-2-1 = 720 verschiedene Moglichkeiten. Fiir
jede andere Reihe erhélt man gleich viele Moglichkeiten. Die Anzahl aller
Moglichkeiten ist also insgesamt:

45-44-43-42-41 - 40
6-5-4-3-2-1

= 8.145.060

Dies entspricht dem Binomialkoeffizienten (465). Soviele Reihen miisste man
also abgegeben werden um sicher 6 Richtige zu haben (Vgl. [13|, S. 7 — 10).

Wahrscheinlichkeit 6 Richtige zu tippen

P(6 Richtige) = (g) (3(?) =
(%)~ 8145060

= 0,000000123 ~ 0,000012%

Wahrscheinlichkeit 5 Richtige mit Zusatzzahl zu tippen

6) (1) (38
P(5 Richtige mit ZZ ?) = (5> (1) (o) 6

— ~ 0,000000737 =~ 0, 000074
(%5) 8145060 ’ ’ %

277 wird verwendet als Abkiirzung fiir Zusatzzahl.
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Wahrscheinlichkeit 5 Richtige ohne Zusatzzahl zu tippen

6\ (1) /38
P(5 Richtige) = ) Egz)( ) = 81?;360 ~ 0,00002799 ~ 0,0028%

Wahrscheinlichkeit 4 Richtige mit Zusatzzahl zu tippen

chtige mi (DG ) _ 570
P(4 Richtige mit Z7) = = ~ 0,00006998 ~ 0,007%
(‘25) 8145060

Wahrscheinlichkeit 4 Richtige ohne Zusatzzahl zu tippen

P4 Richtige) = W) (5) _ 10545

() 8145060

~ 0,00129 ~ 0, 13%

Wahrscheinlichkeit 3 Richtige mit Zusatzzahl zu tippen

~ 0,001726 ~ 0, 17%

T () () () _ 14060
P(3 Richtige mit ZZ) = =
(%) 8145060

Wahrscheinlichkeit 3 Richtige ohne Zusatzzahl zu tippen

P(3 Richiige) = @0 (z) _ 168720

(¥) 8145060

~ 0,0207 ~ 2,1%

Wahrscheinlichkeit die Zusatzzahl richtig zu tippen

(g) G) (358) 501942
P(Zusatzzahl) = =
(%)~ 8145060

~ 0,06162 ~ 6,2%

Wahrscheinlichkeit zu verlieren

(), Q6 G
P(2 Richtige)+P(1 Richtige)+P(0 Richtige ohne ZZ) = 2(45)4 + 1(45)5 4+
6 6
1233765 3454542 2760681 7448988
- = R~ 1454 ~ 91
S145060 T 3145060 8145060 8145060 o144 9L 5%

(Vgl. [12], S. 23f)
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Gewinnklassen Anzahl der Wahrscheinlichkeit
Kombinationen

6 Richtige 1 1:8.145.060

5 Richtige mit ZZ 6 1:1.357.510
5 Richtige 234 1:35.724

4 Richtige mit ZZ 570 1:14.290
4 Richtige 11.115 1:773

3 Richtige mit ZZ 14.060 1:579
3 Richtige 182.780 1:48
Zusatzzahl 501.942 1:16

Verlust (Rest) 7.448.988 1:1,09

Tabelle 3.2: Ubersicht iiber die einzelnen Gewinnklassen und Wahrscheinlich-
keiten. Quelle: [6] und [10], S. 12.

Dass es trotz der geringen Wahrscheinlichkeit von 0,000012% fast jede Woche
gliickliche Gewinner gibt, liegt einzig an der riesigen Anzahl an abgegebenen

Lottotipps, die die Anzahl der Mitspieler aufgrund mehrfacher Tipps sogar
noch iibersteigt (Vgl. [10], S. 9).

3.2 Roulette

»Roulettespieler sind in zwei Kategorien einzuteilen. Die einen spielen zum
Vergniigen, die anderen, weil sie das Geld brauchen. Zwangsliufig geht
irgendwann die erste Kategorie in die zweite Kategorie tber.”

Alfred Polgar (1873 — 1955)

3.2.1 Spielregeln

Das Spielfeld, auch Tableau genannt, besteht meist aus einem griinen Tisch
mit gelben Linien, Nummern, Woértern und Symbolen. Am Tableau sind die
Nummern von 0 — 36 iibersichtlich angeordnet. Das Herzstiick des Tisches ist
der Roulette-Kessel, der in 37 Felder von 0 — 36 unterteilt ist. Die Zahlen sind
abwechselnd in einem roten und schwarzen Feld und nicht in arithmetischer
Reihenfolge angeordnet (Vgl. [9]).

Mit ,Faites vos jeux.“ bzw. ,Make your bets, please.“ gibt der Croupier das
Spiel frei. Der Spieler kann dann seine Jetons am Tableau auf die gewiinschten
Einsatzmoglichkeiten platzieren. Nach der Ansage ,,Rien ne va plus.” bzw. ,No
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more bets, please.“ darf nicht mehr gesetzt werden. Der Croupier wirft die
Kugel gegen die Drehrichtung in den Kessel.

Die Gewinnzahl, Gewinnfarbe und die beiden anderen einfachen Chancen
werden laut aufgesagt, sobald die Kugel in einem Fach liegen bleibt. Alle
Chancen die mit dieser Nummer zusammenhingen werden ausbezahlt. Fallt
die Kugel auf Zero behalten alle Einsdtze auf den einfachen Chancen die
Halfte ihres Wertes und werden fiir diesen Fall fiir das néchste Spiel gesperrt
oder halbiert. (Vgl. |9])

In den Casinos Austria wird sowohl French Roulette als auch American Rou-
lette angeboten. Die beiden Spielregeln sind in beiden Féllen gleich, der Un-
terschied liegt im Erscheinungsbild. Beispielsweise wird American Roulette
wesentlich rascher als French Roulette gespielt und das Spielfeld ist etwas
kleiner.

Einsatzmoglichkeiten

Zahlen | Bezeichnung Bezeichnung Beispiel Auszahlung
1 Plein (A) eine volle Nummer 1 x 35
2 Cheval (B) 2 verbundene Nummern 7,8 x17
3 Transversale pleine (C) Querreihe von 3 Nummern | 13, 14, 15 x11
4 Quatre Premier (F) die ersten 4 Nummern 0,1,2,3 X8
4 Carré (E) 4 Nummern im Viereck 16, 17, 19, 20 X8
6 Transversale simple (D) Querreihe von 6 Nummern | 19, 20, ..., 24 x5
12 Kolonne (G) 12 Nummern 3,6, ..., 33, 36 X2
12 Dutzend (H) P12, M12, D12 1-12, 13— 24, 25— 36 | x2
18 einfache Chance (I) gerade und ungerade Nummern, rot oder schwarz, x1
Manque (1 — 18) oder Passe (19 — 36)

Tabelle 3.3: Einsatzmoglichkeiten beim Roulette. Quelle: [13], S. 147 und [9).

Zu den Einsatzmoglichkeiten aus Tabelle 3.3 kommen die Moglichkeiten fiir
Einsétze, die sich auf bestimmte Sektoren im Kessel beziehen.

Grofle Serie: Mit neun Jeton auf siebzehn Zahlen, die im Kessel nebenein-
ander liegen setzen (22, 18, 29, 7, 28, 12, 35, 3, 26, 0, 32, 15, 19, 4, 21, 2,
25).

Kleine Serie: Mit sechs Jetons auf zwolf Zahlen, die im Kessel nebeneinader
liegen setzen (27, 13, 36, 11, 30, 8, 23, 10, 5, 24, 16, 33).

Orphelins: Mit fiinf Jetons auf acht Zahlen, die im Kessel in zwei Segmente
aufgeteilt sind setzen (1, 20, 14, 31, 9 und 17, 34, 6) (Vgl. [9]).

Man gewinnt mit dem Einsatz, falls eine der Zahlen, auf welche man gleich-
zeitig gesetzt hat, ausgespielt wird. Im Gewinnfall betrigt die Auszahlung
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Abbildung 3.1: Anordnung der Nummern im Roulettkessel und Tableau. Le-
gende in Tabelle 3.3. Quelle: [22], S. 166.

(falls man gleichzeitig auf k Zahlen gesetzt hat) das %—fache des Einsatzes.
Der eingesetzte Einsatz, der stehen bleibt, ist dabei mitgerechnet. Der Rein-
gewinn abziiglich des Einsatzes betriigt das (32 — 1)-fache des Einsatzes (Vgl.

[13], S. 147)

3.2.2 Chancengleichheit aller Zahlen

Bei jeder der 37 Zahlen kann davon ausgegangen werden, dass bei jedem
Einzelspiel unabhéngig von den Ergebnissen der vorherigen Spiele die gleiche
Chance hat. Jede Zahl besitzt die Wahrscheinlichkeit 3—17 = 0,02703.

Wegen dem Gesetz der grofen Zahlen wird auf Dauer jede der 37 Zahlen in
zirka 100 - 0,02703 = 2,703% der Spiele als Gewinnzahl erscheinen. Dabei
handelt es sich um einen Durchschnittswert. Der relative Anteil der Gewinn-
spiele an der Gesamtheit der Spiele liegt in der Nahe von 3—17, also

Anzahl der Gewinnspiele 1
Anzahl der Spiele 37

Diese Chancengleichheit wire verletzt, wenn man Roulette-Kessel Manipu-
lationen vorgenommen wurden. Das konnte durch Anbringen von Magneten
oder dadurch, dass die Drehscheibe nicht horizontal gelagert ist geschehen.
Im folgenden wird immer von der Chancengleichheit aller Zahlen ausgegan-
gen.

Statistisch kann man nachweisen, dass immer wieder bestimmte Bereiche
bevorzugt ausgespielt werden. In 37 Spielen werden kaum aller 37 Zahlen ge-
zogen. , Leider kann man erst nach der Durchfiihrung der 37 Spiele feststel-
len, welche Zahlen nicht gezogen wurden. Damit kann sich ein Spieler durch
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diese statistisch nachweisbare Eigenschaft kaum einen Vorteil verschaffen.“

(Bosch, 2000, S. 147). (Vgl. [13], S. 146f)

3.2.3 Gewinnerwartung

Definition 3.2.1. Es sei ) die (diskrete) Ergebnismenge eines Vorgangs mit
zufilligem Ergebnis. Dann heif$t jede Funktion X : ) — R eine Zufallsgrofie
auf Q (Vgl. [27], S. 76).

Definition 3.2.2. FEs sei X eine Zufallsgréfie mit der Verteilung

Wert xy, Ty | X2 | ... | Ty
Wahrscheinlichkeit gy @l gl

Die Zahl E(X) = x1-q1 + 22 - ¢2 + ... + 2, - ¢ heifst Erwartungswert der
Zufallsgrofe X (Vgl. [27], S. 80).

Einsatz auf Plein

Ein Spieler setzt eine Geldeinheit 1E auf eine einzige Zahl (Pleine).

Die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir den Spieler ist % Mit Wahrscheinlichkeit
1—- % = % ist der Einsatz verloren. Das 36-fache seines Einsatzes erhilt der
Spieler im Falle eines Gewinns. Der Reingewinn betrigt also 35E. Aufgrund
der Chancengleichheit hingt die Gewinnchance nicht von der Zahl ab, auf
die ein Spieler setzt (Vgl. [13], S. 149 — 157).

Angenommen der Spieler setzt n-mal (n ist eine grofse Zahl). Von diesen n
Spielen sollen n; gewonnen und ny verloren werden. Es gilt ny +ny = n. Der
Reingewinn betridgt bei diesen n Spielen:

r=35-n1—1"-no.

Den durchschnittlichen Gewinn pro Spiel ergibt die Division des Gesamtge-
winns x durch die Anzahl n der Spiele:
j:§:35-n1—1-n2 :35.E_1.@‘
n n n n

~L ist der relative Anteil der Gewinnspiele und 22 der relative Anteil der
Verlustspiele an allen n Spielen. Nach dem Gesetz der grofen Zahlen liegen
fiir grofse n die relativen Haufigkeiten meist in der Ndhe der Wahrscheinlich-
keiten. Es gelten die Naherungen
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Damit gilt die Naherung

_ 1 36 1

Dieser Zahlenwert, um welchen der durchschnittliche Reingewinn pro Spiel
schwankt, also der Zahlenwert

1 36 1
—35.— 1.2 - _—F
m=35- o 3 37

ist der sogenannte Erwartungswert (Gewinnerwartung pro Spiel). Es han-
delt sich hierbei um den mittleren Reingewinn, bei dem im Gewinnfall der
Einsatz bereits abgezogen ist. Die Gewinnerwartung ist einfach zu berech-
nen. Der Reingewinn 35 wird mit V\fauhrscheinlichkeit3—17 erzielt. Diese Werte
werden miteinander multipliziert. Der Spieler verliert seinen Einsatz im Fal-
le eines Verlustes. Sein Reingewinn ist dann —1E (negativ), dafiir betrigt
die Wahrscheinlichkeit %. Auch diese Werte werden multipliziert. Die Ad-
dition der beiden Produkte ergibt eine negative Gewinnerwartung oder den
mittleren Gewinn pro Spiel. Der Reingewinn bei einem Einzelspiel kann nur
entweder +35 (Gewinnfall) oder —1 (Verlustfall) sein. Daher weichen die ein-
zelnen Reingewinne vom mittleren Reingewinn stark ab. Wenn ein Spieler
oft auf eine Zahl setzt, wird er auf Dauer im Mittel den 37. Teil seines Ge-
samteinsatzes verlieren (Vgl. [13|, S. 149 — 157).

Einsatz auf Cheval

Gewinnwahrscheinlichkeit: %
Verlustwahrscheinlichkeit: g—%
Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:
2 35 1

mEll g gy =gt
Zwar ist die Gewinnwahrscheinlichkeit doppelt so grofs, wie beim Einsatz auf
eine einzige Zahl, trotzdem bleibt der Erwartungswert gleich. Man wird auf
Dauer zwar doppelt so oft gewinnen, aber dem entsprechend weniger. Zwar
ist das Verlustrisiko kleiner, aber trotzdem bleibt die Gewinnerwartung —3—17
E. Also wird man auch hier auf Dauer den 37. Teil des Gesamteinsatzes
verlieren (Vgl. [13], S. 149 — 157).

Einsatz auf eine Transversale pleine

Gewinnwahrscheinlichkeit: %
Verlustwahrscheinlichkeit: 32
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Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

3 34 1
=11-—=—-1-—==——F.
mn 37 3 37

Einsatz auf ein Carré

Gewinnwahrscheinlichkeit: %
Verlustwahrscheinlichkeit: %
Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

33 1

= -—_1._:__E
m=8- 3 37 37

Einsatz auf eine Transversale simple

Gewinnwahrscheinlichkeit: 3%
Verlustwahrscheinlichkeit: %
Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

31 1

Einsatz auf eine Kolonne oder ein Dutzend

Gewinnwahrscheinlichkeit: %
Verlustwahrscheinlichkeit: 22
Der Erwartungswert bei dieser Strategie lautet:

12 25 1
m=2g -y =g

Einsatz auf einfache Chance

Die Gewinnwahrscheinlichkeit hierfiir betragt %. Falls Zero ausgespielt wird,
kann man seinen Einsatz stehen lassen oder alternativ dazu wird auch der
halbe Einsatz ausbezahlt. Falls jemand seinen Einsatz stehen ldsst, kann das
bereits durchgefiihrte Spiel als Freispiel betrachtet werden (Vgl. [13], S. 147
— 157).

Nun wird davon ausgegangen, dass bei Zero der halbe Einsatz ausbezahlt
wird. Verloren ist der Einsatz, falls nicht die 0 oder eine der 18 Zahlen der
einfachen Chance erscheint. Dafiir ist die Wahrscheinlichkeit % und ein Zero
besitzt die Wahrscheinlichkeit 3—17 Bei Zero ist die Auszahlung %E, also ist
der Reingewinn —%E . Dann erhélt man den Erwartungswert:
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18 1 1 18 1
=1l =—-—z5—-15=—F.
TV Ty T
Der Spieler verliert auf Dauer nur halb soviel wie bei den anderen Strategien,
namlich den 74. Teil seines Gesamteinsatzes. Bei dieser Strategie besteht also

das geringste Verlustrisiko.

HFalls alle 37 Zahlen die gleiche Chance haben, ausgespielt zu werden, fiihrt
jeder Finsatz bei einem FEinzelspiel zum gleichen Ergebnis. Auf Dauer wer-
den die Spieler den 37. Teil des Gesamteinsatzes verlieren. Diesen Betrag
gewinnt dann die Spielbank. Dabei spielt es keine Rolle, ob beim Einsatz auf
eine einzige Zahl das gréfite Risiko eingegangen oder gleichzeitig auf 12 Zah-
len gesetzt wird. Eine Ausnahme gibt es beim FEinsatz auf einfache Chance.“
(Bosch, 2000, S. 157) (Vgl. [13], S. 149 — 157).

3.2.4 Allgemeine Bemerkungen

Falls von der Chancengleichheit aller Zahlen ausgegangen werden kann, ist
kein Spiel gegen den Zufall moglich. Die Gewinnerwartung ist wegen der
Vorgabe des Hochsteinsatzes immer negativ. Allerdings wird es immer wieder
auch Spieler geben, die innerhalb eines Zeitraums (beispielsweise an einem
Abend) grofere Gewinne erzielen.

Eine Person konnte alle ausgespielten Zahlen aufschreiben, darauf hoffend
eine bestimmte Gesetzmafigkeit zu entdecken. Jedoch fiihrt diese Strategie
meistens nicht zum Erfolg. Sollte jemand mit diesem Vorgehen gewinnen ist
dies einzig auf den Zufall zuriickzufiihren. Man kénnte aus den ausgespielten
Zahlen nur einen Vorteil erzielen, wenn bei der Ausspielung nicht alle Zahlen
die gleiche Chance besitzen. ,Ahnlich wie beim Lotto sind viele Personen der
Meinung, dass Zahlen, die in den vorangegangenen Spielen sehr selten, al-
so wesentlich unter dem Durchschnitt, ausgespielt wurden, bei den ndchsten
Ausspielungen einen Nachholbedarf haben und damit eine groffere Chance ha-
ben missten.* (Bosch, 2000, S.182). Jedoch erfolgt jede einzelne Ausspielung
unabhéngig von den Ergebnissen vergangener Ausspielungen (Vgl. [13], S.
181 — 183).

Beim Lotto wird in den einzelnen Gewinnklassen die Ausschiittungssumme
unter allen Gewinnern in dieser Klasse gleichméfig aufgeteilt. Deswegen ist
es sinnvoll beliebte Tippreihen zu vermeiden, also gegen die Mitspieler zu
spielen. Aber beim Roulette gibt es feste Quoten, unabhéngig von der Anzahl
der Gewinnern. Es gibt kein Spiel gegen die Mitspieler und auch kein sicheres
Spiel gegen die Bank (Vgl. [13], S. 181 — 183).
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Kapitel 4

Black Jack

Lopieler sind Menschen, die dem Gliick eine Chance geben.“
Werner Mitsch (1936 — 2009)

4.1 Die Spielregeln

Black Jack, auch ,,21° oder ,, 17 + 4“ genannt, hat das Ziel, so nahe wie méglich
an 21 Punkte heranzukommen, ohne mehr als 21 Punkte zu erhalten. Es wird
mit 6 Kartenpaketen zu 52 Blatt, also mit 312 Karten gespielt, welche sich
zu Beginn des Spiels im Schlitten befinden. Der Spieler gewinnt das Spiel,
wenn er niher an 21 herankommt als der Croupier. (Vgl. [3])

Oopgo®

Abbildung 4.1: Black Jack Tisch. Quelle: [5]

o7
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Kartenwerte

2 - 10: Der Wert der Karten, entspricht der Zahl, die oben steht.
Bilder: Bub, Dame und Konig zdhlen 10.
Ass: Zahlt wahlweise 1 oder 11.

Nachdem man an einer der sieben Boxen am Black Jack Tisch Platz genom-
men hat und alle Spielgéste den Einsatz getétigt haben, gibt der Croupier
jedem Boxeninhaber zwei Karten und sich selbst eine. Vom Croupier aus
links beginnend kommen alle Boxeninhaber nacheinander an die Reihe. Je-
der Spieler spielt einzeln gegen die Bank und kann so lange weitere Karten
verlangen, bis er denkt, nahe genug an 21 zu sein. Der Spieler darf ruhen
(,Stand“) oder ziehen (,Hit“), solange er noch weniger als 21 Punkte hat.
Nachdem alle Spieler ihre Entscheidung getroffen haben, zieht auch der Dea-
ler selbst eine zweite Karte. Wenn er einen Kartenwert von 16 oder weniger
hat, muss er eine weitere Karte ziehen und ab einem Kartenwert von 17 darf
er keine Karte mehr ziehen (Vgl. [3] und [4]).

Wenn die Bank 21 iiberschreitet haben alle im Spiel verbleibenden Spieler au-
tomatisch gewonnen. Wenn er 21 nicht iiberschreitet, gewinnen jene Spieler,
deren Kartenwert néher zu 21 ist als der des Croupiers. Haben der Croupier
und Spielgast Punktegleichstand, so gilt dies als ein Unentschieden (,,Stand-
Off“). Der Spieler kann dann seinen Einsatz fiir das néchste Spiel stehen
lassen, zuriickziehen oder dndern.

Wird die Gesamtpunktezahl von einundzwanzig Punkten durch den Spieler
iberschritten, so ist sein Einsatz verloren. Erhélt der Croupier danach eben-
falls mehr als einundzwanzig Punkte, &ndert dies nichts an dem Verlust des
Spielers (Vgl. [3] und [22], S. 60).

Wenn die Karten des Spielers nicht die Punktezahl 21 {iberschreiten und einen
hoheren Wert als jene des Croupiers haben, gewinnt der Spieler die Hohe sei-
nes Einsatzes (1:1). Wenn der Spieler mit einem Black Jack gewinnt, wird der
Einsatz im Verhéltnis 3:2 ausbezahlt, d.h. das 1,5fache des Einsatzes (Vgl.

131)-

Nachdem alle Gewinne an die Spieler ausgezahlt wurden oder die Bank die
von ihr gewonnenen Spiele abkassiert, werden die gespielten Karten weg-
gelegt. Das néchste Spiel wird mit den verbliebenen Karten weitergefiihrt.
Es werden nicht alle 312 Karten verwendet, sondern nur etwa 80%, danach
wird neu gemischt. In vielen Casinos wird ein Schlitten verwendet, in den die
gespielten Karten eingeworfen werden und automatisch zugemischt werden
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(Vgl. [22], S. 61).

Spieler <17 |17 | 18 | 19 | 20 | 21 | >21 | Black Jack | 7+7+7
Bank

17 -1 0|1 1 1 1 -1 1,5 1,5
18 -1 -1 0|1 1 1 -1 1,5 1,5
19 -1 -1 (-1 0 |1 1 -1 1,5 1,5
20 -1 -1 (-1 )-110]1 -1 1,5 1,5
21 -1 -1 (-1 -1-17]0 -1 1,5 1,5
>21 1 1 1 1 1 1 -1 1,5 1,5
Black Jack -1 o T T I R A Y B Y | -1 0 1,5

Tabelle 4.1: In dieser Tabelle kann man ablesen, wann der Spieler gewinnt
(1 oder 1,5), verliert (-1) oder ein Unentschieden erreicht (0). Quelle: |22], S.
61.

4.1.1 Wichtige Begriffe
Box und Boxeninhaber

Box heifst das Spielfeld, an einem Black Jack Tisch sind 7 Spielboxen in einem
Halbkreis angeordnet. Boxeninhaber werden jene Spieler genannt, welche am
Tisch sitzen. Mitspieler, die stehen, miissen die Entscheidung der Boxenin-
haber akzeptieren (Vgl. [3]).

Black Jack

Ein Black Jack ist die hochste Kartenkombination, welche alle anderen Kom-
binationen schlagt. Er besteht aus einem Ass und einem Bild oder einem Ass
und einer 10 mit den ersten beiden Karten.

Ist an der offenliegenden Karte der Bank zu erkennen, dass sie mit keiner
zweiten Karte ein Black Jack erreichen kann, hat der Spieler sofort gewon-
nen. ,Wenn die Bank jedoch ebenfalls mit einer zweiten Karte einen Black
Jack erreichen kinnte, erhdlt der Spieler zundchst keine Auszahlung® (Mon-
ka, 1999, S. 59) Zwar kann der Spieler seinen Einsatz nicht mehr verlieren,
aber das Spiel kann noch unentschieden enden und somit ohne Gewinn oder
Verlust (Vgl. [3] und [22], S. 58f).

Siebener-Drilling

Der Siebener-Drilling besteht aus 3 Siebenern und wird sofort ausbezahlt, un-
abhangig davon, welche Karte der Dealer hat. Der Spieler erhilt das 1,5fache
seines Einsatzes. (Vgl. [3])
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Versicherung — Insurance

Wenn der Dealer als erste Karte ein Ass hat, kann der Spieler sich gegen
einen moglichen Black Jack der Bank versichern, indem ein entsprechender
Einsatz auf das Insurance-Feld gesetzt wird. Zieht der Croupier ein Black
Jack wird die Versicherung im Verhéltnis 2:1 ausbezahlt. Jedoch, wenn die
Bank kein Black Jack hat, wird die Versicherung eingezogen. Der Rest des
Spiels lduft danach nach den iiblichen Regeln (Vgl. [3]).

Teilen — Split

Man kann Teilen, wenn die ersten beiden Karten gleichwertig sind, beispiels-
weise zwei Achter. Dann wird mit ,geteilter Hand“ weiter gespielt, das heifst
mit zwei getrennten Einsadtzen, wobei mehrmaliges Teilen moglich ist. Fiir
jede geteilte Hand ist ein weiterer Einsatz, in der selben Hohe, wie der erste,
notwendig. Danach erhdlt man beliebig viele weitere Karten fiir das Spiel.
Einzige Ausnahme sind zwei geteilte Asse, auf diese bekommt man nur eine
weitere Karte. In diesem Fall gelten Ass und Bild oder Ass und 10 nicht als
Black Jack, da die Kombination nicht mit den beiden ersten Karten erzielt
wurde (Vgl. [3]).

Splitten eroffnet dem Spieler zwei reizvolle Moglichkeiten. Der Spieler kann
zum Einen eine ungiinstige Ausgangslage verbessern. Wenn der Spieler zum
Beispiel mit zwei Achten die unerwiinschte Summe von 16 oder mit zwei
Assen die Summe 2 oder 12 erreicht hat, in diesen Féllen fiihrt das Splitten
zu besseren Anfangsbedingungen. Der Spieler kann dann zwei Spiele mit je
einer Acht bzw. einem Ass beginnen und zum anderen hat er die Moglichkeit,
wahrend des laufenden Spiels seinen Einsatz zu erhohen. Der Einsatz wird vor
dem Spiel gestellt und kann durch die Split-Mé&glichkeit sozusagen wéahrend
des Spiels verdoppelt werden, verteilt auf zwei Spiele, die er gleichzeitig gegen
den Croupier spielt (Vgl. [22], S. 63).

Verdoppeln — Double

Der Einsatz kann verdoppelt werden, nachdem die ersten beiden Karten aus-
geteilt wurden. Danach erhilt der Spieler von Croupier nur noch genau eine
Karte. Als Mitspieler kann man nur verdoppeln, wenn auch der Boxeninha-
ber seinen Einsatz verdoppelt. Ebenfalls nach dem Teilen ist ein Verdoppeln
moglich (Vgl. [3]).

Es ist gilinstig zu verdoppeln, wenn der Spieler mit den ersten beiden Karten
die Summe 9, 10 oder 11 erreicht hat. Hat der Spieler beispielsweise eine 5
und 6, so kann er seinen Einsatz verdoppeln, da er auf eine Endsumme von
21 hoffen kann. Zuvor sollte der Spieler einen Blick auf die Ausgangslage der
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Bank werfen. Denn falls die Bank als erste Karte ein Ass hat, wird der Spieler
moglicherweise nicht verdoppeln. Jedoch, wenn die Bank eine 6 gezogen hat,
kann der Spieler voller Zuversicht verdoppeln (Vgl. [22], S. 64).

Bust

Auf vielen Black Jack Tischen hat man eine weitere Gewinnchance durch
das Zusatzspiel ,Bust“. Dabei setzt der Spieler darauf, dass der Dealer den
Kartenwert 21 iiberschreitet. Wenn der Croupier mehr als 21 hat, gewinnt
der Spieler mit der Quote 5:2, also das 2,5fache. Wenn 21 nicht von Dealer
iiberschritten wird, geht der Einsatz aus dem Zusatzspiel an die Bank. Die
Einsitze miissen vor der Ausgabe der Karten platziert werden (Vgl. |3]).

4.1.2 Asymmetrien in den Spielregeln

Fiir den Spieler und die Bank ist Black Jack ein fast symmetrisches und
ausgeglichenes Spiel. Auferdem scheinen die nicht symmetrischen Teile dem
Spieler einen Vorteil zu bringen, was der Attraktivitiat des Spiels zugute
kommt:

e Bei einem Black Jack gewinnt der Spieler 1,5fach zu seinem Einsatz
hinzu. Gewinnt jedoch der Croupier mit einem Black Jack, so gewinnt
er nur im Verhaltnis 1:1.

e Die Bank muss nach einer festgelegten Strategie zusitzliche Karten
ziehen. , Der Spieler ist frei in den Entscheidungen, ob er eine Kar-
te verlangen soll oder nicht, wie er ein Ass bewerten soll, und kann
diese abhdngig vom Wert der ersten Karte der Croupiers treffen. Der
Croupier aber ist in seiner Spielweise an eine starre Regel gebunden.”

(141)

e Beim Ziehen kennt der Spieler die erste Karte der Bank.

e Die Bank darf nicht teilen und verdoppeln. Bei einem aussichtsreichen
Blatt kann der Spieler den Einsatz verdoppeln und damit wird der
Croupier gezwungen, das Spiel mit dem doppelten Betrag fortzusetzen.
Der Spieler hat die Méglichkeit zwei gleichwertige Karten zu teilen und
moglicherweise so mit zwei Hinden gegen den Croupier gewinnen.

,Der einzige, zundachst recht unscheinbare, letztlich aber umso gewichtigere
Vorteil der Bank beruht darauf, dass die Bank auf jeden Fall gewinnt, wenn
der Spieler sich verkauft, auch dann, wenn sie selbst die Grenze 21 tiberschrei-
tet.“ (Bewersdorff, 2010, S. 83). Daher erscheint es plausibel, dass der Spieler
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durchschnittlich etwas defensiver spielen sollte als die Bank. Auferdem wird
sich eine gute Spielstrategie an der ersten Karte der Bank orientieren, denn
diese enthélt wesentliche Informationen iiber das mutmafliche Abschneiden
der Bank (Vgl. [10], S. 83 — 84 und [4]).

Am Besten beginnt eine mathematische Analyse des Spiels mit der Bank,
deren Spielresultate in Form einer Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt
werden. Es kann passieren, dass die Bank 12 Karten ziehen muss (6 Asse,
eine 6 und anschlieflend wieder 5 Asse), meist sind es jedoch viel weniger,
selten mehr als 4. Neben dem Sonderfall des Black Jacks miissen ebenfalls
die Softhands (Blatter mit einem als 11 gezdhlten Ass) als separate Zustin-
de beriicksichtigt werden. Dann ergibt sich die Endverteilung aus Tabelle 4.2.

Bank-Ergebnis ‘ Wahrscheinlichkeit

17 14,51

18 13,95

19 13,35

20 18,03

21 7,27
Black Jack 4,73
> 21 28,16

Tabelle 4.2: Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Spiel der Bank in %. Quelle:
([10], S. 83)

Bemerkenswert ist das relativ hohe Risiko der Bank, welche sich durchschnitt-
lich mehr als jedes vierte Mal iiberkauft. Sollte der Spieler, ohne teilen oder
verdoppeln, wie die Bank bis er 17 Punkte erreicht hat eine weitere Karte
ziehen, dann folgt sein Kartenergebnis der Tabelle 4.2. Wenn die Gewinn-
pléane fiir Bank und Spieler symmetrisch wéren, ergébe sich fiir den Spieler
die Gewinnerwartung mit dem Wert 0. Aber da der Gewinnplan in Teilen
unsymmetrisch ist, ergeben sich leichte Korrekturen, die in Tabelle 4.3 zu-
sammengestellt sind. In der Summe ergibt sich im Durchschnitt ein Verlust
von 5,68% des Einsatzes (Vgl. [10], S. 83 — 84 und [4]).
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‘ Situation ‘ Vor-/Nachteil ‘ Wahrscheinlichkeit ‘ Erwartung
Spieler hat 50 4,51 2,25
Black Jack,

Bank hat

keinen

Spieler und -100 7,93 -7,93
Bank iiber-

kaufen sich

beide

Tabelle 4.3: Unsymmetrien im Gewinnplan und dessen Auswirkungen, wenn
der Spieler die Zieh-Strategie der Bank kopiert in %. Quelle: ([10], S. 84)

4.2 Das Spiel

4.2.1 Ziehen einer weiteren Karte

Der Spieler muss bei der Entscheidung, ob er eine weitere Karte ziehen soll,
beachten,

e welche Karten schon vor ihm liegen und

e welche Karte die Bank bekommen hat.

Wenn die Bank zum Beispiel als erste Karte eine 10 hat, ist die Lage fiir den
Spieler eher ungiinstig. Denn mit einer Wahrscheinlichkeit von % kommt
als zweite Karte ebenfalls eine mit dem Wert 10, damit erreicht die Bank 20
Punkte. Die Chance das sich der Croupier iiberkauft ist gering, also sollte der
Spieler versuchen moglichst an 20 Punkte heranzukommen, aber mindestens
17 Punkte - denn dann miisste sich die Bank iiberkaufen um gewinnen zu
konnen. Natiirlich wichst mit alternativen, steigenden Vorsummen fiir den
Spieler die Moglichkeit, dass er sich iiberkauft, wenn er eine weitere Karte
nimmt (Vgl. [22], S. 69 — 71).

LAngenommen, jemand wiirde die Wahrscheinlichkeiten fir die Endzustinde
der Spiele der Bank kennen, kénnte also die Chancen angeben, daf die Bank
— unter Beriicksichtigung der ersten gezogenen Karte — die Summe siebzehn,
achtzehn oder die anderen maglichen Spielausginge erreicht.” (Monka, 1999,
S. 70). Beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, dass die Bank ihr Spiel mit der
Punktesumme 17 beendet, hingt von der ersten Karte ab. Wenn der Croupier
als erste Karte eine 7 erhilt, ist die Wahrscheinlichkeit relativ hoch, dass er
das Spiel mit 17 beenden wird. Hingegen wenn er als erste Karte eine 10
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bekommt, ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Endsumme bei diesem Spiel
ebenfalls 17 sein wird, offenbar kleiner als fiir die Summe 20.

Wenn nun alle bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die Spielausginge der
Bank bekannt sind, kann der Spieler die Chance berechnen, dass Spiel zu

gewinnen oder zu verlieren unter Beriicksichtigung des eigenen Punktestan-
des (Vgl. [22], S. 69 — 71).

4.2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir die Punktesum-
men der Bank

Fiir das optimale Spiel der Casinobesuchers ist die Kenntnis der Wahrschein-
lichkeiten fiir die Punktestdnde der Bank, mit welcher sie ihr Spiel beenden,
ausschlaggebend.

Die Wahrscheinlichkeiten konnen vor der Durchfiihrung eines Spiels berech-
net werden, indem die Anzahl der im Sinne einer Fragestellung giinstigen
Fille ins Verhéaltnis zur Anzahl der gleichmoglichen Fille gesetzt werden. Es
bedarf einer Ubersicht, welche die verschiedenen moglichen Spiele der Bank
darstellt, um die gesuchten bedingten Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen
(Vgl. [22], S. 71 — 78).

Berechnung eines einfachen Falles:

Die Bank bekommt als erste Karte eine 9. Als zweite Karte konnte die Bank
ein Ass ziehen und so die Punktesumme 20 erreichen, die Wahrscheinlichkeit
dafiir betragt % Als zweite Karte konnte die Bank eine 10, einen Buben,
eine Dame oder einen Konig ziehen und so die Punktesumme 19 erreichen,
dafiir betragt die Wahrscheinlichkeit %. Wenn die Bank als zweite Karte
eine 8 oder 9 zieht, ist das Spiel mit den Punktesummen 17 oder 18 eben-
falls beendet, jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von 1—13 Erhilt die Bank
als zweite Karte eine 2, 3, ... oder 7, so ist die Punktesumme kleiner als 17
und die Bank muss noch eine weitere Karte ziehen, dafiir betriagt die Wahr-
scheinlichkeit %. Wenn die Bank beispielsweise als zweite Karte eine 2 zieht
(mit Wahrscheinlichkeit ) und danach als dritte Karte ein Ass zieht, so
dass sie mit drei Karten die Summe 9 + 2 4+ 1 = 12 erreicht hat und wieder-
um eine weitere Karte ziehen muss, betrdgt die Wahrscheinlichkeit hierfiir
% . % Wenn die Bank als dritte Karte eine 8 erhilt, so ist die Summe 9
+ 2 + 8 = 19 und das Spiel beendet, die Wahrscheinlichkeit betrdgt nun
dafiir % . 1—13 Die Bank kann die Punktesumme 19 auch mit der Wahrschein-
lichkeit von % erzielen. Insgesamt — bis zu diesem Punkt der Berechnungen
— kann die Bank 19 Punkte mit der Wahrscheinlichkeit (4—|—1—13) . 1—13 bekommen.
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Samtliche Spielsituationen der Bank miissten auf diese Weise durchgespielt
und in geeigneter Weise zusammengefiigt werden und so ergeben ich die in
der Tabelle 4.4 enthaltenen bedingten Wahrscheinlichkeiten (Vgl. [22], S. 71
- 78).

Bei der Berechnung der a-priori-Wahrscheinlichkeit geht man davon aus, dass
im verbleibenden Kartenstof, aus dem die jeweils ndchste Karte gezogen
wird, die Karten mit unterschiedlichen Punktwerten in gleicher Héaufigkeit
enthalten sind — abgesehen von der 10 und den Bildern. Dies stimmt je-
doch nicht mit der Realitdt iiberein, denn wenn zum Beispiel als erste Karte
eine 9 gezogen wird, ist klar, dass die Anzahl der weiteren 9er im Karten-
stof sich verringert hat. Eine vollstindige Analyse aller verschiedenen Spiele
unter allen verschiedenen Restkartenbestdnden wire weder in einem verniinf-
tigen zeitlichen Rahmen durchfiihrbar, noch von einem praktischen Interesse.
Somit wird im folgenden davon ausgegangen, dass unter den Restkarten kei-
ne verschiedenen Héufigkeiten fiir Karten mit unterschiedlichem Punktewert
vorliegen (ausgenommen fiir den Wert 10). Fiir jedes einzelne Spiel ist diese
Annahme sicher unangemessen, jedoch fiir den Durchschnitt aller Spiele ad-
aquat.

Punktesumme 17 18 19 20 21 >21 | Black Jack
1. Karte

Ass 13,08 | 13,08 | 13,08 | 13,08 | 5,39 | 11,53 30,77
2 13,98 | 13,49 | 12,97 | 12,40 | 11,80 | 35,36 -

3 13,50 | 13,05 | 12,56 | 12,03 | 11,47 | 37,39 -

4 13,05 | 12,59 | 12,14 | 11,65 | 11,12 | 39,45 -

5 12,23 | 12,23 | 11,77 | 11,31 | 10,82 | 41,64 -

6 16,54 | 10,63 | 10,63 | 10,17 | 9,72 | 42,32 -

7 36,86 | 13,78 | 7,86 | 7,86 | 7,41 | 26,23 -

8 12,86 | 35,93 | 12,86 | 6,94 | 6,94 | 24,47 -

9 12,00 | 12,00 | 35,08 | 12,00 | 6,08 | 22,84 -
10, B, D, K 11,14 | 11,14 | 11,14 | 34,22 | 3,45 | 21,21 7,69

Tabelle 4.4: Bedingte Wahrscheinlichkeiten der Bank fiir das Erreichen von
Punktesummen in %. Quelle: (|22], S. 75)

Neben der a-priori-Wahrscheinlichkeit, kann man auch die a-posteriori-Wahr-
scheinlichkeiten betrachten, welche sich nicht erheblich von der Tabelle 4.4
unterscheidet. Ein Spieler der darauf setzt wiinscht sich erstens, dass die
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sich dndernde Zusammensetzung der verbliebenen Kartenstole, aus denen
eine nichste Karte gezogen wird, keinen gravierenden Einfluss ausiibt und
zweitens, dass sich das ,Gesetz der grofsen Zahl® bemerkbar macht. Also der
Spieler hofft, dass keine astronomisch grofe Anzahl an Spielen durchgefiihrt
werden muss, um zu erfahren, dass die Bank in ungefdhr 3 von 10 Spielen
ein Black Jack erhélt, wenn sie als erste Karte ein Ass erhélt (Vgl. [22], S. 71
—-78).

Die Berechnungen dieses Abschnitts konnen auch mittels Markoff-Ketten be-
rechnet werden. Dies wird im Folgenden behandelt:

4.2.3 Markoff-Ketten

Definition 4.2.1. Fine Markoff-Kette ist ein Zufallsprozess, bei dem ein
FEreignis (oder Zustand) nur von unmittelbaren Vorginger beeinflusst wird
und selbst nur auf das unmittelbare Folgeereignis (oder Folgezustand) Einfluss
hat.

Aus endlich vielen Zustinden E-, Es, ..., E, besteht eine endliche Markoff-
Kette. Zu bestimmten Zeitpunkten t sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten
pij(t) = P(E;(t+ 1)|E;(t)) oder einfach p;; = P(E;|E;). Die p;; werden in

der Ubergangsmatriz S angeordnet. Wenn S von t unabhdngig ist, heifst die
Markoff-Kette homogen .

Eine Markoff-Kette ist gedichtnislos, das heift die Uberginge zum Zeitpunkt
t hdngen nur von den Zustanden zur Zeit t — 1 und nicht von denen zur Zeit

t —2, ... ab (Vgl. [20], S. 662).

Zur mathematischen Beschreibung von Markoff-Ketten dienen bedingte Wahr-
scheinlichkeiten, sogenannte Ubergangswahrscheinlichkeiten p; j, in dieser Schreib-
weise bezeichnet der erste Index stets das Resultat des vorhergehenden Ver-
suchs, der zweite Index gibt an, in welchen Zustand das System im nachfol-
genden Zeitpunkt tibergeht.
Die aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten gebildete Matrix, die sogenann-
te Ubergangsmatrix, vermittelt ein vollstindiges wahrscheinlichkeitstheoreti-
sches Bild der mdglichen Anderungen, die beim Ubergang von einem Versuch
zu dem unmittelbar folgenden eintreten kénnen (Vgl. [15], S. 102 und [25],
S. 233):
P11 P12 -+ Pin
e

pn,l pn,2 pn,n



4.2. DAS SPIEL 67

Satz 4.2.2. Fir die Zeilensumme der Ubergangsmatriz gilt:
Z =p;; =1 (fir alle i)
j=1

Beweis. Von einem Zustand E; wird mit einer Sicherheit irgendein Zustand
E; erreicht. Der Formel folgt, da die Zustande einander ausschliefsen. O

Die Ubergangsmatrix beschreibt den Markoff-Prozess folgendermafen: Die
einzelnen Wahrscheinlichkeitsklassen sind durch den Wahrscheinlichkeitsvek-

tor wy = (wy,wy, ..., w,) beschrieben. So lautet dieser Vektor in der ersten
Folgewahrscheinlichkeitsklasse: w] = wy - P, und in der zweiten Folgewahr-
scheinlichkeitsklasse: wy = w; - P = i - P?, ... und letztlich wj, = wy - P*

(Vgl. [25], S. 232f und [20], S. 663f).

Definition 4.2.3. Eine reclle s X s-Matriz P = (p;;); ;= heifst stochasti-
sche Matrix , falls p;; > 0 fir alle i,j € {1,2,...,s} und

Zpi’j =1 fir alle j € {1,2, ..., s}.

j=1

Satz 4.2.4. Die Wahrscheinlichkeit einer Kette von Zustinden E,(0) Ey(1)
E.(2) ... E.(k—1) Ef(k) ist gegeben durch P(Eq(0)) - pap(0) - ... - pae(k —2) -
pef(k: — 1)

Beweis. Es gilt nach dem Multiplikationssatz der Stochastik:
P(Eq(0)...E;(k)) = P(Eq(0)) - P(Ey(1)|Ea(0)) - P(Ec(2)|Ea(0), Ey(1)) - ...

- P(E](k)|Ea(O)> ey Ee(k; - 1))
Dies vereinfacht sich durch die Gedéchtnislosigkeit der Markoff-Kette zu:

P(Eq(0)) - P(Ey(1)|Ea(0)) - P(Ee(2)|Ep(1)) - ... - P(Ef(K)|Ec(k — 1))

Unter Verwendung der Schreibweise aus Definition 4.2.1 folgt die Behauptung
(Vgl. [20], S. 664). 0

Satz 4.2.5. Bei einer Markoff-Kette moge eine Anfangsverteilung p;(0) =
P(E;(0)) vorliegen und ferner eine Ubergangsmatriz P. Dann lisst sich die
Verteilung der Zustinde E; (i = 1, 2, ..., n) fir den ndchsten Zeitpunkt
berechnen durch:
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P11 P12 .- DPin
P21 P22 --- DP2n
Pn1 Pn2 -+ Pnn

Beweis. Zum Beispiel um die Wahrscheinlichkeit fiir £ (1) zu erhalten, muss
gerechnet werden p;(0) - p11, p2(0) - P21, -y Pn(0) - Pn1. Nach dem Satz der
totalen Wahrscheinlichkeit gilt, da die verschiedenen Ereignisse disjunkt sind:

= sz‘(o) "Pi
i=1
Dasselbe gilt auch fiir die anderen Zusténde (Vgl. [20], S. 664). O

Satz 4.2.6. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten pgtj)

i t Zewtschritten mat
P = P(B(t + s) = j|E(s) = i) oder p{!) == P(B;(t + 5)| Ei(s))

gelten die Gleichungen von CHAPMANN-KOLMOGOROFF:

(t+s)
pw szk pky

Die Ubergangsmatriz fir t Schritte ist dann P

Beweis. Wie man von einem Zustand Ej; in t + s Schritten £ erreicht, kann
man wie in Abbildung 4.2 dargestellt veranschaulichen. Die n Zustande schlie-
fsen einander aus. Es gilt also nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlich-
keit:

P(E;) = P(Ey) - pi) - p\s + P(E) - piy) - pS) + o+ P(E) - p) - Y,

szk pk]

Diese Summe beinhaltet auch die Rechenvorschrift zur Matrizenmultiplika-
tion. Es folgt also (mit den Voraussetzungen nach Satz 4.2.5), wenn eine An-
fangsverteilung fiir t = 0 vorliegt, fiir die Verteilung nach t Schritten (Vgl.
[20], S. 665f):
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By
F:lii[sl F:'lj[t]
=] ]
F:'uz ;
E; > E, P E;
5 it
F'in[ 1 [nj
En

Abbildung 4.2: Wie man von einem Zustand E; in t + s Schritten £ erreicht.
Quelle: |20], S. 666.

t

P11 P12 --- DPin
P21 P22 ... D2n
pn,l pn,2 ... pn,n

0

Definition 4.2.7. Der Zustand k einer Markoff-Kette heifst absorbierend,
genau dann wenn pyr = 1. Absorbierende Zustande werden, falls sie ein-
mal erreicht werden, mit Wahrscheinlichkeit 1 nie mehr verlassen. Besitzt
eine Markoff-Kette mindestens einen absorbierenden Zustand, der von jedem
nicht absorbierenden Zustand in eventuell mehreren Schritten erreicht wer-
den kann, heifit die gesamte Markoff-Kette absorbierend. Setze A := {k :
k ist absorbierend}.

Die Ubergangsmatrix erhiilt die folgende Blockform, wenn man die absorbie-
renden Zustédnde als Erste auflistet (I ist die Einheitsmatrix) (Vgl. [10], S.

80f und [16], S. 46):
I 0
5= (k o)

Wenn man die Blockform der Matrix A immer wieder mit sich selbst multi-

pliziert, erhdlt man Aussagen iiber das langfristige Verhalten absorbierender
Markoft-Ketten:
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B — ( I 0 ) R < I 0)
T\ I+Q+ ... +Q"HR Q" (I-Q)'R 0
Mit Hilfe des Grenzwertes von B" kann insbesondere bestimmt werden, wel-
che absorbierenden Zustidnde aus einem gegebenem Startzustand mit wel-
chen Wahrscheinlichkeiten langfristig erreicht werden. Wie lange dies durch-
schnittlich dauert, kann ebenfalls aus der Matrix (I —Q)~! berechnet werden.
Ist d der Spaltenvektor, dessen Koordinaten gleich der (bis zum Erreichen ei-

nes absorbierenden Zustandes) zu erwartenden Schrittzahl sind, dann ergibt
sich die Gleichung (Vgl. [10], S. 80f und [16], S. 46)

1
d=Qd+

die umgeformt werden kann zu

d=(T-Q)"|:
1
Definition 4.2.8. Es sei P eine stochastische s X s-Matriz, k € {1,2, ..., s},

ke Aundyj e {1,2,..,s}. Mit q;) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit
wrgendwann den Zustand k zu erreichen, wenn man in j startet.

q1,k

Offensichtlich gilt g, » = 1. In diesem Fall ist man ja bereits zum Zeitpunkt
0 in einem Zustand k. In Satz 4.2.9 wird angegeben, wie der Spaltenvektor
qx bestimmt werden kann (Vgl. [23], S. 132f).

Satz 4.2.9. Betrachte eine Markoff-Kette mit Ubergangsmatriz P. Ange-
nommen A # () und k € A. Dann ist q gleich dem kleinsten Spaltenvektor
x = (75)52, mit x; > 0 fiir alle j € {1,2,...,s}, 1 = 1 und (P - x); = x; fir

alle j € {1,2,...,s}.

Beweis. Setze x = qi,. Dann ist ¢;, > 0 fiir alle j € {1,2,...,s} und gz = 1.
Fiir ein | € {1,2,..., s} ist p;; die Wahrscheinlichkeit in einem Schritt von j
nach 1 zu kommen. Daher muss
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S
9k = E Dt quk
=1

gelten. Somit ist (P - x); = z;.

Fir j € {1,2,...,s} und n € Ny sei p;(n) die Wahrscheinlichkeit zum Zeit-
punkt n das erste Mal den Zustand k zu erreichen, wenn man in j startet. Es
ist also stets p;(n) die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt n im Zustand k zu

sein, und zu den Zeitpunkten 0, 1, ..., n — 1 nicht im Zustand k gewesen zu
sein. Offensichtlich ist

G = Y p;i(n) (4.1)
n=0
fir jedes j € {1,2,...,s}. p;; ist die Wahrscheinlichkeit den Zustand 1 in

einem Schritt von j aus zu erreichen. Vom Zustand | erreicht man mit der
Wabhrscheinlichkeit p;(n — 1) in (n — 1) Schritten den Zustand k. Daher ist

pi(n) = p-p(n—1) (4.2)
1=1
fiir alle n € N und alle j € {1,2, ..., s}.
Sei x = (r;)3_, ein Spaltenvektor mit x; > 0 fiir alle j € {1,2,...,s}, 2, = 1

und (P - z); = x; fiir alle j € {1,2,...,s}. Durch Induktion nach n wird
gezeigt, dass

>y pi(l) (4.3)
1=0
fiir alle n € Ny und alle j € {1,2,..., s} gilt.

Im Falln = 0ist 2, =1 > 1 = pg(0) und x; > 0 = p;(0) fiir j # k. Sei jetzt
n>1,und sein j € {1,2,...,s}. > )" pr(l) = 1 < 2. Im Fall j # k ist dann

Tj= ij,z‘ ' i >
=1 zzl";ol pi(l) wegen (4.3)
n—1 s n n
> dopnll) = 0+ p(0) =Y (.
=0 =1 =p;(0) =1 =0
———

=p;(l+1) wegen (4.2)
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Sei j € {1,2,...,s}. Fiir jedes n € Nist z; > > p;(l) wegen (4.3). Deswe-
gen ist x; > > 7 p;(l). Nach (4.1) ist 2, p; (1) = gjx, und daher x; > g,
(Vgl. [23], S. 132f). O

Bemerkung 4.2.10. g, kann man folgendermafien berechnen. Setze v =
(zj)5=1 (mit x5 > 0) xp = 1 und x; = 0 fiir alle j € A\{k} und Pz = .
Dieses  ist dann eindeutig bestimmt und erfillt v = q..

Zur Verdeutlichung des oben Erkldrtem ein einfaches Beispiel (Vgl. [25], S.
233f):

Beispiel 4.2.11. Bei einer Verbraucherbefragung wurde erhoben, wie sich
Autobesitzer verhalten wiirden, wenn sie sich einen Neuwagen anschaffen.
(Zur Vereinfachung stehen nur die drei Modelle Rostniz, Sauftwenig und Ta-
dellos zur Wahl.) Die nachfolgende Tabelle gibt an, wieviel % der Bendiitzer
einer bestimmten Type welche Marke wdahlen wiirden:

vorhandenes Modell Nachfolgemodell
R | § | T
R 60% 20% 20%
S 40% 60% 0%
T 20% 50% 30%

Angenommen, die Verteilung der Automarken ist zur Zeit 40% Rostniz, 40%
Sauftwenig und 20% Tadellos. Wie wird die Verteilung nach dem ersten Au-
towechsel aussehen, und wie nach dem zweiten?

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist somit

0,6 0,2 0,2
P=104 06 0
0,2 0,5 0,3
Dabher ist
0,6 0,2 0,2
Wy =wp-P=(0,4 0,4 0,2)-[0,4 0,6 0 |=(0,44 0,42 0,14)
0,2 0,5 0,3
und
0,6 0,2 0,2
Wy, =y - P =(0,44 0,42 0,14)- (0,4 0,6 0 | =(0,46 0,41 0,13)
0,2 0,5 0,3
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Letzteres erhalt man ebenfalls durch

0,48 0,34 0,18
0, = wy-P? = (0,4 0,4 0,2)-[0,48 0,44 0,08 | = (0,46 0,41 0,13)
0,38 0,49 0,13

4.2.4 Abwagen von Gewinn- und Verlustchancen fiir den
Spieler

Die Kenntnis der bedingten Wahrscheinlichkeiten erweist sich fiir den Spie-
ler als sehr vorteilhaft. , Er kann berechnen, wie grof§ seine Chance ist, das
Spiel zu gewinnen, zu verlieren oder ein Remis zu erreichen, wenn er eine
bestimmte Punktzahl erzielt. Fin Vergleich zwischen der Gewinn- und Ver-
lustwahrscheinlichkeit zeigt, wie die Situation des Spielers insgesamt zu be-
werten ist.“ (Monka, 1999, S. 78). Wenn die Differenz zwischen der Gewinn-
und Verlustwahrscheinlichkeit positiv ist, so kann der Spieler erwarten, bei
wiederholten Konstellationen dieser Art im Durchschnitt zu gewinnen. Durch
die Tabelle 4.4 kann man sdmtliche Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkei-
ten fiir alle moglichen ersten Karten der Bank und alle méglichen erreichten
Punktesummen des Spielers bestimmen und ebenfalls miteinander verglei-
chen (Vgl. [22], S. 78 — 81).

Betrachtung des Falles, wenn die Bank als erste Karte eine 8 gezogen hat:
Die Bank wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 12,86% die Summe von 17
Punkten erreichen usw. und mit einer Wahrscheinlichkeit von 24,47% mehr
als 21 Punkte (siche Tabelle 4.4). Wenn der Spieler weniger als 17 Punkte
hat, gewinnt er das Spiel nur, wenn sich die Bank iiberkauft. Verlieren wird
er das Spiel mit einer Wahrscheinlichkeit von 100% — 24,47% — 75,53%. Die
Differenz zwischen der Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit ist mit 24,47%
—75,53% = -51,06% negativ und betrachtlich. Also kann der Spieler erwarten,
dass er das Spiel verliert, wenn die Bank als erste Karte eine 8 und er weniger
als 17 Punkte hat.

Hat der Spieler jedoch 17 Punkte ist die Lage fiir ihn besser. Die Wahrschein-
lichkeit, dass die Bank ebenfalls 17 Punkte erreicht betriagt 12,86%. In diesem
Fall ist die Differenz mit 24,47% — (75,53% — 12,86%) = -35,20% immer noch
negativ, aber wesentlich geringer als zuvor.

Es ergibt sich die Tabelle 4.5, wenn wir nur die Vorzeichen der Differenz
zwischen der Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit betrachten.
Aus der Tabelle 4.5 kann man entnehmen, dass wenn die Punktesumme eines
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Punktesumme des Spie- | <17 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21
lers

1. Karte der Bank

Ass - e e B s
2 - -1+ ++1+
3 - -+ +1+1+
4 - -+ [+1+1+
5 - |- [+[+1+1+
6 - [+ [+ [+1+1+
7 - |- [+[+1+1+
8 - -1+ ++1+
9 - 1 -1-1+1+1+
10, B, D, K - - - -]+ |+

Tabelle 4.5: Die Vorzeichen der Differenz zwischen Gewinn- und Verlust-
wahrscheinlichkeit fiir den Spieler bei bestimmten erreichten Punktesummen.
Quelle: [22], S. 80.

Spielers 17 unterschreitet, entsteht fiir ihn immer eine schwierige Ausgangs-
lage. Nur mit einer Punktesumme von 20 oder 21 Punkten ist es ihm moglich
ohne Einschrankungen zu gewinnen (Vgl. [22], S. 78 — 81).

Jedoch bringen die Vorzeichen in Tabelle 4.5 natiirlich nicht die Unterschied-
lichkeiten der absoluten Betrige der Differenzen zum Ausdruck, welche erst
die Tabelle 4.6 vor Augen fiihrt.

Hier erkennt man beispielsweise, dass nur drei Differenzen absolut klein sind.
Dabei handelt es sich um die Falle, in welchen der Spieler eine Punktesumme
von 17 hat und die Bank als erste Karte eine 5 oder 6 erhalten hat, sowie
um die Punktesumme 19 fiir den Spieler, wenn die Bank als erste Karte eine
10 erhéalt. Bei diesen Fillen halten sich Gewinn- und Verlustwahrscheinlich-

keiten etwa die Waage. Die absoluten Differenzen sind in den anderen Féllen
teilweise beachtlich grof. (Vgl. [22], S. 78 — 81)

4.2.5 Wann der Spieler eine weitere Karte ziehen sollte

Der Spieler sollte sich fragen, ob sich die obigen Gewinn- und Verlustchancen
in positiver Richtung verdndern, wenn er eine zusatzliche Karte zieht. Zum
Beispiel ist klar, dass der Spieler seine Situation nur verbessern kann, wenn
er 11 Punkte erreicht hat und noch eine weitere Karte zieht. Hat hingegen
der Spieler beispielsweise 15 Punkte erreicht, filhrt eine weitere Karte, die
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Punktesumme des Spie- | <17 17 18 19 20 21
lers

1. Karte der Bank

Ass -79,95 | -63,87 | -37,71 | -11,55 | 14,61 | 33,07
2 -29,28 | -15,30 | 12,17 | 38,63 | 64,00 | 88,20
3 -25,22 | -11,72 | 14,83 | 40,44 | 65,03 | 88,53
4 -21,10 | -8,05 | 17,59 | 42,32 | 66,11 | 88,88
5 -16,72 | -4,49 | 19,97 | 43,97 | 67,05 | 89,18
6 -15,37 | 1,17 | 28,34 | 49,60 | 70,40 | 90,28
7 -47.54 | -10,68 | 39,96 | 61,60 | 77,32 | 92,59
8 -01,06 | -38,20 | 10,59 | 59,38 | 79,18 | 93,06
9 -54,32 | -42,32 | -18,32 | 28,76 | 75,84 | 93,92
10, B, D, K -07,57 | -46,43 | -24,15 | -1,87 | 43,49 | 81,17

Tabelle 4.6: Die Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit
fiir den Spieler bei bestimmten erreichten Punktesummen in %. Quelle: [22],
S. 81.

den Wert 7 oder grofer hat zu einem vorzeitigen Verlust des Spiels, was mit
einer Wahrscheinlichkeit von % zutrifft. Eine zuséitzliche Karte ist in diesem
Fall nur giinstig, wenn ihr Wert 6 oder kleiner ist (Vgl. [22], S. 81 — 91).

Wie gut die Chancen des Spielers sind das Spiel zu gewinnen hédngt von der
Ausgangslage der Bank, also deren erster Karte ab. Zum Beispiel hat die
Bank als erste Karte eine 3 gezogen. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die spéte-
ren Endsummen sind in der Tabelle 4.4 abzulesen.

Endsumme 16 | 17 [ 18 [ 19 | 20 | 21 | >21
Vorsumme
| 15 | 7,69 | 7,69 ]7,69|7,69]7,69]7,69] 5384 ]

Tabelle 4.7: Bedingte Wahrscheinlichkeiten des Spielers fiir das Erreichen von
Punktesummen in %, wenn bisher 15 Punkte erreicht wurden. Quelle: [22],
S. 83.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler das Spiel gewinnt oder verliert, lésst
sich wie folgt bestimmen (Vgl. [22], S. 81 — 91).

Der Spieler verliert, mit einer Wahrscheinlichkeit von

e 53,84%, wenn er sich iiberkauft.
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e 0,0769 - (0,135 + 0,1305 + 0,1256 + 0,1203 + 0,1147) = 0,0482 =
4,82%, wenn der Spieler die Endsumme 16 und die Bank 17 — 21 Punkte
erreicht.

e 0,0769 - (0,1305 + 0,1256 + 0,1203 + 0,1147) = 0,0378 = 3,78%, wenn
der Spieler die Endsumme 17 und die Bank 18 — 21 Punkte erreicht.

e 0,0769 - (0,1256 + 0,1203 + 0,1147) = 0,0277 = 2,77%, wenn der Spieler
die Endsumme 18 und die Bank 19 — 21 Punkte erreicht.

e 0,0769 - (0,1203 + 0,1147) = 0,0181 = 1,81%, wenn der Spieler die
Endsumme 19 und die Bank 20 oder 21 Punkte erreicht.

e 0,0769 - 0,1147 = 0,0088 = 0,88%, wenn der Spieler die Endsumme 20
und die Bank 21 Punkte erreicht.

Insgesamt ist die Verlustwahrscheinlichkeit, wenn der Spieler eine weitere
Karte nimmt, in diesem Fall also: 0,5384 + 0,0482 + 0,0378 + 0,0277 +
0,0181 + 0,0088 = 0,679 = 67,9%.

Der Spieler gewinnt, mit einer Wahrscheinlichkeit von

e 0,0769 - 0,3739 — 0,0288 — 2,88%, wenn der Spieler 16 Punkte erreicht
und die Bank sich iiberkauft.

e 2.88%, wenn der Spieler 17 Punkte erreicht und die Bank sich iiberkauft

e und bei 18 und hoheren Punktesummen.

Die Summe der Gewinnwahrscheinlichkeiten fiir den Spieler betragt 27,4%.
Das Spiel kann bei Gleichstidnden der Punkte zwischen 17 und 21 Punkten
unentschieden enden. Hierfiir liegt die Wahrscheinlichkeit bei 0,0769-0, 135+
0,0769-0,1305+ ... 40,0769 - 0, 1147 = 0, 0482 = 4,82%.

Die Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit betrigt 27,28%
— 67,90% = -40,62%. Dieser Verlust ist hoher, als jener, wenn keine weitere
Karte gezogen wird. Aus der Tabelle 4.6 geht hervor, dass bei einer 3 als
erste Karte der Bank und einer Punktesumme des Spieler, kleiner als 17, die
Differenz -25,22% betréagt (Vgl. [22], S. 81 — 91).

Somit ist fiir das Weitere eine Zusammenstellung der Differenzen bedingter
Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten fiir den Spieler, welche fiir den Fall
gelten, dass er eine weitere Karte zieht von Interesse.
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Vorsumme 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
des Spielers
1. Karte
der Bank
2 23,563 | -25,34 | -30,78 | -36,22 | -41,67 | -47,11 | -53,62 | -62,25 | -72,92 | -85,53
3 25,89 | -23,37 | -29,12 | -34,87 | -40,63 | -46,38 | -53,17 | -62,00 | -72,81 | -85,50
4 28,31 | -21,35 | -27,42 | -33,49 | -39,57 | -45,63 | -52,70 | -61,75 | -72,70 | -85,48
5 30,74 | -19,33 | -25,73 | -32,14 | -38,55 | -44,95 | -52,30 | -61,52 | -72,61 | -85,45
6 33,37 | -17,06 | -23,57 | -30,08 | -36,60 | -43,11 | -50,89 | -60,76 | -72,27 | -85,38
7 23,15 | -25,34 | -29,37 | -33,41 | -37,45 | -41,49 | -48,35 | -59,12 | -71,55 | -85,19
8 17,53 | -30,79 | -34,55 | -38,31 | -42,09 | -45,85 | -50,60 | -59,11 | -71,37 | -85,15
9 11,39 | -26,88 | -40,39 | -43,90 | -47,42 | -50,94 | -55,37 | -61,65 | -71,57 | -85,09
10, B, D, K 0,61 -44.46 | -47,72 | -50,99 | -54,26 | -57,52 | -61,64 | -67,47 | -75,03 | -86,06

Tabelle 4.8: Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit in %
fiir den Spieler, wenn er eine weitere Karte zieht. Jedes As wird als 1 gezahlt.
Quelle: [22], S. 85.

In manchen Fillen ist es giinstig, trotz einer negativen und absolut hohen
Differenz zwischen der Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit eine Karte zu

nehmen, weil es das kleinere Ubel ist. Das wird durch einen Vergleich der
Tabellen 4.8 und 4.6 deutlich (Vgl. [22], S. 81 — 91).

Nocheinmal zum obigen Beispiel: Die Bank erhalt als erste Karte eine 3 und
der Spieler hat die Punktesumme 15. Laut Tabelle 4.6 betrdgt die Differenz
-25,22%, wenn der Spieler keine zusétzliche Karte nimmt und laut Tabelle 4.8
ist die Differenz -40,63%, wenn er eine weitere Karte nimmt. , Die Differenz
-40,63 Prozent — (-25,22 Prozent) = -15,41 Prozent bringt zum Ausdruck,
daf$ der Spieler auf Dauer einen zusdtzlichen Verlust von 15,41 Prozent sei-
nes Finsatzes vermeiden kann, indem er sich gegen eine zusdtzliche Karte
entscheidet.” (Monka, 1999, S. 86).

Ein weiteres Beispiel: Die Bank erhalt als erste Karte eine Dame und der
Spieler hat 15 Punkte. Aus Tabelle 4.6 kann man ablesen, dass die Differenz
-57,57% betragt, wenn der Spieler keine weitere Karte mehr nimmt und laut
Tabelle 4.8 betrigt die Differenz -54,26%, wenn der Spieler eine weitere Kar-
te mehr verlangt. Die Differenz -54,26% — (-57,57%) = 3,31% besagt, dass
der Spieler auf Dauer einen Gewinn von 3,31% seines Einsatzes durchsetzten
kann, wenn er eine weitere Karte zieht. Also, wenn der Spieler eine zusétzli-
che Karte fordert, verbessert er seine schlechte Lage etwas (Vgl. [22], S. 81 —
91).

Die Vorzeichen der Differenzen aus den Werten aus Tabellen 4.6 und 4.8 sind
fiir den Spieler von grofer Bedeutung. Wenn das Vorzeichen einer Differenz
positiv ist, dass lasst sich die Lage durch das Ziehen eine weiteren Karte ver-
bessern und ein negatives Vorzeichen bedeutet fiir den Spieler, dass er keine
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Karte mehr nehmen sollte.

Vorsumme des Spie- | 11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 | 19 | 20
lers

1. Karte der Bank

Ass i B e I o o M e e e
2 -1 - -1 -1-1-1-1-
3 -1 -1-1-1-1-1-"1-
4 -1
5 === === -] -
6 === === -] -
7 + [+ -T-1T-1-
8 + [+ T+ 1+ -1-1T-1-
9 + [+l +-1-1-1-
10, B, D, K + 1+ +1+1-1T-1T-1-

Tabelle 4.9: Verbesserung (+) oder Verschlechterung (-) fiir den Spieler, falls
er eine zusitzliche Karte zieht. Jedes Ass wird als 1 gezahlt. Quelle: |22], S.
87.

Fiir einen Spieler ist die Tabelle 4.9 grundlegend, wenn er optimal spielen
mochte. Wenn der Spieler 11 Punkte hat, sollte er auf jeden Fall eine weitere
Karte nehmen. Falls der Spieler bei 12 Punkten steht, sollte er eine zuséitzliche
Karte nehmen, aufer die Bank hat die fiir sie ungiinstige Karte 4, 5 oder 6.
Bei 13 — 16 Punkten sollte der Spieler nur eine Karte nehmen, wenn die Bank
keine 2 — 6 als erste Karte hat. In Tabelle 4.10 wird sich spéater zeigen, dass
ein Verstoll gegen diese Regel verschieden schwerwiegende Folgen hat.
Weiters wird durch die Tabelle 4.9 deutlich, dass bei 17 oder mehr Punkten
nie eine zusétzliche Karte gezogen werden sollte. Wobei bis jetzt das Ass
immer als 1 und nicht als 11 gez&hlt wurde. Auch kann man ablesen, dass
das Ass, die 7, 8, 9 und Karten mit dem Wert 10 fiir die Bank besonders von
Vorteil sind, denn der Spieler sollte sein Gliick durch ziehen einer weiteren
Karte versuchen, wenn falls er sich mit 16 oder weniger Punkten in einer
eher aussichtslosen Lage befindet. Nur wenn die Bank eine relativ schlechte
erste Karte hat braucht der Spieler bei einer Punktesumme von 12 — 16 kein
Uberkaufen riskieren (Vgl. [22], S. 81 — 91).

Die Ubersichtlichkeit von Tabelle 4.9 geht verloren, wenn auch die Werte
der Differenzen aus den Tabellen 4.6 und 4.8 dargestellt werden. Wie in der
Tabelle 4.10:
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Vorsumme 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
des Spielers

1. Karte

der Bank

Ass 49,97 | 17,47 | 15,70 13,93 12,14 10,37 -5,49 -36,44 | -69,41 | -104,4
2 52,81 3,94 -1,50 -6,94 -12,39 | -17,83 | -38,32 | -74,42 | -111,6 | -149,5

51,11 | 1,85 | -3,90 | -9,65 | -15,41 | -21,16 | -41,45 | -76,83 | -113,3 | -150,5

49,41 | -0,25 | -6,32 | -12,39 | -18,47 | -24,53 | -44,65 | -79,34 | -115,0 | -151,6

17,46 | 2,61 | 9,01 | -15,42 | 21,83 | -28,23 | 47,81 | 81,49 | -116,6 | -152,5

18,74 | 1,60 | 8,20 | -14,71 | 21,23 | 27,74 | 52,06 | -89,10 | -121,9 | -155,8

68,50 | 20,27 | 16,51 | 12,75 | 8,97 | 5,21 | -12,40 | 69,70 | -130,8 | -164,3

65,71 | 17,44 | 13,93 | 10,42 | 6,90 3,38 | -13,06 | 43,33 | -100,3 | -160,9

1
5
6
7 70,69 | 22,20 | 18,17 | 14,13 | 10,09 | 6,05 | 37,67 | -99,08 | -133,2 | -162,5
8
9
1

0,B,D, K | 58,18 | 13,11 | 9,85 | 6,58 3,31 0,05 | -15,21 | 43,32 | -73,16 | -129,6

Tabelle 4.10: Verbesserung oder Verschlechterung fiir den Spieler, falls er eine
zusitzliche Karte zieht. Jedes Ass wird als 1 gezéhlt. Quelle: |22], S. 89.

Soll man das Ass als 1 oder 11 zdhlen?

Hat ein Spieler beispielsweise ein Ass und eine 5 ergibt sich die Summe 6 oder
16 Punkte. Er wird selbstverstiandlich eine zusédtzliche Karte fordern. Wenn
er dann zum Beispiel eine 2 zieht, hat er die Punktesumme 8 oder 18. Der
Spieler muss sich vergewissern, ob es fiir ihn giinstiger ist bei 18 Punkten
zu bleiben oder eine weitere Karte zu nehmen. Wenn er eine zusitzliche
Karte nimmt und den Wert fiir ein Ass auf 1 oder 11 setzt, dann erreicht
er mit einer Wahrscheinlichkeit von 5 - 1—13 unter 17 Punkte, mit jeweils 1—13
die Punktesumme 17 — 21 und mit der Wahrscheinlichkeit % verdndert sich

seine Lage von 18 Punkten nicht.

Falls in diesem Fall die Bank als erste Karte eine 9 hat, ergibt sich folgendes:
Wenn der Spieler eine zusétzliche Karte nimmt, betrigt die Differenz zwi-
schen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit fiir ihn -14,51%. Wenn er keine
weitere Karte mehr nimmt und bei den 18 Punkten bleibt, ergibt sich fiir
ihn die Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit -18,32%
(Tabelle 4.6). Es folgt daraus, dass der Spieler sein Ass vorerst als 11 zéhlen
und eine weitere Karte fordern sollte (Vgl. [22], S. 81 — 91).

Der Spieler sollte ein Ass zunéchst als 11 zdhlen. Wenn er dabei 19 — 21
Punkte erreicht, dann sollte er keine weitere Karte mehr nehmen. Wenn er
mit dem Ass (11 Punkte gezdhlt) 18 Punkte erreicht hat, sollte er auch auf
eine weitere Karte verzichten, aufer die Bank hat als erste Karte eine 9 oder
eine Karte mit dem Wert 10. Bei 17 oder weniger Punkten sollte der Spieler
jedenfalls eine Karte fordern. Sollte er das Ass spéiter als 1 zdhlen, sollte er
sich nach den Tabellen 4.9 und 4.10 richten (Vgl. [22], S. 81 — 91).
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4.2.6 Wann sollte man den Einsatz verdoppeln?

Falls sie ersten beiden Karten des Spielers den Wert 9, 10 oder 11 ergeben,
kann er seinen Einsatz verdoppeln, dann erhélt er jedoch nur noch eine wei-
tere Karte. Der Spieler weifs, dass seine Gewinn- und Verlustchancen von der
Punktesumme und der ersten Karte der Bank abhédngen. Er wird wissen wol-
len, wie grof die Differenz zwischen seiner Gewinn- und Verlustchance ist,
wenn ein nur eine weitere Karte bekommt (Vgl. [22], S. 92 — 96).

Angenommen die Differenz hat den Betrag A und ist positiv. Also kann
der Spieler erwarten auf Dauer mehr Spiele zu gewinnen als zu verlieren.
Er wird aber auch wissen wollen, wie grof die Differenz zwischen Gewinn-
und Verlustchance ist, wenn er nicht verdoppelt und so eventuell mehrere
zusitzliche Karten ziehen kann. Diese Differenz sei auch positiv und, moge
den Betrag B haben.

B ist — bei positiven Werten — stets so grof§ wie A oder grifier, weil der
Spieler im normalen Spiel ja nur dann eine oder mehrere zusdtzliche Karten
nimmt, wenn es fir ihn von Vorteil ist.“ (Monka, 1999, S. 92). Wenn nun
B grofer als A ist, bedeutet dies, dass er auf Dauer &fters gewinnt, wenn er
sich fiir ein normales Spiel entscheidet. Wenn 2- A > B ist, sollte der Spieler
seinen Einsatz verdoppeln.

Zum Beispiel: Der Spieler hat mit zwei Karten elf Punkte und die Bank ei-
ne 7. Wenn der Spieler seinen Einsatz verdoppelt und nur noch eine weitere
Karte nimmt, betrigt laut Tabelle 4.8 die Differenz zwischen Gewinn- und
Verlustwahrscheinlichkeit 23,15%. Falls der Spieler seinen Einsatz nicht ver-
doppelt und nach den Tabellen 4.9 und 4.10 spielt, dann betrigt die Differenz
zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit 29,23%. Diesen Wert erhéalt
man, wenn man alle moglichen zusitzlichen Ziehungen des Spielers bei den
Berechnungen der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Spielgénge beriicksich-
tigt.

Verdoppelt der Spieler nicht, kann er erwarten auf Dauer im Durchschnitt
pro Spiel 29,23% seines Einsatzes zu gewinnen. Entscheidet er sich fiir die
Verdopplung, kann er erwarten pro Spiel 23,15% von dem verdoppelten Ein-
satz zu gewinnen. Und dies ist mehr Geld, so dass der Spieler verdoppeln
wird. Diese Uberlegung gilt fiir die Fille unterschiedlicher Vorzeichen von A
und B, sowie negativer Vorzeichen fiir A und B analog (Vgl. [22], S. 92 - 96).

Die Differenzen zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeiten zeigen
verschieden deutlich, dass ein Verdoppeln des Einsatzes in einigen Fallen
nachdriicklicher empfohlen werden kann als in anderen Fillen.
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Tabelle 4.11 zeigt die alternativen Differenzen zwischen Gewinn- und Verlust-
wahrscheinlichkeiten, dabei betrifft die obere Zahl, den Fall, dass der Spieler
verdoppelt und die untere Zahl das normale Spiel. (Vgl. [22], S. 92 — 96)

Vorsumme des Spie- 9 10 11
lers
1. Karte der Bank
Ass -45,76 -31,26 -26,98
-35,32 -25,13 -20,87
2 3,55 17,95 23,53
7,44 18,25 23,83
3 6,04 20,47 25,89
10,13 20,61 26,03
4 9,10 23,05 28,31
12,90 23,05 28,51
5 12,16 25,63 30,74
15,81 25,63 30,74
6 15,85 28,78 33,37
19,60 28,78 33,37
7 5,21 19,62 23,15
17,19 25,69 29,21
8 -1,33 14,33 17,53
9,83 19,79 23,00
9 -15,05 7,22 11,39
-5,22 11,65 15,83
10, B, D, K -29,23 -8,09 0,61
-21,81 -5,26 3,34

Tabelle 4.11: Differenz zwischen bedingter Gewinn- und Verlustwahrschein-
lichkeit in %. Kursiv geschriebene Zahlen: Verdopplung des Einsatzes sinn-
voll. Quelle: [22], S. 96.

4.2.7 Wann sollte man splitten?

Der Spieler weifs, dass seine Gewinn- und Verlustchancen von der Punkte-
summe, die er mit zwei Karten erreicht hat und der ersten Karte der Bank
abhéngen. Zunéichst wird er wissen wollen, wie groft die Differenz zwischen
Gewinn- und Verlustchancen B ist, wenn er nicht splittet und sich fiir ein
normales Spiel entscheidet. Dabei richtet er sich nach den Empfehlungen aus
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der Tabelle 4.5 und aus dem letzten Absatz aus dem Abschnitt ,Wann der
Spieler eine weitere Karte ziehen sollte.

Natiirlich will der Spieler auch erfahren, wie grof die Differenz zwischen sei-
nen Gewinn- und Verlustchancen ist, falls er splittet und zwei separate Spiele
spielt. Dabei wird er sich bei jedem neuen Einzelspiel an die Empfehlungen
aus der Tabelle 4.5 und aus dem letzten Absatz aus dem Abschnitt ,Wann
der Spieler eine weitere Karte ziehen sollte” orientieren. Diese Differenz wird
mit A bezeichnet (Vgl. [22], S. 96 — 103).

Beim Splitten wird analog zu den bereits beim Verdopplungsproblem entwi-
ckelten Gedanken empfohlen zu splitten, wenn

e AAB>0und 2-A> B,
e A > 0und B < 0 oder

e A,B<Ound|2-A|<|B|.

Zum Beispiel: Die Bank hat als erste Karte eine 8 und der Spieler ein 9er-
Paar. Dann betragt A = 9,83%, wenn er nicht splittet, spielt er mit 18 Punk-
ten und wird keine zusétzliche Karte nehmen. Und B = 10,59% (Tabelle 4.6).
Also falls der Spieler splittet und seinen Einsatz noch einmal setzt, kann er
erwarten, dass er im Durchschnitt 2 - 9,83% = 19,66% vom Einsatz zu ge-
winnen und nicht nur 10,59%.

Oder angenommen, die Bank habe als erste Karte eine 9 und der Spieler ein
8er-Paar. Wenn der Spieler splittet ergibt sich A = -21,02% und B = -50,94%.
Der Spieler kann die Verlusterwartung auf keinen Fall beseitigen, egal ob der
Spieler den Einsatz noch einmal riskiert und mit geteilter Hand spielt oder
nicht. Thm bleibt allerdings die Moglichkeit, dass er nur 2-21, 02% = 41, 04%
seines Einsatzes verliert und nicht 50,94%, dafiir muss er splitten. In diesem
Fall ist der Split eine Art Abwehrmafnahme (Vgl. [22], S. 96 — 103).

Betrachtet man Tabelle 4.12 fillt folgendes auf:

Kein Paar wird gegen das Ass der Bank gesplittet. Falls die Bank als erste
Karte eine 10 hat, sollte nur ein Assenpaar gesplittet werden. Jedoch hat die
Bank eine schlechte Karte (eine 4, 5 oder 6), sind alle Splits sinnvoll, jedoch
wird dabei kein 4er-, Ser- oder 10er-Paar gesplittet. Es zeigt sich auch, dass
4er-, Her- oder 10er-Paare nie gesplittet werden, da die Punktesummen 8,
10 und 20 sehr aussichtsreich sind und ein Assenpaar wird immer gesplittet,
aufer die Bank hat ebenfalls ein Ass. Ein 8er-Paar wird natiirlich gesplittet,
denn 16 Punkte mit zwei Karten sind eine ungiinstige Ausgangslage (Vgl.
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Paare des Spie- | Ass |23 (4|5 |6|7|8]|9]|10,Bild
lers

1. Karte der

Bank

Ass

2 S S|S|S
3 S S|S|S|S
4 S |S|S S|S|S|S
5 S |S|S S|S|S|S
6 S |S|S S|S|S|S
7 S |S|S S|S

8 S S|S
9 S S|S
10, B, D, K S

Tabelle 4.12: Splitten (S), ohne mehrfachen Split. Quelle: [22], S. 99.

[22], S. 96 — 103).

Offensivstrategien werden die Splits mit guten Gewinnchancen genannt. Dies
sind Splits mit Assen und 9ern (ausgenommen gegen eine 9 der Bank), sowie
jene gegen die schwichsten Karten der Bank (4, 5 und 6). Bei allen anderen
Splits handelt es sich um Defensivstrategien.

Die Empfehlungen in der Tabelle 4.12 miissen modifiziert werden, falls die
Regeln von Black Jack mehrfache Splits erlauben. Ein mehrfacher Split heifst,
dass ein geteiltes Paar erneut geteilt werden kann, wenn der Spieler eine ent-
sprechende zuséitzliche Karte erhilt. Im folgenden wird nur davon ausgegan-
gen, dass der Spieler mit drei separaten Spielen gegen die Bank spielen kann,
der Einsatz ist dabei dreimal zu stellen (Vgl. [22], S. 96 — 103).

Wenn A und B positiv sind und sich der einfache Split lohnt (Offensivstra-
tegie), muss auch ein doppelter Split fiir den Spieler von Vorteil sein.

Beispielsweise hat die Bank als erste Karte eine 8 und der Spieler zwei Asse.
Im normalen Spiel ist B = 9,51%. Werden die Asse einmal gesplittet, ist A
= 17,53%. Also wird der Spieler splitten und kann erwarten, in den beiden
separaten Spielen, auf Dauer durchschnittlich 17,53% seines Einsatzes zu ge-
winnen. Also wiirde der Spieler nochmals splitten, wenn er die Moglichkeit
hat. Hierzu braucht er in einem der beiden Spiele als zuséitzliche Karte ein
Ass. A ist in diesem Beispiel noch grofser als B, also ist ein zweifacher Split
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angezeigt.

Es mag den Fall geben, das bei positiven Werten A und B, dass zwar nicht
2- A, aber 3 - A grofer als B ist. , Hieraus darf nicht gefolgert werden, daf
der einfache Split generell zu empfehlen ist, nur weil er den zweifachen Split
in drei Spiele als Méglichkeit beinhaltet. Es ist nicht sicher, ob ein dreifa-
cher Split durchgefiihrt werden kann, sondern die Wahrscheinlichkeit hierfir
betrdgt in jedem separaten Spiel %.“ (Monka, 1999, S. 102). Natiirlich lohnt
sich jeder Split (auch der zweifache), wenn A positiv und B negativ ist (Vgl.

22], S. 96 — 103).

Defensive Splits sind in der Tabelle 4.12 empfohlen, falls A, B < 0 und
|2 A| < |B|. Falls in dieser Situation ein zweifacher Split méglich ist, sollte
man dieses besser nicht durchfiihren, denn jeder weitere Split vergrofert den
|A| oder die Differenz zwischen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit, in
die fiir den Spieler unerwiinschte Richtung.

Ein doppelter Split erhoht somit nicht nach jedem einfachen Split die Ge-
winnchancen. In Tabelle 4.13 werden die Empfehlungen fiir ein Spiel, in dem
mehrfache Splits erlaubt sind zusammen (Vgl. [22], S. 96 — 103).

Paare des Spie- | Ass | 2 | 3 (4|56 |7| 8 | 9 | 10,Bild
lers

1. Karte der

Bank

Ass

2 SS S |SS|SS
3 SS S|S|SS|SS
4 SS | S| S S|S|[SS|SS
5 SS | SS|SS S|S|SS|SS
6 SS | SS|SS S|S|SS|SS
7 SS | S| S S |SS

8 SS S | SS
9 SS S | S
10, B, D, K SS

Tabelle 4.13: Einfacher Split (S) und doppelter Split (SS). Quelle: [22], S.
103.



4.2. DAS SPIEL 85

4.2.8 Wann sollte man den Einsatz versichern?

Der Gedanke einer Versicherung mag verlockend klingen, bei einem drohen-
den Black Jack durch die Bank, um seinen Spieleinsatz zu retten. Er wettet
also darauf, dass die Bank ein Black Jack erhalten wird, gegen das er nicht
gewinnen kann. Jedoch wenn er darauf setzt besteht die Moglichkeit am Ende
doch keinen Verlust zu erleiden, denn dagegen hat er sich versichert, indem

er also auf das eigene Verlieren gesetzt hat. Soweit zu der Logik einer Versi-
cherung (Vgl. [22], S. 109 — 111).

Wie oben angefiihrt, wird die Versicherung im Verhéltnis 2:1 ausbezahlt.
Jedoch wenn die Bank kein Black Jack bekommt verliert der Spieler seinen
Versicherungseinsatz.

Die Bank erhalt mit einer Wahrscheinlichkeit von % ein Black Jack und mit
einer Wahrscheinlichkeit von % keinen.

Bank erhilt Black ja nein

Jack Wahrscheinlichkeit % Wahrscheinlichkeit 1%
Spieler versichert

ja

Einsatz: 1, Gebiihr: 1 0 —1

nein

Einsatz: 1, Gebiihr: 0 -1 0

Tabelle 4.14: Gewinn- und Verlustanteil (-) am gesamten Einsatz, nachdem
die Bank eine 2. Karte erhalten hat. Quelle: |22], S. 110.

Der Spieler kann das Angebot einer Versicherung annehmen oder ablehnen
und die Bank kann spéter ein Black Jack erhalten oder nicht. Geht der Spie-
ler auf das Angebot ein und die Bank erzielt ein Black Jack, dann erhélt
er den doppelten Versicherungseinsatz. In diesem Fall erhilt er also keine
Auszahlung, sondern nur das Geld das er eingesetzt hat.

Nimmt der Spieler eine Versicherung in Anspruch und die Bank erhilt kein
Black Jack, wird die Versicherungsgebiihr eingezogen. Also verliert er die
Hilfte seines Gesamteinsatzes.

Der Spieler, der das Versicherungsangebot annimmt, kann erwarten, dass er
durchschnittlich 11‘3 -0— % % = —% seines Einsatzes erhélt. Das heifst er wird
im Durchschnitt 34,6% seines Einsatzes verlieren (Vgl. [22], S. 109 — 111).

Ein Spieler, der die Versicherung nicht annimmt, verliert seinen Einsatz kom-
plett, falls die Bank ein Black Jack erzielt. Erzielt die Bank keinen Black Jack,
verliert der Spieler nichts.
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Der Spieler, der das Versicherungsangebot nicht annimmt kann also erwar-
ten, dass er im Durchschnitt aller Fille —% -1+ % -0 = —%. Also biifst er
im Durchschnitt 30,77%.

Schon auf der ersten Blick ist klar, dass die Versicherung nicht unbedingt
giinstiger ist. Denn der Verlust betrigt hierbei 34,6% und ohne Versicherung
30,77%. Aber die 34,6% beziehen sich noch dazu auf einen hoheren Betrag
als die 30,77%. Beispielsweise betrigt der Einsatz 100€ und die Versiche-
rung ebenfalls 100€, also ist der Gesamteinsatz 200€, davon wird er durch-
schnittlich —% -200 = -69,23€ verlieren. Ohne der Versicherung betrigt sein
Gesamteinsatz nur 100€, von welchen er im Durchschnitt nur —1%’ - 100 =
-30,77€ verlieren wird.

Somit erweist sich das Versicherungsangebot als eine Verlockung, der der
Spieler nicht nachgeben sollte. Mancher Casinobesucher versichert sich ver-
mutlich, weil ihm nicht bewusst ist, dass er in zwei getrennte Wetten hinein-
gezogen wird. Die eine Wette betrifft einen moglichen Black Jack der Bank.
In der zweiten Wette geht es um ein normales Spiel, das moglicherweise nicht
stattfinden kann. Klar ist, dass das Resultat der ersten Wette nicht von den
Karten des Spielers fiir das normale Spiel abhéngt. Kein Grund um sich ge-
gen ein Black Jack der Bank zu versichern, sind schlechte Karten des Spielers
fiir das zweite Spiel. (Vgl. [22], S. 109 - 111)

4.3 Kartenzahlen

1956 analysierten die Amerikaner R. Baldwin, W. Cantey, H. Maisel und
J. Mc Dermott als Erste Black Jack ausgiebig. Sie untersuchten die damals
in den USA iibliche Version, die in einigen Details von den hier untersuch-
ten abweicht. Sie berechneten einen durchschnittlichen Verlust von 0,6%,
dabei fiel die optimale Spielstrategie defensiver aus, als es bis dahin von den
Spielexperten empfohlen wurde (in ihrer Veroffentlichung referieren sie unter
anderem die Empfehlungen von Culbertson und anderen, bis 13 bzw. 15 zu
ziehen, je nachdem ob die Karte der Bank eine 2 — 6 ist oder nicht).

Baldwin und seine Kollegen gingen auch von konstanten Wahrscheinlichkei-
ten fiir die einzelnen Kartenwerte (&5 bzw. -%) aus. Die Information, welche
Karten des Kartenstapels aus dem Spiel sind, bleibt unberiicksichtigt (Vgl.

[10], S. 88 — 91).

Die Idee, ob es durch Mitzdhlen der ausgespielten Karten moglich ist die Ge-
winnchancen zu erhohen, bewegte dem Mathematikprofessor Edward Thorp,
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nachdem er Baldwins Veroffentlichung gelesen hat. ,Tatsdchlich entdeckte
Throp bestimmte Spielsituationen, zum Beispiel wenn alle Finfen aus dem
Spiel sind, die fir den Spieler bei einer geeigneten Strategie dufSerst vor-
teilhaft sind — der Spieler kann nach Throp dann ungefihr 3,3% Gewinn
erwarten.” (Bewersdorff, 2010, S. 89). Damals wurde nur mit einem einzigen
52er-Blatt gespielt, deswegen trat diese Situation je nach Anzahl der Mit-
spieler in ca. 3,5% — 10% der Falle ein. Wenn in diesen Fillen der Einsatz
erhoht wird, reicht das knapp aus, den anderweitigen Vorteil der Bank zu
tibertreffen. Somit wird die Bank (in der Theorie) geschlagen.

Kaum prisentierte er seine Ergebnisse der mathematische Fachwelt entfachte
ein gewaltiger Medienrummel, dessen Echo bis nach Europa reichte. Der ma-
thematische Beweis musste auch im praktischen Test, im Casino, bestétigt
werden. Fiir Throp diirfte sein mehr als 500 000 mal verkauftes Buch nicht we-
niger lukrativ gewesen sein, welches er fiir Nacheiferer veroffentlichte. In dem
Buch werden Strategien beschrieben, mit welchen man sich mit Ubung eine
Vorteil gegeniiber der Bank verschaffen kann. ,,Grundidee, eine in der Prazis
tatsdchlich auch anwendbare Strategie zu erhalten, ist es, sich mittels eines so
genannten Zihlsystems einen ungefihren, aber ausreichenden Uberblick iber
die Zusammensetzung des Reststapels zu verschaffen. (Bewersdorff, 2010,
S. 89). Jedem Kartenwert wird dazu ein ,Gewicht“ zugeordnet. Bei Throps
High-Low-System ist das

e fiir die Karten 2 — 6: 1

e fiir die 10, die Bilder und das Ass: -1

e fiir den Rest: 0

Wenn die Karten neu gemischt sind, wird begonnen die Gewichte aller aus-
gespielten Karten zu addieren. Vom erreichten Gesamtgewicht — meist Count
genannt — und dem Umfang des Reststapels abhéngig kann die Strategie vor-
teilhaft variiert werden (Vgl. [10], S. 88 — 91).

Black Jack war damit das einzige Gliickspiel das geknackt wurde. Heute wird
nach wie vor in den Casinos Black Jack gespielt. Es hat vor allem zwei Griin-
de, dass die Casinobetreiber sich keine Sorgen machen miissen: Back Jack
wird heute generell mit mehreren (meist 6) Kartendecks gespielt und von
diesen werden etwa 80 Karten gespielt werden, so konnen starke Ungleichge-
wichte zwischen verschiedenen Kartenwerten weitgehend vermieden. Weiters
erfordert die Zahlstrategien ein Hochstmaf an Ubung und Konzentration,
denn jede im Spielverlauf getroffene falsche Entscheidung geht im Mittel zu
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Lasten des Spielers. Nur der Spieler, der stindig richtig zahlt und seine Stra-
tegie anpasst, kann seinen geringen Vorteil gegeniiber der Bank halten, daher
diirften erfolgreiche Card-Counter in der Masse der Durchschnittsspieler, die
nicht optimal spielen, untergehen.

Hier wird am Beispiel des High-Low-Systems demonstriert, wie sich Zéhlsys-
teme mathematisch herleiten lassen. Es wird von einer Black-Jack-Berechnung
ausgegangen, die der bisher dargestellten verallgemeinert werden muss. Die
bisher angenommene Gleichverteilung der Kartenwerte muss durch eine be-
liebige andere Wahrscheinlichkeitsverteilung ersetzt werden. Es bleibt aber
unberiicksichtigt, dass sich die Wahrscheinlichkeiten wihrend des Spiels noch
verdndern. Eine Sensitivitdtsanalyse ist naheliegend, es wird gepriift, wie
stark sich die Ergebnisse dndern, wenn man die Kartenwahrscheinlichkei-
ten als Eingangsdaten leicht vergrofert oder verkleinert. Ubersichtlich und
schnell geht das, wenn man die Black-Jack-Berechung mit einer Tabellenkal-
kulation realisiert. Man erhilt die folgenden Korrekturen bei den Gewinner-
wartungen (bei nur einmal teilen erlaubt), wenn man entsprechen der Wahr-
scheinlichkeitsénderung von % auf % bzw. %, wie sie sich bei der ersten
Karte eines vollstdndigen 52er-Kartendecks ergibt:

|Bank | 2 | 3 [ 4 [ 5 [ 6 [ 7 [ 8 [ 9 | 10 | Ass |
+/- 0,36 | 0,44 [ 0,57 [ 0,73 [ 0,43 0,27 [ -0,02 | -0,18 | -0,44 | -0,59
Erwar-
tung

Tabelle 4.15: Anderung der Gewinnerwartung, wenn eine Karte aus den 52er-
Blatt entfernt wird in %. Quelle: [10], S. 90.

Die angegebenen Anderungen liegen in derselben Grofenordnung wie die
Verlusterwartung bei der optimalen Fixstrategie. Das heifit, bei dem heute
uniiblichen Spiel mit einem 52er-Blatt kann der Spieler schnell, allein bei dem
Verbrauch von zwei Karten, in eine fiir ihn vorteilhafte Situation kommen
und im weiteren Spielverlauf dndert sich die Gewinnerwartung ebenfalls rela-
tiv dynamisch nach oben und unten. Wenn aber mit 6 Kartenspielen gespielt
wird, wirken sich die einzelnen Karten geringer aus, zu Spielanfang nur mit
einem Sechstel der Werte aus Tabelle 4.15 (Vgl. [10], S. 88 — 91).

Aus der Tabelle 4.15 kann man ablesen, dass der Verbrauch der Kartenwer-
te 2 — 6 positiv fiir den Spieler ist, im Gegensatz zu den anderen Karten,
insbesondere bei 10 und Ass. Genau das wird bei der Zahlweise des High-
Low-Systems beriicksichtigt, deshalb ist er gut geeignet um die sich &ndern-
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den Gewinnchancen ungefihr zu charakterisieren. Wird beispielsweise eine
einzige Karte mit Count 1 aus dem 52er-Blatt entfernt, dann gibt es fiir den
Kartenwert fiinf gleichwahrscheinliche Félle (die Karten 2 — 6). Werden die
Ergebnisse dieser Fille gemittelt, ergibt sich eine um 0,51% verbesserte Ge-
winnerwartung.

Man geht analog vor, wenn man seine Strategie anhand des aktuelle Counts
optimieren will. ,,Im Einzelnen wird zundchst die mutmafliche Zusammen-
setzung des Reststapels ermittelt, das heifst, bedingt zum aktuellen Count C
und der Anzahl n der verbliebenen Karten werden die bedingten Wahrschein-
lichkeiten der einzelnen Kartenwerte im Reststapel bestimmt.“ (Bewersdorft,
2010, S. 90f). Die bedingte Wahrscheinlichkeiten fiir die Karten 7, 8 und 9 ist
jeweils %, da sie den High-Low-Count nicht beeinflussen. Die Wahrschein-
lichkeiten py, und py fiir niedrige (2 — 6) bzw. hohe (10, Bild oder Ass) Karten
verdndern sich abhingig vom Count. Da der Count eines vollen Kartenblattes
immer 0 ist, gilt im Einzelnen die Gleichung:

C
PL —PH = ——
n
Zusammen mit der Identitat
N 10
PL T PH = 13

lassen sich die Wahrscheinlichkeiten p; und py sofort bestimmen. Weiter
kann aufgrund der Counts nicht differenziert werden. Die zum relativen Count
C/n sind bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Kartenwerte sind
gleich:

p2) = = p(6) = 15— 70
p(10) = ... = p(Ass) = 1—13 + %,
§(7) = p(S) = p(9) = =

Die Strategie kann mit diesen bedingten und wihrend des laufenden Spiels
als konstant angenommenen Wahrscheinlichkeiten nun abhéingig vom Quo-
tienten % optimiert werden. Von verschiedenen Faktoren hdngt ab, welche
Gewinnerwartung sich aus einer solchermafsen optimierten Strategie ergibt
(Vgl. [10], S. 88 — 91):

e Verhiltnis zwischen Mindest- und Hochsteinsatz,
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e Anzahl der verwendeten Kartenblitter,
e Anteil der beim Mischen mit der Trennkarte getrennten Karten und

e Anzahl von Spielern, denn bei hoherer Teilnehmerzahl steigt bei den
abgetrennten Karten der Anteil, der noch ausgeteilt wird.

4.4 Didaktische Aufbereitung

Alle vorangegangenen Berechnungen und Ausfiihrung (ausgenommen der
Markoff-Ketten) sind prinzipiell auch fiir den Schulunterricht geeignet, je-
doch vielleicht teilweise etwas zu ausfiihrlich. Im folgenden wird ein etwas
anderer Zugang zu diesem Thema gegeben, welcher zum Teil anschaulicher
ist und auf verschiedene Bereiche der Mathematik Bezug nimmt.

4.4.1 Einfiihrung in das Thema

Zu Beginn des Themas werden den Schiilern die Spielregeln des Black Jacks
erklart, wie sie zu Beginn des Kapitels angefiihrt sind. Weiters kann auch ein
historischer Einblick gegeben werden, wie er beim , Kartenzidhlen vorgenom-
men wird (Vgl. [26], S. 125 — 132).

4.4.2 Das Spiel und seine Problematik

Welche Kriterien konnen bei einer Erstellung einer guten Spiel-
strategie wichtig sein?

1. Das héaufigere Vorkommen von 10ern gegeniiber anderen Kartenwerten
(Wahrscheinlichkeit % gegeniiber ).

2. Die Karte (mit Wert K) des Croupiers.
3. Die Uberkaufwahrscheinlichkeit Pii(K) des Croupiers abhiingig von K.

(a) Bei grofer Pii(K): Wire es von Vorteil, bei einer kleineren Punk-
tesumme stehen zu bleiben.

(b) Bei kleiner Pii(K): Sollte man riskieren und weiter kaufen.
4. Die wahrscheinlichste Punktesumme des Dealers abhéngig von K.

5. Die Moglichkeit, dass der Spieler ein Ass als 1 oder 11 zdhlen kann
(man kann also ohne groferes Risiko weiterkaufen).
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Wie hiingen die Uberkaufwahrscheinlichkeiten des Dealers von sei-
ner ersten Karte ab?

Diese Frage ist fiir die Erstellung einer giinstigen Strategie wichtig. Mit heu-
ristischen Uberlegungen kann man der Tabelle 4.16 bereits sehr nahe kom-
men.

| K [Pi(K) |

6 0,4232

5 0,4164

4 0,3945

3 0,3739

2 0,3536

7 0,2623

8 0,2447

9 0,2284
10,Bild | 0,2121
Ass 0,1153

Tabelle 4.16: Uberkaufwahrscheinlichkeit Pii(K) der Bank bei erster Karte
mit dem Wert K. Quelle: [26], S. 127.

Um die Uberkaufwahrscheinlichkeit Pii(K) zu berechnen wird zuniichst die
Frage gestellt: Wie grof die Wahrscheinlichkeit P(J) weitere Karten mit einer
Punktesumme J = 1, 2, ..., 10 zu kaufen? Die Berechnung erfolgt rekursiv,
beispielsweise

PB)=W(5)+ P(1)- W(4) + P(2)- W(3) +
%+P(1)-%+P(2)-%+P(3)

% +P (4) s
mit P(1) = W(Ass) = & und allgemein
J-1
= P(I)-W(J —I) (dabei sei P(0) :— 1)
=0

Fiir den Unterricht ist die Erstellung eines Programms zur Berechnung der
Pii(K) — wegen der Fallunterscheidung Ass = 1 oder 11 — zu zeitaufwendig.
Die Tabelle 4.16 wird den Schiilern zur Verfiigung gestellt (Vgl. [26], S. 125
- 132).



92 KAPITEL 4. BLACK JACK

Dealer (K) | 2| 3|4 |5|6| 7|8 |9 |10,Bild | Ass
Spieler (J)

12 WIWIAIAA|IW I W|W W W

13 AJAIAIAIAIW|W|W W W

14 AJAIAIAIAIW|W|W W W

15 AlAJAIAIAIW|W| W W W

16 AlAJAIAIAIW|W| W W W

17 AlAJAJAIAA A A A A

18 NIN|N/N|N|IN|N|[A A N

Tabelle 4.17: Weiterkaufen (W), Weiterkaufen bei Ass zéhlt 11 (A) oder nicht
weiterkaufen (N). Quelle: [26], S. 127.

Erstellen einer Entscheidungsmatrix

Nun koénnen die Schiiler, unter Beachtung der bisher gewonnenen Erkennt-
nisse, versuchen eine Entscheidungsmatrix aufzustellen.

Die Matrix beginnt erst bei J = 12, da es darunter nicht moglich ist sich zu
iiberkaufen. Die von den Schiilern entwickelte Strategie ist ein guter Grad-

messer fiir das erworbene Verstandnis im Vergleich zu der Tabelle 4.17 (Vgl.
[26], S. 125 — 132).

4.4.3 Berechnung einer optimalen Spielstrategie

Soll der Spieler eine weitere Karte nehmen, wenn er angenommen eine Punk-
tesumme J (12 < J < 21) hat?

e ES(J) sei die Gewinnerwartung bei Stehenbleiben.

e EW(J) sei die Gewinnerwartung bei Weiterkaufen.

Antwort: Vergleich der beiden Gewinnerwartungen.

Gewinnerwartung ES(J) berechnen

Angenommen wird der Einsatz 1, dann ist der Gewinn des Spielers +1 bei
Gewinn des Spielers (bei Black Jack +1,5), =1 bei Verlust des Spielers und 0
bei einem Unterschieden.

P(JIK) ... Wahrscheinlichkeit, dass der Croupier bei erster Karte K eine
Punktesumme von J erreicht (Vgl. [26], S. 125 — 132).

Unter Vernachlassigung des Black Jacks kann man schreiben:
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ES(J) = +1 - W(Spieler gewinnt) — 1 - W(Croupier gewinnt)

wobei sich die obigen Wahrscheinlichkeiten nach den Auszahlungsbestim-
mungen aus den Wahrscheinlichkeiten P(J|K) jener Punktesumme J des
Croupiers zusammensetzen, mit denen dieser gewinnt bzw. verliert. Zumal
Pii(K) (kurz Pii) die Uberkaufwahrscheinlichkeit abhingig von K des Dealers
ist, kommt er mit der Gesamtwahrscheinlichkeit 1 — Pii mit seiner Punkte-
summe in das Intervall 17 < J < 21. , Zur approximativen Berechnung der
Gewinnerwartung ES(J) treffen wir nun die — bisweilen mehr oder weniger

gut zutreffende — vereinfachte Annahme, daff die einzelnen Wahrscheinlich-
keiten P(JIK), 17 < J < 21, alle gleich ( = =) seien. “ (|26], S. 128).

Fiir die Punktesumme der Bank kommen nach den Spielregeln nur die ge-
nannten Bereiche in Frage, fiir den Spieler hingegen auch das Intervall 12 <
J < 16. Es erscheint daher zweckméifig, fiir die Berechnung der Gewin-
nerwartung ES(J) folgende drei Fille (mit den genannten approximierenden
Wabhrscheinlichkeiten fiir den Dealer) zu unterscheiden:

1-ri i
A
' N
1- Pi 1-Pi 1- FPi
& 5 5
1-Pi 1-Fii
5 5

L J

12 13 14 15 16 17 1&8 19 20 21 2@ 23 4 25 26

Abbildung 4.3: Unterscheidung der drei Falle fiir die Berechung der Gewin-
nerwartung ES(J). Quelle: [26], S. 129.

Die Gewinnerwartung ergibt sich zu:

1. J =12, ..., 16.
ES(J) = +1-Pi—-1-(1-Pi)=2Pi-1
Gewinnen ist in diesem Fall nur moglich, wenn sich die Bank iiberkauft.

2. J =17, .., 2L

ES(J) = +1-(J-17)-22% -1 (21 - J)-2=2% + 1 - Pii

= Pii + 2220 (- 19)
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Es gibt J — 17 Fiélle, bei denen der Spieler einen Wert ndher an 21 als
die Bank erreicht. Es gibt hingegen 21 — J Moglichkeiten, bei denen die
Bank besser abschneidet. Zudem gewinnt der Spieler, wenn die Bank
sich iiberkauft.

3.0 >22
ES(J) = -1

Bei der Berechnung der Gewinnerwartung EW(J) bei weiterkaufen, miissen
zwei Félle unterschieden werden, ob das Ass den Wert 11 hat oder nicht (Vgl.
[26], S. 125 — 132).

Entscheidungskriterium fiir den Fall keines Ass mit Wert 11

EW(J) ist die Summe der Erwartungen ES(I) mit einer Punktesumme I zu
gewinnen, gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit, dieses ausgehend von J mit
einer Karte (von Wert I — J) zu erreichen, allgemein

J+10
EW(J)= > ES(I)-W(I-J).
I=J+1
Fiir die weitere Berechnung nehmen wir, dass Bub, Dame und Koénig die
Werte 11, 12 und 13 haben, womit anstelle von

TREAL: 4
E = . — .
W) =13 > ES(I)+ & BS(J +10)
I=J+1
das (fiir ES(J) — -1 fiir J > 22) gleichbedeutende, aber einfachere

J+13

1
EW(J) = R > ES(D)
I=J+1
tritt.

Nun lésst sich das Entscheidungskriterium EW(J) — ES(I) > 0 auch so for-
mulieren

1 J+13
iR I;I(ES(I) — ES(J)) > 0.

Graphische Interpretation: Wir legen fest, dass die Gewinnerwartung ES(J)
in jedem der drei Bereiche auf einer Geraden liegen, namlich fiir
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e 12<J<16,aufy =2Pii -1
o 17<J <2l aufy = Pii + 20279 (x - 19)

o J>22 aufy =-1

L 4

¥ 13 14 15 16 17718 19 20 21 22 |23 24 25 26

DI

2Pi

-1.0

Abbildung 4.4: Unterscheidung der drei Falle fiir die Berechung der Gewin-
nerwartung ES(J). Quelle: [26], S. 130.

Mit der bereichsweise linearen Fortsetzung von ES(J),

2Pii — 1, falls 11,5 < 2 < 16,5
ES(x) = ¢ Pii+ 252 (2 — 19), falls 16,5 < o < 21,5
-1, falls x > 21,5

erhalten wir nach Fliachenumwandlungen die folgende ,stetige Version* des
obigen Entscheidungskriteriums

J+13,5
/ (ES(x) — ES(J))dz > 0
J+0,5

Diese lauft auf einen Vergleich der Fléche des Dreiecks mit dem Rechteck
hinaus. Fiir den Bereich J = 12, ...,16 liefert dieser mit ES(J) = 2Pi — 1
(Vgl. [26], S. 125 — 132).
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5(2 — 2P1
%—(J—8)-2Pﬂ>0
oder umgeformt
J < 1 + >
2 ' 2Pi(K)’

Das heiftt kaufen soll man bis einschliefslich der néchst kleineren ganzen Zahl
von 1—21 + ﬁ(ff) Ist diese Zahl < 11, wird sie durch 11 ersetzt und wenn sie >
16 ist, dann durch 16. Letzteres besagt nur, dass zumindest bis einschliefslich
16 gekauft werden soll und nicht, dass noch weiter gekauft werden soll, das

muss gesondert untersucht werden.

Die Abbildung 4.5 zeigt, bis zu welcher Punktesumme J in Abhéngigkeit von
der Uberkaufwahrscheinlichkeit Pii des Croupiers gekauft werden soll: Die
Werte fiir Pii > 0,2174 gehen aus den obigen Uberlegungen hervor. Geson-
derte Betrachtung erfordern die Werte 0 < Pii < 0,2174, die analog lauft
(Vgl. [26], S. 125 — 132).

&
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Abbildung 4.5: Bis zu welcher Punktesumme J abhingig von der Uberkauf-
wahrscheinlichkeit Pii der Bank gekauft werden soll. Quelle: [26], S. 131.
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Kapitel 5

Resumee

Lopielen ist Jonglieren mit der Wirklichkeit.“
Dr. Bernward Thole (*1936)

Ich habe die Arbeit mit dem Ziegenproblem begonnen, da es ein sehr inter-
essantes Thema aus den Bereichen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der
Gliicksspiele ist.

Wenn man das Ziegenproblem zum ersten Mal hort, erkennt kaum jemand
wie sich ein Wechsel der Tiiren auf die Gewinnwahrscheinlichkeit auswirkt.
Wie man in dem ersten Kapitel herauslesen konnte, gab es viele verschiedene
Argumente, die fiir oder gegen den Wechsel der Tiiren sprechen.

Auf den ersten Blick sieht dieses Beispiel sehr einfach aus, denn nach dem
Offnen einer Ziegentiir verbleiben nur noch zwei Tiiren, eine mit einer Ziege
und eine mit dem Auto. Deswegen liegt die Vermutung auch so nahe, dass
sich die Wahrscheinlichkeit bei beiden Tiiren bei % liegt. Alle Personen, de-
nen ich im Zuge meiner Diplomarbeit das Ziegenproblem vorgestellt habe,
nannten dies als Losung. Doch hierbei wird ein entscheidender Fehler ge-
macht, das Beispiel wird verdndert. Es wird vollkommen vernachlassigt, dass
es zuvor drei Tiiren waren und der Moderator auch beim Offnen der Tiir an
bestimmte Regeln gebunden ist.

Eines der einleuchtensten Argumente fiir die meisten Menschen ist, wenn
man das Ziegenproblem modifiziert und 100 Tiiren mit 99 Ziegen und einem
Auto annimmt. Wenn die erste Tiir durch den Kandidaten gewihlt wird und
durch den Moderator aus den verbliebenen 99 Tiiren 98 Ziegentiiren aussor-
tiert, ist den meisten Personen klar, dass sich die Wahrscheinlichkeit nicht
gleich auf die beiden Tiiren verteilt. Es wird klar, dass in diesem Beispiel
die verbleibende Tiir eine hohere Wahrscheinlichkeit besitzt als die anfangs
gewahlte Tiir.

97
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Die Beeinflussbarkeit dieses Gliicksspiels ist hoch, denn man kann seine Ge-
winnwahrscheinlichkeit durch gezieltes Eingreifen (also einen Wechsel der
Tiiren) von # auf 2 erhohen. Eine um 33,3% hohere Gewinnwahrscheinlich-
keit ist beachtlich.

Fiir den Schulunterricht ist das Ziegenproblem prinzipiell gut geeignet, da
es auch fiir die Schiiler sehr interessant sein kann. Die Schiiler sollten im
Zuge der Aufgabenstellung durch das Ziegenproblem versuchen verschiede-
ne Losungsansitze zu finden und das Spiel mehrmals durchspielen. Jedoch
ist dabei wichtig, den Schiilern geniigend Zeit zu geben um ihre Ideen zu
iiberpriifen und gegebenenfalls zu {iberdenken. Aufgrund des Schweregrads
des Ziegenproblems und dem notigen Zeitaufwand ist zu empfehlen dieses
Thema im Wahlpflichtfach zu bearbeiten.

In dem darauffolgenden Kapitel Verwandte des Ziegenproblems wurden ei-
nige weiterfiihrende Beispiele zum Ziegenproblem vorgestellt. Diese sind be-
sonders interessant, nachdem man sich mit dem Ziegenproblem auseinander-
gesetzt hat. Oft schien es sich bei einem der Beispiele um ein Ziegenproblem
zu handeln, jedoch bei genauerer Betrachtung stellte sich dies teilweise als
[rrtum heraus.

Die Verwandten des Ziegenproblems sollten auch in dem Schulunterricht im
Anschluss an das Ziegenproblem bearbeitet werden. Dadurch konnen die
Schiiler sich damit auseinandersetzen, ob es sich bei bestimmten Beispiele, die
sehr dhnlich wirken, um den selben Sachverhalt, wie bei dem Ziegenproblem
handelt oder nicht. Dieses Thema kann zur Vertiefung des Ziegenproblems
genutzt werden.

Im dritten Kapitel Lotto und Roulette wurden diese gingigen Gliicksspiele
bearbeitet. Diese wurden nur kurz erkldrt, um einen Vergleich zu dem vor-
herigen Kapiteln und dem darauffolgenden Kapitel herstellen zu konnen.

Die Berechnung aus diesem Kapitel entsprechen auch den Berechnungen, die
in den Schulen gelehrt werden. Lotto und Roulette werden normalerweise
in den Schulunterricht einbezogen. Wichtig ist dabei den Schiilern zu ver-
deutlichen, dass hier keine Einflussmoglichkeit durch den Spieler gegeben ist.
Der Spieler trifft zu Beginn des Spieles beim Lotto und Roulette eine Ent-
scheidung und diese muss dann beibehalten werden. Er kann nicht eingreifen
und somit seine Gewinnchancen verbessern, der Spieler muss sich einzig und
alleine auf sein Gliick verlassen.
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Somit ist eine Beeinflussbarkeit dieser Gliicksspiele nicht vorhanden, denn
man darf nach Beginn des Spiels nicht mehr in das Spielgeschehen eingreifen.

Im Gegensatz zu Lotto und Roulette steht das Casinospiel Black Jack. Die-
ses Spiel steckt voller Moglichkeiten das Spiel zu beeinflussen. Es besteht die
Option sich fiir eine weitere Karte zu entscheiden oder nicht, weiters kann der
Spieler teilen oder verdoppeln und damit die Bank wahrend des Spielverlaufs
zwingen mit doppeltem Einsatz weiter zu spielen. Der Spieler hat ebenfalls
die Gelegenheit sich gegen ein drohendes Black Jack der Bank zu versichern.

Diese Moglichkeiten der Einflussnahme wurden in dem vierten Kapitel durch-
gerechnet. Es wird berechnet, wann der Spieler eine weitere Karte ziehen soll-
te, wann nicht und bei welcher Wahl die besseren Gewinnchancen vorliegen.
Auch die Optionen des Teilens und Verdoppeln wurden genauer betrachtet
und unter welchen Voraussetzungen diese Chancen wahrgenommen werden
sollten.

Die Berechnungen dieses Kapitels sind fiir den Schulunterricht geeignet (aus-
genommen der Markoff-Ketten). Black Jack kann in den Unterricht einbe-
zogen werden, um anschliefend an die Themen Lotto und Roulette einen
Vergleich herstellen zu konnen. Moglicherweise sind jedoch alle einzelnen Be-
rechnungen (Teilen, Verdoppeln, Versichern, ...) zu umfangreich. Deswegen
wurden die didaktischen Anregungen (am Ende des Kapitels) zu diesem The-
ma nur auf den Kern des Themas Black Jack beschrankt.

Die Beeinflussbarkeit dieses Gliicksspiels ist sehr hoch, denn der Spieler kann
durch gezieltes Eingreifen seine Anfangschancen verbessern. Jedoch ist es da-
bei wichtig sich an die Empfehlungen aus dem Kapitel Black Jack zu halten,
denn wer anfingt sich nur auf sein Gefiihl zu verlassen, hat kaum bessere Ge-
winnchancen als bei den anderen Casinospielen, wie beispielsweise Roulette.

Also wenn ein Spieler sein Gliick herausfordern méchte und dennoch mit rela-
tiv hoher Wahrscheinlichkeiten gewinnen mdochte, sollte sich besser an Black
Jack oder eine Spielshow, die nach den Regeln des Ziegenproblems ablauft,
halten. Denn dadurch kann er seine Gewinnchancen wéihrend des Spiels ver-
bessern. Ein Spieler, der jedoch nur schnell viel Geld gewinnen mochte und
sich dabei ganz auf sein Gliick verlasst, sollte beim Lotto oder Roulette spie-
len auf sein Gliick vertrauen, denn die Gewinne sind dementsprechend héher.
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Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit befasst sich mit der Problematik, wie und ob man Gliicks-
spiele beeinflussen kann. Dazu werden die gangigen Gliicksspiele Lotto, Rou-
lette und Black Jack, sowie das Ziegenproblem betrachtet.

Bei den Ziegenproblem handelt es sich um folgende Aufgabenstellung: Eine
Kandidat ist bei einer Spielshow, in dieser muss er sich fiir eine von drei
Tiiren entscheiden. Hinter zwei Tiren befindet sich eine Ziege und hinter
einer Tir der Hauptpreis, ein Auto. Nachdem sich der Kandidat entschieden
hat, 6ffnet der Moderator, aus einer der beiden verbleibenden Tiiren, eine
Tiir hinter der sich eine Ziege befindet. Danach kann der Kandidat sich noch
einmal zwischen den beiden verbleibenden Tiiren entscheiden. Soll er nun bei
seiner urspriinglichen Wahl bleiben oder wechseln?

Mit dieser Frage beschéftigt sich das erste Kapitel dieser Arbeit. Die korrekte
Antwort darauf wird in unterschiedlicher Weise beschrieben. Zum Beispiel
wird diese Aufgabe mit Hilfe von Pfadregeln, bedingter Wahrscheinlichkeit,
der Bayes-Formel, etc. beantwortet.

Im zweiten Kapitel werden die sogenannten Verwandten des Ziegenproblems
erklart und mit dem urspriinglichen Ziegenproblem verglichen. In diesem
Kapitel werden unter anderem das Gefangenenparadoxon, russische Roulette
und weiterfithrende Beispiele zum Ziegenproblem behandelt.

Im dritten Kapitel werden die beiden bekannten und beliebten Gliicksspiele
Lotto und Roulette erlautert. Zu dem Gliicksspiel Lotto werden die einzelnen
Gewinnwahrscheinlichkeiten (fiir einen 3er, 4er, usw.) berechnet. Fiir das
Casinospiel Roulette werden ebenfalls die Gewinnwahrscheinlichkeiten fiir
die verschiedenen Einsatzmoglichkeiten (Plein, Cheval, etc.) berechnet.

Im vierten Kapitel wird das beliebte Casinospiel Black Jack behandelt. In
diesem wird sich vor allem mit der Beeinflussbarkeit dieses Gliicksspiels be-
schiftigt. Denn Black Jack bietet eine Fiille an Md&glichkeiten um in das
Spielgeschehen eingreifen zu konnen, durch einfaches Kartenziehen oder den
zusitzlichen Moglichkeiten des Verdoppelns, Teilens und Versicherns. Im Zu-
ge der Berechnungen dieses Kapitels werden auch Markoff-Ketten erlautert.
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Abstract

This thesis deals with the problem, if and how one can influence gambling.
To this end the classical games Lotto, Roulette, Black Jack and Monty Hall
Problem are considered.

In the Monty Hall Problem a candidate in a game show has to choose between
three doors. Behind two of them there is a goat and behind the third one
there is a car. After having chosen a door the presenter opens one of the other
doors and behind this door is a goat. Now the candidate has the option to
change the door. Is it better to remain at the original decision or to change?
The first chapter deals with this question. I describe the correct answer in dif-
ferent ways. Answers are given for example using tree diagrams, conditional
probabilities and Bayes Formula.

In the next chapter problems related to the Monty Hall Problem are inves-
tigated and compared with the original problem. Among others the Three
Prisoners Problem and Russian roulette are discussed.

The third chapter deals with the two well known and popular games Lotto
and Roulette. Concerning Lotto the probability of winning for different scores
is calculated. Also for Roulette probabilities of winning are computed for
different betting options (straight-up, split, etc.).

Finally the popular game Black Jack is investigated. Here the main concern
is to influence the chances of winning. Black Jack offers a lot of possibilities
to influence the game. This can be done by hitting, splitting, doubling or
buying an insurance. To calculate the probabilities Markov chains are used.
Therefore they are explained briefly.
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