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Einleitung

Die algebraische Zahlentheorie beschéftigt sich schon lange und in vielerlei Hinsicht mit
Quaternionenalgebren, unter anderem auch mit der Frage nach maximalen Ordnungen dar-
in. Weit weniger bekannt sind die sogenannten Normrestalgebren, die Thema dieser Arbeit
sind und die Quaternionenalgebren als Spezialfall beinhalten. Diese Algebren setzen einen
Korper K voraus, der zu n € N eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthélt und dessen Cha-
rakteristik n nicht teilt. Dann existiert eine n-dimensionale Algebra A¢(a,b| K), a,b € K*
mit K-Basis {u'v’,0 <i,j <n — 1}, sodass gilt

u"=a-1a, v"=>b-14, und wv=(vu,

genannt die Normrestalgebra zu a, b iiber K.

Offensichtlich stimmt die 4-dimensionale Normrestalgebra A_j(a, b | K') mit der Quaternio-
nenalgebra Q(a, b| K) iiberein. Viele wohlbekannte Eigenschaften der Quaternionenalgebren
lassen sich aus den allgemeineren Eigenschaften der Normrestalgebren ableiten, welche im
zweiten Kapitel erarbeitet werden. Dort wird unter anderem gezeigt, dass diese zentral und
einfach sind und #&hnlich zu zyklischen Algebren, also zu Algebren, die eine zyklische Galoi-
serweiterung L von K enthalten, deren Grad [L : K| gleich dem Grad der Algebra ist. Ist K
ein lokaler oder globaler Korper, lédsst sich sogar die Isomorphie zu einer zyklischen Algebra
beweisen. Grundlegend fiir alle weiteren Resultate in dieser Arbeit sind die [somorphieeigen-
schaften aus Satz 2.5 sowie der Zusammenhang mit Matrizenalgebren in Abhéngigkeit der
Elemente a und b aus Satz 2.6. Aulerdem werden iiber lokalen Korpern, deren Restkorper-
charakteristik den Grad der Normrestalgebra nicht teilt, alle Isomorphieklassen der Algebra
bestimmt.

Sei K ein algebraischer Zahlkorper und R der Ring der ganzen Zahlen in K. Abgesehen von
der Frage nach allgemeinen Eigenschaften dieser Algebren beschiftigt sich die vorliegende
Arbeit mit R-Ordnungen in Normrestalgebren A iiber K, das heifit mit endlich erzeugten
R-Moduln, die ein Ring mit 1o = 14 sind und eine K-Basis der Algebra enthalten. Von
besonderem Interesse sind dabei maximale Ordnungen, also Ordnungen die in keiner anderen
Ordnung echt enthalten sind. Soweit ersichtlich, gibt es in der Literatur bis jetzt noch keine
Abhandlung iiber Ordnungen in Normrestalgebren, daher bietet sich an, zuerst Spezialfille
zu betrachten und anschliefend zu versuchen, die gewonnenen Ergebnisse zu verallgemeinern.
Das fiithrt zuriick zu den Quaternionenalgebren.

Unter den vielen Arbeiten, die es dort zu dem Thema schon gibt, findet sich ein Artikel von
Stefan Lemurell [Lem]. Dort beschreibt er eine Methode, mit der man unter gewissen Vor-
aussetzungen zu einer gegebenen Quaternionenalgebra eine isomorphe Algebra konstruieren
und in der letzteren explizit Basiselemente einer maximalen Ordnung bestimmen kann, siehe
[Lem, 2.10 Proposition, 6.9 Proposition]. Er 16st das Problem damit in einer Allgemeinheit,
die einem, wie er selbst sagt, in keiner anderen bisher bekannten Arbeit begegnet. Zusam-
menfassend lasst sich folgendes Theorem formulieren (siche Theorem 5.12 und Theorem
5.15):

Theorem. Seien K ein algebraischer Zahlkdrper und R der Ring der ganzen Zahlen in K
und sei Q eine Quaternionenalgebra iber K, deren Diskriminante d(Q) ein Hauptideal mit
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Erzeuger d ist, sodass o(d) < 0 fir alle reellen Stellen o, bei denen Q wverzweigt. Dann
existiert ein Primelement a in R, sodass gilt

0~Q(a,d|K), a=m? mod (4) wund d=2° mod (a),
mit x,m € R und die Elemente

i—m k— a1
und ey =
2 a

€1 =

erzeugen eine mazimale R-Ordnung in Q(a,d| K) mit Basis {1,e1,ea,e1€2}.

Es sei darauf hingewiesen, dass es notwendig ist o(d) < 0 vorauszusetzen fiir alle reellen
Stellen o, bei denen Q verzweigt, obwohl diese Voraussetzung in Lemurells Artikel nicht
gefordert wird.

Ausgehend von Lemurells Artikel ist nun das Ziel dieser Arbeit eine dhnliche Methode
allgemein fiir Normrestalgebren zu konstruieren. Dies wird fiir Normrestalgebren gelingen,
deren Grad eine Primzahl ist und deren Diskriminante bestimmte giinstige Eigenschaften
mitbringt, wobei hier die Diskriminante d(.A) einer zentralen, einfachen, n2-dimensionalen
Algebra A definiert ist als das Ideal

d(A) = Tp"
p

und k, die lokale Kapazitét bezeichnet. Folgendes Theorem fasst die Ergebnisse zusammen,
siehe Theorem 6.2 und Theorem 6.9:

Theorem. Seienn > 2 eine Primzahl und K ein algebraischer Zahlkdrper, der eine primiti-
ve n-te Finheitswurzel ¢ enthdlt und bezeichne mit R den Ring der ganzen Zahlen in K. Sei
weiters A¢ eine n?-dimensionale Normrestalgebra iiber K, die bei allen Primstellen zerfillt,
die (n) teilen und deren Diskriminante d(A¢) ein Hauptideal mit Erzeuger d ist, sodass d
eine (n — 1)-te Wurzel 0 in R besitzt. Dann existiert ein Primelement a € R, sodass gilt

A2 Ac(a,d|K), a=1 mod (n)> wund 6&=2" mod (a)

fiir ein x € R und die Elemente

u—1 unflvnfl _ x(sanunfl
e1 = und ey =
1-¢ o —2q
sind ganz. Auflerdem sind die Elemente
2 n—1 2 n—1_n—1
1, e1, e1,..., e}, e2, e1ea, €jea,..., €] €y

K-linear unabhingig und der freie R-Modul O, der von dieser Basis erzeugt wird, ist eine
R-Ordnung in A¢(a,d| K) und mazimal.

Im Folgenden soll ein Uberblick gegeben werden iiber den Aufbau dieser Methode und die
restlichen Kapitel dieser Arbeit.

Kapitel 3 beinhaltet alle notwendigen Definitionen und Resultate iiber Ordnungen. Dabei
ist die Diskriminante d(O) einer Ordnung O von besonderem Interesse, da Lemurells Metho-
de auf folgenden zwei Ergebnissen beruht: Sei R ein Dedekindring, dessen Quotientenkorper
K ein globaler Korper ist. Dann ist die Diskriminante einer maximalen R-Ordnung in einer



zentralen, einfachen, n2-dimensionalen K-Algebra A eindeutig und zwar genau die n-te Po-
tenz der Diskriminante d(A) der Algebra (Satz 3.9). Sind weiters O C O’ zwei R-Ordnungen
in A, die eine Basis besitzen, so erfiillt die Determinante [O’ : O] der Ubergangsmatrix der
Basen folgende Gleichung;:

d(0) =[0": 02 d(O")

(Lemma 3.8). Kennt man nun die Diskriminante einer Ordnung mit Basis, so kennt man
auch die Determinante der Ubergangsmatrix zu einer maximalen Ordnung mit Basis (sofern
eine solche existiert). Aus diesem Grund schliefit dieses Kapitel mit der Berechnung der Dis-
kriminante der Ordnung O¢ in einer Normrestalgebra As(a,b| K) iiber einem algebraischen
Zahlkorper K, die von der Standardbasis {u'v?,0 <4,j <n — 1} von A¢(a,b| K) iiber dem
Ring der ganzen Zahlen R erzeugt wird.

Kapitel 4 behandelt das Hilbertsymbol und dessen Eigenschaften. Die Definition ent-
stammt der Klassenkdrpertheorie und setzt einen lokalen Koérper K mit maximalem Ideal p
voraus, der die n-ten Einheitswurzeln u,, enthélt. Das n-te Hilbertsymbol ist eine Abbildung
auf diesem Korper:

<];> K* x K* — .

ab
p
Normrestalgebra A¢(a,b| K) parametrisiert, wenn die Restkorpercharakteristik kein Teiler

von n ist. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so gibt es keinen offensichtlichen Weg diesen
Zusammenhang nachzuweisen. Darum fehlt die Moglichkeit, das Verzweigungsverhalten von
Normrestalgebren bei den Stellen zu vergleichen, die das Ideal (n) teilen.

Kapitel 5 beschiiftigt sich mit Quaternionenalgebren. Hier werden die bisherigen Ergebnis-
se zu einem Beweis des ersten oben erwéhnten Theorems zusammengesetzt (etwas ausfiihr-
licher als in Lemurells Artikel). Erfiillt eine Quaternionenalgebra Q die Voraussetzungen
des Theorems, so kann man eine isomorphe Algebra Q(a,d | K) konstruieren, wobei a ein
geeignetes Primelement ist und d ein Erzeuger der Diskriminante der Algebra O mit den
vorausgesetzten Eigenschaften. Der Beweis der Isomorphie beruht hauptséchlich auf dem
Hilbertsymbol. Wegen des Zusammenhangs des zweiten Hilbertsymbols mit quadratischen
Formen lésst sich hier das Verzweigungsverhalten auch bei den Stellen kontrollieren, die
das Ideal (2) teilen (siehe Abschnitt 5.2 Quadratischer Defekt). Wendet man die Resultate
aus Kapitel 3 auf diese neue Algebra an, so siecht man, dass sowohl die Diskriminante der
Ordnung O als auch die Determinante der Ubergangsmatrix von einer maximalen Ordnung
mit Basis, die O enthilt, zu O; besonders einfach aussehen. Daraufhin gelingt es Lemurell
Basiselemente zu finden, die die gewiinschten Gleichungen erfiillen und damit eine maximale
Ordnung in Q(a,d| K) erzeugen.

Kapitel 6 widmet sich nun der Aufgabe, die eben dargelegte Methode Lemurells auf Norm-
restalgebren zu verallgemeinern, soweit dies moglich ist. Dazu wird als erstes in Anlehnung
an Kapitel 5 zu einer gegebenen Normrestalgebra A iiber einem algebraischen Zahlkérper K
eine isomorphen Algebra A¢(a,d| K) konstruiert, wobei d wieder einen Erzeuger der Diskri-
minante d(.A¢) bezeichne, die als Hauptideal vorausgesetzt ist. Mit Hilfe des Hilbertsymbols
kann man das Verzweigungsverhalten der Algebren iiberall vergleichen, aufler bei den Stel-
len, die (n) teilen, darum verlangt man weiters, dass A¢ bei diesen Stellen zerfillt, siehe
Theorem 6.2. Wahrend sich dieses Resultat noch unabhéngig vom Grad der Algebra bewei-
sen lésst, erweist es sich bei der Betrachtung von Ordnungen in der Algebra As(a,d| K) als
erhebliche Erleichterung, wenn ihr Grad eine Primzahl ist und d eine (n — 1)-te Wurzel §

Es wird gezeigt, dass das n-te Hilbertsymbol ( ) die Isomorphieklasse der n?-dimensionalen
n



Einleitung

im Ring der ganzen Zahlen R in K besitzt. In diesem Fall lédsst sich die Determinante der
Ubergangsmatrix einer maximalen Ordnung ©,, mit Basis zu O¢ als Produkt ganzer Zah-
len und einer Einheit in R schreiben. Darauf folgt der schwierigste Teil dieser Arbeit, das
Finden von Elementen, die die eben erwihnte Gleichung erfiillen und somit eine maximale
Ordnung erzeugen. Auch hier hilft es, zunéchst fiir die ersten Spezielfille eine Losung zu
suchen, also fiir 3%-dimensionale und 52-dimensionale Normrestalgebren. Hat man erst in
diesen Féllen Basiselemente einer maximalen Ordnung in A¢(a,d | K) gefunden, lasst sich
an diesen eine allgemeine Losung ablesen. Allerdings ist etwas mehr Aufwand notwendig um
nachzuweisen, dass die gefundenen Elemente eine maximale Ordnung erzeugen. Vor allem
die Berechnung der Determinante der Ubergangsmatrix benétigt einige zusitzliche Uberle-
gungen. Bei genauer Betrachtung der ersten Spezialfille bemerkt man, dass sich die Basis
der maximalen Ordnung und die Basis von O, in bestimmter Weise anordnen lassen, sodass
die Ubergangsmatrix obere Dreiecksform hat. Der Beweis dieser Tatsache im Allgemeinen
liefert zugleich die Eintrdge der Hauptdiagonale und mit einiger weiterer, elementarer Re-
chenarbeit folgt das finale Ergebnis dieser Arbeit. Die Elemente erzeugen eine Ordnung mit
Basis, die maximal ist. Das heifit unter obigen Voraussetzungen ist es gelungen, Lemurells
Methode auf Normrestalgebren zu verallgemeinern.



1 Grundlagen

Dieses Kapitel beinhaltet alle wesentlichen Definitionen und Resultate, auf die die vorliegen-
de Arbeit aufbaut. Um sich in diese grundlegenden Gebiete einzulesen, sind vor allem die
Werke von J. Neukirch [Neu99] und I. Kersten [Ker07] zu empfehlen.

1.1 Bewertete, vollstandige und lokale Korper

Ist A eine Algebra iiber einem algebraischen Zahlkorper K, so interessiert man sich auch fiir
die Struktur von A iiber Vervollstandigungen von K. Dort tauchen folgende Begriffe auf:

Definition 1.1. Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkérper Quot(R) = K und sei A eine
zentrale, einfache K-Algebra. Bezeichne mit K, die Vervollstindigung von K an der Stelle
v und mit A, = K, @k A die Algebra iiber K,. Nach dem Struktursatz von Wedderburn
gibt es eine Divisionsalgebra D,,, [D, : K,] = m?2, sodass A, = M, (D,). Man nennt r, die
lokale Kapazitit und m, den lokalen Index von A bei v und man sagt A verzweigt bei v,
wenn m, > 1, bzw. A zerfallt bei v, wenn m, = 1. Ist n der Grad von A iiber K, so gilt
offensichtlich n = s, - m,.

Um mit Algebren iiber Vervollstdndigungen von Zahlkérpern oder allgemeiner iiber lokalen
Korpern arbeiten zu kénnen, seien hier alle Definitionen und Resultate, die spéter gebraucht
werden, zusammengefasst, sieche auch [Neu99, Chapter II, The Theory of Valuations, S.99-
S.182]. Um Unklarheiten zu vermeiden, sei darauf hingewiesen, dass Neukirch und die mei-
sten anderen Autoren, auf die sich diese Arbeit bezieht, unter einem lokalen Koérper einen
diskret bewerteten, vollstandigen Korper mit endlichem Restklassenkorper verstehen und im
Folgenden mit dieser Definition gearbeitet wird.

In einem lokalen Kérper K bezeichne mit R den Bewertungsring, mit p das eindeutige
maximale Ideal in R und mit p die Restkorpercharakteristik.

Lemma 1.2. Die multiplikative Gruppe eines lokalen Korpers lisst sich zerlegen in
K* = <7T> X Hg—1 X U(l),

dabei ist © ein Primelement in R, (1) = {n* k € Z}, q die Michtigkeit des Restklas-
senkdrpers k = R/p, weiters p,—1 die Menge der (q—1)-ten Einheitswurzeln und UV = 14+p
die Einseinheitengruppe. Insbesondere enthdlt K die (¢ — 1)-ten Finheitswurzeln.

Beweis. [Neu99, 5.3 Proposition, S.136] O

Gilt weiters p, € K und p t n, so ist pr : u, — k*,¢ — ¢ mod p injektiv und damit
fn C ptg—1 und n | ¢ — 1.

Lemma 1.3. Gilt ptn und x € K*, so ist die Korpererweiterung K({/x)/K genau dann
unverzweigt, wenn r € R* - K*™.

Beweis. [Neu99, 3.3 Lemma, S.335] O
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Satz 1.4 (Normensatz). Sei K ein lokaler Kérper mit Bewertungsring Rx und L eine
endliche, unverzweigte Koérpererweiterung von K mit Bewertungsring Ryp. Dann ist jede
FEinheit x € R}, Norm eines Elements z € R} .

Beweis. [Ker07, 13.5 Normensatz, S.118] O

Satz 1.5 (Approximationssatz). Seien | |1,...,| |» paarweise indquivalente Absolutbetrige
auf einem beliebigen Korper K und seien Elemente a1,...,a, € K gegeben. Dann existiert
fiir jedes € > 0 ein x € K, sodass gilt

|l‘ — ai\i <eVi=1,..,r
Beweis. [Neu99, 3.4 Approximation Theorem, S.117] O

Folgender Satz liefert zum einen Hensels Lemma, auf das sich viele Aussagen in dieser Arbeit
stiitzen, und zum anderen ein Korollar, das immer dann hilfreich sein wird, wenn Hensels
Lemma nicht zur Anwendung kommen kann.

Satz 1.6. Sei K ein diskret bewerteter, vollstindiger Kérper mit Bewertungsring R und
mazimalem Ideal p in R. Seien go(X), ho(X), f(X) Polynome in R[X], sodass

deg f(X) = deg go(X) + deg ho(X)

und sodass f(X) und go(X) - ho(X) den gleichen Leitkoeffizienten besitzen.
Sei weiters die Resultante

R(go, ho) # 0 mod p>*1 und f(X) = go(X) - ho(X) mod p****
fir ein s > 0. Dann existieren Polynome g(X), h(X) in R[X], sodass
deg go(X) = deg g(X), degho(X) = degh(X), f(X) = g(X)-h(X)

und

9(X) = go(X) mod p**', h(X)=ho(X) mod p**!
Beweis. [Fes93, Ch. II, 1.1, Proposition, S.29] O

Korollar 1.7 (Hensels Lemma). Seien K ein vollstindiger Kérper und p und R wie im Satz
und sei k := R/p der Restklassenkirper von K. Sei f(X) € R[X] ein normiertes Polynom,
das modulo p eine Faktorisierung

F(X)=g(X) - h(X) modp

in relativ prime Polynome §(X), h(X) € k[X] besitzt. Dann existieren normierte Polynome
9(X),h(X) € R[X], sodass gilt
F(X) = g(X)h(X),

g(X)=g(X) modp wund h(X)=h(X) modp.

Beweis. [Fes93, Ch. II, 1.1, Corollary 1, S.30] O
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Korollar 1.8. Seien K ein vollstindiger Korper und p und R wie im Satz und seien s € N
und f(X) € R[X]| normiert. Gibt es ein Element o € R mit

f(a) =0mod p***, f/(@) # 0 mod p**',
dann existiert auch ein Element a € R, fir das gilt
a = amod p**! und f(a) = 0.
Beweis. [Fes93, Ch. II, 1.1, Corollary 2, S.30] O

Eines der Hauptresultate dieser Arbeit stiitzt sich auf Eigenschaften der schmalen Klas-
sengruppe, eine Verallgemeinerung der Idealklassengruppe, sieche [Mac03, Definiton 0.6.9 &
0.6.10, S.28] und [Nar74, Ch. III, §2, S.92].

Definition 1.9. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, R der Ring der ganzen Zahlen in K
und sei 2 die Menge aller Stellen von K. Ein Modulus in K ist ein formales Produkt

M=T[w®
peQ

iiber alle Stellen von K, sodass gilt v, € Ny und v, > 0 fiir nur endlich viele Stellen p.
AuBerdem gelte fiir alle komplexen Stellen v, = 0 und fiir alle reellen Stellen v, = 1,0. Sei
a € K*. Man schreibt

a="1 mod M

wenn gilt
e ac Ryund a=1 mod p*®) fiir alle endlichen Stellen p mit v(p) > 0,

e o(a) > 0 fiir alle Einbettungen o, die einer unendlichen Stelle p von K entsprechen
und fir die gilt v(p) = 1.

Bezeichne mit Ix (M) die Gruppe der gebrochenen Ideale, die relativ prim sind zu allen
Primidealen, deren Stellen M teilen und mit Pg (M) die Gruppe der gebrochenen Haupt-
ideale {aR | a =* 1 mod M}. Dann definiert man die schmale Klassengruppe mit Modulus
M als den Quotienten I (M)/Pg(M).

Wihlt man den Modulus M so, dass gilt v(p) = 1 fiir alle reellen Stellen p, so erhilt man
folgendes Korollar:

Korollar 1.10. In jeder Klasse von I (M)/Pg(M) liegen unendlich viele Primideale.

Beweis. [Nar74, Korollar 7 zu Proposition 7.8., S. 323] O

1.2 Zyklische Algebren

Wie im néchsten Kapitel noch gezeigt wird, hingen die Algebren, die in dieser Arbeit be-
handelt werden, die sogenannten Normrestalgebren, eng zusammen mit zyklischen Algebren
und erben von ihnen einige niitzliche Eigenschaften, die hier kurz zusammengefasst werden.
Siehe dazu [Ker07, 10 Zyklische Algebren, S.70-S.77]
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Definition 1.11. Man nennt eine zentrale, einfache Algebra A iiber einem Koper K zyklisch,
wenn sie eine Galoiserweiterung L von K enthélt, deren Galoisgruppe G(L/K) zyklisch ist
und fiir die gilt dimg L = dimpA.

Satz 1.12. Sei A eine n?-dimensionale, zyklische K-Algebra, L die enthaltene zyklische
Galoiserweiterung tiber K vom Grad n und o ein erzeugendes Element der Galoisgruppe
G = {0%,1 < i < n}. Dann ezistiert ein u € A*, sodass 1,u,...,u" ! eine Basis von A iiber
L bilden und es gilt:

w-xz=o(z) u firalexel

u" =ra€ K"
Beweis. [Ker07, 10.2 Struktursatz, S.82] O

Satz 1.13. Sei L eine Galoiserweiterung eines Korpers K vom Grad n mit zyklischer Ga-
loisgruppe {o*,1 < i < n}. Dann gibt es zu jedem a € K* eine zyklische K-Algebra A fiir
die gilt

u-x=o(x)-u VeeL wund u"=a

Man schreibt A =: (L/K,o0,a) und (L/K,o,a) entspricht genau dem verschrinkten Produkt
(L/K,G,~,), wobei der 2-Kozykel v, : G X G — L* definiert ist durch

1, fallsi+j<n
a, fallsi+j>n

Va(aia Jj) = {
fiir0 <1i,j < n—1. Weiters ist jede K-Algebra B = @?:_01 Lvt, diev™ = a undv-z = o(z)-v
fir alle x € L erfillt, isomorph zu (L/K,0,a).
Beweis. [Ker07, 10.3 Existenzsatz, S.83] O

Lemma 1.14. Seien L und o wie oben und a,b € K*. Dann sind folgende Algebren dhnlich
(L/K,0,a) ®k (L/K,0,b) ~ (L/K,0,ab).
Das heifit es existieren r,s € N, sodass gilt
(L/K,0,a) ®k (L/K,0,b) @k M,(K) = (L/K,0,ab) @ Ms(K).
Beweis. [Ker07, 10.4 Multiplikativitét, S.84] O
Lemma 1.15. Seien L und o wie oben. Dann gilt fir a,b € K*
(L/K,0,a) = (L/K,0,b) <= 3Jx € L* mita=np/k(x) b

Beweis. [Ker07, 10.5 Isomorphiekriterium, S.84] O



2 Normrestalgebren

2.1 Konstruktion und allgemeine Eigenschaften

Die Algebren, die in dieser Arbeit im Mittelpunkt des Interesses stehen, sind die sogenannten
Normrestalgebren, die als Verallgemeinerung der Quaternionenalgebren aufgefasst werden
konnen. Dieses Kapitel beschéftigt sich mit deren Konstruktion und allgemeinen Eigen-
schaften, die weitestgehend unabhéngig vom zu Grunde liegenden Korper sind, mit deren
Zusammenhang mit zyklischen Algebren und im Weiteren mit der speziellen Struktur von
Normrestalgebren iiber algebraischen Zahlkérpern und lokalen Korpern. Siehe auch [Ker(07,
14 Normrestalgebren, S.125].

Seien K ein Korper und n > 1 eine ganze Zahl, sodass char K kein Teiler von n ist und
sodass K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthilt. Seien a,b € K* gegeben. Betrachte
die kommutative K-Algebra R = K[X]/(X™ — b) mit K-Basis v', i = 0,...,n — 1, wobei
v:=X + (X™ —b). Die Abbildung

n—1 n—1
w:R— R, E a; vt — Z a;C'v’
=0 i=0

ist ein Automorphismus der Ordnung n von R als K-Algebra.

Mit Hilfe von w definiert man einen Schiefpolynomring R, [Y] mit folgender Multiplikation
(D)) (Xonv?) = 3 aw' )y
i>0 >0 i,j>0
wobei a;,b; € R. Die Ringaxiome sind leicht nachzupriifen. Fiir r € R gilt:
Y-r=w(r)-Y und
Y'or=w"(r)- Y"=r-Y",

also liegt Y™ im Zentrum und (YY" — a) ist ein zweiseitiges Ideal in R,[Y]. Damit ist
R,[Y]/(Y™ —a) =: A¢(a,b| K) ein Ring und freier R-Modul mit R-Basis u’, i =0,...,n — 1
wobei u:=Y + (Y™ — a).
Fiir w und v und 0 < 4,5 <n — 1 gilt:

u”:a-lAC, v”:b‘lA4

und wv = w(v) - u = Cvu.

Per Induktion zeigt man:
u'v! = Tolut fir 1 <4, < n.



2 Normrestalgebren

Damit bilden die Elemente u’v/, 0 < 4,5 < n — 1 eine Basis von A¢(a,b|K) iiber K und
Ac(a,b| K) ist eine K-Algebra der Dimension n?, genannt die Normrestalgebra zu a,b iiber
K.

Lemma 2.1. Die Normrestalgebra Ac(a,b| K) zu a,b € K* ist zentral und einfach.

Beweis. 1. Sei x € Z(A¢(a,b| K)), v = Z?;:lo aijuivs. Es gilt

U-T = (Z aijCjuivj) = <Z aijuivj) - U

Da a,b # 0 gilt a;; = 0 fiir j > 0 und = hat die Form = = Z?;ol a;u’. Da aber auch

U= - (Z%’Ciui) =v- (Zaiui),

gilt fiir ¢ > 0 auch a; = 0 und x = q¢ - 1 A; € K- -1 Ac- Umgekehrt liegt offensichtlich
K -1, C Z(A¢(a,b] K)) im Zentrum.

2. Sei I # (0) ein zweiseitiges Ideal in A¢(a,b| K) und I > z = 3 aju'v?, x # 0. Sei
supp(x) == {(i,]) | ai; # 0} der Tréger von z. Falls |supp(z)| = 1, so ist z = a;;u'v’
eine Einheit mit Inversem v"~Ju"~%(a;jab)~'. Deshalb sei 1 < |supp(x)| minimal an-
genommen. Setze

=Pz —zv = Z(Ck - Ci)aij cvuted,

wobei k so gewihlt sei, dass ein [ existiert, sodass (k,l) € supp(x). Dann ist 2/ € T
und falls nicht gilt a;; = 0 fur alle ¢ # k, so ist 2’ # 0 und |supp(2’)| < | supp(z)|. Ist
' =0, so setze

2" = Clau —ux = Z(Cl - Cj)al-j ~utvlu

Dann ist 2’ # 0, da sonst | supp(z)| = 1, und 2" hat echt kleineren Triiger als x. Da der
Trager von x minimal gewéahlt war, ist das ein Widerspruch und es gilt I =A¢(a,b| K).
[

Lemma 2.2. Sei K wie oben mit primitiver n-ter Einheitswurzel ( und a,b € K*. Ist A
eine K -Algebra mit Elementen x,y € A, sodass gilt " = a,y™ = b und xy = (yx, dann gibt
es einen injektiven K-Algebrenhomomorphismus

p:Ac(a,b|K) — A mit pu) =2 und ¢(v)=1y.

Beweis. Da die Elemente u’v7,0 < 4,7 < n—1 eine Basis von A¢(a,b| K) als K-Vektorraum
bilden, existiert eine lineare Abbildung ¢ von K-Vektorrdumen mit ¢(u‘v/) = ziys. Offen-
sichtlich ist ¢ multiplikativ und, da A¢(a,b| K) einfach ist, auch injektiv. O

Korollar 2.3. Im Falln = 2 ist A_1(a,b| K) zur Quaternionenalgebra Q(a,b| K) isomorph.

Beweis. Bezeichne mit {1,4,7,k} die Standardbasis von Q(a,b| K). Dann gilt i> = a,j? = b
und ij = —ji, und die Aussage folgt sofort aus dem letzten Lemma. O

Lemma 2.4. Ist n eine Primzahl, so ist Ac(a,b| K) eine Divisionsalgebra oder isomorph
zu My (K).
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2.1 Konstruktion und allgemeine Eigenschaften

Beweis. Da es nach dem Struktursatz von Wedderburn zu jeder einfachen, endlich dimensio-
nalen K-Algebra A eine Divisionsalgebra D iiber K und eine natiirliche Zahl r gibt, sodass
A= M, (D), gilt n? = dimg A¢(a,b| K) = r?dimg D. Da n eine Primzahl ist kénnen nur
die Fille r = 1 oder r = n auftreten. Im ersten Fall ist A¢(a,b| K') isomorph zur Divisions-
algebra D, im zweiten Fall zu M, (K). O

Mit Hilfe von Lemma 2.2 lassen sich einige wichtige Eigenschaften der Normrestalgebren
zeigen:

Satz 2.5. Seien K ein Korper, n € N teilerfremd zu char K und K enthalte eine primiti-
ve n-te Einheitswurzel (. Weiters sei A¢(a,b| K) die n?-dimensionale Normrestalgebra zu
a,b € K*. Dann sind als Algebren isomorph:

1. A¢(a,b| K) = Ac(N'a, b | K) fiir alle A\, pn € K*
2. Ac(a,b|K) = Ac(a, (—1)"tab| K) 2 Ac((—1)"tab,b| K)
3. Ac(a,b| K) =2 Ac(b" ! a| K) = Ac(b,a" 1 | K)

Beweis. 1. Seien uw,v € A¢(AN"a,p"b| K) mit u” = A"a,v™ = p"b und wv = (vu. Dann
sind e1 = A'w und ey = p~ v Elemente in A¢(A"a, u"b| K) fiir die gilt e} = a und
ey = b. Wegen Lemma 2.2 und Dimensionsgleichheit gilt A¢(a,b| K) = A¢(A"a, p"b| K).

2. Seien u,v € A¢(a,(—1)""tab| K) mit " = a,v" = (—=1)""tab und uwv = (vu. Die

Elemente e; = u und ey = o~ 'u""'v erfiillen ejes = v = Ceszeq und e;” = a. Es gilt

o = Cn(nfl)/Qafnun(nfl)vn _

Cn(n—l)/Qa—nan—l (—l)n_lab.

Dabei ist ¢™("=1)/2 gleich 1, falls n ungerade ist, und gleich —1, falls n gerade ist. Daher
gilt e2™ = b und wie oben folgt A¢(a, (—1)"'ab| K) = A¢(a,b| K).

Die zweite Aussage A¢(a,b| K) = A¢:((—1)""'ab,b| K) erhélt man mittels der Elemen-
te e1 = b 'uv™ ! und ez = v wobei u, v die Erzeuger von A¢((—1)""1ab,b) sind.

3. Seien u,v € A¢(a,b| K) mit u" = a und v" = b. Die Elemente e; = v"~! und e2 = u
erfilllen ;™ = 0" L ex” = a und ejes = V" lu = Cese; und analog zu oben gilt
Ac(a,b| K) = Ac(b" 1 a| K). Die Elemente e; = v,e3 = u™ ! liefern A¢(a,b|K) =
Ag(b, a1 ‘ K)

O

Ist K ein algebraischer Zahlkorper, so folgt aus dem ersten Punkt des Satzes, dass a und b
immer im Ring der ganzen Zahlen R angenommen werden kénnen, da fiir alle o/, € K* =
Quot(R)* passende p,v € R existieren, sodass p"a’ und vV’ in R liegen.

Betrachte nun die Galoiserweiterung L = K (/b). Dann ist L Zerfillungskérper von A¢(a,b| K)
und ein Algebrenisomorphismus

Ac(a,b| K) @k L= Ac(a,b| L) — My (L)

11



2 Normrestalgebren

ist gegeben durch die Zuordnung

0O --- 0 a Cn—l 0 e 0

1 -~~~ 00 0 n—2
u—U=1]. o und vV = b ¢

0 --- 10 0 1

Man kann leicht nachrechnen, dass U" = a, V"™ = b und UV = (VU. Wegen der Dimensi-
onsgleichheit folgt die Isomorphie als L-Algebren.

Enthilt K eine n-te Wurzel von b, gilt also A¢(a,b|K) = M,(K) und iiber den Isomor-
phismus A¢(a,b| K) = A:(b"!,a| K) erhilt man das gleiche Ergebnis, falls K eine n-te
Wurzel von a enthélt.

Auch fiir Teiler » von n erhilt man einen Isomorphismus zu einer Matrizenalgebra, falls
K eine r-te Wurzel von a oder b enthélt.

Satz 2.6. [Ker07, 14.4, Lemma (ii), S.127]
Sind K ein Korper und n € N, sodass char K t n und K eine primitive n-te Einheitswurzel
C enthdlt, so gilt fiir alle Teiler v von n

Ac(a. b | K) = M, (A (a,b] K)) = Ac(a”,b| K)

wobei A¢r(a,b| K) die (n/r)?-dimensionale Normrestalgebra zu a,b mit primitiver n/r-ter
FEinheitswurzel (" ist.

Beweis. Sein = mr. Dann ist (" eine primitive m-te Einheitswurzel. Die Algebra A:r(a,b| K)
hat erzeugende Elemente u und v fiir die gilt 4 = a,v" = b und wv = ("vu. Setze in
M;(A¢r(a,b]| K))

0 0 u w0 - 0

1 - 00 0 (%
U=1|. . L und V = .

0O --- 1 0 0 v

Dann gilt U" = (U")™ = 4™ = a und V" = 0" = b" sowie UV = (VU und aus Lemma 2.2
und Dimensionsgleichheit folgt der erste Teil der Behauptung.

Aus Satz 2.5 Punkt 3. und A (0" a | K) 2 Aer (0™t a| K) erhilt man den zweiten Teil
der Aussage. O

Daraus lassen sich weitere FEigenschaften ableiten:
Korollar 2.7. Sei a in K*. Dann gilt:
1. A¢(a,—a | K) = M, (K)

2. Ac(a,a| K) =2 My(K) fir n ungerade und
Ac(a,a| K) = Mn/z(Q(a,C | K)) fiir n gerade.

Beweis. 1. Wegen Satz 2.5 ist A¢(a,—a|K) = Ac(a,(—1)""}(—a/a)| K), also gleich
Ac(a, 1K) =2 M, (K) fiir n gerade und gleich A¢(a,—1]K) = Ac((-1)"1,a|K) =
Ac(1,a| K) = M, (K) fiir n ungerade.

12



2.2 Normrestalgebren als zyklische Algebren

2. Ebenso ist A¢(a,a| K) = A¢(a,(—1)""ta/a| K), also gleich
Ai(a, 1K) = M,(K) fiir n ungerade und gleich A¢(a,—1|K) = A¢(a,(? | K) =
M, 5(Q(a, (| K)) fiir n gerade nach Satz 2.6.
O

2.2 Normrestalgebren als zyklische Algebren

Wie die Konstruktion schon vermuten lésst, sind Normrestalgebren d&hnlich zu zyklischen Al-
gebren und erben dadurch einige grundlegende Eigenschaften, die im Weiteren oft gebraucht
werden.

Satz 2.8. [Ker(07, 14.5,Satz (i), S.128]
Seien K ein Korper und n € N, sodass char K 1 n und K eine primitive n-te Einheitswur-

zel ¢ enthilt. Sei A¢(a,b| K) die n*-dimensionale Normrestalgebra zu a,b € K*. Dann ist
Ac(a,b| K) dhnlich zur zyklischen Algebra (K (/b)/K, o, a) mit passendem o € G(K(V/b)/K).

Beweis. Seien L := K(V/b),m =[L: K] und d = - Dann ist
(Vb)™ =ce K* und ¢? =b.
Daher gilt L = K(%/c) und L ist eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe, die

erzeugt wird von
o: e Cd e

Aus der Definition zyklischer Algebren und Satz 1.13 folgt nun, dass die m?-dimensionale
Normrestalgebra A.a(a, c| K) eine zyklische Algebra ist, namlich (L/K, o, a). Nach Satz 2.6

gilt A¢(a,b| K) = My(Aca(a, c| K)) und die Ahnlichkeit ist gezeigt. O

Satz 2.9. Sei zusdtzlich zu obigen Voraussetzungen gefordert, dass K ein globaler oder
lokaler Korper ist mit mazimalem Ideal p im Bewertungsring R, sodass p 1 (n) und b & p.
Dann ist A¢(a,b| K) isomorph zu einer zyklischen Algebra.

Beweis. Zu zeigen ist, dass zu jedem b € K und zu passendem « € N, das nur Prim-
teiler besitzt, die auch n teilen, eine k-te Wurzel ¢ von b gefunden werden kann, sodass
X"™ — ¢ irreduzibel ist. Dann gilt im Beweis des obigen Satzes [K({/c) : K] = n und
(K({/c)/K,0,a%) = Ac(a”, c| K). Da wegen p { (n) die Voraussetzunge von Satz 2.6 erfiillt
sind, gilt weiter (K ({/c)/K,0,a") =A¢(a,b| K) .

Sei K ein lokaler Kérper mit Bewertungsring R und maximalem Ideal p, sodass gilt p { (n).
Existiert zu x € R* ein y € R* mit x = y", so ist klarerweise = 2" mod p fiir ein z € R*.
Da p t (n) liefert Hensels Lemma fiir alle Teiler r von n auch die Umkehrung:

x =1 fireiny € R* <= 2z = 2" modp fiir ein z € R*

Nach Lemma 1.2 enthélt K eine primitive (¢ — 1)-te Einheitswurzel ¢, ¢ die Méchtigkeit des
Restklassenkorpers, und es gilt n | ¢ — 1, da p 1 (n). AuBerdem gibt es fiir jedes Element
z € R* ein ¢ € pg—1, sodass gilt x = ¢’ mod p. Sei nun « die groftmaogliche natiirliche Zahl,
die ¢ — 1 teilt, nur Primteiler besitzt, die auch n teilen und sodass b € R* eine x-te Wurzel
y besitzt und sei v = %. Dann gilt

b= ("y)", firi=0,..,q—1.

13
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Ist y = (“modp,0 < o < g —1, so ist (My = ¢"FT*mod p. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

X" — Yy ist irreduzibel <= (“y hat keine 1-te Wurzel fiir alle Teiler r > 1 von n

— (""" hat keine r-te Wurzel fiir alle Teiler r > 1 von n <= ggT'(n,iy +a) = 1
Nach Konstruktion gilt ggT(«,y,n) = 1, da k groBtmoglich gewihlt war. Setze nun
i=]]q
q|n
qfa
wobei ¢ iiber alle Primzahlen laufe, und betrachte die Primteiler p von n:
e Gilt p| v, so ptyund pti, also p1f (a+ i)
e Gilt andererseit pfa, so p | i und p1 (a + i)

Damit haben n und « + iy keine gemeinsamen Teiler, also ist (“'y eine x-te Wurzel von b
und X" — (My ist irreduzibel. Die Behauptung folgt fiir lokale Korper.

Da das Polynom X" — z,z € K iiber einem globalen Kérper K nur reduzibel sein kann,
wenn es auch iiber jeder Vervollstindigung reduzibel ist, folgt die Aussage. O

Bemerkung. Der Satz gilt auch fiir lokale Korper K, wenn gilt p 1 (n),b € p, da man eine
Normrestalegbra A, iiber K auf die Form bringen kann A; = Aq(7/,u| K),u € R*,7 ein
Primelement in R, siehe nichster Abschnitt.

Satz 2.10. Seien K ein beliebiger Kéorper und n € N, sodass char K 1 n und sodass K
eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthdlt und seien a,a’,b,t/ € K*. Dann sind die n>-
dimensionalen Normrestalgebren A¢(a,b| K) und Ac(a',b| K) genau dann isomorph, wenn
es ein c € K(¥/b)* =: L* gibt mit o/ = nr/i(c) - a. Analog gilt A¢(a,b| K) = A¢(a,b' | K)
genau dann wenn es ein ¢’ € K({/a)* =: L' gibt mit b= np /(') - 0.

Beweis. Nach Lemma 1.15 gilt fiir zyklische K-Algebren: (K'/K,0,a) = (K'/K,0,d") ge-
nau dann, wenn ein ¢ € K’ existiert, sodass gilt @' = ng//k(c) - a und da A¢(a,b| K)
bzw. A¢(a/,b| K) dhnlich sind zu (L/K,0,a) bzw. (L/K,0,d), folgt aus Dimensionsgleich-
heit unter obigen Bedingungen die Isomorphie. Die zweite Behauptung ergibt sich aus der
Isomorphie A¢(a,b| K) = Ac(b,a" ! | K). O

Korollar 2.11. Es gilt:
Ac(a,b) = My(K) <= acnp (L") <=benp k(L")

Obige Uberlegung zu den zyklischen Algebren liefert auBerdem die Multiplikativitit der
Normrestalgebren, die im Weiteren noch wichtig sein wird.

Lemma 2.12. Seien a,a’,b,V/ € K*. Dann gilt:
1. Ac(a,b) ® Ac(d,b) ~ Ac(ad’,b)

2. Ac(a, b) ® Ac(a, b/) ~ A((a, bb/)

14



2.3 Normrestalgebren iiber lokalen Korpern

Beweis. Die Behauptungen folgen aus der analogen Aussage iiber die Multiplikativitdt von
zyklischen Algebren aus Lemma 1.14 und A¢(a,b| K) = My(K)®(L/K, 0, a) fiir einen Teiler
d von n und der Isomorphie A¢(a,b| K) = Ac(b,a™ ! | K). O

Aus dem Lemma erhilt man auch allgemein fiir r € N
Ac(ar, b) ~ Ac(a, b) &...Q Ac(a, b) ~ AC(CL, bT)

und wegen Dimensionsgleichheit A¢(a”,b) = A¢(a,b").

2.3 Normrestalgebren iiber lokalen Korpern

Uber lokalen Kérpern kann man die Isomorphieklassen der Normrestalgebren ganz genau
beschreiben. Sei also K in diesem Abschnitt stets ein lokaler Koérper mit zugehorigem Prim-
ideal p, Primelement 7, Bewertung v und Bewertungsring R und sei ¢ die Méchtigkeit des
Restklassenkorpers R/p. Sei weiter n € N, sodass char(R/p) 1 n und sodass K eine primi-
tive n-te Einheitswurzel ¢ enthélt. Jedes Element a in R lésst sich eindeutig schreiben als
a=ur®u € R*,a = v(a). Die n>-dimensionale Normrestalgebra A:(a,b| K) zua,b € R\{0}
ist daher gleich A¢(uam®, upm? | K) fiir eindeutig bestimmte uq, up € R*, 0 = v(a), B = v(b).

Nun ist die Normrestalgebra nach Lemma 2.12 dhnlich zum Tensorprodukt:

Ac(a,b| K) = A (uam®, upm? | K) ~
Ac(ta,up | K) @ Ac(ua, 7| K) © Ac(r®, (=1)%up | K) @ Ag(n®, (=m)7 | K)

Nach Korollar 1.3 ist K ( {/u,) eine unverzweigte Korpererweiterung, daher ist die erste Al-
gebra nach dem Normensatz 1.4 und Korollar 2.11 isomorph zu M, (K). Wegen der Multipli-
kativitdt und Korollar 2.7 gilt auch A (7%, (—7)? | K) & M, (K). Wegen der Eigenschaften

von Normrestalgebren aus Satz 2.5 und Lemma 2.12 gilt nun weiter:

Ac(a,b| K) ~ Ac(m,uy,? | K) @ Ac(m, (—=1)*Puf | K) ~
Ac(m, (1) Pugu P | K) = Ac(m, (1) *Pugn fulmP | K) =
Ac(m, (-1)*°b* /o’ | K).
Aus Dimesionsgriinden erhélt man die Isomorphie der Algebren
Ac(a,b| K) = Ag(m, (=1)*Pp%a P | K).

Suche nun «’ € N,k | ¢ — 1, sodass ' nur Primteiler besitzt, die auch n teilen, K eine x’-te
Wurzel uy, von (—1)*%b%/aP enthilt und X" — u,, irreduzibel ist. Die Existenz folgt aus dem
Beweis von Satz 2.9. Sei dann « € N die kleinste natiirliche Zahl, sodass gilt £ = ' mod n.

Dann ist
Uy = (—=1)*?b*/a®  mod K*"

und es gilt
Ac(a,b| K) =2 Ae (", up | K).

Im Folgenden soll deshalb die Struktur von Normrestalgebren der Form A (7™, u|K),
u € R* und X" — v irreduzibel n&her betrachtet werden.
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Satz 2.13. Sei K ein lokaler Korper mit Bewertungsring R und maximalem Ideal p und
sei n aus N, sodass die Restkirpercharakteristik char R/p kein Teiler von n ist und sodass
K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthdlt. Seien weiters m € N1 < m < n —1 und
u € R*, sodass K keine r-te Wurzel von u enthdlt fiir alle Teiler r > 1 von n. Dann gilt:

1. Ac(W,u| K) = My(K) fir alle v’ € R*.
2. Ac(n™,u| K) ist Divisionsalgebra, falls ggT(m,n) = 1.

3. A(m™u | K) = Md(ACd(Trm/d, u| K)) fiir ggT(m,n) = d und die (n/d)*-dimensionale

Normrestalgebra Aca (/4 | K) ist eine Divisionsalgebra.
Auflerdem sind alle n Algebren paarweise nicht isomorph.
Beweis. 1. Folgt aus dem Normensatz und Korollar 2.11.

2. Nach Satz 2.9 ist A¢(7™,u|K) isomorph zu einer zyklischen Algebra. Die Aussage
folgt dann aus [Rei75, 31.1 Theorem, S.264]

3. Folgt aus Satz 2.6 und Punkt 2.
Um eine Isomorphie zwischen zwei solchen Algebren A¢(m!,u|K) und Aq (7™, u|K),
1 <m <1< n—1 zu erhalten, miisste 7'~™ Norm eines Elements in L = K ({/u) sein, was
zu einem Widerspruch fiihrt. O

Ist also K die Vervollstéindigung eines algebraischen Zahlkérpers K an der Stelle p und sind
alle Voraussetzungen des Satzes erfiillt, so folgt, dass der grofite gemeinsame Teiler von n
und ~ wie oben genau der lokalen Kapazitét sy, von A¢(a,b| K) an der Stelle p entspricht.

Aus dem Beweis von Punkt 2 folgt in [Rei75, 31.1 Theorem, S.264], dass es bis auf Iso-
morphie genau ¢(n) verschiedene, zentralen Divisionsalgebren vom Grad n gibt, ndmlich
genau die Algebren A (7™, u|K) mit ggT(m,n) = 1. Daraus ergibt sich, dass es genau
n Isomorphieklassen von Normrestalgebren gibt, die durch die oben erwihnten Algebren
reprisentiert werden.
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3 Ordnungen

Das Ziel ist es maximale Ordnungen in Normrestalgebren zu finden. In diesem Kapitel sollen
deshalb die grundlegenden Definitionen und die Theorie, die spéater gebraucht wird, zusam-
mengefasst werden. Eines der Standardwerke auf diesem Gebiet ist [Rei75].

3.1 Norm und Spur

Sei K ein Korper und A eine m-dimensionale K-Algebra mit Basis b. Bezeichne mit M (y,)
die darstellende Matrix des Algebrenhomomorphismus ¢, : A — A,v — av beziiglich der
Basis b.

Definition 3.1. Man definiert {iber die iibliche Spur- und Determinantenabbildung von
Matrizen zwei Abbildungen A — K:
DieSpur von a:

Tra/k(a) == Tr(M(pa)),
und die Norm von a:
Na/k(a) == det(M(pa)).
Weiters definiert man das charakteristische Polynom p,(X) € K[X] von a:

Pa(X) := det(X - I, — M(¢a))
Bemerkung. 1. Wie schon aus der linearen Algebra bekannt, ist die Definition un-
abhéngig von der Wahl der Basis.
2. Ebenfalls bekannt ist die Identitéit
Pa(X) = X™ — Trp (@)X '+ .+ (=1)™ Ny k(a),
siehe [Rei75, S.3]

3. Ist fo(X) das Minimalpolynom von a, so gilt fo(X) | pa(X), siche [Rei75, 1.7 Theorem,
S.3].

4. Ist ein Integritéitsbereich R ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper K und A
eine endlich dimensionale K-Algebra, so ist ein Element a € A genau dann ganz {iber
R, wenn das charakteristische Polynom p,(X) in R[X] liegt. Siehe [Rei75, Exercise 1.,
S.7]

5. Aus den entsprechenden Eigenschaften von Spur und Determinante bei Matrizen erhélt
man:

Trajk(Aa+ pb) = ATrp k(a) + pTrax()  Trax(ab) = Tra k(ba)
Na/k(ab) = Ny /k(a) Ny (D) Na/k(Aa) = X" Ny g (a)
fir a,b € A, )\, u € K.
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3 Ordnungen

Ist A eine zentrale, einfache K-Algebra vom Grad n, so existiert bekanntlich eine Kérperer-
weiterung E von K, die A zerfillt, d.h. E ®x A = M,(F). Seinun h: E®@g A — M,(E)
ein Isomorphismus. Man definiert:

Definition 3.2. In einer zentralen, einfachen K-Algebra A vom Grad n nennt man die
Abbildungen A — K
tra/k(a) == Tr(h(1 ® a))

ny/k(a) := det(h(1® a))
die reduzierte Spur bzw. die reduzierte Norm von a und das Polynom
po(X) :=det(X - I, — h(1 ®a))
das reduzierte charakteristische Polynom von a.
Bemerkung. 1. Die Definitionen von reduzierter Spur und Norm sowie des reduzierten

charakteristischen Polynoms sind unabhéngig von der Wahl des Zerfillungskorpers F
und des Isomorphismus h, siehe [Rei75, Ch. 9a, S.113].

2. Es gilt
Tra/k(a) =n-try/k(a),
Na/k(a) =na/k(a)",
Pa(X) = (pa(X))"
und

Ph(X) = X" —trax(a) X"+ ..+ (=1)" np k().
Siehe [Rei75, Ch. 9a, S.115 f.].

3. Daraus ergibt sich:
tra/k(a+0) =tra/x(a) +tra/(b) najk(ab) =np/k(a)n/x(b)
tra/k(Aa) = X - trp x(a) ny/k(Aa) = A" -ny k(a)
tra/k(ab) = try k(ba)
flir a,b € A, )\ € K.

Beispiel : Quaternionenalgebren

In einer Quaternionenalgebra iiber einem Koérper K lassen sich Norm und Spur besonders
leicht berechnen. Sei dazu (1,4,7,k) die Standardbasis der Quaternionenalgebra
Q:=Q(a,b| K),a,b € K*. Wie im Kapitel 2.1 gezeigt wurde, ist K (v/b) Zerfillungskérper
von Q und die Bilder der Basiselemente unter h haben folgende Form:

h(1®i):<(1) 8),h(1®j):<_8/5 \%),hu@k):ﬁ(_ol g)

Damit ist das Bild eines Elements @ > x=z¢g-1+x1 -t + z9 - j + x3 - k gleich

<xo — 2oV a(ry + 1‘3\/5)>
T — 5E3\/5 o —1—:182\/5 ’
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3.2 Ordnungen

Nun lassen sich Norm und Spur berechnen

ng/k(r) = r2 — ax? — bal + abxl, tro k() = 20.

Eine kurze Rechnung zeigt:

ng/(r)=z-7, trox(r)=z+72
wobei T das konjugierte Quaternion T =xg-1—x1 -7 — x9 - j — x3 - k bezeichne.
Da z = —x + 2x¢ gilt, erhélt man folgende Gleichung
ng/k(r) =T = —2% 4+ 220 -
und damit
0=a® —trgk(x)z + ng/k(z) = py(z)
was mit der obigen Bemerkung iibereinstimmt.

Ist R ein Dedekindring und Q eine Quaternionenalgebra iiber seinem Quotientenkorper
K = Quot(R), so folgt daraus, dass ein Element z € Q ganz iiber R ist, wenn Norm und
Spur in R liegen.

3.2 Ordnungen

Sei R ein Dedekindring, K = Quot(R) der Quotientenkérper von R und A eine einfache,
m-dimensionale K-Algebra, deren Zentrum Z(A)/K tber K separabel ist.

Definition 3.3. Ein vollstindiges R-Gitter A in A ist ein endlich erzeugter R-Modul, fiir
den gilt K - A = A.

Eine R-Ordnung O in A ist ein vollstdndiges R-Gitter in A, das zusétzlich ein Ring mit
Einselement 1¢ ist, sodass gilt 10 = 14. Man nennt die Ordnung O mazimal, wenn sie in
keiner anderen Ordnung enthalten ist.

Satz 3.4. Sei O ein R umfassender Unterring von A, dessen Elemente ganz sind und fir
den gilt K -O = A. Dann ist O eine Ordnung. Umgekehrt erfillt jede Ordnung diese Eigen-
schaften.

Beweis. [Rei75, 10.3 Theorem, S.126] O
Beispiele. 1. Ist a € A ganz iiber R, so ist R [a] eine R-Ordnung in der K-Algebra K|a.
2. Ist A = M,,(K) der Matrizenring iiber K, so ist M, (R) eine Ordnung in A.

3. Ist A kommutativ, so ist der ganze Abschluss von R in A eine maximale Ordnung.
Dasselbe gilt fiir nicht kommutative Algebren, sofern der ganze Abschluss ein Ring ist.

4. Sei A ein vollstandiges R-Gitter in A. Dann definiert man die Linksordnung O;(A) =
{r € A|z-A C A} (siche [Rei75, Ch. 8, Definitions and examples, S.109]). Analog
kann man die Rechtsordnung O, (A) definieren.

Sei A weiterhin eine einfache, m-dimensionale K-Algebra, deren Zentrum Z(A)/K iiber K
separabel ist.
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3 Ordnungen

Satz 3.5. Es existiert mindestens eine mazimale R-Ordnung in A und jede R-Ordnung ist
in einer maximalen R-Ordnung enthalten.

Beweis. [Rei75, 10.4 Corollary, S.127] O

Definition 3.6. Die Diskriminante d(O) einer R-Ordnung O in A ist definiert als das Ideal
in R, das erzeugt wird von

{det(tra/k(zizj)i1<ij<m) | 1, s Tm € O}

Lemma 3.7. [Rei75, 10.2 Theorem, S.126]
Besitzt die R-Ordnung O eine R-Basis (21, ...,Tm), dann ist die Diskriminante gleich dem
Hauptideal

d(0) = det((tra/x (ziz;))i;) - R

Beweis. Setze d := det((tra/x(ziz;))i ;). Klarerweise gilt d - R C d(O). Sind andererseits
Y1, .--Ym € O, dann gibt es a;; € R mit y; = Z;nzl a;jxj. Fiir die Determinante gilt dann

det ((tra/x (ykyi))ri) = det((ZZa;malj tra /i (2 xj)) )

=1 j=1
= det ((trA/K(xixj))i,j) - det ((akzl)k,l)Q €d-R
Damit ist d(O) =d - R. O
Die néichsten zwei Sétze sind fiir das Vorhaben maximale Ordnungen zu finden essentiell.

Lemma 3.8. Seien O C O’ zwei R-Ordnungen in A, die eine R-Basis besitzen. Dann gilt

wobei (O : O] die Determinante der Ubergangsmatriz von der Basis von O zur Basis von
O bezeichne. Insbesondere stimmen die Ordnungen genau dann tberein, wenn ihre Diskri-
minanten tbereinstimmen.

Beweis. Seien (x1, ..., Zm) und (y1, ..., ym) Basen von O bzw. O. Dann existieren a;; € R,

sodass gilt y; = > "1 a;yz; und es ist [0 : O] = det((as;)i,;). Analog zum letzten Beweis
folgt die Behauptung. O

Satz 3.9. Sei R ein Dedekindring, dessen Quotientenkorper K ein globaler Korper ist und
sei O eine maximale R-Ordnung in einer zentralen, einfachen K-Algebra A vom Grad n.
Zu jedem Primideal p in R bezeichne Ky die lokale Kapazitit und my den lokalen Index von
A bei p. Dann gilt fiir die Diskriminante:

_ H p(mp—l)npn
p

Insbesondere ist die Determinante einer mazimalen Ordnung in A eindeutig.

Beweis. [Rei75, 32.1 Theorem, S.273] O
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3.3 Die Diskriminante von O

3.3 Die Diskriminante von O,

Betrachte nun wieder Normrestalgebren iiber einem algebraischen Zahlkérper K mit Ring
der ganzen Zahlen R. Zu n € N enthalte K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ und
Aci=Ac(a,b| K) bezeichne die n?-dimensionale Normrestalgebra zu a,b € R\ {0}. Wie
in der Konstruktion aus Abschnitt 2.1 seien u und v erzeugende Elemente von A iiber K
fiir die gilt ™ = a,v™ = b und uv = (vu.

Der von {u'v? | 0 < 4,5 < n — 1} erzeugte R-Modul genannt O ist offensichtlich eine
R-Ordnung in A¢. Um maximale Ordnungen suchen zu koénnen, die O; enthalten, ist es
nach Lemma 3.8 sinnvoll, die Diskriminante von O¢ zu kennen und um diese zu bestimmen,
muss man tr 4, /k (u*v?) berechnen. Nach Abschnitt 2.1 ist K (/b) ein Zerfillungskérper von

Acund b K(V/b) @ A¢ — M, (K (/b)) gegeben durch

0 0 a ¢l0 0

1 -~ 00 0 ("2
1u—U=1]. L , 1@ve=V="b .

0O --- 1 0 0 1

ist ein Isomorphismus. Offensichtlich ist die Spur von U und allen Potenzen U?,4 < n, gleich
0, ebenso wie die Spur von U‘V7,1 < 4,5 < n — 1. Die Spur von V ist gleich

n—1
tra x(V)=¥b-> ¢ =0.
j=0

Sei nun 1 < r < n — 1. Setze m = ggT'(n,r),t = -5 = -, (' = ("™ eine primitive s-te

Einheitswurzel, dann ist die Spur von V"
nl n-1 n-1 51
(V) = VD0 = VY = WS =m VY =0
7=0 =0 =0 =0

Dabher ist fiir 0 < 4, 5, k, I < n—1 die Spur trAC/K(uivj-ukvl) # 0 nur dann, wenn i+k € {0,n}
und j +1 € {0,n}. Genauer gilt:

n, wenn ¢ =j =k =m =0,
an, wenn j =1 =0,t+k = n,
trAC/K(uivj-uk Z)Z bn, Wenni:k:07j+l:n’

CYabn, wenni+k=mn,j+1=n,

0 sonst.

In jeder Spalte und in jeder Zeile der n? x n? Matrix (tr 4 . k(U7 - uFvl)) steht also genau
ein Eintrag und die Determinante ist

det((trAg/K@ivj Cukol))) = nn2an(n71)bn(n71)<$’
x € N. Damit ist die Diskriminante von O¢ bestimmt:

d(O¢) = (n"aDpm=Dyn . g,
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4 Das Hilbertsymbol

Das Verzweigungsverhalten von Normrestalgebren {iber algebraischen Zahlkérpern héngt
eng zusammen mit dem Hilbertsymbol iiber lokalen Korper, welches sich auf tiefgreifende
Resultate aus der Klassenkorpertheorie stiitzt, siche [Neu99, Ch.IV §5 - Ch.V §3], [Fes93,
Ch.IV §4-85]. Spéter wird das Konzept des Hilbertsymbols in trivialer Weise auch auf R und
C iibertragen.

Ist L eine Galoiserweiterung eines lokalen Korpers K, so bezeichne mit G(L/K)® den Quo-
tienten der Galoisgruppe G(L/K) modulo ihrer Kommutatoruntergruppe.

Satz 4.1. Sei L/ K eine endliche Galoiserweiterung von lokalen Kérpern. Dann gibt es einen
kanonischen Isomorphismus

ryi t G(L/K)™ = K*[np i L*
genannt die Reziprozititsabbildung. Ist L/ K unverzweigt so ist die Abbildung gegeben durch
TL/K(QOL/K) =m
dabei ist pr ¢ der Frobeniusautomorphismus von L/K und 7 ein Primelement in K.
Beweis. [Neu99, 1.2 Theorem , S.320, 5.7 Proposition, S.295] O
Invertiert man die Reziprozitidtsabbildung 7, erhélt man einen Morphismus
( ,L/K):K*— G(L/K)®,

genannt das lokale Normrestsymbol.Die Abbildung ( ,L/K) ist surjektiv und hat Kern
nr,ixL*. Uber das Normrestsymbol lésst sich nun das Hilbertsymbol definieren.

Definition 4.2. Sei p das eindeutige maximale Ideal im Bewertungsring eines lokalen
Korpers K und sei n aus N, sodass char K t n und K die n-ten Einheitswurzeln pu,, enthélt.
Das n-te Hilbertsymbol

(’) KX K — up
P/n

ist gegeben durch

(%b) _ (a, K(V)/K) (V)
P/ Vb '
Satz 4.3. [Neu99, S.334, Proposition 3.2] Finige FEigenschaften des Hilbertsymbols

(), (3, ()
' P NP, LV
a,bb’ _f(ap [ ad
2 (%), = (%), (%),
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4 Das Hilbertsymbol

p
ist Norm eines Elements der Korpererweiterung K(/a)/K,

3. <a’b> = 1 <= a ist Norm eines Elements der Korpererweiterung K(V/b)/K <= b
n

4. (a’1> = (ﬂ) = 1. Ist n ungerade, so gilt auch (a’a> =1.
5 <a,b> _ <b,a)—1 _ <b”‘1,a> _ (b,a“‘1>

6 <LJ)) _ <a,(—1)”*1ab) _ ((—1)"’1ab,b)

’ p n p n p n

Vgl. die Eigenschaften der n?-dimensionalen Normrestalgebra Ac(a,b| K) aus Satz 2.5 und
Korollar 2.7.

Beweis. Die Punkte 1. und 2. und die erste Aussage von Punkt 3. folgen direkt aus der
Definition. Die zweite Aussage von Punkt 3. folgt aus Punkt 5. und bezieht sich daher selbst
auf die erste Aussage von Punkt 3..

p
Sei nun x € K* sodass 2" —a # 0. Dann ist in der Korpererweiterung L := K () mit 4" = a

4. Nach Punkt 1. ist klar (a’1> = (“’1n> = <a’1>n =1

n—1

2" —a=[[@ -
=0
wobei ( eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Sei d = [L : K], d-m = n, dann existiert in
K ein Element c, sodass ¢™ = a und 7 = ¢. Die Norm von & — 'y ist np x(z — () =
H;l;é (x — ¢¥I™y). Insgesamt erhilt man

m—1

" —a= H nL/K(l‘ - Ci’Y)

=0

und 2™ — a ist Norm eines Elements in K (). Wahlt man x = 0, folgt —a ist Norm eines
Elements in K ({/a) und die erste Aussage ist gezeigt. Ist n ungerade, so ist —1 = np/x(—1)
Norm und damit auch (—1) - (—a) und die zweite Aussage folgt.

5. Mittels Punkt 4. lasst sich berechnen

(=), (5),- (39, (30), (59, (59),
(788) (22) - (=) -

-1
(b’a> . AuBlerdem gilt nach Punkt 1.
<b,a> <b”_17a> B <b”,a> B <b,a>n 1
P Nop oo U S e /),

- -1 — -1
und auch (b 1’“) = <b’a> . Analog folgt (M) = <bv“) )
p n P/ p n P/,

und damit (“';b> =
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6. Aus Punkt 1. und 4. folgt

und analog die zweite Aussage. O

Bemerkung. Mit Hilfe eben gezeigter Eigenschaften kann das n-te Hilbertsymbol (%’b)
n
tiber einem lokalen Korper K, dessen Restkorpercharakteristik kein Teiler von n ist, genau

wie die Normrestalgebra A¢(a,b|K) in Abschnitt 2.3 umgeformt werden.
Nach Punkt 1.,2.,4. und 5. des letzten Satzes und dem Normensatz gilt fiir a = w7,

b:ubﬂﬁ,ua,ub € R*:
a,b\ UgT®, upT? -
< p )n - ( p >n -
Ug, Up Ug, T 7%, (—1)Puy, T, (—m)f\
(), (50) () (5. -

s _<7r,<—1>a6u;3> (DY
P p 0 p

Es gilt also

(=), - (*57=)

unabhéngig vom gewéhlten Primelement.

Unter den obigen Voraussetzungen an den lokalen Kérper gibt es somit eine Parametrisie-
rung der Isomorphieklasse der n?-dimensionalen Normrestalgebra A¢(a,b| K) durch das n-te

Hilbertsymbol ( af) g

Satz 4.4. Seien n € N und K ein lokaler Korper mit Bewertung v, Bewertungsring R und
maximalem Ideal p, sodass die Restkorpercharakteristik char R/p kein Teiler von n ist und
sodass K eine primitive n-te FEinheitswurzel ( enthdlt. Seien a,b,c,d € K*. Dann gilt fiir
die n?-dimensionalen Normrestalgebren zu a,b bzw. zu ¢, d:

Ac(a,b| K) 2 Ac(e,d| K) <= (“;b> - <C;d>

Beweis. Bezeichne mit 7 ein Primelement, mit « := v(a), 5 := v(b),~y := v(c¢),d := v(d) und
mit L := K({/m). Da nach den Uberlegungen in Abschnitt 2.3 gilt

Aca,b| K) = Ac(m, (-0)*/(~a)’ | K) wnd  Ac(e,d| K) = Ac(m, (~d)"/(~¢)’ | K)

folgt

Ac(a,b|K) =2 A(c,d | K) <= 3z € L* mit E:z)); = ((:‘32 nrk ().
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4 Das Hilbertsymbol

Stimmen andererseits die Hilbertsymbole iiberein, so gilt wegen der letzten Bemerkung

(), - (59),- (5),- (55,

E:Z)); = nL/K(x) ) ((,W

Nach Satz 4.3 Punkt 2. und 3. muss ein z € L* existieren, sodass
Daher gilt

(a;;b>n _ <c;3d>n <= 3z € L” sodass E:Z)); = ((:‘2; np ()

und die Behauptung ist gezeigt.
O]

Auflerdem kann man in diesem Fall eine explizite Formel fiir das Hilbertsymbol angeben.
Wegen der Voraussetzungen an K und n gilt nach Lemma 1.2 und den Uberlegungen dazu,
dass n | ¢ — 1, wobei ¢ die Méchtigkeit des Restklassenkorpers ist, und jedes Element x in
R* besitzt eine Zerlegung « = w(X) - (z), wobei w(z) € py—1 und (z) € UMW) sind.

Satz 4.5. [Neu99, 3.4 Proposition, S.335]
Seien n, K, v, R und p wie im letzten Satz. Dann gilt fir a,b € K*

(%) = (o)

Beweis. Wegen der Bemerkung geniigt es den Fall zu betrachten wo b =u € R* und a =7
Primelement im Bewertungsring R. Da die Restkorpercharakteristik kein Teiler von n ist,
ist L = K({/u) eine unverzweigte Korpererweiterung. Nach Satz 4.1 gilt

(W,;“)n' Vit = (m, L/ K)(V/a) = 61 (V).

wobei ¢,/ der Frobeniusautomorphismus ist. Deshalb gilt

(W,U) _ ¢L/K(W) — Wq—l = a1/ = w(u)(q_l)/” mod p

p Yu

und da die beiden &ufleren Seiten dieser Gleichung Einheitswurzeln sind, folgt

(%) = w(u)@=V/" Aus der Bemerkung folgt die Behauptung. O

Da Normrestalgebren {iber algebraischen Zahlkérpern und deren Vervollstdndigungen von
Interesse sind und fiir endliche Stellen bereits der Zusammenhang mit dem Hilbertsymbol ge-
zeigt wurde, soll nun auch das Hilbertsymbol iiber R und C definiert werden. Dazu benotigt
man wieder das Normrestsymbol ( ,L/K): K* — G(L/K), L eine endliche Galoiserweite-
rung von K. Man {iberlege sich, dass die Abbildung nur im Fall K = R und L = C nicht
trivial ist. Aulerdem kann dieser Fall nur fiir n = 2 auftreten, da K eine primitive n-te
Einheitswurzel enthalten muss.

26



Definition 4.6. Definiere das Normrestsymbol
( ,C/R):R* — G(C/R)

als

(a,C/R)(v=1) = v/—1°"*,

Der Kern ist R} = n¢/rC*.
Analog zum lokalen Fall definiert man das Hilbertsymbol.

Definition 4.7. Sei K ein algebraischer Zahlkérper und n € N, sodass K die n-ten Ein-
heitswurzeln p,, enthélt. Bezeichne mit p eine unendliche Stelle von K. Definiere das n-te
Hilbertsymbol iber der Vervollstdndigung K, von K:

<];> P Ky x Ky — i,

(n0) - KON

Man beachte, dass fast immer gilt (aﬁb> = 1. Nur im Fall n = 2, die Stelle p reell und b < 0
n

ab 1—sgn(a)
! =(=1)""=2z .
(), =

Wie auch im lokalen Fall erfiillt das Hilbertsymbol die Eigenschaften aus Satz 4.3 und da
A¢(a,b| K) fur K =R oder C auler im Fall n = 2, K = R und a,b < 0 immer zerfillt, ldsst
sich auch Satz 4.4 auf den reellen und komplexen Fall erweitern:

gilt

Korollar 4.8. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢
enthdlt, und seien a,b,c,d € K*. Ist p eine unendliche Stelle, so gilt:

Aclab| Ky) = Agle.d| ) <= (“;b) _ (";d)

Korollar 4.9. Bezeichne mit p nun eine beliebige endliche oder unendliche Stelle von K.
Dann gilt fiir alle Stellen p:

A¢(a,b| Kp) zerfillt <= <“r’|b) =1

Beweis. Nach Korollar 2.11, Satz 4.3 Punkt 3. und Korollar 4.8 gilt fiir alle Stellen

. a,b
Ag(a,b] K) = My(K) <= a € nye gy (K (VD) )‘:><p) -

O

Folgendes Ergebnis aus der Klassenkorpertheorie wird spéter noch ein wichtiges Hilfsmittel
darstellen:
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4 Das Hilbertsymbol

Satz 4.10. Seien K ein algebraischer Zahlkérper und n € N,n > 2, sodass K die n-ten
Einheitswurzeln enthdlt. Bezeichne mit p sowohl eine Stelle von K als auch das mazimale
Ideal in K, im endlichen Fall und mit Q) die Menge aller Stellen. Dann gilt fir a,b € K*:

my), -

peQ

Beweis. [Neu99, S.414, Theorem 8.1] O

Im Fall n = 2 léasst sich das Hilbertsymbol mit Hilfe quadratischer Formen bestimmen:

Lemma 4.11. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, p eine endliche oder unendliche Stelle
und a,b € K*. Dann gilt:

b
<al; > =1 <= aX?+bY?% = Z? hat eine nicht triviale Lisung in K,.
2

Beweis. Nach Punkt 3. in Satz 4.3 ist (a];b>2 = 1 genau dann, wenn a Norm eines Ele-

ments der Kérpererweiterung Kp(\/l;) ist. Angenommen a ist Norm von z + yv/b, dann gilt
a=x?—y*b und (1,y,x) ist eine Lésung von aX? + bY2 = Z2. Sei umgekehrt (x1, 2, 73)

2
eine Losung. Ist z1 = 0, so sind x5, 23 # 0 und b = (i—i) ist ein Quadrat in K und

<a,b> B <a,:1731:2_1>2 _
P /2 b 2 '

2 2
Ist 1 # 0, dann ist a = <z—3> —b (I—2> Norm von 22 — 224/p, O
1 x1

x1
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5 Der Fall n = 2, Quaternionenalgebren

Wie in Korollar 2.3 bereits gezeigt wurde, stimmt im Fall n = 2 die Normrestalgebra
A_1(a,b| K) iiber einem Kérper K mit der Quaternionenalgebra Q = Q(a,b| K) iiberein.
Nach Lemma 2.4 konnen nur zwei Félle eintreten: entweder ist Q eine Divisionsalgebra oder
isomorph zur Matrizenalgebra Ms(K).

Satz 5.1. Sei Q = Q(a,b| K) mit a,b € K*. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. Q ist isomorph zu M2 (K), also keine Divisionsalgebra.
2. Es gibt ein Element y in L = K(v/b), sodass a = nr i (y) Norm von y ist.
3. Die quadratische Form aX? 4+ bY? = Z? hat eine nichttriviale Losung in K.

Beweis. 1. < 2. ist genau die Aussage von Korollar 2.11
2. & 3. lasst sich analog zu Lemma 4.11 beweisen. O

Satz 2.5 liefert in diesem Fall wohlbekannte Eigenschaften der Quaternionenalgebren.
Korollar 5.2. Seien a,b € K*

1. Q(a,b| K) =2 Q(a)?,bu? | K) fiir alle A\, u € K*,

2. Q(a,b| K) =2 Q(a,—ab| K),

3. Qa,b| K) = Q(b,a| K).

Das Ziel ist es maximale Ordnungen in Quaternionenalgebren iiber einem algebraischen
Zahlkorper zu bestimmen. Seien also K ein algebraischer Zahlkérper und R der Ring der
ganzen Zahlen in K. Um die Diskriminante einer maximalen R-Ordnung in Q := Q(a,b| K)
bestimmen zu kénnen, ist es notig fiir alle Stellen p die Struktur von Q® K, = Q(a,b| K,) zu
kennen, wobei K, die Vervollstdndigung von K an der Stelle p bezeichnet. Im Gegensatz zum
allgemeinen Fall der Normrestalgebren, weifs man hier auch dann iiber die Isomorphieklassen
von Q iiber K, Bescheid, wenn die Restkorpercharakteristik ein Teiler von n ist, also in
diesem Fall von 2; man spricht von dyadischen Primidealen.

Definition 5.3. Man nennt ein Primideal p und die zugehorige Primstelle in einem alge-
braischen Zahlkorper K dyadisch, wenn die Charakteristik des Restklassenkorpers char Ry /p
gleich 2 ist.

Satz 5.4. Seien K ein algebraischer Zahlkdérper und K, die Vervollstindigung beziiglich
einer endlichen Stelle. Dann g¢ibt es bis auf Isomorphie genau zwei Quaternionenalgebren
iiber Ky, namlich M>(K,) und eine Divisionsalgebra.

Beweis. [Mac03, Theorem 2.6.3, S.95] O
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5 Der Fall n = 2, Quaternionenalgebren

Daraus ergibt sich ganz allgemein:

Qa,b| ) = Qe,d| Ky) (b) _ (d)
p /o p /s

fiir alle Stellen p und a,b,c,d € K*. Nun zerfillt bzw. verzweigt eine Quaternionenalgebra
Q(a,b| K) genau dann an der Stelle p, wenn aX? +bY? = Z? in K, nicht-trivial 16sbar bzw.
nicht 16sbar ist. Dies lédsst sich fiir die meisten Stellen leicht berechnen, nur die dyadischen
Primstellen benttigen eine gesonderte Betrachtung.

5.1 Verzweigung im nicht dyadischen Fall

Siehe dazu [Mac03, §2.5-2.6, S. 92-98|.

Satz 5.5. Sei Q := Q(a,b| K) eine Quaternionenalgebra iber einem algebraischen Zahlkérper
K mit a,b € R\ {0} und sei Q die Menge der Stellen.

1. Ist p € Q eine komplexe Stelle, so zerfillt Q bei p.

2. Seip € Q eine reelle Stelle. Q verzweigt genau dann bei p, wenn fir die entsprechende
Einbettung op : K — R gilt op(a) < 0 und o,(b) < 0.

3. Sei p ein nicht dyadisches Primideal.
a) Wenn a,b & p, dann ist das Hilbertsymbol (a’b>2 =1, also zerfdllt Q bei p.

P

b) Wenn a € p,b € p\ p?, dann ist das Hilbertsymbol (%’b)Q = (%) gleich dem

Legendre Symbol, also zerfillt @ genau dann bei p, wenn a mod p ein Quadrat
15t.

c) Wenn a,b € p\ p?, dann zerfillt Q genau dann bei p, wenn —a~ b ein Quadrat
in Ry/p ist.
Beweis. Benutze die Eigenschaften aus Korollar 5.2.

1. Da fiir komplexe Stellen gilt K}, = C und weil in C jedes Element eine Wurzel besitzt,
zerfallt Q dort immer.

2. Esist K; = R und dain R jedes Element als +22 dargestellt werden kann, hat jede Qua-
ternionenalgebra iiber R die Form Q(=+1,+1|R). Damit ist die einzige Quaternionen-
algebra, die nicht zerfiillt, die Hamiltonsche Quaternionenalgebra H = Q(—1,—1|R),
da —1 nicht Norm eines Elements in R(y/—1) = R(i) sein kann.

3. a) Daa,b¢pundpf(2)ist Ky(vb) nach Lemma 1.3 eine unverzweigte Kérperer-
weiterung und a ist nach dem Normensatz Norm eines Elements x € Kp(\/l;), also
zerfillt Q bei p.

b) Hat die Gleichung aX? + bY? = Z?2 eine nicht-triviale Losung in K,, so muss
sie auch in R,/p eine besitzen. Hat aber a modulo p keine Wurzel, so ist dies
unmoglich. Ist andererseits a kongruent zu einem Quadrat in Rp/p, so ist nach
Hensels Lemma a = p? selbst ein Quadrat in K, und aX? + bY? = Z? hat die
Losung (1,0, p).

¢) Es ist Q(a,b|K) = Q(—ab™',b| K), wobei das Element —ab™! in Ry liegt. Die
Aussage folgt dann aus (b).

O]
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5.2 Der dyadische Fall, Quadratischer Defekt

5.2 Der dyadische Fall, Quadratischer Defekt

Wenn p ein dyadisches Primideal ist, d.h. die Méchtigkeit des Restklassenkorpers ist eine
Potenz von 2, lasst sich nicht so leicht feststellen, ob Q bei p zerfiillt. Man kann aber spezielle
Elemente bestimmen, mit deren Hilfe man Aussagen iiber das Hilbertsymbol machen kann.
Dazu sei p dyadisch, K, die Vervollstdndigung eines algebraischen Zahlkorpers K bei p und
R, der Bewertungsring in K. Jedes Element e € K}, hat mindestens eine Darstellung

e:x2+y
mit z,y € K.

Definition 5.6. Man definiert ein Rp-Ideal

Sp(e) i={) y- Ry

wobei y iiber alle moglichen Darstellungen von e wie eben lauft. Dieses Ideal 6,(e) wird als
quadratischer Defekt von e bezeichnet. Offensichtlich ist dy(2?) immer gleich (0).

Lemma 5.7. Der quadratische Defekt dy(e) einer Einheit e € Ry ist stets (0) oder eine
ungerade Potenz von p, die 4R, enthdlt. Das heifst 6,(e) ist immer eines der Ideale

(0)C4R, C4ptcdap P c...cp’Cyp
Beweis. [O'M63, 63:2, S.160] O

Besonders niitzliche Eigenschaften haben die Elemente e € R mit quadratischem Defekt
dp(e) = 4Ry, das heifit e ist ein Quadrat in R, /(4), aber e ist kein Quadrat in Ry /4p.

Lemma 5.8. Sei e ein Element in Ry mit quadratischen Defekt dy(e) = 4Ry. Dann gilt:

(e,w) =—1 und <e,u> =1,
P /o P /o

wobei u € R; und 7 ein Primelement in R, sind.

Beweis. [O'M63, 63:11a, S.165] O

Das néchste Lemma garantiert die Existenz eines solchen Elements

Lemma 5.9. Es gibt immer ein Element e in R mit quadratischem Defekt dy(e) = 4R,
und fiir alle weiteren Elemente ¢’ € Ry mit dy(e’) = ARy gilt:

fiir ein u € Ry.

Beweis. [O'M63, 63:4, S.161] O
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5 Der Fall n = 2, Quaternionenalgebren

5.3 Quaternionenalgebren und ihre Diskriminante

Die Ergebnisse aus diesem und dem néichsten Abschnitt stammen aus Lemurells Artikel
[Lem], wo sie eher knapp ausgefiihrt sind. Im Rahmen dieser Arbeit spielen diese Ergeb-
nisse eine zentrale Rolle, da sie es unter bestimmten Voraussetzungen ermdglichen, explizit
eine Basis einer maximalen Ordnung in einer Quaternionenalgebra iiber einem algebraischen
Zahlkorper zu finden. Dazu sind hier die zwei wesentlichen Theoreme und Beweise umfassend
ausgearbeitet. Ausgehend von den folgenden Resultaten ist das Ziel dieser Arbeit, Ahnliches
allgemein fiir Normrestalgebren zu zeigen.

Hat man das Verzweigungsverhalten einer Quaternionenalgebra Q iiber einem algebraischen
Zahlkorper K bestimmt, so kennt man die Diskriminante einer maximalen Ordnung in Q.
In Anlehnung an diese kann man die Diskriminante von Q und einen Repréisentanten d der-
selben definieren, mit dessen Hilfe man ein Element a im Ring der ganzen Zahlen R in K
finden kann, sodass Q(a, d | K) isomorph ist zu Q. Aulerdem bringt a viele praktische Eigen-
schaften mit, die es letztendlich ermoglichen werden, explizit Basiselemente einer maximalen
Ordnung in Q(a,d | K) anzugeben.

Definition 5.10. Die Menge aller Stellen, bei denen eine Quaternionenalgebra Q verzweigt,
wird mit Ram(Q) bezeichnet und mit Ramq,(Q) bzw. Ram(Q) die Teilmenge von Ram(Q)
der unendlichen bzw. der endlichen Stellen. Die Diskriminante d(Q) der Quaternionenalgebra
Q ist definiert als das Ideal

a9 = [ »

peRamg(Q)

Definition 5.11. Sei d(Q) = p;1---p, die Diskriminante einer Quaternionenalgebra und
seien n; € N, sodass (d) = pi*---p}~ ein Hauptideal ist. Einen Erzeuger d dieses Ideals
nennt man Reprdsentant von d(Q).

Man beachte, dass wegen der Endlichkeit der Idealklassengruppe immer ein Reprisentant
der Diskriminante existiert.

Theorem 5.12. [Lem, 2.10 Proposition)]

Seien K ein algebraischer Zahlkérper, R der Ring der ganzen Zahlen in K und sei
Q = Q(o,B|K),a,8 € R\ {0} eine Quaternionenalgebra iber K, die folgendes erfiillt:
Die Diskriminante von Q ist gleich d(Q) = R oder d(Q) = p1---p, und d(Q) besitzt einen
Reprdsentanten d, (d) = p{*---ppr, sodass alle n; ungerade sind und o(d) < 0 fir alle re-
ellen Stellen v,, die in Q verzweigen. Dann existiert ein Primelement a in R, fir das gilt

geT(a,d) =1 und

1. o(a) < 0, bei allen reellen Stellen v,, die in Q verzweigen,

2. o(a) >0, bei allen reellen Stellen vy, die in Q zerfallen,

3. (%) = —1, fiir alle nicht dyadischen Primstellen p, die in Q verzweigen,

4. p(a) = 4R, fir alle dyadischen Stellen p.

Es gilt Q =2 Q(a,d| K).
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5.3 Quaternionenalgebren und ihre Diskriminante

Beweis. Angenommen es existiert ein Element a mit obigen Eigenschaften. Vergleiche mit
Hilfe von Satz 5.5 und Abschnitt 5.2 das Verzweigungsverhalten von Q und Q' := Q(a, d | K).
Es gilt

Ramy, (Q') = Ramy.(Q),

denn fiir 0 € Ramq,(Q) gilt o(a) < 0 und o(d) < 0 und fiir alle 0 € Ram(Q) gilt o(a) > 0.

Fiir alle dyadischen Stellen p gilt é,(a) = 4R, und nach den Eigenschaften des quadrati-
schen Defekts aus Lemma 5.8 gilt (%’d)Q = —1 genau dann, wenn (d) = p™ -q, 99T (p,q) = 1
und n, ungerade. Also gilt p € Ram(Q’) genau dann wenn p € Ram(Q).

Fiir die endlichen, nicht-dyadischen Stellen p € Ram(Q) gilt

(), ()=

da (d) das Produkt ungerader Potenzen der p ist und daher p € Ram(Q').

Fiir alle endlichen Stellen p ¢ Ram(Q),p # (a), nicht dyadisch gilt a,d € R; und nach

dem Normensatz aéd = 1. Daher konnen sich Ram(Q) und Ram(Q’) nur durch die Prim-

2
stelle (a) unterscheiden, aber da nach Satz 4.10 | Ram(Q')| gerade sein muss, kann (a) nicht
zusiitzlich in Ram(Q') liegen. Es gilt Ram(Q’) = Ram(Q) und

Q=Q(a,d| K).

Zur Existenz von a: Fiir jede dyadische Stelle p sei e, € R ein Element mit dp(ep) = 4R,

und fiir alle nicht dyadischen Stellen p € Ramg(Q) setze up, = (—1)¥ (e)v(B) i ZEZ; in Ry, v

die normierte Bewertung auf K,. Dann ist up, nach den Uberlegungen in Abschnitt 2.3 kein
Quadrat in K,. Der Approximationssatz 1.5 liefert fiir alle € > 0 ein Element a € K mit

|a — eplp < € fiir alle dyadischen Stellen p,
|a — uy|p < e fur alle endlichen, nicht dyadischen Stellen p € Ram(Q),
la + 1|, < e fiir alle reellen Stellen v € Ramq,(Q),

|a — 1], < € fiir alle reellen Stellen v ¢ Ram(Q).

Fiir € hinreichend klein gilt

a = e, mod 4p fiir alle dyadischen Stellen p,

up mod p fiir alle endlichen, nicht dyadischen Stellen p € Ram(Q),

QI
Il

oy(a) < 0 fiir alle reellen Stellen v bei denen Q verzweigt,

oy(a) > 0 fir alle reellen Stellen v bei denen Q zerfillt.

Damit erfilllt a die Eigenschaften (1) bis (4) aus dem Theorem.
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5 Der Fall n = 2, Quaternionenalgebren

Betrachte nun die schmale Klassengruppe Ix(M)/Px (M) mit Modulus M = [[,cq 9™,
wobei Q die Menge aller Stellen, v, = 1 fiir alle reellen Stellen und v, = 14,(8d) sind. Das
heifit p | M fiir alle p € Ram(Q) und 4p | M fiir alle p dyadisch. Dann haben alle Ideale in
der Klasse des Hauptideals (a) in Ix(M)/Pg(M) Erzeuger, die die Eigenschaften (1) bis
(4) erfiillen. Aus Korollar 1.10 folgt, dass diese Klasse auch ein Primideal (a) enthalt. O

Bemerkung. In Lemurells Artikel wird nicht verlangt, dass o(d) < 0 fiir alle reellen Stellen
Vs, die in Q verzweigen. Da zu einem Hauptideal nicht immer ein Erzeuger existiert, der
diese Bedingung erfiillt, diese Eigenschaft fiir die Isomorphie aber notwendig ist, wie man
im Beweis sieht, muss die Existenz vorausgesetzt werden.

Im Spezialfall K = Q hat obiger Satz folgende besonders einfache Form:

Korollar 5.13. Sei O eine Quaternionenalgebra iiber Q mit Diskriminante
d(Q) = p1---p2r = d, p; paarweise verschiede Primzahlen, das heifit Rams(Q) = (0. Dann
existiert eine Primzahl p fir die gilt

p=5 mod8 und (p) =—1 fir alle p; > 2,
pi

und es gilt Q = Q(p,d|Q) = Q(p,—d|Q).

Korollar 5.14. Sei Q eine Quaternionenalgebra tiber Q mit Diskriminante
d(Q) = p1---por—1 = d, p; paarweise verschiede Primzahlen, also Ramy(Q) # 0. Dann
existiert eine Primzahl p fir die gilt

p=3 mod8 wund <§> =—1 fir alle p; > 2,

und es gilt Q =2 Q(—p, —d| Q).

5.4 Basis einer maximalen Ordnung

Sei nun eine Quaternionenalgebra Q iiber einem algebraischen Zahlkorper K gegeben, deren
Diskriminante d(Q) = (d) ein Hauptideal mit Erzeuger d ist, fiir den gilt o(d) < 0 fiir alle o,
die in @ verzweigen. Nach Theorem 5.12 existiert ein Element a im Ring der ganzen Zahlen
R in K, sodass Q isomorph ist zu Q(a,d | K). Die zugehorige R-Ordnung O_1 = (1,1, 4, k)
hat nach Abschnitt 3.3 Diskriminante d(O_1) = (4ad)?.

Nach den Uberlegungen in Abschnitt 3.2 muss fiir die Diskriminante einer maximalen Ord-
nung O, gelten d(O,,) = d(Q)? = (d)?. Da fiir zwei Ordnungen O; D O mit Basis gilt
d(O9) = [01 : O9)2-d(0y), ist eine Ordnung O D O_; mit Basis genau dann maximal, wenn
gilt [O:0_1]-R=4a- R.

Nach Konstruktion von a gilt

a=m" mod (4) fiir ein m € R,

d=2?> mod (a) fiir ein z € R,

da Q bei (a) zerfillt.

Bezeichne mit 1,1, j, k die Standardbasis von @ := Q(a,d | K) und setze
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5.4 Basis einer maximalen Ordnung

i—m k — xi
und ey = .

el =
2 a

Dann ist
e1-ez= o (—za + zmi+ aj — mk).
a

Mit Hilfe der Formeln aus Abschnitt 3.1 lassen sich Norm und Spur berechnen:

2

m a
ng/k(e1) = R trq/x(e1) = —m,

d—x?
ng/k(e2) = Pt trq/k(e2) =0

und
trq/k(e1 - e2) = —.

Da auBerdem fiir alle Elemente z in Q gilt 2> — trqx(2) - 2 + nQ/K(z) = 0, erfiillen eq, e
und ejes folgende Gleichungen:

m? —a 9 d— x? d 2 m?—a d—a?
€y = — un €1€9 = —X-€e1€eQ — .
4 0 2 4 a

6% = —m - 61 —
und e, es und ejes sind ganz. Mit ein wenig Rechenarbeit erhélt man
€g+€1 = —€1-€ex—M-€ex —X.

Somit ist der endlich erzeugte R-Modul O = (1,e1,e9,€e1e2) abgeschlossen beziiglich der
Multiplikation und damit ein Ring. Offensichtlich ist K - O = Q(a,d| K) und O ist eine
R-Ordnung. Weiters berechnet man [O : O_;] = 4a und O ist maximal in Q(a,d| K).

Zusammenfassend kann man folgendes Theorem formulieren:

Theorem 5.15. [Lem, 6.9 Proposition]

Seien K ein algebraischer Zahlkorper und R der Ring der ganzen Zahlen in K und sei Q
eine Quaternionenalgebra iber K, deren Diskriminante d(Q) ein Hauptideal mit Erzeuger d
ist, sodass o(d) < 0 fir alle reellen Stellen o, bei denen Q verzweigt. Sei a ein Primelement
in R wie in Theorem 5.12, sodass Q isomorph ist zu Q(a,d| K). Dann existieren Elemente
x,m € R fiir die gilt

a=m? mod (4) und d=z* mod (a),

und die Elemente ) )

1—m k—xi
und ey =
2 a

erzeugen eine mazximale R-Ordnung O in Q(a,d | K) mit Basis {1, e1,e2,e1e2}.

e =

Beispiel. In einer Quaternionenalgebra Q iiber QQ lassen sich nun ganz einfach maximale
Z-Ordnungen angeben.

Sei z.B. Q@ = Q(15,7|Q). Da 15 > 0 und 7 > 0 ist Ramy(Q) = 0. Verzweigen kénnen
nur das Ideal (2) und Primideale, die 7 oder 15 teilen, also (3),(5) und (7). In den letzten
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5 Der Fall n = 2, Quaternionenalgebren

drei Féllen liefert Hensels Lemma, dass Q genau dann bei (p) zerfillt, wenn 15 bzw. 7 ein
Quadrat in Z,/pZ, = 7/pZ ist. Es gilt

7=1 mod 3, also (3) zerfillt, da 1 Quadrat in Z/3Z ist.
7=2 mod 5, also (5) verzweigt, da 2 kein Quadrat in Z/5Z ist.
15 =1 mod 7, also (7) zerféllt, da 1 Quadrat in Z/7Z ist.

Da aus Satz 4.10 folgt, dass |Ram(Q’)| gerade ist, muss Q bei (2) verzweigen, also ist
Ram(Q) = {(2), (5)} und d(Q) = 10. Suche nun a wie in Korollar 5.13, also

a=2oder3 mod5 und a=5 mod 8§

Eine mogliche Losung ist a = 13.

Damit gilt Q = Q(13,10|Q), weiters

a=13=1% mod4 und d=10= 6% mod 13, setze also m =1 und = = 6.

Die maximale Ordnung O hat dann folgende Form

i—1 k—6i 1 . .
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6 Verallgemeinerung

Nachdem es auf Quaternionenalgebren gelungen ist, maximale Ordnungen zu finden, mochte
man #hnliche Methoden auch in héherdimensionalen Normrestalgebren anwenden. Dazu
muss man zuerst Theorem 5.12 verallgemeinern. Der Beweis stiitzt sich ebenfalls auf das
Hilbertsymbol, wobei alle notwendigen Ergebnisse bereits in Kapitel 4 gesammelt wurden.
FEin Vorteil gegeniiber dem Spezialfall der Quaternionenalgebren ist, dass in den hoherdi-
mensionalen Algebren alle unendlichen Stellen automatisch komplex sind. Ein Nachteil ist,
dass sich das Konzept des quadratischen Defekts nicht so einfach verallgemeinern lésst, da
es grofiteils auf Eigenschaften von quadratischen Formen basiert. Deshalb muss ab jetzt vor-
ausgesetzt werden, dass die betrachteten Normrestalgebren bei allen Primstellen zerfallen,
die ihren Grad teilen.

6.1 Normrestalgebren und ihre Diskriminante

Definition 6.1. Sei K ein algebraischer Zahlkérper und A eine zentrale, einfache, n?-
dimensionale K-Algebra. Definiere die Diskriminante der Algebra A als das Ideal

d(4) =] e
p

wobei p iiber alle Primideale laufe und «, die lokale Kapazitdt von A bei p bezeichne.

Theorem 6.2. Setze n > 2 voraus. Seien K ein algebraischer Zahlkdrper, der eine primitive
n-te Einheitswurzel ¢ enthdlt, R der Ring der ganzen Zahlen in K und A¢ := A¢(o, B K)
die n%-dimensionale Normrestalgebra zu o, B € R\ {0}. Weiters sei vorausgesetzt, dass die
Diskriminante d(A¢) von A¢ ein Hauptideal mit Erzeuger d ist und dass A bei allen Stellen
zerfdllt, die n enthalten. Dann existiert ein Primelement a € R mit ggT(a,d) =1,

1. a=1 mod (n)?p fiir alle Primstellen p, die n teilen und

ad) _ (aB .
2. ( o )n ( . )n fiir alle Stellen p.
Es gilt Ac = Ac(a,d| K).

Beweis. Da K eine primitive n-te Einheitswurzel enthéalt und n echt grofler als 2 ist, ist die
Vervollstiandigung K, = C fiir alle unendlichen Stellen ¢ . In C besitzt jedes Element eine
n-te Wurzel. Deshalb zerfillt jede Normrestalgebra bei allen unendlichen Stellen ¢ und es

gilt (%) = (%) =1
n n

Fiir ein Primideal p, das (n) nicht teilt, und fiir ein Primelement 7 in R, sei u, eine Einheit
in Ry und k(p) eine natiirliche Zahl wie in Abschnitt 2.3, sodass gilt

A ® Ky 2= A(m Py | Ky).
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6 Verallgemeinerung

Das heifit u, erfiillt ug(p) = (=1)¥(@(B) f;((;; mod K*" und X" — wuj ist irreduzibel. Dort

wurde aulerdem gefolgert, dass die lokale Kapazitét x, der grofite gemeinesame Teiler von

k(p) und n ist. Setze A\(p) = %’:). Analog zum Beweis von Theorem 5.12 kann man mit Hilfe
des Approximationssatzes und Korollar 1.10 zeigen, dass ein Primelement a in R, existiert,
fiir das gilt

e a =1 mod (n)?p fiir alle Primstellen p, die n teilen und

e g = u)‘(p) mod p im Bewertungsring R, von K, fiir alle Primstellen p, bei denen A
P p gsring fip p P, ¢

verzweigt.

Ist p eine Primstelle, die in A verzweigt, so hat die Diskriminante d in K, die Form

d = ur"""*, wobei u eine Einheit in R, ist. Da in Ry gilt au, "

A(p)

= 1 mod p, folgt aus

Hensels Lemma, dass au, eine n-te Potenz 2" € R, ist. Es gilt:

Ac(a,d| Kp) = Ac(2"up®  um = | K) =

At W Ky) 2 Ad(m g | Ky) 2 Ac @ K
nach dem Normensatz und Satz 2.5.
Sei p nun ein Primideal, das (n) teilt und sei s € N, sodass p® in K, gleich dem Hauptideal

(n) ist. Dann gilt
f(X)=X"—a=X"—1mod p*™! und daher

f(1) = 0mod p*™ und f/(1) =n-1""1 # 0 mod p**.
Dann folgt aus Korollar 1.8, dass ein Element v € Ry existiert, fiir das gilt f(y) = 0. Damit
hat a = " eine n-te Wurzel in R, und auch A¢(a,d| K) zerfillt bei p.

Fiir alle Primstellen p # (a) und p { (n), bei denen A¢ zerfillt, sind @ und d Elemente in Ry
und wegen dem Normensatz zerfallt auch A¢(a,d| K) bei allen diesen Stellen. Aus Satz 4.4
und Korollar 4.9 folgt nun, dass die n-ten Hilbertsymbole von A¢ und A¢(a,d| K) in allen
bisher behandelten Fillen tibereinstimmen. Alleine der Fall p = (a) ist noch zu tiberpriifen.

Bezeichne mit €2 die Menge aller Stellen auf K, dann gilt nach Satz 4.10:

I ). ). L)

peEQ p#(a) p#(a)

Da A¢ an der Stelle (a) zerféllt und damit das Hilbertsymbol von A¢ dort gleich 1 ist, muss

das Produkt auf der rechten Seite gleich 1 sein und darum auch (?a‘f) = 1. Also zerfillt

A¢(a,d| K) an der Stelle (a). Daher stimmen A; ® K, und A¢(a,d | K) ®7.le bei allen Stellen
p iiberein und es folgt Ac =2 A¢(a,d| K). O

TL—le

Bemerkung. Die Voraussetzung, dass die Diskriminante d(A¢) = p; S p
Hauptideal sein muss, kann durch eine schwichere Voraussetzung ersetzt werden. Es geniigt,
wenn die Diskriminante d(A¢) einen Reprisentanten d besitzt, (d) = pi*---pr7,n; € N,
sodass fiir alle i = 1,...,r gilt n; + kp, = 0 mod n.

Tl—lip .
r T eln
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6.2 Ordnungen in héherdimensionalen Normrestalgebren

In den Quaternionenalgebren liefert Theorem 5.12 eine Moglichkeit explizit Basiselemen-
te einer maximalen Ordnung anzugeben. Nachdem nun Theorem 6.2 dessen Aussage auf
hoherdimensionale Normrestalgebren verallgemeinert, will man auch dort Basiselemente ei-
ner maximalen Ordnungen bestimmen.

Seien K ein algebraischer Zahlkoérper, R der Ring der ganzen Zahlen in K und n > 2
eine natiirliche Zahl, sodass K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthilt. Es sei A ei-
ne n’-dimensionale Normrestalgebra, die alle Voraussetzungen aus Theorem 6.2 erfiillt, das
heifit A¢ zerféllt bei allen Primstellen, die (n) teilen, und die Diskriminante von A¢ ist ein
Hauptideal in R mit Erzeuger d. Dann liefert das Theorem ein Primelement a € R, sodass
A¢ isomorph ist zu A¢(a,d| K). Betrachte nun wieder die Ordnung O¢ in A¢(a,d | K), die
von {u'v? | 0 < 4,5 < n — 1} erzeugt wird, u,v wie in der Konstruktion der Algebra in
Abschnitt 2.1, und deren Diskriminante in Abschnitt 3.3 bereits bestimmt wurde:

d(O) = (n"a™ d" " . R,

Existiert in A¢(a,d| K) eine maximale Ordnung O,,, die eine Basis besitzt und O enthalt,
so muss nach Lemma 3.8 fiir die Determinante der Ubergangsmatrix von O, zu O, gelten:

[Om : OC]Q R = nn2a(n—l)nd(n—2)n - R.

Die Gleichung macht auch fiir n ungerade Sinn, da (d) in diesem Fall nach Definition das
Produkt gerader Potenzen von Primidealen ist und auch (n) ist Quadrat eines Ideals in R.
Es ist ndmlich Z[{] C R und jeder Primteiler p von n mit n = p*» - ¢ und ggT(p,q) = 1
besitzt in Z[(] eine Faktorisierung in

(1) = (b1 p)?P)

wobei p; paarweise verschiedene Primideale in Z[(] sind. Da die Eulersche ¢-Funktion an-
gewendet auf eine Potenz einer ungeraden Primzahl immer gerade ist, ist auch n Produkt
gerader Potenzen von Primidealen, siehe [Neu99, 10.3 Proposition, S.61]. Ist n zusétzlich
eine Primzahl, so ist n- R = (1 — ()"~ ! - R, siehe [Neu99, 10.1 Lemma, S. 59].

Eine weitere Beobachtung wird im Folgenden wichtig sein:

Lemma 6.3. Unter obigen Voraussetzunge an a und d existiert ein Element y in R, sodass
gilt
d=vy" mod (a).

(a)
in der Korpererweiterung L := K)({/a) der Vervollstindigung K,y mit ¢; € K, und
[L: K(g)] = n. Sei v die normierte Bewertung auf K ,y. Dann ist

Beweis. Da gilt (a’d) = 1, ist d Norm eines Elements = = ¢g + ¢1 ¥/a + ... + ¢p—1 {‘/En*1
n

w:L—ZU{c}, 2z vingk, (2)
die eindeutige Fortsetzung der Bewertung v auf L. Es gilt

w(¥a)=1 und  w(c)=n-v(c) firallece K.
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6 Verallgemeinerung

Es ist d = ng, /K o) (x) = Hz;é o*(z), wobei ¢ den Erzeuger der zyklischen Galoisgruppe
G(L/K) bezeichne, der gegeben ist durch o({/a) = ¢ /a. Weiters gilt fiir alle k,0 < k < n—1,
w(o®(x)) > min{w(c;¢* W),O <i<n-—1} =min{w(¢) +1,0<i<n-—1}.

Fiir alle i liegt w(c¢;) in n - Z, daher ist w(¢;) + 1 # w(cj) + j fir ¢ # j und darum gilt
w(o*(x)) = min{w(c;) +1,0 < i < n—1}, das heifit die Bewertung stimmt fiir alle Potenzen

von o iiberein. Daher gilt

0=w(d)=n -wx)=n mn{w(g)+1i,0<i<n-—1}.

Daraus ergibt sich, dass alle ¢;,0 <7 <n — 1 schon in R, liegen und es gilt

d: nL/K(a)(CO+61C/&+ +Cn,1 {l/an_l) = Cg+c.a
mit co und ¢ in R,. Also ist d eine n-te Potenz in R(a)/(a) =~ R/(a). O

Hat d eine (n — 1)-te Wurzel § € R, so gilt

- (5, (),
0

und da das Hilbertsymbol eine n-te Einheitswurzel ist, muss gelten (‘(la—)) = 1. Also gibt es
n

auch fiir § ein Element z, sodass gilt
0=2z" mod (a).

Unter diesen zusétzlichen Voraussetzung, lisst sich [O,, : O¢| als Produkt ganzer Zahlen
und einer Einheit schreiben:

Korollar 6.4. Seien n eine Primzahl, K wie oben und A eine n?-dimensionale Norm-
restalgebra, die bei allen Primstellen zerfdllt, die n teilen, und deren Diskriminante ein
Hauptideal mit Erzeuger d ist, sodass d eine (n — 1)-te Wurzel 0 besitzt. Ist A¢(a,d| K) die
zu A¢ isomorphe Algebra aus Theorem 6.2, dann gilt fir die Determinante [O,, : O¢| der
Ubergangsmatriz einer mazimalen Ordnung O, mit Basis zu O¢ in Ac(a,d| K):

[Om . OC] R = (1 _ C)nQ(n—l)/2 an(n—l)/2 5n(n—l)(n—2)/2 . R.

Man beachte, dass [O, : O¢] im Fall n > 2 nicht mehr unabhéngig von d ist. Mit Hilfe dieser
Uberlegungen und Theorem 6.2 lassen sich auch in héherdimensionalen Normrestalgebren
maximale Ordnungen finden, zuerst fiir den Fall n = 3, dann fiir n = 5, um den allgemeinen
Fall zu motivieren.

6.2.1 Der Fall n =3

Sei K ein algebraischer Zahlkorper, der eine primitive dritte Einheitswurzel ¢ enthélt, be-
zeichne mit R den Ring der ganzen Zahlen in K und sei A; eine 9-dimensionale Norm-
restalgebra {iber K, die alle Voraussetzungen aus Theorem 6.2 erfiillt. Das heifit A; zerféllt
bei allen Stellen, die (3) teilen und die Diskriminante d(A¢) von A¢ ist ein Hauptideal mit
Erzeuger d. Dann liefert das Theorem ein Element a € R, sodass gilt

Ac = Ac(a,d | K), a=1 mod9 und (?’?) =1
a n
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6.2 Ordnungen in héherdimensionalen Normrestalgebren

Zusiitzlich sei nun vorausgesetzt, dass d eine Wurzel § in R besitzt. Nach obigen Uberlegungen
gilt
(1-¢)?* R=3-R und [0p:0] -R=0a’*(1-¢)" R

fiir eine maximale Ordnung O, in A¢(a, d| K) mit Basis, die O, enthélt. AuBlerdem existiert
ein Element z € R mit

§=z> mod (a).

Da in diesem Fall ¢ die Determinante [O,, : O¢] teilt, kénnen auch die Basiselemente einer
maximalen R-Ordnung O, nicht mehr unabhéngig von ¢ sein. In Ahnlehnung an den Fall
n = 2 setze

u—1 d u?v? — réu?
e1 = und eg = ———.
! 1-¢ 2 da
Es gilt
3 3 a—1
3 2
e; = — e — €1
! 1-¢ ' (1-¢)? (1-¢)3
und
S5 — 3
g=2="

also sind e; und es ganz. Da auflerdem gilt ese; = (ejea — es — x, ist der endlich erzeugte
R-Modul O := (1,e1,€2,e2,e1 - €2,€2 -e2,€3, €1 - €3, €3 - €3) abgeschlossen unter Multiplikation

und damit ein Ring. Man berechnet

u=(1-Ce+1 und v*=(1-)deres+ ey + 0,

daher enthélt O eine Basis von O und es gilt K - O =A¢(a,d| K). Eine weitere Rechnung
zeigt, dass die Determinante der Ubergangsmatrix das gewiinschte Ergebnis liefert:

[0:0] R=d*"(1-¢? R

Damit ist O eine maximale Ordnung in A¢(a,d| K). Zusammenfassend ldsst sich folgender
Satz formulieren:

Satz 6.5. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, der eine primitive dritte Einheitswurzel
enthdlt, bezeichne mit R den Ring der ganzen Zahlen in K und sei A; eine 9-dimensionale
Normprestalgebra diber K, die bei allen Primstellen zerfillt, die (3) teilen. Sei weiters die
Diskriminante d(A¢) ein Hauptideal mit Erzeuger d, sodass d eine Wurzel § in R besitze,
und sei a ein Primelement in R wie in Theorem 6.2, sodass gilt

Ac 2 Ac(a,d|K), a=1 mod (9) wund §=2° mod (a)

fiir ein x € R. Setze

u—1 p u?v? — réu?
e = un g = ———.
1-¢ da
Dann ist O := (1,e1,€2,e9,e1 - €2,€2 - €a,€3,e1 - €3,€2 - €3) eine marimale R-Ordnung mit

Basis in A¢(a,d| K).
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6 Verallgemeinerung

Beispiel. Der Ring der ganzen Zahlen Z[(],{ = 71%\/?3 im dritten Kreisteilungskorper
Q(v/=3) ist ein Hauptidealring, daher kann man mit Hilfe obiger Uberlegungen in allen
Normrestalgebren iiber Q(v/—3) = K, die bei (1 — () zerfallen, maximale Ordnungen ange-
ben.

Sei zum Beispiel Ac =A¢(7,17|Q(v/=3)). Es gilt 17 = 5% mod 9 - (1 — ¢), also ist 17 nach
Korollar 1.8 eine dritte Potenz in der Vervollstindigung K (;_¢) und A zerfillt bei (1—¢). An-
sonsten kann A nur bei Primidealen verzweigen, die 7 oder 17 teilen, also bei (17), (2—+/=3)
und (2 + v/=3). Um das nachzupriifen, muss man wie in Abschnitt 2.3 bestimmen ob

(—1)”(7)”(17)% eine dritte Wurzel in K, besitzt, p € {(17),(2 + v/-3),(2 — V-3)}, v
die normierte Bewertung auf K.
Ist p = (17), so ist
170 1
<_1)0'1 l S
T
und nach Hensels Lemma selbst eine dritte Potenz in K17y, also zerféllt A¢ bei (17).

Ist p gleich (2 4+ v/—3) oder (2 — v/—3), so ist

3—75 5=11> mod (17),

10 17

(-1) =0 =17=3 mod p.

Es ist Z[¢]/(2 £+ —3) 2 Z/7Z und da 3 in Z/7Z keine dritte Wurzel besitzt, verzweigt A¢
bei (2 + v/—3) und (2 — v/-3).

Damit sind d und § bestimmt:
d:(2—\/j3)2 (24—\/—73)2:72 und 6 =7
Fiir a muss gelten:
a=1 mod9-(1—-¢) und
a=(-1)0 17%1 =3 mod p, fiir p € {(24+ v/=3), (2 - vV=3)}.

Eine Moglichkeit fiir die Wahl ist @ = —53 und A¢ ist isomorph zu A¢(—53,49 | Q(v/—3)).
Es gilt

§=7=(-10)* mod (53)
und damit ist alles zusammengetragen, um die Basis einer maximalen Ordnung aufschreiben

zu konnen. Setze

u—1 u?v? + 70u?
€1 = (3+ V —3)T und €9 = —T,

und der Ring, der von e; und eg erzeugt wird, ist eine maximale Z[¢]-Ordnung in

A¢(~53,49|Q(v/=3)).

6.2.2 Der Fall n =5

Auf 32-dimensionalen Normrestalgebren ist es bereits gelungen, Basiselemente einer maxima-
len Ordnung anzugeben. Als néichstes mochte man ebensolche Elemente auf 52-dimensionalen
Normrestalgebren finden. Sobald man diese hat, wird eine Losung fiir den allgemeinen Fall
leicht abzulesen sein.
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6.2 Ordnungen in héherdimensionalen Normrestalgebren

Sei also K ein algebraischer Zahlkorper mit einer primitiven fiinften Einheitswurzel ¢, und
R der Ring der ganzen Zahlen in K. Sei weiters A; eine 25-dimensionale Normrestalgebra,
die alle Voraussetzungen aus Theorem 6.2 erfiillt, die also bei allen Stellen zerfallt, die (5)
teilen, und deren Diskriminante d(A¢) ein Hauptideal mit Erzeuger d ist. Auflerdem sei vor-
ausgesetzt, dass d ein vierte Wurzel § € R besitzt. Dann existiert ein Primelement a in R,
sodass gilt

A2 Ac(a,d|K), a=1 mod25 und d=2" moda

fir ein « € R. Korollar 6.4 besagt, dass fiir eine maximalen R-Ordnung O,, in A¢(a,d| K),
die eine Basis besitzt und O¢ enthélt, die Determinante der Ubergangsmatrix [Oy, : O¢| von
On, zu O Folgendes erfiillen muss:

(O : O] - R=a" 6% (1-¢)"-R.

Deswegen und wegen der bereits behandelten Fille n = 2 und n = 3 liegt die Vermutung
nahe, dass die Basiselemente einer maximalen Ordnung fiir n = 5 von hoheren Potenzen von
0 abhéngen. Setze

u—1 utot — zé3ut
61:1—{ und eng.
Es gilt
e‘;’:— 5 e%— 10 e‘;’— 10 e%— 5 o a—1
1-¢ (1-¢)? (1-¢)3 (1-0* (1-¢)P’
§—a°
g=""
und

ese; = (ejeg — eg — .

Die Elemente e; und ey sind daher ganz und der endlich erzeugte R-Modul
O = (eted,0 < i,j < n—1) ist abgeschlossen unter Multiplikation und somit ein Ring.
Man berechnet

u=(1—¢)eg+1 und vt = (1-— C)53€162 + 03eq + 263,

daher enthélt O eine Basis von O¢. Darum gilt K-O =A¢(a,d | K) und O ist eine R-Ordnung.
Mit ein wenig Rechenaufwand erhélt man

[O . OC] — alO 530 (1 _ C)50

und es ist auch im Fall n = 5 gelungen, eine maximale R-Ordnung in A¢(a,d | K) zu finden.

6.2.3 Der allgemeine Fall

Ist n eine Primzahl, so kann man mit dem bisher gesammelten Wissen auch im Allgemeinen
eine Vermutung aufstellen, wie die Erzeuger einer maximalen Ordnung aussehen konnten.
Der Aufwand, das zu beweisen, ist allerdings hoher als in den bereits behandelten Spezi-
alfillen, da sich hier die Ganzheitsrelationen und die Determinante der Ubergangsmatrix
nicht so einfach berechnen lassen.

Seien n > 2 eine Primzahl und K ein algebraischer Zahlkorper, der eine primitive n-te Ein-
heitswurzel ¢ enthélt und bezeichne mit R den Ring der ganzen Zahlen in K. Sei weiters A¢
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6 Verallgemeinerung

eine n?-dimensionale Normrestalgebra, die alle Voraussetzungen aus Theorem 6.2 erfiillt, die
also bei allen Primstellen zerféllt, die n teilen und deren Diskriminante d(A) ein Hauptideal
mit Erzeuger d ist. Sei zusétzlich vorausgesetzt, dass d eine (n—1)-te Wurzel ¢ besitzt. Dann
existiert ein Primelement a in R, sodass gilt

Ac 2 Ac(a,d|K)  und  a=1 modn?p fiiralle p|(n).

Nach den Uberlegungen am Anfang des Kapitels gibt es ein # € R mit § = 2" mod a. Setze

n—l,Un—l _ l.é‘n—Qun—l

on2q

-1
_ Y und egzu
1-¢

Dann stimmen e; und es mit den Basiselementen der bereits behandelten Fille n = 3 und
n = 5 iiberein. Dort wurde bereits gezeigt, dass sie eine maximale R-Ordnung erzeugen. Um
das auch im allgemeinen Fall nachzuweisen, méchte man zeigen, dass e; und ez ganz sind,
dass der endlich erzeugte R-Modul O := (e!e}) eine Ordnung ist und dass die Determinante
der Ubergangsmatrix zu O, das gewiinschte Ergebnis aus Korollar 6.4 liefert. Im allgemei-
nen Fall kann man diese Dinge aber nicht mehr einfach anschreiben, dafiir ist etwas mehr
Technik nétig, vor allem bei der Bestimmung der Diskriminante.

€1

Als erstes ist zu zeigen, dass O eine Ordnung ist. Eine einfache Rechnung zeigt
ege] = (ejes —eg — .

Hat man also nachgewiesen, dass e; und es ganz sind, so ist O abgeschlossen unter Multi-
plikation und daher ein Ring.
Die Ganzheitsrelation von e; beruht hauptséchlich auf dem Binomischen Lehrsatz:

Lemma 6.6. Ist n eine Primzahl und e1 = %‘é, dann ist ey ganz und es gilt
n—1 i
n_ n el a—1
o ;<i><1c>ni+<1c>n'

Beweis. Es gilt

und daher

(u—l)":u”—l—rif(?)(u—l)i.

=1

Dividiert man den Ausdruck durch (1 — ()", so erhélt man die Gleichung

<71L:é>n - (la—_gl)n _ji:l (1 _(?)n_i (?:é)l

=1

Ist n eine Primzahl, so gilt bekanntlich (1 —¢)"! |n in R und dan? |a—1 und n | (?) fiir
1 < j <n-—1, liegen alle Koeffizienten in R und e; ist ganz. O

44



6.2 Ordnungen in héherdimensionalen Normrestalgebren

In allen bereits behandelten Fallen war zu beobachten, dass e bereits im Korper liegt und
um das auch allgemein nachzupriifen, benutze die Zentralitét von A¢(a,d| K).

n—l,un—lixé'n—Qun—l
5" 2q

o —a"

a

Lemma 6.7. Das Element e = % , mit x,0 und a wie oben definiert, ist

ganz und es gilt

ey =

Beweis. Zu zeigen ist, dass e im Korper K liegt. Da Normrestalgebren nach Lemma 2.1
zentral sind, geniigt es also, nachzupriifen, ob ej mit den Elementen v und v kommutiert.
Betrachte

n—lvn—l _ x(sn—Qun—l

dn—2q

n—lvn—l _ :L‘(Sn_2un_1

dn—2q

u u

.Uchlv.

€9V =
und daher
ey -v=C"v-ey =v-ey.
Um zu zeigen, dass ex mit v kommutiert, iiberlege man sich Folgendes:

n—lvn—l _ xén—Qun—l

o —2q

u

ey U= cu =

nflvnfl _ x6n72un71

on—2q

u

Cu -

Im Weiteren gilt dann

+xz(¢C—1)=Cu-ex+x(¢—1).

ef-u=ey " (Cu-ea+a(C—1)) = urea+a(—1)ey ! =
Cei? (Cu-ea+ax((—1))-ea+a((—Deh =2 u-ed+a(C—1)A+Qeh ™t =
Cey ™ u- el +a(C— 1)1+ ¢+ e
Durch Iteration erhélt man
e u=Cu-ey +x(—DA+CH+HE+ o+ ) =u- el
Also kommutiert e mit v und v und liegt somit im Korper K. Daraus ergibt sich

(un—lvn—l)n + (7‘,E5n—2un—1)n B
(a5n72)n

€y =

Cfn(nfl)/Q(s(nfl)Qanfl + (=1)ngngn(n=2)gn-1 noy 0 —a"
nsn(n—2) - (_1) Ca
and a

Da n eine Primzahl > 2 ist, ist die Behauptung gezeigt. O

Damit sind beide Elemente e; und e2 ganz und der Modul, den sie erzeugen, ist wie weiter
oben schon ausgefiihrt einen Ring, genannt O. Wie bereits zuvor berechnet man

u=(1-¢e1+1 und "l = (1-— C)(Sn_2€1€2 + 6" 2y + 2672

und O enthéilt eine Basis von O¢. Darum gilt K- O =A¢(a,d| K) und O ist eine R-Ordnung
in A¢(a,d| K).

45



6 Verallgemeinerung

Um zu iiberpriifen, ob die Ordnung O maximal ist, muss man wieder die Determinan-
te [O : O] der Ubergangsmatrix von O zu O¢ berechnen. Im Gegensatz zu den bereits
behandelten Féllen fixer Dimension kann diese Matrix im allgemeinen Fall nicht einfach
aufgeschrieben werden und um Informationen iiber [O : O¢] zu bekommen, muss man ihre
Eigenschaften genauer untersuchen. Man beachte, dass [O : O¢] gleich [O, : O]7!. Der Trick
ist, die Basen so anzuordnen, dass die Ubergangsmatrix von O¢ zu O obere Dreiecksform
hat. Sind die Eintrége der Hauptdiagonale bestimmt, lisst sich die Determinante berechnen.
Man beachte im folgenden Lemma, dass sich jede ganze Zahl k,0 < k < n? — 1 eindeutig
darstellen ldasst als k=75 -n+14, 0<4,5 <n—1.

Lemma 6.8. Die Basen {eieg,(] < 4,5 < n—1} von O und {uiv?,0 < i,j < n— 1}

von O¢ lassen sich so anordnen, dass die Ubergangsmatriz zwischen den Basen eine obere

Dreiecksmatriz ist, namlich folgendermafen:

Istk € Ng,0<k<n?’—1,k=j-n+i, 0<i,j5<n—1, dann stehe an der (k + 1)-ten

Stelle der Basis von O das Element eieg und an der k + 1-ten Stelle der Basis von O¢ das
u" It I falls 0 < i < 7,

Element { w'=Jy"J, falls 0 < 5 <4,
u, falls 5 = 0.
Das heifit die geordneten Basen sehen folgendermafen aus:
2 n—1 2 n—1
O =(1, e1, e1,..., €], ea, erea, €jea,..., €] e,
2 2 n—1,2 3 3 n—1_n—1

€5, €1€5,..., €] €5, €5, e1€5,..., €] ey )

und
OC —_ <17 u, UQ, . un—l’ un—l,Un—1’ Un—l’ UUn_l, U2’l)n_1, . un—Q,Un—l7 un—Q,Un—Q7
un—lvn—Q’ vn—2’ uvn—?7 s un—S,Un—Q’ un—Svn—i’)’ un—2,Un—3’ un—lvn—37 s ’U>

und dber K stimmen fir alle k,1 < k < n?, die Erzeugnisse der ersten k Elemente beider
Basen tiberein.

Beweis. Offensichtlich stimmen iiber K die Erzeugnisse der ersten j + 1 Elemente beider
Basen iiberein, 0 < j <n —1:

2 J _ 2 ]
(1,e1, ef,..., ek = (Liu,u”, ..., ) kg
und ebenso die der ersten n + 1 Elemente
2 n—1 2 -1 -1, n—1
<]-7€17 €15 €1 €2>K = <1,u,u 7"',un ’un v" >K

Angenommen, die Erzeugnisse der ersten j-n, 2 < j < n—1 Elemente beider Basen stimmen
iiberein, also

n—1 2 n—1 2 2 n—1_j—1
(1, e1,..., €177, ea, erea, ejea, ..., €] ez, €5, e1€5,..., €] €5 K
sei gleich
<17 u, u27 s un—17 un—lvn—17 ,Un—l, uvn—l) s un—Qvn—l7 un—2vn—27
T N T T A T e L N VL R L A S Vi_1.
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6.2 Ordnungen in héherdimensionalen Normrestalgebren

Es gilt vz € Vi1 Vx € Vj_1,7 € N und

Gy IgnTd Iyl ( j_g xivi)
7=
e‘% =

oo C*djflunfjvnfj N
051 (n—2) 081 (n—2) Y

wobei z; und z im Erzeugnis (1,u,u>

s ™ 1) und y in Vj_; liegen und ¢* eine (nicht
notwendig primitive) n-te Einheitswurzel ist. Daher erzeugen auch die ersten j-n+1 Elemente
der Basen iiber K denselben Vektorraum:

n— 2 n—1 _j—1 i _
(1, e1,..., €177, e, erea, €fea, ..., €] €y , ey =
<1,u,...,u"_l,u"_lv"_l,v"_l,uv"_l,...,u"_Jv”_]H,u"_jvn_J>K.

Angenommen, die Erzeugnisse der ersten j-n + 14, 1 <1i,7 < n — 1 Elemente beider Basen
iiber Kstimmen iiberein, also

2 n—1 2 n—1
(1, e1, ef,..., e, e2, e1ez, €feg, ..., €] ez,
2 2 n—12 3 3 j—1 J i—1_j
€5, €1€5,..., €] €5, €5, €1€5, ..., € , €1€5, ..., €] €YK
sei gleich
(1w, u?, w2

)
un—QUn—Q, un—lvn—Q, " un—jvn—j’ un—]—i—lvn—j’

" un—]-i—z—lvn—j)

n—j,n—j ,n—j+1, n—j n—j+i—1, n—j .
Vici @ (u" 70" I T L V" g = Vil .

Betrachte e eg:

16]' B ui 4 Z;c_:lo (;)(_1)2—kuk ‘ C*dj—lun—j,un—j +x
e (1-¢) adi(n=2)
g*djflunfjJri,Unfj + 22—210 (;) (_1)i7k<’*djflun7j+kvnfj .
a1 =2)(1 = () o

g*djflunfjJr’i,Unfj
——— — +y
adi(n=2)(1 — ()t
wobei z, 2’ € Vj_1 und y € Vi_1 1.

Daher erzeugen auch die ersten j - n 4+ ¢ + 1 Elemente beider Basen iiber K denselben
Vektorraum:

n—1 2 j—1 j i—13 i j
(1, e, €f,..., €], ez, erea, €7€a,..., €5 , €1€y,..., €] €5, €€y K =
2 n—1  n—1 n—1  n—1 n—1 n—j, n—j

(Liuyu, yu™ w0 0" we L u o

n—j+1, n—j n—j+i—1, n—j , n—j+i, n—j

ut I u T VT I T T ) e
Insgesamt betrachtet hat also die Ubergangsmatrix der geordneten Basis von O zu der
geordneten Basis von O obere Dreiecksform.

O
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6 Verallgemeinerung

Beispiel. Zur Veranschaulichung sei hier die Ubergangsmatrix von O¢ zu O fiir n = 3 mit
geordneten Basen dargestellt:

1 e el ea  erez e2es 3 e1€3 ee3
1 1 —x 2z z2
1L (e gy 0 = oo 0 0 Gy
w [0 & T2 0 0 5 L = B
= 10 =7 @ a0 a(l-—
ug 0 0 1 —z T —x 0 T —2x
(1-0)? Lll a(l—lC) a(l;C)2 a(é—C) a(12—CC)2
— T — X
u?? [0 00 5% Gig woior 0 w@wi-o a0
2 1 -2 x
S K A oL S ok
w? |00 0 0 0 5A=02 a8 ad(1-0) ad(1—C)2
O 0 0 0 0 0 L4 _-d Cd
uv a2 ad2(1-C) ad2(1—-0)2
o lo 0 0 0 0 0 0 -d S2d
(1= a?(1=C
v \0 0 0 0 0 0 0 0w
Die Determinante lasst sich einfach ablesen:
a3 56 1

[0:0]7 =[0;: 0] = a369(1 — ¢)? - a36%(1 — ¢)9 - a383(1—¢)9°

Das Lemma ermoglicht es nun, die Determinante [O, : O] = [O : O]~ der Ubergangsmatrix
der Basen von O¢ zu O auch im allgemeinen Fall zu bestimmen. Es wurde gezeigt, dass die
Determinante das Produkt bestimmter Koeffizienten in efe? ist, ndmlich der Koeffizienten
ut Iyl falls 0 < i < 7,
von { u! Iy falls 0 < 7 <1,
ul, falls 7 = 0.
Auflerdem wurde fir 0 <i<n—1,0< j <n—1 gezeigt:

C*dj—lun—j—i-ivn—j

adi(m=2)(1 — ()t

elel =

ty

Y € Vz‘—l,j—l und

g W Yo () (D)t
' (1-¢) '

Die gesuchten Koeffizienten ¢;; in eted,0 <i,j <n—1muss man nur noch ablesen.

¢rdi—1t . .
m, falls 0 <1 < j,
*qdi— . .
cij = aﬁﬁwﬁﬁv falls 0 < j <4,
1 -
a0 falls 7 =0

mit ¢* jeweils eine geeignete n-te Einheitswurzel.

Mit Hilfe von Abzéhlungsargumenten bestimmt man, wie oft a,d,§ und 1 — ¢ im Produkt
der ¢;; vorkommen:

a: a kommt im Nenner von allen ¢;;,7 > 1 vor, also genau n? —n mal und steht genau
dann im Zahler, wenn 1 < j <. Im Produkt {iber alle ¢;; steht dann folgende Potenz
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6.2 Ordnungen in héherdimensionalen Normrestalgebren

von a:
g2+ +n—1  n(n—1)/2

qn(n—1) - qnr(n=1) °
d: &7 1,1< J <n—1kommt im Zghler von allen ¢;;,0 <7 <n — 1 vor, also n mal und
im Produkt {iber die c;; steht

dn+2n+...+(n—2)n — dn(n—l) (n—2)/2 ]

0. 5(”_2)770 < j <n—1kommt im Nenner von allen ¢;;,0 <4 < n — 1 vor, also n mal
und im Produkt steht

(5702 g2 5<n71>n<n72>>‘1 _ (5n2<n—1><n—2>/2>‘1 _

1—C: (1-¢)%0<i<n-—1kommtim Nenner von allen ¢ij,0 < j <n —1 vor, also steht
in der Determinante

((1 _ g)n+2n+---+(n—1>n)’1 _ ((1 _ g)n%n—l)ﬂ)*l .

Insgesamt ist die Determinante [O; : O] gleich

C*an(nfl)/Z dn(nfl)(n72)/2
[OC : O] = nln—1) sn%(n—1)(n—2)/2 n2(n-1)/2
) g (272 (1 — ¢y 1)/

C*an(nfl)/Q 5n(n71)2(n72)/2 <*
qn(n=1) gn?(n—1)(n—2)/2 (1 _ C)nQ(n—l)/2 T qn(n—=1)/2 gn(n—1)(n—2)/2 (1 _ C)nQ(n—l)/Q’
wobei (* wieder eine geeignete n-te Einheitswurzel bezeichne. Damit gilt

O : (’)d . R = qn—1)/2 gn(n—1)(n-2)/2 1- C)n2(n,1)/2 ‘R

und O ist nach Korollar 6.4 maximal.
Dieses Ergebnis sei in folgendem Theorem noch einmal zusammengefasst:

Theorem 6.9. Seien n > 2 eine Primzahl und K ein algebraischer Zahlkédrper, der eine
primitive n-te Finheitswurzel ¢ enthdlt und bezeichne mit R den Ring der ganzen Zahlen in
K. Sei weiters A¢ eine n?-dimensionale Normrestalgebra iber K, die bei allen Primstellen
zerfdllt, die (n) teilen und deren Diskriminante d(A¢) ein Hauptideal mit Erzeuger d ist,
sodass d eine (n—1)-te Wurzel 6 in R besitzt. Dann existiert ein Primelement a € R, sodass
gilt

Ac 2 Ac(a,d|K), a=1 mod (n)> wund J=2" mod (a)

fiir ein x € R und die Elemente

u—1 un—lvn—l o xén—Qun—l
e = und ey =
1-¢ n—2q
sind ganz und erfiillen ese; = (erea — ea — x. Auflerdem sind die Elemente
2 n—1 2 n—1_n—1
1, e1, ef,..., e] °, e2, e1e9, €1€9,..., €] €y

K-linear unabhdngig. Der freie R-Modul O, der von dieser Basis erzeugt wird, enthdlt eine
K -Basis von A¢(a,d| K) und ist damit eine R-Ordnung. Es gilt

[O . Od "R = CLn(n—l)/2 5n(n—1)(n—2)/2 (1 _ C)n2(n—1)/2 ‘R
und damit ist die R-Ordnung O mazimal in A¢(a,d| K).
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6 Verallgemeinerung

Bemerkung. Die Diskriminante d ist fiir n Primzahl das Produkt n — 1-ter Potenzen von
Primidealen. Ist R ein Hauptidealring, so hat d also immer eine n — 1-te Wurzel und in jeder
Normrestalgebra, deren Grad eine Primzahl ist und die bei allen Primstellen zerfillt, die
den Grad teilen, kann man mit der hier entwickelten Methode eine maximale R-Ordnung
bestimmen.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit maximalen Ordnungen in Normrestalgebren {iber algebrai-
schen Zahlkorpern, im Speziellen mit der Verallgemeinerung einer Methode zur Konstruktion
von maximalen Ordungen in Quaternionenalgebren aus [Lem].

Im ersten Kapitel sind alle grundlegenden Definitionen und Resultate iiber lokale Kérper
und zyklische Algebren gesammelt, die spéter benutzt werden, wie etwa Hensels Lemma, der
Approximationssatz und der Normensatz.

Das zweite Kapitel behandelt die Konstruktion der Normrestalgebren Acs(a,b|K) und
ihre allgemeinen Eigenschaften iiber beliebigen Koérpern K, a,b € K*. Es werden deren
Zentralitéit und Einfachheit gezeigt (Lemma 2.1) und der Zusammenhang mit Matrizenalge-
bren in Abhéngigkeit von den Elementen a und b (Satz 2.6) sowie im zweiten Abschnitt die
Ahnlichkeit bzw. Isomorphie zu einer zyklischen Algebra (Satz 2.8 und Satz 2.9). Im drit-
ten Abschnitt werden die Isomorphieklassen von Normrestalgebren iiber lokalen Ko6rpern
bestimmt (Satz 2.13).

Das dritte Kapitel beinhaltet alle Definitionen und Resultate iiber Ordnungen, die im
weiteren Verlauf gebraucht werden. Auflerdem wird die Diskriminante der Ordnung in einer
Normrestalgebra bestimmt, die von den Standardbasiselementen der Algebra erzeugt wird
(Abschnitt 3.3).

Im vierten Kapitel wird das Hilbertsymbol eingefiihrt, wie es in der Klassenkorpertheorie
definiert ist. Dieses hidngt eng zusammen mit dem Verzweigungsverhalten von Normrestal-

gebren. Es wird gezeigt, dass das n-te Hilbertsymbol (%’b) die Isomorphieklasse der n2-
n

dimensionalen Normrestalgebra A¢(a, b | Kj) iiber der Vervollstandigung eines algebraischen
Zahlkorpers K beziiglich einer Stelle p parametrisiert (Satz 4.4).

Das fiinfte Kapitel beschéftigt sich mit Quaternionenalgebren iiber einem algebraischen
Zahlkorper K und der Ausarbeitung der Methode aus [Lem]. Dabei wird zu einer gegebenen
Quaternionenalgebra eine isomorphe Algebra Q(a, d | K') konstruiert (Theorem 5.12), in der
maximale Ordnungen besonders giinstige Eigenschaften besitzen. Darauthin werden explizit
Basiselement angegeben, die in dieser Algebra eine maximale Ordnung erzeugen (Abschnitt
5.4).

Das letzte Kapitel verallgemeinert die Ergebnisse aus Kapitel fiinf auf Normrestalgebren,
deren Grad eine Primzahl ist. Im ersten Abschnitt wird Theorem 5.12 unter dhnlichen Vor-
aussetzungen mit Hilfe des Hilbertsymbols verallgemeinert. Dabei wird wieder zu einer ge-
gebenen Normrestalgebra eine isomorphe Algebra konstruiert, deren maximale Ordnungen
sich giinstig verhalten (Theorem 6.2). Der zweite Abschnitt beschreibt zwei Elemente e; und
eo in der eben konstruierten Algebra und weist nach, dass diese ganz sind und dass der Ring,
den sie erzeugen, eine maximale Ordnung in dieser Algebra ist (Theorem 6.9). Damit ist es
gelungen Lemurells Methode zu verallgemeinern.
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Summary (English)

This thesis deals with maximal orders in power norm residue algebras defined over an al-
gebraic number field, in particular with the generalization of a technique of constructing
maximal orders in quaternion algebras from [Lem].

In chapter one there are listed all the basic definitions and results about local fields and
cyclic algebras, which will be used afterwards. For example we mention Hensel’s Lemma and
the approximation theorem.

The second chapter introduces the construction and basis properties of power norm residue
algebras A¢(a,b| K) defined over arbitrary fields K,a,b € K*. We will prove that these
algebras are central and simple (Lemma 2.1) and examine how they are related to matrix
algebras according to the elements a and b (Satz 2.6). Moreover, we will show that they are
similar or isomorphic to cyclic algebras (Satz 2.8, Satz 2.9). At the end of this chapter the
isomorphism classes of power norm residue algebras over local fields are determined (Satz
2.13).

Chapter three contains definitions and basic results regarding orders. Given a power norm
residue algebra, we consider the order, which is generated by the standard basis of the
algebra, and determine the discriminant of this order (Section 3.3).

Chapter four introduces the Hilbertsymbol, which originates from class field theory. It is
closely linked to the ramification of power norm residue algebras. We will show that the n-th

Hilbertsymbol (aﬁb> parametrizes the isomorphism class of the n?-dimensional power norm
n

residue algebra As(a,b| K,) over a completion of an algebraic number field K with respect
to a place p (Satz 4.4).

The fifth chapter deals with quaternion algebras over algebraic number fields and the
elaboration of Lemurell’s method of finding a maximal order [Lem]|. Based on a given qua-
ternion algebra we construct an isomorphic algebra, in which maximal orders have certain
useful properties (Theorem 5.12). Thereupon we can find explicit elements, which generate
a maximal order in this algebra (Section 5.4).

The last chapter generalizes the results from the previous chapter to power norm residue
algebras whose degree is a prime number. In the first section we will prove a generalized
version of Theorem 5.12 by use of the Hilbertsymbol. Once again based on a given power
norm residue algebra we can construct an isomorphic algebra, in which maximal orders have
convenient properties (Theorem 6.2). In the second section we manage to find two elements
e1 and es in this algebra, which are similar to the generators of the maximal order in the last
chapter. We will show that they are integral and that the ring generated by those elements is
a maximal order and hence achieve our aim to generalize Lemurell’s construction (Theorem
6.9).
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