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Abstract

Because cosmic rays (CRs) represent a main heating process in the interstellar medium
(ISM), interactions of high-energetic, charged particles with the ISM should be considered
in all wind simulations. Especially the topic of galactic wind simulations will benefit from
an implementation of CR particle conservation equations (Fokker-Planck-equation).

This theses gives an overview about the different types of acceleration processes of char-
ged particles, with a main focus on 1%¢ Order Fermi-Acceleration. It will be shown that it is
possible to accelerate particles to the highest energies discovered, with the use of shock ac-
celeration only. In doing so, the argument of the different slopes in the range of the “knee”
and the “ankle” of the CR particle spectrum will also be discussed. Furthermore, a galactic

wind model, which considers the physics of CR particles (Fokker-Planck-equation), on the

conception of a model for galactic wind simulations (GAWI) based on Dorfi & Drury

1987) and Dorfi et al. (2006), will be created. This model is based on an implicit code,

which makes it possible to explain the expansion of galactic winds in consideration of

the so called fluz-tube geometry, with the use of relatively large timesteps. In comparison

to older models (see Dorfi, 1984, 1985) it is important, that CR-pressure and CR-energy

have not been computed explicitely from the CR-conservation equation. Therefore it has
not been possible to obtain the CR-adiabatic indexr ~¢o directly from CR-equations. Re-
markable results have been generated, especially in relation to test calculations. These
test calculations, with the assumption of CRs behaving as test particles (no coupling of
hydrodynamics with CR-equations), have been conducted to prove the reliability of the
numerical method, because the obtained results can then be compared with the analytic
solution. Moreover, it will be tested using different initial models, which have a strong
dependence on the accuracy of simulations. The second part of simulations will be held

in a “physically correct* (coupling between hydrodynamics and CR-conservation) state,

which correspond thoroughly with results from earlier simulations (see Dorfi, 1984, [1985).



As the CR-values in these models are only given as an approximation, the results from
the actual model also represent a test of the numerical method. In conclusion, a prospect
on further possibilities, due to the use of the Fokker-Planck-equation, will be shown. For
example, with introducing spherical geometry, it would be possible to develop more de-
tailed information about the evolution of stellar winds and supernova remnants (SNR).
Furthermore, with introducing synchrotron losses in the Fokker-Planck equation, it will
be possible to investigate the behavior of electrons (and especially synchrotron-radiation)

within that model as well.
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Zusammenfassung

Da kosmische Strahlung (CR) einen wesentlichen Heizprozess im interstellaren Medium
(ISM) darstellt, sollte eine Beriicksichtigung der Wechselwirkung von hochenergetischen,
geladenen Teilchen mit dem ISM in sémtlichen Wind-Simulationen erfolgen. Besonders das
Gebiet der Simulation von galaktischen Winden sollte sehr stark von der Implementation
von CR-Erhaltungsgleichungen profitieren.

Diese Arbeit bietet einen Uberblick iiber die verschiedenen Arten der Beschleunigung
von geladenen Teilchen, wobei das Hauptaugenmerk auf der Beschleunigung durch einen
Fermiprozess 1. Ordnung liegt. Es wird gezeigt, dass es, mit Hilfe von Stofbeschleunigung
durchaus méglich ist, Teilchen auf die héchsten, beobachteten Energien zu beschleunigen,
wobei auch das Argument der Steigungsinderung im Bereich von , Knie“ und ,Kndéchel”
des CR-Teilchenspektrums diskutiert wird. Weiters wird ein Modell eines galaktischen
Windes, unter Beriicksichtigung der Physik der CR-Teilchen (Fokker-Planck-Gleichung)
und ausgehend von einem Modell zur Simulation von galaktischen Winden GAWI (vgl.
Dorfi et _all, 12006; \Dorfi & Drury, 1987), erstellt. Dieses Modell beruht auf einem implizi-
ten Code, mit dessen Hilfe es moglich ist, die Ausbreitung eines galaktischen Windes, unter
Beriicksichtigung der sogenannten Flussrohrengeometrie mit relativ groflen Zeitschritten,
zu bestimmen. Wesentlich ist, dass im Vergleich zu fritheren Modellen (Dorfi, 1984, 11985)
der CR-Druck sowie die CR-FEnergie explizit aus der CR-Erhaltungsgleichung bestimmt
werden konnen, wodurch auch eine direkte Berechnung des CR-Adiabatenkoeffizienten ~¢o
moglich ist. Die aus den Modellrechnungen resultierenden Ergebnisse erweisen sich als
auferordentlich gut im Bezug auf den Vergleich mit Testrechnungen. Um die Numerik des
Modells zu iiberpriifen, werden Testrechnungen durchgefiihrt, wobei davon ausgegangen
wird, dass die CRs nicht mit dem hydrodynamischen Stof koppeln. Die daraus erhaltenen

Ergebnisse machen dann einen Vergleich mit einer analytischen Losung moglich. Weiters



wird auch mit verschiedenen Anfangsmdodellen fiir die CR-Strahlung experimentiert, wo-
bei sich zeigt, dass die Wahl des Anfangsmodells die Genauigkeit des Ergebnisses beein-
flusst. Im zweiten Teil der Modellrechnungen werden Simulationen im Realfall (Kopplung

Hydrodynamik mit CR-FErhaltung) durchgefiihrt, welche sich sehr gut mit Ergebnissen aus

fritheren Simulationen nach [Dorfi (1984) und [Dorfi (1985) decken. Da bei dlteren Model-
len die CR-Grofen nur sehr stark approximiert eingehen, stellen diese Ergebnisse auch
einen Test der numerischen Methodik dar. Abschlieftend wird noch ein Ausblick auf die
Moglichkeiten gegeben, welche durch Implementation der Fokker-Planck-Gleichung nun
offenstehen. Die Beriicksichtigung der sphdrischen Geometrie ermoglicht es beispielsweise
stellare Winde und Supernova-Uberreste zu untersuchen und die Einbeziehung von Syn-
chrotronverlusten in die Fokker-Planck-Gleichung macht eine Anwendung fiir Elektronen

e~ moglich.
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1 Einleitung

Das Gebiet der Astroteilchen-Physik ist relativ neu und daher ist die historische Entwick-
lung dieses Teilgebiets der Physik, speziell die der kosmischen Strahlung, sehr schwer zu
beschreiben. Der folgende historische Uberblick sowie die zugrundeliegenden Beschleuni-
gungsmechanismen werden sehr gut von (Grupen (2005) und Kachelriess (2008) zusam-

mengefasst.

Kosmische Strahlung wurde erstmals 1912 von Victor Hess entdeckt. Er unternahm
eine Reihe von Ballonfliigen, um die Restleitfahigkeit von Luft als Funktion der Hohe zu
bestimmen. Dabei zeigte sich, dass die Tonisation bis zu einer Hohe von ca. 2000 m durch
die Bodenradioaktivitéit leicht abnimmt, anschlieffend jedoch mit der Hohe wieder steigt.

Hess begriindete dies korrekterweise als eine Ursache von extra-terrestrischer Strahlung.

Einen ersten Nachweis von kosmischer Strahlung gelang 1938 Pierre Auger, der bei
seinen Koinzidenz-Experimenten Teilchen zur gleichen Zeit in Detektoren, die hunder-
te Meter von einander entfernt aufgestellt waren, messen konnte. Daraus schloss er auf
die Existenz ausgedehnter Luftschauer, deren Primérteilchen Energien von ca. 10 eV
besitzen mussten.

Spéter, in den 1930er und 40er Jahren, war die kosmische Strahlung iiberwiegend fiir die
Teilchenphysik von Bedeutung, was zu einer Reihe von Entdeckungen in der Elementar-
teilchenphysik fiihrte.

Kosmische Strahlung besteht zu 98% aus ionisierten Kernen wie Protonen (87%), a-
Teilchen (12%) und schweren Elementen (1%), sowie zu 2% aus Elektronen. Folglich ist die
kosmische Strahlung eine Teilchenstrahlung. Das Energiespektrum dieser Strahlungsart

ist sehr breit. Es deckt einen Energiebereich von 10%eV bis 10%! eV ab, wobei allerdings
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Abbildung 1.1: Es ist deutlich zu sehen, dass das Energiespektrum der kosmischen Strahlung einen sehr

breiten Bereich abdeckt. Die unterschiedliche Form der Datenpunkte kennzeichnet ver-
schiedene Datensets (LEAP, akeno, yakustk, proton, havera). Quelle: J. Cronin, T.K.
Gaisser, and S.P. Swordy, Sci. Amer. v276, pl4 (1997).

der Fluss sehr stark mit steigender Energie abnimmt (Abb. [11]). Die Flussrate ergibt sich

formal zu

~y Energiebereich

o WY 2,7 101 —10% 6V — “knec*

dE

3 10% — 108 eV — “ankle
2.7 > 1018 eV

Wie in Abbildung [T ersichtlich, zeigt sich eine Anderung in der Steigung der Kurve.

Fiir dieses Verhalten im Bereich des ,knees” gibt es zwei mogliche Erklarungen: Einerseits

konnen Teilchen in der Galaxie nur dann verweilen, wenn ihr Gyroradius kleiner oder

gleich des galaktischen Radius ist. Fiir die Milchstrake bedeutet dies, dass Teilchen mit

einer Energie > 10'° eV beginnen, die Galaxie zu verlassen. Andererseits wird bei dieser

Teilchenenergie auch das Maximum der Beschleunigung durch einen Fermi-Mechanismus



1. Ordnung (siehe Abschnitt [[1.3) erreicht. Allerdings ist der Ubergang in diesem Be-
reich stetig, was darauf schlieffen ldsst, dass auch im Bereich der hohen Teilchenenergien
eine Fermi-Beschleunigung verantwortlich ist. Eine mogliche Erklarung fiir die Steigungs-
anderung in diesem Bereich wire, dass Teilchen mit einer hoheren Energie auch weiter
in den galaktischen Halo hinein propagieren und somit, durch die grofere Distanz zum
Beobachter, wieder Energie beim Durchgang durch das ISM verlieren (@hnlich wie beim
Effekt der solaren Modulation von kosmischer Strahlung in unserem Sonnensystem,). Die-

ses Argument ist auch das Hauptziel, welches diese Arbeit verfolgt. Die anschliefsende

’ Halo ~
d AY
d N
/ AY
4 \
/ \
/ \

Abbildung 1.2: Im Vergleich zu hochenergetischen Teilchen im Bereich von 10° bis 10*° eV (deckt sich
mit Fermi-Beschleunigung), miissen Teilchen mit hoherer Energie einen lingeren Weg
durch das ISM zuriicklegen. Das wire eine mdgliche Erklirung zur Steigungsinderung

im Bereich des Knies.

Abflachung der Kurve im Bereich des ,jankles” ist hochstwahrscheinlich auf eine extra-
galaktische Komponente (z.B. AGN) zuriickzufithren. Hier ist auch die Teilchenausbeute
derart gering, dass das Argument der Fermi-Beschleunigung nicht mehr vertretbar ist, da
diese auf Gleichungen aus der statistischen Physik zuriickgreift (Fokker-Plank Gleichung).

Eine weitere Anderung der Steigung ist zudem noch im Bereich der geringen Energien
< 10%eV zu erkennen. Dieser ist auf den Effekt der solaren Modulation zuriickzufiihren.
Sobald Teilchen in unser Sonnensystem eintreten, miissen sie einen nach aufsen gerichteten
solaren Wind iiberwinden. Dies ist natiirlich mit einem Energieverlust verbunden, welcher

Teilchen mit niedriger Energie stirker beeinflusst als jene mit hoher Energie.



1.1. BESCHLEUNIGUNGSMECHANISMEN

1.1 Beschleunigungsmechanismen

Die Beschleunigungsmechanismen der kosmischen Strahlung kann man grundsétzlich in
vier Gruppen einteilen. Da der fiir diese Arbeit wesentliche Beschleunigungsmechanis-
mus der Fermi-Mechanismus 1. Ordnung darstellt, wird diesem im Folgenden auch mehr

Beachtung geschenkt.

1.1.1 Zyklotron-Mechanismus

Unter Zyklotronstrahlung versteht man im Zusammenhang mit der kosmischen Strah-
lung die Beschleunigung in Sonnenflecken, wobei sogar sonnenéhnliche Sterne Teilchen
auf GeV Niveau beschleunigen kénnen. Die Beschleunigung erfolgt dabei in zeitlich ver-
anderbaren Magnetfeldern. Sonnenflecken erscheinen dunkler, da ein Teil der thermischen
Energie in magnetische Energie iibergeht. In typischen Sternen konnen Sonnenflecken mit
Magnetfeldern von bis zu 10* Gauss auftreten, wobei die Lebensdauer der Flecken einige
Rotationsperioden iiberdauern kann. Weiters konnen sonnenidhnliche Sterne Flecken mit

bis 10? cm aufweisen (vgl. |Grupen, 12005, Seite 64).

B
particle trajectory

Abbildung 1.3: Prinzip der Teilchenbeschleunigung in Sonnenflecken.

Magnetfelder in sonnenidhnlichen Sternen entstehen durch turbulentes Plasma, welches
hauptsichlich aus Protonen und Elektronen besteht. Diese Plasmabewegung verursacht
Strome, wodurch wiederum ein Magnetfeld erzeugt wird. Durch das permanente Entstehen
und Zerfallen von Magnetfeldern entstehen elektrische Felder, in welchen Protonen und

Elektronen beschleunigt werden konnen. In Bild [[L3] wird schematisch ein Sonnenfleck



1.1. BESCHLEUNIGUNGSMECHANISMEN

mit der Fliche A = R?r1 mit einem variablen Magnetfeld B dargestellt. Erstes Semester

Physik lehrt uns, dass ein zeitlich verdndernder magnetischer Fluss ® eine Spannung U

dd -
__:fE.dg:U, (1.1)

wobei E der elektrischen Feldstirke und d5 einer infinitesimalen Lange entlang der Tra-

zur Folge hat,

jektorie des Teilchens entspricht. Der magnetische Fluss ist gegeben durch
D= /é .dA = R*rB, (1.2)

mit dA als Flichenelement. In Gleichung[.2ist angenommen, dass das Magnetfeld normal
auf das Flichenelement dA steht. Somit ergibt sich ein Energiegewinn fiir ein geladenes

Teilchen bei einer Umrundung der Feldlinie wie

dB
E =ceU =erR>—. 1.3
eU = er o (1.3)

Fiir einen Sonnenfleck mit einem Radius von R = 10% cm, einem Magnetfeld der Stirke

B = 2000 Gauss und einer Lebensdauer von einem Tag ergibt sich demnach

0.2Vs

E=16x10"" As710"m*————
6 x 10 sml0 m8640()sm2

=16 x 107" J =0.73GeV (1.4)

Beobachtungsdaten der Sonne zeigen Teilchen mit Energien von bis zu 10! eV, das héchst-
wahrscheinlich das Maximum des Zyklotron-Mechanismus in Sternen bestimmt.

Das Zyklotron-Modell kann zwar korrekte Teilchenenergien voraussagen, jedoch nicht
erkldren, warum sich geladene Teilchen in kreisformigen Orbits um ein sich zeitlich ver-
anderndes Magnetfeld bewegen, da zirkuldre Orbits nur unter dem Einfluss von Stabili-

sierungskriften (wie beispielsweise in Teilchenbeschleunigern) moglich sind.

1.1.2 Beschleunigung durch Sonnenfleckenpaare

Sonnenflecken treten sehr oft paarweise, mit unterschiedlich gerichteter magnetischer Po-
larisation auf. Im Normalfall ndhern sich die beiden Sonnenflecken einander an, bis sie
sich schlieflich miteinander vereinigen. Nimmt man an, dass der linke Fleck ruht und sich

der Rechte mit einer Geschwindigkeit v auf den Linken zubewegt (vgl. Abb. [1]]), dann
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2" sunspot

15¢ sunspot

Abbildung 1.4: Teilchenbeschleunigung durch Sonnefleckenpaare

wird durch die Bewegung des magnetischen Dipols ein elektrisches Feld erzeugt, welches
normal auf den Dipol und auf die Geschwindigkeit v steht (7 x B). Typische Sonnenfle-
cken erzeugen elektrische Felder von ca. 10 V/m. Trotz dieser geringen elektrischen Felder
ist es moglich, geladene Teilchen zu beschleunigen, da der Energieverlust durch Kollision
aufgrund der geringen Dichte der Chronosphire sehr klein ist. Unter realistischen Be-
dingungen (Sonnenfleckenabstand D = 10" m, magnetische Feldstirke B = 2000 Gauss,
Relativgeschwindigkeit v, = 107 m/Tag) sind durchaus Teilchenenergien im GeV Bereich
moglich. Somit zeigt sich, dass die Energien welche durch Anndherung magnetischer Dipo-
le erzeugt werden, im selben Bereich liegen, wie jene durch den Zyklotron-Mechanismus.
Allerdings scheint der Prozess der paarweisen Sonnenflecken-Beschleunigung plausibler zu

sein, da in diesem Fall keine Stabilisierungskrifte von Néten sind.

1.1.3 Beschleunigung in Stofiwellen

Hat ein massereicher Stern sein nuklear prozessierbares Material aufgebraucht, entsteht
ein Ungleichgewicht zwischen Strahlungsdruck und Gravitationsdruck und der Stern kol-
labiert. Je nach Anfangsmasse des Sterns sind unterschiedliche Szenarien moglich, spricht
man jedoch von einem massereichen Stern, entsteht im Normalfall ein Neutronenstern und
der Rest des Materials wird als Supernova in die interstellare Materie ISM geschleudert.
Das ausgeschleuderte Material der Supernova breitet sich in Form einer Stoffwelle in das

ungestorte ISM aus. Angenommen, die Stoffront bewegt sich mit der Geschwindigkeit w4



1.1. BESCHLEUNIGUNGSMECHANISMEN

und hinter dem Stof fillt die Geschwindigkeit des Gases auf eine Geschwindigkeit von wus
ab. Fiir das Laborsystem (im System des Gases) bedeutet dies somit eine Gasgeschwindig-

keit von u; —up (Abb. [[F). Grundsitzlich ist eine Stofwelle eine Druckwelle, die sich mit

e U2
-
shock front < Pl

<
\

—

Uy

Abbildung 1.5: Stofbeschleunigung schematisch

Uberschallgeschwindigkeit bzw. mehr als der Alfvén-Geschwindigkeit bewegt. Das bedeu-
tet, dass die Wellenfront ungestort bleibt und eine Unstetigkeit an der Stofkfront auftritt.
Das Medium im Vorder- bzw. Hinterland des Stofses wird durch die Grofen Druck, Dichte
und Temperatur charakterisiert, welche wiederum iiber die Massen-, Impuls- und Ener-
gieerhaltung miteinander verkniipft sind. Fiir ein einatomiges Gas (7 = 5/3) ergeben sich
demnach fiir einen starken Stofi (M > 1) Werte nach [LT3 wobei cg = /v P/p und
M = v/cg entspricht.

fiir v =2

3
P 2y 2 — 5pr2
P T4l M - 3M1
P2 _ o+l ar2 — 2
ot T M 4 M
2
T, _ 2y(y=1 2 _ 572
T = oo M= = 16M1

Tabelle 1.1: Druck-, Dichte- und Temperaturverhdltnis bei starkem Stof8

Ein Teilchen, welches mit der Stofsfront kollidiert und dadurch reflektiert wird (vgl. Abb.

[1.7), erfahrt einen Energiezuwachs von

AFE = %m [0+ (ug —ug))” — %mv2 = %m [2v (ug — ug) + (ug — u2)2} : (1.5)
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Da der lineare Term dominiert (da v > uy,us und uy > us), folgt ein relativer Energie-

zuwachs von
AFE ~ 2 (Ul — Ug)
E v '

(1.6)

Eine etwas genauere relativistische Betrachtung, welche auch verschiedene Streuwinkel
beriicksichtigt, fithrt zu
AFE . 4U1 — U2
E 3 ¢

(1.7)

wobei angenommen wurde, dass die Teilchengeschwindigkeit durch die Lichtgeschwindig-
keit approximiert werden kann.

Ahnliche Ergebnisse zeigen sich, wenn das Teilchen innerhalb zweier Stokfronten gefan-
gen ist und zwischen diesen hin und her reflektiert wird. Normalerweise hat die innere
Front v, eine viel hohere Ausbreitungsgeschwindigkeit als die AuRere vy, da diese bereits
durch die Wechselwirkung mit dem ISM abgebremst wurde. Die innere Stoffront kann
Geschwindigkeiten bis zu vo = 20000 km/s erreichen, wihren die dufere Front lediglich
mit Geschwindigkeiten von einigen 100 km/s bis 1000 km/s ins ISM propagiert (Abb. [1.4).

Ein Teilchen mit Geschwindigkeit v welches am inneren Stof reflektiert wird gewinnt die

Abbildung 1.6: Teilchenbeschleunigung durch mehrmahlige Refelzion zwischen zwei Stoffronten.

Energie
1 s 1 5 1 9
AE, = 3 (v4wve)” — g = gm (v3 4 2vv,) . (1.8)
Durch Reflexion am &uferen Stof verliert das Teilchen die Energie

1 1 1
AE, = 5m (v =) = émvz — M (7 — 200) . (1.9)
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Damit ergibt sich ein mittlerer Energiegewinn fiir das Teilchen zu

1
AE = 3m [0 + V3 + 2v (va — v1)] . (1.10)

Da vy > vy konnen die quadratischen Terme vernachléssigt werden und es ergibt sich

AE  2A
v

Es zeigt sich, dass beide Stofbeschleunigungsmechanismen linear in der Relativge-
schwindigkeit sind, deswegen wird diese Art von Beschleunigungsmechanismus auch als
Fermi-Mechanismus 1. Ordnung bezeichnet. Der Unterschied zum Fermi-Mechanismus im
allgemeinen Fall besteht darin, dass der Stofs nun eine Vorzugsrichtung hat und deshalb
die Mittelung iiber die Streuwinkel etwas anders ausfillt. Die lineare Energiezunahme in

Abhéngigkeit von der Stofsgeschwindigkeit kann folgendermafen dargestellt werden

dN dN { E ] ~itnP=g E,

4
_ | E T 4 c 1.12
B~ a8 B |5 mit =g =1+3f8 (112

wobei ¢ die mittlere Energie nach k Stofken, P die Wahrscheinlichkeit mit der ein Teilchen
nach dem Stof im System verbleibt und 8 = u/c entspricht. Der Energiezuwachs ist von
1. Ordnung in der Geschwindigkeit der Stoffront.

Shock front

-

Ushock

Abbildung 1.7: Teilchen ab einer gewissen Energie (~ 10° GeV) propagieren durch die Stoffront und
werden aufgrund von Unstetigkeiten im Magnetfeld wieder zuriick reflektiert. Bei jedem

Durchgang erhoht sich somit die Energie des Teilchens.
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Bisherige numerische Simulationen (z.B. |Baring et _all, [1999; \Medina Tanca, 12002) er-
gaben Werte, die mit den Beobachtungen unterhalb des Knies (ca. 104 eV) sehr gut
{ibereinstimmen. Die Energien oberhalb von 10'* eV konnten bisher mit diesem Mecha-
nismus noch nicht geklirt werden. Wie bereits erwihnt, ist dies das Kernthema dieser
Arbeit. Auffillig ist, dass der Ubergang der Verteilungsfunktion im Bereich des Knies
stetig erfolgt, was darauf schliefen lisst, dass auch oberhalb von 10*eV eine Stofibe-
schleunigung stattfindet, jedoch andere Faktoren, wie beispielsweise die gréfere Distanz
von hochenergetischen Teilchen zum Beobachter (Abb. [1.2), die Steigungsinderung be-
wirken. Theoretisch wire es so durchaus moglich, Teilchen in Stofsfronten auf Energien
bis zu 10° eV (ankle) zu beschleunigen. Ab dem Bereich des ankles hingegen reicht die
Anzahl der Teilchen (N < 1km™?a~!) nicht mehr aus, um diese Energien mit dem Argu-
ment der Stokbeschleunigung zu erkliren, da die zugrundeliegende Theorie Gleichungen

aus der statistischen Physik verwendet.

1.1.4 Fermi-Beschleunigung

Eine Fermi-Beschleunigung im allgemeinen Fall beschreibt eine Streuung geladener Teil-
chen an rdumlich beliebig verteilten, inhomogenen Plasmawolken. Weiters bewegen sich
alle diese Wolken mit einer beliebigen Geschwindigkeit u. Tritt nun ein geladenes Teil-
chen mit einer Geschwindigkeit v; in die Plasmawolke ein, erfihrt es isotrope Streuung
innerhalb der Wolke und tritt gegebenenfalls mit Geschwindigkeit vo wieder aus (Abb.
[7.1-7). Um diesen Sachverhalt etwas iibersichtlicher zu gestalten, betrachtet man zuerst
eine antiparallele Bewegung von Teilchen und Wolke (vgl. Abb. [1.4). Somit erhoht sich

die Energie des Teilchens nach

1 1 1
AE, = 3 (v+u)® — §m1)2 =gm (2uv + u?) . (1.13)
Falls eine parallele Bewegung vorliegt, verringert sich die Teilchenenergie zu
0FE, = 1m (v—u)’ — 1va = 1m (—2wv + u?) (1.14)
27 2 2 ' '

Damit ergibt sich ein Netto-Energiegewinn von

AE = AE, + AE, = mu® (1.15)

10
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Ey, > Ey

Vcloud

Abbildung 1.8: Bei der Fermi-Beschleunigung wird ein geladenes Teilchen innerhalb einer oder mehrerer
Plasmawolken, welche sich mit Geschwindigkeiten Ugjouq bewegen, abgelenkt und kann so

beschleunigt werden.

und ein daraus resultierender relativer Energiegewinn von

AE u?
— =2—. 1.16
E v2 ( )
Wie man sieht, ist dieser Beschleunigungsmechanismus quadratisch in der Geschwindig-

keit und wird deshalb auch als Fermi-Mechanismus 2. Ordnung bezeichnet. Weiters ist das

casel case?2

Abbildung 1.9: Ist die Teilchengeschwindigkeit antiparallel zur Wolkengeschwindigkeit, erfolgt eine

Energieerhéhung, andernfalls eine Energieverminderung.

Ergebnis von [[.16] auch unter relativistischer Betrachtungsweise korrekt. Fiir das Ener-

giespektrum der Teilchenstrahlung bedeutet dies, dass es einem Potenzgesetz gehorcht

dN  dN [ E ] ~iHnP=¢ E,

4
— . t = = ]_ ~ B2 ]_]_
JE ~ ag (P E, mit & Er 35 (1.17)

wobei ¢ die mittlere Energie nach k& Stofen, P die Wahrscheinlichkeit mit der ein Teilchen

nach dem Stof im System verbleibt und 5 = u/c entspricht. Allerdings gibt es eine Reihe

11
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von Griinden, die es sehr unwahrscheinlich machen, dass die Fermi-Beschleunigung fiir

die beobachteten hohen Energien verantwortlich sein kénnte:
e 3<107* d.h. der Energiezuwachs ist sehr gering.

e Die Kollisionswahrscheinlichkeit eines Teilchens mit einer Plasmawolke betragt nur

ca. eine Kollision pro Jahr.
e Der Energieverlust (z.B. Ionisation) ist dhnlich hoch wie der Zuwachs.

Insgesamt bedeutet dies also, dass dieser Mechanismus bei weitem nicht effizient genug

ist, um die hohen Energien der kosmischen Strahlung zu erkléren.

1.1.5 Beschleunigung in Pulsaren

Pulsare sind magnetisierte, rotierende Neutronen-Sterne und Uberreste einer Supernova-
Explosion. Wihrend Sterne typischerweise einen Durchmesser von etwa 10° km aufweisen,
sind Neutronen-Sterne durch einen gravitativen Kollaps auf etwa 20km zusammenge-
schrumpft. Dieser Prozess erzeugt Dichten von bis zu 6 x 10 g/cm®, was vergleichbar
mit nuklearen Dichten ist. Durch die hohe Packungsdichte werden iiber die schwache

Wechselwirkung so Neutronen erzeugt,
p+e —=n+r.. (1.18)

Die so entstandenen Neutronen kénnen nicht zerfallen, da die Fermi-Energie in einem
Neutronen-Stern mehrere hundert MeV betrégt und die maximale Energie von Elektronen
beim Beta-Zerfall nur 0.78 MeV betrégt (Pauli Prinzip). Somit sind alle Energiestufen bis
zu diesem Maximum und dariiber, in einem Fermi Gas aus Elektronen verboten.

Bei einem Gravitationskollaps eines Sterns bleibt die Rotationsenergie erhalten, daher
ist die Rotationsperiode von Neutronensternen, aufgrund ihres geringen Durchmessers,
sehr kurz. Eine durchschnittliche Rotationsperiode eines sonnenéhnlichen Sterns betrigt

ca. einen Monat. Unter Vernachlédssigung des Masseverlustes bei Kontraktion ergibt sich

12
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fiir einen Pulsar somit eine Winkelgeschwindigkeit wp von

wSCDS = wPCDPwP, (1.19)
R2

wp = R_gws. (1.20)
P

Hierbei entspricht & dem Massen-Triagheitsmoment. Dieses Ergebnis fiihrt schlieflich zu

einer Rotationsperiode von
2
Rp
5
Ry

Fiir einen sonneniihnlichen Stern mit Rg = 10°km und einer Rotationsperiode Ty =

Tp =Ty (1.21)

2.592 x 10%s ergibt sich fiir einen Pulsar mit Rp = 20km somit eine Rotationsperiode
von

Tp =~ 1073s. (1.22)

Zusétzlich wird das Magnetfeld durch den Gravitationskollaps deutlich verstérkt (Abb.
[1.10), da der magnetische Fluss durch die Oberfléche eines Sterns wihrend der Kontrak-
tion erhalten bleiben muss und so die magnetischen Feldlinien stark zusammengedriickt

werden. Es zeigt sich

/ES(MS = /EP(MP (1.23)
2

Bp = BSR—QS. (1.24)
Rp

Fiir einen Stern mit B = 103 Gauss kénnen so bei einem Pulsar Magnetfelder von 2.5 x
103 Gauss erzeugt werden. Diese theoretisch sehr starken Magnetfelder konnten bereits
experimentell (Landau Levels) bestiitigt werden. Ublicherweise fillt die Rotationsachse des
Pulsars nicht mit der Richtung des magnetischen Feldes zusammen, was starke elektrische
Felder zur Folge hat und Teilchenbeschleunigung ermdglicht. Fiir einen Pulsar mit einer
Rotationsperiode von Tp = 30 ms ergibt sich eine Rotationsgeschwindigkeit von

v =2 B g 10%°m/s. (1.25)
Tp

Unter der Annahme, dass & L B ergibt sich eine elektrische Feldstiirke (E = @ x B) von

E~vB =10"V/m, (1.26)

13
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-
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Abbildung 1.10: Wihrend eines Graviatationskollapses eines Sterns kommt es zu einer Erhchung der
Magnetfelddichte und damit des Magnetfeldes.

was demnach bedeutet, dass ein einfach geladenes Teilchen eine Beschleunigung von
10% eV /m erfihrt. Es sei jedoch erwiihnt, dass der genaue Prozess, wie ein Pulsar Rotati-
onsenergie in die Beschleunigung von Teilchen transformiert, noch nicht verstanden wird.
Ein durchschnittlicher Pulsar (Tp = 30ms, Mp = 2 x 103°kg, Rp = 20km, w = 27/T)
weist eine Rotationsenergie von etwa 4.4 x 10% eV auf. Unter der Annahme, dass 1% dieser
Rotationsenergie zur Beschleunigung von Teilchen verwendet wird und einer Lebensdauer
des Pulsars von 10!° Jahren, erhilt man eine Injektionsrate von

dE
— LA x 102 eV/s. (1.27)

In Anbetracht der Tatsache, dass unsere Galaxie etwa 10'! Sterne beinhaltet und die
Supernova-Explosionsrate (entspricht der Entstehungsrate von Pulsaren) mit ca. einer
Explosion pro Jahrhundert (vgl. |Grupen, 12005) angenommen wird, waren seit der Ent-
stehung der Milchstrake 10® Pulsare an der Beschleunigung von Teilchen der kosmischen
Strahlung beteiligt. Mit einer durchschnittlichen Pulsar-Injektionszeit von 5 x 10? fiihrt
das zu einer Gesamtenergie von 2.2 x 10" eV und im Weiteren, fiir ein Gesamtvolumen
der Galaxie von 2 x 1057 cm?, bedeutet das eine Energiedichte der kosmischen Strahlung
von 1.1eV/em®. Natiirlich muss beriicksichtigt werden, dass CR Teilchen nur eine be-

stimmte Zeit in der Galaxie verweilen und auch Energie durch Wechselwirkung mit ISM

14
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verloren geht, aber die vorher getroffenen, groben Abschétzungen beschreiben die aktuelle

CR Energiedichte von rund 1eV/cm® sehr gut.

1.1.6 Beschleunigung in Doppelsternsystemen

Doppelsternsysteme, welche aus einem Pulsar oder Neutronenstern und einem herkémm-
lichen Stern bestehen, kénnen auch als Beschleunigungsmechanismus kosmischer Teilchen
dienen. In einem solchen System besteht ein konstanter Massefluss vom leichteren zum
schwereren Partner. Dieser Materiefluss stellt sich als spiralférmige Akkretionsscheibe um
den schwereren Partner dar, wo dann, durch den enormen Plasmafluss, sehr starke elek-
tromagnetische Felder entstehen. Theoretisch konnen in diesen Feldern geladene Teilchen
auf sehr hohe Energien beschleunigt werden.

Der Energiegewinn eines Protons mit Masse m,,, welches in das Gravitationspotential

eines Pulsars mit Masse Mp einfillt ist

T2 P

Rp
M M
AE:—/GW’PW:Gm%P%7xw%M (1.28)

wobei m, = 1.67x 107* kg, Mp = 2x10*° kg, Rp = 20km und G = 6.67 x 107! m? /kgs?
entspricht. Die auf die Akkretionsscheibe einfallende Masse erreicht die Geschwindigkeit

v aus der Bedingung

1 M [2G M
St = AE = G oy = (;PQL%dWmﬁ (1.29)
2 Rp Rp

unter Betrachtung der zuvor gewihlten Werte. Das variable magnetische Feld des Pul-

sars welches normal auf die Akkretionsscheibe steht, erzeugt iiber die Lorentzkraft starke

elektrische Felder

—

F:e<ax§):eﬁ, (1.30)
wobei die Energie aus der Bedingung v L B gewonnen wird
E = /ﬁd§: evBis. (1.31)

Unter plausiblen Bedingungen (v = ¢, B = 10? Gauss, ds = 10°m) sind Teilchenenergien

bis 3 x 10 eV moglich. Akkretionsscheiben um schwarze Locher oder um AGN haben
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sogar noch mehr Potential, um Teilchen auf die observierten maximalen Energien zu be-
schleunigen. Die Details dieses Beschleunigungsprozesses sind noch nicht verstanden, aber
Regionen um schwarze Locher konnten durchaus fiir die Teilchen mit den Maximalenergien

verantwortlich sein.

1.2 Galaktischer Wind

In den letzten Jahrzehnten wurden Galaxien, im Besonderen Galazienentstehung und
FEvolution, zu einem zentralen Thema der Astrophysik. Vieles wird noch nicht zur Génze
verstanden, jedoch ist klar, dass Gravitation nicht der einzige Parameter zur Erklarung
der beobachteten Strukturen sein kann. Moderne Ansétze beriicksichtigen verschiedene
physikalische Vorgénge wie z.B. Sternentstehung und FEvolution oder auch die chemische
Entwicklung des interstellaren Mediums (ISM).

Mit der Entdeckung eines sehr starken Outflows in der Galaxie M82 (wvgl. Lynds &

Sandage, |1987), riickten galaktische Winde (GWs) mehr ins Zentrum des Interesses und

werden seitdem als ein signifikanter Faktor bei der Entstehung und Entwicklung von

Galaxien angesehen (Velleux et all, 11963). Seither wurden verschiedene Anstrengungen

(vgl. \Burke, \1968; |Johnson € Azford, 1971; |Mathews € Baker, [1971) unternommen, um

Modelle zur Beschreibung von galaktischen Outflows zu entwickeln und es zeigte sich,

dass Massenstrome auftreten, wenn die Temperatur des Gases geniigend hoch ist (siehe

Breitschwerdt et al.,1991). Problematisch ist, dass die meisten der aktuellen GW-Modelle

nur Effekte des ausgeworfenen Gases berticksichtigen (2. B. radiative Kihlung). Somit wird
der Wind rein durch thermischen Druck angetrieben, weshalb man solche Winde auch
als thermisch getriebene Winde bezeichnet. Es zeigt sich, dass diese Winde Strukturen
ausbilden, bei denen Gas mit hoher kinetischer Energie ausgeworfen wird, bis sich durch
radiative Kiihlung dichte Klumpen geformt haben, welche dann in die galaktische Scheibe
zuriickfallen (galactic fountains - siehe \Kahn (1981), |[Kahn (1991) und \Kahn (1998)).

Das Ergebnis ist ein inhomogener galaktischer Halo, wie in Abbildung [L.11] ersichtlich.
Man erwartet thermisch getriebene Winde ausschlieflich in Galaxien mit aktiven Kernen

AGN oder in Galaxien mit sehr hohen Gastemperaturen, wie beispielsweise in Starburst
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Abbildung 1.11: Links: ,Reine“ Hy Emission in Falschfarben. Rechts: Hy (rot) + Kg (blau) Kontinuum

Emission. Deutlich zu erkennen die dichten Klumpen welche durch galaktischen Qutflow

entstanden sind. Diese Strukturen werden héchstwahrscheinlich als ,galactic fountain®

wieder auf die Scheibe einfallen. Quelle: | Veilleuz et all (2009).

Galaxien.

Die Implementation von kosmischer Strahlung (CRs) in die dynamischen Modelle von
galaktischen Winden stellte den nichsten Schritt zum besseren Verstindnis von deren
Verhalten dar (Ipavich, 1975). Unter Beriicksichtigung der CR Komponente sind die Tem-
peraturwerte, die zum Treiben eines galaktischen Windes notwendig sind, signifikant ge-
fallen. Moglich wird dies durch den Transport von Teilchenenergie (Impulserhaltung) in
das Gas. Somit kann Gas die Scheibenebene verlassen, auch wenn es relativ kalt ist. Be-
rechnungen solcher Modelle fanden bisher in sphéarischer Geometrie unter der Annahme
der Galaxie als Punktquelle von Masse und Energie statt. Weiters wurde bisher auch noch

keine Kopplung zwischen CRs und Hydrodynamik des Gases beriicksichtigt.

Das Modell fiir diese Arbeit beruht auf der Idee von [Breitschwerdt et all (1991). deA-
villez & Breitschwerdt (2005) und Dorfi & Breitschwerdt (2012), welche die Geometrie
einer Flussgeometrie (Flussrohrengeometrie, siehe[1.2.1]) und die Kopplung zwischen den
drei Hauptkomponenten von galaktischen Winden, Gaskomponente, kosmische Strahlung
und Magnetwellenfeld beriicksichtigt. Der Unterschied zu dieser Arbeit besteht darin, dass
Dorfi & Breitschwerdt (2012) bisher von einer vereinfachten Beschreibung der CRs ohne

Kenntnis tiber die Struktur des CR-Spektrums ausgingen. Unter Einbeziehung der Vertei-
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lungsfunktions der kosmischen Strahlung ldsst sich eine viel genauere Aussage iiber die
Teilchenenergien treffen und so der Einfluss auf die Stofsfront besser simulieren. Da sowohl
CR-Druck P. als auch Energie E¢ iiber die Fokker-Planck-Gleichung getrennt berechnet
werden konnen, kann auch der Adiabatenindex ¢ der kosmischen Strahlung bestimmt

werden, woraus sich eine zusétliche Kontrolle der Numerik ergibt.

1.2.1 Flussrohrengeometrie

Die Geometrie, welche fiir die Berechnungen dieser Arbeit herangezogen wurde, wird als

1D Flussréhrengeometrie (vgl. |Breitschwerdt et al., 11991) bezeichnet. Diese Geometrie

eignet sich hervorragend zur Simulation von galaktischen Winden, da einerseits

e cindimensionale Modelle bei numerischen Simulationen sehr grofe Vorteile in Bezug

auf Umsetzung und Rechenzeit haben, und andererseits

e unter der Annahme von lokal offenen Feldlinien die Flussgeometrie sich durch ma-
gnetische Feldlinien charakterisieren lisst. Somit ist ein Ubergang von plan-parallel
(nahe an der Scheibe) zu einer sphdarischen Geometrie (in groffem Abstand von der

Scheibe) moglich.

Alle unbekannten Grofen sind vom projezierten Abstand z von der galaktischen Ebene

abhingig (vgl. Dorfi & Breitschwerdt, 2012). Der Ubergang wird durch die Definition einer

Flussrohren-Grundfliche A in Abhéngigkeit von z erreicht (siehe Dorfi & Breitschwerdt,

P 2
1 _
" (ZO>

wobei Ay der Grundfliche bei z = 0 und Z, dem typischen Wert fiir einen Ubergang von

2012; Breitschwerdt et al., [1991).

Az) = Ao (1.32)

Y

plan-parallel zu sphéirischer Geometrie entspricht.

Diese Geometrie kann durch einen metrischen Tensor, welcher wichtig ist fiir die Be-
stimmung der Differentialoperatoren wie Divergenz und Gradient, beschrieben werden.
Um den Tensor zu erhalten werden vorerst verallgemeinerte Zylinderkoordinaten (R, ¢, z)

eingefiihrt, wobei z dem Abstand iiber der Mittelebene und R bzw. ¢ der radialen bzw.
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\\\ galactic halo ’

Abbildung 1.12: Galaktische Scheibe und Flussréhre

winkelabhdngigen Variable in der Ebene von A(z) entspricht. Die urspriinglichen kartesi-

schen Koordinaten erhalten mit den Definitionen

Ay = Rnm (1.33)
r(z) = AETZ) =R Afij) (1.34)
folgende Form
xr = r(2)cos(9) (1.35)
y = r(z)sin(o) (1.36)
z = =z (1.37)
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Aus [L34] folgt, dass die radiale Koordinate r(z) mit \/A(z) skaliert. Mit der Standardde-

finition eines Basisvektorsystems (eg, €4, €;)

ox @ 0z

= e, e, 1.38
‘® = 9R“ T ar™ T 9R" (1.38)
Ox Ay 0z
= e, + -2 e, 1.39
€ 8¢e —|—8¢ey+a¢e (1.39)
Ox dy 0z
. = —ep,+ = —e, 1.40
‘ 92 +8zey+8ze (1.40)
ldsst sich somit ein Basisvektorsystem fiir die Flussrohrengeometrie ermitteln
zR\/m
S cos(9)
_ ZRVT 1.41
er oz sin(g) | (1.41)
1
—sin(¢)
ey = 1(2) cos(9) ; (1.42)
0
cos(¢)
Az
€. = /(1 ) sin(¢) | - (1.43)
0
0
Der metrische Tensor gezqr: nimmt somit folgende Form an
2°R%w Rz
Itiez 0 7
Jexakt = 0 ’I“(Z)2 0 . (144)
Rz Az)
z 0 %

Man sieht sofort, dass dieser Tensor nicht orthogonal ist. Um dennoch die geforderte
Orthogonalitit zu erreichen, wird angenommen, dass die Stromungsrichtung des Gases
immer normal zu Flussrohrenfliiche A(z) ist. Man setzt die Diagonalelemente Rz/Z2 = 0

und erhélt somit den orthogonalen Metrik-Tensor g

1 0 0
g=10 r=? 0 |- (1.45)
Az
0 o0 22
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Mit Hilfe dieser Annahmen ist nun eine eindimensionale Formulierung der hydrodyna-
mischen Gleichungen in Flussréhrengeometrie moglich. Der Gradient bleibt unverdndert

und die Divergenz schreibt sich zu

Agz) 9 [uZA(z)] . (1.46)

z

V.-u=
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2 Hydrodynamische Gleichungen

Die physikalischen Prozesse in einem galaktischen Wind sind mafsgeblich durch die Stro-
mung eines Fluids (ideales Gas) bestimmt. Demnach kommen hier die hydrodynamischen,
oder auch Navier- Stokes Gleichungen zu tragen, welche im Prinzip Erhaltungsgleichungen
von Masse, Impuls und Energie sind. Im Folgenden wird nun eine kurze Zusammenfassung
zur Herleitung der erforderlichen Gleichungen bzw. die Uberfiihrung in eine vereinfachte
Form, welche fiir die Bedingung eines idealen Gases gilt (Fuler-Gleichungen), priasentiert

(fiir nihere Ausfihrungen vgl. [Lecheler, |12009).

2.1 Massenerhaltung

Die Grundlage bildet ein kartesisches Koordinatensystem (€, €y, €,) mit Volumenelement
dV = dx dydz und den Stromungsgeschwindigkeiten u,v,w (Abb. [2.1]). Mit einer Dichte

p kann also die Masse im Volumselement beschrieben werden zu
dm = pdV = pdxdydz. (2.1)
Stellt man nun die Massenbilanz auf, ergeben sich demnach folgende Relationen:

e Die zeitliche Anderung der Masse in dV ist

om 0

= =5 (pdV) = 9 (pdx dydz) . (2.2)

ot
e Der in z-Richtung durch die Fliche dy dz einstromende Massestrom ist

(pu) dydz (2.3)
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2.1. MASSENERHALTUNG

und der Ausstromende (Summe aus duferem und innerem Massestrom in x-Richtung)

(pu) + % (pu) dx| dydz. (2.4)

e Der in y-Richtung durch die Fliche dx dz einstromende Massestrom ist
(pv) dxdz (2.5)
und der Ausstromende (Summe aus duferem und innerem Massestrom in y-Richtung)

(pv) + 8%; (pv) dy| dxdz. (2.6)

e Der in z-Richtung durch die Fliche dx dy einstromende Massestrom ist
(pw) dxdy (2.7)
und der Ausstromende (Summe aus duferem und innerem Massestrom in z-Richtung)

[(pw) + % (pw) dz] dx dy. (2.8)

Somit ergibt sich schlieflich fiir die Massenbilanz

0 9,
5 (pdrdydz) + |(pu)+ e (pu) da:] dydz — (pu) dy dz

+ | (pv) + % (pv) dy} drdz — (pv) dxdz (2.9)

0
+ | (pw) + e (pw) dz] dxdy — (pw) dedy =0

und nach Kiirzung der Terme (pu), (pv), (pw) und Division durch dz, dy, dz erhdlt man

die Differentialform in kartesischen Koordinaten

dp 0 ) 0 B
a0 T g (10 + g, (o) + 5 (pw) =0. (2.10)

Dieses Ergebnis bedeutet nun also, dass die zeitliche Anderung der Dichte plus der An-
derung der Massenstrome (pu) , (pv), (pw) in 2-,y- und z-Richtung gleich Null ergibt. Die

Physik dahinter wird deutlich, wenn man die Kontinuitatsgleichung nun in Divergenzform

23



2.2. IMPULSERHALTUNG

[p'u + % (pv) dy] dz dz

{pw + 8—82 (pw) dz] dy dz

(pu) dy dz [pu + % (pu) dz] dy dz
z
w) dx d
() Y (pv) dz dz

Abbildung 2.1: Volumenelement mit Massenstromen in kartesischen Koordinaten

anschreibt

op =,
En + V (pti) = 0. (2.11)

Weiters kann Gleichung P.10] auch in Integralform, wie sie fiir finite Volumenverfahren

verwendet wird, geschrieben werden zu

% pdV + quz- dA = 0. (2.12)
1% A
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2.2. IMPULSERHALTUNG

["'y:c + 85:7 dy] dx dz [Tzac + agzz“" dz} dz dy
Pdydz —— : [P+%d1} dy dz
Top dy dz // : A—) [-rm + Orze dz] dy dz
z
T2z dz dy Tyz do dz
A

Abbildung 2.2: Kriftefreies Volumenelement

2.2 Impulserhaltung

Bei der Impulserhaltung kommt das zweite Newton’sche Gesetz zur Anwendung, welches
besagt, dass die Bewegungsinderung eines Korpers proportional zur auf ihn einwirken-
den Kraft ist und in die Richtung des Kraftvektors erfolgt. Formal bedeutet dies fiir ein

kartesisches Koordinatensystem also

z = M- ag
F, = m-a, |, (2.13)
z = MM-a,

wobei der Kraftvektor F' sowohl K orperkrifte als auch Oberflachenkrafte beinhaltet (Tab.
[2.2). Betrachtet man nun wieder ein infinitesimal kleines Volumselement dV = dx dy dz

und macht dieses kriftefrei (vgl. [2.3), ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung in z— Rich-
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2.2. IMPULSERHALTUNG

Korperkrifte Oberflachenkrifte
Schwerkraft Druckkraft
elektromagnetische Kraft Reibungskréfte
(Normalspannungskraft, Schubkraft)

Tabelle 2.1: Zusammensetzung des Kraftvektors F fiir Fluide

tung somit,
OTpw  OTyy OT  OP ou ou ov ow
9 ool dvdyde = pdudydz- |20 + w2t 4020 4 Y
or "oy "o g P9 Grayaz=paraydze et s UG,
Fy ™ ag

(2.14)
mit dem Druck des Fluids P = f(z,vy,2,t), der Normalspannung in x— Richtung 7,
normal auf die dydz Ebene, der Schubspannung 7,, und 7., entlang der dx dz Ebene
bzw. dx dy Ebene und der Gravitationskraftkomponente g,. Kiirzt man weiters durch
dz dy dz, erhdlt man die sogenannte nicht konservative Form der Bewegungsgleichung in

x— Richtung, da hierbei die Terme p, pu, pv und pw vor den Ableitungen stehen

OTyx N OTys N 0T,y OP N ou n ou N ov N ow (2.15)
- — e = p— + pu— + pv— + pw—. .

ar oy | 9z ox P T Py TP, TPV, TP,

Diese Form hat den Nachteil, dass bei einer spiteren Diskretisierung der Impuls nicht

erhalten bleibt, weshalb es giinstiger ist, Gleichung [2.15]in die konservative Form umzu-

formulieren

0 o, , 0 0 B
E(pu)+8_x(pu +P—ngm)+a—y(pU-’l}—Tyz)+&(pu-w—sz)—,ng—o. (2'16)

Eine ausfiihrliche Herleitung von findet sich in [Lecheler (2009). Der komplette Satz

der Impulserhaltungsgleichungen in allen drei Raumrichtungen lautet demnach
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2.3. ENERGIEERHALTUNG

d(pu) 0 9 8 8
R P — =
d(pv) 0 6
BT + 9 (pv-u —Tyy) + (,ov + P — 1) + 8 (pv-w—"Ty) —pgy, = 0,
d(pw) 0 8 9
il 1 — il cy— il P— _ —
o + pe (pw - u — Tp) + a5 (pw-v —7y,) + P (pw + Tzz) PY- 0

wobei sich der reibungsbehaftete Normal- bzw. Schubspannungstensor (Viskositditsten-
sor) noch durch Geschwindigkeitsgradienten ausdriicken lisst. Hierbei kann man zwischen

Newton’schen Fluiden und nicht Newton’schen Fluiden unterscheiden:

e Newton’sche Fluide: Spannungen sind proportional zum Geschwindigkeitsgradienten

(Aerodynamik).

e Nicht Newton’sche Fluide: Spannungen sind nicht proportional zum Geschwindig-

keitsgradienten (Honig).

2.3 Energieerhaltung

Die Energieerhaltung beruht auf dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik

dE

— = =W +Q. (2.17)

Dies bedeutet also, dass die zeitliche Anderung der Gesamtenergie E gleich der Leistung W
am Volumselement dV plus dem Wirmestrom Q in dV entspricht. Es sei angemerkt, dass
Gleichung 217 nur fiir geschlossene Systeme gilt und hier aufgrund der Ubersichtlichkeit

verwendet wird, da so die konvektiven Terme verschwinden.

2.3.1 Gesamtenergie

Die Gesamtenergie E setzt sich folgendermafen zusammen:
e innere Energie: Fy, = me (e ... spezifische Energie)

e kinetische Energie: T = 1/2m u?
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2.3. ENERGIEERHALTUNG

e potentielle Energie: V' = mgh (kann in diesem Fall fir ein Gas vernachlissigt

werden).
Somit ergibt sich fiir die Gesamtenergie eines Gases mit V =0
1, 1, 1,
E:Eth+T:me+§mu = pdV - e+§u =p- e+§u dedydz  (2.18)

und die totale Ableitung von 218 nach der Zeit liefert

dE d 1,
T {p- (e+§u )] dr dydz
0 1
o lp-u(e+§mﬁ2)] (2.19)
w

[ 2 e+lmﬁ2 +
1 e [P\ 2 B)
0 1 0 1,
+ 8—y[p-v(e+§mu>}+$[p- (e+§mu)} }d:cdydz.

2.3.2 Leistung

Die Leistung W ist jene Leistung, die durch Korper- und Oberflichenkriifte verrichtet

wird. Demnach setzt sie sich aus folgenden Komponenten zusammen:

e der Gravitation g, welche auf dV wirkt,

e dem Druck P, welcher auf die Oberfliche von dV wirkt

e und Spannungstensor T (Normal- bzw. Schubspannungen), welcher ebenfalls auf die

Oberflache von dV wirkt.

Mit den entsprechenden Fliissen aus Abbildung 2.3] ergibt sich somit fiir die Leistung
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2.3. ENERGIEERHALTUNG

Abbildung 2.3: Leistungs- bzw. Wirmefliisse in z- Richtung an dV

[u CTyz + —8(15;7T) dy] dx dz [u CTew + a(ﬂé‘rzzm) dz} dz dy
Gy dy dz 1 [u 4z + %(’11 dx] dy dz
1
U -Pdyds: -———|— - [u-P+m+pdz} dy dz
|
U Ty dydz // 1 ,/ [u cTex + % dz] dy dz
z
U Tzp dady U Tyg dr dz

W=| p(ugs+vg, +wg2)

0 0 0

- Lwpr - Lwp - L(wP

S (WP) = (0P) = 5 (wP)
0

— a—:U(UTm—l—vTxijme)
0

— a—y<UTyx+UTyy+U)Tyz)

— % (UToy + U Ty +WTs,) drdydz.

(2.20)

2.3.3 Warmestrom

Der Warmestrom () setzt sich zusammen aus

e Wirmestrahlung ¢g
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2.3. ENERGIEERHALTUNG

e Wirmestrom ¢y, iiber die Oberfliche von dV' (entsteht durch Temperaturgradient)

e Konvektion (hier aber vernachlissigt, da dV keine Relativbewegung zur Stromung

aufweist).

Formal schreibt sich somit der Wirmestrom Q zu

N . a(jL,m 8@L,y aq‘L,z
Q= lp Gs = - o o drdydz. (2.21)

Unter Anwendung des Fourier’'schen Warmeleitungsgesetzes ¢, = —\ - VT schreibt sich

221l zu

: .0 (. 0T o (. 0T o (.0T
Q—{pqﬁa—x(xa—x) a9 ()\8—) a—()\a—)] dx dy dz. (2.22)

Setzt man nun 219 2.20] und 2.22] in 2.1§] ein, schreibt sich die Energieerhaltungsglei-

chung zu

Q e+1mﬂ’2
ot |P 2

+£ u e+lmﬁz +— e+ mu 2 w e+1mu2
oz |7 2 By T |” 2
0 0
+p<ug:v+vgy+wgz)_a_< )_8_ )
; (2.23)
—%(wP)—%(uTm+vTxy+me) (UTyx+vay+wTyz)
0

——— (U T + U Ty +WTy,)

0z
0 oT 0 oT 0 aT
vis= 5 (055) -3 05) 3 () =0

welche sich nach Verwendung der spezifischen Enthalpie h = e+ P/p (der Druckterm fallt
dadurch weg) und herausheben von 0/0x,0/dy und 0/0z als Energieerhaltungsgleichung

in Differentialform schreiben lisst
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2.4. VEREINFACHUNG DER NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

2 _|_1 22
5 ple 2mu

N P P

Ox | Zmu

ol 1
+a—y (h+ 2m
9w (ht i

0z | v 2

—p(ug, +vg,+wg,) =

+ + ) — A—aT]
(U Ty + U Ty + W Ty
ox
oT
u7'y$+v7'yy+w7'yz)—)\a—y
T
usz+vTZy+szz)—)\—g ]
2

(2.24)

2.4 Vereinfachung der Navier-Stokes Gleichungen

In den vorangegangenen Kapiteln wurden die wvollstindigen Navier-Stokes Gleichungen

hergeleitet. Vollstéindig bedeutet, dass diese Gleichungen die Stromung eines Fluids phy-

sikalisch korrekt beschreiben. Weiters sind diese Gleichungen im Allgemeinen nur nume-

risch 16sbar (unter Ausnahme einiger Spezialfille, wie z.B. eindimensionale Stromungen

um ebene Platte), da sie ein nichtlineares, gekoppeltes Gleichungssystem bilden. Weiters

ist es von Vorteil, die Navier-Stokes Gleichungen (210, 216 und[2-2])) in der Divergenz-

schreibweise darzustellen, da die Gleichungen somit vom Koordinatensystem unabhéngig

sind. Mit den Identitdten des Geschwindigkeitsvektors u, dem Gravitationsvektor g, der

Einheitsmatrix I und der Spannungsmatrix 7

U Ya
’lj: v g: gy I:
w g,

konnen die Erhaltungsgleichungen schliefslich in Divergenzschreibweise geschrieben

den zu

1 00 Tow Ty
010 T = Tyz  Tyy
0 01 Tew Tay

wer-
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2.4. VEREINFACHUNG DER NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

dp = B
8 —>

2 2

9 1 - 1 -
5% [p(e+—mﬁz)] +V- [pﬁ- (h+—ﬁ2—7~ﬁ—)\VT):| = pg-u+ pgs, (2.27)

wobei 2.25] 2.26] und 2.27] der Kontinuitdts-, der Bewegungs- und der Energiegleichung
entspricht.

Zusammengefasst in ein Gleichungssystem

5 p . pu 0
e P +V pi@uU+P-IT—T1 - g
p(e—i—%ﬁQ) pﬁ(h—i—%ﬁQ)—T'ﬁ—)\ﬁT pg - U+ pgs

mit Erhaltungsvektor E, Flussvektor F' und Quellterm Cj, kann dieses Ergebnis kurz ge-

schrieben werden zu

—

U+V-F=qQ. (2.28)

|

D

t

Mit dieser Formulierung lisst sich nun die Analogie zur Integralform zeigen

% ﬁdv+ff-d§:@. (2.29)
1% S

Wie sofort zu sehen ist, reicht die Anzahl der Gleichungen nicht aus, um alle Unbekannten
zu bestimmen. Daher werden noch zusétzliche Gleichungen zur Beschreibung des Systems

benotigt:

e Die thermische Zustandsgleichung koppelt den Druck P mit der Dichte p und der

Temperatur T. Formal bedeutet dies fiir ein ideales Gas

P = pRT. (2.30)

e Die kalorischen Zustandsgleichungen koppeln die spezifische Energie e bzw. die spe-

zifische Enthalpie h mit der Temperatur 7. Fiir ein ideales Gas ergibt sich (mit spez.
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2.4. VEREINFACHUNG DER NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

Wirmekapazitit bei konst. Volumen c, und spez. Wirmekapazitit bei konst. Druck

cp)

de = ¢, dT (2.31)
dh= c,dT. (2.32)

e Die Stokes’schen Beziehungen koppeln bei Newton’schen Fluiden den Spannungs-
tensor 7 mit dem Geschwindigkeitsvektor «. Mit der dynamischen Viskositdt des

Fluids i schreibt sich dies zu

Tee= —2p <%+§—Z+%—§’)+2M% (2.33)
Tyy = _§'u <%+g_;+%_l:> +2Mg—; (2:34)
= —in (PR 2wl (2:35)
= ’ % + g_z;) (2.36)
e n(Een) (237
= " <g_1; I g_) (2.38)
S Tey (2.39)
- - (2.40)
- Toe (2.41)

Die weiterhin noch unbekannten Stoffwerte X, c,,c, und p sind in der Regel temperatu-
rabhéngig und werden im Allgemeinen experimentell bestimmt. Die Werte werden dann

meist aus Tabellen entnommen.

2.4.1 Euler-Gleichungen

Die Gleichungen 2.25] 2.26lund 227 beschreiben zwar die Physik der Stromung vollstandig,
jedoch ist der Rechenaufwand aufgrund der Nichtlinearitéit der Gleichungen sehr hoch. Es
kann hier eine Reihe verschiedenster Vereinfachungen, je nach benétigter Genauigkeit der

Losungen, vorgenommen werden (vgl. |Lechelen, 12009). Fiir eine Stofausbreitung in einem
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2.4. VEREINFACHUNG DER NAVIER-STOKES GLEICHUNGEN

galaktischen Wind ist es jedoch ausreichend, eine Abwandlung der sogenannten Fuler-
Gleichungen zu verwenden. Die Euler-Gleichungen ergeben sich aus den Navier-Stokes
Gleichungen unter Vernachlédssigung der Reibung 7 und der Warmeleitung A. Das Modell
der Euler-Gleichungen eignet sich besonders fiir Modelle mit hohen Raynoldszahlen. Eine
weitere wichtige Eigenschaft dieser Art der Gleichungen (auch Navier-Stokes Gleichungen)
ist, dass sie Unstetigkeiten, wie beispielsweise Verdichtungsstéfte automatisch erfassen, da
sie die Rankine-Hugoniot Bedingungen erfiillen.

Fiir das Modell eines galaktischen Windes mit hochenergetischen geladenen Teilchen
(kosmische Strahlung) ergibt sich somit folgender Satz von hydrodynamischen Gleichun-

gen

8 —
8—/Z+V~(pu): 0 (2.42)
19) =
E(pﬁ)JFV'(Pﬁ@ﬁﬂLPges'I)—Pﬁz 0 (2.43)
0 1 - 1
a{p(e+§mﬁ2)]+v~{pﬁ~(h+§a’2)]—p§’~ﬁ—pq’sz 0. (2.44)

Wobei der Gesamtdruck P, = Pg + Pc sich aus Gasdruck Pg und kosmischem Strah-

lungsdruck Po zusammensetzt.
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3 Diffusive Stofsbeschleunigung von

geladenen Teilchen

Wie bereits aus dem vorangegangenen Kapitel hervorgeht, gibt es eine Reihe von mogli-
chen Beschleunigungsmechanismen, die fiir die beobachteten Teilchenenergien verantwort-
lich sein konnen. Diese Arbeit beschéftigt sich jedoch mit dem Mechanismus, bei welchem
Stofswellen in diinnem, ionisiertem Medium (interstellare Materie) geladene Teilchen be-

schleunigen. Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich im Wesentlichen aufDrury (1983).

3.1 Bewegung von Teilchen im Magnetfeld

Die Bewegung von Teilchen in einem elektromagnetischen Feld wird grundsatzlich durch

die Lorentzkraft F}, bestimmt, welche gegeben ist durch
ﬁL:q(E+ﬁx§). (3.1)

Wobei ¢ der Elementarladung, @ der Teilchengeschwindigkeit und B dem (homogenen)
Magnetfeld entspricht. Unter Beriicksichtigung des 2. Newton’schen Gesetzes fiir ein Teil-
chen mit der Ladung ¢ und der konstanten Masse m schreibt sich die Bewegungsgleichung
des Teilchens nach [Henke (2007) zu

m0%2q<ﬁ+%x§>. (3.2)
Da nun ein reines Magnetfeld betrachtet wird, d.h. es liegt kein elektrisches Feld vor,
vereinfacht sich Al

d*r g df =

arT_ 49 B .
A2 mg dt (3.3)
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3.1. BEWEGUNG VON TEILCHEN IM MAGNETFELD

Wie leicht zu erkennen ist, steht die Kraft immer senkrecht auf die Geschwindigkeit, (v x
B ), womit also keine Arbeit an der Ladung verrichtet wird, d.h. die kinetische Energie
des Teilchens bleibt konstant. Unter der Annahme, dass B nur in z-Richtung wirkt, lasst

sich B.3] komponentenweise anschreiben

Up = W0, Uy = —w,U; 0, =0, (3.4)

wobei der Faktor w, = mLOBZ als Zyklotronfrequenz bezeichnet wird. Weiters ist aus B.4]
ersichtlich, dass keine Beschleunigung in z-Richtung erfolgt, somit also die longitudinale
Geschwindigkeitskomponente konstant ist. Erneute Ableitung nach der Zeit von B4 und
Elimination fiihrt schlieflich auf die Schwingungsdifferentialgleichung

iy, — wlv, = 0 i, + w?v, = 0. (3.5)

Wie leicht zu zeigen ist, geniigt genau der Kreisgleichung mit dem Radius

2 2
o UZo + Yyo Uiy, MUy, 3.6
ry=yf Tt o Yo _ Tk, (3.6)
wz W, qB.

Dieser Radius wird als Larmor-Radius oder Gyrationsradius bezeichnet. Existiert eine
Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung, so stellt sich die Bahnkurve des Teilchens als
Schraubenlinie (Abb.[31]) dar, wobei der Radius dem Gyrationsradius und die Umlauffre-
quenz der Zyklotronfrequenz entspricht. Der Gyrationsradius r, ist somit jener Radius,
bei dem sich ein Gleichgewichtszustand zwischen der Zentrifugalkraft des Teilchens und

der, durch das Magnetfeld hervorgerufenen, Zentripetalkraft einstellt

02
my == = qu., B.. (3.7)
Ty

Somit ldsst sich dem gyrierenden Teilchen sozusagen ein magnetisches Moment durch

Strom x Kreisflache zuordnen

. qUJ_o 1 TJ_

Trg = =qQU1,Tqg — —
g 9 0°'9g Bz

(3.8)

Pm = 271,

mit der kinetischen Energie T\ = $mguv,,. Weiters kann nun, da sowohl v, und vy,
bekannt sind, ausgedriickt durch die Impulse p,, und p), der sogenannte Pitch i, also der
Cosinus des Winkels zwischen Impulsvektor p'und Magnetfeldlinie B,, bestimmt werden

p-B
121 1B
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3.1. BEWEGUNG VON TEILCHEN IM MAGNETFELD

b1

JUUUVU 7

Abbildung 3.1: Gyration eines Teilchens im homogenen Magnetfeld

wobei dann die Impulsvektoren folgendermafen definiert sind

pr=upulpl  pr=v1-p?pl (3.10)

mit Gyrationsradius

(3.11)

3.1.1 Magnetischer Spiegel

Bisher wurde immer ein konstantes, homogenes Magnetfeld betrachtet. Kosmische Ma-
gnetfelder sind in der Realitét allerdings weder homogen noch konstant und genau diese
Unstetigkeiten beeinflussen die Teilchen auf ihren Bahnkurven und fiihren schliefslich zu
Streuung. Da die Berechnung von Teilchenbahnen in inhomogenen Magnetfeldern i.A. nur
numerisch moglich ist, wird hier kurz auf eine der wenigen analytischen Losungen, den
magnetischen Spiegel, eingegangen.

Ausgangspunkt bildet ein sehr langsam konvergierendes (nahezu homogenes) Magnet-
feld, welches zylindersymmetrisch zur z-Achse ausgerichtet ist. Unter dieser Annahme
kann die Teilchenbewegung als Stérung der schraubenformigen Bahn (Abb. [3.2) betrach-

tet werden. Nach Gleichung B.3] schreibt sich die z-Komponente zu

dv,
mo Ve _ quiB,=K.. (3.12)
dt
Mit Hilfe der Divergenzgleichung
- - 10 0
V- B=—-——(pB —B, =0 3.13

37



3.1. BEWEGUNG VON TEILCHEN IM MAGNETFELD

o]l

Abbildung 3.2: Tritt ein Teilchen in ein konvergierendes Magnetfeld ein, wird es in longitudinaler Rich-
tung abgebremst (v, verringert sich). Gleichzeitig steigt aber aufgrund der Energieerhal-
tung die transversale Geschwindigkeit (vy), was zur Folge hat, dass sich der Gyrations-

radius verkleinert.

und unter der Annahme eines schwach konvergenten Feldes, in welchem die Anderung
des Feldes in z-Richtung wihrend eines Umlaufs klein gegeniiber dem Gyrationsradius ist

(0B, /0z = const), lasst sich B, nach Integration ausdriicken zu

p 0B,
B, ~ = . 3.14
P 2 82 ( )
Einsetzen in B.12] und mit Hilfe von [3.8] liefert schlieftlich
dv, 0B,
= m . 3.15
Mo dt p 0z ( )

Es zeigt sich also, dass auf das Teilchen eine negative Kraft in z- Richtung (in Richtung

des schwicheren Magnetfeldes) ausgeiibt wird. Multipliziert man B.I5] mit v,

dv, 0B, dB,

moV, —— = —PmVUz —w—— = —DPm ’
O dt Pmtz g Pm =g

(3.16)

vergleicht mit der zeitlichen Ableitung der kinetischen Energie und unter Verwendung von

38



3.2. HEURISTISCHE HERLEITUNG DER ERHALTUNGSGLEICHUNG

B.8l folgt

d (1 9 d dT', d
el = —(T—-T)= ——= — __ B 1
dt (2 movz) dt ( :) dt dt (pm B:) (3.17)

Wie leicht zu sehen ist, muss also das magnetische Dipolmoment konstant sein. Ist dies
aber der Fall, muss sich, wenn die Rotationsgeschwindigkeit des Teilchens zunimmt, der

Gyrationsradius aufgrund der Energieerhaltung verringern.

3.2 Heuristische Herleitung der Erhaltungsgleichung

Wihrend die Wechselwirkung von freien, geladenen Teilchen in einem homogenen Magnet-
feld trivial ist, ist es bei kosmischen Magnetfeldern deutlich komplizierter die Bewegung
von Partikeln zu bestimmen. Um die Teilchenbewegung dennoch zu beschreiben, wihlt
man einen Ansatz, bei welchem als Ausgangspunkt ein homogenes Medium mit eingebet-
tetem, homogenem Magnetfeld dient, wobei das Magnetfeld kleine, statische Storungen
aufweist. Ist kein elektrisches Feld vorhanden, bleibt nach [3.3] die kinetische Energie der
Teilchen bei der Streuung erhalten und es dndert sich nur der Pitch Winkel. Ist nun der
Streuprozess von ausreichend stochastischer Natur, folgt daraus, dass die Phasenraum-
dichte der Teilchen F' (p,,t) annihernd isotrop, d.h. also F (p,Z,t) ~ f(p,Z,t), ist. f
entspricht demnach dem isotropen Anteil von F', was bedeutet, dass die kosmische Strah-
lung als ideales Gas betrachtet werden kann. Mit Hilfe dieser Annahmen kann somit der

Teilchentransport mit Hilfe des 2. Fick’schen Gesetzes beschrieben werden nach

W9 (x9). (3.18)

wobei k dem (anisotropen) Diffusions-Tensor entspricht. Die Bestimmung von & ist na-
tiirlich nicht trivial, dennoch kann mit einem relativ simplen Argument (siehe |Blandford,
1979; \Longair, |1981) der Diffusions-Tensor relativ einfach berechnet werden. Die effek-
tivsten Storungen, welche zu einer Streuung eines Teilchens fithren, sind jene mit Lén-
genskalen, die vergleichbar mit dem Gyrationsradius r, sind. Diese Stérungen bewirken
eine Anderung des Feldes in der Grofenordnung von kI(K), wobei k ~ 7t und I(K) der

raumlichen Energieverteilung der Storungen entspricht. Damit ergibt sich eine Variation
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3.2. HEURISTISCHE HERLEITUNG DER ERHALTUNGSGLEICHUNG

der Anderung des Feldes mit einer Lingenskala von Ty ZU

kI(k)

¢* ~ :
Bj

(3.19)

wobei By dem ungestorten Feld entspricht. Nach jeder Gyrationsperiode wird der Pitch
Winkel des Teilchens demnach um einen beliebigen Betrag der Ordnung ¢ geéindert. Somit
ist nach N Gyrationen die Anderung von der Ordnung ¢ v/N, was also bedeutet, dass
das Teilchen seinen urspriinglichen Pitch ,yergisst*, wenn N ~ ¢~2. Somit ist die mittlere
freie Wegldnge entlang des Feldes A\| ~ N7y mit der Streufrequenz v ~ V/). Demnach

ergibt sich der Diffusionskoeffizient parallel zum Feld zu
Ly (3.20)
K| ~ =V .
[

Zwischen der Streuung kommt es zu einer Verschiebung des Teilchens normal zum Feld

in einer Grofenordnung von

AL~ ¢r,VN ~ 7y (3.21)

Somit ergibt sich der orthogonale Diffusionskoeffizient zu

1
Ky ~ g)\iy (3.22)
und demnach ist
KKL ~ K. (3.23)

KB = % rqv wird als Bohm Diffusionskoeffizient bezeichnet und ist der kleinste erlaubte
Wert in diesem speziellen Modell des Teilchentransports. Das bedeutet demnach, dass wir
eine Streuung durch stationédre, magnetische Storungen (Storquellen) erhalten. Im Weite-
ren miissen zwei Arten von Storungszentren-Bewegung beriicksichtigt werden: einerseits
die Bewegung des Hintergrundmediums selbst (Advektion der Storquellen), mit der Ge-
schwindigkeit @, und andererseits die Relativbewegung der Storquellen zum Hintergrund-
medium. Die allgemeine Bewegung des Hintergrunds erfordert natiirlich eine Erweiterung

der Zeitableitung von B.I8 mit einem Advektionsterm:

g 9
— > = tu

5tV (3.24)
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3.2. HEURISTISCHE HERLEITUNG DER ERHALTUNGSGLEICHUNG

und im Weiteren, da es sich im Falle eines Stofes um eine divergente Hintergrundbewe-
gung handelt, muss auch auf der rechten Seite ein Term fiir die adiabatische Anderung
der Teilchenimpulse angefiigt werden. Eine einfache Form dieses Terms kann aus dem
Lioville- Theorem abgeleitet werden, welches besagt, dass eine Konvergenz im Ortsraum

zu Divergenz im Impulsraum fiihrt und vice versa. Diese Argumente fithren schliefslich zu

L of
ot Pap

Um die vollstindige Erhaltungsgleichung fiir kosmische Strahlung zu erhalten, muss nun

-ﬁf:ﬁ<nﬁf>+% (ﬁ-ﬁ) (3.25)
noch eine zweite Art der Bewegung beriicksichtigt werden. Falls die Bewegung der Stor-
quellen relativ zum Hintergrund systematisch ist, kann diese einfach zur Hintergrundge-
schwindigkeit « addiert werden, da die geladenen Teilchen nur die mittlere Geschwindig-
keit der Storquellen wahrnehmen und nicht direkt von der Bewegung des Hintergrund-
mediums beeinflusst werden. Die verbleibende Restkomponente verursacht eine Anderung
des Teilchenimpulses von der Grofenordnung dp ~ pv/v bei jeder einzelnen Streuung (v
entspricht hier der Geschwindigkeit der Storquelle.) Demnach kommt es zu einer Diffusion
im Impulsraum mit einem Diffusionskoeffizienten

,02p2

1 2
D~ —(6p)Pv~——, 3.26
3( D) o (3.26)

was einem Fermi-Mechanismus 2. Ordnung im klassischen Sinne entspricht. Daher lautet

die vollstindige Erhaltungsgleichung nun:

of L e - 1- . of 10 [ ,=0f
SE N v :v@v) SV iip 2L ~ 2 (2B . @or
8t+u+ / f)+ 3 uP@p + p? Op (p dp (3:27)
—— — —— N ~ _
Advektion Diffusion adiabatische Beschleunigung  Fermi-Mechanismus 2. Ordnung

Die Geschwindigkeit v entspricht der Geschwindigkeit einer kleinen Stérung im Plasma,
was unter astrophysikalischen Bedingungen von der Grofenordnung der Alfvén-Geschwindigkeit
ist. Dieser Prozess ist fiir den Beschleunigungsprozess der Teilchen zu langsam und da-
her kann der Fermi-Mechanismus 2. Ordnung in diesem Fall vernachléssigt werden. Um
Gleichung im Weiteren in eine konservative Form iiberzufiihren, muss sowohl der
Advektionsterm als auch der Term der adiabaten Beschleunigung umgeschrieben werden.

Fiir den Advektionsterm verwendet man die Identitat

V(fit) = aV (f)+ [V (i) (3.28)
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und fiir den Term der adiabaten Beschleunigung

8%(p?’f) = 6-713% <3p2f +p3%) = (f +p%) Vi, (3.29)

Setzt man [B.28 und B.29 in [3.27] ein, erhilt man die Erhaltungsgleichung fiir kosmische

Strahlung

+ﬁ(ﬁf):ﬁ(nﬁf) Lo (P*f) V - 4. (3.30)

3.3 Analytische Losung im makroskopischen

Testteilchenbild

Um eine analytische Losung fiir die zuvor besprochene Transportgleichung fiir kosmische
Strahlung zu erhalten, wird angenommen (vgl. |Drury, [1983), dass die Teilchengeschwin-
digkeit viel grofer als die Geschwindigkeit des Fluids ist. Weiters soll die Streuung der
Teilchen unregelmifig genug sein, um die Verteilungsfunktion isotrop zu halten und so-
mit die Annahme der Diffusionsapproximation 318 gilt. Zuséatzlich sollen rein elastische
Stoke bei der Streuung auftreten und die Stofpartner sollen unendlich grofse Masse haben
(damit sich die Teilchenenergie im lokalen Bezugssystem des Fluids bei der Streuung nicht
andert). Schlieflich wird die Stoffront noch als unendlich grofe Platte angenommen, wel-
che zwei uniforme Magnetfelder mit normal auf die Stofsfront stehenden Magnetfeldlinien,
im upstream und downstream Medium, trennt. Wahlt man im Weiteren das Koordinaten-
system noch so, dass der Stofs in der y, z Ebene liegt und der Stof darin ruht (stationdr),
dann héngen alle Variablen nur noch von x ab (eindimensionales Problem) und die Gas-

geschwindigkeit 14sst sich folgendermafen definieren

u <0
u(z) = (3.31)

uy x>0
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oder mit der Heaviside Funktion H(x) und Kompressionsverhdltnis r = uy /us (vql. Bland-

ford, |1979)

u(z) = {1 - (1 - %) H(:c)] | (3.32)

wobei 11 und us die konstanten upwind bzw. downwind Geschwindigkeiten bezeichnen. In

diesem Bezugssystem vereinfacht sich [3.30] zu

of o of
Usr = 92590 (3.33)

wobei u entweder u; oder us entspricht und u = const gilt. Einfaches aufintegrieren von

B33 ergibt sofort die allgemeine Losung

T

£(2,0) = () exp /

0

u(a!

k(' p)

+ 92(p)’ (334)

wobei g;(p) bzw. go(p) beliebig wihlbare Funktionen darstellen. Impliziert man nun die
natiirlichen Randbedingungen, sodass sich f einer gegebenen Funktion annédhert, wenn
man sich weit genug im Vorland des Stofes befindet (f(z,p) — fi(p) wenn x — —oo Jund
| f(z,p) |< oo wenn x — oo im Hinterland gilt, dann wird Al

T

A0+ e ([ sigar) o <o
flz.p) = 0 , (3.35)

92(p) = fa(p) x>0

solange fom dx'/k(2',p) — +oo bei © — *oo gilt. Physikalisch bedeutet dies nun, dass
eine stationdre Losung durch einen Ausgleich von Diffusion und Advektion im Vorland
zustande kommt.

Um nun die Abhéngigkeit von den beiden unbekannten Funktionen f, und g; von f;
zu definieren, werden zwei Bedingungen benétigt. Die Uberlegung dabei ist, dass ein
paralleler Stofl die geladenen Teilchen lokal nicht beeinflusst, da keine Diskontinuitét
im Magnetfeld vorliegt und die Teilchen auf ihrer Spiralbahn bleiben, auch wenn sie
durch die Front stofen. Daher bleibt die gesamte Verteilungsfunktion im Impulsraum
beim Durchgang durch die Stofkfront glatt.

Um nun die Winkelabhingigkeit im System des Fluids von der gesamten Verteilungs-

funktion F'(z,p, ) zu bestimmen, wird F' in ein Legendre Polynom entwickelt und nach
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dem zweiten Term abgebrochen. Weiters wird der anisotrope Teil proportional zum Gra-

dienten des isotropen Teils gesetzt. Demnach ergibt sich

0
oot oot
isotrop anisotrop

wobei A der mittleren freien Weglinge, aus k = Av/3 mit der Teilchengeschwindigkeit v
entspricht. Setzt man nun [3.35] fiir den isotropen Teil ein und berechnet getrennt jeweils

upstream bzw. downstream vom Stofs, ergibt sich

f1+91—/i3%91 r=0"

Flw,p, 1) ~ (3.37)

12 r=0"

In dieser Darstellung wird jedoch p anstelle von x im System des Fluids betrachtet. Trans-
formiert man nun in das System des Stofses, welches sich mit Geschwindigkeit —u relativ

zum Fluid bewegt, transformiert sich der Teilchenimpuls demnach zu

Uu
pp =p (1 - u;) (3.38)

und daher transformiert sich B.37 zu

f1+91—ﬂ[%203%(f1+91)+3%91 z=0"

(3.39)
fo—n(2pL 1) z =07

F(x,p,p) — F(z,p', p) =

Koeffizientenvergleich der isotropen und anisotropen Teile vor und nach dem Stof ergibt

die Bedingungen zur Losung des Gleichungssystems

fita= | isotrop (3.40)

0 :
ulpa—p (fi+g1) +3ug = U2pa%f2 anisotrop. (3.41)

Eliminiert man nun ¢; und verwendet das Kompressionsverhéltnis r = u; /us, erhdlt man

(r=1)po—-=3r(fi—f2). (3.42)

Setzt man im Weiteren noch a := 3r/(r — 1), erhélt man die Losung, welche die Vertei-

lungsfunktion vor dem Stofs mit der Verteilungsfunktion hinter dem Stofs zueinander in
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Beziehung setzt

p

fo(p) = ap™ / P A dp + bp. (3.43)
0

Der erste Term kann als das Teilchenspektrum betrachtet werden, bei dem Teilchen vom
Vor- und Hinterland in den Stoft advektiert und dort beschleunigt werden. Der zweite
Term (b ist beliebige Integrationskonstante) symbolisiert die Injektion von Teilchen aus
dem thermischen Hintergrund in den Beschleunigungsprozess. Betrachtet man nun nur
den ersten Term, zeigt sich, dass sich fiir jene Teilchen die durch die Stofsfront advek-
tieren, die Verteilungsfunktion im Hinterland als Potenzfunktion gefaltet mit dem Teil-
chenspektrum im Vorland des Stofses ergibt. Mafgeblich hierbei ist, wenn das upstream-
Spektrum flacher als eine Potenzfunktion mit Index a ist, hat das downstream- Spektrum
bei hohen Impulsen eine Potenzfunktion mit Index a unabhdngig von der genauen Form
des Spektrums im Vorland des Stofses. Weiters zeigt sich auch, dass Stofse mit speziellen

Adiabatenindizes v, sodass sich das Kompressionsverhéltnis r schreibt zu

v+1
e Ve (3.44)

mit Stokmachzahl M und fiir den Standardfall eines starken Stoffes in einem nicht relati-
vistischen Plasma (y =5/3, M — o0), der Index a — 4" strebt. Dieses Ergebnis ist sehr
nahe an dem Index des beobachteten Spektrums der kosmischen Strahlung (vwgl. |Drury,

1983, agps = 4.3).

45



4 Vollstandiges physikalisches

Gleichungssystem

Die Erhaltungsgleichungen aus Kapitel 2.4.11bilden zusammen mit der Transportgleichung
aus Kapitel ein vollstindiges Gleichungssystem, welches nun numerisch gelést werden
kann. Weiters wird im Rahmen dieser Arbeit die Gravitation vernachlissigt, womit sich

die Gleichungen 2.42] und [2.43] anschreiben lassen zu

dp =
EJrV-(pu) =0 (4.1)
und
8 — —
% (ptl) + V- (p @ @) + VPyes = 0. (4.2)

Da die Energiegleichung die Erhaltung der Gesamtenergie beschreibt, stellt es sich als
giinstig heraus, in die jeweiligen beteiligten Energien zu unterteilen. Einerseits be-
steht in dem jeweiligen Volumenelement die Gasenergie und andererseits auch die Energie
der kosmischen Strahlung. Die Gasenergie schreibt sich allgemein zu (vgl. Dorfi € Breit-
schwerdt, 12012)

dey

E+§-(egﬁ)+Pgﬁ~ﬁ:F—A, (4.3)

wobei e, der Energiedichte, P, dem Gasdruck und I' bzw. A der Heiz- bzw. Kiihlrate
entspricht.
Die Energie der kosmischen Strahlung ist {iber einen Adiabaten-Exponent 7. mit dem

Strahlungsdruck folgendermafsen verkniipft

P.=(y.—1)e.. (4.4)
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Der Strahlungsdruck der kosmischen Strahlung ist gegeben durch ein Moment der Vertei-
lungsfunktion (vgl. \Drury, 1983

47 i
Pe=— [ pPof(p)dp (4.5)
0
und die Energiedichte
ec = 4 / p*T(p) f(p)dp, (4.6)

0
wobei T'(p) der kinetischen Energie der Teilchen entspricht.

Abschliefsend wird nun noch eine Gleichung benétigt, welche die thermodynamischen
Bezugsgroken des Fluids (Druck p, Volumen V') miteinander in Beziehung setzt. Diese

Eigenschaft wird durch die Zustandsgleichung fiir ideale Gase erfiillt:
pV =nRT, (4.7)

wobei n der Molzahl, R der universellen Gaskonstante und T der Temperatur entspricht.

Gleichung [4.7 kann auch mit Hilfe des Adiabateninder ~y beschrieben werden

p=ely—1). (4.8)

Da die Verteilungsfunktion der kosmischen Strahlung voraussichtlich einem Potenzge-
setz mit Exponent —4 entspricht (siehe Abschnitt [3.3), erweist es sich als giinstig, eine

neue, impulsabhéingige Variable ¢g(p) einzufiihren

g:=pf (4.9)

und verwendet zusitzlich

D e’
y = In(p) und z=—= . (4.10)
mpcC mpc

Mit Hilfe dieser Definitionen ldsst sich Gleichung [3.30] umschreiben zu

ag d N 1 = N — — N
aJrV-(ug)——{——g}V-u—V-(ng)—O. (4.11)

Schliefslich ist das Gleichungssystem zur Beschreibung des Problems vollstéindig be-

stimmt und hat folgende Form
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0
a—i—V-(pu) =0
0 > -
a(pﬁ)JrV (pu@u)+V(P,+P) =0
%+v (eg0) + P,V @ =T — A
dg = 1 [dg - - B
e(y—1) =5
4dr r z
- =P,
3 1_'_229?/

Y1

4%/[\/1‘1‘7—1}56@ = e..

Y1

(4.12)
(4.13)
(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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5 Numerische Methodik

Da es nicht moglich ist, infinitesimal kleine Anderungen numerisch zu berechnen, miis-
sen verschiedene Uberlegungen getroffen werden, um eine bestmégliche Beschreibung des
Problems zu gewéhrleisten. Wesentlich ist hierbei die Wahl des Gitters, welches den phy-
sikalischen Raum abdeckt. Die folgenden Ausfithrungen in diesem Kapitel richten sich im

Wesentlichen nach [Dorfi et all (2006) bzw. Dorfi & Drury (1987).

Wie bereits in Abschnitt [L2.1] gezeigt wurde, ist die Stromungsgeschwindigkeit in ei-
nem galaktischen Wind immer normal auf die Grundfliche des Volumenelements. Dies
bedeutet also, dass es sich bei der Modellierung eines galaktischen Windes um ein eindi-
mensionales Problem handelt. Allerdings ist die Stromungsgeschwindigkeit innerhalb der
Flussrohre nicht konstant und es ist auch sehr wahrscheinlich, dass Unstetigkeiten, wie
beispielsweise Stofsfronten, innerhalb des Simulationsraumes auftreten werden. Um das
Problem adiquat beschreiben zu kdnnen, miissen also einige Dinge beriicksichtigt wer-
den, welche im Laufe dieses Kapitels noch néher erortert werden. Grundséatzlich ist fiir
die Beschreibung eines eindimensionalen Problems die Gitterstruktur trivial. Daher wird
der physikalische Raum in N —1 Flussrohren-Volumenelemente (Abb.[1.72) mit N radialen
Gitterpunkten unterteilt. Es wird weiterhin angenommen, dass die physikalischen Erhal-
tungsgrofen (Masse, Energie, etc.) innerhalb eines Volumenelements konstant bleiben.
Somit erweist es sich als giinstig, die skalaren Grofen, wie beispielsweise die Masse, auf
ein zu den vektoriellen Grofen, wie beispielsweise die Geschwindigkeit, versetztes Gitter

zu legen. Schematisch ist dies in Abbildung [5.1] dargestellt.
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scalars

Siv3/2 Siv1/2 Si—1/2

IN i-th cell ouT

Vito | Vi Via

vectors

Abbildung 5.1: Vektorielle Grifen wie Geschwindigkeit und Radius sind von den skalaren Grifen wie

Dichte, Energie, etc. getrennt und versetzt angeordnet.
5.1 Explizite VS implizite Verfahren

Typischerweise werden zwei Verfahren zur Losung eines zeitabhéngigen Systems von Dif-

ferentialgleichungen unterschieden (vgl. |Lecheler, 12009; |LeVequd, 12002)

e explizite Verfahren und

e implizite Verfahren.

Dabei unterscheiden sich diese beiden Verfahren darin, wie die Losung zum neuen Zeit-
schritt berechnet wird. Bei expliziten Verfahren wird die neue Losung aus den alten 1.6-
sungen berechnet, wihrend bei impliziten Verfahren die neue Losung implizit in der Glei-
chung enthalten ist (siche Abb.[5.2). So ein Verfahren verwendet also die alten und neuen
Losungen zur Bestimmung des Problems.

Will man einen Losungsvektor x am iten Gitterpunkt zum neuen Zeitpunkt nach dem

expliziten Verfahren bestimmen, schreibt man daher

Jo R
= F(2).. 5.1
L~ F(2) (1)
Und somit ergibt sich die Losung zu
" =2t + 5tF (x)". (5.2)
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explicit implicit
ox ox
t+1—0 a O G e >
ot ot
t —@ U} »— —™O0 QO Oo—
1—1 7 i+ 1 i—1 7 141

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung von explizitem und implizitem Verfahren

Es ist leicht zu sehen, dass die Losung einfach einer Extrapolation von den alten zu den
neuen Zeitschritten entspricht, demnach ist dieses Verfahren sehr stark von der Schritt-
weite ot abhingig. Beim expliziten Verfahren existiert immer ein maximaler Zeitschritt 6t,
welcher durch die Courant-Friedrichs-Levy (CFL)-Bedingung gegeben ist (vgl. |LeVeque,
2002).

Implizite Verfahren 16sen hingegen das Gleichungssystem mit Hilfe der Losungen aus

den alten und neuen Zeitschritten. Formal bedeutet dies

t+1 _ .t

x x
ot

= F(2' 2. (5.3)

Normalerweise sind solche Systeme nicht linear und kénnen daher nicht explizit gelost
werden. Jedoch kann die Losung mittels eines Iterationsverfahrens (z.B. Newton-Raphson
Verfahren) angeniahert werden. Allerdings muss dafiir das gesamte Gleichungssystem zum
alten Zeitpunkt bekannt sein (Anfangsmodell). Fiir ein System mit N Stiitzstellen und
M Variablen lisst sich ein Gleichungssystem fiir eine beliebige Stiitzstelle ¢ daher folgen-

dermafien darstellen

Gni(X)=0 mell,M]. (5.4)

Gnm,i entspricht somit einem Gleichungssystem von M Gleichungen an der Stiitzstelle ¢ und

X" beschreibt ein Set von Variablen zum alten Zeitpunkt. Damit ergibt sich insgesamt

ol



5.2. DONOR-CELL SCHEMA

ein Gleichungssystem mit N x M Gleichungen G. Natiirlich muss diese Bedingung auch

fiir alle neuen Zeiten erfiillt sein, daher schreibt man
Gni( X" =0 mel,M]. (5.5)

Da es sich hier um ein nicht lineares Gleichungssystem handelt, kann man hier keine
explizite Losung finden, jedoch kann eine Losung durch Entwicklung in eine Taylorreihe
approximiert werden. Fiir ein Verfahren erster Ordnung und fiir jede Stiitzstelle ¢ schreibt

sich dies daher zu

aGm,l(Xt)

OX?
J

G i (X') = Gpa( X1 + (X - X]) =o0. (5.6)
Die Ableitung entspricht hier einem Element der Jacobimatriz, womit die Jacobimatrix
demnach eine (N - M x N - M) Matrix darstellt. Nach Invertierung der Matrix kann somit
eine Losung zum neuen Zeitpunkt t+1 fiir jeden Gitterpunkt ¢ aus Gleichung 5.6l berechnet

werden. Formal bedeutet dies:
60X =—Tni Gmi(X") (5.7)

mit 6X,; = X!t — X! Fiir eine detaillierte Struktur der Jacobimatrix siche [Steiner
(2012). Da hier nur mit der ersten Ordnung approximiert wurde, ist diese Losung natiirlich
noch ungenau. Allerdings kann die Losung nun mit Hilfe eines Iterationsverfahrens (hier
Newton-Raphson) verbessert werden. Dabei wird die Prozedur so oft wiederholt, bis eine

bestimmte Genauigkeit e erreicht wird (Details siehe [LeVequd, 12002). Formal bedeutet

0X i

Der Wert 7,, ; wird dazu verwendet, um eine Division durch 0 zu vermeiden, falls X,,, ; = 0.

dies

Natiirlich muss darauf geachtet werden, dass n,,; < X,,; gilt.

5.2 Donor-Cell Schema

Gleichungen wie die hydrodynamischen Gleichungen und die Transportgleichung der kos-

mischen Strahlung sind Erhaltungsgleichungen (siehe Kapitel [2 und Abschnitt[32), d.h.,
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die Quantitét einer bestimmten physikalischen Groke (Masse, Impuls, Energie, ete.) bleibt
wahrend eines physikalischen Prozesses erhalten. Betrachtet man beispielsweise den phy-
sikalischen Prozess eines stromenden Fluids und will dies in einem finiten numerischen
Raum beschreiben, bedarf es spezieller Uberlegungen, damit die Physik wihrend der nu-
merischen Berechnung nicht verletzt wird. Schematisch ist dies in Abbildung b.3] darge-
stellt.

Abbildung 5.3: Beim Fluss einer Erhaltungsgrifie q von einer Zelle in die Nichste soll diese Grifle

erhalten bleiben.

Das einfachste Schema, welches solch einen Fluss erhilt, ist das Donor-Cell Schema oder
auch Donor-Cell Advektion. Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich im Allgemeinen
auf [LeVequd (2002). Der Grundgedanke besteht in der Annahme, dass die zu erhaltende
physikalische Grofe innerhalb einer Zelle konstant ist. Betrachtet man nun einen Materi-
alfluss F; iiber eine Zellwand ¢ mit Geschwindigkeit w;, so kann dieser, wenn u; < 0 von
rechts nach links, oder wenn wu; > 0, von links nach rechts gerichtet sein. Weiters muss
gewahrleistet sein, dass der Fluss wiahrend eines Zeitschrittes von ¢, — ¢, eine Zellen-
grofe nicht tiberschreitet (CFL-Bedingung). Mit diesen Annahmen ist der Fluss iiber ein

Zelleninterface konstant und lésst sich darstellen zu
Fi = q; wi, (5.9)
wobei ¢; einer skalaren Groke (Masse, Energie, etc.) entspricht und gleichbedeutend mit

der Nomenklatur des Staggered Grid (siehe Abb. 21l und[5.7)) iibereinstimmt, also ¢; =
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5.3. GITTERGLEICHUNG

¢i+1/2- Das bedeutet demnach, dass sich der Donor-Cell Interface-Fluss schreibt zu

G U; wenn u; >0

Fi= (5.10)
Gi—1u; wenn  u; <0,
wobei hier schon eine negative Zahlrichtung von xy innen bis x; aufen beriicksichtigt
wurde (Abb. [5.4)). Je nachdem, ob u; > 0 oder w; < 0 ist, wird entweder die Grofe links
¢; oder rechts von der Zellwand ¢;_; zur Berechnung verwendet.

Git1 q; qi—1
\ | |

Abbildung 5.4: Die Erhaltungsgrifien G; sind innerhalb einer Zelle konstant. Je nach Fliefrichtung wird
entweder die Gridffe der rechten oder der linken Seite der Zellwand zur Berechnung

verwendet.

Wie leicht ersichtlich ist, kann das Donor-Cell Schema ohne grofsen Aufwand implemen-
tiert werden. Es sei jedoch bemerkt, dass dieses Verfahren nur erster Ordnung und daher

sehr diffusiv ist.

5.3 Gittergleichung

In galaktischen Winden muss man davon ausgehen, dass lokal beschrinkte Systeme, wie
Stokwellen, auftreten kénnen. Um dieses Problem ausreichend genau numerisch zu be-
schreiben, muss daher eine relativ grofe Anzahl von Gitterpunkten gewahlt werden, um
auch die Auflésung der Stoffront selbst zu gewihrleisten. Fiir einen stationiren Stofs kann
dies umgangen werden, wenn man eine grofere Anzahl von Gitterpunkten um den Bereich

des Stofes verteilt und eine Geringere dort, wo der Gradient konstant ist (Abb. [2.7). Im
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5.3. GITTERGLEICHUNG

Normalfall liegt allerdings kein stationéres Problem vor und die Flussstruktur wird einer
stindigen Anderung unterzogen sein. Die Idee ist nun, dass sich die Dichte der Gitter-
punkte dort erhdht, wo grofse Gradienten auftreten und dort verringert, wo die Gradienten
konstant sind. Ein Gitter mit dieser Eigenschaft wird als adaptives Gitter bezeichnet und
wird nach [Dorfi & Drury (1987) folgendermafen beschrieben: Zu Beginn wird ein Gitter
mit den Stiitzstellen 1, ...,xy (N entspricht der Anzahl der Stiitzstellen) angenommen,
welches abhéngig von den physikalischen Gegebenheiten ist. Dabei wird von dem Gitter
verlangt, dass sich die Konzentration an Gitterpunkten dort erhoht, wo eine hohere Auf-
16sung zur Beschreibung des Problems gefordert wird und gleichzeitig dort verringert, wo

keine grofsere Auflosung zur Beschreibung des Problems notwendig ist.

Abbildung 5.5: Die vorerst dquidistanten Stiitzstellen Ax werden einerseits im Bereich der Stoffront

verkleinert und andererseits im Bereich von konstanten Gradienten verbreitert.

Angenommen n sei die aktuelle Verteilungsfunktion von Gitterpunkten (z.B. dquidi-

stant) und R sei die geforderte Verteilungsfunktion um das Problem bestmoglich zu
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5.3. GITTERGLEICHUNG

beschreiben, dann sollte trivialer Weise n; proportional R; (i bezeichnet den Index des
Gitterpunkts) sein
n; < R;. (5.11)

Ungliicklicherweise kann dieses Konzept nicht direkt angewandt werden, da es zu Insta-
bilitdten kommen kann, falls sich n zu schnell dndert. Um dieses Problem zu umgehen,
ist n; nur iiber eine Reihe von Glattungsoperatoren proportional zu R;, welche moderate
Anderungen in n; gewihrleisten. Die Verteilungsfunktion n wird daher folgendermafen
definiert

n; .= 7511@ , (5-12)
Tit1 — T

wobei [, einer vom Problem abhingigen, natirlichen Lingenskala entspricht. Die Defi-

nition der gewiinschten Verteilungsfunktion R ist etwas komplizierter und Dorfi & Drury

1987) beschreibt R als Bogenlinge einer Funktion f(x) (Abb. [55). Demnach nimmt R;

folgende Form an

M
lnati A.fk,z
R, = 1+§:_E:W’Axf (5.13)
k=1 t

wobei fi; = fi(z;) und Afy; := frit1 — fr. entspricht. Weiters entspricht g; den erfor-
derlichen Gewichten der Funktionen f; und F}, entspricht wieder einer natiirlichen Skala,

abhéngig von fj.

Die Glattung kann nach folgendem Schema implementiert werden (vgl. \Dorfi € Drury,

1987)

a n; a+1
< i+1 < + :
a+1~" n = «

(5.14)

wobei « der Steifigkeit des Gitters entspricht. Benutzt man dieses Resultat und manipu-

liert das Ergebnis noch etwas (Steiner, (2012; |LeVequd, |12002), kann die raumliche Glittung

geschrieben werden zu
TNLZ' =n; —« (a + 1) (7’LH_1 — 2’”2 + ni_l) . (515)

Zusétzlich zur rdumlichen muss auch noch eine zeitliche Glittung beriicksichtigt werden

A — 'ﬁ,alt
i (

L. 1
5 (5.16)

A

’I’LZ:’fLZ+T
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5.4. KUNSTLICHE VISKOSITAT

Dies bedeutet also, dass sich das Gitter bei Zeitschritten d¢ grofer als 7 dndert, jedoch
nahezu unverdndert bei Zeitschritten kleiner als 7 bleibt. Die Wahl der Zeitskala 7 hingt
vom betrachteten Problem ab, muss jedoch kleiner als die kleinste Zeitskala sein. Schliefs-

lich fijhren diese Uberlegungen zu der endgiiltigen Form der Gittergleichung

= (5.17)

Die Randbedingungen fiir das Gitter miissen je nach Art des Problems definiert werden.
Sie konnen so gewahlt werden, dass der innere x; und dufsere x4 Gitterpunkt fix sind
(physikalischer Raum ist konstant), oder die inneren und duferen Gitterpunkte variabel
(stationdres Problem, z.B. Stof8 wird im inneren des Raumes zentriert gehalten) sind. Die
Randbedingungen fiir die Gittergleichung hingegen wahlt man so, dass die Gradienten

der Verteilungsfunktion n am Rand des Gitters null sind. Formal bedeutet dies
(

) IN = SL’[(t)
innerer Rand — xj : : (5.18)
nN—2 = T7NN-1
.
) x1 = xA(t)
dufSerer Rand x4 : : (5.19)
ny = No

\

5.4 Kiinstliche Viskositat

In hydrodynamischen Systemen erscheinen Stoffronten als reine Diskontinuitéten, d.h.,
dass eine numerische Berechnung im Bereich des Stofes nicht mehr moglich ist. Daher
wird eine kinstliche Viskositit als Druckterm in die hydrodynamischen Gleichungen (Be-
wegqungsgleichung, Energiegleichung) eingebracht. Die meistbenutzte Form dieses ,wiskosen

Drucks® ist nach VonNeumann & Richtmyer (1950) gegeben durch

2p (%) %<0

q= ( ) or ’ (5_20)
0 sonst

wobei hier [ die Grokenordnung der ,Verschmierung® des Stofes darstellt (Abb. [5.6).

Damit also der Stof noch numerisch berechenbar bleibt, muss [ also die Gréfsenordnung
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5.4. KUNSTLICHE VISKOSITAT

der lokalen Gitterbreite aufweisen. Nach [Tscharnuter & Winkler (1979) miissen demnach

folgende Bedingungen fiir eine kiinstliche Viskositit gegeben sein:

Stofifronten miissen auf die lokale Gitterbreite verbreitert werden.

e Expansionsgebiete miissen frei von kiinstlicher Viskositét sein.

Es diirfen keine Stérungen durch den Ubergang von Uberschall-Strémung in den

hydrostatischen Bereich induziert werden.

Eine homologe Kontraktion (z.B. wenn u, linear in r ist) muss ebenfalls von der

kiinstlichen Viskositdt unbeeintrachtigt bleiben.

Es zeigt sich, dass es sich als giinstig erweist, die rechte Seite von [(.20] in zwei Terme

%p (%) und % aufzuspalten. Wenn nun % einerseits als V- @ und andererseits als nablau

identifiziert wird, ist es moglich, eine Unterscheidung des Gradienten und der Divergenz

des Geschwindigkeitsfeldes zu machen. Der dementsprechende Viskositéts-Tensor lautet

daher (vgl. |Tscharnuter € Winkler, 11979)

o 2 p div (i2) [(6@)-%6.@5)] V.i<0 o)

0 sonst

Hier ist € der Einheitstensor. Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass die kiinstliche Vis-
kositiit nur im Falle von Kompression (V - @ < 0) in Kraft tritt. D.h., dass die Viskositiit
iiber eine breite Ubergangszone, in der V-4 <0 und Ou/0r > 0 gilt, langsam ansteigt.
Da die komplette Herleitung den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, wurde auf eine
weitere Behandlung und Diskretisierung des Tensors, angewandt auf eine Flussrohrengeo-
metrie verzichtet, und im Weiteren werden die Viskositétsterme nur mehr als spezifischer

Druckterm q angefiihrt.
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5.5. DISKRETISIERUNG

p2 > p1
Uout Ui,
<@
P1
physical shock arti ficial shock

Abbildung 5.6: Der physikalisch scharfe Stoff wird mit Hilfe des Viskosititstensors kiinstlich ver-
schmiert®. Hierbei ist es wichtig, dass | in der Griflenordnung der lokalen Gitterbreite

gewdhlt wird.

5.5 Diskretisierung

Da es im Allgemeinen keine Losungen fiir die Erhaltungsgleichungen aus Kapitel [ gibt
und numerisch partielle Ableitungen nur als endliche Differenzen dargestellt werden kon-
nen, muss das Gleichungssystem 18| diskretisiert werden. Dazu ist es wichtig, dass alle
Gleichungen des Gleichungssystems in Erhaltungsform bzw. Integralform dargestellt wer-
den, um die Advektionsprozesse von einer Zelle in die nichste adiquat beschreiben zu

konnen. Formal erhilt man also einen Volumsterm und einen Advektionsterm

8 — —
E%/Q@JMV—meJMS:Q (5.22)
Volur:L,sterm Advekt;gnsterm

wobei Q(z,t) einer skalaren Funktion und F(z,t) der korrespondierenden Flussfunktion
entspricht. Damit die physikalische Grofe erhalten bleibt, muss also die zeitliche Anderung
von () in einem Volumen dV demnach gleich grofs wie der Fluss F durch die Zellwand des
Volumens dV sein.

Die Diskretisierung des Volumenterms wurde folgendermafen gewéhlt

n

5 s[Qav. nt1
~ V fr— —_
o /de = /de /de , (5.23)
1% 1% 1%
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5.5. DISKRETISIERUNG

wobei n+ 1 bzw. n den neuen bzw. alten Zeitpunkt beschreibt. Das verbleibende Integral
muss nun wiederum weiter diskretisiert werden. Es sei angemerkt, dass das Integrations-

volumen sich fiir jede Gitterzelle dndert (Flussrohrengeometrie)
/Q AV ~ Q, 8V, (5.24)
v

Mit den Annahmen aus Abschnitt [[L2.T] ist das Volumenelement eindeutig bestimmt und
hat die Form

Z 22 Az}
5V, = / Ay <1 + Z—OQ) — A (Azi + 3202) . (5.25)

Zi

Daher schreibt sich die endgiiltige diskrete Form des Volumenterms zu

0 1
5 / QdV ~ 5 [T oVt — Qpovit (5.26)
174

Die Diskretisierung des Advektionsterms geht nun nach dem gleichen Prinzip vor

S

wobei das Fliachenelement der Zellwand fiir den Gitterpunkt ¢ folgendermafien definiert
ist

2
5S; = Ag (1 v Z—Q) . (5.28)
ZO

Diese Ergebnisse werden nun im Zuge der Diskretisierung der physikalischen Gleichungen

verwendet.

5.5.1 Kontinuitiatsgleichung

Die Kontinuitédtsgleichung ist die am Einfachsten zu diskretisierende Gleichung, da sie nur

aus zwei Termen besteht
0 R
8—’; +V (pid) = 0. (5.29)
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In Integralform schreibt sich Zu
5’p
dV + [ V(pi)dV =0, (5.30)

bzw. mit Hilfe des Gauf’schen Integralsatzes

%/pdeLj{pﬁdf: 0, (5.31)
v )

und schlielich in diskreter Form

)

Hierbei ist zu beachten, dass die Fliisse F; bzw. die Volumenelemente 0V;, jeweils auf
die Flussrohrengeometrie aus dem vorigen Abschnitt bezogen sind. Da die Fliisse JF; eine
Funktion der Geschwindigkeit u; sind, ist weiters zu beachten, dass sich auch die Gitter-
punkte aufgrund des adaptiven Gitters (siche Abschnitt [5.3) mit einer Geschwindigkeit
Ugrig gegeniiber dem Fluid bewegen. Daher muss die Relativgeschwindigkeit u,. aus Gas-

und Gridgeschwindigkeit betrachtet werden

Urel; = UGy — Ugrid; (533)
mit der Gittergeschwindigkeit
ot — gt
Ugrid, = thz (5.34)

Unter Anwendung des Donor-Cell Verfahrens schreibt sich der Dichtefluss iiber die Zell-
wand der i-ten Zelle zu

Fi= ﬁz Urel; (535)

~ 1 Upel;, < 0
pi=api_1+(1—a)p a= : (5.36)
0 sonst

Ist also die Relativgeschwindigkeit positiv, bedeutet das, dass die Stromung von rechts
nach links lauft und damit die Dichte der Zelle mit Index ¢ — 1 einstromt. Andernfalls,

wenn die Stromung von rechts nach links lauft, ist die Dichte mit dem Index ¢ mafgeblich.
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Somit ergibt sich die diskrete Form der Kontinuititsgleichung zu

rel

(P VI = V) + [t dSER = gl =0, (5.37)

Da ein implizites Verfahren angewandt wird, wird der Index n + 1 in Zukunft nicht mehr

verwendet.

5.5.2 Bewegungsgleichung

Die allgemeine Form der Bewegungsgleichung oder Impulserhaltungsgleichung, inklusive

viskosem Druck (siehe Abschnitt[5.7), lautet

6(8;;11) +V - [@® (p@)] +V (Pa+ Po+q) = 0. (5.38)

Der Ausdruck (pi) bezeichnet hierbei den Gasimpuls und wird daher im Folgenden mit
(pliGas) bezeichnet. Integration iiber das Volumen zeigt, dass anders als bei der Kontinui-

téatsgleichung, hier ein Volumenterm und zwei Advektionsterme vorliegen

0

o / (pilcas) dV + f o @ (plics) df + jf (Pu+t Potq)df=0.  (5.39)

Vv (@] (@]

Unter neuerlicher Anwendung des Donor-Cell Schemas ergibt sich die diskrete Form von

638 zu

Pi—1UGas; _1 5‘/2‘71 — PillGas; 5‘/2_'_

5t [ureli_l . ﬁi—laGasi_l 5Si—1 — Upel; * ﬁiaGasi 552} +
(5.40)

6t0Si-1 [Pa,_, — Pa, + Po,_, — Po, + gi-1 — ¢i) —

5t6S; [Pa, — Poyyy + Po, — Poyy + 4 — qisa] =0,

wobei p der advektierten Dichte aus dem Donor-Cell Schema und 0.5 bzw. 0V dem Fluss-

rohren Flichen- bzw. Volumselement entsprechen.
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5.5.3 Energiegleichung

Da, wie bereits in Kapitel 4 behandelt wurde, die Energie der kosmischen Strahlung
separat iiber die Verteilungsfunktion berechnet wird, muss fiir die Energieerhaltung nur

die Gasenergie beriicksichtigt werden. Allgemein lautet die Energieerhaltung fiir ein Gas

(vgl. [L-3)
%+6-(egﬁ)+1)ﬁ-ﬁ=r—/\.

Zu beachten ist allerdings, dass die Beziehung zwischen Gasdruck P, und Energiedichte

eq liber die Zustandsgleichung gegeben ist. In Integralform ergibt sich

% /eg AV + f (egiyer) - dS + ng{ﬁ(;as -dS — / (T —A)dV = 0. (5.41)

\% S S \%4

Diskretisiert schreibt sich die Energieerhaltung demnach zu

(60 0Vi = e 077)

+
6t (e, tret 1 dSi1 = €171, 05;) + (5.42)
+

0t Py, (UGas,_, dSi—1 — UGas,05;)

St(T; — A;) oV, = 0.

5.5.4 CR-Erhaltungsgleichung

Wie in Kapitel [4] bereits beschrieben, ist ein Potenzgesetz mit Index —4 fiir die Losung
der Erhaltungsgleichung zu erwarten. Weiters muss der Diffusionskoeffizient x aus Glei-
chung einer genaueren Analyse unterzogen werden. Grundsétzlich setzt die genaue
Berechnung von x vollstindige Kenntnis tiber die Alfvén-Wellenstruktur voraus. Da dies
sehr komplexe Abhingigkeiten in den Erhaltungsgleichungen implizieren wiirde, wird
durch einen, rein von Impuls und Dichte abhéngigen, Diffusionskoeffizienten x = f(y, p)
ersetzt. Nach [Falle & Giddings (1987) bzw. Dorfi & Drury (1985) kann angenommen wer-
den, dass x nur vom Teilchenimpuls und der Gasdichte abhéngt, womit zumindest die

Variation von y durch Welleneinfliisse im Vor- und im Hinterland des Stofses simuliert
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werden kann. Da aber die Impulsabhingigkeit von y auch nicht vollstindig bekannt ist,
wird der Einfachheit halber angenommen, dass x sich proportional mit dem Impuls dn-
dert und diese Proportionalitit, sowohl fiir relativistische als auch nicht relativistische

Teilchen, gleich grofs ist. Formal bedeutet dies

o (3) ()

und mit Hilfe der Definition fiir den Teilchenimpuls aus Kapitel [ schreibt sich y demnach
Al

Y= Yo % el (5.44)

wobei p; der Dichte des ungestérten Mediums im Vorland, p; dem minimalen Impuls der
Teilchen bzw. dem Impuls bei Injektion und a einem Skalierungsindex entspricht. Die
Dichteabhéingigkeit wurde gewiihlt, um Schallwelleninstabilititen zu verhindern. Ein be-
sonderes Augenmerk bei dieser Definition des Diffusionskoeffizienten sollte auf den Wert
Xo gelegt werden, da dieser sehr stark von der Breite der Computational Domain, der Stofs-
breite und der Stofigeschwindigkeit abhingt. Die charakteristische Diffisionslingenskala

ist hierbei folgendermafen definiert

ldiff - (545)

Ushock

Somit muss einerseits lgipr > lg, (mit Stofibreite lgy,) und andererseits die Lénge der
Computational-Domain pomain = Tout — Tin <K laifs (mit duferem Rand o, und innerem
Rand x;,) sein, um Einfliisse durch die Randbedingung zu vermeiden. Durch die Impul-
sabhéngigkeit von x sind hier besonders Diffusionskoeffizienten bei grofen Impulsen zu
beachten.

Mit Hilfe dieser Definitionen kann Gleichung folgendermafen dargestellt werden

09, o im o (vo ) L[ T
8t+V(ug)—V<ng>+3{ay g} V-a. (5.46)
) ©) ®)

Die Diskretisierung von Gleichung [5.46] erweist sich als iibersichtlicher, wenn jeder der

Terme (D, @ und @) getrennt behandelt wird. Man sieht beispielsweise sofort, dass Term
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(D genau der Kontinuititsgleichung entspricht, d.h. sich genau nach dem gleichen Schema

wie in [5.5.7] behandeln lisst. In Integralform schreibt sich Term @) daher zu

B .
at/gdv+fgﬁ-df:... . (5.47)

1% o}
Unter Beriicksichtigung des Donor-Cell Schemas schreibt sich die diskrete Form von [5.47]

zu

rel

(gt oVt — glov!] + [ Hlultlss, — gt ufgllﬂéSHl} ot = .. : (5.48)
Der Diffusionsterm (Term (2)) wird in Integralform dargestellt zu
_ ot /ﬁ (;ﬁg) T j{xﬁg df= .. (5.49)

|4 o

und somit folgt fiir Term @) in diskreter Schreibweise

5t { L R L R Y S Xit1s 9ij — Git1j .55@.“} . (5.50)
Ti—1 — T Ti — Tit1
Fiir die adiabate Beschleunigung (Term (3)) muss schlieflich nur noch ein Divergenzterm

beriicksichtigt werden, da im Rahmen der numerischen Néherung (Grifen innerhalb eines

Volumenelements konstant) der Gradient dg/0y vor das Integral gezogen werden kann

1 P L u:[?—] V=V -1
§V/{a_z_ ]V.Udeu:%[g—;—g}zo vz?fﬂdg

u v’

1 dg L=
5 |(5-9) oo
S

Somit kann Term 3) nidherungsweise folgendermafien dargestellt werden

dg L g
_ . = .. .0l
dt= (&y )%u ds : (5.51)
S

sowie diskret

1 i — Qi
— O0t— (M - gi,j) [uGasidSi - uGasi+1dSi+1} = e (552)
3\ Y1 — Y

65



5.5. DISKRETISIERUNG

Fasst man nun [5.48] 5.50/ und [5.52] zusammen, ergibt sich schlieflich die diskrete Form

der Erhaltungsgleichung fiir kosmische Strahlung

rel

(gt oV = ghav] + [ttt oS — gt uttles] ot —

St | Xio1, 9i-15 — 9ij 881 — Xig 9ij — 9it1j 58| — (5.53)
T — T X — T

1 1 2,]
ot— (M - gi,j) [uGasifldSifl - uGasidSi] = 0.
y]+1 - y]

5.5.5 CR Druck und Energie

Die Diskretisierung des kosmischen Strahlungsdruckes bzw. der Energie ist im Vergleich zu
den vorher behandelten Erhaltungsgleichungen trivial, da sowohl Druck als auch Energie

direkt aus der Verteilungsfunktion folgen

Pe = (5.54)

e z
5 / N dy,

Y1

Ee = 4m/ (m_ 1) 9 dy, (5.55)
J z

mit z = e¥/myc.

Es gibt eine Reihe von Moglichkeiten, eine numerische Integration durchzufiihren. Eine
sehr einfach zu implementierende Methode, welche ausreichend genaue Ergebnisse liefert,
ist die Integration mittels der Trapezregel. Hierbei wird die zu integrierende Funktion

mittels Geradenstiicken angenihert und die Fliche unter der Kurve berechnet. Diskret

bedeutet dies

2
dme Yk+1 — Yk 3
Po, ~ 5 E (5.56)

Gik—1 + —F— Gik
k=Nc 2 \/1+zk 1 V1 l%
2
Yk+1 — Yk 9 gzk 1 9 ik
Bo, ~ dmey  BHR l(,/1+zk1 ey <,/1+zk—1) Zk](5.57)

k=Nc
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N¢ entspricht dabei der Anzahl der

Stiitzstellen im Impulsraum. Es sei auch angemerkt,

dass die Stiitzstellen bei diesem Verfahren nicht gleichverteilt sein miissen.

5.6 Randbedingungen

Randbedingungen sind ein notwendiges Kriterium, um das Gleichungssystem auch am

Rand des Simulationsraumes zu bestimmen. Grundsatzlich ist eine Vielzahl verschiede-

ner Randbedingungen (je nach physikalischen Gegebenheiten) moglich, jedoch werden fiir

diese Arbeit nur zwei verschiedenen

RB’s benétigt:

e fixe Randbedingungen (fir die Erstellung des Anfangsmodells) und

e Randbedingungen bei denen der Gradient der Grofen Null wird.

Betrachtet man also ein Gleichungssystem mit j Gleichungen und einen Simulations-

raum mit N Gitterpunkten, ergeben sich die Randbedingungen fiir die physikalischen

Grofen Xy ; oder X ; zu

(

fixze Randbed.

\
(

konst. Gradienten

\

innerer Rand (i = N) —» Xy, = Xinj

’ ’ (5.58)
duberer Rand (i = 1) = Xi,; = Xourj
innerer Rand (i = N) - Xn,; = Xy

’ T (5.59)
aulterer Rand (’l = 1) — lej XQJ'

wobei X, ; und X, ; jeweils fix gewidhlte Parameter sind.
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6 Anfangsmodelle

Anfangsmodelle sind bei impliziten Verfahren von besonderer Bedeutung, da stes ge-
wahrleistet sein muss, dass sie auch eine Losung des Problems darstellen. Im Falle dieser
Arbeit war die Erstellung eines korrekten Anfangsmodells relativ trivial, da Einfluss-
faktoren, wie beispielsweise Gravitation oder Temperatur Fluktuationen, vernachlissigt
wurden und somit von einer konstanten Strémung iiber den Simulationsraum ausgegangen
werden konnte. Mit Hilfe dieses konstanten Anfangsmodells wurde zuerst ein rein hydro-
dynamischer Stof erzeugt (reflektierende Wand), welcher anschliefiend in der Mitte des
Simulationsraumes zentriert wurde (mitbewegte Box). Abschliefend werden hochenerge-
tische Teilchen in den Simulationsraum eingebracht (kosmische Strahlung). Es sei darauf
hingewiesen, dass diese Anfangsmodelle gewahlt wurden, um die analytische Losung der
Verteilungsfunktion (vgl. [7.3) reproduzieren zu kénnen. Fiir reale Systeme sind natiirlich

andere Anfangsmodelle notwendig.

6.1 Reflektierende Wand

Zur Erstellung des hydrodynamischen Stofes wurde eine Strémung mit konstanter Dich-
te, konstanter Temperatur und konstantem Druck mit konstanter Geschwindigkeit gegen
eine reflektierende Wand gebracht. Definitionsgeméf kann iiber diese Wand kein Medium
ausstromen, was bedeutet, dass die Stromungsgeschwindigkeit (und somit auch alle Flis-
se) iiber den Rand Null sein muss. Somit wird sich immer mehr Material an der Wand
anlagern und eine Stokwelle von der Wand, entgegen der Stromungsrichtung, treiben. Die

Randbedingungen in diesem Fall lauten daher:
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6.2. MITBEWEGTE BOX

e Unpc =0, Uousc = U (fire Randbedingung) und

e der Gradient der anderen Groken X = {p, Pg, Pc, Ec, E'} verschwindet am In-
nenrand, d.h. VX = 0. Am Aufenrand herrscht allerdings ein konstanter Inflow.
Demnach werden dort die Randwerte immer wieder auf den Wert der ungestorten,

einstromenden Materie gesetzt.

Formal bedeutet dies:

. . Gj= Xnj—Xn-1
innere Randbedingung (6.1)
w=— UN
(
) . Gj= X1, -G
dufere Randbedingung (6.2)
Gu = Uy — Cu

Per Definition ist G; = 0. Somit ist die Vorgabe von ﬁXj = 0 und uy = 0 in obiger

Formulierung der Randbedingungen erfiillt.

6.2 Mitbewegte Box

Hat sich nach einiger Zeit der Stofs aufgebaut und ist annihernd in der Mitte des Si-
mulationsraumes angekommen, muss auf eine Randbedingung umgestellt werden, die die
radialen Randpunkte mit der Geschwindigkeit des Stofes mithewegt, um den Stofs iiber
einen ldngeren Zeitraum stabil im Zentrum der Box zu halten. Dabei muss natiirlich
die Stofsgeschwindigkeit bekannt sein. Um die Stofgeschwindigkeit zu ermitteln, muss
zuerst die Stofposition bestimmt werden. Die eindeutig giinstigste Methode stellt hier-
bei die Positionsbestimmung iiber die kiinstliche Viskositéit dar, da diese nur im Falle
einer Kompression (nabla - @) in Kraft tritt (vgl. Abschnitt [5-4). Um nicht in Konflikt
mit dem impliziten Verfahren zu kommen, wurden nur die alten Zeitschritte zur Berech-
nung verwendet, da sonst, bei Verwendung der aktuellen Zeitschritte, die Ableitungen
mitberiicksichtigt werden miissten. Die volumsintegrierte Form der kiinstlichen Viskositét

errechnet sich dann aus der Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes, multipliziert mit der
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6.3. KOSMISCHE STRAHLUNG

Dichte (entspricht somit einer physikalischen Viskositdt):
q—*alt _ ﬁ . ,a*alt . palt. (63)

Nun werden jeweils drei Stofspositionen gespeichert und so mit Hilfe des Zeitschrittes die

mittlere Geschwindigkeit der Stoffront ermittelt

neu alt
— /[ Tsto — Tshok 6.4
Ushock = ENT T (6.4)

Um nun den Stoft zentriert zu halten, miissen also die &dufieren radialen Randpunkte
jeweils um jenen Wert erhoht werden, um den sich der Stofs innerhalb eines Zeitschrittes
fortbewegt hat

AZshock = Ushock = AL (6.5)

Damit ergibt sich als Randbedingung fiir die Gittergleichung

IN = TN + AZgpoer, iNNEN

(6.6)
1 =21 + AZapocr  aullen
Die Randbedingungen der anderen Gréfen sind wie folgt:
innere Randbedingung: Gj=Xn; — Xn-1, (6.7)
dufere Randbedingung: G =Xy; —Cj. (6.8)

Wie also leicht ersichtlich ist, muss im Falle des stationdren Stofles die fixe innere Randbe-
dingung der Geschwindigkeit auf eine Randbedingung mit konstanten Gradienten gesetzt

werden.

6.3 Kosmische Strahlung

Ist der hydrodynamische Stof schlieflich erzeugt und in der Mitte der Box stationér, wird
die kosmische Strahlung zugeschaltet. Dazu ist es wiederum erforderlich, eine geeignete
Anfangsverteilungsfunktion zu bestimmen. Wie in Abschnitt [3.3] gezeigt, existiert eine
analytische Losung, die einer Exponentialfunktion mit Index ~ 4 entspricht. Das bedeutet,

dass eine Anfangsverteilung mit Exponentialansatz am besten fiir eine Reproduktion der
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6.3. KOSMISCHE STRAHLUNG

analytischen Losung geeignet sein sollte. Weiters, da ein impliziter Code verwendet wird,
welcher vom Anfangsmodell verlangt, dass es eine Losung des Systems darstellt, darf das
Integral iiber die Verteilungsfunktion einen gewissen Schwellwert p nicht iiberschreiten.
Als Referenz wurde gew#hlt, dass der kosmische Strahlungsdruck ein Hundertstel des
Gasdrucks im Vorland (P = 1 < P;/100) nicht iiberschreiten darf. Mit der Annahme

des exponentiellen Wachstums der Verteilungsfunktion, ergibt sich folgender Ansatz
g = AeY. (6.9)

Fiir den kosmischen Strahlungsdruck bedeutet dies

Ymazx

47e

2
3 / V14 22

Ymin

Po =

Ae Y dy. (6.10)

Unter Beriicksichtigung des Schwellwerts p erhilt man die Bedingung

Ymazx
4me z Pa
Po = AeVdy = n < —. 6.11
0= T ey = 1= (6.11)
Ymin

Uber einen eindimensionalen Simplex kann nun das Integral fiir eine bestimmte Konstante

1.01 T T T
0.9
0.8
0.7
0.6

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

1.005 T

—T—F—+ 1 7T T

0.995 7

\

\ 1 1 1 0.99 1 1 1
—-25 15 -5 —-25 15 -5 —-25 15 -5

log(p) [£5] log(p) [£57] log(p) [£<]

Abbildung 6.1: Verschiedene Anfangsverteilungen der kosmischen Stahlung, wobei a) der exponentiellen,

b) der linearen und c) der konstanten Anfangsverteilung entspricht.

A gelost werden, sodass die Bedingung [6.17] erfiillt ist. Fiir eine Dichte p = 1.67-1072" und
einer spezifischen Energiedichte ez = 7-10'% im Vorland ergibt sich somit eine Anfangsver-

teilung wie in Abbildung[6:Ih) dargestellt. Der Maximalwert der Verteilungsfunktion legt
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6.3. KOSMISCHE STRAHLUNG

gleichzeitig auch die Randbedingung im Impulsraum fest. Hierbei wird davon ausgegan-
gen, dass Teilchen unterhalb 10° eV nicht durch den Fermiprozess beschleunigt werden.
Teilchen mit kleineren Energien unterliegen mikrophysikalischen Prozessen (z.B. Beschleu-
nigung durch Variation im Magnetfeld), welche nicht Teil dieser Arbeit sind. Durch die
Festlegung eines fixen Grenzwertes am unteren Ende des Impulsraums wird somit ein
Source-Term impliziert, der eine bestimmte Verteilungsfunktion (Teilchenerzeugung mit
E =10°¢eV ) vorgibt.

Um Vergleichswerte zu erhalten, wurden zusétzlich noch ein konstantes Anfangsmodell
mit

g=C (6.12)

und ein lineares Anfangsmodell nach
g=ky+d (6.13)

verwendet (siehe Abb. [6.1]).
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7 Ergebnisse

In diesem Kapitel werden Ergebnisse der Testrechnungen, welche sich mit der Reproduk-
tion der analytischen Losung beschéiftigen und ebenso Rechnungen, welche eine Kopplung
der Hydrodynamik (Euler-Gleichungen) und der kosmischen Strahlung (Fokker-Plank-
Gleichung) beriicksichtigen, behandelt. Bei den Simulationen im Testteilchenbild (keine
Kopplung von Hydrodynamik und CR) wurden einerseits Kalkulationen mit hydrodyna-
mischen Dummy-Gleichungen (also durch Vorgabe einer konstanten hydrodynamischen
Léosung der Kontinuitits-, Impuls- und Energiegleichung) und andererseits physikalisch
korrekte hydrodynamische Gleichungen betrachtet. Diese Differenzierung hat zur Folge,
dass im Falle einer Vernachlissigung der hydrodynamischen Gleichungen eine fixe Stofs-
struktur erzeugt werden kann, welche sich exakt (bis auf numerische Ungenauigkeiten) mit
der analytischen Losung vergleichen lésst. Wird hingegen ein numerischer Stof betrach-
tet, kann dieser nur im Rahmen von numerischen Ungenauigkeiten (Stofibreite begrenzt
durch kiinstliche Viskositit, Wallheating, etc.) fiir die analytische Losung herangezogen

werden. Beide Fille wurden im folgenden Abschnitt untersucht.

7.1 Testteilchenbild

Grundsitzlich dienen Simulationen im Testteilchenbild nur zur Uberpriifung des nume-
rischen Setups. Kann die jeweilige analytische Losung reproduziert werden, ist demnach
die Physik des Systems numerisch richtig umgesetzt. Es sei jedoch erwiahnt, dass diese
Simulationen kein physikalisch korrektes Bild darstellen und demnach kein Interesse an
einer detaillierten Untersuchung im Testteilchenbild besteht, sondern vielmehr das Ver-

halten der Numerik (Trend zur analytischen Lésung bei Erhéhung der Punktdichte, etc)
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7.1. TESTTEILCHENBILD

analytischer Stof

w = — 1.00x10%, wpy = 0.00

p1 = 1.67 x 10727, po = 6.63 x 10727
e1 = 7.00 x 1013, eq = 5.00 x 10'°
Tin = 3.08 x 102", xoum = 3.08 x 10
Yrmin — 31.5, Ymaz = — 2.50

K = 3.00 x 10%

Tabelle 7.1: Modellwerte fiir analytischen Stofs. Werte VOR dem Stof8 haben Index 1, Werte im Hinter-
land haben Index 2. Alle Einheiten in CGS.

im Mittelpunkt steht.

Wie bereits in Abschnitt B.3bzw. nach Drury (1983) gezeigt wurde, existiert mindestens
eine exakte Losung, falls sich die Teilchen der kosmischen Strahlung wie Testteilchen, d.h.
also ohne dynamischen Effekt auf das Gas, verhalten. Wird Teilcheninjektion vernach-
lassigt, bzw. kein Source-Term verwendet, verhilt sich die Downstream-Verteilung fo zur

Upstream-Verteilung f wie (vgl. [3.43)

P

fo(p) = ap™ / PR (7.1)

0

Wie bereits erwidhnt, wurde fiir die Testrechnungen einerseits ein analytischer und an-
dererseits ein numerischer Stofs betrachtet. Das Anfangsmodell des analytischen Stofses
ist in Tabelle [[1] dargestellt, diese Struktur blieb auch wahrend der Simulation konstant.
Fiir den Fall eines numerischen Stofses wurde ein Anfangsmodell wie in Abschnitt

erstellt. Die Startwerte finden sich in Tabelle [T.1]

Mit den unterschiedlichen Anfangsmodellen aus Kapitel [ lassen sich somit die im

Folgenden dargestellten analytischen Losungen bestimmen.
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7.1. TESTTEILCHENBILD

numerischer Stof

Startwerte fiir Stofserzeugung

u — - 1.00 x 103

0 - 1.67 x 10727

e = 7.00 x 10'3

Tin = 3.08 x 102!, o = 3.08 x 10?3

Nach Stoferzeugung

Ymin - - 3157 Ymazx - - 250
K = 3.00 x 10%

Tabelle 7.2: Modellwerte fiir numerischen Stoff. Werte VOR dem Stof8 haben Index 1, Werte im Hinter-
land haben Index 2. Alle Einheiten in CGS.

7.1.1 Exponentialfunktion

Die Verteilungsfunktion zu Simulationsstart sei g;(y) = A e Y. Mit den Transformationen

f=g/p* und y = In(p), lisst sich die Anfangsverteilung darstellen zu

n(p) = A (7.2)
Einsetzen in [[.1] ergibt
P W) P
f2(p) _ apa/(p/)al g(lpll;l dp/ _ apaA/(p’)Gde'. (73)
0 0

Berticksichtigt man den Impulsbereich p,,,;, bis ppas, ergibt sich die analytische Losung zu

folp) = A= ™" (Wi, = i) - (7.4)

Testrechnungen mit unterschiedlich hoher Anzahl von Punkten im Impulsraum ergaben
eine sehr gute Ubereinstimmung zur analytischen Losung, wie in Abbildung [Z11 b) und
c) ersichtlich. Aus Abb. [[I] ¢) wird auch eine sehr gute Ubereinstimmung im Bereich der
geringen Impulse, bei einer Punktdichte von 41 Punkten im Impulsraum (grine Linie),

deutlich.
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25 20 -15 -10 -5 0
log(p) [+57]
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r [1022 em] log(p) [£57] 35 -30

Abbildung 7.1: In Abbildung a) ist die Verteilungsfunktion als Funktion von Raum und Impuls darge-
stellt. Abbildung b) zeigt den Vergleich mit der analytischen Lisung (blaw punktiert).
Abbildung c) zeigt die Entwicklung der Genauigkeit mit steigender Punktdichte im Im-
pulsraum (grin: 41 Punkte, rot: 11 Punkte, blau: analytische Lisung).

7.1.2 Lineare Anfangsverteilung

Wird eine lineare Anfangsverteilung angenommen sodass g = ky + d, ergibt sich die

Upstream-Verteilung ¢, (p) zu
91(p) = kin(p) +d. (7.5)

Einsetzen in [Z.J] und ausmultiplizieren fiihrt auf

Pmax

fo(p) = ap™ / (P)*° (kin(p') + d) dpf (7.6)

Pmin

und Integration liefert schliefslich

a 1

falp) =—— ™" {k [pﬁ;‘i (ln(pmax) - m) — P (ln(pmm> - ﬁ)] (7.7)

+ d (Pl — D) } :

Im Vergleich zu Abbildung [Z] ist in Abbildung eine grofere Abweichung zur ana-
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Abbildung 7.2: Auch bei linearer Anfangsverteilung zeigt sich eine recht gute Ubereinstimmung mit der
analytischen Lésung (Abb. b)). Die Genauigkeitsverbesserung fillt jedoch um einiges

geringer aus als bei exponentieller Anfangsverteilung (Abb. c)).

lytischen Losung sichtbar. Jedoch ist auch hier ein Trend zur analytischen Losung bei
Erhéhung der Punktzahl im Impulsraum erkennbar. Deutlich ist auch, dass bei einer Er-
héhung der Punktzahl im Impulsraum von 11 (rote Linie) auf 41 (griine Linie) die Uber-
einstimmung mit der analytischen Losung (blaue Linie), erheblich schlechter ausfillt, als

bei Simulation mit exponentieller Anfangsverteilung.

7.1.3 Konstante Anfangsverteilung

Betrachtet man schliefslich noch eine konstante Anfangsverteilung mit ¢ = C', dann ergibt

sich fiir die Downstream-Verteilung

g(p) =aqy) =C. (7.8)
Einsetzen in [I.1] ergibt
Pmazx
fo(p) =ap™C / ()" dpf (7.9)
Pmin

und nach Integration erhilt man fiir die analytische Losung der Upstream-Verteilungsfunktion

7



7.1. TESTTEILCHENBILD

a
fo(p) = C— 0" (P — Piuin) - (7.10)

Abbildung zeigt, dass bei einer konstanten Ausganskonfiguration eine Reproduk-
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Abbildung 7.3: Auch mit einer konstanten Anfangsverteilung lisst sich die analytische Losung reprodu-
zieren, jedoch ist die Genauigkeit bei dieser Wahl der Punktdichten (grin 41 Punkte, rot

11 Punkte) im Impulsraum sehr gering.

tion der analytischen Lésung nur bedingt moglich ist. Auch hier zeigt sich zwar ein Trend
in Richtung analytischer Losung bei steigender Punktzahl, jedoch muss die Punktzahl in

diesem Fall sehr grofs sein, um ausreichend gute Ergebnisse zu erzielen.

7.1.4 Testrechnung mit hydrodynamischen Gleichungen

Im Fall eines numerischen Stofles ist die Reproduzierbarkeit der analytischen Losung
etwas schwieriger herzustellen, da die Geschwindigkeiten vor bzw. nach dem Stof sowie die
Stofkgeschwindigkeit selbst nicht exakt bestimmt werden kénnen. Das bedeutet, dass die
Berechnung der analytischen Lésung nur in einem gewissen Bereich giiltig ist. Trotzdem
zeigt sich auch hier eine sehr gute Ubereinstimmung von Simulation und Analytik (siehe

Abb. [77). Bei diesen Testrechnungen wurde einmal mit 21 Punkten (rote Linie) und 41

78



7.2. KOPPLUNG VON CR- MIT HYDRODYNAMISCHEN GLEICHUNGEN

Punkten (grine Linie) im Impulsraum gerechnet. Unter 21 Punkten ist die Genauigkeit
zu gering, um gute Ergebnisse bei der Testrechnung zu erzielen.

Ausgangspunkt fiir die Testrechnungen mit numerischem Stofs bildeten wieder eine ex-
ponentielle Anfangsverteilung nach Abschnitt [[LT.1l der CR’s sowie ein rein hydrodyna-

mischer Stof, welcher mit den Anfangswerten aus [(.I] und den Randbedingungen wie in

Abschnitt 6.1} erzeugt wurde (Abb. [7F).

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
T 1 0 E 6 1
o 6 1 — 9 F i ~'5 u
o £ - @
S5 . KRS i Sg4r 1
- -
°“ 4 N [\O w 3 N
— _ - - —
S 3r § = -6 S 2r §
mi s gt a it
Qa?2r 1 o 1 1
1F B -10 1 or B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
r [1022 cm} r [1022 cm} r [1022 cm}

Abbildung 7.4: Dichteverteilung p, Geschwindigkeitsverteilung u und Energiedichte e des hydrodynami-
schen Stofles. Stoffmachzahl M = 15.17.

7.2 Kopplung von CR- mit hydrodynamischen
Gleichungen

Nachdem die Simulationen im Testteilchenbild die analytischen Losungen der verschie-
denen Anfangsbedingungen sehr gut reproduzieren konnten, wurde schlieflich noch die
Kopplung von hydrodynamischen mit den CR-Gleichungen betrachtet. Diese Simulatio-
nen bilden den Hauptteil dieser Arbeit.

Durch die Kopplung ist es mdglich die zeitliche Evolution der kosmischen Strahlung

in einem galaktischen Wind zu bestimmen. Die grofite Herausforderung bestand in der
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5 13 _5 - 1 1 1 1 1 1
13.5 ¢
r [1023 cm] log(p) [g S

I

35 30 25 -20 -15 -10 -5 0
log(p) [+57]

Abbildung 7.5: Bild a) zeigt eine sehr dhnliche Struktur wie in Abb. [Z1l Die analytische Lisung lisst
sich sehr gut reproduzieren (Abb. b), die analytische Lisung ist blau gepunktet). Abb c)
zeigt die Genauigkeitsverbesserung durch Erhéhung der Punktzahl im Impulsraum (griin:
41 Punkte, rot: 21 Punkte, blau: analytische Lésung).

Erstellung des Anfangsmodells des numerischen Stofes. Durch die hohen Energien der
CR-Teilchen und deren charakteristischen Linge k/u musste der Simulationsraum soweit
angepasst werden, dass auch die Teilchen mit den héchsten Energien keinen Einfluss auf
den Rand der Computational Domain haben, also der Gradient der Verteilungsfunktion
ﬁ f = 0) ist. Um im Bereich einer typischen Grofenordnung eines galaktischen Ha-
los zu bleiben (um auch die Mdéglichkeit eines Vergleichs mit Beobachtungsdaten nicht
auszuschlieflen), wurde ein Simulationsraum von 1 bis 100 kPc gewéhlt. Da der Diffusi-
onskoeffizient x allerdings impulsabhéngig ist (vgl. Abschnitt[5.5.]]), musste besonders bei
Teilchen mit geringer Energie darauf geachtet werden, dass die Stofbreite kleiner als die
charakteristische Lange ist. Ware die Stokbreite grofer, wiirde anstatt einer Stofbeschleu-
nigung nur eine adiabate Beschleunigung vorliegen. Somit ergeben sich zwei Bedingungen

fiir das Anfangsmodell des numerischen Stofses:

e Die charakteristische Lange der Teilchen mit den hdchsten Energien darf die Breite
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des Simulationsraumes AC nicht iiberschreiten

Xmaz A, (7.11)

USto

e Die charakteristische Liange der Teilchen mit den geringsten Energien muss grofer

als die Stofibreite 4.5 sein
Xmin
USto

Fiir einen Simulationsraum AC von 1 bis 100kPc (AC = 3.05 x 10* cm) und mit (.43

> 08. (7.12)

ergibt sich somit

max ]‘ ¢
Xinaz 2 P1 <£) < AC. (7.13)
USto UsSto P \P1

Unter Annahme von ¢ = 1 und der Bedingung, dass die charakteristische Linge eine
Grofenordnung unter jener des Simulationsraumes bleibt (Y paz/tsie = AC/10), ergibt

sich ein Maximalwert fiir yo von

_ 1 i Xomax
10 P Usto .

X0 (7.14)

Mit diesem Wert fiir yo kann nun die Stofbreite bestimmt werden, welche vom Anfangs-
modell verlangt wird, um adidquate Beschleunigung der Teilchen im gesamten Impuls-
raum zu garantieren. Es zeigte sich bald, dass es numerisch nur sehr schwer moglich ist
den gesamten Tmpulsbereich von 0 bis 10*' eV zu iiberdecken. Da allerdings nur Teil-
chenenergien ab dem Knie von Interesse sind bzw. Teilchen mit Energien oberhalb von
10 eV eine zu geringe Anzahldichte aufweisen (siehe Kap. [1), wurde der Impulsbereich
auf 101 — 102 eV eingeschrinkt. Diese Einschrinkung war notwendig, da es sonst nume-
risch nicht moglich gewesen wére die Stofbreite an die geforderte Breite anzupassen. Mit
einer StoRgeschwindigkeit von ug;, = 3.36 x 107 cm/s und den gerade definierten Impulsen
ergibt sich mit [T.14] als Wert fiir xo = 3.92 x 10** cm?/s. Daraus errechnet sich mit
eine StoRkbreite von maximal 5 < 6.92 x 106 cm. Mit Hilfe dieser Werte wurde ein An-
fangsmodell eines numerischen Stofes wie in Abbildung [Z.6] erstellt. In Abb. b) ist die
Verminderung der Stokbreite im Vergleich zum Anfangsmodell (grine Linie), wie in Ab-
schnitt [LT.4und Abbildung [7.4] dargestellt, ersichtlich. Dies wurde iiber eine konsequente
Verminderung der quadratischen Viskositdt (vgl. Abschnitt[5.4) erreicht. Die Startwerte
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entsprechen exakt den Werten aus Tabelle [(.1] mit einer Punktdichte im Ortsraum von

N = 300. Nach dem erfolgreichen Erstellen des Anfangsmodells wurde schlieflich die
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Abbildung 7.6: Anfangsmodell des numerischen Stofles fiir den Fall der Kopplung von Hydrodynamik
und CR Erhaltungsgleichung. Abb. a), c¢) und d) zeigen die Stofstruktur in Abh. von p,
u und e. Abb. b) zeigt die Verschdrfung des Stofles durch Verringerung der quadrati-
schen, kinstlichen Viskositdt im Vergleich zum Ausgangsmodell (grime Linie, vgl. [T4]).
Stoffmachzahl M = 15.17.

CR-Erhaltungsgleichung zugeschaltet. Als Ausgangsverteilungsfunktion der CRs wurde
eine Exponential-Verteilungsfunktion (siehe Abschnitt[71.1]) gewahlt. Das Verhiltnis von
CR-Druck Po zu Gasdruck Pg wurde jedoch erhoht auf Po/Pg = 1/10, um die Effekte
auf den numerischen Stofs besser zu verdeutlichen. Abbildungen [I.7] a),c) und e) zeigen
deutlich, dass sich die Stoflstruktur des numerischen Stofses nach Einstellen des quasista-
tiondren Zustandes in den CR-Groken vo, Po und E¢o wiederfindet. Der Wert von ~¢
nimmt im Laufe der Zeit kontinuierlich ab und bleibt ab einem Wert von 4/3 konstant
(relativistisches Gas). Die Werte von CR-Druck und Energie verhalten sich dagegen genau
korrelativ (vgl. Abb.[Z72D), d) und e)).

In Abbildung [Z.8 ist schlieflich die verdnderte Stofstruktur durch Kopplung mit kos-
mischer Strahlung dargestellt. Wahrend die Dichte p im Hinterland ansteigt (Bild a)),

nimmt der Gasdruck Py und die Gasenergie E¢ ab. Dies ist darauf zuriickzufiithren, dass
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Abbildung 7.7: Dargestellt ist die riumliche Verteilung von vc, Pc und Ec nach Erreichen des quasista-
tiondren Zustandes (Bild a), ¢) und e)). Bildb), d) und f) zeigt die zeitliche Entwicklung
von vo, Po und Ec eines Wertes nach dem Stof.

die Gasenergie in die Beschleunigung der CRs iibergeht. Weiters ist eine Verinderung der

Stofstruktur im Bereich des Vorlandes (besonders gut zu erkennen in Abb.[7.8 c¢)) zu er-

kennen. Diese Verdnderung wird als Cosmic Ray Precursor (vgl. \Dorfi, [1985) bezeichnet,

welcher dadurch entsteht, dass das ankommende Plasma abgebremst wird. Der Effekt ist
in diesen Simulationen nicht so deutlich zu sehen, da durch die Impulsabhingigkeit von s
hauptséchlich Teilchen mit geringer Energie betroffen sind und die charakteristische Liange
k/u dieser Teilchen im Vergleich zum Simulationsraum sehr gering ist. Fiir diese Teilchen
erscheint der Stoft komplett verschmiert, d.h. sie werden nur noch adiabat beschleunigt.

Zu guter Letzt ist die Verteilungsfunktion nach Erreichen des quasistationdren Zustan-
des in Abbildung[[.9] dargestellt. Die Struktur &hnelt sehr stark jener der Testrechnungen
(siehe Abb. [73).
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Abbildung 7.8: Dargestellt ist der Einfluss der kosmischen Strahlung auf den numersichen Stoff. Wih-
rend die Dichte p im Hinterland steigt, nehmen Gasenergie e und Gasdruck Pg ab. Die
Gasgeschwindigkeit u bleibt weitgehend unverdndert, allerdings ist hier der Precursor am
deutlichsten zu erkennen. Die grine Linie kongruiert mit dem Anfangsmodell des ana-
lytischen Stofles, die rote Linie mit der verdinderten Stofstruktur durch Kopplung mit
CRs. X = 4.32304 x 106.
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Abbildung 7.9: Dargestellt ist die Verteilungsfunktion f der kosmischen Strahlung nach Kopplung mit
dem numerischen Stof. Die Ergebnisse ahneln sehr stark denen der Testrechnungen (vgl.

Abb. [73).
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8 Diskussion und Ausblick

Die im vorangegangenen Kapitel prasentierten Ergebnisse werden in diesem Kapitel dis-
kutiert. Weiters wird ein kurzer Ausblick auf die moglichen Resultate, die mithilfe dieser

Arbeit moglich sind, dargestellt.

8.1 Testergebnisse

Wie bereits in Abschnitt [Z.I] erwéihnt, zeigen alle Testrechnungen eine Konvergenz zur
jeweiligen analytischen Losung bei steigender Punktzahl, was den Schluss erlaubt, dass
das numerische Schema korrekt ist. Die grofsere Genauigkeit bei Verwendung einer expo-
nentiellen Anfangsverteilung von kosmischer Strahlung (vgl. Abschnitt [Z1.1) ist darauf
zuriickzufiihren, dass der Cutoff bei den geringen Impulsen hier bereits sehr nahe an der
analytischen Losung liegt. In dhnliche Simulationen, wie beispielsweise von Falle & Gid-
dings (1987), wurde der Cutoff auf den Wert 0 gesetzt, was eine erhthte Punktanzahl
verlangt um die analytische Losung zu reproduzieren. Es sei auch erwéihnt, dass in diesem
Bereich die analytische Losung selbst nicht aussagekraftig ist, da keine Kenntnis iiber eine

CR-Quelle besteht und diese auch bei den Simulationen nicht beriicksichtigt wurde.

8.2 CR-modifizierte Stolifront

Auch in diesem Fall wurde bereits ein Grofsteil der Ergebnisse in Abschnitt [[.2] diskutiert.
Wesentlich ist, dass die Ergebnisse sich physikalisch, mit Ergebnissen friiherer, vereinfach-
ter Simulationen (siehe Dorfi, 1984, [1985) decken. Lediglich die Modifikation der Stofkfront

fallt deutlich schwicher aus als bei friitheren Simulationen, was auf die Beriicksichtigung
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eines impulsabhéngigen Diffusionskoeffizienten zuriickzufiihren ist. Besonders im Bereich
geringer Teilchenenergien ist der Unterschied drastisch, da hier das x friitherer Rechnun-
gen deutlich grofer angenommen wurde. Durch die viel grofere Teilchenzahl bei geringen
Energien (vgl. Abb. [Z.9) und durch die Wahl eines zu groken x féllt die Verschmierung

des Stofes tiberdurchschnittlich grof (im Vergleich zur Simulation in dieser Arbeit) aus.

8.3 Ausblick

Durch die Losung der Fokker-Planck-Gleichung fiir die Verteilungsfunktion der kosmi-
schen Strahlung ist eine Reihe von Moglichkeiten gegeben, um das Gebiet der Hochenergie-
Astrophysik voranzutreiben. Da kosmische Strahlung einen wesentlichen Heizprozess im
ISM darstellt, sollte die Wechselwirkung von hochenergetischen, geladenen Teilchen mit
dem ISM in allen zukiinftigen Windsimulationen beriicksichtigt werden.

In den meisten bisherigen Modellen wurde der CR-Druck Pg sowie die CR-Energie E¢
nicht explizit bestimmt, sondern durch eine Reihe von Annahmen definiert (Details siehe
Dorfi, [1984,11985). Durch die Losung der Verteilungsfunktion fiir kosmische Strahlung wird
es moglich den CR-Druck sowie die CR-Energie direkt aus der Fokker-Planck-Gleichung
zu berechnen, womit auch der Adiabatenkoeffizient (fiir ein ideales Gas) der CRs 7y sofort
aus der Beziehung Po = (7o — 1) E¢ bestimmt werden kann und nicht mehr durch einen
fixen Wert (da es sich um relativistische Teilchen handelt, wird normalerweise vo = 4/3
gesetzt) approximiert. Aus Abschnitt geht hervor, dass sich frithere Modelle, trotz
inkonsistenter Berechnung der CR-Grofen, sehr gut mit den Ergebnissen aus Abschnitt
decken. Somit kann das in dieser Arbeit beschriebene Modell auch als Test fiir die
Genauigkeit eines ,simplifizierten“ Modells herangezogen werden.

Da in dieser Arbeit galaktische Winde mit der fiir diese Art von Winden sehr prakti-
schen und auch iiblichen Flussrohrengeometrie (siehe Abschnitt[1.2.1]) modelliert wurden,
eignet sich die aktuelle Form der diskretisierten Gleichungen nur teilweise, um andere Sys-
teme, wie beispielsweise Supernova- Uberreste SNR, numerisch zu beschreiben. Eine Erwei-
terung der hydrodynamischen und der CR-Gleichungen in sphdrische Geometrie wiirde

eine Anwendung fiir stellare Winde und Supanova-Uberreste moglich machen, wenn die
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Expansion als sphérisch-symmetrisch angenommen wird.

Weiters gilt die in der Arbeit verwendete Form der Fokker-Planck-Gleichung gene-
rell fiir geladene Teilchen, was bedeutet, dass sowohl Protonen p* als auch FElektronen
e~ untersucht werden kénnen. Um Elektronenverteilungen zu simulieren, muss lediglich
ein FEnergie- Verlustterm, welcher durch die Synchotronstrahlung zustande kommt, in der
Erhaltungsgleichung beriicksichtigt werden. Elektronen (und damit vor allem die Syn-
chotronstrahlung) spielen bei der Beobachtung von SNRs und stellaren Winden eine we-
sentliche Rolle. Beispielsweise liegen Beobachtungsdaten vor, welche auf Anzeichen von
Teilchenenergien von E._ ~ 40TeV in dem Supanova-Uberrest Cassiopeia A hinweisen

(siehe |Allen et all, 11997).

Um die Ausbreitung grofiskaliger, galaktischer Winde besser zu modellieren, wiirde ei-
ne Erweiterung des Gleichungssystems um die Gleichungen der Magneto-Hydrodynamaik
(MHD) detailliertere Informationen iiber das Ausbreitungsverhalten geben. Die MHD er-
laubt es, die Magnetfeldstruktur zu beschreiben und somit die Wechselwirkungen der gela-
denen CR-Teilchen mit dem Magnetfeld konkret zu bestimmen. Wie bereits in Abschnitt
b5 4lerwéihnt, wurde in bisherigen Arbeiten (z.B.|Dorfi, 1984, 11985) der Diffusionskoeffizi-

ent k stets als eine rein impulsabhéngige Variable definiert. Diese durchaus gerechtfertigte
Approximation stellt allerdings nur eine grobe Abschéitzung dar, da der Diffusionskoeffi-
zient x im Realfall eine Funktion der Magnetwellenstruktur ist. Durch Einbeziehung von
MHD wire demnach eine physikalisch korrekte Beschreibung des Diffusionskoeffizienten
moglich. Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse zeigen wie stark der Diffusionskoef-
fizient die Stokstruktur (Precursor) beeinflusst und wie grok dabei die Abhéingigkeit von
Teilchenzahl und zugehorigem Impulsbereich ist (siehe Abschnitt[7.2). Eine physikalisch
aufwendigere Modellierung des Diffusionskoeffizienten wiirde noch detailliertere Aussagen
iiber die Ausbreitung der Stokfront und deren Anderung geben kénnen.
Zusammenfassend kann also gesagt werden, dass, aufbauend auf diese Arbeit, noch eine
Reihe von Optionen im Bezug auf Modellrechnungen mit kosmischer Strahlung offen ste-
hen, die fiir die zukiinftige Untersuchung von astrophysikalischen Problemen von grofem

Interesse sind.
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