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Kapitel 1

Einleitung

Das Zitat von Carl Friedrich Gauf$ wird als Leitsatz fiir diese Arbeit verwendet.
Diese Arbeit soll einen Einblick in die Finanzmathematik geben und Martingale
und Optionen niher beschreiben. Ziel dieser Arbeit ist es, die Optionstheorie in
einen anwendungsbezogenen und schiilerInnenorientierten Mathematikunterricht
einzubauen und SchiilerInnen diese Materie anhand von Beispielen und Aufgaben
ndher zu bringen.

Diese Arbeit gliedert sich in drei grofie Bereiche, Martingale, Optionen und einen
didaktischen Input, der Optionen im Unterricht behandelt.

Das 2. Kapitel gibt einen kurzen Einblick in die stochastischen Grundlagen diskre-
ter Markte. Es werden das n-Periodenmodell sowie das Wahrscheinlichkeitsmodell
vorgestellt, die fiir die spéteren Kapitel eine Basis bilden. Zusétzlich werden Fil-
tration, adaptierte Prozesse und der bedingte Erwartungswert eingefiihrt.

Das Kapitel 3 beinhaltet Martingale und Spielsysteme. Die Martingaltheorie wur-
de durch Lévy (1937) und Doob (1949) bekannt. Martingale sind wichtige Instru-
mente der Wahrscheinlichkeitstheorie und dariiber hinaus liegt ihr Anwendungs-
gebiet in der Finanzmathematik, da sie als Modelle fiir faire Spiele formalisiert
werden konnen. Dieses Kapitel befasst sich auflerdem mit Stoppzeiten und mit
dem gestoppten Prozess.

Das 4. Kapitel handelt von Optionen. Es werden die verschiedenen Optionsbegrif-
fe naher erliautert und die grundlegenden Merkmale von Aktienoptionen behan-
delt. Des Weiteren werden die Ober- und Untergrenzen der Optionspreise detail-
liert beschrieben, sowie die Put-Call-Paritdt. Die Put-Call-Paritét beschreibt eine
wichtige Beziehung zwischen européischen Kaufoptionspreisen und européischen
Verkaufsoptionspreisen. Das Kapitel 4.5 dieser Arbeit widmet sich der Optionsbe-
wertung anhand der Konstruktion eines Binomial-Baumes und der risikoneutralen
Bewertung. Das Kapitel 4.6 beinhaltet den Maflwechsel und das Theorem von Gir-
sanov, die fiir das einfache Preismodell im Kapitel 4.7 eine Grundlage bilden.
Das letzte Kapitel widmet sich der Finanzmathematik im Unterricht. In diesem
Kapitel wird die Finanzmathematik als ein wichtiger Beitrag eines anwendungs-
bezogenen Mathematikunterrichts vorgestellt. Zuséatzlich werden einige Einblicke
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in Optionen im Unterricht aufgezeigt und ein Unterrichtskonzept mit Aufgaben
beziehungsweise Beispielen fiir den Mathematikunterricht vorgestellt. Den Schiile-
rInnen soll anhand dieses Konzepts ermoglicht werden, einen Einblick in Optionen
zu bekommen und das Interesse am eigensténdigen finanziellen Handeln soll da-
durch geweckt werden.



Kapitel 2

Stochastische Grundlagen
diskreter Markte

2.1 n-Perioden Modell

Das n-Perioden Modell beschreibt ein Finanzmarktmodell. Bei diesem Modell be-
trachten wir einen Finanzmarkt mit einem Finanzgut, in dem zu endlich vielen
Zeitpunkten (t = 0, ...,n) Handel moglich sei.

Definition 2.1. FEin n-Perioden Modell ist gegeben durch Zufallsvariablen

S;i:Q—=R, miti=0,...,n.

Um dies zu veranschaulichen, eine kleine Skizze dazu:

SQ(HH) = UQSO

S1(H) = uSo
/ \
So So(HT) = So(TH) = udSp
k‘ /
S1(T) = dS,

So(TT) = d2S,

Abbildung 2.1: Perioden-Modell

11
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In dieser Skizze ist ein Perioden Modell iiber 2 Handelsperioden zu sehen. Sy ist
der Anfangspreis der Aktie, also bevor der Finanzmarkt 6ffnet. S (H) beschreibt
den Wert der Aktie zum Zeitpunkt 1, wobei H und T fiir head und tail stehen.
u wird als Up factor bezeichnet und d als Down factor. Wir stellen uns einen
Miinzwurf vor. Das Ergebnis, wenn eine Miinze geworfen wird bestimmt also den
Preis zum Zeitpunkt 1. Mit einer Wahrscheinlichkeit von p wird head eintreten
und die Wahrscheinlichkeit fiir tail ist 1 — p.

Anmerkung: Befinden wir uns in einem Zeitpunkt ¢, ¢ < n, so wird das zukiinftige
Verhalten der Preise im betrachteten Modell S;41, ..., S, vom bisherigen Preisver-
lauf Sp, ..., S; und eventuell weiteren bis zum Zeitpunkt ¢ eingetretenen Ereignissen
abhéngen.

Im n-Perioden Modell betrachten wir diskrete Zeitparamter, also die Menge T =

{0,...,n}.

Zunichst gehen wir auf ein paar grundlegende Begriffe ein, die von grofler Be-
deutung fiir zeitlich verénderliche stochastische Prozesse sind. (vgl. [7], S. 39 f.)

2.2 Wahrscheinlichkeitsmodell

Fiir die Analyse der Ausgénge bildet ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) eine
grundlegende Basis. Die Menge ) besteht aus den Elementen w, die die moglichen
Ausfille des Zufallsvorgangs beschreiben. Q wird als Merkmalsraum (Ereignis-
raum) bezeichnet und die Elemente von 2 nennt man Merkmale. Interessant bei
einem Zufallsvorgang sind die FEreignisse, die als Teilmengen von 2 modelliert
werden. Die Menge aller relevanten Teilmengen des Ereignisraums €2 fassen wir
zum Ereignissystem F zusammen. Die Elemente von F sind dann die Ereignisse,
denen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.

Sinnvollerweise soll das Ereignissystem JF mit einem Ereignissvorrat so ausge-
stattet sein, dass die Verkniipfung von Ereignissen durch herkommliche mengen-
theoretische Operationen wiederum zu Ereignissen fiithrt. Weiters soll auch der
Merkmalsraum 2 ein Element von F sein. Deshalb verlangt man von F im Ein-
zelnen folgende Forderungen:

Definition 2.2. Als Algebra bezeichnet man ein Mengensystem, das folgende Fi-
genschaften erfillt:

1. Qe F
2. Fe F— Fce F

3. FiEf,izl,...,n—)U?leiG}- vn € N.
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Weiters verlangt man vom Ereignissystem auch noch die Abgeschlossenheit ge-
gentiber der Bildung abzdhlbarer Verkniipfungen von mengentheoretischen Opera-
tionen. Deshalb die Bedingung:

(3 )R eFVieN= | JFeF
i=1

FEin Mengen-System, das die Figenschaften (1),(2),(3*) erfillt, heifst o-Algebra.

Da wir nur einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum ansehen, betrachten wir
nur die Eigenschaften (1), (2), (3). Fiir unseren Gebrauch modellieren o-Algebren
verfiighare Informationen. (2, F) bezeichnet im Folgenden einen endlichen Mess-
raum.(vgl. [5], S. 19 f.)

Sei (Q, F,P) ein endlicher diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, wobei €2 eine end-

liche Menge sei. Die o-Algebra F beschreibt die Gesamtheit aller beobachtbaren
Ereignisse. Zu einem Zeitpunkt ¢, sei durch eine Unter-o-Algebra

FCF

die Gesamtheit aller bis i beobachtbaren Ereignisse beschrieben. Wir erhalten zu
einem spéteren Zeitpunkt nicht weniger Informationen. Somit wird gefordert

Fi CFfir0<i<k<n.

(vgl. [7], S. 40)
Fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchungen spielen Abbildungen zwischen

Messrdumen eine zentrale Rolle. Bei einem Messraum handelt es sich um einen
Merkmalsraum € mit einer o-Algebra F auf Q. Seien (Q, F) und (€', ') Messridume.

Definition 2.3. Eine Abbildung X : Q — ' heifst F—F messbar falls X 1(F') ==
{X-YF'): F' € F'} C F ist, falls also

XY F)YeF VF eF.
Ist X messbar, so schreibt man auch: X : (2, F) — (', F).

Fiir unseren Gebrauch seien (2, F) und (B, P(B)) Messrdume, wobei B = {1,..,n}.
Sei eine Zufallsvariable X : (Q,F) — (B, P(B)), dann heifit X messbar. (vgl. [5],
S. 32)
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2.2.1 Filtration und adaptierte Prozesse
Fiir diesen Abschnitt fithren wir wieder 7 = {0, ...,n} ein.

Definition 2.4. Ist F = (F;)ier eine Familie von Unter-o-Alegbren Fy C F mit
Fs CF  firs<t
so heifst F Filtration.

Die Filtration F beschreibt den Verlauf der wachsenden Informationen. F; ist
die verfiigbare Information zum Zeitpunkt ¢. Dass die Filtrierung [ stets aufstei-
gend geordnet ist, bedeutet demnach, dass eine einmal verfiighare Information
nicht mehr verloren geht. Weiters wollen wir, dass die Zufallsvariable X; zum
Zeitpunkt t vollstdndig beobachtbar ist, somit muss sie F; messbar sein.

(vgl. [10], S. 302)

Definition 2.5. Ein stochastischer Prozess X = (X¢)ieT heifit adaptiert an die
Filtration F, falls Xy beziiglich F; messbar ist fiir jedes t € T .

Beispiel 2.1. Jeder stochastischer Prozess X = (Xi)ieT ist stets an die Filtration
F = (F)rer mit
Fn = 0(Xo, ..., Xp)

adaptiert. Diese Filtration heif$t vom Prozess X erzeugte Filtration. Die erzeugte
Filtration ist die kleinste Filtration, an die ein Prozess adaptiert ist. (vgl. [9], S.
193)

Eine wichtige stochastische Grundlage von Martingalen ist auch der bedingte
Erwartungswert, den wir als néchstes ausfiihrlicher beschreiben werden.

2.3 Bedingter Erwartungswert

Sei (2, F,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und B € F eine Menge mit
P(B) > 0, dann wird durch

PlA|B] = P(ANB)

7}3(3) , AeF,

ein Wahrscheinlichkeits-MaB auf (2, F) bzw. auf (Q, F) definiert, wobei

F={ANB:AcF}.

Der beziiglich Pp gebildete Erwartungswert einer Zufallsgrofie X, heif3t der be-
dingte Erwartungswert von X unter B, wenn

MME:/XM%

gegeben ist. (siehe [5], S. 285)
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Definition 2.6. (Bedingter Erwartungswert beziiglich einer o-Algebra) Sei X eine
integrierbare reelle Zufallsvariable auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) und G eine Teil-o-Algebra von F. Dann heifit eine reelle Zufallsvariable
Eg(X), bedingter Erwartungswert von X gegeben G, wenn folgende Anforderungen
erfillt sind:

1. E[X|G] ist G- messbar.
2. [LE[X|GldP = [, XdP,YG € G.

Anmerkung: E[X|G] bezeichnet die bedingte Erwartung von X unter G. Falls
die Teil-o-Algebra G von einer Zufallsgrofle oder einer Menge von Zufallsgrofien
erzeugt wird, schreiben wir auch E[X|Y] oder E[X|Y7, ..., Y, ] statt E[X|G], wenn
G =o0Y) bzw. G = o(Y1,...,Y,,) ist. Weiters konnen wir E[X|G] als erwartetes
Mittel von X mit Hilfe der Information aus G auffassen. (vgl. [5], S. 287)

Beispiel 2.2. Wir betrachten zwei Mdéglichkeiten G = {0,Q} und G = F. Im
ersten Fall, ohne irgendeine zusdtzliche Information, ist das erwartete Mittel von
X der Erwartungswert von X :

EX|{0,Q}] =E[X] fir allew € Q.

Kennen wir hingegen das gesamte Ezperiment o(X) C G, so ist das erwartete
Mittel der Messwert selbst:

E[X|G](w) = X(w) fiir alle w € Q.
(siehe [10], S. 224)

Beispiel 2.3. Wiirfelspiel: Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der Er-
eignisraum  ist gegeben durch Q = {1,2,3,4,5,6}, F = P(Q), P beschreibt die
Gleichverteilung auf den Elementen von ). Sei

G =1{0,{2,4,6},{1,3,5},Q} und X(w) =w, Vw € Q. Dann ist

(4, falls w € {2,4,6}
E[X|G](w) = { 3, falls w € {1,3,5}.

Die Auszahlung entspricht der Augenzahl w = X (w) und der Spieler erfihrt nichts
iber den Ausfall w. Der Spieleinsatz betrdgt 4 €.

In der ersten Runde des Spiels wird eine Miinze geworfen, die tiber das 2. Spiel
entscheidet. Wenn Kopf fallt, wird nur mit einem Wiirfel mit geraden Zahlen ge-
spielt, wenn Zahl vorkommt, dann kommt ein Wiirfel mit ungeraden Zahlen zum
FEinsatz. Das heifit wiederum, dass die Zahlen 1,3,5 auf dem ungeraden Wiirfel
jeweils doppelt vorkommen.
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In der zweiten Runde des Spiels bekommt der Spieler nur die in der o-Algebra
G enthaltene Information, ob man mit einem Wiirfel mit geraden oder ungeraden
Zahlen spielt.

FEin schlauer Spieler entscheidet sich nur dann zu spielen, wenn mit einem Wiirfel
mit geraden Zahlen gespielt wird, denn da ist der bedingte Erwartungswert gleich
dem Spieleinsatz und garantiert somit ein faires Spiel. Entscheidet sich ein Spieler
zu spielen, obwohl man mit einem Wiirfel mit ungeraden Zahlen fir die 2. Runde
wirfelt, ist der bedingte Fwartungswert kleiner als der Spieleinsatz und das Spiel
ist unfair.



Kapitel 3

Martingale

3.1 Submartingale, Supermartingale und
Martingale

Die Charakteristik eines fairen Spiels ist, dass, wie auch immer die ersten n — 1
Runden verlaufen, der zu erwartende Gewinn des Spielers nach der n-ten Spiel-
runde gerade das ist, was er schon bis zur (n — 1)-ten Runde gewonnen hat. Das
heifit, der zu erwartende Zugewinn ist 0, dann ist ndmlich auch der zu erwartende
Verlust seines Gegners 0 und das Spiel ist fair. Diese Situation eines fairen Spiels
wird durch ein Martingal beschrieben. Unfaire Spiele konnen durch Super- bzw.
Submartingale dargestellt werden.

Definition 3.1. Sei (Q, F,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, T = 0,...,n
und F = (F)eT eine Filtration. Sei M = (My)ie7 ein reeller, adaptierter sto-
chastischer Prozess so heifst M (beziiglich F) ein

e Martingal, falls E[M|Fs] = My fir alle s <t
e Submartingal, falls E[M|Fs] > My fir alle s <t
e Supermartingal, falls E[M|Fs] < My fiir alle s < t. (siehe [9], S. 196)

Beispiel 3.1. Ein Spieler nimmt an folgendem Gliicksspiel teil: Er setzt eine
FEinheit pro Spielrunde und gewinnt eine Einheit mit der Wahrscheinlichkeit p
dazu bzw. verliert er mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — p seinen FEinsatz. Spielt
man Roulette, kann der Spieler auf Schwarz mit p = % setzen. Das Ergebnis des
i-ten Spiels ist gegeben durch

Y, +1  mit Wahrscheinlichkeit p
| =1  mit Wahrscheinlichkeit 1—p

S, = > X beschreibt den Gewinnstand nach n Spielen, wobei die Ergebnisse
X; der einzelnen Spiele stochastisch unabhingig betrachtet werden.

17
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In diesem Beispiel setzen wir So = 0 und

Fo=A0,Q}, Fp=0(X1,...Xp)

Es gilt dann
E[Sp+1|Fn] = E[Sn + Xnt1|Fn] = E[Sn|Frn] + E[Xp+1|Fn]
= Sn + E[Xn+1] = Sn + (2]? - 1)
so erhalten wir 3 Fidille, ndmlich:

< S, im Falle von p <
E[Snt1|Fn] { =Sn  im Falle von p =
> S, im Falle von p >

N[ =N | =D | =

Ein faires Spiel beschreibt der Fall p = % Dieser Fall liefert uns auch die Martin-
galeigenschaft. Der fiir den Spieler ungiinstige Fall p < % ist ein Supermartingal
und im ginstigen Fall p > % liegt ein Submartingal vor.

Wenn ein Submartingal vorliegt, steigt der bedingte Erwartungswert. Bei einem
Supermartingal sinkt der bedingte Erwartungswert und wenn ein Martingal vor-
liegt, bleibt der bedingte Erwartungswert gleich. (vgl. [7], S. 48)

Beispiel 3.2. Fine Aktie habe den Anfangskurs Ag. Bei einem Kurs A, zur Zeit
t =n habe sie int =n+1 den Kurs

A | uA,, mit der Wahrscheinlichkeit p
LT dA,, mit der Wahrscheinlichkeit 1-p

Dies enstpricht einem Kursverlauf einer Aktie iiber mehrere Handelsperioden. Zur
Modellierung seien Y1,Ys... stochastisch unabhingige Zufallsgroffen mit P(Y; =
u)=p=1-—PY;=d), wobei 0 <d <wu, 0<p<1. Es ist dann

n
A, =Y. YaY1Aq = A HY
=1

Sei Fp, = o(Y1,Ys,....Y,). Dann gilt:
E[An+1’}_n] = E[Yn+1An|~Fn] = AnE[Yn—f—l’}-n]
= AnE[Yn-i-l] = Ap(up +d(1 —p)).

Wir erhalten damit ein

e Martingal im Falle von up + d(1 —p) = 1.
e Supermartingal im Falle von up + d(1 —p) < 1,

e Submartingal im Falle von up + d(1 — p) < 1.
(siehe [7], S. 48 f.)
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3.2 Spielsysteme und Martingale

Wenn wir von Martingalen gesprochen haben, war bisher immer nur die Rede von
fairen Spielen. Doch kann man durch eine geschickte Wahl des Einsatzes, den man
von Runde zu Runde wéhlt, aus einem fairen Spiel ein unfaires machen?

Definition 3.2. Sei H = (Hy,)net ein stochastischer Prozess, T =0,...,n und F
eine Filtration. H heifit (bzgl. F) previsibel (vorhersehbar), falls gilt:

H, ist F,,_1 messbar fir allen € T.

Ein previsibler Prozess kann als Spielsystem dienen, mit dem sich dann der
Gesamtgewinn bestimmen lésst:

Definition 3.3. Sei (X,)nc7 €in adaptierter Prozess, F = (F,) eine Filtration
und H = (Hp)ne1 ein previsibler Prozess. Dann heif$t H ein Spielsystem (fir X )
und wir definieren den stochastischen Prozess H.X durch

(HX)n=Xo+ Y Hy(Xp—Xp-1), neT,
k=1

und bezeichnen H.X als stochastisches Integral von H beziiglich X. Falls X ein
Martingal ist, heifst H. X auch Martingaltransformierte von X.

Die obige Definition kann man so interpretieren:

X, — X,,_1 bezeichnet den Gewinn pro € Einsatz in der n-ten Runde, wobei dieser
auch negativ, also ein Verlust sein kann. Der Prozess H steuert den Einsatz. In
der n-ten Runde setzen wir H,, ein. Da dies nach n — 1 Runden passiert, insbeson-
dere ohne das Wissen um die n-te Spielrunde X,,, darf H, nur von Xy, ..., X;,_1
abhéngen. H, muss daher F,,_1 messbar sein, das heiffit H ist previsibel. Schlief}-
lich ist dann H, (X, — X,—1) der Gewinn bzw. der Verlust in der n-ten Runde.
Deren Summe H.X beschreibt also den Gesamtgewinn bzw. Gesamtverlust im
Verlauf des Spiels, also (H.X),, beschreibt die Bilanz nach n Spielrunden.

Der néichste Satz zeigt, dass fiir jedes Spielsystem mit X auch H.X ein Martingal
ist. Zum einen rechtfertigt dies den Namen Martingal-Transformierte und zum an-
deren folgt, dass fiir jeden Zeitpunkt n, also nach n Spielrunden, E[(H.X),, — Xo] =
0 ist. Da Xy das Startkapital ist, gibt es bei einem fairen Spiel durch noch so ge-
schickte Wahl des Einsatzes im Mittel nichts zu gewinnen. (vgl. [10], S. 306 f.)

Satz 3.1. Sei H ein Spielsystem fiir X. Dann gilt:
a) Ist X ein Martingal, so ist auch H.X ein Martingal.

b) Ist X,, ein Submartingal bzw. ein Supermartingal und H > 0, so ist (H.X)
ein Submartingal bzw. ein Supermartingal.
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Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass H.X adaptiert ist. Weiters gilt, da H,, F,,_1-
messbar ist:

E[(H.X)n — (H.X)pn—1|Fn-1]
= E[Hn(Xn - anl))u:nfl] = HnE[Xn - Xn71|fn71]

=0, falls X ein Martingal ist.
>0, falls H > 0 und X ein Submartingal ist,
<0, falls H > 0 und X ein Supermartingal ist.

O (siehe [10], S. 307)

Beispiel 3.3. Ist X ein stochastischer Prozess, so stellen wir uns fir n > 1 die
Differenz X, — Xn—1 als unseren Gewinn in der n-ten Spielrunde pro 1€ Einsatz
vor. Ist X ein Martingal, so gilt

E[X, — Xp 1|Fn1] =0

das heifit, der erwartete Gewinn ist 0, und somit ist das Spiel fair. Ist X ein
Supermartingal, so ist
E[Xn - anl|fn71] < 0

das heifit, der erwartete Gewinn ist negativ, was das Spiel fir uns ungiinstig macht.
(siehe [10], S. 303 f.)
3.3 Stoppzeiten

3.3.1 Stoppzeiten beziiglich einer Filtration
Definition 3.4. Sei F = (F;)ie7 eine Filtration mit T =0, ...,n. Eine Abbildung

T:Q =T
heifit Stoppzeit, falls gilt:
{r <t} eF firaleteT.

Da wir nur den Fall des diskreten Zeitparameters betrachten, kénnen wir fol-
gern:

Sei 7 :Q — T eine Abbildung. T ist eine Stoppzeit genau dann, wenn
{r =k} € Fy;, fir alle k € T gilt, denn

{r=k}={r<k}n{r<k-1}°

{r<k}=J{r=1i}

i<k

(vgl. [7], S.43)
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Die Idee einer Stoppzeit ist eine Strategie, ein Spiel zu einem bestimmten vom
Zufall abhéngenden Zeitpunkt zu beenden. Die Bedingung

{TZt}EFt

stellt sicher, dass dazu kein Wissen aus der Zukunft verwendet wird, sondern die
Entscheidung nur auf Grund der bis zum Zeitpunkt ¢ bekannten Information JF;
getroffen wird. (vgl. [10], S. 314)

3.3.2 Der gestoppte Prozess

Ist 7 eine endliche Stoppzeit und (X;);c7 ein adpatierter stochastischer Prozess
mit den Werten in X , so kénnen wir die Abbildung

X Q= X, w—= X (,)(w) firt(w)eT

definieren. Diese ist nicht nur F-messbar, sondern sogar messbar beziiglich einer
kleineren o-Algebra:

Definition 3.5. (Die o-Algebra F;)
Ist F = (F)ier Filtration, T =0,...,n und 7 eine Stoppzeit, so ist

Fri={AcF:An{r <t} € F firallet €T}

eine o Algebra, die wir als o-Algebra der T-Vergangenheit bezeichnen. (siehe [10],
S. 317)

Satz 3.2. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Fi)ie7 eine Filtration
mit T =0,1...,n. 7 sei Stoppzeit. Zu zeigen ist:

a) F; ist eine o-Algebra.
b) Sind o, Stoppzeiten mit o < T so gilt, F5 C Fr.
Beweis:
a) (i) Esqilt Qn{r <t} ={r <t} e F firaleteT, also Qe F;.
(i) Ist A € F;, so gilt fir jedest € T
An{r <t} =(An{r <t})n{r <t} e F,
also A¢ € F;.
(iii) Sind A, € Fry,m € T, so gilt fir jedest € T

(U Aamn{r<ty=JA@nn{r<t}) eFR

meT meT

und somit

U A, € Fr.

meT
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b) Seien o < 7 Stoppzeiten. Sei A € F,. Dann gilt fiir jedes t € T
An{r<t}=An{oc<thn{r <t} e F
also A € F; O
(siehe [8], S. 29, 137 f.)

Sei T eine Stoppzeit und X = (X;);e7 ein adaptierter Prozess. Dann definieren
wir einen Prozess, der sich bis zum Zeitpunkt 7 wie X verhélt und anschlieffend
in X, verharrt.

Definition 3.6. (Gestoppter Prozess) Sei (X;) ein adaptierter Prozess und T eine
Stoppzeit. Der gestoppte Prozess X = (X[ )te, T =0, ...,n ist definiert durch

o X., firt>r1
(X7) = Xon { X;, firt<r.

Y

Abbildung 3.1: Pfad eines gestoppten Prozesses, (Quelle: [10], S. 316)

In der Definition (3.3) haben wir gezeigt, dass es nicht mdglich ist, durch
geschickte Wahl des Einsatzes aus einem fairen Spiel ein unfaires zu machen. Ge-
nauso erwarten wir, dass dies nicht durch geschickte Wahl einer Stoppzeit moéglich
ist. Der folgende Satz ist ein Teil des Optional Stopping Theorems.

Satz 3.3. Sei F = (F)ier eine Filtration und M = (M) ein adaptierter
Prozess. Dann gilt:

M ist ein Martingal genau dann, wenn fir jede beschrinkte Stoppzeit T
E[M;] = E[M))

gilt.
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Beweis: Sei zunichst M als ein Martingal vorausgesetzt.
Sei 7 Stoppzeit mit 7 < N. Dann gilt:

N N
E(M;] =Y E[Ml;_y] => EE[My|F]l—y]
t=0 t=0
N N
=) EE[My1g—plF] =Y E[Mnl{—y]
t=0 t=0
= E[Mn] = E[Mo]

Zum Nachweis der Umkehrung sei s < t. Zu zeigen ist

/ M dP = / M;dP fir alle A € Fy.
A A

Dazu definiert man 7 durch

s, weA
T(w) = t, we A°

T ist eine Stoppzeit, denn es gilt {7 = s} = A € Fs,{r =t} = A° € F,; und
{r=k} =0 fir k & {s,t}.
Wir erhalten also

E[Mo] = E[M]

= E[M; 1] + E[M1(,_g)]

= Mth—l—/ MydP
Ac A

=E[M,] — / M,dP + / M,dP.
A A

Aus E[M;] = E[Mj] folgt die Behauptung. O

(siehe [7], S. 49 f.)



Kapitel 4

Optionen

4.1 Einleitung

In diesem Kapitel befinden sich viele Ausziige, die aus den Biichern Prices in
Financial Markets von Micheal U. Dothan und Finfihrung in Futures - und Op-
tionsmdarkte von John C. Hull entnommen wurden.

4.2 Grundlagen

Unter Finanzderivaten oder derivativen Finanzinstrumenten (derivatives, deriva-
tive securities oder contigent claims) versteht man Anlageformen, die von einfa-
cheren Finanzanlagen abgeleitet werden. Der Wert des Derivats hingt vom Wert
des zugrundeliegenden Instruments (underlying) ab. Terminkontrakte und Optio-
nen sind zwei verbreitete Formen von Finanzderivaten. Optionen sind Rechte, die
gegen eine Prémie erworben werden. (vgl. [12], S. 1)

Der erste Handel mit Kauf- und Verkaufsoptionen begann in Europa und in den
USA im 18. Jahrhundert. Erst mit den bahnbrechenden Arbeiten von Black, Scho-
les und Merton, die die Berechnung eines angemessenen Preises ermoglichten, wur-
den die abgeleiteten Finanzinstrumente immer populdrer. Im Jahr 1973 griindete
die Chicago Board of Trade eine neue Borse, die speziell fiir den Handel mit Ak-
tienoptionen ausgelegt wurde. Die grofite Borse, an der Aktienoptionen gehandelt
werden, ist die Chicago Board of Exchange (CBOE) (siche [6], S. 7). Der Opti-
onsbegriff wird nun genauer erldutert.

4.3 Optionsbegriff

Definition 4.1. (Kaufoption - Call, Verkaufsoption - Put) Fine européische Call-
Option, oder eine européische Kaufoption, ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien,
der dem Kdufer das Recht gibt, zu einem zukiinftigen Zeitpunkt T > t, dem Ver-
fallszeitpunkt (maturity), ein Objekt zu einem, bei Vertragsabschluss vereinbarten

24
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Preis K, dem Ausiibungspreis (Strike-Preis), zu kaufen. Ubt er das Recht nicht
aus, verfdllt die Option zur Zeit T' ohne weitere Konsequenzen.

Fine européische Put-Option oder eine européische Verkaufsoption gibt dem Kdufer
das Recht, den Basiswert zur Zeit T zum vereinbarten Preis K zu verkaufen.

Der Inhaber einer amerikanischen Call-Option bzw. eines amerikanischen Puts
kann sein Recht, das Objekt zu kaufen bzw. zu verkaufen, jederzeit vom Erwerb
der Option bis zum Verfallszeitpunkt T ausiiben. (siehe [4], S. 5)

Dabei bezeichnen wir die européischen Optionen mit den kleinen Buchstaben
¢,p und die amerikanischen Optionen mit den groflien Buchstaben C, P.

Wir unterscheiden vier grundlegende Optionstypen, den europiischen Call und
Put, sowie den amerikanischen Call und Put. In der Sprache der Finanzméarkte
liegt beim K&ufer einer Option eine long position vor, beim Verkaufer eine short
position. (vgl. [7], S. 10)

Beispiel 4.1. Beispiel fiir eine Kaufoption.

T Gewinn (§)
301
201
101 Abschlusskurs
70 80 90 100 1 : : der Aktie ($)
(5)_ ARSI S aet G )

Abbildung 4.1: Gewinn aus dem Kauf einer europiischen Kaufoption (Quelle: [6],
S. 252)

Ein Investor kauft eine europdische Kaufoption mit einem Basispreis von 100
€ auf 90 Voestalpine Aktien. Der aktuelle Kurs der Aktie liegt bei 95 €, der Fillig-
keitstermin der Option ist in finf Monaten und der Preis einer Option fir den
Kauf einer Aktie betrigt 7 €.

Die Anfangsinvestition ist dann in einer Hohe von: 90 x 7 € = 630 €.

Liegt der Aktienkurs am Fiilligkeitstermin unter 100 €, bt der Investor die Op-
tion nicht aus. In diesem Fall verliert der Investor seine Anfangsinvestition von
630 €, und die Option verfillt ohne weitere Konsequenzen.
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Angenommen, der Kurs der Aktie liegt am Fdlligkeitstag allerdings iber 100 €,
dann wird die Option ausgeiibt. Der Kurs der Voestalpine Aktien liegt bei 120 €.
Durch Ausiiben der Option, kann der Investor 90 Aktien fiir je 100 € kaufen.
Werden wiederum die Aktien sofort verkauft, macht der Investor unter Nicht-
beriicksichtigung der Transaktionskosten einen Gewinn von 20 € pro Aktie, also
einen Gesamtgewinn von 1800 €. Der Nettogewinn der Option des Investors wdre
dann in einer Hohe von: 1800 € — 630 € = 1170 €. (vgl.[6], S. 251 f.)

Beispiel 4.2. Beispiel fiir eine Verkaufsoption

T Gewinn ($)
30
20
10 Abschlusskurs
der Aktie ($)
h 1 i | | I I 1] —
0 40 50 60 \ 70 80 90 100
T

Abbildung 4.2: Gewinn aus dem Kauf einer europiischen Verkaufsoption (Quelle:
[6], S. 253)

Wihrend der Kdufer einer Kaufoption hofft, dass der Aktienkurs steigt, hofft
der Kdufer einer Verkaufsoption auf einen sinkenden Kurs.
FEin Investor kauft eine europdische Verkaufsoption mit dem Basispreis von 70
€ auf den Verkauf von 80 Voestalpine Aktien. Der aktuelle Kurs der Aktie liegt
bei 60 €, der Filligkeitstermin ist in vier Monaten und der Optionspreis fir den
Verkauf einer Aktie betrigt 8 € .
Die Anfangsinvestition wdre in einer Hohe von: 80 x 8 € = 640 €. Da es sich um
eine europdische Option handelt, ibt der Investor sie nur aus, wenn der Kurs am
Falligkeitsdatum unter 70 € liegt.
Angenommen, der Aktienkurs liegt bei 50 € am Fdlligkeitstermin. An diesem Tag
kauft der Investor 80 Voestalpine Aktien, verkauft sie im Rahmen der Verkaufs-
option fiir 70 € pro Aktie und macht einen Gewinn von 20 € je Aktie, also einen
Gesamtgewinn von 1600 €, unter Nichtbericksichtigung der Transaktionskosten.
Der Nettogewinn des Optionsinhabers wdre dann in einer Hohe von 1600 € —
640 € =960 €. (vgl. [6], S.251 f.)
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4.3.1 Optionspositionen

Jeder Optionskontrakt beinhaltet zwei Seiten:
1. den Investor, der die Option kauft.
2. den Investor, der die Option verkauft.

Der Verkdufer einer Option bekommt vorab Geld, hat aber spéiter Verbindlich-
keiten. Der Gewinn oder Verlust des Verk&ufers ist die genaue Umkehrung des
Gewinns oder Verlusts des Kéufers der Option.

Zusammenfassend gibt es vier Optionspositionen:
1. Eine Kaufposition (Long Position) in einer Kaufoption (Call)
2. Eine Kaufposition (Long Position) in einer Verkaufsoption (Put)
3. Eine Verkaufsposition (Short Position) in einer Kaufoption (Call)
4. Eine Verkaufsposition (Short Position) in einer Verkaufsoption (Put)

(vel. [6], S. 245 ff.)

Zusammenfassend konnen wir nun darstellen:

Das Auszahlungsprofil fiir einen Call ist gegeben durch:

ST — K falls ST Z K

max{Sr — K,0} = { 0 falls S7 < K

} = [Sr — K]". (4.1)

Das Auszahlungsprofil fiir einen européischen Put:

0 falls S > K

max{ K — 57,0} = { K —Sp falls Sp < K

} = [K — Sr]™. (4.2)

(vgl. [12], S. 13 {.)
Diese Payoffs werden in der nachfolgenden Abbildung dargestellt.
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A Payoff 4 Payoff
X S, X S;
(2) (b)

4 Payoff 4 Payoff
X S, e Sy
(© (d)

Abbildung 4.3: Payoffs einer européischen Option: (a) Long Call, (b) Short Call, (c)
Long Put, (d) Short Put; Basispreis=X; Preis des Vermogenswertes bei Falligkeit=
St, (Quelle: [6], S. 257)

4.4 Grundlegende Merkmale von Aktienoptionen

Gemifl den Annahmen in einem idealen Finanzmarkt gibt es im wesentlichen sechs
Marktparameter, die den Aktienoptionspreis beeinflussen:

1. Der Tageskurs der Aktie, S

2. Der Basispreis bzw. Strikepreis, K
3. Die Laufzeit, T'

4. Die Volatilitdt des Aktienkurses, o
5. Der risikofreie Zins, r

6. Die fiir die Laufzeit der Option erwartete Dividende D (Barzahlung an den
Besitzer einer Aktie)

(vgl. [6], S. 286)

4.4.1 Annahmen

Nun wird der Begriff der Arbitragefreiheit genauer erldautert. Dazu geben wir fol-
gende Definition.
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Definition 4.2. Wir verstehen unter Arbitrage einen risikolosen Gewinn. (siehe

[4], S. 13)

In einem idealen Finanzmarkt, in dem unter anderem alle Investoren den sel-
ben Informationsstand haben und verzogerungsfrei handeln kénnen, sollte es keine
Moglichkeiten zur Arbitrage geben. Jeder Investor wiirde andernfalls versuchen,
einen risikolosen Gewinn augenblicklich mitzunehmen. Die dadurch ausgelésten
Transaktionen wiirden ebenfalls augenblicklich die Preise der involvierten Finan-
zinstrumente so verdndern, dass die Arbitragemoglichkeit sofort verschwindet.

Annahme (perfekter Finanzmarkt) Es gibt keine Arbitragemdglichkeiten, kei-
ne Transaktionskosten, keine Steuern und keine FEinschrinkungen beim Short-
Selling. Die Geldeinlagen und Kredite haben die gleiche konstante Verzinsung r
und alle Wertpapiere sind beliebig teilbar. (vgl. [4], S. 13)

Definition 4.3. Unter einem Short-Selling bzw. Leerkauf versteht man eine Han-
delsstrategie, bei der der Investor Objekte, wie zum Beispiel Aktien, die ihm micht
gehoren, verkauft und nach einer gewissen Zeit wieder zuriick kauft.

(vgl. [4], S. 11)

Notation

S : aktueller Aktienkurs

K : Basispreis bzw. Strikepreis der Option
T : Laufzeit der Option

St : Aktienkurs im Zeitpunkt T'

r : kontinuierlich verzinster risikofreier Zins fiir eine Investition mit der Lauf-
zeit T

C : Wert einer amerikanischen Kaufoption auf den Kauf einer Aktie
P : Wert einer amerikanischen Verkaufsoption auf den Kauf einer Aktie
¢ : Wert einer européischen Kaufoption auf den Kauf einer Aktie

p : Wert einer européischen Verkaufsoption auf den Verkauf einer Aktie

4.4.2 Ober- und Untergrenze der Optionspreise

Fiir Investoren gibt es Arbitragemdglichkeiten, wenn der Preis der Option iiber
der Obergrenze oder unter der Untergrenze liegt.
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Obergrenze

Da die Option nie mehr Wert sein kann, als die Aktie, bildet der Kurs der Aktie
die Obergrenze des Optionspreises:

c<Sund C <S.

Der Inhaber einer amerikanischen oder européischen Verkaufsoption hat das Recht,
eine Aktie zu K zu verkaufen. Da die Option nie mehr Wert sein kann, als K, gilt:

p< Kund P<K.

Bei européischen Optionen wissen wir, dass die Option zum Zeitpunkt 7" weniger
Wert ist als K. Folglich muss sie nun weniger wert sein, als der Gegenwartswert
von K:

p< Ke T,

Wiirde dies nicht zutreffen, dann koénnte ein Investor die Arbitragemoglichkeit
ausnutzen, um einen risikofreien Gewinn zu machen, indem er die Option verkauft
und den Erlés aus dem Verkauf zum risikofreien Zins investiert.

(vgl. [6], S. 292 f.)

Untergrenze fiir Kaufoptionen auf dividendenlose Aktien

Fiir den Preis einer européischen Kaufoption auf eine dividendenlose Aktie ist die
Untergrenze gegeben durch:
S—Ke T

In diesem Zusammenhang betrachten wir folgende Portfolios:

e Portfolio A: eine europédische Kaufoption plus ein Geldbetrag in Héhe von
KefrT

e Portfolio B: eine Aktie

Wenn das Bargeld zum risikofreien Zins investiert wird, wéchst es bei Portfolio
A bis zum Zeitpunkt T auf den Betrag K an. Nun gibt es wieder Mdglichkeiten,
wie sich der Kurs des Objekts am Verfallstag der Option zum vorher festgelegten
Ausiibungspreis entwicklen kann. Ist S > K, wird die Kaufoption zum Zeitpunkt
T ausgeiibt und das Portfolio A hat den Wert Sp. Ist allerdings Sy < K, dann
verfallt die Kaufoption und das Portfolio hat den Wert K. Daraus kann man
folgern, dass das Portfolio A zum Zeitpunkt 7" den Wert

max{Srt, K}

hat. Das Portfolio B hat den Wert Sp zum Zeitpunkt 7. Daher ist das Portfolio
zum Zeitpunkt T immer soviel wert, oder sogar manchmal mehr wert, als Portfolio
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B. Wegen des No-Arbitrage-Prinzips muss das auch fiir den heutigen Tag gelten.
Daher ist
c+Ke T >8

oder
c>8—Ke T,

Der schlimmste Fall fiir eine Kaufoption tritt dann ein, wenn sie ohne Wert
ausléduft, deshalb muss ihr Wert positiv sein. Das bedeutet, dass ¢ > 0 und folglich
ist dann

¢>max{S — Ke T 0} (4.3)
(vgl. [6], S. 291 ff.)
Beispiel 4.3. Wir betrachten eine europdische Kaufoption auf eine dividenden-
lose Aktie. Der Kurs der Aktie betrigt 71 €, der Strike-Preis liegt bei 70 €, der
Filligkeitstermin ist in drei Monaten und der risikofreie Zins betrdgt 15% per An-

num. Wir erhalten dann fir S = 71, K = 70, T = 0,25 und r = 0,15. Aus der
Gleichung erhalten wir eine Untergrenze fiir den Optionspreis, ndamlich

71 — 70e"915%0.25 — 3 58 €

(vgl. [6], S. 295)

Untergrenze fiir europiische Verkaufsoptionen auf dividendenlose Ak-
tien

Der Preis einer européischen Verkaufsoption auf eine dividendenlose Aktie hat die
Untergrenze
Ke™ 5.

Hier wiederum betrachten wir zwei Portfolios:
e Portfolio C: eine européische Verkaufsoption plus eine Aktie
e Portfolio D: ein Geldbetrag in Hohe von Ke™""

Die Option in Portfolio C wird zum Zeitpunkt T ausgeiibt, wenn St < K ist. Sie
hat dann den Wert K. Wenn allerdings St > K ist, lauft die Verkaufsoption ohne
Wert aus und das Portfolio hat den Wert St zum Zeitpunkt 7'. Folglich hat das
Portfolio C zum Zeitpunkt T' den Wert

max{Sr, K'}.

Wir nehmen an, dass das Bargeld zum risikofreien Zins angelegt wird. Dann hat
das Portfolio D den Wert K zum Zeitpunkt 7. Daraus kénnen wir schlieflen,
dass das Portfolio C immer mindestens genauso viel wert, oder manchmal sogar
mehr wert ist, als Portfolio D zum Zeitpunkt 7. Nach der Annahme, dass keine
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Arbitragemoglichkeiten existieren, ist das Portfolio C heute immer mehr wert, als
Portfolio D. Folglich ist
p+S<Ke T

oder
p>Ke - 5.

Der schlimmste Fall fiir eine Verkaufsoption tritt dann ein, wenn sie ohne Wert
auslduft, deshalb muss ihr Wert positiv sein. Das bedeutet, dass

p>max{Ke "l — 5,0} (4.4)
(vgl. [6], S. 296 fF.)

Beispiel 4.4. Wir betrachten eine europdische Verkaufsoption auf eine dividen-
denlose Aktie. Der Kurs der Aktie liegt bei 80 €, der Basispreis ist 90 €, das
Verfallsdatum ist in drei Monaten und der risikofreie Zins entspricht 15% per An-
num. So erhalten wir dann fir S = 80, K = 90,7 = 0,25 und r = 0,15. Aus der
Gleichung ergibt sich dann die Untergrenze des Optionspreises, ndmlich

90e~%15%0.25 _ g — 6,69 €.

(vgl.[6], S. 298)

4.4.3 Put-Call-Paritit

Durch die Annahme, dass es keine Arbitragemoglichkeiten gibt, kénnen wir auf
einen einfachen Zusammenhang zwischen dem Wert ¢ einer européischen Kaufopti-
on und dem Wert p einer européischen Verkaufsoption herstellen. (Ausiibungspreis
K, risikofreier Zins r). Hierzu betrachten wir zwei Portfolios:

e Portfolio A: eine europiische Calloption plus ein Geldbetrag in Hohe von
Ke—rT

e Portfolio C: eine européiische Verkaufsoption plus eine Aktie

Satz 4.1. (Put-Call-Paritét fiir européische Optionen) Beide Portfolios haben am
Falligkeitstermin der Option denselben Wert

max{Sr, K'}.

Da wir von europdischen Optionen sprechen, kénnen sie nicht vor dem Filligkeits-
termin ausgetiibt werden. Durch das No-Arbitrage-Prinzip ergibt sich, dass beide
Portfolios auch zum momentanen Zeitpunkt denselben Wert annehmen. Dies be-
deutet, dass

c+Ke ™ =p4 S (4.5)

Dieser Zusammenhang beschreibt die sogenannte Put-Call-Paritét.
(vgl. [6], S. 298)
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4.5 Bewertung von Optionen

4.5.1 Binomialbdume

Der Preis von Aktienoptionen kann durch die Konstruktion eines Binomialbaumes
bestimmt werden. Das Binomialmodell besteht aus verschiedenen méglichen Pfa-
den, denen ein Aktienkurs wéhrend der Optionslaufzeit folgen kénnte. Nun eine
Darstellung dazu:

uSo; fu

Abbildung 4.4: Binomialmodell (Quelle: [6], S. 346)

In dieser Abbildung ist ein Perioden-Modell iiber eine Handelsperiode zu se-
hen. Sy ist der Anfangspreis der Aktie, also bevor der Finanzmarkt 6ffnet. u wird
als Up factor bezeichnet und d als Down factor. Wir nehmen an, dass S der aku-
telle Aktienkurs ist und f beschreibt den Marktwert einer Option auf die Aktie.
In einem Zeitintervall 7" kann der Aktienkurs entweder von S auf Su steigen,
wenn v > 1 oder von S auf Sd fallen, wenn d < 1. Steigt der Kurs, betrigt die
proportionale Zunahme des Aktienkurses u — 1; Fillt der Kurs, dann betrigt die
proportionale Abnahme 1 —d. Wir nehmen an, wenn der Kurs auf Su steigt, dass
dann der Payoff aus der Option zum Zeitpunkt 7" f, ist; Fallt der Kurs auf Sd,
dann wird angenommen, dass der Payoff der Option f; betréigt.

Wir interessieren uns fiir den Marktwert der Option, darum stellen wir uns ein
Portfolio vor, das aus einer Long-Position, also einer Kaufposition in A Aktien
und einer Short-Position (Verkaufsposition) in einer Option besteht. Es wird der
Wert von A berechnet, der das Portfolio risikofrei macht. Bei einer Kurssteigerung
hat das Portfolio am Ende der Optionslaufzeit den Wert

SuA — fy.
Wenn der Kurs allerdings féllt, dann entspricht der Wert
SdA — f,.



34 KAPITEL 4. OPTIONEN

Aus der Bedingung, dass das Portfolio risikofrei sein soll, erhalten wir Gleichheit
SulA — f, = SdA — fy

oder wenn wir A herausheben
f u f d
A= ——r
Su — Sd
In diesem Fall ist das Portfolio risikofrei und muss den risikofreien Zins abwer-
fen. In der Gleichung 4.6 ist das Verhéltnis der Anderung des Optionspreises zur
Anderung des Aktienkurses dargestellt, wihrend man sich zwischen den Knoten
bewegt.

Sei r der risikofreie Zins fiir die Laufzeit T, so ergibt sich der Barwert des Portfolios
durch

(4.6)

[Sul — f,]e” T,
Die Kosten fiir die Einrichtung des Portfolios betragen
SA — f.

Folglich ist
SA — f = [SulA — fJe”T.

Wir setzen in die Gleichung 4.6 fiir A ein und mit Vereinfachung erhalten wir

f=e"Tfu+ 1 —p)fd (4.7)
wobel r_y
. et =
p=——0 (4.8)

Die Gleichungen 4.7 und 4.8 erméglichen eine Preisbestimmung der Option mittels
des einstufigen Binomial-Modells. (vgl. [6], S. 343 ff.)

Beispiel 4.5. Der Aktienkurs liegt derzeit bei 20 €. Es ¢ibt zwei Moglichkeiten,
wie sich der Kurs der Aktie nach drei Monaten entwickeln konnte, namlich auf 22
€ oder auf 18 €. Fs soll nun eine europdische Calloption auf den Kauf der Aktie
fiir 21 € in drei Monaten bewertet werden. Diese Option kann in drei Monaten
einen von diesen zwei Werten annehmen. Die Option hat entweder einen Wert von
1 €, wenn der Kurs der Aktie auf 22 € gestiegen ist, oder einen Wert von 0, wenn
der Kurs auf 18 € gesunken ist. Weiters nehmen wir an, dass der risikofreie Zins
12% per Annum betrdgt. In diesem Fall istu=1,1,d=0,9,r=0,12, T =0, 25,
fu=1und fg3 = 0. Fingesetzt in die Gleichung 4.8 ergibt das

0,12x0,25
12x0,25 _ ) 9
p=S Y 6523

1,1-0,9
In die Gleichung 4.7 eingesetzt kommen wir zu dem Ergebnis
f = e 012x02510 6523 x 1 +0,3477 x 0] = 0,633.

Gemdfl des No-Arbitrage-Prinzips hat die Option den Marktwert von 0,633.
(vgl. [6], S. 343 ff.)
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4.5.2 Risikoneutrale Bewertung

Fiithren wir die oben eingefiithrten Variablen p und (p — 1) weiter, so entspricht
die Variable p in Gleichung 4.8 der Wahrscheinlichkeit einer Kurssteigerung. Die
Variable 1 — p kann dann als Wahrscheinlichkeit eines Kursabfalls interpretiert
werden und der Ausdruck

ﬁfu + (1 _ﬁ)fd

ist der erwartete Marktwert der Option. Wenn wir p so bezeichnen, dann besagt
die Gleichung 4.7, dass der Wert der Option heute der erwartete kiinftige Wert
ist, abgezinst um den risikofreien Zins.

Als n#chstes wird die erwartete Rendite der Aktie untersucht, wenn ein Kurs-
anstieg mit der Wahrscheinlichkeit p angenommen wird. Der erwartete Kurs der
Aktie im Zeitpunkt T, E[S7], ist gegeben durch

E[St] = pSu + (1 — p)Sd

oder

E[St] = pS(u —d) + Sd

Wenn man aus der Gleichung 4.8 fiir p einsetzt, erhalten wir
E[S7] = Se'T (4.9)

Die Gleichung zeigt, bei No-Arbitrage-Argumentation, dass der Erwartungswert
des Aktienkurses zur Zeit T' genau der Aufzinsung mit dem risikofreien Zins ent-
spricht. In einer risikoneutralen Welt brauchen Investoren keinen Ausgleich fiir
ein Risiko, und die erwartete Rendite aller Wertpapiere entspricht dem risikofrei-
en Zins.

Dieses Ergebnis ist ein Beispiel fiir ein wichtiges Prinzip bei der Optionspreis-
bestimmung, das als risikoneutrale Bewertung bezeichnet wird. Den fairen Preis
kénnen wir im risikoneutralen Setting ermittlen. (vgl. [6], S. 347 ff.)

4.6 Maflwechsel

In diesem Kapitel behandeln wir die Bewertung von Optionen in allgemeineren
Modellen fiir endliche Grundriaume und diskreter Zeit. Da die erwartete Rendi-
te des Aktienkurses nicht einen risikolosen Zins entspricht, benttigen wir einen
Mafiwechsel zum risikoneutralen Maf.
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4.6.1 Quadratischer Kovariationsprozess

Definition 4.4. Der quadratische Kovariationsprozess von x = {x;} und y =
{yt}, bezeichnet mit {[x,y]¢}, ist der Prozess

[z, ylo = x(0)y(0),
[z, yle = 2(0)y(0) + > _[x(s) — x(s — D][y(s) —y(s — 1)] fir L <t <T.

s=1

Der quadratische Kovariationsprozess von x mit sich selbst, {[x,x];}, wird als
quadratischer Kovarianzprozess von x bezeichnet. (vgl. [3], S. 94)

Definition 4.5. Der vorhersehbare quadratische Kovariationsprozess von x =
{z} und y = {y} beziiglich der Informationsstruktur F; und dem Wahrschein-
lichkeitsmafl P, bezeichnet mit {{x,y).}, ist der Prozess

(z,y)o = Ep[z(0)y(0)]

(.50 = Epla@)y(0) + 3 Er{la(s) — als = Dlly(s) ~ y(s ~ V)1 F-a]}
s=1

firl<t<T.
Den vorhersehbaren quadratischen Kovariationsprozess von x mit sich selbst, {{x,x):},
nennt man auch den vorhersehbaren quadratischen Kovariationsprozess von x.

(vgl. [3], S. 95)

4.6.2 Stochastisches Integral

Die Bedeutung des stochastischen Integrals liegt in der Theorie von Martingalen
und Preismodellen fiir Finanzmérkte. Das stochastische Integral spielt eine be-
sondere Rolle in einem Modell des Finanzmarktes, denn der Handelsgewinn wird
durch eine vorhersehbare Handelsstrategie {614, ....,0n:} zum Preis {pi,..., pnt}
durch Zgzl Zizl Ons(Pns — Pn,s—1) bestimmt.

Definition 4.6. Fir die Prozesse {au} und {x;} ist das stochastische Integral
definiert:

tada:— 0, wenn t =0
0 T Zi:las(xs_xs—l), wenn 1 <t<T °

Das Integral fot asdrs wird auch als Transformierte des Prozesses {x;} von dem
Prozess {ay} bezeichnet und wird angegeben mit {(cv e x)}.
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Fiir beliebige Prozesse a = {ay} definieren wir den Prozess a— = {oy_} und
wir setzen oy = au—1 flir 1 <t < T. Das stochastische Integral fg as_dxg, be-
zeichnet mit {(a— o x);}, ist dann

ta dr. — 0, wennt =0
0 T 22:1045—1(355—%_1), wenn 1 <t<T °

Wir betrachten vier fundamentale Eigenschaften des stochastischen Integrals.
Als erste Figenschaft bezeichnen wir die Rickwdrtsdifferenz, also den Zuwachs
von Zeitpunkt t — 1 auf t des Prozesses {v;} mit

Avt =Vt — Vt— = Ut — V¢—1.

Dann ist Ala_ e x) = a_Ax fiir beliebige Prozesse o und x.
Die zweite Eigenschaft ist die Erhaltung des Martingalkriteriums.

Theorem 4.1. Ist der Prozess {au} vorhersehbar und der Prozess {x;} ist ein
Martingal, dann ist auch das Integral fot asdzxs ein Martingal.

Beweis: Fiir beliebige 1 <t <T

t t—1
EP[Z as(rs — xs—1)|Ft — 1} = Eploy(ze — m—1)|Feo1] + Z as(rs — Ts5—1).
s=1 s=1

Da oy messbar auf F;_1 und {x;} ein Martingal ist, folgt

Eplay(zy — x4-1)|Fi—1] = cuEplry — 24—1|Fi—1] = 0

(vgl. [3], S. 99 f.)

Die dritte Eigenschaft des stochastischen Integrals ist die Assoziativitét.

Theorem 4.2. Fiir beliebige Prozesse o, f und x

a_e(f_ex)=(a_pf_)ex

Beweis: Wir setzen y; = (f_ @ z);. Dann gilt

[04_ °(B-e iL')Lg = Zas—llgs—l(l's - -:Us—l) = [(Od_ﬁ_) ° .’L']t
s=1

was das Theorem beweist. O
Die vierte fundamentale Eigenschaft des stochastischen Integrals ist die Asso-
ziativitdt im Zusammenhang mit dem quadratischen Kovarianzprozess.
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Theorem 4.3. Fiir beliebige stochastische Prozesse a,x und y gilt
[a_exz,y]=a_e[z,y

Beweis: Fiir t = 0 gilt, dass beide Seiten des Objekts gleich 0 sind . Ange-
nommen t > 1, dann

(a— d -T)t = Z as—l(xs - xs—l)
s=1

und folglich
t
[a, ez, y]t = Z asfl(xs - $571)(ys - ysfl)-
s=1

Auf der anderen Seite ist

[z, yle = zoyo + (76 — Ts-1)(Ys — Ys—1)

s=1

und daher

(O[_ b [‘T’y])t = Zas—l(ﬂjs - xs—l)(ys - ys—l)-
s=1

(vgl. [3] S. 100 £.)

Als n#chstes berechnen wir das Integral fg To_dxs.

Theorem 4.4. Es gilt

¢
1
/ rs drs = —(x7 — [z, 2]).
0 2

Beweis: Der Beweis beruht auf der folgenden Identitét,

t t t

22335—1(935 — Ts1) = Z(wg —aly) - Z(xs —xs-1)%

s=1 s=1 s=1
Das Theorem folgt wegen der Teleskopsumme und aus der Definition des quadra-
tischen Varianzprozesses. (vgl. [3], S. 101)
4.6.3 Stochastisches Exponential

Ein stochastisches Exponential eines adapierten Prozesses w ist ein Produkt von
entsprechend angepassten Schritten. Heuristisch, ist das stochastische Exponential
{z¢} von {w;} die Lésung der stochastischen Differntialgleichung

dl‘t = Tt— dwt
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wobei 42t — 2, . Im einfachsten Fall ist w; = t V¢, dann ergibt sich f'(t) = f(t)

dwt
und f(0) =1 und (1+ &)™ — e’ (vgl. [3], S. 103) Im néchsten Theorem ist das
formuliert.

Theorem 4.5. Sei {w;} ein adaptierter Prozess und xo eine beliebige Konstante.
Dann existiert ein einziger adaptierter Prozess {x;} mit

¢
Ty = o + / To_dws
0

Fir 1 <t <T ist der Prozess {x;} gegeben durch
t
T = X H(l + ws — ws—1).
s—1
Ist der Prozess {wi} ein Martingal, dann ist auch der Prozess {x.} ein Martingal.

Beweis: Setze t = 1,...,T in die Gleichung

Ty = x0 + /Ot To_dws.
Dieses Verfahren definiert x1, ..., zp als
x1 = xo(1 4+ w1 — wp)
w2 = 2o(1 + w1 — wo)(1 + w2 —wi)
und so weiter. Ist {w;} ein Martingal, dann gilt fir alle 1 <t < T
Eplxy| Fi-1] = w1 Ep[l + wy — wi1|Fi1] = @41

denn
Eplwy —wi—1|Fi—1] =0

und {z;} ist ein Martingal. (vgl. [3], S. 103 f.)

4.6.4 Maflwechsel und Girsanov’s Theorem

Die néchste Definition beschreibt ein Martingal, das durch das Verhéltnis der zwei
Wabhrscheinlichkeitsmafle P und @ erzeugt wird.

Definition 4.7. Der Dichteprozess des MajfSwechsels ist definiert durch
Q
Zt = Ep(ﬁ‘ft)
Dieser Prozess ist ein positives Martingal, weil % positiv ist. Die Aussage, dass

der Prozess {z:} ein Martingal ist, folgt direkt aus der iterierten Erwartung.
(vgl. [3], S. 105)
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Theorem 4.6. Fiir belicbige adaptierte Prozesse {x;} und beliebige 0 < s <t <T
gilt:
EP(Zt-Tt|fs)

= Eq(a| 7
EP(Zt’}—s) Q($t| )

Beweis: Die bedingte Erwartung wird beziiglich einer o-Algebra betrachtet.
Im Beweis wird die bedingte Erwartung unter F; als Erzeuger einer o — Algebra
geschrieben.

Als erstes, wegen der Definition der bedingten Erwartung gilt:

de]-‘s(w) P(&)zt(§)z(€)
2 eer.(w) PE)

> cer,w) P&)z()
> ocer,w) &)

Ep (22| Fs)(w) =

Ep (2] Fs)(w) =

Daher
Ep(zix| Fs)(w) Yocer,(w) P&z (§ze(E)

Ep(z|Fs)(w) defs(w)P(f)Zt(f)

Zweitens, wegen der Definiton des Dichteprozesses gilt:

Yeeriw) 59 QUF(w)]
Pl¢

Q
(€)= e (H17(w) = S = )

und wir erhalten:

Ep(zpwe|Fs)(w) > i1 Z{e]—' P(&)ze(§)z(€)

Bp(alF)w) — xu SUip(s)

B Zju 1 p ) (fj)xt(fj)
B >i—1 QUf5)

= Eq (x| Fs)(w)

(vel. [3], S. 106 £.)

In diesem Abschnitt betrachten wir drei stochastische Integrale, die in Verbin-
dung mit dem Dichteprozess stehen

/tdzzs /td[a:,z]s /td<1‘,z>5
0 ZS—, 0 Zs ’ 0 Zg—
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Wegen der Definition des stochastischen Integrals, ist das Integral fg 4z der Pro-

Zs_
b dz, )0, wenn t = 0
0 Zs— S EEel wenn 1<t <T

s=1 251

Zess

Es folgt wegen Theorem 4.1 und der Aussage, dass der Prozess {z} ein P-
Martingal ist, dass das Integral fg 4z ein P-Martingal ist. (vgl. [3], S. 107 f.)

Zs

Theorem 4.7. Wenn {x;} ein P-Martingal ist, dann ist
t
d
e [
0 Zs—

Beweis: Wir betrachten den Prozess x;— g %. Fiir 1 <t < 7T der bedingte

Erwartungswert

Eq (xt - /Ot di. 2). ‘fpl) = Eq (x| Fi-1) — /t_l da.z)s _ (w:2)e (a;,z>t_1‘

Rs— 0 Rs— t—1

ein Q-Martingal.

Der letzte Ausdruck in der voherigen Gleichung ist

<$, Z>t - <£L“, Z>t71 _ EP[(l“t - CL"tfl)(Zt - Zt71)|-7:t71] _

241 Ep(z|Fi-1)
Eplz(ze — w-1)(1 — 221 | Fe1] 21
- z :E{ — _(1——)}"_]
EP(Zt’]:t—l) Q (ﬂUt Tt 1) 2 \ t—1
und
Ty — T
Eq(z¢|Fio1) — x—1 + -1 Eg (%‘»ﬁf—l) = Eg(x¢|Fi—1) — x4—1
weil [ | |
Ty — Ti—1 Eplry — w1 Fi—1
s ) -
@ Zt ‘ =l EP[Zt|]:t71}
Dann folgt

td(x, 2) =l d(x, 2)
E _ N ES e ) — oy — A
Q(irt /o - | Fi 1) Ti—1 /o o

(vgl. [3],S. 110 £.)
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4.7 Einfaches Preismodell fiir Optionen

Die Ergebnisse und Aussagen im Kapitel 4.6 benétigen wir, um weitere Ergebnisse
in diskreten mehrperiodigen Systemen zu bekommen. In diesem Kapitel geht es
um diskrete, mehrperiodige Systeme mit 2 Wertpapieren und einer Informationss-
truktur F;. Beim ersten Wertpapier handelt es sich um eine Anleihe mit einem
konstanten Zinssatz; die letzte Auszahlung und die Preise sind gegeben durch

dy = (1477,

pt1 =1+ r)t.

Wir setzen voraus, dass der Preis des Wertpapiers 2, p?, ungleich 0 ist fiir alle
t und w. Fiir alle 0 < ¢ < T gilt F7 2 = Fi, also der Preis des Wertpapiers 2
reprasentiert alle verfiigharen Informationen fiir die Investoren. Fiir 0 < ¢t < T,

definieren wir
2

pt = Ep(git\ftfl) -1
Py

2 2
p p
W= w1 + —5— — EP(%LFt—l),
Pi— Py
wobei wy ist eine beliebige Konstante ist. Der vorhersehbare Prozess { . } reprasen-
tiert den bedingten Erwartungswert der Rendite des Wertpapiers 2 wihrend des
Zeitintervalls [t — 1,t]. Dies wird als vorhersehbare Komponente bezeichnet. Der
Prozess {w:} ist ein Martingal und steht fiir die neue Komponente der Rendite
des Wertpapiers 2 wihrend des Zeitintervalls [t — 1,t]. Die verwirklichte Rendite
des Wertpapiers 2 im Zeitintervall [t — 1,¢] ist
pi

5 — = 1+ e +wp — we—g.
by

Aus der vorhergehenden Darstellung der Rendite des Wertpapiers 2 erhalten wir
die folgende Darstellung des Preises, fiir 0 < ¢ < T wobei

t
p? = p(Q) H(l + Ms + ws — wsfl)-
s=1

Bemerkung: Diese Darstellung des Preises des Wertpapiers 2 kann verkiirzt ge-
schrieben werden

dp; = pupi_dt + oyp;_dw,

mit dt = 1. Um die Existenz und die Eindeutigkeit des risikoneutralen Mafles in
diesem Markt zu bestimmen, betrachten wir ein zweites Wahrscheinlichkeitsmafl
@ der Ergebnismenge €2, so dass Q(w) > 0 fiir alle w € .
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{z:} bezeichnet den Dichteprozess fiir den Mafiwechsel von Mafi ) zu Mafl P
und wir definieren
/ " d(w, z)s
Vg = Wt — —_—.
0 Zs—

Der Preis des Wertpapiers 2, beziiglich des Prozesses {v;}, hat die Darstellung

t
W,2)s — (W, Z)s—
T (14 s 0 i 2= by
s=1 Zs—1
und

1+u5+y5_vs_l+w

2 t
pt .2 Zs—1
(L+mf_m11 T+ (4.10)

) L1+ s + v — vs_q + —<w’z>s;<f';’z>5*1 T4+ +v — v + —<w’z>t;<f'j’z>t’l
—Po [ H ( 1+7r )] 1+7r

Das Wahrscheinlichkeitsmafl @) ist genau dann ein risikoneutrales Maf}; wenn der
2
Prozess {(ﬁ_fy)t} ein (- Martingal ist. Die notwendige und hinreichende Bedin-

gung ist, dass fiir alle 1 <t < T gilt

1+Mt+vt+vt—1+%}_ ,
Q( 1+7r | t71)—

wobei

Ve — V-1 1
E [7]-"_}:7 — v 1| F 4l = 0.
] g | Fi-1 T Qlve — ve—1|Fi-1]

Das besagt, dass nun der Preis unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl () ausgerechnet
werden kann.

Wegen dem Theorem von Girsanov ist der Prozess {v;} ein @-Martingal und so
folgt, dass die vorherige Gleichung &dquivalent ist zu

1 +Mt+ <U),Z>t7<w,z>t,1

E ( 2ot f_):L
Q 1+7r ’tl

Da der Prozess in der Erwartung vorhersehbar ist, ist die vorhergehende Bedingung
dquivalent zu
(w, z); — (w, 2)4—

1+ + L1y (4.11)
Zt—1
oder, fir alle 1 <t < T gilt
W, z)t — (W, 2)t—1
o 2)e = 0 2)er

2t—1
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Nach Definition 4.4 gilt :

[w(t) = w(t = D][z(t) — 2(t = D]|Fi1]

Zt—1

Eo{ b= —(u—7)

Wir definieren den Dichteprozess wie folgt:

2 = f[ (1 N ws_1)>. (4.12)

o
s=1 t
Wir setzen ein

-r
Zt — Zt—1 = Zt—1 |:1 — Mth (wt — 'U}t_1> — 1}

wobei 07 = Eg[(wy — wi—1)|Fi—1] = {(w, w)s. Wir erhalten dann

[w(t) —w(t = D][z(t) = 2(t = D] Fi-1]
Fo{ : }
t—1
Wy — Wy—
= 50~ (e~ w1
t
Eol(wy — wy_1)?|Fi—
:—(Mt—T) Q[( t ;1)’ t 1]:_(/1175_7,)'
Oy
O
Fir alle 1 <t < T folgt
—-r
i 5 (wt — wt_1> < 1.
Ot
Das risikoneutrale Preismafl @) existiert und ist gegeben durch
T e—r
-
Qw) = Pw)zr(w) = P@) [T |1 = Fog (wy — wi)|
t=1 t
oder
_ _p-r
Q= P6T< 5 w). (4.13)

Es gibt keine Arbitrage-Moglichkeiten und das Preissystem {p},p?} ist komplett.
Als Ergidnzung erwéhnen wir, dass der Dichteprozess die Darstellung

zt:et<—'u_row) (4.14)

o2
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besitzt. Ist @ ein risikoneutrales Preismaf, dann folgt aus der Gleichung 4.10 und
4.11, dass der diskontierte Preis des Wertpapiers 2 als stochastisches Exponential
dargestellt werden kann

1
2 2
= [ ]} .
Pt poet(lJrr v)

Ausgestattet mit der Gleichung 4.13 fiir das risikoneutrale Preismafl ), kénnen
wir nun eine Preisbestimmungsformel fiir das Wertpapier 2 definieren. Der Wert
einer Calloption auf das Wertpapier 2 kann nun explizit ausgerechnet werden.

2)z
i Elzgf ipg))TT] (4.15)
_ Br[f0her(~ o ew)] (4.16)

(vgl. [3], S. 127 ff.)
Beispiel 4.6. Sei das Wahrscheinlichkeitsmaf P(w) = % fiir alle w, die Anzahl

der Zustinde K = 3, die Maturitit T = 2, und die Anzahl der Wertpapiere N = 3,
die Informationsstruktur geben wir als

F1 = {{w1, w2}, {ws}}

vor. Sei r =0 der Zinssatz und das Terminal-Payoff sei gegeben mit

10 32 22
D=1 10 16 6
10 12 2

Die Preise des Wertpapiers 1 und 2 sind

pl‘wl‘w2‘w3 Pz‘wl‘wﬂ%
t=0|10| 10 | 10 t=0]16 | 16 | 16
t=1|10| 10 | 10 t=1|24 |24 |12
t=2|10| 10 | 10 t=2|32|16 | 12

Das Wertpapier 3 ist eine Calloption auf das Wertpapier 2 mit einem Austibungs-
preis a = 10. Das Wertpapier 2 reprisentiert alle verfiigbaren Informationen der
Hindler: F* = Fo, F? = Fi und F5*> = Fo. Die vorhersehbaren und neuen
Komponenten der Rendite des Wertpapiers 2 sind

pl o |ws e w | [ws | ws
t=0 p()_2p71 p0—2p,1 p0—2p,1 t=20 0 0 0
P~ pP_4 P~y 1 1 1

t=1| - | = —5

t=1 1/4 1/4 1/4 4 14 2
p—o| 1| 1| _1

t=2 0 0 0 12 12 2
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Der Variationsprozess der Rendite ist gegeben mit

2

o w1 w9 | W3
t=0|01]0 |0
t=1| 11 |1
sk
9 19
Aus der Gleichung 4.12 des Dichteprozesses erhalten wir

zZ | W1 w2 | W3

t=0|1 |1 1
_ 1 1
t=1 % ? 2

Anmerkung: p und o2 zum Zeitpunkt t = 0 spielen fiir die Preisbestimmung keine
Rolle.

Das Wertpapier 3 kann nun durch den Handel mit den Wertpapier 1 und 2 berech-

net werden. Wegen der Gleichung 4.16 erhalten wir den Preis des Wertpapiers 3,

ndmlich ) L1 L1
3

=-X22xX -+ - —+-X2x2=6.

Po =3 % ><2—i—3><6><2+3>< X 6

(vgl. [3], S. 131 ff.)



Kapitel 5

Finanzmathematik im
Unterricht

”Finanzielle Allgemeinbildung ist die Vermittlung von
Verstindnis, Wissen und sozialer Handlungskompetenz
beim Umgang mit den Dienstleistungen in Kredit, Anla-
ge, Zahlungsverkehr und Versicherungen, die vor allem
Banken und Versicherungen anbieten.”

Reifner et. all, 2004.

In den neunziger Jahren hat sich herausgestellt, dass die meisten Menschen im-
mer mehr fiir ihre eigene Altersvorsorge Verantwortung tragen miissen. Das ge-
sellschaftliche System kann die Pensionsversorgung nicht mehr fiir jeden aufrecht
erhalten. Dieses Ereignis fiithrt zu einer erhohten Individualisierung und zu zuneh-
menden Anforderungen an die persénlichen Entscheidungsprozesse. Des Weiteren
ist es schwierig, einen guten Uberblick iiber die Vielzahl der Finanzprodukte zu
bewahren, da die Produkte immer komplexer und intransparenter werden. Aus
diesem Grund werden von verschiedenen Organisationen - wie OECD oder IMF
(International Monetary Fund) - Mafinahmen zur Verbesserung der finanziellen
Ausbildung der Bevolkerung gefordert. Diese Forderungen zur Verbesserung der
finanziellen Ausbildung sollten bereits in der Schule umgesetzt werden.

(vel. [2], S. 61)

Da der Unterricht schiilerInnenorientiert, kompetenzorientiert und alltagsorien-
tiert sein soll, ist die Integration von praktischen Anwendungen und Beispielen
wichtig und empfehlenswert. Fiir einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht,
der das Interesse der SchiilerInnen wecken soll, sind ficheriibergreifende Themen
sehr gut geeignet. Dabei sind fiir die SchiilerInnen insbesondere diejenigen Aspek-
te relevant, von denen sie im heutigen oder in ihrem zukiinftigen Leben betroffen
sind. Neben den Bereichen Politik, Technik, Okologie oder den Naturwissenschaf-
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ten kénnen und werden auch Aufgaben aus dem Bereich der Finanzwelt und der
Okonomie fiir die SchiilerInnen von Bedeutung sein. (vgl. [2], S. 65)

Ziel einer finanziellen Allgemeinbildung sollte es sein, SchiilerInnen dabei zu un-
terstiitzen, kritsche, eigenverantwortlich handelnde VebraucherInnen zu werden,
die in ihrer privaten wie beruflichen Sphdre in der Lage sind, ihr Leben finanziell
zu meistern.” (siehe [2], S. 66)

Die stochastische Finanzmathematik, die ein eher jiingeres Gebiet der angewand-
ten Mathematik ist, befasst sich unter anderem mit verschiedenen Modellen zur
Bewertung und Analyse von Optionen. In den letzten Jahren wurden viele neue
Ansétze ausgearbeitet und weiterentwickelt. Daher kénnen stochastische Grund-
lagen ein fiir den Mathematikunterricht geeignetes Themengebiet darstellen, um
mit den SchiilerInnen z.B. Optionen und Optionspreisberechnungen gemeinsam zu
erarbeiten. Die SchiilerInnen sollen 6konomische Grundlagen der Optionen kennen
lernen. Des Weiteren sollen sie elementare stochastische Modelle der Optionspreis-
theorie im Zusammenhang mit fairen Spielen und das Binomialmodell auf Basis
des No-Arbitrage-Prinzips analysieren und wichtige Kenntnisse dazu selbst entwi-
ckeln.

Leider gibt es fiir dieses Kapitel sehr wenig Literatur. Es scheint so, dass die
Finanzmathematik im Unterricht eher wenig integriert ist und dieser wichtige Be-
reich noch weiter ausgebaut werden kann. Als Grundlage wird das Buch ’Finanz-
mathematik im Unterricht’ von P. Daume, S. 191 - 229 herangezogen. Durch
Beispiele und Aufgaben aus diesem Buch und mit eigenen Ideen ist ein Unter-
richtskonzept enstanden. In diesem Kapitel wird eine andere Notation fiir den
Wert einer Option eingefiihrt. (vgl. [2], S. 74)

5.1 Finanzmathematik als Beitrag zu einem
anwendungsbezogenen Mathematikunterricht

Viele SchiilerInnen haben Probleme beim abstrakten, stochastischen Denken, wel-
ches allerdings als Basis fiir das finanzielle Handeln gilt. Somit spielen praktisch-
stochastische Situationen im Unterricht eine besondere Rolle, da sie die Ansétze
des stochastischen Denkens der SchiilerInnen férdern sollen.

Der Mathematikunterricht soll durch eine Vielfalt von Aufgaben und Beispielen
aufzeigen, dass deterministische Ereignise durchaus zufillig sein kénnen. Des Wei-
teren sollen die SchiilerInnen im Stochastikunterricht erkennen, dass diese zufélli-
gen Phinomene durch stochastische Methoden modelliert werden kénnen. An die-
ser Stelle werden Aktien und Optionen eingefiihrt, da diese sich fiir diesen Zweck
besonders gut eignen.
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Wiirde man SchiilerInnen fragen, ob sich Aktienkurse zufillig verhalten kénnen,
so wiirden viele diese Frage mit ”Nein”beantworten, da die meisten SchiilerInnen
sich der Tatsache nicht bewusst sind, dass Aktienkurse von wirtschaftlichen, gesell-
schaftlichen und politischen Entwicklungen, sowie menschlichen Entscheidungen
beeinflusst werden. Dass sich Aktienkurse zufillig bewegen ist ein bedeutender
Aspekt, der im Unterricht gemeinsam mit den SchiilerInnen entwickelt werden
soll. Optionspreise sind somit auch zufillig, da sie von den Aktienkursverldufen
abhingig sind. Ein wichtiges Ziel ist es, den SchiilerInnen im Unterricht die Ei-
genschaft des Zufalls bei Finanzprodukten aufzuzeigen. Diese Erkenntnis ist ge-
meinsam mit der Modellierung der kiinftigen Aktienkurse bzw. Optionspreise ein
wichtiger Aspekt fiir die geforderte Entwicklung des stochastischen Denkens und
somit ein kleiner Schritt fiir die Forderung der finanziellen Allgemeinbildung.
(vgl. [2], S. 100 f.)

5.2 Optionen im Unterricht

Dieses Kapitel beinhaltet einen Unterrichtsentwurf iiber Optionen. Der Unterricht
wird nach verschiedenen Aspekten gegliedert und diese stellen einen chronolgi-
schen Ablauf dar. Zuerst werden gemeinsam mit den SchiilerInnen die 6konomi-
schen Grundlagen von Optionen erarbeitet. Als Néchstes sollen die SchiilerInnen
Pay-Off - und Gewinn-Verlust-Diagramme kennen lernen und sich anschlieBend
mit dem Erwartungswert und dem No-Arbitrage Prinzip auseinandersetzen. Des
Weiteren sollen die SchiilerInnen das Einperiodenmodell zur Bestimmung des Op-
tionspreises analysieren. Diese Themen bilden die Basis des Unterrichts. Falls das
Interesse der SchiilerInnen geweckt worden ist, kann zusétzlich noch das Bino-
mialmodell, die Binomialformel und das Black-Scholes-Modell in den Unterricht
eingebaut werden. Dieser Unterrichtsentwurf kann facheriibergreifend mit Geo-
graphie und Wirtschaftkunde, im vertiefenden Mathematikunterricht, sowie im
allgemeinen Mathematikunterricht umgesetzt werden.

Die Themen:
(1) Okonomische Grundlagen
(2) Pay-Off und Gewinn-Verlust-Diagramme
(3) Erwartungswert und No-Arbitrage-Prinzip
(4) Einperiodenmodell zur Bestimmung des Optionspreises

werden anhand kompetenzorientierter Aufgaben und Beispielen mit den
SchiilerInnen gemeinsam erarbeitet. (vgl. [2], S. 193 ff.)
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5.2.1 Okonomische Grundlagen

Der Finanzbegriff Option ist fiir die meisten der SchiilerInnen mit grofler Wahr-
scheinlichkeit unbekannt. Aus diesem Grund eignet sich ein Unterrichtseinstieg
mit einer Einfiihrung in ’6konomische Grundlagen’.

Lehrziele

Diese Unterrichtseinheit ’Okonomische Grundlagen’ wurde so konzipiert, dass die
SchiilerInnen folgende Lehrziele erreichen kénnen:

e Die SchiilerInnen sollen die wichtigsten 6konomischen Grundbegriffe zum
Thema Optionen kennen.

e Die SchiilerInnen sollen die verschiedenen Grundpositionen im Optionsgeschéft
beschreiben kénnen.

e Die SchiilerInnen sollen den Ablauf eines Optionsgeschéfts erkldren kénnen.

Beispiel 5.1. Einstiegsbeispiel

Dein Vater ist ein leidenschaftlicher Oldtimer Fahrer. Da der Oldtimer nur in der
Garage steht und micht mehr ausgefahren wird, mdchte er dir dieses Auto zum
Geburtstag schenken. Du bist nicht wirklich ein Oldtimer-Fan und besitzt bereits
ein eigenes Auto. Du erzdhlst deinem Freund von dem Vorhaben deines Vaters
und er interessiert sich sofort fiir den Oldtimer.

Da die Preise fiir Oldtimer schwanken konnen und du und dein Freund Sicherheit
iber den Preis des Fahrzeuges haben mdchtet, bietest du deinem Freund heute
den Oldtimer fiir 9.000 € an. Als Sicherheit fiir dieses Geschdft verlangst du von
deinem Freund 500 €.

Die 500 € sind keine Anzahlung, sondern eine Garantie fiir deinen Freund,
dass er dir den Wagen im ndchsten Jahr fiir 9.000 € abkaufen kann. Dein Freund
hat nun eine Option fir den Oldtimer erworben und sich den Kauf des Fahrzeuges
gesichert, selbst wenn er im ndchsten Jahr 10.000 € wert sein sollte. Er wird damit
zum Kdaufer der Option.

E's gibt verschiedene Pflichten und Rechte des Verkdufers und des Kaufers einer
Option.

Als Verkdufer der Option musst du dem Optionskdufer, also deinem Freund,
den Wagen im ndchsten Jahr zu einem bestimmten vorher festgelegten Zeitpunkt
fir 9.000 € verkaufen, sofern er das mdochte. Dein Freund hingegen kann das
Fahrzeug zu dem festgelegten Zeitpunkt erwerben. Mdchte dein Freund in der Zwi-
schenzeit den Oldtimer nicht mehr kaufen, z.B. weil er ein besseres Angebot ent-
deckt hat, so ist das legitim. Du hast dann zwar den Wagen nicht verkauft, aller-
dings 500 € eingenommen, die dir dein Freund fir das Recht bzw. die Option das
Fahrzeug zu kaufen gezahlt hat. Der Wagen ist in diesem Fall weiterhin in deinem
Besitz und du kannst ihn jederzeit verkaufen.
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Beiden Seiten wurde mit diesem Geschdft geholfen. Du hast 500 € bekommen
und dein Freund hatte die Garantie den Oldtimer fir 9.000 € kaufen zu kinnen.

(vgl. [13])

Anhand dieses Einstiegsbeispiels konnen nun die wichtigsten Begriffe der Op-
tionen erarbeitet werden. Dies kann auf verschiedene Arten erfolgen:

e Die SchiilerInnen erarbeiten gemeinsam mit der Lehrperson die Grundlagen
des Optionswesens anhand der Aufgabe 5.1.

e Die SchiilerInnen erarbeiten in Gruppen die Aufgabe 5.1 mit Hilfe der Ab-
bildung 5.1.

e Falls ein Computerraum zur Verfiigung steht, kénnen die SchiilerInnen die
Aufgabe 5.1 alleine mit Hilfe des Internets erarbeiten.

Aufgabe 5.1. Es existiert eine Vielzahl von unterschiedlichen Finanzinstrumen-
ten, wie z.B.: Sparbiicher, Bausparvertrige oder Aktien. Optionen gehdren zu den
weniger bekannten Finanzprodukten.

’ Call-Option = Kaufoption ‘ ‘ Put-Option = Verkaufsoption ‘
‘ Kaufer des Calls ‘ ‘ Verkaufer des Calls ‘ ‘ Kaufer des Puts ‘ ’ Verkaufer des Puts
hat hat hat hat

Recht zum Kauf Pflicht zum Verkauf Recht zum Verkauf Pflicht zum Kauf

‘ von einem festgelegten Gut ‘

‘ zu einem bestimmten Preis ‘

’ in einem bestimmten Zeitraum bzw. zu einem bestimmten Zeitpunkt. ‘

Abbildung 5.1: Die vier Grundpositionen im Optionsgeschéft (Quelle: [2], S. 193
aus [1])

a) Beschreibe den Begriff Option mit Hilfe des Einstiegsbeispiels. Erklire die
Rechte und Pflichten im Zusammenhang mit Optionen sowie die Begriffe
Austibungspreis, Austbungsfrist, Ausiibungstermin, Kontaktgrifie und Ba-
siswert.

(b) Beschreibe eine Call-Option bzw. eine Put-Option. Fasse die vier Grundpo-
sitionen mit Hilfe der unten dargestellten Abbildung zusammen.
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(c) Vergleiche eine amerikanische Option mit einer europdischen Option. Was
fiir Unterschiede gibt es bei diesen Optionen?

Die SchiilerInnen sollen als Ergebnis diese Begriffe im Zusammenhang mit Op-
tionen verstehen und erklédren kénnen:

Eine Option ist ein Vetrag zwischen zwei Parteien. Der Besitzer bzw. Kéufer einer
Option hat das Recht, aber nicht die Pflicht,

e zu einem festgelegten Zeitpunkt (Ausiibungstermin)

e oder innerhalb eines bestimmten Zeitraums (Ausiibungsfrist)

e zu einem festgelegten Preis (Ausiibungspreis bzw. Strike-Preis)
e cine bestimmte Menge (Kontaktgrofie)

e cines bestimmten Finanzguts (Basiswert)

zu kaufen (Call-Option) oder zu verkaufen (Put-Option).

Nimmt der Inhaber der Option sein erworbenes Recht in Anspruch, so iibt der
Optionskéufer die Option aus. Ubt der Besitzer sie allerdings nicht aus, verfillt
die Option am Ende ihrer Frist. Optionen, die das Recht zum Kauf eines Basis-
guts gewihren, bezeichnet man als Call- bzw. als Kaufoptionen. Optionen, die das
Recht zum Verkauf eines Basisguts gestatten, heiflen Put - bzw. Verkaufsoptionen.

Aus der Abbildung 5.1 kann man die vier verschiedenen Grundpositionen des
Optionsgeschift gut ablesen:

(1) Kéufer einer Call-Option,

(2) Verkéufer einer Call-Option,
(3) Kéufer einer Put-Option und
(4) Verkéaufer einer Put-Option.

Beziiglich der Ausiibungszeiten lassen sich folgende Arten unterscheiden:

e Amerikanische Optionen kénnen jederzeit wihrend ihrer Laufzeit, also an
jedem Handelstag vor der Félligkeit ausgeiibt werden.

e Europdische Optionen hingegen kénnen nur zum festgelegten Ausiibungster-
min, also zu einem festen Zeitpunkt, ausgeiibt werden.

Die néchsten Aufgaben kniipfen an das bereits Erlernte an und sollen die
Grundlagen des Optionsgeschéifts vertiefen.
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Aufgabe 5.2. Welche Annahmen miissen ein Optionskdufer und ein Options-
verkdufer tiber die Aktienkursentwicklung haben, damit das Optionsgeschift tiber-
haupt stattfindet? Beschreibe und vergleiche die beiden Standpunkte.

Der Optionskéufer hofft auf einen Anstieg des Aktienkurses, denn durch den
Erwerb der Option muss er héchstens den festgelegten Preis fiir eine Aktie zahlen.
Der Optionsverkéufer hingegen spekuliert auf einen gleichbleibenden oder sinken-
den Aktienkurs. In diesem Fall ist die Option wertlos und der Verkédufer hat den
Optionspreis eingenommen.

Im Gegensatz dazu erwartet der Kaufer einer Put-Option einen fallenden Kurs.
Durch den Erwerb der Option sichert er sich mindestens den Strike-Preis beim Ver-
kauf seiner Aktie. Der Verkéufer der Put-Option spekuliert auf steigenden oder
gleichbleibenden Aktienkurs, wodurch die Option wertlos wird. Der Verkdufer hat
somit den Optionspreis eingenommen.

Aufgabe 5.3. In der Abbildung 5.2 ist der Ablauf eines Optionsgeschdiftes am
Beispiel einer europdischen Call-Option dargestellt. Beschreibe wie dieser Vertrag
zwischen den beiden Parteien ablduft.

Opfionsverkauferin Optionskaufer
CALL
M /:1 e ‘
[ E— {
\ ) 1y ﬂ [ \/

Ausiibung Keine Ausiibung

Abbildung 5.2: Ablauf eines Optionsgeschéftes (Quelle: [2], S. 195 aus [1])

Wie schon in der Aufgabe 5.1 erarbeitet, erwirbt der Optionskéufer einer Call-
Option das Recht, eine bestimmte Menge des Basiguts, z.B.: Rohstoffe, zu einem
festgelegten Strike-Preis, zu einem spéiteren Termin zu kaufen. Fiir den Erwerb die-
ses Rechts zahlt der Kaufer der Verkéuferin den Optionspreis. Liegt der Aktienkurs
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des Basisguts zum festgelegten Zeitpunkt {iber dem Ausiibungspreis, so wird die
Option vom Optionskéufer ausgeiibt. Die Optionsverkduferin verkauft dem Opti-
onskéufer zum Ausiibungstermin das Basisgut zum festgelegten Preis. Liegt der
Aktienkurs des Basisguts unter dem Strike-Preis, macht der Optionskdufer keinen
Gebrauch von der Option, wodurch die Option verfillt. (vgl. [2], S. 193 ff.)

5.2.2 Pay-Off- und Gewinn-Verlust-Diagramme

In der Unterrichtseinheit Pay-Off und Gewinn-Verlust-Diagramme sollen die
SchiilerInnen folgendes Lehrziel erreichen:

Lehrziele

e Die SchiilerInnen sollen die Auszahlungsprofile einer Put- bzw. einer Call-
Option verstehen und im néchsten Schritt die Pay-Off und Gewinn-Verlust-
Diagramme selbst erstellen kénnen.

Zuerst werden gemeinsam mit den SchiilerInnen die wichtigsten Grundbegriffe von
Optionen wiederholt und somit gefestigt. AnschlieBend wird in einem SchiilerIn-
nen - LehrerInnen Gesprich geklart, fiir welche Zeitpunkte bereits ohne weitere
Kenntnisse ein fairer Preis fiir die Option festgelegt und wie dieser Preis bestimmt
werden kann. Eventuell konnen dies die SchiilerInnen schon beantworten, andern-
falls muss genauer darauf eingegangen werden, wozu die néichste Aufgabe gedacht
ist.

Es gibt genau einen derartigen Zeitpunkt, fiir den bereits ein fairer Preis be-
rechnet werden kann, ndmlich zum Zeitpunkt der letztmoglichen Ausiibung, also
zum Verfallstermin.

Aufgabe 5.4. Der Preis einer Option zum Verfallstermin t = T hidngt vom

Austibungspreis K und vom Aktienkurs St des Basisguts zu diesem Zeitpunkt

ab. Nimm an, dass du fir die Option genau so viel zahlen mdchtest, wie sie in

diesem Moment noch wert ist, dann gilt fir den Preis Ct einer Call-Option zum
Zeitpunkt T ':

St — K falls Sp > K,

Cr = { 0 falls Sy < K. (5.1)

Der Preis Pr einer Put-Option zum Verfallstermin lisst sich mit diesem Pay-
Off folgendermafien darstellen:

>
PTZ{ 0 falls St > K,

K —Sp falls Sy < K. (5.2)

Begriinde diese beiden Formeln und ermittle die Werte des Pay-Offs der Optionen.
Yovgl. [2], S. 196 f.)

'Fiir diesen Abschnitt wird eine andere Notation gewiihlt.
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Als Ergebnis von den SchiilerInnen kénnte man sich erwarten:

Begriindung fiir das Auszahlungsprofil einer Call-Option:

Der Optionskdufer wird die Option ausiiben, wenn sich der Kurs der Aktie St
zum Zeitpunkt T iiber dem Strike-Preis K befindet. Der Investor der Call-Option
kauft eine Aktie zum festgelegten Preis K und verkauft diese sofort zum aktuellen
Aktienkurs St am Markt wieder. Sein Gewinn betrigt ST — K. Die Option ist
wertlos, wenn der Kurs der Aktie unter dem Strike-Preis fallt.

Begriindung fiir das Auszahlungsprofil einer Put-Option:

In diesem Fall iibt der K&ufer die Option aus, wenn sich der Kurs der Aktie St
zum Zeitpunkt T unter dem Strike-Preis K befindet. Der Investor verkauft eine
Aktie zum festgelegten Preis K und kauft sofort eine Aktie zum aktuellen Kurs
S7. Er nimmt also K — Sp ein. Die Option ist wertlos, wenn sich der Kurs der
Aktie iiber dem Ausiibungspreis befindet.

Das Pay-Off der Optionen kann die Werte S — K, 0, und K — Sp annehmen.

Den SchiilerInnen soll durch diese Aufgabe bewusst werden, dass Cr bzw. Pr
zum Zeipunkt ¢ = 0 zufillig sind, da der zugrunde liegende Aktienkursverlauf
zufallig ist.

Um dies besser zu veranschaulichen, werden als néichstes die Pay-Off - und Gewinn-
Verlust-Diagramme besprochen und gleich anhand der néichsten Aufgabe erarbei-
tet.

Aufgabe 5.5. Gegeben ist eine Call-Option auf Facebook-Aktien mit dem Strike-
Preis von 25 € und einem Verfallsdatum im September 2013. Am 15.05.2013
betrug der Preis der Option 11 €.

(a) Der Preis Cr einer Call-Option zum Ausibungszeitpunkt t = T hingt vom
Kurs der Aktie St ab. Erstelle dazu eine Grafik. Diese graphische Darstel-
lung bezeichnet man als Pay-Off-Diagramm.

(b) Wird der Optionspreis vom Pay-Off abgezogen, dann erhdlt man den Gewinn
bzw. Verlust fiir den Optionskiufer/ Optionsverkiufer. In diesen Diagram-
men wird der Gewinn bzw. der Verlust in Abhdngigkeit vom Aktienkurs St
dargestellt. Zeichne das Gewinn- Verlust-Diagramm fiir diese Option, sowohl
aus Sicht des Kdufers, als auch als Sicht des Verkdufers.

(c) Bewerte die Chancen und Risiken eines Optionsgeschifts.

Als Ergebnis sollten die SchiilerInnen die drei Grafiken gezeichnet haben und
die verschiedenen Chancen und Risiken eines Optionsgeschifts analysiert haben.
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Die Abbildung 5.3 stellt das gesuchte Pay-Off-Diagramm dar. Das Gewinn-
Verlust-Diagramm mit den unterschiedlichen Ansichten ist in der Abbildung 5.4
dargstellt. Anhand dieser Graphen soll den SchiilerInnen erméglicht werden, die
Verluste und Gewinne des Optionsgeschéfts besser zu verstehen.
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Abbildung 5.3: Pay-Off-Diagramm einer Call-Option (Quelle: [2], S. 198)

Die Gewinn-Verlust-Diagramme zeigen die Risiken und Gewinnmdglichkeiten
der am Optionsgeschéift beteiligten Parteien auf. Die moglichen Verluste sind auf
Seiten des Optionsverkdufers unbeschriankt, wihrend der Optionskéufer maximal
den Optionspreis verliert. Die moglichen Gewinne hingegen sind fiir den Opti-
onskéufer unbeschrankt, wiahrend der Optionsverkédufer maximal den Optionspreis
einnehmen kann.

Da Optionsverkdufe hohe Risiken mit sich fithren, treten als Optionsverkdufer
vor allem Institutionen auf, die iiber grofle finanzielle Mittel verfiigen, wie z.B.:
Banken und Versicherungen. (siehe [2], S. 198)
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Abbildung 5.4: Gewinn-Verlust-Diagramm einer Call-Option aus Sicht (a) des
Kéufers und (b) aus Sicht des Verkdufers (Quelle: [2], S. 198)
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Das Kapitel kann fiir den Unterricht noch ausgebaut werden, anhand von Auf-
gaben fiir Put-Optionen und Kombinationsmdoglichkeiten von Optionen.
(vgl. [2], S. 196 ff.)

5.2.3 Erwartungswert- und No-Arbitrage-Prinzip

In dieser Unterrichtssequenz soll der ’faire’ Preis fiir eine Option im Mittelpunkt
stehen. Mit den SchiilerInnen soll gemeinsam erarbeitet werden, ob es einen Preis
einer Option gibt, mit dem sowohl der Ké&ufer als auch der Verkédufer der Op-
tion zufrieden sind. Des Weiteren sollen die SchiilerInnen den Optionswert zum
Zeitpunkt des Kaufes bestimmen konnen.

Lehrziele

Diese Unterrichtseinheit ’Erwartungswert- und No-Arbitrage-Prinzip’ ist so kon-
zipiert, dass die SchiilerInnen folgende Lehrziele erreichen sollen.

e Die SchiilerInnen sollen die verschiedenen Einflussfaktoren fiir den Preis ei-
ner Call-Option bzw. einer Put-Option beschreiben kénnen.

e Die SchiilerInnen sollen ’Arbitrage’ interpretieren und das Entstehen von
Arbitragemdglichkeiten bei falschem Optionspreis analysieren kénnen.

e Die SchiilerInnen sollen Anlagestrategien kennen lernen.

e Die SchiilerInnen sollen dass No-Arbitrage-Prinzip als Schliissel fiir den rich-
tigen Optionspreis verstehen und erklidren kénnen.

Ein Unterrichtseinstieg fiir dieses Kapitel konnte mit folgender Aufgabe begin-
nen:

Aufgabe 5.6. Analysiere die unterschiedlichen Faktoren, die den Preis von Op-
tionen beeinflussen konnen. Gehe dabei sowohl auf Call- als auch auf Put-Optionen
emn.

Diese Aufgabe soll eine Diskussion erdffnen und gemeinsam mit der Lehrperson
und den SchiilerInnen erarbeitet werden. Als Ergebnis sollten die SchiilerInnen zu
diesen Uberlegungen kommen.

Einflussfaktor | Preis Cr einer Call-Option | Preis Pp einer Put-Option

Ausiibungspreis K steigt sinkt steigt

Aktienkurs St sinkt sinkt steigt

Abbildung 5.5: Einflussgréfien des Optionspreises bei einer sich &ndernden Grofle,
(Quelle: 2], S. 201)
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Steigt der Ausiibungspreis, so mindert dies die Chance, dass der Aktienkurs
den Strike-Preis tibersteigt. Aus Sicht des Kaufers wird die Chance auch geringer,
dass die entsprechende Call-Option ausgeiibt wird. Dies beeinflusst auch den Preis
der Option, er sinkt néamlich.

Sinkt der Aktienkurs, so ist die Chance gering, dass der Kurs der Aktie den Strike-
Preis iibersteigt. Damit fillt der Preis der Call-Option, wihrend der Preis der
Put-Option steigt.

Haben die SchiilerInnen die verschiedenen Einflussfaktoren des Optionspreises er-
fasst, kann nun zur Entwicklung eines ersten Modells zur Bestimmung von Op-
tionspreisen iibergegangen werden. Zunéchst wird den SchiilerInnen die folgende
Option anhand eines Beispiels vorgestellt.

Beispiel 5.2. Betrachte eine Call-Option auf eine beliebige Aktie mit einem Strike-
Preis von K = 110 € und einer Ausiibungsfrist von einem Monat. Der heutige
Aktienkurs liegt bei 100 €. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Kurs der Aktie steigt,
liegt bei p = 0,6 und die Wahrscheinlichkeit fiir einen sinkenden Aktienkurs be-
tragt somit ¢ = 0,4. Der erwartete Aktienkursverlauf und der Wert der Option
zum Zeitpunkt der Ausiibung ist in der ndchsten Abbildung dargstellt.

Sr=130€,Cr =20 €

Sy =80€,0r=0€

Abbildung 5.6: Modell fiir eine Kursentwicklung einer Aktie (Quelle: [2], S. 202)

Die SchiilerInnen werden nun aufgefordert mit ihrem Sitznachbarn bzw. ihrer
Sitznachbarin einen ’fairen’ Preis fiir diese vorgestellte Option zu schétzen. Es wird
von ihnen nicht erwartet, dass sie einen korrekten Preis ausrechnen. Vermutlich
werden manche SchiilerInnen den erwarteten Wert der Option Cr zum Zeitpunkt
der Ausiibung berechnen und fassen diesen Wert als fairen Preis auf. Das Ergebnis
fiir den Erwartungswert wére:

E=0,6x20€+0,4x0€=12¢€.

Dieses Ergebnis, unter Nutzung des sogenannten Erwartungswertprinzips ent-
wickelte Modell zur Bestimmung eines Optionspreises, soll darauthin hinterfragt
werden und der Begriff Arbitrage daraus entwickelt werden.

Bei dieser Diskussion kann an das Vorwissen der SchiilerInnen angekniipft werden.
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Sie wissen bereits, dass Verkdufer und Kaufer von Optionen verschiedene Erwar-
tungen vom Kursverlauf der zugrunde liegenden Aktien haben. Somit kénnen die
SchiilerInnen daraus folgern, dass es schwierig ist, eine 'faire’ Wahrscheinlichkeit
fiir das Steigen bzw. Sinken des Aktienkurses anzugeben.

Der Kéufer der Option wird voraussichtlich steigende Aktienkurse mit einer gréfie-
ren Wahrscheinlichkeit bewerten, als der Optionsverkdufer. Ein Optionspreismo-
dell, in das Wahrscheinlichkeiten fiir Aktienkurséinderungen eingehen, wiirde daher
sicherlich nicht akzeptiert werden. Den SchiilerInnen soll anschaulich gemacht wer-
den, dass die Integration von Wahrscheinlichkeiten als kritisch betrachtet werden
soll.

Ein weiterer wichtiger Aspekt, den die SchiilerInnen bisher nicht wissen kénnen
ist, dass durch das Erwartungswertprinzip die Moglichkeit fiir einen risikolosen
Gewinn, auch Arbitrage genannt, entsteht.

Dieser, fiir die SchiilerInnen neue Begriff, soll anhand der néchsten Aufgabe néher
beschrieben und erarbeitet werden.

Aufgabe 5.7. Betrachte erneut die Call-Option wie im Beispiel 5.2. Der Strike-
Preis liegt bei 110 €. Der Aktienkurs zum Zeitpunkt t = 0 betrigt 100 €. Nach
einem Monat kann die Aktie den Wert von 130 € oder den Wert von 80 €
besitzen.

Behauptung:

8 € ist der einzig wahre Preis fiir die Option. Fir alle anderen Preise hat der
Investor die Chance, durch eine geschickte Anlagestrategie, ohne den Finsatz eines
eigenen Kapitals einen risikolosen Gewinn, auch Arbitrage genannt, zu erlangen.
Wire der Optionspreis Cy grifier als 8 €, dann kénnte der

Optionskdufer die in der ndchsten Tabelle dargestellte Strategie fahren.

(a) Beschreibe die Anlagestrategie aus Sicht des Verkdufers fiir den Fall, dass
der Optionspreis grifier ist als 8€. Welche Annahmen miissen fiir einen
idealen Markt getroffen werden? Ermittle diese.

(b) Fiir den Fall Cy < 8 € sollst du zeigen, dass es eine geeignete Anlagestrategie
fiir einen risikolosen Gewinn gibt. Beachte, dass kein eigenes Kapital ein-
gesetzt werden muss und dass nach dem Handel die urspriingliche Situation
wieder gegeben ist. (vgl. [2], S.203)

In der Abbildung 5.7 ist die Anlagestrategie aus Sicht des Verkéufers einer
Call-Option zu sehen.
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Zeitpunkt des Optionsverkaufs

Aktion Geldfluss (€)
verkaufe Call-Option + Co
nehme Kredit auf + 32,00
kaufe 0,4 Aktien - 40,00
Bilanz Cy— 8,00

Zeitpunkt der Ausiibung

falls ST = €130,00 falls S = €80,00

Aktion Geldfluss (€) Aktion Geldfluss (€)
leihe 0,6 Aktien 0,00

bediene Option (verkaufe 1 Aktie) + 110,00 Option wertlos 0,00
tilge Kredit — 32,00 tilge Kredit — 32,00
kaufe 0,6 Aktien — 78,00 verkaufe 0,4 Aktien + 32,00
gebe 0,6 Aktien zuriick 0,00

Bilanz 0,00 Bilanz 0,00

Abbildung 5.7: Moglichkeit fiir einen risikolosen Gewinn bei einem falschen Opti-
onspreis (Quelle: [2], S. 203)

Der Investor verkauft die Option fiir einen Preis von Cy > 8 €, nimmt einen
Kredit in H6he von 32 € auf und kauft davon 0,4 Aktien. Daraus ergibt sich in
der Bilanz: Cy — 8 €, ohne eigenes Kapital verwendet zu haben.

Zum Zeitpunkt der Ausiibung kénnen zwei Fille betrachtet werden:

1. Ist der Kurs der Aktie auf 130 € gestiegen, so wird die Option vom Ké&ufer
ausgeiibt. Der Verk#ufer leiht sich 0,6 Aktien aus und verkauft wiederum
eine Aktie an den Optionskdufer. Er hat somit einen Gewinn von 110 € und
kann so seinen Kredit tilgen. Er kauft sich 0,6 Aktien und gibt diese an den
"Aktienverleiher’ zuriick.

2. Bei diesem Fall ist der Kurs der Aktie auf 80 € gefallen und die Option ist
wertlos. Der Optionsverkaufer tilgt seinen Kredit, indem er die zum Zeit-
punkt des Optionsverkaufs gekauften 0,4 Aktien wieder verkauft.

In beiden Féllen ist durch das Geschéft des Verkdufers die Ausgangsituation zum
Ausiibungszeitpunkt wieder gegeben, ohne dass der Verkidufer eigenes Kaptital
einsetzt. Szenarienunabhingig kommt es zu einem Gewinn in Hohe von Cy — 8 €
durch den falschen Optionspreis von Cp > 8 €. (vgl. [2], S. 204)

Die Annahmen eines idealen Finanzmarkts wurden bereits im Kapitel der Op-
tionen in 4.4.1 beschrieben. Im Unterricht sollen diese genau erlautert werden.

In der Aufgabe 5.7 wurde die Anlagestrategie aus Sicht des Verkéufers beschrie-
ben, doch wie sieht eine geeignete Anlagestratgie aus Sicht des Optionskéufers fiir
den Fall Cy < 8 € aus?
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Der Investor kauft eine Option zum Preis Cp, vergibt gleichzeitig einen Kredit
in Hohe von 32 € und verkauft 0,4 Aktien. Aus der Bilanz ergibt sich ein Gewinn
in Hohe von 8 € — (. Hier kann man wieder zwei Félle unterscheiden:

(1) Ist der Kurs der Aktie auf 130 € gestiegen, so wird auch in diesem Fall
die Option ausgeiibt. Der Optionskaufer kauft eine Aktie fiir 110 €, gleich-
zeitig erhilt er seinen Kredit zuriick und verkauft 0,6 Aktien, womit die
urspriingliche Situation wieder gegeben ist.

(2) Ist der Kurs der Aktie auf 80 € gefallen, so ist die Option wertlos. Der
Investor bekommt seinen Kredit zuriick, kauft 0,4 Aktien und stellt damit
wieder die Ausgangssituation her.

Szenarienunabhéngig kommt es zu einem Gewinn in Héhe von 8 € — Cj, ohne
dass der Kaufer eigenes Kapital eingesetzt hat. In der Abbildung 5.8 sind diese
Szenarien zusammengefasst und dargestellt.

Zeitpunkt des Optionskaufs

Aktion Geldfluss (€)
kaufe Call-Option - Cy
vergebe Kredit — 32,00
verkaufe 0,4 Aktien 40,00
Bilanz 8,00 — Cy

Zeitpunkt der Ausiibung

falls S = €130, 00

falls S = €80, 00

Aktion Geldfluss (€) Aktion Geldfluss (€)
iibe Option aus (kaufe 1 Aktie) — 110,00 Option wertlos 0,00
erhalte Kredit zuriick + 32,00 erhalte Kredit zuriick + 32,00
verkaufe 0,6 Aktien + 78,00 kaufe 0,4 Aktien — 32,00
gesamt 0,00 Bilanz 0,00

Abbildung 5.8: Weitere Moglichkeit fiir einen risikolosen Gewinn bei einem falschen
Optionspreis (Quelle: [2], S. 205)

Wegen dieser Uberlegungen sollen die SchiilerInnen auf folgendes Ergebnis
kommen:
Wire Cy # 8 €, so konnte der Anleger mit einer geeigneten Anlagestrategie einen
risikolosen Gewinn erzielen. Durch eine geschickte Skalierung kénnen hohe Gewin-
ne eingenommen werden, ohne auch nur das geringste Risiko einzugehen. Folglich
ist Cp = 8 € der einzig faire Preis.
Aufgrund der Arbitragemoglichkeiten ist das Erwartungswert-Prinzip kein pas-
sendes Modell zur Bestimmung eines fairen Optionspreises und in dem néchsten
Modell sollte es keine Arbitragemoglichkeiten geben.
Anhand des néchsten Beispiels kann eine Arbitragemoglichkeit den SchiilerInnen
besser veranschaulicht werden.
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Beispiel 5.3. Fine Aktie in London hat einen aktuellen Kurs von 30 € und in
Wien einen von 25 €. Da du ein geschickter Geschdiftsmann beziehungsweise eine
geschickte Geschdiftsdame bist, kaufst du in Wien die Aktien und verkaufst sie in
London wieder. Pro Aktie machst du einen risikolosen Gewinn in der Héhe von 5
€. Aber aufgrund der Transparenz der realen Mdrkte gibt es diese Moglichkeiten
zum risikolosen Gewinn nicht beziehungsweise nicht lange. Die Nachfrage nach
den billigeren Aktien wiirde steigen, im Gegenzug dazu werden die teureren Aktien
weniger nachgefragt. Da die Preisbildung von Aktien durch das Prinzip ’Angebot
und Nachfrage’ geregelt wird, verschwindet die Arbitragemdglichkeit wieder.

(vgl. [2], S. 206)

Damit ist das so genannte No-Arbitrage-Prinzip der Schliissel zur ’richtigen’
Bewertung von Optionen und es kann mit der néchsten Unterrichtssequenz fort-
gesetzt werden. (vgl. [2], S. 201 ff.)

5.2.4 Einperiodenmodell zur Bestimmung des Optionspreises

In dieser Unterrichtseinheit steht die Anwendung des No-Arbitrage-Prinzips zur
Berechnung des Optionspreises im Mittelpunkt. Mit den SchiilerInnen soll der Ber-
griff Arbitrage nochmals vertieft werden und die Schlussfolgerungen aus dem No-
Arbitrage-Prinzip anhand von Beispielen und Aufgaben den SchiilerInnen n#her
gebracht werden.

Lehrziele

Bei diesem Modul sollen die SchiilerInnen die Moglichkeit haben, folgende Lehr-
ziele zu erreichen.

e Die SchiilerInnen sollen den Begriff Arbitrage interpretieren kénnen.

e Die SchiilerInnen sollen ihre Uberlegungen aus dem No-Arbitrage-Prinzip
zur Berechnung des Optionspreises sowohl fiir Call- als auch fiir Put-Optionen
anwenden konnen.

Das No-Arbitrage-Prinzip bildet die Grundlage, einen ’fairen’ Preis fiir die Op-
tion zu berechnen. Der Grundgedanke fiir die Berechnung folgt dabei unmittelbar
aus dem No-Arbitrage-Prinzip und dessen Schlussfolgerung. Dieser wére:

Es ist zu jedem Zeipunkt und bei jedem Aktienkurs mdglich, ein Portfolio aus a
Aktien und Geld in Hohe von b zusammenzustellen, das die gleiche Wertentwick-
lung wie die Option aufweist.

Wie ist der obige Satz zu interpretieren?

Ein Portfolio soll erzeugt werden, indem der Wert zum Zeitpunkt ¢ = T" dem Op-
tionspreis C'r entspricht. Aus den Schlussfolgerungen des No-Arbitrage-Prinzips
stimmt der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit den Optionspreis C
iiberein.
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Aufgabe 5.8. Uberpriife den Optionspreis aus der Aufgabe 5.7, der 8 € betrug.
Es ist eine Call-Option mit den Strikepreis K = 110 € und dem folgenden Verlauf
gegeben.

St =130 €,Cr =20 €

100 €

Sr=80€,Cr=0%€

Abbildung 5.9: Weiteres Modell fiir eine Kursentwicklung einer Aktie (Quelle: [2],
S. 207)

(a) Erstelle ein Portfolio, das der gleichen Wertentwicklung wie der Option ent-
spricht, unabhingig davon, ob der Kurs der Aktie fillt oder steigt.

(b) Bestimme die Anzahl der in diesem Portfolio erhaltenen Aktien und die Héhe
des Geldbetrages.

(c) Bei dieser Aufgabe liegt der Preis der Option bei Cy = 8 €. Beweise diese
Aussage.

(d) Berechne den Preis der Option unter der Annahme, dass der Zinssatz, mit
dem das Geld angelegt wurde, 3% pro Periode betrigt. Welche Annahme fiir
einen idealen Markt muss hier getroffen werden?

Als Ergebnis sollten die SchiilerInnen folgendes présentieren:

Das Portfolio soll zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus a Aktien und einen Geldbetrag in
Hohe von b bestehen. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt 7" soll dem Wert
der Option zum selben Zeitpunkt entsprechen, unabhéngig von der Kursentwick-
lung der Aktie. Die SchiilerInnen sollten alleine auf das néichste Gleichungssystem
kommen:

130a + b = 20,

80a +b=0.

Dieses Gleichungssystem hat die Losung (a;b) = (0,4; —32). Das Ergebnis ist so
zu interpretieren, dass der Optionskaufer sich 0,4 Aktien kaufen und sich 32 €
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ausleihen muss. Dieses Portfolio hat zum Zeitpunkt 7" den gleichen Wert wie die
Option. Nach dem No-Arbitrage-Prinzip hat dieses Portfolio auch zum Zeitpunkt
t = 0 den gleichen Wert wie die Option. Somit folgt

Co=aSp+b

Der Preis der Option betrégt also Cy = 8 €.
Unter Einbeziehung des Zinssatzes sollten die SchiilerInnen folgendes Gleichungs-
system aufstellen:

130a + 1,03b = 20,

80a + 1,03b = 0.

Die Losung des Gleichungssystems lautet: (a;b) = (0,4; —31,07). Hier liegt der
Preis der Option bei Cy = 8,93 €. Eine Annahme fiir einen perfekten Finanz-
markt bezieht sich auf eine konstante Verzinsung.

Den SchiilerInnen soll bewusst werden, dass bei diesem Ansatz die Wahrschein-
lichkeiten p und 1 — p der Kursentwicklung der Aktie nicht in den Optionspreis
einflieBen. Dies ist ein entscheidender Vorteil des No-Arbitrage-Prinzips. Um die-
sen Ansatz weiter zu vertiefen, ist die nichste Aufgabe gedacht, die die Berechnung
des Preises einer Put-Option zum Ziel hat.

Aufgabe 5.9. Betrachte eine Put-Option mit einem Strike-Preis von K = 75 €,
einem Aktienkurs in Hohe von 80 € und einem Austibungstermin in einem Monat.
Nach einem Monat ist einer der beiden Fdlle eingetreten:

(a) Der Aktienkurs ist auf 85 € gestiegen oder
(b) der Kurs der Aktie ist auf 65 € gefallen.

Berechne den Optionspreis fiir diese Option bei einem Monatszinssatz von 0,3%
mit Beriicksichtigung des No-Arbitrage- Prinzips.

Die SchiilerInnen sollten diese Aufgabe wie folgt 16sen:

Wie schon beschrieben sind zwei Fille des Aktienkursverlaufes moglich. Im ersten
Fall, wo der Kurs der Aktie auf 85 € gestiegen ist, iibt der Optionskiufer die
Option nicht aus. Im zweiten Fall hingegen, wo der Kurs auf 65 € gesunken ist,
wird die Option ausgeiibt. Der Optionskaufer wird die Aktie in der Hohe von 75
€ verkaufen. In diesem Fall ist die Option 10 € wert.

Aus diesen Informationen ist nun ein Portfolio (Aktien; Geld) = (a;b) zu konstru-
ieren, dessen Wert, unabhéngig von der Aktienkursentwicklung, dem Wert der
Option entspricht. Das nichste Gleichungssystem fasst die Uberlegungen zusam-
men:

85a + 1,003b = 0,

65a + 1,003b = 10.
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Dieses Gleichungssystem hat die Losung (a;b) = (—0,5;42,37). Zum Zeitpunkt T
ist das Portfolio genauso viel wert wie die Put-Option. Nach dem No-Arbitrage-
Prinzip hat dieses Portfolio auch zur Zeit ¢ = 0 den gleichen Wert Py wie die
Put-Option. Es gilt

PO = aSo +b.

Mit Sy = 80 € liegt der Preis der Put-Option bei Py = 2,37 €.
(vgl. [2], S. 207 ff.)
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Zusammenfassung

Der Begriff 'Martingal’ bezeichnete bereits im 18. Jahrhundert eine Strategie
im Gliicksspiel. Die Martingaltheorie wird oft in der Finanzmathematik verwen-
det, die sich unter anderem mit der Bestimmung fairer Preise fiir Finanzgiiter
beschéftigt. Wegen ihrer besonderen Eigenschaften bilden Martingale eine geeig-
nete Basis fiir die Untersuchung von Spielsystemen und sie spielen zusétzlich eine
wichtige Rolle fiir die Optionspreistheorie. Diese Arbeit widmet sich der Opti-
onsbewertung anhand der Konstruktion eines Binomial-Baumes und der risiko-
neutralen Bewertung. Des Weiteren wird ein einfaches Preismodell fiir Optionen
eingefiihrt, unter Verwendung des Mafiwechsels und dem Theorem von Girsanov.
Ziel dieser Arbeit ist es, die komplexe Finanzmathematik beziehungsweise den Be-
reich der Optionstheorie in einen anwendungsbezogenen Mathematikunterricht zu
integrieren.

Abstract

The term 'martingale’ has already been used for gambling in the 18th century.
The ;martingale theory’ is often used in financial mathematics and helps to de-
termine fair prices for financial goods. Because of their extraordinary features
martingales offer a suitable foundation for the investigation of game systems and
play an essential role in the option pricing theory. This paper focuses on the as-
sessment of options based on the construction of a binomial tree and a risk neutral
valuation. Furthermore, a simple pricing model for options is introduced based on
the application of the change of measure and the theorem of Girsanov. The aim
of this paper is to integrate the complex branch of financial mathematics, more
respectively the field of option theory in an application-oriented mathematical
education.
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