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Abstract

Diese Arbeit setzt sich mit dem Thema der Integralsitze in der Analysis auseinander. Sie
beschiftigt sich mit Spezialfillen des allgemeinen Satzes von Stokes. Es werden der Inte-
gralsatz von GauB im R?, der Integralsatz von GauBl im R> und der Integralsatz von Stokes
niher beschrieben. Zu Beginn der Arbeit werden mathematische Inhalte aufgearbeitet, die zum
Verstindnis der Integralsitze beitragen. Diese werden mithilfe von Beispielen und Graphiken
illustriert. Anschlieend werden die Integralsitze definiert und unterschiedliche Versionen der
Sitze erldutert und deren Vorteile geschildert. Weiteres beschreibt diese Arbeit praktische An-
wendungen dieser Sétze im Bereich der Physik. Explizit wird auf die Maxwell-Gleichungen

eingegangen.
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1 Einleitung

Einer der bekanntesten Mathematiker ist Carl Friedrich Gaul}. Beinahe jeder kennt die Ge-
schichte, als er von seinem Lehrer aufgefordert wurde die Zahlen von 1-100 zu addieren und
Gauf} diese Aufgabe nach kurzer Zeit gelost hatte. Gaull hat aber auch andere wichtige Bei-
trige zur Mathematik geleistet, so auch zum Thema Integralsitze. Ich habe mich in meiner
Arbeit sowohl mit dem Integralsatz von Gauf} in der Ebenen, dem Integralsatz von Gaufl im
Raum, als auch mit dem Stokesschen Integralsatz im Raum beschiftigt.

Die Integralsitze erleichtern bei komplizierten Integralen zum Teil den Rechenaufwand, oder
machen manche Integrale {iberhaupt erst 16sbar. Das Ziel meiner Arbeit ist es unter anderem,
die Mathematik, welche man fiir die besagten Integralsidtze benotigt zu erkliren und anhand
von ausgewihlten Beispielen verstindlich zu machen. Aulerdem mochte ich auf diese drei
Sitze eingehen und zeigen, wie das Berechnen von Integralen durch sie vereinfacht wird.
Bevor ich mich in meiner Arbeit mit Integralsitzen beschiftige, werden noch einige Begriffe,
welche fiir das Thema wichtig sind erkldrt und definiert. Dies soll dabei helfen, den Hauptteil
der Arbeit besser zu verstehen und die darin vorkommenden Begriffe zu wiederholen bzw.
kennen zu lernen falls sie noch nicht bekannt sind.

Zu Beginn werde ich auf die Eigenschaften von Skalarfeldern und Vektorfeldern eingehen, so-
wie auf den Begriff des Gradienten und der Richtungsableitung. Danach wird die Bogenlinge
einer Kurve und deren Parametrisierung erklért. Nachdem ich auch den Begirff des Kurvenin-
tegrals erldutert habe, werde ich noch auf die Divergenz und die Rotation von Vektorfeldern
eingehen. Bevor ich dann mit dem eigentlichen Thema meiner Arbeit, den Integralsitzen be-
ginnen werde, wird noch erklirt, was ein Gradientenfeld ist.

Im Hauptteil der Arbeit werden dann die folgenden drei Integralsitze vorgestellt und analy-

siert:
e Integralsatz von GauB in der Ebene
e Integralsatz von Gauf} in drei Dimensionen
e Integralsatz von Stokes im Raum.

Die Vorteile dieser Sédtze werden vor allem an Rechenbeispielen demonstriert und veranschau-
licht.
Am Ende dieser Arbeit werde ich noch einen Einblick in ein Gebiet der Physik geben, indem

die Integralsitze praktische Anwendungen finden.



2 Grundlagen

Im folgenden Kapitel werden einige Begriffe, welche man spiter fiir die Integralsédtze benotigt,
definiert und erklirt. Dies soll dabei helfen, die Integralsitze besser zu verstehen und darin
vorkommende Begriffe zu wiederholen bzw. kennen zu lernen falls sie noch nicht bekannt

sind.

2.1 Skalar- und Vektorfelder

In der reellen Analysis beschéftigt man sich mit reellen Funktionen f : R — R. Dies ist in den
Anwendungen zu wenig und deshalb beschiftigt man sich in der mehrdimensionalen Analysis
mit Funktionen f : R” O X — R, wobei X nicht leer ist. Man hat also einen Punkt im R” und
bekommt einen Punkt im R”, und ein Punkt im R ist ein Vektor.!

Ziel ist es mithilfe von Vektoren Kurven, wie beispielsweise einen Kreis in der Ebene oder
eine Schraubenlinie im Raum, zu beschreiben. Der Vektorpfeil, mit welchem man die Kurve
beschreiben mochte, geht vom Ursprung des Koordinatensystems weg. Seine Spitze 1duft dann
entlang der Kurve.?

Eine Kurve ist nichts anderes als eine eindimensionale Menge von Punkten. Da die Position
eines Punktes im Koordinatensystem durch seinen Ortsvektor gegeben ist, kann eine Kurve
durch eine Menge von Ortsvektoren beschreiben werden. Auf dieser Menge bewegt man sich
mit Hilfe eines Parameters.’

Dies funktioniert nicht nur fiir Kurven, sondern auch fiir Flichen. Man ldsst einfach die Spitze

eines Vektorpfeiles entlang einer Fliche laufen.

Beispiel 1 (Windstromung). Man ordnet jedem Punkt p iiber Osterreich, sagen wir bis zu einer
Hdéhe von 8km, eine Windgeschwindigkeit v(p) zu. v(p) ist ein Vektor im R? dessen Richtung
die Windrichtung angibt. Seine Linge ||v(p)|| gibt die Geschwindigkeit in m/s an. Also kann

man schreiben:

v:iRPCO— R
v(p) ist also die Windgeschwindigkeit in p und wir bekommen als Ergebnis drei Zahlen. *

Das eben angefiihrte Beispiel ist ein Beispiel fiir ein Skalarfeld.

Definition 1. Ein Skalarfeld f ist eine Funktion, die jedem Raumpunkt bzw. dem zugehorigen

Ortsvektor eine Zahl zuordnet, also

lvgl. Kirchgessner/Schreck 2013: 15
Zvgl. ebd.: 20
3vgl. ebd.: 33
4vgl. Steinbauer 2013, Link[1], S.118



fiFER"—» f(F)eR?

Man kann als Beispiel auch die Temperatur in einem Pool nehmen. Jedem Punkt im Raum,

also in diesem Beispiel im Pool, wird ein Skalar zugeordnet.

Man betrachte nochmals die Funktion f: R" D X — RP|n,p > 1.

Es gibt nun drei Fille zu unterscheiden:

(1) Wenn gilt, dass n =1 und p = 2 spricht man von Ebenen und Kurven. Das sind Funktio-
nen der Form r : R C X — R”. Diese Ebenen und Kurven kann man veranschaulichen,
indem man ihr Bild 7(X) € R? zeichnet.

Beispiel 2. 7(r) =r (COS((;))) .t €10,27] 6.

- T —

Abbildung 1: Kreis aus Bsp.2

Falls p = 3, dann spricht man von Raumkurven.

SKirchgassner &Schreck 2013, S.33
bvgl. Steinbauer 2013, Link[1], S.123



cos(t)
Beispiel 3. 7#(t) = r | sin(r) |,z €[0,27] 7.

Abbildung 2: Schraubenlinie aus Bsp.3

(ii) Wennn=2und p =1, also f: R?> D X — R, kann der Graph von f : G(f) = (x,y, f(x,))|(x,y) € X
als Landschaft oder Relief aufgefasst werden.

Beispiel 4. f: (—m,m) x (—7n,7) — R und f(x,y) = sin(x) cos(x)

7vgl. Steinbauer 2013, S.124
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Abbildung 3: Landschaft aus Bsp.4

Da in unserem Fall n = 2, also groBer als 1 ist, kann man die partiellen Funktionen von
f betrachten:

(1) x = f(x,0) = sin(x) cos(0) = sin(x)

2) x= f(x,7/2) = sin(x) cos(/2) = 0

(3) y— f(7/2,y) =sin(0)cos(y) =0

@)y f(m/2,y) = sin(n/2)cos(y) = cos(y) ®

(ii1) Im Fall von n = p spricht man von Vektorfeldern. 9

Definition 2. Ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt im Raum bzw. jedem zugehorigen Orts-

vektor einen Vektor zu. 1°

8vgl. Steinbauer 2013, S.123
vgl. ebd. S.123
10yg]. Kirchgassner & Schreck 2013, S.35
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Abbildung 4: H 6henschnittlinien der Landschaft aus Bsp.4

Wenn das Vektorfeld zwei- oder dreidimensional ist, also n = p = 2 oder n = p = 3, kann

man sich den Vektor v(x) als einen am Punkt x des Raumes angehefteten Pfeil vorstellen.

- _ ) Wl =i
Beispiel 5. v:[—1,1] x [-1,1] = R {.{rvéhﬁ-ﬂ.&:
(_x7y)—><_y> {.{.{rg-_:«.-.&\‘

) d & £ v +H- = 8 X X

_ $ 4+ ¢ ¢ -1 2511
V(OQO)_ O) II*II£_|2I£II_L‘III~JI;[I‘III|IIIfI|2IfIItII
0 YVy sy e 2 B

v(1,0) = 1) YY S wywla a2 g
5 WYY AR

v(0,1) = Q” NN S AR

Abbildung 5: Vektorfeld v : [—1,1] x

. . . _ _ E— 3
Beispiel 6. w : [—1,1] x [-1,1] x [-1,1] = R [—1,1] — R?

w(x,y,2) = (x,y,2)

ygl. Steinbauer 2013, Link[1], S.126
12ygl. ebd. S.126
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Das ist das sogenannte Positionsvektorfeld. In jedem Punkt (x,y, z) wird ein Vektor angehéngt.

Jeder dieser Vektoren zeigt vom Ursprung (0,0,0) weg und hat die Lénge || (x,y,2)]| .

Abbildung 6: Positionsvektorfeld w

Wenn man nochmals an das Pool-Beispiel von vorhin denken, dann beschreibt das Vektorfeld

die Wasserbewegung. Es wird also jedem Punkt im Pool ein Vektor zugeordnet. '3

3ygl. Steinbauer 2013, Link [1], S.126

13



2.2 Partielle Ableitungen

Um zu untersuchen ob ein Skalar- oder Vektorfeld differenzierbar, ist benotigt man die soge-
nannte partielle Ableitung.

Definition 3. Sei X CR" offenund f : X - Rund § = (§,...,&,) € X

(i) Falls die i-te partielle Funktion (1 <i <n)x;+— f(&1,..., X, ..., &) im Punkt x; = §; diffe-
renzierbar ist, so heit f in & partiell nach x; (bzw. der i-ten Koordinate) differenzierbar

und wir schreiben:

D11(&) = 2L8) = dg) - iy LETHNSE)

(ii) Falls f in & in allen Variablen x;(1 < i < n) partiell differenzierbar ist, so heit f partiell

differenzierbar in £ (in alle Richtungen).

(iii) Falls f in allen Punkten £ € X (in alle Richtungen) partiell differenzierbar ist, so heifit f
partiell differenzierbar (auf X).14
Beispiel 7. f:R? = R, f(s,t) = se' + sin(st)
D1 f(st) =€ +cos(st) xt Dy f(s,t) = se' +cos(st)*s

Bei der partiellen Ableitung leitet man also nach der jeweiligen Variablen ab (bei D z.B. nach

x) und betrachtet die iibrigen Variablen als Konstanten. '3

2.2.1 Hohere partielle Ableitungen

Sei X Teilmenge von R” offenund f: X — R,& € X.
(1) Falls f (auf X) partiell differenzierbar ist, so erhélt man n-Stiick Funktionen
Dif:G—R,...D,f:G—R.
Falls D;f in £ partiell differenzierbar nach x; ist, so kann man eine partielle Ableitung
2. Ordnung im Punkt X; definieren:

D;D;f(§)
So erhilt man n?-Stiick partielle Ableitungen 2.0rdnung. n? Stiick sind es deshalb, weil
jede Funktion in jede Richtung partiell differenzierbar ist.
(ii) Falls D;D;f auf ganz X existiert und & partiell nach x; differenzierbar ist erhilt man
D\D;D;f(Xi)

So geht das immer weiter. '

4Hormann 2008, Link [2], S.101
Sygl. Steinbauer 2013, Link [1], S.137
lf’vgl. Hormann 2008, Link [2], S.104

14



Eine Frage die sich nun stellt ist, ob man die partiellen Ableitungen vertauschen darf, also ob
zum Beispiel DD, f(Xi) = D,D; f(X;)? Im Allgemeinen gilt dies nicht! Wenn man allerdings
voraussetzt, dass die betroffenen Ableitungen stetig sind, dann schon. Diese Aussage wird im

Satz von Schwarz formuliert.

Satz von Schwarz: Sei X CR".E € X und f: X — R. Falls D;Df und D;D;f(1 <i,j <n)
auf X existieren und in & stetig sind, so gilt:

DiD;f(§) = D;Dif(§)."”

15



2.3 Der Gradient

Nachdem man die Begriffe Skalarfeld und Vektorfeld definiert hat, mdchte man nun Ablei-
tungen finden, welche auf die eben genannten Felder wirken konnen. Zwei dieser Ableitungen

sind der Gradient und die Richtungsableitung.
Definition 4. Sei X C R” offen und f : X — R. Der Gradient von f ist definiert durch

Dy f(x)
gradf : X — R" mit gradf(x) := sz(x)

Dy f(x)

Oft wird anstatt gradF (x) auch vf (x) geschrieben. < wird ”Nabla-Operator”’genannt.
Der Gradient eines Skalarfelds steht immer senkrecht auf den Hohenlinien und zeigt in die

Richtung des groBten Anstiegs.'3

Beispiel 8. Um den Gradienten graphisch veranschaulichen zu konnen, beschrinke ich mich
in dem Beispiel auf Funktionen bzw. Skalarfelder, welche nur von zwei Unbekannten abhdingen.
Man hat eine Funktion f(x,y) = x*-y?> und den Punkt P(1/2) gegeben. Um den Gradienten

zu berechnen, muss man die partiellen Ableitungen bilden:

fr=2x
fy=2y
: : 2x\ 19
Somit lautet der Gradient grad f (x,y) = 5 .
y
2.3.1 Richtungsableitung
Dy f(x)
Man hat bereits den Gradienten eines Skalarfeldes </ f(x1,x2,x3) = | D,f(x) | definiert und
D3 f(x)

gezeigt, dass dieser einem Punkt im Skalarfeld einen Vektor zuordnet, der in die Richtung der
stirksten Anderung des Skalarfelds zeigt. Man mochte aber nicht immer die grofte Anderung
wissen, sondern auch die Anderung in verschiedene Richtungen. Die Richtung ist dabei durch
einen Vektor v € R? mit || v ||= 1 gegeben, einem sogenannten Richtungsvektor. Das fiihrt zur

Definition der Richtungsableitung.

18Hérmann 2008, Link [2], S.103
Pyel. Link [3]
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Definition 5. Sei G CR" offen, E € G, f: G — Rundv e R" mit || v||= 1.

Falls der Grenzwert Dyf(§) = Jim O(f & HVI) — /() ) existiert und endlich ist, heift Dy.f (xi)
t#0,t—

Richtungsableitung von f in Richtung &. %0

Wenn f(x1,x2,x3) ein Skalarfeld ist und ¥ ein Vektor in dessen Richtung die Anderung geht,
dann schreibt man fiir die Richtungsableitung auch:

Dy f(x1,20,x3) = (V.f (x1,%2,x3))7.

Zu beachten ist, dass wenn gilt v = ¢;, also wenn v der Einheitesvektor ist, dann sind die

Richtungsableitungen in Richtung der Koordinatenachsen, gerade die partiellen Ableitungen:

D,f(€) = lim(f(é +te;) — f(E)

t—0 t

) =Dif(&)

Man kann aber auch die Richtungsableitungen aus den partiellen Ableitungen

zusammensetzen. 21

Proposition 1. Sei G C R" offen, £ € G, f: G — R differenzierbar in &. Dann existieren alle
Richtungsableitungen D, f (&) (d.h. Vv € R" || v ||= 1 und es gilt

Dyf(§) =< gradf(&),v>.*

Bisher hat man nur vom Gradienten von Skalarfeld gesprochen. Man kann allerdings mithilfe
des Gradienten auch Ableitungen von Vektorfeldern bilden. Das fiihrt zu der Divergenz und
der Rotation eines Vektorfeldes. Bevor darauf genauer eingegangen wird, wird noch der
Zusammenhang zwischen Integralen iiber Skalarfeldern und Vektorfeldern erklart. Das
Integral iiber einer Kurve kennt man bereits. Deshalb beschiftigt man sich nun mit den
Integralen iiber einer Flichen. 2* Dazu soll der Begriff des Normalvektors wiederholt
werden. Einfach formuliert, ist der Normalvektor einer Fldche ein Vektor, der in jedem Punkt
dieser Fliche senkrecht aus ihr herauszeigt.*

Wie vorhin schon erwéhnt, mochte man nicht nur Operationen auf einem Skalarfeld
definieren, sondern auch auf einem Vektorfeld. Aufgabenstellungen, bei denen Vektorfelder
eine wichtige Rolle spielen, verlangen es manchmal, dass man iiber Vektorfelder integriert.

Wie dies funktioniert, wird im Folgenden beschrieben. Um die Integration iiber einem

20Steinbauer 2013, Link [1], S.160
2lebd., S. 160

22ebd. S.160

Zyagl. Kirchgassner & Schreck 2013, .96
Zebd. S.47
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Vektorfeld zu erkldren, zu Beginn nun ein Beispiel: Wasser, welches durch ein Rohr flief3t.
Das Wasser hat eine Stromung, welche in jedem Punkt der innerhalb des Rohres liegt, durch
eine Richtung und eine Stirke gekennzeichnet ist. Wenn man sich nochmals die Definition
eines Vektorfeldes ins Gedichtnis ruft, sieht man, dass es sich hierbei um ein Vektorfeld
handelt. Oft wird dieses Feld auch Stromungsfeld genannt.?

In Abbildung 7 soll dieses Beispiel veranschaulicht werden.

Abbildung 7: Strmung von Wasser durch einen Krper mit Volumen V und Oberflche S

Unser Ziel ist es nun, einen gedachten Korper mit dem Volumen V und der Oberfldche S in
das Stromungsfeld zu legen. Dann soll das Stromungsfeld iiber die geschlossene Oberflidche
integriert werden. Der Vektor dS ist das Oberflichenelement bei dieser Integration. Somit ist
das Ergebnis des Integrals eine Zahl.

Es stellt sich die Frage, was unter einem solchen vektoriellen Flichenelement zu verstehen
ist. Man kann dieses Fldchenelement so auffassen, dass man ein endlich kleines
Flichendifferential dS hat, welches mit dem Normalvektor 7 der Fliche multipliziert wird.
Man erhilt also: dS = 7idS.

Der Normalvektor von einem Korper, der im Fall von Abbildung 7 ein Wiirfel ist, ist vom Ort

Zvgl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.47

18



abhingig. Das bedeutet: 7i = 7i(r). Nun will man das Oberflichenintegral definieren:
7{ F(r)dS = f ¥.7i(7) dS.
¥ beschreibt das Stromungsfeld des Wassers.
Man kann sich also vorstellen, dass das Integral iiber dem Stromungsfeld gleich 0 sein muss.
Denn es kann kein Wasser dazu kommen und es kann auch kein Wasser verloren gehen.
Auch das, was durch die Fliche in das Volumen iibergeht, muss auch wieder aus dem
Volumen hinausflieBen. Da es sich hierbei aber nur um eine Vermutung handelt, ist es notig
diese Vermutung durch Berechnung zu beweisen.
Wenn man nun einen Korper hat, welcher keine einfache Form hat, kann eine solche
Berechnung sehr kompliziert werden. Um dies zu vereinfachen ist es moglich, ,dass man das
obige Integral eines Vektorfeldes V(¥) iiber die Oberfliche eines geschlossenen Korpers auf
bestimmte Art und Weifse“ (Kirchgassner & Schreck 2013, S.49) umschreiben kann. Dabei
wird das Integral iiber einer Flache mit dem Volumenintegral verbunden und man kann das
Integral als Integral iiber dem Volumen eines Korpers schreiben. Der Zusammenhang
zwischen Flachenintegralen und Volumenintegralen fiihrt zu den Integralsitzen.
WIntegralsdtze sind niitzliche Beziehungen zwischen Integralen iiber Skalar- oder
Vektorfeldern, die entlang einer Kurve, iiber eine Fldche oder ein Volumen gegeben
sind.“ (Kirchgassner & Schreck 2013, S.49)
Bevor man sich mit den Integralséitzen beschiftigt, sind noch ein paar Begriffe zu definieren.
Wie zu Beginn dieses Unterkapitels schon erwihnt, sind noch die Rotation und die Divergenz
eines Vektorfeldes zu definieren. Auch Begriffe wie beispielsweise Tangentenvektor und

Wegintegral sollen noch erldutert werden.

26yg]. Kirchgassner & Schreck 2013, S. 49
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2.4 Tangentenvektor von Kurven

Wenn man die Steigung der Tangente an einem bestimmten Punkt eines Graphen berechnen
mochte, benotigt man dazu die erste Ableitung der Funktion. Wenn man es nun anstatt mit
Kurven mit Raumkurven zu tun hat, berechnet man die Steigung der Tangente in einem
Punkt der Raumkurve mithilfe des Tangentenvektors.
Die Funktion 7 : R” — R mit  — 7(¢) ist eine differenzierbare Funktion, welche eine Kurve
im R” ist. Man mochte den Tangentenvektor 7'(r) zur Kurve 7(¢) finden. Das wird in Abb. 8
veranschaulicht. ¢ ist der Parameter der Kurve und mit ihm wird meistens die Zeit (time)
beschrieben. Man kann die Kurve, ganz gleich in der Nihe welches Punktes der Kurve man
sich gerade befindet, linear approximieren.?’
Man bildet also den Differentialquotienten und definiert den Tangentenvektor 7 (¢) zur Kurve
7(t) folgendermalBen:

N . F(t+Ar) —F(t

Wie die Bestimmung des Tangentenvektors grafisch aussieht, wird in Abbildung 8

veranschaulicht.

Abbildung 8: Bestimmung des Tangentenvektors an eine Kurve

?Tvgl. Link [4]
28ygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.54

20



Den Tangentenvektor einer Kurve erhilt man also indem man einmal nach dem Parameter
der Kurve (im Fall oben nach ¢) ableitet. Das Ergebnis ist ein Vektor, der tangential zur Kurve
an jedem Punkt liegt. Etwas genauer ausgedriickt: Wenn man eine Raumkurve in
Parameterdarstellung angegeben hat, dann wird die Raumkurve nach dem Parameter
abgeleitet, also nach jeder einzelnen Komponente und man erhilt den Tangentenvektor dieser

Raumkurve:

Il (l‘)
dr 72 (1)

Der Tangentenvektor legt die Richtung einer Geraden fest, welche den Punkt beriihrt den
man einsetzt. Man kann sich die Raumkurve auch als Weg vorstellen, welcher von einem
Punkt der sich im Raum befindet zuriickgelegt wird. In diesem Fall ist 7(¢) ein
Geschwindigkeitsvektor welcher tangential zur Kurve an jedem Punkt der Kurve liegt. Der

Betrag dieses Vektors gibt an, mit welcher Geschwindigkeit der Punkt den Weg durchliuft.?

2vgl. Kirchgassner & Schreck 2013, S. 55
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2.4.1 Beispiel zum Tangentenvektor

2Ty
\ 1
A\ | \
A\
N 1
\‘ t
N - - X
-3 -2 1 1 2
N
NB
T
NS
\\
2
N\
A
N
3 N

Abbildung 9: Kartesisches Blatt

Die in Abbildung 9 dargestellte Flichenkurve 7(¢) wird wie folgt beschrieben:

. 3at 1
F(t) = sl (z) ,a>0,t>—1.

Diese Raumkurve wird als kartesisches Blatt bezeichnet, welche nach dem franzosischen
Mathematiker und Philosophen René Descartes (1596-1650) benannt ist.30
Beit = —1 besitzt der oben angefiihrte Vektor eine Polstelle. Deshalb gilt:

limF(r) = <;°°> ,7(0) = (g) lim 7(r) = (8).

Man iiberlegt sich jetzt, wie man sich auf dieser Kurve bewegt:

30ygl. Link [5]
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Die Kurve wird am Ursprung fiir zwei unterschiedliche Werte des Parameters erreicht und ist
deshalb dort nicht eindeutig. Einmal wird der Ursprung mit dem Wert # = 0 und einmal mit
dem Wert t — o. Wenn man von ¢t = —1 herkommt, lauft man durch den zweiten
Quadranten, durchschreitet fiir # = 0 den Ursprung, macht fiir Werte von ¢ die ansteigen eine
Schleife und lauft fiir # — oo zum Ursprung zuriick.

Nun betrachtet man die zugehdrigen Tangentenvektoren:

P a ar’
?(t) _ (ll(t)>,r1(t) — % ,(t) = %

(1+13)-3a—3at-3t>  3a(1-213
(1413)2 (14327

(1) =

1) (1+13)-6at —3at*>-3t>  3at(2—13
i (t) = = .
2 (1+13)2 (1+13)2

Die Limiten des Tangentenvektors fiir die eben angefiihrten Werte von ¢ sind:

it (7 )0 = () mio - ().

lim|7(t)| = oo, [#(0)| = 3a, lim |#(r)| = 0.

t—1 t—oo

Man sieht, dass wenn man vom zweiten Quadranten herkommt, die Geschwindigkeit beim
Durchlaufen der kartesischen Schleife immer kleiner wird. Nachdem man den Ursprung das
erste Mal durchlaufen hat, wird man immer langsamer und braucht unendlich lange, bis man

den Ursprung ein zweites Mal erreicht.3!

31vgl. Kirchgassner & Schreck 2013, S. 55, 56
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2.5 Bogenldange und Wegintegral

2.5.1 Bogenlange

Etwas was in Bezug auf Raumkurven noch wichtig ist, ist die Linge einer solchen Kurve.
Man mochte wissen, welchen Weg ein bewegter Massenpunkt in einem gewissen

Zeitintervall zuriickgelegt hat, der die Kurve entlang wandert.

Definition 6. e Eine stetige Abbildung v : I — R heifst Weg. Ist I = [a,b] und y(a) = p
und y(b) = g, dann heifst ¥ Weg von p nach g.

o Ein C'-Weg y heifit reguldr, falls 7(t) # 0vt. 32

e Ein Weg v [a,b] — RP heifst rektifizierbar, wenn es eine Konstante M gibt, so dass fiir

alle Zerlegungen Z =1y, ...,t, des Intervalles [a, b] stets
n
L(v.Z):= ) |v(n) — v(e— 1) < M
k=1

bleibt.>?

In Abbildung 10 ist der Weg 7y von p nach g dargestellt.

Abbildung 10: Weg ¥ von p nach g

Es werden jetzt noch ein Satz und eine Definition erldutert, die uns bei der spéteren

Formulierung des Satzes von Gauf3 helfen werden.

328teinbauer 2013, Link [1], S.179
3Heuser 2008, S.350
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N
Satz 1. Der Weg y:= | : | : [a,b] — RP? ist genau dann rektifizierbar, wenn jede seiner

Tp

Komponentenfunktionen von beschrinkter Variation auf |a,b] ist.>*

Definition 7. Eine Funktion f : [a,b] — R heifst von beschrinkter Variation, wenn es eine

Konstante M > 0 gibt, so dass fiir jede Zerlegung Z = zy, ...z, von |a,b] gilt:

n
V(£.2) = Y 1f @)~ fla— 1| <M.
k=1
Die Menge aller Funktionen beschriinkter Variation auf |a,b) bezeichnet man mit BV a,b]. 3

Proposition 2. Es sei v: [a,b] — RP ein rektifizierbarer Weg im RP mit den Komponenten
Yis..r, Yp und dem Bogen I'. AufSerdem sei die Funktion F : I" — R stetig. Dann setzt man

/y Fdx = / " F(y()dy ().

/ F dxy ist nicht anderes als das Wegintegral / @ dx, wobei ¢ : I" — RP? das stetige
Y Y

Vektorfeld ist, dessen k-te Komponente mit F iibereinstimmt, wihrend alle anderen

Komponenten verschwinden. Insbesondere gilt bei stetig differenzierbarem 7y die Gleichung

b
/ Fdx, / F(y(t))¥(t)dt %,
Y a

Nun interessiert man sich, wie schon erwihnt, fiir die Lange der Kurve und das fiihrt zu dem
Begriff der Bogenlinge. Bevor die Bogenlidnge definiert wird, ein kurzes Beispiel um zu

veranschaulichen, was genau gesucht ist.

Beispiel 9. Angenommen man fihrt eine Strecke mit dem Auto entlang und mochte wissen,
wie viel Weg man bereits zuriickgelegt hat. Die Funktion r(x), welche die gefahrene Stecke
darstellt, wird in Abbildung 11 gezeigt.

Wenn man hier einfach die Funktion f integrieren wiirde, bekime man die Fliche unter der
Kurve. Aber wie schon gesagt interessiert man sich nicht fiir die Fliche unter der Kurve,
sondern fiir die Linge der Kurve.

Angenommen man hat eine Geschwindigkeitskurve, also eine Kurve bei der man zu jedem
Zeitpunkt die Geschwindigkeit kennt, physikalisch gesehen sind es Bewegungen. Zu jedem
Zeitpunkt befindet man sich an einem bestimmten Ort. Diese Beschreibung wird in Abbildung

12 veranschaulicht. Nun mochte man die gesamte gefahrene Strecke wissen. Man sieht, dass

34Heuser 2008, S.351
35Mosch 2006, Link [6], S.1
36Heuser 2008, S.495
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Abbildung 11: Schaubild der gefahrene Strecke r(x)

man in der ersten Stunde 25km/h zuriickelegt hat und das ist genau die Fliche unter der
Geschwindigkeitskurve. Dasselbe gilt fiir die nichsten zwei Stunden. Es ergibt sich, dass die
gesamte zurlickgelegte Strecke genau die Fliche unter der Geschwindigkeitskurve ist. Das
mochte man auch fiir die Kurve in Abbildung 11 machen. Man muss die Geschwindigkeit
bestimmen und diese dann integrieren. Hier stellt sich nun die Frage, was die
Geschwindigkeit in dieser Abbildung ist. Man mochte die Kurve so durchfahren, dass man
gleichmdflige Zeitabstinde hat und man mochte auferdem wissen, in welchem Verhdltnis die

Geschwindigkeit zu der Zeit x steht. Das wird in Abbildung 13 gezeigt.
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Abbildung 12: Grafische Darstellung der Integration ber einer Geschwindigkeitskurve

Es gilt Ay = y(x) - Ax
Die Geschwindigkeit erhdlt man, indem man wie folgt vorgeht:

Hypothenuse _ V(Ax)2 + (')/(x)Ax)2 Axy/1 + — JTT TR

Ax

Wenn man die Geschwindigkeit mtegrzert erhdlt man:

L= /b 1+ (7/(x))2dx.

Diese Liinge ist eigentlich ein Spezial]a‘all, weil es sich bei dem Beispiel um eine Funktion
handelt, die in einem x-y-Koordinatensystem aufgetragen ist. Aber auch die Liinge einer

Raumkurve kann man berechnen, indem man unendlich kleine Weglingendifferentiale ds

integriert. 37
Definition 8. Sei y: [a,b] — R" ein regularer Weg, dann heifst L(y / ||7(2)||dt
Bogenliinge bzw. Weglinge von 7. 3

Die Bogenlinge einer Kurve entsteht also, wenn sich ein Punkt entlang dieser Kurve bewegt.
Er legt dann eine bestimmte Bogenlinge zuriick. Diese wird berechnet, indem man den
Betrag des Tangentenvektors iiber den Kurvenparameter integriert. AufSerdem gibt die

Bogenldnge den Zusammenhang zwischen der Linge der Kurve und dem Kurvenparameter

37vgl. Link [7]
38Steinbauer 2013, Link [1], S.181
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Abbildung 13: Verhiltnis von der Geschwindigkeit zur Zeit x

an. Das heifit man kann schreiben s = s(¢) und da man die Gleichung nach ¢ auflosen darf,
kann man den Parameter einfach durch die Bogenlidnge ersetzen. Dieser Vorgang wird im

nichsten Unterpunkt ,,Parametrisierung einer Bogenlinge “genauer erliutert.>

Definition 9. Unter der Verbindungsstrecke yz zweier Punkte y,z eines beliebigen
Vektorraumes E versteht man die Menge y+1t(z—y) : 0 <t < 1. Sie stimmt offenbar mit der
Menge ay+ Bz: a,B > 0,0+ B = 1 iiberein. Sind die Punkte xy,x2, ...,x, aus E

vorgegeben, so nennt man die Vereinigung der Verbindungsstrecken X1X2,X2X3, ..., X,—1X, den

Polygonzug durch x1,x3, ..., xp. ¥

Man hat im vorherigen Beispiel gesehen, dass die Bogenlinge physikalisch gesehen die
Fliache unter der durchschnittlichen Geschwindigkeit ist. Mathematisch gesehen ist die

Bogenlinge L(y) der Limes der Gesamtlénge von den eingeschriebenen Polygonziigen .

Parametrisierung nach Bogenldangen

Definition 10. Wenn man eine Kurve y: X — R" betrachtet, bei der fiir alle Parameterwerte

gilt

$vgl. Kirchgssner & Schreck 2013, S. 58
40Heuser 2008, S.242
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7@ =1LreX
dann heifit die Kurve y(t) nach der Bogenlinge parametrisiert. 4

||7]| also die Norm der Ableitung von 7, ist der Geschwindigkeitsvektor, dessen Linge
angibt, mit welcher Geschwindigkeit die Kurve durchlaufen wird. Nach Bogenlidnge
parametrisierte Kurven haben also die Eigenschaft, dass ihr Bild mit konstanter
Geschwindigkeit zu durchlaufen, und zwar genau mit Geschwindigkeit 1.

Eine weitere besondere Form der Parametrisierung ist die Parametrisierung proportional zur

Bogenlinge. Sie wird ganz shnlich definiert wie vorher. +?

Definition 11. Eine proportional zur Bogenlinge parametrisierte Kurve ist eine reguldre

parametrisierte Kurve y: X — R™, fiir die ||7|| konstant (aber nicht unbedingt 1) ist. *3

Auch bei dieser Form der Parametrisierung wird die Kurve also mit konstanter
Geschwindigkeit durchlaufen sie muss aber nicht 1 sein!
Jetzt stell sich die Frage, ob es moglich ist, bei jeder Kurve eine Parametrisierung nach der

Bogenlidnge zu finden. Also: existiert so etwas und ist es dann auch eindeutig?

Proposition 3. Zu jeder reguliren parametrisierten Kurve r gibt es eine
Parametertransformation @, so dass die Umparametrisierung yo ¢ nach Bogenlinge

parametrisiert ist. 4

Also existiert fiir jede Kurve eine solche Parametrisierung und sie ist auch fast eindeutig. Bei
einer Parametrisierung nach der Bogenldnge muss ja die Geschwindigkeit, mit der das
Intervall durchlaufen wird, gleich bleiben. Somit kann man es nur verschieben bzw.
umdrehen.

Die Parametertransformation kann nur die Form ¢(¢) = 47 + f.

Man kann die Léinge einer nach Bogenlinge parametrisierten Kurve y: [a,b] — R” fiir jedes

s € |a,b] so berechnen:

b
Lly|ja,s]] :/ ldt =s—a.

Das Zeichen = darf man schreiben, weil ||7]| = 1

41Bir 2010, S.31

42Steinbauer 2013, Link [1], S.182
Bygl. Bir 2010 S.32

4ygl. ebd. S.32
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Nach Bogenldnge parametrisiert bedeutet also, dass die Bogenldnge der Kurve genauso lang
ist wie das Intervall, welches man fiir die Parametrisierung wihlt.*>
Wozu man die Parametrisierung einer Bogenlinge braucht, wird am besten anhand eines

Beispiels gezeigt.
Beispiel 10. Man betrachte folgende Schraubenlinie in Parameterform:

Rcoso
7(@) = | Rsing | ,R>0,a>0,¢0 >0.
ap
Zuerst bestimmt man den Tangentenvektor der Kurve. Dieser ergibt sich, wie in einem der
vorherigen Abschnitten erkldrt, durch das Differenzieren der Kurve nach dem Parameter @:
—Rsin@
(@) =| Rcosop |,

a

Nun berechnet man den Betrag von vecr(Q), was ja die Geschwindigkeit ist mit welcher die

Kurve durchlaufen wird:

lvecr(@)| = \/(—Rsin@)? + (rcos@)? + a2 = VR? + a>.

Man sieht nun, dass die Geschwindigkeit, mit welcher die Kurve durchlaufen wird, nicht
mehr vom Kurvenparameter abhdngt. Somit ist sie konstant.
Im néichsten Schritt berechnet man die Bogenlinge. Diese wird mithilfe eines Integrals

berechnet, das folgendermafen aussieht:
¢
@) =so+ [ [F(9)Idg’ =50+ VR .

Die Integrationskonstante sq gibt den Startpunkt der Kurve an, in Bezug auf welchen die
Bogenliinge berechnet wird. Fiir s gilt, unter der Bedingung dass s(0) = 0, dass sy = 0 ist. //
Nun méchte man die Parametrisierung der Schraubenlinie nach der Bogenldinge

durchfiihren. Ziel ist es eine Umformung zu machen damit man dann eine Kurve hat, die nicht
mehr vom Parameter @ abhdngt. Um das zu erhalten, muss man die Gleichung s = s(¢) nach
¢ auflosen. Somit hiingt die Kurve dann nicht mehr von ¢ sondern von s ab.

VR L2 5
§= R~|—a(p:>(p(s)—\/m.

ygl. Bir 2010, S.33
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Wenn man das einsetzt erhdlt man:

S

’/R2S+a2
‘/£2+a2
VR? +a?

Um es etwas iibersichtlicher zu gestalten, kann mann auch schreiben:

Rcos

F(s) = Rsin

Rcosd
S
7(s) = | Rsins | , mit § = —. %0
(s) ; =
a

2.5.2 Wegintegrale

Etwas Wichtiges in der Vektoranalysis ist es, Kurven entlang von Vektorfeldern integrieren
zu konnen. Um das zu konnen, braucht man ein Wegintegral 2. Art. Davor aber noch die

Unterscheidung zwischen Kurvenintegrale 1. Art und Kurvenintegrale 2. Art.*’

Wegintegrale 1. Art

Bei Kurvenintegralen 1. Art ist die Funktion f eine Zahl.

Definition 12. Das Wegintegral einer Funktion f(¥) : R* — R, 7+ f(¥) entlang eines
stiickweise differenzierbaren Weges 7 : [a,b] — R" t — ¥(t) ist definiert als:
b
[ ras:= [ o) olar
a
Diese Definition beschreibt, dass die Funktionswerte von f(7) fiir alle Punkte des gegebenen
Weges 7(¢) integriert, also aufsummiert werden. Die Geschwindigkeit mit der (¢)
fortschreitet bzw. die Linge der Teilstiicke von 7 soll beriicksichtigt werden.
Im Folgenden werden die Schritte beschrieben, die man durchfiihren muss um ein
Kurvenintegral zu berechnen. AnschlieBend wird die Berechnung noch durch ein Beispiel
veranschaulicht.

Die Berechnung eines Kurvenintegrals 1.Art kann so durchgefiihrt werden:

1. Die Parametrisierung der Kurve () bestimmen.

46yg]. Kirchgassner & Schreck 2013, S. 59
4TKurvenintegral ist gleichbedeutend mit Wegintegral.
41 ink [8]
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2. Die Integrationsgrenzen a und b bestimmen, so dass ¥(a) und 7(b) die Anfangspunkte

und Endpunkte der Kurve beschreiben.

3. ¥(t) soll nach  abgeleitet werden. Von diesem Ergebnis wird dann der Betrag

berechnet.
4. Die Komponenten von ¥(¢) werden in die Funktion f eingesetzt.

5. Nun hat man alle Ergebnisse die man benotigt um das Integral zu berechnen. Der letzte

Schritt besteht einfach darin, die Teilergebnisse in das Integral einzusetzen.*’

Beispiel 11. Gegeben ist ein Skalarfeld f(x,y) = x% 4 2y*x. Man mochte das Integral entlang

~ 4¢ 4
der Kurve ¥(t) = 3 zwischen den Punkten und (3) berechnen. Graphisch wird
t

die Problemstellung in Abbildung 14 veranschaulicht.

Abbildung 14: Skalarfeld f(x,y) und die Kurve 7(z)

“ygl. Link [8]
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Gesucht ist, wie man in Abbildung 14 sieht, die Fliche, welche die Kurve mit der z-Achse
einschlief3t.

Da die Parametrisierung der Kurve bereits gegeben ist, startet man mit dem zweiten Punkt,

der Bestimmung der Integrationsgrenzen.

—4 —4 4t
1. Fiir den Punkt ( 3) muss gelten: ( 3) = (3 ) Als Losung erhdlt man also
t

4
t = —1. Analog erhdlt man fiir den Punkt 3 st = 1. Also muss zwischen den

4
<3>. Auferdem ist

Grenzen —1 und +1 integriert werden.

S S d (4t
2. Die Ableitung von ¥(t) lautet: ¥(t) = — ( )
4

3. f(7(1) = (41)2+2(31)%4t = 1612 +724°.
4. Nun werden die berechneten Ergebnisse in das Integral eingesetzt und man erhdlt

1 160
/ (161> +72¢3)5dt = =5 53.3.%0
~1
Wegintegrale 2. Art

Kurvenintegrale 2. Art sind Integrale iiber Vektorfeldern und werden wie folgt berechnet:
Y 51
Jsas= [ roioa
a

Auch zum Kurvenintegral 2. Art ein Beispiel.

2xy — x?

entlang des Weges
X+ y2 )

Beispiel 12. Gegeben ist ein Vektorfeld f(x,y) = (

2
— t . .
Y(t) = . Man soll das Kurvenintegral vom Punkt A nach Punkt P berechnen, was in
t

Abbildung 15 dargestellt wird.
Die Integrationsgrenzen liegen bei O und 1. Sie konnen aus Abbildung 15 abgelesen werden.

Nun leitet man ¥(t) nach t ab und erhilt:

Nygl. Link [8]
Slygl. Link [9]
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..........

Abbildung 15: Schaubild des Vektorfelds f(x,y) und des Weges ¥(¢)

d [* 2t

Y(I):E ; |

Im ndichsten Schritt setzt man ¥(t) in f ein:

212t —t* 23 — 14
2412 212

f(¥(@) =

Jetzt berechnet man noch das Skalarprodukt zwischen f(3(t)) und (t):

203 — 14 2t

E = 412 — 280 + 212,
2t 1

FEH0)-7(1) =

Zum Schluss wird das Skalarprodukt in das Integral mit den Integrationsgrenzen eingesetzt

und das Integral wird wie folgt berechnet:

! 2 5 2 17 2
/4t —2 4 28%dr = —7
0 15

2ygl. Link [9]
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2.6 Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes

Bisher hat man vektorielle Ableitungen nur auf Skalarfeldern definiert, aber wie bereits
erwihnt ist es auch moglich vektorielle Ableitungen auf einem Vektorfeld zu definieren. Es
gibt zwei davon, die Divergenz und die Rotation. Auf diese soll in diesem Kapitel genauer
eingegangen werden. Die Divergenz und die Rotation eines Vektorfeldes bendtigt man bei

der spéteren Definition der Integralsitze.

2.6.1 Divergenz eines Vektorfeldes

Die Divergenz eines Vektorfeldes ergibt sich dadurch, dass man das Skalarprodukt des

Nabla-Operators mit einem Vektorfeld v(xy,x,,x3) bildet:

d
ox1 Vi
L 0 dvi  dvy  dv3
div vV =7 -V(x1,x2,%3) = an | " :axl+ax2+ax3'
V3
0x3

Das Ergebnis ist eine skalare GroBe, namlich die Summe die der Ableitungen jeweils einer
Komponente des Vektorfeldes nach der Variablen mit demselben Index: Dyvy + Dyvs 4 D3vs.
Das Ergebnis ist ein Skalarfeld. 5

Nicht jedes Vektorfeld besitzt eine Divergenz, was im ersten der folgenden zwei Beispiele

gezeigt werden soll.

Beispiel 13. Es sei W (x1,x2,x3) ein Vektorfeld. Wie in Abbildung 16 zu sehen ist, zeigen die
Vektorpfeile radial vom Ursprung nach aufsen und haben in allen Punkten dieselbe Liinge

und es gilt: |W| = y/x? +x3+x3.

3ygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S. 96
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Abbildung 16: Schaubild des Vektorfelds w (X)

Die Divergenz ergibt sich wie folgt:

0
8x1 X1
- b, b, 0
divin=wii=| | || =22 +22,98 1 141=3
0x> dx;  dxp OJx3
0 X3
0x3

Bei diesem Vektorfeld gehen alle Feldlinien, das sind Linien die von den Vektorpfeilen beriihrt
werden, vom Ursprung aus. Einen solchen Punkt nennt man Quelle des Vektorfeldes. Wenn

alle Feldlinien an einem Punkt enden, nennt man diesen Punkt Senke des Vektorfeldes.”*

X3 — X
Beispiel 14. Es sei wy(x1,x2,x3) = | x; —x3 | ein Vektorfeld. Die Divergenz ergibt:

X2 — X1

- a(X3—x2)+a(X1—X3)+a(x2—X1)

div Wiy = O 1y = —040+0=0.
MV T T 9%, o%; 0+

Vektorfelder bei denen die Divergenz verschwindet nennt man divergenzfrei oder quellen-

und senkfrei.

S4vgl. Kirchgassner und & Schreck 2013, S. 97
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Jetzt mdchte man eine Erklirung dafiir warum das Vektorfeld W, (x1,x2,x3) divergenzfrei ist.

Das Vektorfeld w, reduziert sich in der x| — xo-Ebene, wo x3 = 0 gilt, auf das Vektorfeld

wh(x1,x2) = ( . )
1

Dieses Vektorfeld ist in Abbildung 17 gezeigt und man sieht, dass es aus Pfeilen besteht die
tangential zu Kreisen verlaufen und deren Mittelpunkt der Ursprung des Koordinatensystems

ist.

Abbildung 17: Schaubild des Vektorfelds w(X) in der x; —x,-Ebene

Die Pfeile haben an allen Punkten eines Kreises dieselbe Linge und liegen tangential zu
Kreisen die um den Ursprung liegen. Die Feldlinien haben keinen Anfang und kein Ende.
Die Divergenz eines Vektorfeldes ist also charakteristisch fiir dessen Quellen und Senken.
Wenn die Divergenz verschwindet kann man im Allgemeinen davon ausgehen, dass die
Feldlinien nicht von einem Punkt ausgehen oder enden. Aber es gibt auch Ausnahmen! Es
kann sein, dass die Feldlinien von einem Punkt ausgehen, aber die Divergenz mit den bisher

bekannten Mitteln in diesem Punkt nicht gebildet werden kann. Wie man trotzdem erkennen
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kann, ob sich in diesem Punkt eine Quelle befindet wird sich mithilfe dem Integralsatz von
Gauf zeigen. >°
2.6.2 Rotation eines Vektorfeldes

Um die Rotation eines Vektorfeldes zu berechnen, muss man das Kreuzprodukt des

Nabla-Operators mit einem Vektorfeld v(xy,x,,x3) bilden:

dvs _ v

i dx, 0x3
8)61 Vi

- - - 8v1 aV3

rot Vv =<7 X ¥(x1,x2,Xx3) = o X[v | = T o
V3

o%; ACAY)

8x1 8x2

Das Ergebnis des Kreuzproduktes ist ein Vektor, also ist die Rotation ein Vektorfeld (vorhin
hat man gesehen, dass die Divergenz ein Skalarfeld ist).”®
Wenn man nochmals die Vektorfelder von den beiden Beispielen aus dem vorherigen Kapitel

hernimmt, ergibt sich Folgendes fiir deren Rotation:

9% _ 0%
i 8x2 aX3
Ix| X1 0
rotﬁ — i X — %_% — 0
= 8x2 iz o 8)63 8x1 n 0 ’
3
o In _om
dx;  dx
i a(XQ—X3) _ 8(x1 —X3)
dxi X3 —Xx2 dxo Jx3 1—(—1) 1
rot wp = i X | xp—x3 | = 8(x3—x2)_8(x2—x1) =|1-(-D|=2-]1
ox2 s ox3 ox1
s X2 — X1 8()6] —X3) _ 8(x3—x2) 1—(—1) 1
aX3 8x1 aX2

Bei dem Vektorfeld w verschwindet die Rotation. Beim Vektorfeld w», welches ja wie oben
gezeigt wurde divergenzfrei ist, verschwindet die Rotation nicht. Um den Grund dafiir zu
finden, sollte man die Konstruktion des Vektorfeldes w» genauer betrachten.

Das Vektorfeld v, wurde mit Hilfe des Vektors @ = (1,1,1)” konstruiert:

Svgl. Kirchgassner & Schreck 2013, S. 99
S6ygl. ebd. S.100
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X
=

\S)

Dieses Feld gibt also in jedem Punkt X den Vektor an, welcher senkrecht auf die Ebene steht,

die von den Vektoren d und X aufgespannt wird. Abbildung 18 soll dies veranschaulichen.

Abbildung 18: Zur Konstruktion des Vektorfelds w,

Man sieht, dass die Vektoren vom Vektorfeld w), tangential an Kreisen liegen. Die
Mittelpunkte der Kreise sind durch ¢ und der Radiusvektor der Kreise durch X — d gegeben.
Die Feldlinien bilden einen geschlossen Kreis, welcher als Wirbel aufgefasst werden kann.
Wenn man nochmals an das Vektorfeld w; zuriick denkt, bei dem die Feldlinien vom
Koordinatenursprung radial nach auflen verlaufen, sieht man, dass dies keine Wirbel
aufweist. Anschaulich kann man also sagen, dass eine verschwindende Rotation bedeutet,
dass ein Vektorfeld Wirbel aufweist:

v % f # 0= Das Vektorfeld weit Wirbel auf. 58

Der umgekehrte Schluss, also dass eine verschwindende Rotation bedeutet, dass es keine

Wirbel gibt, ist nicht immer korrekt! Hierzu ein Beispiel.

7Tvgl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.102
Bygl. ebd. S. 104
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X2

x2 —i—x%
Beispiel 15. Es sei wi(x,x2,x3) = - L 5
X)X
0
so:
9 x
8561 x2 +X%
2 1
rot wy=| — | X =
352 x% —I-x%
— 0
\8)63

(3 +x3) - 1—2x1-x;

ein Vektorfeld. Die Rotation berechnet man

9 9 (x_l)
0xo 0x3 x% —|—x%
d (= X2 )— d 0
0x3 x% +x27 dx;
0 X1 3 X2

o2l an 2R

(3 +x3)1—2x2-x2

)

S O O

(o7

(x +x3)2

Die Rotation fiir dieses Vektorfeld verschwindet also, aber wenn man dieses Feld in
Abbildung 19 betrachtet sicht man, dass das Vektorfeld w5 trotzdem Wirbel aufweist.”®

Abbildung 19: Schaubild des Vektorfelds w3 (X)

vgl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.125
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2.7 Gradientenfelder

Nachdem man mit Skalar- und Vektorfeldern umgehen kann, wird noch der Begriff des
Gradientenfelds erldautert. Um dann weiter mit Gradientenfeldern rechnen zu konnen, wird

zuerst noch erklért, was ein wegunabhéngiges Integral ist.

Definition 13. Ist f ein stetiges Vektorfeld auf dem Gebiet G und hat fiir je zwei Punkte
a,b € G das Integral | dx lings jedes ganz in G verlaufenden, stiickweise stetig

differenzierbaren Weges 'y mit den Anfangspunkten a und dem Endpunkt b immer denselben

Wert, so sagt man, das Integral iiber f sei wegunabhdingig. In diesem Falle schreibt man, da

b
es auf 'y nicht ankommt, statt / dx gelegentlich / fdx. 60
Y a

Ein Gebiet ist eine offene und zusammenhédngende Teilmenge eines topologischen Raumes.
Je zwei Punkte eines Gebietes G in einem normierten Raum konnen stets durch einen in G

verlaufenden Polygonzug verbunden werden.®!

Bald wird man sehen, dass ein Zusammenhang zwischen wegunabhiingigen Integralen und

Gradientenfeldern besteht. Nun zur Definition eines Gradientenfelds.

Definition 14. Lisst sich ein Vektorfeld V(X) als Gradient eines Skalarfeldes f(X) schreiben,
also
of
oxi
dx
af

dx3

dann bezeichnet man das zugehorige Vektorfeld als Gradientenfeld. 2

Wie vorhin gesagt, hingen Gradientenfelder und wegunabhingige Integrale zusammen, was

in folgendem Satz beschrieben werden soll.

Satz 2. Vektorfelder mit wegunabhdingigen Integralen sind Gradientenfelder. Sei G C R" ein
Gebiet und v ein stetiges Vektorfeld auf G mit wegunabhdngigen Integralen, dann
3¢ : G — R € C' mit gradep =V, d.h. Vist ein Gradientenfeld. %

0yg]. Heuser 2008, S.382

6lygl. ebd. S.244

62ygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.107
6ygl. Heuser 2008, S.498
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Hat man ein Vektorfeld gegeben und mochte iiberpriifen ob es sich dabei um ein
Gradientenfeld handelt, muss man die Wegunabhingigkeit der Integrale priifen. Dies kann
rechnerisch sehr kompliziert und miihsam sein. Um die Uberpriifung zu erleichtern,
verwendet man die sogenannten Integrabilititsbedingungen fiir Vektorfelder. Man wird

versuchen neben dem ,,Integrationskriterium*auch ein ,,Differentiationskriterium‘zu finden.
64

2.7.1 Integrabilitatsbedingungen

Die sogenannte Integrabilitdtsbedingung lautet:

S

Ein stetig differenzierbares Verktorfeld f := | : | auf der Menge G C R? kann hochstens

I

dann ein Gradientenfeld sein, wenn seine Ableitung symmetrisch ist, wenn also auf G

daf;i 0
lzﬁfurj,kzl,---,pist.“
8xk an

Diese Bedingung ist aber im Allgemeinen nicht hinreichend! Das éndert sich erst, wenn man
zusitzliche Voraussetzungen iiber die Struktur von G macht. Zuerst aber ein Beispiel dafiir,
dass die Integrabilititsbedingung nicht hinreichend ist.

Y
Beispiel 16. Das stetig differenzierbare Vektorfeld f(x,y) := x? j{y ? auf R\ (0,0)
geniigt zwar den Integrabilititsbedingungen, ist aber kein Gradientenfeld.

9 (2 2 9 2 2 9
1. Integrabilititsbedingung: Bj; = (x(;ilz-gzy Y (;2_’_;2)2 = 8];2'

cos(t)

2. f ist kein Gradientenfeld! Es gilt: y: [0,2n] — G,y(t) = ( ) Man erhdlt:

sin(t)

—sin(t)

2n —sin 2
/yf - /0 < co;(t) | ( cos(i?) >dt = /0 ldt =2n#0
1

= f ist kein Gradientenfeld. 5

64ygl. Heuser, 2008 S. 385
5ygl. ebd. S. 385
yg]. ebd. S. 387
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Jetzt werden die zusétzlichen Voraussetzungen fiir das Gebiet G erldutert, damit die
Integrabilitdtsbedingung hinreichend wird und das so etwas wie im oben angefiihrten
Beispiel nicht mehr passieren kann. Man nennt eine Menge M von R? sternférmig, wenn es
einen Punkt a € M, einen Sternmittelpunkt gibt, so dass die Verbindungsstrecke zwischen a
und jedem x € M ganz in M liegt. Eine sternformige Menge ist bogenzusammenhingend,
also auch zusammenhingend und aulerdem ist jede konvexe Menge sternformig. Ein

wichtiger Satz in diesem Zusammenhang ist folgender.

h
Satz 3. Das Vektorfeld f .= | : | sei auf der offenen und sternformigen Menge G C RP

o

stetig differenzierbar. Unter diesen Voraussetzungen ist f genau dann ein Gradientenfeld,

wenn die Integrabilitiitsbedingung auf G erfiillt ist. ©

Die folgenden zwei Grafiken, Abbildung 20 & Abbildung 21, sollen nochmals eine

Zusammenfassung iiber dieses Kapitel geben.

Abbildung 20: Uberblick zu den Integrabilititsbedingungen

7vgl. Heuser 2008, S.386
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Abbildung 21: Bestimmung einer Stammfunktion mithilfe der Integrabilittsbedingungen
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3 Integralsatze

Ein wichtiges Ergebnis bzw. eine wichtige Erkenntnis aus der Analysis einer reellen
Variablen ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Satz 4. Sei X C R ein Intervall; Sei f: 1 — R stetig und seien a,b € I beliebig.

b
e Die Funktion F : I — RF (x) = / f(¢)dt ist stetig differenzierbar auf F' = f.

a
Insbesondere ist F eine Stammfunktion von f auf I.

e Sei F eine beliebige Stammfunktion von f auf I, dann gilt:

/ " )t = F(b) — F(a).

Dieser Satz macht es moglich das Integral iiber einer Funktion f iiber ein beliebiges Intervall
mithilfe von den Werten der Funktion F' zu berechnen. Man wiirde nun gerne wissen ob
etwas dhnliches auch im mehrdimensionalen Raum moglich ist. Ist es zum Beispiel moglich,
dass man das Volumenintegral iiber eine Funktion f in einem Bereich B mithilfe von Werten
einer Funktion, welche mit f im Zusammenhang steht, am Rand von B bestimmt? Gibt es
tiberhaupt einen Zusammenhang zwischen dem Integral iiber einer Fliche und dem
Linienintegral entlang einer Randkurve? Es bestehen Zusammenhiénge! Diese werden
mithilfe der Integralsitze ausgedriickt. Integralsitze sind in der Vektoranalysis ein sehr
wichtiges Werkzeug. Mit ihnen kann man beispielsweise komplizierte Oberflachen oder
Linienintegrale einfacher berechnen. Was mit einfacher gemeint ist, wird in einem spiteren
Beispiel gezeigt. %

Integralsitze spielen sowohl in der Mathematik als auch in der Physik eine tragende Rolle,
wie man spiter noch anhand von Beispielen sehen wird. In dieser Arbeit wird man auf den

Satz von GauB (im R? und im R3) und den Satz von Stokes eingehen.

e Der Satz von Gaull macht es moglich, das Volumsintegral iiber die Divergenz eines

Vektorfeldes als Oberflachenintegral zu schreiben.

e Mithilfe des Satzes von Stokes kann man Integrale iiber geschlossenen Kurven mittels

Oberflachenintegralen bestimmen. Das funktioniert natiirlich auch umgekehrt.

Die Integralsitze, welche in dieser Arbeit behandelt werden und auch der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung sind Spezialfille des (allgemeinen) Satzes von Stokes.

%8Steinbauer 2012, Link [10], S.98
ygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.133
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Der allgemeine Satz von Stokes gilt nicht nur im R? oder im R? , sondern auch in hoheren

Dimensionen. 79

3.1 Satz von GauB in der Ebene

Der Satz von Gaull stammt von dem deutschen Mathematiker Carl Friedrich Gauf}
(1777-1855).

Im Folgenden werden zwei Versionen des Gauf3schen Integralsatzes analysiert.

Mit S wird eine Oberfliche und mit V ein Volumen bezeichnet, iiber welches man integrieren
mdochte. Die Kurve, die entlang dem Rand der Fliche lduft, wird mit dS benannt und fr die
Flidche, welche den Rand des Volumens darstellt, verwendet man die Bezeichnung dV.

Die folgende Version des GauB3schen Integralsatzes beinhaltet:
e cine zweidimensionale Fliche S und deren Rand 9.,
e den Normalvektor 7i ,welcher senkrecht auf dem Rand 05 steht,
e die Divergenz des Vektorfeldes.

Der Integralsatz von Gaul3 in der Ebene stellt also einen Zusammenhang zwischen dem
Integral eines Vektorfeldes (x1,x;) entlang eines Randes 9§ einer Fliche und dem Integral

der Divergenz des Vektorfeldes iiber die Flache S her:
% V(x1,xp) A dl = /%V(xl,xz) ds.’
as S

Wie vorhin schon erwéhnt, sollen die Integralsitze das Rechnen erleichtern. In Beispiel 17

wird dies gut sichtbar.

Beispiel 17. Abbildung 22 zeigt ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge a. Das
Dreieck wird durch folgende Eckpunktvektoren beschrieben:

Pi=(-5 V3 P= (5.~ VT Bi=(0.3V3).

2 4 27 4

7Oygl. Forster 2012, S.175
"lygl. Kirchgassner & Schreck, S.103
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Abbildung 22: Gleichseitiges Dreieck in Bsp.17

Man mochte das Vektorfeld V(xy,x,) entlang dieses Dreiecks integrieren. Zuerst wird man die
Integration gemdf} der linken Seite des Gaufsschen Integralsatzes und dann gemdf; der
rechten Seite ausfiihren. Man kann erahnen, dass man fiir beide Arten dasselbe Ergebnis
erhdlt, aber wie schon gesagt soll das Rechnen ja erleichtert werden. Man wird schnell
sehen, welche der beiden Vorgehensweisen schneller und einfacher zum Ziel fiihrt. Um es

tibersichtlich zu gestalten wird das Beispiel in Schritte unterteilt.

1. Die Integration verlduft immer so, dass die Innenfliiche des Dreiecks links liegt, wenn
man sich vorstellt, dass man den Rand entlang lduft. Das heifsit also gegen den
Uhrzeigersinn.

Zuerst braucht man eine Parameterdarstellung des Dreiecks. Dazu berechnet man
zuerst die Richtungsvektoren der Dreiecksseiten und stellt dann die Parameterformen

der einzelnen Seiten auf:

— — a
Richtung vonry : P, — P| = 0)
a
Richtungvon /s : B3 — P = | 4 23
2
a
Richtung von r3 : P —P= a 2
= 3
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Nun setzen wir die Richtungsvektoren in die Parameterform der Seiten des Dreiecks

ein:

1
f——
A =P +P—P)t=a- \/25
4
oL —(1—1)
6(t):P2+(P3—P2)t=a- 3
£(2t—1)
_!
1’3(1‘) :ﬁ3+(P1 —ﬁ3)l‘ =a \/g(l 2—2t)
4

2. Im zweiten Schritt berechnet man die Normalvektoren von den Seiten des Dreiecks.
Die Normalvektoren konnen mit dem Kreuzprodukt berechnet werden. Um das
Kreuzprodukt auch anwenden zu konnen, muss man den Richtungsvektor jeder Seite
um eine Komponente, einer Null, erweitern. Das Kreuzprodukt wird dann mit dem
Richtungsvektor der Seite und dem Vektor (0,0,1)7 gebildet und erhdilt somit einen

Vektor, der senkrecht auf die Dreiecksseite steht, also den Normalvektor:

Die letzte Komponente verschwindet und kann deshalb gestrichen werden. Man erhdilt:

i :a.(_ol).

—
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3. Im dritten Schritt kénnen nun die Integrale entlang den Dreiecksseiten dSy,0S, und

dS3 berechnet werden:

o [ )= [ t}_% ()d—a/\/_ -V

1 (2t —1) 3
a* 01%(1— )§+£(2t—1)%dt: 0 % —%
. /asj(“g,(t))-r%dt:/ola- (
4

Die eben durchgefiihrte Rechnung war zwar nicht schwer (da man einfache Integrale
hat), allerdings war es schon etwas miihsam alles auszurechen. Deshalb nimmt man
nun die rechte Seite des Gauf3schen Satzes um auf das gewiinschte Ergebnis zu

kommen. Die Berechnung gemdfs der rechten Seite erfolgt in zwei Schritten.

1. Man bendétigt die Divergenz des Vektorfeldes V(x1,x):

0
. - g X1 _8x1 8)62_ .
div =V (xle) al '<x2>—a_)q+a—xz—1+1—2.
aX2

2. Da die Divergenz von V(x1,x») eine Zahl ist, kann sie vor das Integral geschrieben

werden. Was dann noch als Integrand iibrig bleibt ist die 1:

Z/Ids.
S

Da man iiber die Innenseite des Dreiecks integriert, ist das Ergebnis des Integrals die

Fliche des Dreiecks. Zu Beginn wurde gesagt, dass es sich um ein gleichseitiges

2
Dreieck handelt, also betrdgt die Fliche des gegeben Dreiecks %\/? Die Berechnung
des Integrals funktioniert wie folgt:
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- (12 a2
/vwxldxz - Z/dxldxz =2 8V3=2V3.7
S S

4
Man sieht also, dass man sich mithilfe des GauBschen Integralsatzes (im R?) die
Rechenarbeit erleichtern kann. Aber die Integralsédtze konnen die Rechnung nicht nur
vereinfachen, es gibt auch Integrale die man ohne diese Sitze analytisch gar nicht mehr 16sen
konnte! Wie man im vorherigen Beispiel gemerkt hat, ist es beim Integrieren eines
Vektorfeldes in der Ebene oft einfacher das Integral iiber die Fldache zu berechnen, anstatt
entlang des Randes der Fliche zu integrieren. Vor allem wenn der Rand einer Flidche in
mehrere Stiicke unterteilt ist, ist das Flachenintegral von Vorteil. Sonst miisste man die Stiicke
alle einzeln integrieren, was eine lange, zum Teil auch komplizierte, Rechnung werden kann.
Um eine andere Version des Satzes von Gaul} in der Ebene zu zeigen, soll davor noch der

Begriff Normalbereich erklért werden.

Definition 15. Ein Normalbereich B C R? beziiglich der x-Achse ist eine Menge der Form
B=(x,y) € R?|x € [a,b], 01 (x) <y < ¢2(x) . @1, : [a,b] — R sind stetige Funktionen mit
01 < @. Es gilt dann:

Jortdten = [ ([™ st av)

Definition 16. Ein Normalbereich B = (x,y) € R?|x € [a,b], ¢1(x) <y < @2(x) beziiglich der
x-Achse heifst BV -Normalbereich, falls @1, @, : [a,b] — R stetig und von beschriinkter

Variation sind. 7*

Der Rand von dem Bereich B besteht aus den vier Bogen von Wegen 71, ..., 74, welche in
Abbildung 23 mit 7, ...74 bezeichnet werden. Anstelle von y3 und y;nimmt man die

umgekehrt durchlaufenen Wege 5~ und ¥, und erhilt im Gesamten:
t b
n(t) = (@a<t<b),p(t):= (0<r<1)
¢1(t)

% ()= ((pz(t) (@<1<b),y (1):

72ygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.134-138
"3Heuser 2008, S.470
T4ygl. ebd., S.470
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Abbildung 23: BV-Normalbereich bzgl. der x-Achse

Die Wege 71, ...74 sind nach Satz 1 rektifizierbar. Sie werden, wie in Abbildung 17 durch
Pfeilspitzen angedeutet wird, entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen. Dies wird durch die
Redeweise dB ist positiv orientiert ausgedriickt. />

Der letzte Schritt der Vorarbeit besteht aus einer Rechnung, deren Ergebnis dann in den
GauBlschen Integralsatz einflieBen wird. Ziel der folgenden Rechnung ist es, ein
Bereichsintegral iiber die partielle Ableitung durch die Randwerte der Funktion
auszudriicken.

G sei eine offene, B enthaltende Menge und die Funktion P : G — R sei mitsamt der

oP
partiellen Ableitung F auf G stetig. Dann erhilt man:
Yy

9 4xy) = / ' < / 7L Edy> dx = / ’ P, 2(1))dx — / ’ P, 1 (1))

B Yy oi(x) Oy

b
Das Integral / P(x, @1 (x))dx kann man als Wegintegral auffassen und somit umschreiben
a
als:

[ oty [ enya— [ pas

Somit gilt auch:

Sygl. Heuser 2008, S.498
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b b
/a P(x, ¢2(x))dx = / P(y; ()dt = — | Pax.

3

Durch Einsetzen erhilt man:

JP
—d = — Pdx— P dx. 1
[ 5,4 / x / x (1)

Die Integrale /

P dx und / P dx verschwinden und somit ergibt sich:
T T4

]

4
de:Z/de:/de—f— P dx.
JB =1 T T

Aus (1) folgt die Gleichung
P
—d(x,y) = —/ P dx. 2
/ Sty = [ @)

dP
Diese Gleichung driickt das Bereichsintegral iiber die partielle Ableitung 3 mithilfe des
y

Wegintegrals, durch die Randwerte der Funktion P aus. 76

Definition 17. Sind y und v, stetige Funktionen von beschriinkter Variation auf dem

Interval [c,d] und ist dort Wy < W, ,s0 nennt man

C:= <x> eER?:c<y<d,yi(y) <x<wa(y)
y

einen BV -Normalbereich beziiglich der y-Achse. 7/

Die vier Teile des Randes dC werden wie schon beim BV -Normalbereich beziiglich der

x-Achse parametrisiert, was in Abbildung 24 dargestellt wird:

t c
no= <1//1(r)> C=r=0 mi)= <pS1(C)+f(llfz(C)—ll/1(C))> O=r=b

o t . . d
ni= (%(t))( s (wl<d>+r<wz<d>—wl<d>>> o=l

76vgl . Heuser 2008, S.496/497
"Tygl. ebd. S.497
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Abbildung 24: BV -Normalbereich bzgl. der y-Achse

Analog zum BV-Normalbereich gilt:
G sei eine offene, C enthaltende Menge, und die Funktion Q : G — R sei mitsamt der

d
pariellen Ableitung 8_Q auf G stetig.Dann erhélt man:
x

20 _ 78
/C () = /aCQdy . 3)

Nach diesen Erkldrungen kommt man wieder zum Hauptthema dieses Kapitels, dem Satz von
Gaul in der Ebene, zuriick. Eine andere Version des GauB3schen Integralsatz im R? als die

bereits beschriebene, ergibt sich aus den Gleichungen (2) und (3):

Satz 5. B sei ein BV-Normalbereich beziiglich der x-Achse und der y-Achse und dB der

positiv orientierte Rand von B. Die reellwertigen Funktionen P und Q seien mitsamt den

JdP
partiellen Ableitungen FM und x stetig auf einer offenen Menge B C G. Dann ist
y x

99 P _ 79
/B<8x 8y> d(x,y)—/aBde+Qdy

Auch hier zwei Beispiele um den Satz verstiandlich zu machen.

Beispiel 18. Es sei dB ein positiv orientierter Rand. Das angegebene Wegintegral soll mit

Hilfe des Gaufschen Integralsatzes berechnet werden:

78vgl. Heuser 2008, S.498
ygl. ebd. S.498
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/ xy dx+ (x—y) dy, B Rechteckmit0 <x<1,1<y<3
JB

/B(a();;y) _8éxyy)> d(x,Y):/B(l—x) d(x,y)Z/()l/l3(1—x) dxdy:/f%dy:

=1.9

~y[?
27 h
Beispiel 19. Es sei dB ein positiv orientierter Rand. Das angegebene Wegintegral soll mit

Hilfe des Gaufischen Integralsatzes berechnet werden:

/a 2ydx+6xdy, B Quadratmit0 <x<1,0<y<1
B

26 ) _ _
/B - —a—y—/B6—2d(x,y)—4.8]

80y gl Heuser 2008, S.499
81ygl. ebd. $.499
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3.2 Satz von GauBB im Raum

Nachdem man sich mit dem Satz von GauB} in der Ebene auseinandergesetzt hat, kommt man
nun zum Satz von Gauf} in drei Dimensionen. Dieser Satz besitzt dieselben Strukturen wie

der Satz von Gauf} in der Ebene, unterscheidet sich aber in folgenden Punkten:

e Die zweidimensionale Fliche, {iber welche integriert wird, wird durch ein

dreidimensionales Volumen V ersetzt.

e Der Rand, entlang welchem integriert wird, ist nun keine eindimensionale Linie mehr,

sondern die zweidimensionale Fliache die das Volumen umschlief3t.

Der Integralsatz von GauB im R stellt einen Zusammenhang zwischen dem Integral eines
Vektorfeldes v(X) tiber einer geschlossenen Oberfliche dV und dem Integral der Divergenz
von ¥(X) iiber dem Volumen V her, welches durch dies Oberfliache begrenzt ist. Somit erhalt
man die folgende Gleichung:

f 3(%) -7 dF = / TH(E) dv.

v v

Zu beachten ist, dass wenn es sich bei dem Volumen zum Beispiel um einen Zylinder
handelt, sich dann seine geschlossene Oberfliche aus der Mantelfliche und den beiden
Kreisen als Deckfliche zusammensetzt. Es muss dann iiber jede der drei Teilflichen integriert
werden um den Gauf3schen Integralsatz anwenden zu konnen. Wiirde man nur die
Mantelflache alleine betrachten, hitte man keine geschlossene Fléche. 82
Wieder soll der Integralsatz dabei helfen das Rechnen zu vereinfachen und wie auch schon
beim GauBschen Satz in der Ebene, wird dies auch hier an einem Beispiel demonstriert.
Wenn man Vektorfelder im Raum integriert ist es oft einfacher das Integral iiber das Volumen
zu berechnen, als das Integral iiber die Oberfliche. Wie in der Ebenen ist es auch im
Dreidimensionalen vor allem dann von Vorteil das Volumsintegral zu berechnen, wenn sich
die Oberflidche aus mehreren Stiicken zusammensetzt (dies wird in Beispiel 20 gezeigt). Der
Satz von Gaul} hat aulerdem den Vorteil, dass man die Divergenz eines Vektorfeldes in einem

Punkt berechnen kann, in welchem es nicht definiert ist (dies wird in Beispiel 21 gezeigt).
Beispiel 20. Man mochte das Integral
//a (2 + 52 +22)) dy dz+ (> +x°2) dz dx+ (2 — &) dx dy
14

berechnen, wobei W der in Abbildung 25 gezeigte Einheitswiirfel ist. Der Einheitswiirfel ist
jener Wiirfel, dessen Eckpunkte in (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,1),
(1,1,0) und (1,1,1) liegen.

82ygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.139

55



T,0,1) 0,1,1)

101 (1,1,1
(0,0,0] @..0

(1,0,0) (1,1,0)
Abbildung 25: Einheitswiirfel

Ohne den Satz von Gaufs miisste man nun sechs Fldchenintegrale berechnen. Obwohl es in
diesem Beispiel noch gut moglich wiire, ist es trotzdem schon einiges an Rechenaufwand. Da
es sich bei dem Wiirfel um eine geschlossene Fldche handelt, darf man den Satz von Gauf3 in

drei Dimensionen zur Hilfe nehmen.

Das Vektorfeld iiber welches integriert werden soll lautet:
H(F) = 2% +ely? +22),y2 + 272, 22 — .

Die Divergenz von % -V(X) berechnet sich folgendermafSen:

(R = — (12 4 72 — (V22 (=) =
v - V(X) 3 (x*+ely"+z ))+8y(y +x°z )—l—az( e’) =2x+2y+2z

Jetzt soll nur noch das Volumsintegral mithilfe des Satzes von Gauf} berechnet werden:

1 1 1 1 1
///(2x+2y+2z)dvz/ / / (2x—|—2y+22)dxdydz:/ / 1 4+2y+2zdydz—
w 0 JO 01 0 JO
/2+2Zdz:383
0

Beispiel 21. Man mochte zeigen, dass das elektronische Kraftfeld

| i

F(x)= | x2
(x3 4 x3 4 x3)3/2 .

3

eine Divergenz besitz. Man berechnet diese wie folgt und erhdilt:

8ygl. Link [11], S.3
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R 0 X1 0 X 0 X3
div F' = s o on) Too\TaTaaen ) T\ te T a2 aen ) T
(x%-l—x%-l—x%)yz—Sx%(x%-l-x%-l-xg)l/z
(x%-l—x%—l—x%)wz

Wenn man diesen Ausdruck kiirzt, ergibt sich:

{ —2x%—|—x%+x§ x%—Zx%—kx% x%+x%—2x% ] 0
e S C A e N PR e

% F (X) gilt in allen Punkten aufSer im Ursprung, da das Vektorfeld dort nicht definiert ist.
Wie vorhin erwdhnt ermoglicht es der Satz von Gauf3 die Divergenz solcher Vektorfelder zu
berechnen. Bei einer solchen Berechnung werden auch Punkte wie der Ursprung erfasst, in
welchen das Vektorfeld unendlich grofie Komponenten hat. Diese miissen natiirlich innerhalb
des Integrationsvolumens liegen.

F (X) ist kugelsymmetrisch, also wiihlt man eine Kugeloberfliiche, mit Radius R um den

Ursprung, als geschlossene Fliche. Mit den Kugelkoordinaten erhdlt man Folgendes:

Rsintcos@
F(R) = ) RsinVsing
Rcos?d

Um weiter rechnen zu konnen muss man sich zuerst noch das vektorielle Fldchenelement der
Kugel berechnen.
Gegeben sei eine Kugel mit dem Radius R. Die Parameterdarstellung der Kugeloberfliche in

Abhdingigkeit des Polarwinkels ¥ und des Azimutalwinkels @ lautet:

sinttcosQ
X(0,9) =R- | sindsing

cosV¥

Im ndchsten Schritt werden die Tangentialvektoren an die ¥-bzw. Q-Parameterlinien

berechnet:
0.0 (0
o5 cosVsing |,
—sin
23(5.0) —tvinﬁsin(p
——= =R | sindcos@
X 0
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Das zugehorige vektorielle Fldchenelement erhdlt man mithilfe des Kreuzproduktes:

JF — 8x§91919,(p) " 8x(al9q; (p)dﬁd(p _
costcosP —sin¥sin@ sin®*cos@
=R | cosOsing | xR | sindcosp | =R* | sin®2sing | ddde =
—sint 0 sinttcosV
sindcosQ
R2sin® | sin®dsing | ddde.
cosv
sindcosQ

Da der iibrig gebliebene Vektor | sin®sing | ein Einheitsvektor der Kugelkoordinaten ist,

cost
der vom Ursprung aus radial nach auf3en zeigt, kann man ihn als é, schreiben. Somit gilt:

dF = R%sindeé, dvde.

Nun wieder zuriick zum Hauptteil des Beispiels. Der vektorielle Flicheninhalt der Kugel
lasst sich wie folgt schreiben:

idF = é,.R?sin® dod .
Der Polarwinkel liuft im Bereich |0, 1] und der Azimutalwinkel im Intervall [0,27], also ist

der Integrationsbereich Ir = (¥, 9)|0 < ¥ < 7,0 < ¢ < 27. Nun wird iiber die Oberfliiche

integriert und man erhdlt:
2n 7o 21 T 1
/ / F(R) -7l dF :/ o / — Rsin® dv =
o Jo Jo 0o R
g / sin® dd = 4.
0

Man sieht, dass das Ergebnis unabhiingig vom Radius R ist. 8

An den zwei gerechneten Beispielen wurden die Vorteile des Satzes von GauB im R? gezeigt:

e Das Integral iiber dem Volumen zu berechne ist, vor allem wenn sich die Oberfliche
aus mehreren Stiicken zusammensetzt, einfacher als die Integration iiber die
Oberfliache.

e Die Divergenz in einem Punkt zu berechnen, indem das Vektorfeld nicht definiert ist.

84ygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.143
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Wichtig ist beim Integralsatz von Gauf} in drei Dimensionen folgendes zu beachten:

e Bei komplizierten Bereichen ist es wichtig den Rand zu beachten, denn es gibt

Bereiche die Locher haben.

e Bevor man den Satz von Gauf3 anwendet sollte man immer darauf achte, dass es sich
bei dem Vektorfeld iiber das man integriert auch wirklich um eine stetig
differenzierbares Vektorfeld handelt. 8

Nachdem der Satz von Gaulf}, sowohl in der Ebene und auch im Raum behadelt wurde,

kommt man jetzt zu einem anderen wichtigen Integralsatz, dem Satz von Stokes.

85ygl. Kirchgassner & Schreck, S.144
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3.3 Integralsatz von Stokes

In diesem Kapitel soll der Integralsatz von Stokes behandelt werden. Bevor dieser Satz
formuliert wird soll noch erldutert werden, was ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg

ist.

Definition 18. Ein Weg y: [a,b] — RP? ist differenzierbar, wenn die Ableitung ¥(t) an jeder
Stelle t € [a,b) existiert. 5

Definition 19. Ein Weg 7y heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn er die Summe

NEYD...5Y, stetig differenzierbarer Wege 1, ... 7Y, ist. 87

Nun kommt die Formulierung des Satzes von Stokes, der es erlaubt gewisse

Oberflichenintegrale durch Wegintegrale auszudriicken.
Satz 6. Es mogen die folgenden Voraussetzungen gelten:

o ¢ sei eine Fldche, deren Parameterbereich K ein BV -Normalbereich beziiglich beider
Achsen ist. Dariiber hinaus sei ¢ sogar eine C*-Funktion auf einer K enthaltenden

offenen Menge;

e der positiv orientierte Rand 0K von K sei mittels eines stiickweise stetig

differenzierbaren Weges y|a,b] — R? parametisierbar;

e das Vektorfeld Pi+ Qj+ Rk sei stetig differenzierbar auf einer offenen Menge, die
0 (K) enthiilt.

Dann ist:
JR 00 JP OR JdQ oP B
/¢ (a—y— a—z) dy Ndz+ (a—z — g) dz Ndx+ (g — a—y) dxNdy =
Pdx+Qdy+Rdz®
poy
Beweis:

Die Komponentenfunktionen von ¢ seien X,Y,Z und die von ¥ werden mit y; und 9>

bezeichnet. Man betrachte das Wegintegral / P dx.
poy
Mit der Abkiirzung

86yg]. Heuser 2008, S. 353
87ygl. ebd. S.355
8ygl. ebd. S.512
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p(u,v) :=P(X(u,v),Y (u,v),Z(u,v))

und der Ableitungsformel

dX(y(1)) _ 90X (y(t)) i

IX(y()) .
d  du 1)+ dv

1> (t) (hier wurde die Kettenregel angewendet)

erhilt man, nach Prop. 2 folgende Gleichung:

L dX(y(t))
/Wpdx_ / ) =2 ar

/abp()/(t)) {w% (Z‘) n aX(Y(I))YZ(t) dt — @)

8X 0X
8 du+p8v dv.

Nach dem Integralsatz von GauB im R? gilt:

d , dX Jd  dX
[ o5 dut o5 av= [ |50~ 2050 ®

Nun formt man im letzten Integral den Integranden um. Da die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung von X stetig sind gilt:
d [ 9X d ( dX\ _dp 8X+ 2’°X dp X  IX
ou \" v owv\Pou) " ou av Poudv av au Tovou

d ap
Die Kettenregel liefert fiir 9P und 22 die folgenden Gleichungen:

u v

8_p oP 8X+8P 8Y 0P 07
du dx du  dy 8u 9z du’

o _opax opav op oz
dv dx dv  dy dv  dz Iv’

Daraus folgt:
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dp dX dp dX JP[JY dX JY dX dP[0dZ dX 0Z dX
udv v au  dy EW‘W%]U—Z[ —————
OP I(X,Y) 9P I(X,Y)
9y A(u,v) | Iz A(u,v)

Also kann man schreiben:

0, 9X, 9 X 9P IXY) IPIZX)

E(p8v) 8v(p8u)_ dy o(u,y) ' 9z I(u,v)’

Aus den Gleichungen (4) und (5) erhilt man nun:

_[[oPAXY) 9P AZX)]
/(poypdx_/K{ dy 9(u,v) - dz d(u,v) d(u,v),

anders ausgedriickt

JdP
/ de—/ dx/\dy—l——dz/\dx
goy 90z

Auf dieselbe Weise erhilt man die anderen Gleichungen, die dann wie folgt lauten:

Qdy —/—a—Qd Adz+a—de/\dy,
doy a 8

JdR
Rdz—/ dz/\dx—l——dy/\dz
9oy dy

Wenn man die letzten drei Gleichungen zusammenzihlt erhélt man:

/¢ (gI; a&f) dyNdz+ (aai 3?) dzNdx+ (gg 35) dxNdy =
Pdx+Qdy+Rdz. %
poy
Eine andere Schreibweise dieses Satzes ist jene, bei der der Integralsatz von Stokes das
Integral eines Vektorfeldes entlang einer geschlossenen Randkurve einer Flache mit dem
Integral iiber die Rotation desselben Vektorfelds verbindet.

Es sei v(X) ein differenzierbares Vektorfeld und 0 die geschlossene Randkurve der

orientierbaren, stiickweise glatten Flache S tiber die integriert wird. Dann gilt:

]gsw) 7 — /5[5 X ¥(3)| -7 dF.

89Heuser 2008, S.513
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Beim Integralsatz von Stokes ist es wichtig darauf zu achten, in welche Richtung die
Randkurve beim Integrieren durchlaufen wird, also die Orientierung der Randkurve. Es ist
tiblich den Normalvektor so zu wihlen, dass er aus der Fliche herauszeigt. Die Integration
entlang der Raumkurve muss mit dieser Wahl des Normalvektors iibereinstimmen. Ansonsten
erhilt man auf einer der beiden Seiten des Integralsatzes ein falsches Vorzeichen. %

Mit dem Satz von Stokes kann man ein Integral iiber eine Randkurve einer Fliche in ein (oft)
einfacheres Oberflachenintegral umschreiben. Dies soll an einem Beispiel verdeutlicht

werden.

Beispiel 22. In diesem Beispiel soll der Integralsatz von Stokes auf das Vektorfeld

X1

X3

und das Ellipsoid mit den Seiterlinge a,b,c angewendet werden, dessen Mittelpunkt im
Ursprung liegt

2 2 2
_ 3 X Y L
AV = (x1,x2,x3) €R ’a_2+ﬁ+c_2 =1.
Das Ellipsoid wird entlang der x| — x3-Ebene durchgeschnitten. Der Teil welcher entlang der
negativen x3-Achse verluft, wird weggeworfen. Die Grundlagen dieses Beispiels werden in
Abbildung 26 dargestellt.
Dabei bildet sich eine geschlossene Randkurve, die eine Elipse mit den Halbachsen a und b

bildet, welche in der x| — x-Ebene verlduft und deren Mittelpunkt im Usprung liegt:

acosy
7(x) = | bsiny |, x €[0,27].
0

Um zu zeigen, dass die Randkurve wirklich auf dem Ellipsoid verlduft, muss man in die

implizite Darstellung des Ellipsoids

2 2 2
A
az br 2

einsetzen. Die Orientierung verlduft im negativen Uhrzeigersinn und somit liegt der Winkel )

im Bereich von 0 bis 27. Somit ergibt sich fiir das geschlossene Linienintegral:

Pygl. Kirchgassner & Schreck 2013, S. 145
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Abbildung 26: Halbes Ellipsoid S mit Randkurve 95 und Winkel

op [ @ COSX —a siny
]{\7(7)61? = /0 bsiny |-| bcosy | dx
o 0

= (b* —d?) foznsin X cosx dy

1 (27
:(bz—az)-z/o sin2y dy

Das Verschwinden des Integrals hat zur Folge, dass bei diesem Beispiel auch die rechte Seite
des Stokesschen Integralsatzes gleich 0 ist, also dass das Integral iiber der Rotation

verschwindet. Dies kann man ganz einfach ausrechnen:

2 ox3 9%
dxi X1 dxy dx3 0

= dx; dxz
rot V=<7 X ¥(X) = o X x| = el 0
K S -

0x3 dx;  dx

= (Vx¥Q®)-7A=0,

Man sieht, dass die Anwendung des Integralsatzes von Stokes dabei hilft eine komplizierte

Integration durch eine einfachere zu ersetzen. Bei Vektorfeldern, bei denen die Rotation eine
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einfache Gestalt hat ist es meistens einfacher das Oberlfichenintegral iiber der Rotation zu
91

berechnen, als das Integral entlang der Kurve zu.
Der Satz von Stokes hat eine wichtige Bedeutung fiir die Wegunabhéngigkeit von
Kurvenintegralen.

Wie bereits erwédhnt sind Kurvenintegrale genau dann wegunabhéngig, wenn das Integral
tiber jedem geschlossenen Weg 0 ist. Wenn man jetzt nochmals den Satz von Stokes
betrachtet féllt auf, dass dann auch das Integral des Rotors jeder Fliche gleich O sein muss.
Das Integral des Rotors einer Flidche kann nur dann verschwinden, also gleich 0 sein, wenn
auch der Rotor des Vektorfeldes iiberall O ist. Also gilt:

V=0< /VdS ist wegunabhiingig. 2
S

%lvgl. Kirchgassner & Schreck 2013, S.148, 149
2vgl. Link [11], S.6

65



4 Anwendungen

Nachdem man nun weill wie die Integralsitze lauten und wie man mit ihnen rechnet, mochte
man auch wissen wo sie angewendet werden.

Eine der bekanntesten Anwendungen kommt aus der Physik und zwar die
Maxwell-Gleichungen. Zusammen mit der Lorentzkraft bilden die Maxwell-Gleichungen die
Grundlagen der Elektrodynamik. Sie beschreiben das Zustandekommen und die Dynamik
von elektromagnetischen Feldern. %

Um die Maxwell-Gleichungen zu formulieren, werden noch die Begriffe

Elektromagnetisches Feld, Lorentzkraft und Ladungsdichte kurz erldutert.

4.1 Elektromagnetisches Feld

In der Elektrodynamik gibt es zwei wichtige physikalische Felder:
e Das elektrische Feld, welches mit E bezeichnet wird.
e Das Magnetfeld, welches mit B bezeichnet wird.

Die Vektorpfeile zeigen schon, dass es sich bei diesen Feldern um Vektorfelder handelt. Mit
dem, was man bereits iiber Vektorfelder wei3, kann man folgendes fiir das elektrische Feld

und fiir das Magnetfeld sagen:

Zu jedem Zeitpunkt 7 ist an jedem Raumpunkt ¥ ein Vektor E (¥,7) bzw. ein Vektor B(%,1)
definiert. %4

Die beiden Felder werden gemeinsam als elektromagnetische Felder bezeichnet. In der
Elektrodynamik werden zum Beispiel das Zustandekommen, die Dynamik und die Wirkung

auf Materie von den elektromagnetischen Feldern untersucht. %>

4.2 Lorentzkraft

Das elektromagnetische Feld wirkt auf elektrisch geladene Teilchen. Es gibt die sogenannte
Elementarladung e = 1.602176487 - 10~'°C. In der Natur kommen die elektrischen

Ladungen nur als Vielfache dieser Elementarladung vor. Jedes Proton besitzt die Ladung e

%vgl. Embacher 2012, Link [12] S.13
9ygl. ebd. S.8
%Sygl. ebd. S.8
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und jedes Elektron die Ladung -e. Dann gibt es noch die Neutronen, welche elektrisch
neutral sind, das heif3t ihre Ladung ist gleich O.

Aus dem Physik-Unterricht weill man sicherlich noch, dass sich Ladungen mit den gleichen
Vorzeichen abstolen und Ladungen mit ungleichen Vorzeichen anziehen. Diese Krifte
werden in der Elektrodynamik auf das elektromagnetische Feld zuriickgefiihrt. In der
folgenden Gleichung wird beschrieben, wie sich das elektromagnetische Feld auf geladenen
Teilchen auswirkt. %

Wenn man also ein Teilchen hat, dessen Male m und dessen Ladung ¢ ist, dann wirkt durch
das elektromagnetische Feld eine Kraft auf das Teilchen, die Lorentzkraft. Wenn diese Kraft
die einzige ist die auf das Teilchen wirkt, dann kann seine Bewegung so beschrieben werden:

d mx
dt 2
12
o2

= g(E(%,1) +%) x B(%,1)) (*)

Wenn man die Felder E = E(X,1) und B = B(X,1) bereits kennt, dann handelt es sich bei (*)
um ein System von Differentialgleichungen fiir die Funktionen X = X(¢). Wenn die
Anfangsbedingungen ¥(0) und X(0) gegeben sind, dann bestimmen diese Funktionen, an

welchem Ort sich ein Teilchen zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ befindet. °7

4.3 Ladungsdichte und elektrischer Strom

Elektronen und Atomkerne sind die wichtigsten Ladungstriger in der Materie die uns umgibt
und aus der wir selbst bestehen. Anzumerken ist, dass, wie bereits erwihnt, die Elektronen
eine negative Ladung besitzen, wihrend die Atomkerne eine positive Ladung haben. Wenn
man in einem makroskopischen Korper (ein Festkorper mit einer gewissen
Mindest-Ausdehnung) einen Uberschuss an Elektronen oder einen Mangel an Thnen hat,
dann besitzt dieser Korper eine nicht verschwindende elektrische Nettoladung. Diese besteht
in den meisten Fillen aus einer groen Anzahl von Elementarladungen. Um diese
Ladungsverteilung zu beschreiben, wird das Konzept der elektrischen Ladungsdichte
herangezogen. Sie wird mit p = p(X,¢) bezeichnet und ist dadurch definiert, dass sie in jedem
Raumgebiet vom Volumsinhalt d3x, welches sich bei dem Punkt X befindet, folgende Ladung

besitzt:

d3xp (%,1).

9%yg]. Embacher 2012, Link[12], S.9
9ygl. ebd. S.9
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Die elektrische Gesamtladung, die zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ in einem beliebigen

Raumgebiet V enthalten ist, wird durch das Volumenintegral
00 = [ dp(n) ©

definiert. °8

Als elektrischen Strom bezeichnet man in der Elektrodynamik jene elektrische Ladung, die
pro Zeitintervall durch eine gegebene Flidche hindurchtritt. Um Ladungsfliisse beschreiben zu
konnen, bendétigt man Vektoren, da die Bewegungen in unterschiedliche Richtungen gehen
konnen und auch die Ausrichtung der Fliche im Raum beliebig sein kann. Ein infinitesimales
Flidchenelement kann man sich als Bereich auf einer glatten Fliche denken. Der
Fliicheninhalt dieses Elementes ist durch dA bestimmt und kann als Stiick einer Ebenen
gesehen werden, da es so klein ist. Deshalb besitzt das Flichenelement einen wohldefinierten
Einheit-Normalvektor 7i durch dessen Richtung die Fliche eine Orientierung hat. Der Vektor
7i zeigt von der Unterseite der Flidche zur Oberseite. Der infinitesimale Vektor dA = iidA
definiert den Flicheninhalt und die Raumausrichtung des Flichenelementes.

Mithilfe eines Vektorfeldes j = f()‘é,t) wird nun der der Ladungsfluss beschrieben, welcher
zum Begriff des Stromdichtevektors fiihrt. %

Dieser Vektor wird dadurch charakterisiert, dass der elektrische Strom durch eine
infinitesimale Flache mit dem vektoriellen Flachenelement dﬁ, welche bei dem Punkt X liegt,
durch

dA - j(%,1)

gegeben ist.
Der Strom der wihrend einer bestimmten Zeit ¢ durch eine Fliache S fliet wird somit durch

das Flidchenintegral
1) = [ a3z
S

beschrieben.

Wenn ein Ladungsfluss durch die Bewegung von mehreren Ladungen entsteht, welche eine
Ladungsdichte p(X,¢) - ¥(X,¢) bilden und sich nach einem kontinuierlichen
Geschwindigkeitsfeld V(X,¢) bewegen, dann ist der Stromdichtevektor gegeben durch

2

J@E 1) =p(F,1)-¥(F,1). '

98vg]. Embacher 2012, Link [12], S.10
Pvgl. ebd. S.12
100yo]. ebd. S.12
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Durch die Ladungsdichte p und den Stromdichtevektor j werden die Aspekte der elektrischen

Ladung beschrieben, die bei elektromagnetischen Feldern als Quellen auftreten. 10!

4.4 Die Maxwell-Gleichungen

Wie zu Beginn dieses Kapitels erwihnt, hingt eine Anwendung der Integralsitze eng mit den
Maxwell-Gleichungen zusammen. Man kann diese Gleichungen sowohl als ein System von
Differentialgleichungen schreiben, als auch in Integralform. Um von der einen Form zur

anderen Form zu gelangen, nimmt man die Integralsitze zur Hilfe.

4.4.1 Die Maxwell-Gleichungen in Differentialform

Die Maxwell-Gleichungen bilden ein System von partiellen Differentialgleichungen fiir das
elektrische Feld E = E (X,t) und das Magnetfeld B = B(¥,1). Neben diesen beiden Feldern
spielen auch die Ladungsdichte p = p(¥,) und der Stromdichtevektor j= f()?, t) eine Rolle

in dem System. Die vier Gleichungen lauten:

divE = lp (7)
&
divB=0 (8)
., OB
E=-="—
rot Y 9)
D Y5
rotB:/.Loj—l—So,uoE (10)

& ist die elektrische Feldkonstante und ist im SI-Einheitssystem mit

& =

i 8.85418781762 - 10~'2C? /(Nm?)
0C

gegeben.

Uo ist die magnetische Feldkonstante und im SI-Einheitssystem mit
Uo = 47 - 10~ 'Ns?/C?

defniert. 102

Diese vier Gleichungen beschreiben die Beziehung zwischen der Ladung und der Bewegung

des elektrischen und magnetischen Feldes.

“”vgl. Embacher 2012, Link[12], S.13
102y0]. ebd. S.13
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Ladungserhaltung

Wenn man die Maxwellgleichungen betrachtet féllt auf, dass die Felder E und B differenziert
werden, wihrend die Ladungsdichte p und der Stromvektor 7 nicht abgeleitet werden. Wenn
man annimmt, dass die beiden Felder E und B bekannt sind und die ersten beiden
Gleichungen sind erfiillt, dann kénnen wir die anderen zwei Gleichungen verwenden um p
und fzu berechnen.
In der Realitit ist es aber meist umgekehrt. Denn die Ladungsdichte und die Stromdichte sind
in einem elektromagnetischen Feld eindeutig bestimmt. Wenn man p und j gegeben hat,
dann stellen die Maxwellgleichungen ein System partieller Differentialgleichungen fiir £ und
fiir B dar. 193
Man mochte nun die Kontinuititsgleichung herleiten und beschreiben, was diese aussagt.
AuBerdem wird man sehen, dass man um zu beschreiben, was diese Gleichung aussagt, die
Integrarlsitze verwendet.
Wenn man die Maxwellgleichungen genauer betrachtet sieht man, dass p und fnicht beliebig
vorgegeben werden konnen. Denn wenn man die beiden Seiten der erste Maxwellgleichung
(7) mit & multipliziert und dann partiell nach der Zeit differenziert erhélt man:

p OF

EZS() leE (11)

a E - —
Nun méchte man mithilfe der vierten Maxwell-Gleichung (10) o durch j und rot B
ausdriicken. Wenn man das in (11) einsetzt erhilt man:
P _ div j+ ! div rot B
o g Ho '
Die Divergenz einer Rotation ist immer gleich O und deshalb verschwindet der letzte Term

der eben angefiihrten Gleichung. Wenn man den Rest der Gleichung wie folgt umformt,

erhilt man die sogenannte Kontinuititsgleichung:
dpdt+ div j=0 104 (12)

Um zu erklidren was die Kontinuititsgleichung aussagt, wird der GauB3sche Integralsatz wie
folgt formuliert:

103yg]. Embacher 2012, Link [12] S. 14
104y0]. ebd. S.15
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Fiir jedes Vektorfeld # und fiir jedes Raumgebiet V' gilt:
/d3xdivﬁ:/ dA i 105
v v

Angenommen V sei ein beliebiges Raumgebiet und man bildet das Volumsintegral iiber der

Kontinuititsgleichung (12), dann erhélt man:
d -
/d3x—p+/ dxdiv =0,
v o dt Jy

Im ersten Term wird die partielle Zeitableitung vor das Integral gezogen und im zweiten
Term kann mithilfe des Integralsatzes von Gauf} aus dem Volumsintegral ein

Oberflachenintegral gemacht werden:
d — —
— [ dxp+ ¢ dA-j=0.
dt/v P v

dA ist so orientiert, dass es aus dem Raumgebiet heraus zeigt. Das Integral, welches nach der
partiellen Zeitableitung steht, hdngt nur noch von ¢ ab. Somit hat sich die partielle
Zeitableitung in eine totale Zeitableitung gedndert. Physikalisch betrachtet kann man iiber die
Gleichung folgendes aussagen: Der erste Term beschreibt die zeitliche Anderung der
elektrischen Gesamtladung Q die in V enthalten ist, Q;, yv. Der zweite Term beschreibt den
elektrischen Strom der aus V heraus flieBt, I v. 1%°

Somit erhélt man folgende Beziehung:

dQinv _
dt aus V-

Das bedeutet, dass jede Anderung der Ladung die in V enthalten ist, von einem Ladungsfluss
durch die Randflache von V wieder ausgeglichen werden muss. Somit sieht man auch was
die Kontinuititsgleichung aussagt: Durch sie wird die Ladungserhaltung ausgedriickt.!"”
Wie bereits erwihnt, sind die eben beschriebenen Gleichungen nicht nur als System von
partiellen Differentialgleichungen schreibbar, sondern auch in Integralform. Im nichsten
Absatz wird man die Gleichungen mithilfe der Integralsétze von der Differential- in die

Integralform bringen.

105y¢]. Embacher 2012, Link [12], S.7
106yg]. ebd. S.12
107yg]. ebd. S.15
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4.4.2 Die Maxwell-Gleichungen in Integralform

In diesem Teil soll die Bedeutung der einzelnen Maxwell-Gleichungen erklért werden. Dies

macht man mithilfe der Integralsitze.
. . A
Die Gleichung div E = g—p in Integralform
0

Es sei V ein beliebiges (zeitlich festgehaltenes) Raumgebiet. Nun wird das Volumenintegral

iber beide Seiten der ersten Maxwellgleichung (7) gebildet:

1
/d3xdivE:—/d3xp.
v & Jv

Wenn man die rechte Seite betrachtet féllt auf, dass es sich dabei um die in V enthaltenen
Ladung Q;, v handelt. (Siehe Gleichung 6) Die linke Seite des Integrals kann man mithilfe
des Integralsatzes von GauB in ein Oberfliachenintegral iiber der Randfliche dV umschreiben

und man erhélt insgesamt:
O |
j{anA-E: S—va.log (13)
0

Aus der umgeformten Maxwellgleichung kann man erkennen, dass die Ladung, die ein
Raumgebiet V enthilt, eindeutig durch die Werte des elektrischen Feldes auf der Oberflache
dV bestimmt ist. Je nachdem ob gilt, Q;, v > 0 oder Q;, v < 0 kann man Aussagen iiber das
Vektorfeld E machen und seine Tendenz auf der Oberfliche von V nach auBen (falls

Q;n > 0) oder nach innen (falls Q;, v < 0) zu zeigen. '*°

Es kann beispielsweise der Massenstrom einer Fliissigkeit durch ein solches
Oberflichenintegral ausgedriickt werden. Um sich besser vorstellen zu konnen, dass ein
solches Integral eine Stromung oder einen Fluss misst, nennt man die linke Seite der
Maxwellgleichung in Integralform (13) den elektrischen Fluss durch die Randfliche 0V,

welcher zu der in V enthaltenen Ladung proportional ist. !0
Die Gleichung div B = 0 in Integralform

Es sei V ein beliebiges (zeitlich festgehaltenes) Raumgebiet. Nun wird das Volumenintegral

tiber beide Seiten der zweiten Maxwellgleichung (8) gebildet:

/d3x divB = 0.
14

]Ogvgl. Embacher 2012, Link [12], S.16
109yg]. ebd. S. 16
10ye]. ebd. S.17
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Nun nimmt man wieder den Gaul3schen Integralsatz zur Hilfe um die linke Seite der

Maxwellgleichung in ein Oberflichenintegral umzuformen und erhilt:

dA-B =0 (14)
av

Die Struktur der zweiten Maxwellgleichung in Integralform (14) ist @hnlich wie die der
ersten Maxwellgleichung (13), mit dem Unterschied, dass in der Gleichung (14) die
Quellstirke gleich 0 ist. Die linke Seite der Gleichung in Integralform (14) wird
magnetischer Fluss durch die Randfliiche dV genannt. !12
Aus der zweiten Maxwellgleichung in Integralform (13) kann man erkennen, dass der
magnetische Fluss durch eine geschlossenen Fliche immer verschwindet. Man kann sich
magnetische Feldlinien als Kurven vorstellen, die zu einem gegebenen Zeitpunkt in jedem
ihrer Punkte in die gleiche Richtung zeigen wie B. Man kann also sagen, dass aus jedem
Raumgebiet gleichviele Feldlinien herauskommen wie hineinflieBen. Das gilt fiir jedes
Raumgebiet. Somit ergibt sich, dass magnetische Feldlinien geschlossen sind. Die rechte
Seite der Gleichung (14) ist gleich 0, woraus man schlieen kann, dass die magnetische
Quellstirke verschwindet. Somit gilt, dass es keine magnetische Ladung gibt. 13
Da in den néchsten beiden Maxwellgleichungen nicht die Divergenz eine Rolle spielt,
sondern die Rotation, bendtiget man dieses Mal nicht den Integralsatz von Gauf3, sondern den
Integralsatz von Stokes. Um ihn im nichsten Abschnitt anzuwenden, soll er hier nochmals
formuliert werden:

Fiir jedes Vektorfeld # und fiir jede Fliche S gilt: / dA-rotii= | dx-i.
S s

Das Flachenintegral der Rotation eines Vektorfeldes iiber die Flidche S entspricht also der

Zirkulation dieses Vektorfeldes entlang dem Rand 9. 4

-

- JdB
Die Gleichung ror E = 5 in Integralform
Es sei S eine beliebige in den Raum gelegte Flache. Nun bildet man das Flachenintegral iiber
der dritten Maxwell-Gleichung (9) und erhilt:

/dA" rotE:—/d_)~a—B.
S S d

lygl. Embacher 2012, Link [12], S.19
12y0]. ebd. S.19

13yel. ebd. S.19

4yl ebd. S.7
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Auf der rechten Seite der Gleichung kann man die partielle Zeitableitung vor das Integral
ziehen. Die linke Seite kann man mithilfe des Integralsatzes von Stokes in ein Linienintegral

tiber dem Rand 0 schrieben. Die dritte Maxwell-Gleichung (9) in Integralform lautet also:
L = d > =115
f&de-E:——/dA-B . (15)
dt Js

Die linke Seite der Gleichung ist ein Linienintegral des Magnetfeldes iiber dem Rand der
Flache S. Dieses Integral beschreibt die Tendenz des Vektorfeldes E die Orientierung der
Kurve beizubehalten bzw. die Gegenrichtung zu wihlen wenn es die Kurve umléuft. Dieses
Integral wird auch Zirkulation entlang der geschlossenen Kurve dS genannt. In der linken
Seite der Gleichung (15) ist dx ein Vektor, der zu einer Verbindung zwischen zwei
infinitesimalen benachbarten Kurven fithrt. Man erkennt, dass das Aufsummieren von
Skalarprodukten der Form dx?? angibt wie groB die Ubereinstimmung der Richtung von E
und dS ist. Somit stellt die dritte Maxwell-Gleichung in Integralform (15) eine Beziehung
zwischen der elektrischen Zirkulation und der zeitlichen Anderungsrate des magnetischen
Flusses durch die Flidche S dar. Wenn sich der magnetische Fluss durch eine Fldche dndert,

16st das eine Zirkulation entlang der Randkurve dieser Fliche aus. '1©

—

- JdB
Die Gleichung ror E = 5 in Integralform
Es sei S eine beliebige in den Raum gelegte Flache. Nun bildet man das Flachenintegral iiber

der vierten Maxwell-Gleichung (10) und erhilt:

/dA-I’Ol‘B:‘LL()/dA-j—i—S()‘LL()/dA-—.

S S S dt

Zuerst betrachtet man die rechte Seite der Gleichung: Im ersten Term wird der elektrische
Strom, welcher durch die Flache S flieBt, 1, s, mit ty multipliziert. Beim zweiten Term
der rechten Seite kann man die partielle Zeitableitung vor das Integral ziehen. Die linke Seite
kann man mithilfe des Integralsatzes von Stokes in ein Linienintegral iiber dem Rand 9

schrieben. Insgesamt erhélt man:

. d [ -
# dv-B= polus +eoo . [ dA-E' (16)
S dt Js

Wie vorhin schon, betrachtet man zuerst die rechte Seite der vierten Maxwell-Gleichung in

Integralform (16): Im ersten Term der rechten Seite kann man erkennen, wie der elektrische

115vgl. Embacher 2012, Link [12], S.20
116y0]. ebd. S.20
117yg]. ebd. S.21
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Strom das Magnetfeld hervorbringt. Angenommen alle Gréen wéren zeitunabhéngig, dann
wiirde der zweite Term auf der rechten Seite wegfallen und die Gleichung wiirde eine
Beziehung zwischen dem Linienintegral eines Magnetfeldes iiber dem Rand einer Fliche und
dem elektrischen Strom, welcher durch eine Fliche flieB3t, darstellen. Das Integral auf der
linken Seite nennt man auch die magnetische Zirkulation entlang der geschlossenen Kurve
dS. Diese Zirkulation ist, im Fall der Zeitunabhingigkeit, proportional zum elektrischen
Strom der durch die Fliche S flieBt. Diese Aussage heift das Ampersche Gesetz. '8
Wenn man jetzt aber den allgemeinen Fall betrachtet, also keine Zeitunabhingigkeit
voraussetzt, dann muss man auch den zweiten Term der rechte Seite der Gleichung (16)

betrachten:

d - -
— | dA-E. 17
Sodt/s (17)

Dieser Term heifit Maxwellscher Verschiebungsstrom. Er beschreibt, wenn man den Faktor
&y ausklammert, die zeitliche Anderungsrate des elektrischen Flusses durch die Fldache S. Fiir

eine beliebige Flache S kann man den elektrischen Fluss allgemein durch das Integral
/ dA-E
S

Aus der vierten Maxwell-Gleichung in Integralform (16) kann man also folgendes ableiten:

beschreiben. 119

Der Maxwellsche Verschiebungsstrom (17) hat auf ein Magnetfeld dieselbe Wirkung wie ein
Strom der aus bewegten Ladungen besteht. Die Summe des elektrischen Stromes und der
zeitlichen Anderung des elektrischen Flusses durch die Fliche S, legt die magnetische

Zirkulation entlang der Kurve 9§ fest. 120

118yo]. Embacher 2012, Link [12], S.21
119y0]. ebd. S.22
120yg]. ebd. S. 22
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4.5 Reflexion

Ich hoffe, dass meine Arbeit dabei helfen kann die darin vorkommenden Sétze, Definitionen
etc. verstidndlich zu machen und einen Einblick in die Integralsitze der Analysis ermdglicht.
In meiner Arbeit habe ich beim Integralsatz von Stokes eine abgeschwichte Version
verwendet, also eine Version welche nur unter bestimmten Voraussetzungen gilt. Es gibt auch

noch den allgemeinen Satz von Stokes, der bereits unter schwécheren Voraussetzungen gilt.

/dw:/ 0]
A oA

Dabei ist A ein Kompaktum mit glattem Rand dA auf einer k -dimensionalen

Er lautet wie folgt:

Untermannigfaltigkeit und o eine stetig differenzierbare (k — 1) -Form in einer Umgebung
von A.

Auf diesen Satz mochte ich in dieser Arbeit nicht genauer eingehen, aber es ist wichtig zu
wissen, dass die Integralsitze, die ich in meiner Arbeit dargestellt habe (Hauptsatz der
Differential und Integralrechnung, Integralsatz von Gau$ im R? & R3, Integralsatz von
Stokes) Spezialfille des allgemeinen Satzes von Stokes sind.

Man hat anhand der ausgewéhlten Beispiele gesehen, dass die behandelten Integralsitze den
Rechenaufwand minimieren konnen und somit ein wichtiges Werkzeug in der Analysis sind.
Aber auch in anderen naturwissenschaftlichen Bereichen, wie zum Beispiel in der Physik,
finden sie Anwendung.

Als ich mit den Recherchen zu meiner Arbeit begonnen habe, wollte ich zusitzlich zum
mathematischen Teil einen Schulbezug herstellen. Es war mir von Anfang an klar, dass
Integralsitze kein Thema fiir den Regelunterricht sind, deshalb wollte ich den Schulbezug
auf Naturwissenschaftlichen Schulzweigen oder Mathe-Forderkurse aufbauen. Ich habe aber
dann schnell festgestellt, dass die Mathematik hinter diesem Thema weit iiber das was man
mit dem Schulstoff machen kann hinausgeht.

Deshalb habe ich mich dann doch darauf fokussiert die Arbeit fiir Menschen mit gewissen
mathematischen Grundvoraussetzungen zu schreiben, d.h. Mathematikkenntnisse wie man
sie beispielsweise nach dem Abschluss einer HTL hat.

Ich personlich habe wihrend dem Schreiben dieser Arbeit noch viel an mathematischen
Kenntnissen dazugewonnen und einen tieferen Einblick in das Gebiet der Analysis,

insbesondere der Vektoranalysis, bekommen.
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