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Kurzfassung

Diese Diplomarbeit beschéftigt sich mit Problemlosen als alternative Un-

terrichtsmethode.

Zuerst wird geklart, was man unter einem Problem versteht, da es dar-

iiber verschiedene Ansichten gibt.

Anschliefend wird Problemlésen aus psychologischer Sicht beschrieben.
Des Weiteren werden die Stadien des Problemlésens und heuristische Stra-
tegien zum Losen von Problemen erortert, wobei auf allgemeine, aber auch

auf spezielle mathematische Problemlosestrategien eingegangen wird.

In den folgenden beiden Kapiteln wird versucht zu klaren, ob der Einsatz

von Problemlosen als Unterrichtsmethode sinnvoll und auch realisierbar ist.

Die Arbeit schlieft mit konkreten Beispielen, wie Problemlésen im Ma-

thematikunterricht realisiert werden koénnte, ab.



Abstract

This dissertation deals with problem solving as an alternative teaching me-
thod.

Firstly,a definition of problem solving will be given as there are various

views about it.

It will be then described from a psychological view.

Furthermore the stages as well as heuristic strategies for problem solving
will be discussed whereas general and specific mathematical problem sol-

ving strategies will be examined in more detail.

The following two chapters try to show if the use of problem solving as

teaching method is reasonable and to realize.

Finally examples to demonstrate how problem solving strategies during

mathematic lessons can be realized are given.
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1 Was ist ein Problem

In diesem Kapitel geht es darum, herauszufinden was man ganz allgemein
unter einem Problem und somit unter Problemlosen versteht. In diesem
Zusammenhang soll auch geklart werden, welche Charakteristik reale Pro-
bleme aufweisen. Des Weiteren soll besonders geklart werden, was man
unter einem Problem und somit unter Problemlésen im Mathematikunter-
richt versteht. Dabei wird auf das problemorientierte Lernen und einem
problemorientierten Mathematikunterricht genauer eingegangen. Auch die
Unterscheidung zwischen Routine- und Problemloseaufgaben wird behan-
delt. AnschlieBend folgt ein Versuch, die verschiedenen Arten von Proble-
men zu unterteilen. Das Kapitel schlieft mit meiner eigenen Ansicht tiber

Problemlosen ab.

1.1 Definition von einem Problem und

Problemlosen

L, Ein Individuum steht einem Problem gegeniiber, wenn es sich in
einem inneren oder dufseren Zustand befindet, den es aus irgend-
welchen Grinden nicht fiir winschenswert hdlt, aber im Moment
nicht tiber die Mittel verfiigt, um den unerwiinschten Zustand in den

wiinschenswerten Zielzustand zu tberfihren® (Dérner 1976, 10).

, Problemlésendes Denken erfolgt, um Liicken in einem Handlungs-
plan zu fillen, der nicht routinemdfig eingesetzt werden kann. Da-
2u wird eine gedankliche Reprdsentation erstellt, die den Weg vom
Ausgangs- zum Zielzustand tiberbrickt* (Funke 2003, 25).
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Es gibt viele verschiedene Definitionen von dem Begriff |, Problem®. Diesen
allen gemeinsam ist, dass ein Problem bestimmte Merkmale aufweist. (Vgl.
Mayer 1979, 4)

Zunéchst gibt es einen Ausgangszustand, auch oft als Ist-Zustand bezeich-
net. Dieser beinhaltet gewisse Bedingungen, Objekte, Informationsbruch-
stiicke und vieles mehr. Dieser soll in einen Zielzustand, auch Soll-Zustand
genannt, tbergefiihrt werden. Fiir diese Transformation ist Denken erfor-
derlich. Jedoch ist es nicht moglich den Ausgangszustand direkt in den
Zielzustand tiberzufithren, da es Hindernisse gibt. (Vgl. Mayer 1979, 4f)

Als Problemlésen wird hierbei die Uberfithrung des Ausgangszustandes in

den Zielzustand verstanden, durch Uberwindung der Hindernisse (vgl. ebd.,

7).

Durch diese simple Erkldarung, in der ein Ausgangszustand in einen Ziel-
zustand tiberfithrt werden soll, erscheint die Frage, worin hier iiberhaupt
das Problem besteht. Daher sei kurz angemerkt, dass zum einen der Aus-
gangszustand nur selten tiberschaubar und daher nur begrenzt beschreib-
bar ist, wodurch sich wiederum die Frage stellt, welche Voraussetzungen
angenommen werden konnen, zum anderen ist der Zielzustand ebenso oft
unprézise, wodurch man eher von einer Optimierung als von einer Losung
des Problems sprechen sollte. Auch die Diskussion iiber die zu verwenden-
den Mittel zur Erreichung eines Ziels, hangt stark von der Zielformulierung
ab, die, wie schon erwahnt, oft sehr abstrakt und unscharf ist. (Vgl. Funke
2003, 14f)

Die erste Definition von Problemldsen nach Dérner ist noch sehr allgemein
gehalten und enthélt so gut wie keine Einschrankungen. Aus diesem Grund
konnte in diesem Sinne alles Mogliche ein Problem darstellen, wichtig ist
hierbei nur, dass die Aufgabe fiir die betreffende Person, subjektiv empfun-

dene Schwierigkeiten enthéalt. Jedoch ist diese Definition nicht besonders
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zweckméfig, da ansonsten sehr viele Aufgaben, welche im Mathematikun-
terricht behandelt werden, als Probleme charakterisiert werden konnten.
Die zweite Definition von Funke scheint schon um einiges besser zu sein,
da diese alle Aufgaben ausschliefit, welche durch routineméflige Abléufe

gelost werden konnen.

1.2 Komplexe Probleme

Aufgrund der Tatsache, dass es zwischen den einfachen Problemen, welche
in den meisten Untersuchungen zum Denken und Problemlosen verwen-
det wurden, und real gegebenen Problemen, wie etwa dem Problem der
Uberbevolkerung, prinzipielle Unterschiede gibt, konnte man nur selten
die gewonnenen Erkenntnisse verallgemeinern. Einfache Probleme entspre-
chen nicht im geringsten den vielen alltdglichen Problemen, welche von
einer ganz anderen Natur zu sein scheinen. Aufgrund dieser Feststellungen
entstand ein neuer Forschungszweig, welcher sich mit sogenannten kom-
plexen Problemen beschaftigte. In diesem wurden die Versuchspersonen in
eine Art Rollenspiel versetzt, wobei mittels Computerprogrammen der je-
weilige Gegenstandsbereich sehr realitdtsnah simuliert wurde. (Vgl. Funke
2003, 125f).

Laut Funke (2003, 126-135) sind komplexe Probleme durch folgende Kenn-

zeichen charakterisiert:

o Komplexitdt: Darunter versteht man, dass die Problemsituation viele
verschiedene Variablen enthélt. Dies verlangt von der problemlosen-

den Person die Reduktion auf das Wesentliche.

e Vernetztheit: Dieser strukturelle Aspekt bedeutet, dass die Variablen
miteinander verbunden sind, und es sich daher um ein System han-
delt. Aus diesem Grund wird Modellbildung, um wechselseitige Ab-

héngigkeiten sichtbar zu machen, notwendig.
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e Dynamik: Die meisten komplexen Probleme besitzen eine Eigendy-
namik, sie verandern sich daher auch ohne Zutun des Problemlosers.
Durch diesen prozessualen Aspekt muss auch immer der Zeitfaktor
miteinbezogen werden. Dies verlangt eine gute Voraussicht und die

Bildung von Prognosen.

e [ntransparenz: In den meisten Féllen sind nicht alle Informationen
direkt zugénglich. Aufgrund der unvollstdndigen Informationen be-
kommt man auch nur eine unvollstandige Reprasentation des Pro-

blems. Es gilt sich aktiv Informationen zu beschaffen.

e Polytelie: Meistens hat man es nicht nur mit einem Ziel, sondern
mit vielen verschiedenen, oft auch sich widersprechenden Zielen zu
tun. Aus diesem Grund muss man abwéagen, eine Balance finden und

eventuell auch Kompromisse eingehen.

Ein viel beschriebenes Experiment zum komplexen Problemlésen ist das
realititsnahe LOHHAUSEN -Szenario von Dorner. Bei dieser Simula-
tion ging es um die Nachbildung einer Kleinstadt namens ,,Lohhausen®,
wobei die Versuchspersonen hierbei die Rolle des Biirgermeisters einnah-
men und sich um das Wohlergehen der Stadt zu kiimmern hatten. Es wur-
de dabei versucht die Situation moglichst wirklichkeitsgetreu nachzubilden,
sodass eine Vielzahl an Variablen verwendet wurde und zudem das Szena-
rio noch wahrend der Bearbeitung erweitert wurde. Die Versuchspersonen
waren hierbei Studenten, daher Laien, welche ohne jegliche Vorbereitungs-

zeit Fithrungsaufgaben tibernehmen mussten. (Vgl. ebd., 146ff)

Es hat sich gezeigt, dass gute Versuchspersonen unter anderem mehr Ent-
scheidungen getroffen haben und bei ihren Entscheidungsabsichten auch
immer mehrere Aspekte gleichzeitig beachteten. Daher wurde bei ihnen
nicht nur ein Ziel verfolgt, sondern gleich mehrere, da sie erkannten, wie
alles zusammenhéngt. Zudem erkannten sie die wesentlichen Probleme von

Anfang an und beschéftigten sich damit sofort, wihrend die schlechten
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Versuchspersonen mehr dazu neigten, die Probleme, welche sie nicht sofort
l6sen konnten, von sich zu schieben. Interessanterweise hat sich gezeigt,
dass Intelligenz kein Merkmal fiir Erfolg war, sondern dass sich dieser eher
aus den Personlichkeitsmerkmalen der Versuchspersonen ergab. (Vgl. Dor-
ner 1989, 32-46)

Auch wenn diese komplexen Probleme sehr realitdtsnah sind, und man
dadurch sehr viele interessante Erkenntnisse gewonnen hat, wie Personen
in schwierigen Situationen handeln und welche Fehler sie dabei machen,
so sind sie kaum fiir den Unterricht geeignet. Aufgrund der Komplexitét
ist ein hoher Zeitaufwand notwendig, wodurch die Brauchbarkeit fiir schu-
lische Zwecke eher gering ist. Moglicherweise kann man sie, je nachdem
wie ausgepriagt die einzelnen Merkmale sind, nur beschréinkt und in einer
stark vereinfachten Form im Unterricht behandeln, sodass man sie wieder

zu einfachen Problemen macht.

1.3 Problemlosen im Mathematikunterricht

1.3.1 Problemlosen nach George Polya

Mathematisches Problemlésen wurde vor allem durch Polya gepragt (vgl.
Link 2011, 11), sodass er nicht selten als , einer der Urvdter des mathema-
tischen Problemlosens“ (Bruder und Collet 2011, 18) bezeichnet wird.

Dieser verwendet jedoch selbst kaum den Begrift ,, Problem*, sondern schreibt
hierfiir meist ,, Aufgabe*. Dennoch soll hierbei unter einer Aufgabe das ver-
standen werden, was in dieser Arbeit als ,, Problem®, als , Problemaufga-

be“bzw. als ,, Problemliseaufgabe“dargestellt wird.

Nach Polya (1966) wird unter Problemlosen folgendes verstanden:

L Eine Aufgabe losen heifst, einen Ausweq aus einer Schwierig-
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keit finden, einen Weg um ein Hindernis herum entdecken, ein
Ziel erreichen, das nicht unmittelbar erreichbar war® (Polya
1966, 9).

Auch diese Beschreibung von Problemlosen ist nicht besonders prazise,
entspricht jedoch den allgemeinen Definitionen, welche gleich zu Beginn
genannt wurden. Polya (1966) fiihrt seine Uberlegungen noch etwas deut-

licher aus, indem er beschreibt, was es bedeutet ein Problem zu haben:

[--.] bewufst [I] nach einer Handlungsweise suchen, die dazu
angetan ist, ein klar erfafites [!], aber nicht unmittelbar erreich-
bares Ziel zu erreichen® (Polya 1966, 173).

Problemlosen ware demnach die Entdeckung einer solchen Handlungswei-
se (vgl. Polya 1966, 173). Diese Formulierung ist zwar auch noch nicht
besonders exakt, jedoch wird dadurch deutlich, dass seiner Ansicht nach

Problemloseaufgaben immer ein klar formuliertes Ziel enthalten sollten.

Immerhin versucht Polya (1966) Problemloseaufgaben noch etwas exakter
zu definieren, indem er diese von Routineaufgaben abgrenzt. So schreibt er,
dass Problemloseaufgaben ,/...] einen gewissen Grad von Unabhdangigkeit,
Urteilsfihigkeit, Einsicht, Originalitdt und schopferische Tdtigkeit verlan-
gen“ (Polya 1966, 12).

Zudem wird Problemlosen als eine , praktische Kunst“angesehen, die man
entweder durch Ubung oder durch Nachahmung erlernen kann (vgl. Polya

1966, 9).

Polya (1995) schligt zudem folgenden Losungsplan fiir Probleme vor:
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Tabelle 1.1: Problemloseplan, nach: Polya 1995, Klappentext

Problemldseschritte

Problemlésen

Erstens: Du musst die Aufgabe verstehen

Zweitens: Zusammenhénge suchen,
Hilfsaufgaben betrachten, Plan der Losung

erhalten

Drittens: Fihre Deinen Plan aus

Viertens: Prife die erhaltene Losung

VERSTEHEN DER AUFGABE

Was ist unbekannt?
Was ist gegeben?
Wie lautet die Bedingung?

AUSDENKEN EINES PLANES

Kennst Du eine verwandte Aufgabe?
Betrachte die Unbekannte!

Hier ist eine Aufgabe, die der Deinen
verwandt und schon gelést ist. Kannst

du sie gebrauchen?

AUSFUHREN DES PLANES

Kontrolliere jeden Schritt.

Kannst Du deutlich sehen, dass der
Schritt richtig ist?

Kannst Du beweisen, dass er richtig ist?

RUCKSCHAU

Kannst Du das Resultat kontrollieren?
Kannst Du den Beweis kontrollieren?
Kannst Du das Resultat auf
verschiedene Weise ableiten? Kannst du
es auf den ersten Blick sehen?

Kannst Du das Resultat oder die
Methode fiir irgend eine andere
Aufgabe gebrauchen?

Dieses schematische Vorgehen soll dabei behilflich sein eine Loésung zu

finden. Dennoch bleibt es ungeklért, inwiefern diese Anleitung zum Losen

von Problemen fir die Umsetzbarkeit im Mathematikunterricht niitzlich

ist (vgl. Link 2011, 13).
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1.3.2 Fachdidaktische Perspektive

Nicht nur in der Denkpsychologie gibt es keine Einigkeit dartiber, was man
unter Problemlosen versteht, sonder auch in der Didaktik der Mathema-
tik. Im folgenden werden verschiedene, aber auch zum Teil sehr dhnliche

Ansétze zum Problemlésen im Mathematikunterricht dargestellt.

So wird zum Beispiel aus fachdidaktischer Perspektive unter Problemlo-

sen folgendes verstanden:

, Unter einem Problem versteht man in der Mathematik eine Auf-
gabe, die es zu ldsen gilt, bei der eine Lisung allerdings nicht offen-
sichtlich ist. Problemlésen bedeutet also insbesondere die intensive
Beschiftigung mit einer Aufgabe, ohne dass von Anfang an klar ist,
welche Mechanismen, Algorithmen, Inhalte oder Sdtze zum FErfolg
fihren® (Reiss und Hammer 2013, 56).

Nach dieser Auffassung ist es nicht primér von der Aufgabenstellung ab-
héngig, was ein Problem darstellt. Dies hangt viel mehr von der Person ab,
welche die Aufgabe l6sen mochte. Was dem einen Probleme bereitet, kann
fiir jemand anderen ein Klacks sein. Zudem wird man ein Problem, dessen
Losungsweg man bereits gesehen hat, auch nicht mehr als ein solches be-
zeichnen. (Vgl. Reiss und Hammer 2013, 57)

Eine sehr dhnliche Ansicht haben Bruder und Collet (2011), sie verstehen

unter einem Problem folgendes:

, Ein Problem im Mathematikunterricht soll eine Anforderungs-
situation bezeichnen, die subjektiv als (kognitiv) schwierig erlebt
wird“ (Bruder und Collet 2011, 11).

Nach dieser Definition miisste jede Aufgabenstellung vom lernenden Sub-
jekt her betrachtet werden, um festzustellen, ob es sich um eine Routine-
oder Problemloseaufgabe handelt. Dies erfordert von der Lehrkraft, um

eine geeignete Aufgabe auszuwéhlen, entsprechende Kenntnisse tiber den
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Wissensstand ihrer Schiilerinnen und Schiiler.

Nun konnten, nach dieser Definition, natiirlich auch Routineaufgaben indi-
viduelle Schwierigkeiten enthalten, jedoch sollte bei diesen, im Gegensatz
zu Problemloseaufgaben, das schematische Vorgehen prinzipiell klar sein
(vgl. Bruder und Collet 2011, 143).

Um entscheiden zu kénnen, inwiefern eine Aufgabe Problemlésecharakter
hat oder nicht, nennen Bruder und Collet (2011, 13f) folgende vier Para-

meter:

e Formalisierungsgrad F: Schwierigkeitsgrad beim Erfassen und Ver-

stehen der Aufgabe, Mathematisierung ist eventuell notwendig.

o Komplezititsgrad K: Schwierigkeitsgrad beziiglich der kognitiven An-
forderungen der Aufgabe.

e Bekanntheitsgrad B: Schwierigkeitsgrad, welcher von den subjektiven

Erfahrungen und Kenntnissen des Aufgabenbearbeiters abhéngig ist.

o Ausfiihrungsaufwand A: Schwierigkeitsgrad bei der Darstellung der

Losung.

Diese Orientierungshilfe finde ich nicht besonders hilfreich. Zum einen den-
ke ich nicht, dass es durch diese Merkmale objektiv moglich ist, eine Auf-
gabe als Problemloseaufgabe zu identifizieren, da der Parameter B nur
subjektiv verstanden werden kann, zum anderen wird auch nicht deutlich
genug erklart, in welchen Ausmafl diese Parameter vorhanden sein sollen,

sodass es auch tatséchlich eine Problemléseaufgabe ist.
Biichter und Leuders (2005) gehen bei ihrer Formulierung genauer auf den
Aufforderungscharakter von Problemloseaufgaben ein:

»Eine Problemloseaufgabe (auch kurz: ein Problem) ist die

Aufforderung, eine Lésung zu finden, ohne dass ein passendes



1 Was ist ein Problem

Léosungsverfahren auf der Hand liegt“ (Biichter und Leuders
2005, 28).

Problemlésen beginnt nach dieser Auffassung immer dann, wenn man ent-
weder ein passendes Losungsverfahren auswéhlen, einen neuen Losungsan-
satz erst entwickeln muss oder bei der Kombination und Modifikation von
bekannten Methoden auf die aktuelle Aufgabenstellung. Problemlosen wird
somit auch hier als ein kreativer Prozess bezeichnet, welcher aber immer
mit Transferleistungen einhergeht. (Vgl. Biichter und Leuders 2005, 28)

Auch nach dieser Sichtweise spielen die Fahigkeiten und Fertigkeiten des
Problemldsers eine wichtige Rolle um zu entscheiden, ob es eine Problem-
loseaufgabe ist oder nicht, aber auch andere Aspekte sind relevant. So wird
vor allem die Offenheit der Aufgabenstellung als relevantes Merkmal an-
gegeben. Durch diese soll den Schiilerinnen und Schiilern tiberhaupt erst
die Moglichkeit zum problemlosenden Denken gegeben werden. Es muss
daher generell moglich sein verschiedene Losungswege und Ansétze zu ent-
wickeln. (Vgl. Biichter und Leuders 2005, 29f; Leuders 2003, 125)

Des Weiteren wird Problemlosen auch vom Modellieren abgegrenzt, indem
man unter Problemlosen das ,, Arbeiten in innermathematischen Situatio-
nen*(Buchter und Leuders 2005, 31) bezeichnet. Damit wird aber nicht
ausgeschlossen, dass Problemlosen durchaus beim Modellieren auftreten
kann. (Vgl. Biichter und Leuders 2005, 30f)

Dennoch sei hier kurz angemerkt, dass bis jetzt die Darlegungen nur einen
deskriptiven Charakter hatten und noch nichts dartiber gesagt wurde, wie
man zu , guten“Problemen fir das Problemlosen im Mathematikunterricht
kommt. Leuders (2003) schlagt diesbeziiglich folgende vier Kriterien vor,

welche aber nicht unbedingt alle gleichzeitig erfiillt sein miissen.

”

1. FEin Problem fiihrt auf allgemeinere mathematischen Ideen
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und macht tbergreifende Zusammenhdnge verstindlich. Da-
bei macht es gegebenenfalls neue Begriffsbildung notig und zu-

gleich einsichtig.

2. Ein Problem gibt Anlass zu divergentem Arbeiten und indi-
viduellen Erkundungen. Dabei sollte es vor allem unterschied-

liche Ansdtze - auch auf unterschiedlichem Niveau - erlauben.

3. Ein Problem bietet einen (inner- oder aufSermathematischen)
Kontext fiir ein mathematisches Konzept. Dabei sollte es vor
allem leicht zugdnglich sein, die Problemsituation muss den

Lernenden unmittelbar verstandlich sein.

4. Ein Problem besteht aus einer Situation, in der Schiilerinnen
und Schiiler erst die Strategien selbst entwickeln miissen.
Dabei kénnen sie aus vorhandenen Kennitnissen schopfen und

diese neu kombinieren*

(Leuders 2003, 123).

Diese Idee, Problemloseaufgaben nicht nur vom lésenden Individuum zu
bestimmen, sondern auch von der Art der Aufgabenstellung, wird von Link
(2011) ibernommen, indem sie selbst ein zweidimensionales Modell zur

Bestimmung von Problemloseaufgaben vorschlagt.

1. Charakterisierung eines mathematischen Problems in Hinblick

auf die Beurteilung der Aufgabe

a) Ein Problem kann tiber verschiedene Lisungswege sinnvoll

bearbeitet werden.

b) Ein Problem ist innermathematisch gestellt und mathe-

matisch substantiell.

2. Charakterisierung eines mathematischen Problems in Hinblick

des Einsatzes der Aufgabe in Bezug auf eine Bearbeitergruppe

a) FEin Problem ist leicht verstiandlich.

11
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b) Ein mathematisches Problem stellt fir die Schiilerinnen
und Schiiler die Aufforderung dar, eine Lésung zu finden,
ohne dass ein passendes Lisungsverfahren auf der Hand
liegt.

¢) Schiilerinnen und Schiiler konnen durch das Arbeiten an
dem Problem thre mathematischen Kenntnisse und Fdhig-

keiten erweitern“

(Link 2011, 41f).

In dieser schon sehr ausfiihrlichen Darlegung des Wesens von Problemlose-
aufgaben kommen zu den bereits genannten Kriterien noch ein paar hinzu.
So ist bei der Darlegung der Aufgabe nicht nur wichtig, dass sie offen und
innermathematisch gestellt ist, sondern auch, dass sie substantiell fiir die
Mathematik ist, daher zu allgemeinen mathematischen Ideen fithrt (vgl.
Leuders 2003, 123). Beziiglich des Blickwinkels auf das losende Individu-
um wird auch ausfiihrlich betont, dass durch das Losen dieses Problems

ein Erkenntniswert fur die Schiilerinnen und Schiiler bestehen soll.

1.3.3 Problemorientiertes Lernen

Unter problemorientiertem Lernen versteht man Lernen, dass durch ein
Problem ausgelost wird. Wird dadurch noch neues Wissen generiert, in-
dem die Lernenden sich selbstdndig mit dem Problem befassen, so ent-
spricht dies den Anschauungen des entdeckenden Lernens. (Vgl. Vollrath
und Roth 2012, 61)

Um problemorientiertes Lernen fruchtbar im Unterricht einzusetzen, miis-
sen einige Bedingungen beachtet werden. Zunachst miissen die mathemati-
schen Probleme von den Schiilerinnen und Schiilern verstanden werden.
Verstehen setzt jedoch Fachwissen voraus, welches entweder vorhanden
oder von der Lehrkraft bereitgestellt werden muss. Auch fir das Auffin-
den der Losung wird sowohl Wissen als auch Erfahrung benétigt. Zudem

sollte das zu behandelnde Problem einen Erkenntniswert enthalten. Die
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Schwierigkeit oder das Endergebnis des Problems ist hierfiir kein Pradikat,
sondern dieses ergibt sich meist aus dem Losungsweg. Diese gewonnene
Erkenntnis gilt es zudem explizit zu machen. Des Weiteren sollte ein Zu-
sammenhang zu anderen Unterrichtsthemen bestehen. Man bedenke dabei,
dass Probleme meistens weitere Probleme erzeugen. Um daher nicht bei
diesem langerfristigen Lernen den ,roten Faden“zu verlieren, ist es sinnvoll
einen Ankntipfungspunkt zu finden. Offene Fragestellungen erweisen sich
zum Hinfithren zu Problemen als besonders geeignet. Schliellich steht noch
die Selbsténdigkeit der Schiilerinnen und Schiiler im Vordergrund. Aus die-
sem Grund sollte die Lehrperson Losungshinweise so weit wie nur moglich
vermeiden, sodass die Schiilerinnen und Schiiler ihre eigenen Erfahrungen
beim Losen von Problemen machen kénnen. (Vgl. Vollrath und Roth 2012,
62fF)

Die Forderung den Unterricht vorwiegend an Problemen zu orientieren,
bezeichnet man als ,, Prinzip der Problemorientierung, wobei hier nur Pro-
bleme mit einer richtungweisenden Funktion gemeint sind. Unter richtung-
weisenden Problemen versteht man jene Problemtypen, welche den Unter-
richt eine bestimmte Richtung geben kénnen. Hierbei kann man zwischen
richtungweisenden Problemen fiir den gesamten Lehrgang und jenen, wel-
che nur fiir bestimmte Themen vorgesehen sind, unterscheiden. (Vgl. ebd.,
118f)

Unter einem problemorientierten Mathematikunterricht versteht man da-
her einen Unterricht, ,,/.../ der seine wesentlichen Impulse aus richtungwei-
senden Problemstellungen erhdlt, die geeignet sind, mathematisches Den-
ken in Gang zu setzen und zu neuer mathematischer Erkenntnis zu fiihren®
(ebd., 119). Unter Problemen versteht man in diesem Zusammenhang ent-

weder offene Fragen oder auch Probleme im engeren Sinn (vgl. ebd., 119).

Nach dieser Auffassung wird die Behandlung von Problemen im Unter-

richt zu einer speziellen Art des Lernens. Problemloseaufgaben sollten zur
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1 Was ist ein Problem

Aneignung von Wissen und Verstédndnis beitragen. Ein Bezug zu anderen
mathematisch relevanten Fragestellungen ist wiinschenswert. Ein Problem
sollte daher nicht nur isoliert betrachtet werden, sondern ist in die relevan-

te Unterrichtsthematik einzubetten.

Auch wenn eine problemorientierte Unterrichtsgestaltung nicht als iden-
tisch mit dem Konzept des Problemlésens angesehen wird (vgl. Bruder
und Collet 2011, 15), so werde ich diese beiden Konzepte in dieser Arbeit
im weitesten Sinne synonym behandeln, aufgrund der Tatsache, dass sie

meines Erachtens nach die selben zentralen Standpunkte besitzen.

1.3.4 Differenzierung zwischen Routineaufgaben und

Problemaufgaben

Aufgrund der Tatsache, dass es priméar vom Problemloser abhéangig ist, ob
eine bestimmte Aufgabe als Problem aufgefasst wird oder nicht, schlagt
Haas (2000) eine genauere Charakterisierung von Problemldseaufgaben
vor, sodass sich diese in wesentlichen Punkten von sogenannten Routi-

neaufgaben unterscheiden.

Tabelle 1.2: Routineaufgaben vs. Problemaufgabe, aus: Haas 2000, 7

Routineaufgabe Problemaufgabe

e entschliisselbar als Aufgabe eines e Kine ,Barriere’ verhindert das
bestimmten Typs Entschliisseln, die Aufgabe ist offen,

e Abruf einer verfiigbaren mehrdeutig
Losungsprozedur moglich e Suche nach einem Loésungsweg

e formales bis ritualhaftes Abarbeiten der notwendig; man benétigt Einfélle,
gespeicherten Prozedur moglich andere Sichtweisen, neuartige

e Erfolg auch ohne Verstandnis moglich Verbindungen der Wissensbesténde

e provoziert i. A. nicht zum e Inhaltliches Denken ist unverzichtbar
Weiterdenken, Fortspinnen; wirkt zur Konstruktion eines Losungsweges
abgeschlossen e ohne Verstandnis kein Erfolg moglich

e provoziert zum Weiterdenken,

Variieren, Ausbauen; wirkt offen
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1.3 Problemlésen im Mathematikunterricht

Nach dieser Auffassung, wird eine Routineaufgabe vor allem dadurch
charakterisiert, dass man sie zu einem bestimmten Aufgabentyp zuordnen
kann. Dies deutet bereits an, dass man schon dhnliche Aufgaben gelost
hat, sodass man tiber die nétigen Verfahren verfiigt um auch diese Aufga-

be, ohne besondere Schwierigkeiten, zu losen.

Ein Problem soll eben nicht nur eine Barriere enthalten, sondern auch
noch offen bzw. mehrdeutig sein soll. Dies bedeutet eben, dass die Losung
nicht sofort einsichtig sein soll und es zudem auch verschiedene Loésungs-
ansatze geben soll. Dadurch wird selbstverstandlich auch die aktive Suche
nach einem Losungsweg erforderlich, wobei diese Aspekte schon bei den

vorangegangen Definitionen erwdhnt wurden.

Auch die Notwendigkeit des inhaltlichen Denkens ist kein neuer Aspekt, da
dieser stark mit der Aufforderung nach Verstéindnis verkniipft ist. Kénn-
te man eine Aufgabe, ohne sich mit dieser tiefergehender zu beschéaftigen,
einfach mit bekannten Verfahren 16sen, so wiirde es sich um eine Routine-

aufgabe, und eben nicht um eine Problemléseaufgabe handeln.

Des Weiteren ist es nicht verwunderlich, wenn eine Aufgabe offen bzw.
mehrdeutig ist, dass diese zum weiteren Nachdenken anregt, wobei hierbei
nicht das Ausmafl festgelegt wird, in welchem dies geschehen soll. Auch
diese Charakteristik, welche beim problemorientierten Lernen als Ankniip-
fungspunkt zu anderen Thematiken beschrieben wird, wurde bereits er-

wahnt.

Trotz dieser genannten Differenzierung sei hier kurz angemerkt, dass Rou-
tineaufgaben durchaus wieder zu Problemen werden kénnen. Man bedenke
hierbei, dass die meisten Aufgaben, welche im Mathematikunterricht be-
handelt werden, in einem bestimmten Kontext eingebettet sind. Meist lie-
fert gerade dieser Kontext die entscheidende Idee zur Losung der Aufgabe.

Aus diesem Grund kann eine Routineaufgabe zu einem Problem werden,
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1 Was ist ein Problem

wenn der entsprechende Kontext fehlt. Zur Sicherung des Basiswissens ist
es daher durchaus sinnvoll, auch immer wieder Aufgaben im Unterricht zu
verwenden, fiir welche man frither erworbenes Wissen benotigt. (Vgl. Voll-
rath und Roth 2012, 281)

Dies legt nahe, dass auch der Kontext, in welchem eine Aufgabe gestellt
wird, entscheidend ist, ob eine Aufgabe als Routine- oder als Problemlo-
seaufgabe aufgefasst wird. Mit Kontext betreffend Problemloseaufgaben
kann hier entweder gemeint sein, dass eine Aufgabe in einer Schulstufe ge-
stellt wird, in welcher die notwendigen Verfahren zur Loésung noch nicht
entwickelt wurden, oder, dass zwar die Verfahren bereits entwickelt wur-
den, aber durch das Fehlen des Zusammenhanges, in welchem die Aufgabe

gestellt wurde, diese nicht sofort mit diesem assoziiert werden.

1.4 Klassifikation von Problemen

Eine sehr tibliche, aber auch genauso simple Klassifikation von Problemen,
ist die nach ,jwell-defined“und ill-defined"(vgl. Funke 2003, 29). Bei einem
gut definierten Problem gibt es eine Regel, um von einem beliebigen Zu-
stand entscheiden zu konnen, ob dieser ein Endzustand ist oder eben nicht.
Im Vergleich dazu gibt es bei schlecht definierten Problemen keine solchen
offenkundigen Regeln und daher verlangen diese nach einer dialektischen

Prozedur um sie zu lésen. (Vgl. Dorner 1976, 13)

Eine etwas genauere Art der Klassifikation ware nach dem Ausmaf, in wel-
chem die verfiigharen Mittel und die zu erreichenden Ziele bekannt sind.
Hierbei nennt Funke (2003, 29) die Einteilung in Transformationsprobleme
- ein gut definierter Ist-Zustand ist in einen gut definierten Soll-Zustand
iiberzufithren, Neuordnungsprobleme - Elemente miissen zur Losung des
Problems in eine neue Reihenfolge gebracht werden, und Induktionspro-

bleme - aus Einzelféllen ist eine allgemeine Regel abzuleiten.
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Es gibt noch viele verschiedene Klassifikationsmodelle fiir Probleme, die
sich durch einen bestimmten Aspekt, auf dem sie sich fokussieren, unter-
scheiden, wobei Funke (2003) eine generelle Unterscheidung zwischen der
Klassifikation von einfachen Problemen und der Taxonomie von komplexen

Problemen macht.

Bei der Klassifikation von einfachen Problemen nennt Funke (2003, 30f)
unter anderem das Klassifikationssystem von Dérner (1976, 11-15). Bei
diesem handelt es sich um ein zweidimensionales System, wobei nach Art
der Barriere unterschieden wird. Die zwei Dimensionen sind der Bekannt-
heitsgrad der Mittel und die Klarheit der Zielkriterien, diese werden in den
Stufen hoch oder gering unterschieden. (Vgl. Funke 2003, 30)

Daraus ergeben sich vier verschiedene Barrieretypen:

Interpolationsbarriere: Sind neben dem Ist- und Sollzustand auch die
Operatoren, also die Mittel zur Uberwindung des Problems, bekannt, so
wird das Problem durch das Auffinden der richtigen Operatorenabfolge ge-
l6st. Beispiele hierfiir wéren das Schachspiel oder das Nummernschloss am

Fahrrad. (Vgl. Dorner 1976, 12; Funke 2003, 30f)

Synthesebarriere: Wenn sowohl Ausgangs- als auch Zielzustand wohl de-
finiert sind, nur die Mittel, die zu diesem fithren sollen, unbekannt sind, be-
n6tigt man den Einsatz von kreativen Losungsvorschlédgen. Das Alchimisten-
Problem, worin es darum geht aus Blei Gold zu machen, ist ein gutes Bei-
spiel hierfiir. (Vgl. Doérner 1976, 12; Funke 2003, 31).

Dialektische Barriere: Wenn umgekehrt die Mittel zur Verfiigung ste-
hen, nur das Ziel nicht klar definiert ist, muss dieses zuerst sorgfaltig aus-
geflihrt werden. Durch einen dialektischen Prozess von These, Antithese

und Synthese wird das Ziel geschérft. Dies wére beispielsweise der Fall,
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wenn man iiber die beste Verwendung eines grofien Geldbetrages nach-
denkt oder wenn eine neue Wohnung schoner als die alte werden soll. (Vgl.
Dorner 1976, 13; Funke 2003, 31)

Dialektische und Synthesebarriere: Sollten beide Dimensionen ge-
ring sein, so handelt es sich um eine Kombination der Barrieretypen (vgl.
Dorner 1976, 14; Funke 2003, 31).

Diese genannten Barrieretypen sind jedoch nicht unabhéngig vom Problem-
l6ser, man bedenke, dass einige Situationen fiir Personen Probleme dar-
stellen, wahrend dieselben Umstéande fiir andere Menschen keine Schwie-
rigkeiten enthalten. Zudem kann ein Problem auch mehrere Barrieretypen
enthalten, wie dies sehr oft bei komplexen Problemen der Fall ist. (Vgl.
Dorner 1976, 14)

Fiir die Taxonomie komplexer Probleme zahlt Funke (2003, 32) unter an-
derem die von Hussy auf. Bei diesem ergibt sich die Problemschwierigkeit
aus Personen- und Problemmerkmalen. Funke selbst unterscheidet zwi-
schen Personen-, Situationen- und Aufgabenmerkmalen. (Vgl. Funke 2003,
32)

Auch in der Mathematik gibt es Versuche die Problemloseaufgaben zu klas-
sifizieren. Der Grund hierfiir ist, dass es natiirlich leichter ist ein Problem zu
l6sen, wenn man dieses zu einem bestimmten Problemtyp zuordnen kann,
dessen Losungsweg man bereits kennt. (Vgl. Polya 1966, 175)

Polya (1966, 175f) unterscheidet zwischen Bestimmungs- und Beweisauf-
gaben. Hingegen schlagen Bruder und Collet (2011, 17; 163-167) eine Ein-
teilung in folgende Problemtypen vor: Mathematisierungsprobleme, inner-

mathematische Probleme und Interpretationsprobleme.

Anhand dieses kurzen Einblicks in die Klassifikationsversuche lasst sich

erkennen, dass es keine allgemeine Einteilung fiir Probleme gibt, welche
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das gesamte Spektrum moglicher Probleme abdeckt. Dies kénnte schon al-
lein daran liegen, dass es keine einheitlich anerkannte Definition gibt, was
man unter einem Problem versteht, und durch diese Freiheit ergeben sich

sehr viele verschiedene Probleme.

1.5 Eigene Ansicht iiber Problemloseaufgaben

im Mathematikunterricht

Zusammenfassend lasst sich erkennen, dass eine Problemloseaufgabe im-

mer ein Hindernis enthalt, sodass es nicht direkt moglich ist diese zu 16sen.
(Vgl. u. a. Polya 1966, 9)

Dieses Hindernis ist immer vom losenden Subjekt aus zu verstehen, da-
her miissen bei jeder Problemldseaufgabe die jeweilige Schulstufe sowie der
generelle Leistungsstand der Schiilerinnen und Schiiler mitberiicksichtigt
werden. (Vgl. u. a. Bruder und Collet 2011, 11)

Abgesehen davon muss eine Problemloseaufgabe einen bestimmten Grad
an Offenheit enthalten (vgl. u.a. Bichter und Leuders 2005, 30). Es soll
daher moglich sein die gestellte Aufgabe iiber mehr als nur einen richtigen

Losungsweg zu bearbeiten (vgl. u. a. Link 2011, 41).

Zudem ist es mehr als ausreichend, wenn eine Problemaufgabe in einem
innermathematischen Kontext gestellt ist (vgl. u. a. Biichter und Leuders
2005, 31). Ein Problem zu lésen enthélt bereits genug Schwierigkeiten,
sodass es nicht zusatzlich notwendig ist, dass dieses noch, wie beim Model-

lieren, zuerst in die mathematische Sprache tibersetzt werden muss.
Das fiir mich personlich wichtigste Kriterium einer Problemloseaufgabe

ist, dass diese zu einem Erkenntnisgewinn beisteuern soll (vgl. u. a. Link

2011, 42). Diesen Gewinn an Erkenntnis sehe ich allerdings nicht gebunden
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an dem Erlernen von fiir das Individuum neuen mathematischen Begriffen,
sondern es kann sich auch in dem Verstehen anderer, iiber die Mathema-
tik hinausgehender Arbeitstechniken und heuristischer Strategien handeln.
Damit will ich ausdriicken, dass zum Beispiel auch der richtige Umgang
mit Heurismen einen Zuwachs an Erkenntnis darstellt. Aus dieser Sicht-
weise betrachtet teile ich die Ansicht von Frau Link, dass Problemlsepro-

zesse auch immer Erkenntnisprozesse darstellen. (Vgl. Link 2011, Kapitel 3)

Von den moglichen Charakterisierungen mathematischer Probleme gefallt
mir jene von Frauke Link (2011, 41f) am besten, da ihre Darlegung eine gu-
te Zusammenfassung der wesentlichen Kennzeichen einer mathematischen

Problemloseaufgabe enthélt.

Konform mit Biichter und Leuders (2005) sehe ich den Weg zum Auf-
finden , guter‘mathematischer Probleme. Entweder kann man von einem
zentralen mathematischen Begriff ausgehend Probleme formulieren, welche
diesen zum Mittelpunkt haben. Oder aber man ,6ffnet“eine Routineaufga-
be, indem man zum Beispiel die Losung als Ausgangspunkt heranzieht und
damit die Aufgabenstellung einfach umkehrt. Sollte der Fokus beim Pro-
blemlosen mehr auf das Erlernen von niitzlichen Losungsstrategien liegen,
so kann man diese auch durch direkte Aufforderungen in der Aufgabenstel-
lung in den Mittelpunkt riicken. Ein weiterer Weg, um sich die Arbeits-
techniken des Problemlosens zu verdeutlichen, stellt, ihrer Meinung nach,
welcher ich mich anschliefle, das Reflektieren von bereits gelosten Problem-
stellungen dar. Hierbei wird das eigene Denken in dem Sinne erleichtert,
dass man nicht selbst ein Problem erst 16sen muss, es fordert allerdings die
bewusste Reflexion und die Argumentationsfihigkeit der Schiilerinnen und
Schiiler. Im Gegensatz zu den beiden oben genannten, Biichter und Leuders
(2005), sehe ich das Selbstfinden von Problemen durch Schiilerinnen und
Schiiler nicht als besonders wertvoll an, da dies meiner Ansicht nach schon
fiir Lehrkréfte eine sehr schwere Herausforderung darstellt und somit nur

wertvolle Unterrichtszeit vergeuden wiirde. (Vgl. ebd., 32-42)
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In diesem Kapitel wird die Rolle der Denkpsychologie beim Problemlosen
behandelt. Der zu Grunde liegende Gedanke ist, dass Problemlosen sehr
eng mit dem Konzept des Denkens verwandt ist. Zudem spielen viele der
Theorien, welche in dieser entwickelt wurden, eine entscheidende Rolle bei
Lern- und Lehrprozessen, indem diese eine wesentliche Grundlage fiir viele
verschiedene didaktische Prinzipien bilden. Um eine gute Ubersicht iiber
die verschiedenen Ansitze zu bekommen, wird kurz die historische Ent-
wicklung der Denkpsychologie behandelt. Anschlieflend wird etwas genauer
auf die verschiedenen Paradigmen in der Psychologie und deren Auffassung

von Problemlosen eingegangen.

2.1 Verhaltnis von Denken und Problemlosen

Die beiden Begrifte ,, Denken‘“und ,, Problemlésen‘sind eng miteinander ver-
wandte Konzepte. Beide stellen erstrebenswerte Eigenschaften dar, die so-
wohl im schulischen, als auch im beruflichen Kontext eine zentrale Rolle
spielen. Einerseits dienen sie zur Beurteilung der Leistungsfahigkeit im
kognitiven Bereich, und andererseits stellen sie auch die Grundlage des-
sen dar, was man unter Intelligenz versteht. Problemlosen zahlt zudem zu
den Schliisselqualifikationen von internationalen Schulleistungsstudien, wie
zum Beispiel PISA, wobei es hierbei als facheriibergreifend- greifende Fa-
higkeit angesehen wird. (Vgl. Funke 2003, 13)

Kurz gesagt:,, Es gibt eigentlich kaum einen Bereich menschlichen Lebens,
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in dem Problemldsen nicht bedeutsam wdre (Funke 2003, 13)!

Beziiglich des Verhéltnisses der beiden Konzepte ,,Denken“und ,, Problem-
losen*gibt es verschiedene Ansichten. Die radikalste Ansicht wére jede den-
kerische Tatigkeit als problemlosend aufzufassen. In den meisten Féllen da-
gegen wird Problemlosen als Sonderfall des Denkens aufgefasst, wodurch
die denkerische Téatigkeit auch noch andere Schwerpunkte haben kann. Da-
durch wirde das Problemlosen als jene Art des Denkens verstanden, durch
welche Hindernisse auf dem Weg zu einem Ziel beseitigt werden. Mit dieser
Annahme verbunden ist der funktionale Aspekt jeder denkerischen Tétig-
keit. Das problemlésende Denken wiirde demnach in den Dienst menschli-

cher Handlungsregulation eingeordnet. (Vgl. ebd., 21f)

Probleme entstehen sogar gerade erst dadurch, dass Menschen bestimmte
Ziele verfolgen und diese nicht sofort erreichen kénnen. Ein Problem ergibt
sich daher erst durch eine gegebene Situation mit einer bestimmten Zielset-
zung. Diese Zielorientiertheit, welche spezifisch fiir menschliches Handeln
ist, erfordert problemlésendes Denken. (Vgl. ebd., 18)

,Solange Menschen handeln, kénnen Probleme durch diese Hand-
lungen entstehen |[...], ja man kann sagen: Gerade weil Men-
schen handeln, entstehen Probleme® (ebd., 18).

In diesem Abschnitt wird deutlich, dass Problemldsen eine spezifisch mensch-
liche kognitive Tétigkeit ist. Man kann sogar sagen, in dieser Art zu den-
ken, ist ein wesentliches Merkmal, durch welches sich die Menschen von
den Tieren unterscheiden. Die Darstellung als facheriibergreifende Fahig-
keit wird gerade dadurch noch deutlicher, dass Problemlésen sowohl in der
Psychologie, als auch in der Mathematik behandelt wird. Beziiglich des
angesprochenen Verhéltnisses von Denken und Problemldsen, so teile ich
die Ansicht, dass Problemlosen nur eine Art des Denkens darstellt. Die
gesamte denkerische Téatigkeit als problemlosend zu charakterisieren, wéare

doch etwas zu radikal.
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2.2 Historische Wurzeln der Denkpsychologie

Der Ursprung der Denkpsychologie befindet sich bereits im Assoziationis-
musansatz von Aristoteles (400 v. Chr.). Der Grundgedanke war hierbei,
dass die geistige Téatigkeit auf folgenden zwei Grundkomponenten, den
., Vorstellungen“und deren ,, Assoziationen*, basiert. Dieser Ansatz von Ari-
stoteles beruht auf folgenden drei Gesetzen: Dem Gesetz der Kontiguitdt,
dem Gesetz der Ahnlichkeit und dem Gesetz der Gegensditzlichkeit. (Vgl.
Mayer 1979, 10)

Dieser Ansatz wurde im 17. und 18. Jahrhundert von Hobbes und Lo-
cke neu formuliert. Nun beinhaltet die Theorie der Denktétigkeit, neben
den drei aristotelischen Gesetzen, noch folgende vier Hauptpunkte: Ato-

mismus, Mechanismus, Empirismus und Imagismus. (Vgl. Mayer 1979, 11)

Erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts wurde die Psychologie durch Wundt
als experimentelle Wissenschaft begriindet. Wundt, der auch als ,, Vater der
Psychologie“bezeichnet wird, verstand die Erforschung des menschlichen
Denkens und Verhaltens als neue Aufgabe der Wissenschaft und errichte
deshalb das erste psychologische Laboratorium an der Universitat Leip-
zig. Dennoch erkannte Wundt, dass dieser experimentelle Charakter seine
Grenzen hatte, so konnte zum Beispiel komplexes Denken und Lernen nicht
allein durch die Beobachtung erforscht werden. (Vgl. ebd., 11f)

Dieser Grundgedanke Wundts beziiglich der Unerforschlichkeit des Den-
kens, wurde erst durch die Wiirzburger Schule widerlegt. Durch eine Grup-
pe Wiirzburger Psychologen konnten mittels der neuen Methode der , In-
trospektion“die kognitiven Prozesse untersucht werden. Diese Methode der
Selbstbeobachtung brachte den Vertretern der Wiirzburger Schule enorme
Kritik ein, da sie nicht den objektiv iiberpriifbaren Standards entsprach.
Dennoch konnte damit gezeigt werden, dass sich das menschliche Denken

erforschen lasst und folglich kam es zu einer Erschiitterung der, bis dahin
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unangefochtenen, Assoziationsphilosophie. (Vgl. ebd., 12f)

Neben der Leipziger und Wiirzburger Schule hat sich die Gestaltpsycho-
logie aus der Ganzheitspsychologie des 19. Jahrhunderts entwickelt. Die
Forschungsmethode orientiert sich hierbei an dem Motto ,,Das Ganze ist
mehr als die Summe seiner Teile“(Funke 2003, 27). Die von ihr entwickel-
ten Gestaltprinzipien werden nicht nur in der Wahrnehmungspsychologie,

sondern auch in der Denkpsychologie angewendet. (Vgl. Funke 2003, 27)

Durch Watson, einem Vertreter des radikalen Behaviorismus, kam es zu
einem Bruch mit der traditionellen Psychologie. Er lehnte die Wiirzburger
Schule und ihre Methoden strikt ab und bezeichnete diese als ,, Lehnstuhl“-
Psychologie. Nun wurde allein das beobachtbare Verhalten, die Gleich-
setzung von Tier und Mensch, sowie die Betrachtung der Psychologie als
Naturwissenschaft zum leitenden Dogma. Ziel dieser Psychologie ist die al-
leinige Vorhersage und Kontrolle von menschlichem Verhalten und dessen
Verstehen. (vgl. ebd., 27)

Dieses vorherrschende Paradigma konnte erst in den 50er Jahren des 20.
Jahrhunderts durch die sogenannte ,,kognitive Wende“abgelost werden. Dar-
aus resultierte ein neues Verstandnis menschlicher Kognitionen. Nun waren
die internen Prozesse im Zentrum der Forschung und auch fiir das Gesche-
hen der sogenannten ,black boz*, dem Gehirn, gab es ein Modell. (Vgl.
ebd., 28)

Leider kam es in der deutschen Denkpsychologie aufgrund des Ausbruches
des zweiten Weltkrieges zu einem traurigen Ende der Forschungstatigkei-
ten. Viele deutsche Wissenschaftler mussten fliehen oder wurden ermordet.
Zur gleichen Zeit hatte der Behaviorismus in Amerika durch Watson sei-
nen Aufschwung, sodass jegliche kognitive Betrachtung zu dieser Zeit aus-
geschlossen wurde. Erst durch die kognitive Wende wurde Denken unter

dem Blickpunkt der Informationsverarbeitung wieder zum Thema. Dieser

24



2.3 Strategien des Problemlésens in verschiedenen psychologischen Paradigmen

neuzeitliche Standpunkt wurde von vielen Psychologen aufgegriffen und
weiter entwickelt. (Vgl. ebd., 28)

Dieser kurzer Abschnitt gibt einen guten Uberblick in welche Richtungen
sich die Erforschung des Denkens und Problemlosens im Laufe der Zeit
entwickelt hat. Dies ist besonders hilfreich um die weiteren Darlegungen

der verschiedenen Ansatze zu verstehen.

2.3 Strategien des Problemlosens in

verschiedenen psychologischen Paradigmen

Im Folgenden werden, im Bezug auf die kurze historische Ubersicht, die
wichtigsten psychologischen Ansichten zum Denken, Lernen und Problem-
losen erklart. Probleme und deren Losung spielen in allen diesen Paradig-
men eine zentrale Rolle, jedoch werden sie je nach vorherrschender Ansicht
unterschiedlich behandelt.

2.3.1 Behavioristische Ansatze - Assoziationstheorien

Lernprozesse werden nach diesem Paradigma durch die Assoziationsbil-
dung zwischen einem Reiz (Stimuli) und einer Reaktion (Response) be-
schrieben. Aus diesem Grund ist der Behaviorismus als SR-Theorie auf-
zufassen. (Vgl. Funke 2003, 44f) Dem Prozess der Assoziationsbildung be-
zeichnet man als Konditionierung und dieser beruht auf der Theorie der
bedingten Reflexe (vgl. Kiinkler 2011, 50). Durch die wiederholte Assozia-
tionsbildung ergeben sich Reaktionshierarchien. Bei einem Problem jedoch
fithren diese Gewohnheitsmuster, welche sich an der Spitze der Reakti-
onshierarchie befinden, nicht zum Ziel. Beim Problemlosen wird daher die
Methode ,, Versuch und Irrtum“angewendet, welche zu einer Umschichtung

der Reaktionshierarchien fiihrt. (Vgl. Funke 2003, 44)
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Ein sehr bekanntes Experiment der Behavioristen zum Problemlésen stammt
von Thorndike. Dieser bediente sich eines Problemkéfigs, in welchem er
Katzen einsperrte. Um sich aus dem Kéfig zu befreien, musste das Tier
bestimmte Reaktionsleistungen erbringen. Die Belohnung des Verhaltens
war, dass die Katze nun wieder frei war bzw. zu essen bekam.

Thorndike beobachtete dabei, dass die Katze das Problem nach dem Versuch-
und-Irrtum-Prinzip 16ste. Daher verhielt sich das Tier zu Beginn wahllos,
bis zuféllig die erforderliche Reaktion erbracht wurde, damit sich die Tiir
offnete. Jedoch bei mehrmaligen Ubungen wurden unzweckmafBige Reak-
tionen, wie miauen, weniger oft und zweckméafige 6fter dargeboten. Nach
sehr vielen Durchgéingen gelang es dem Tier sofort sich durch das ziel-
fithrende Verhalten aus dem Kéafig zu befreien, es hatte also gelernt. (Vgl.
Mayer 1979, 19ff)

Denken ist demnach nach der Assoziationstheorie die Anwendung von
urspriinglichen bestehenden Reaktionstendenzen nach dem Versuch-und-
Irrtum-Prinzip. Die Annahme ist hierbei, dass fir jede Situation Asso-
ziationen mit vielen verschiedenen Reaktionen bestehen. Das assoziative
Denken besteht hierbei aus drei Elementen: Reiz (Problemsituation), Re-
aktion (Losungsverhalten) und Assoziationen zwischen Reiz und Reaktion.
Die Assoziationen bilden nach ihrer unterschiedlichen Stérke eine Hierar-
chie. Aus diesem Grund werden in einer Problemsituation zunéchst die
dominierenden Reaktionen versucht, falls diese nicht zum Erfolg fiihren,
werden andere Reaktionen ausprobiert. Nach mehreren Versuchsdurchgan-
gen werden jedoch die zum Erfolg fithrenden Reaktionen stérker, es erfolgt
daher eine Umschichtung in den Reaktionshierarchien. (Vgl. Mayer 1979,
21f)

Diese Umstrukturierung wird durch folgende zwei Lerngesetze erklart (vgl.
ebd., 23):

1. Dem Gesetz der Ubung: Durch Ubung wird die Assoziation zwischen
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einem bestimmten Reiz und einer bestimmten Reaktion verstarkt.

2. Dem Gesetz der Auswirkung: Reaktionen, die zur Problemldsung
nicht forderlich sind verlieren an Stéirke, wahrend die zum FErfolg
fithrenden Reaktionen an Stirke gewinnen und daher eine hohere

Position in der Reaktionshierarchie einnehmen.

Die modifizierte Assoziationstheorie geht von Folgendem aus:,, Versuch und
Irrtum konnen - besonders beim Menschen - sowohl offen als auch verdeckt
stattfinden® (ebd., 24). Denken bedeutet demnach, dass die Reaktionen in
Gedanken ausprobiert werden, bis ein zielfithrendes Verhalten gefunden ist.
Somit ist Denken ein verdecktes Verhalten. (Vgl. ebd., 24)

Auch beim Behaviorismus unterscheiden Bredenkamp und Wippich (1977)
zwischen verschiedenen Richtungen. Diese sind folgende: Klassische Kon-
ditionierung, operante Konditionierung, instrumentelles Lernen und Imi-

tationslernen.

Klassische Konditionierung

Bei der klassischen Konditionierung wird durch eine experimentelle Pro-
zedur gezeigt, wie ein neutraler Reiz zu einem konditionierten Reiz wird.
Beim beriihmten Hunde-Experiment von Iwan Pawlow wurde gezeigt, dass
ein unbedingter Stimulus (Futter) zu einer unbedingten Reaktion (Spei-
chelfluss) fuhrte. Ein dagegen neutraler Reiz (Ton einer Stimmgabel) fithrte
vor dem Experiment zu keinerlei Reaktion. Wahrend des Versuchsdurch-
ganges wurde der neutrale Reiz mehrmals vor dem unbedingten Reiz dar-
geboten. Nach dieser Phase zeigte sich, dass schon die alleinige Darbietung
des zu Beginn neutralen Reizes zum Speichelfluss fiithrte. Der neutrale Reiz
wurde daher zu einem konditioniertem Reiz und fithrte nun zu einer kon-
ditionierten Reaktion. Das Konzept der klassischen Konditionierung wur-
de aber erst von Watson auf das menschliche Lernen iibertragen. Durch

das ethisch vielfach umstrittene Experiment ,, Little- Albert“konnte demons-
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triert werden, dass die klassische Konditionierung auch auf Menschen an-
wendbar ist. In diesem Versuch ging es speziell um die Erlernbarkeit von
Furchtreaktionen und deren Generalisierbarkeit. So wurde bei dem Expe-
riment von Watson und Ryan ein neutraler Reiz, eine weifle Ratte, die zu
Beginn zu keinerlei Angstreaktion fiihrte, zu einem konditionierten Reiz,
welcher eine Furchtreaktion zur Folge hatte, indem dieser immer kurz vor
dem unbedingten Reiz, einem lauten Gerédusch, dargeboten wurde. Inter-
essanterweise zeigte sich, dass bei der Versuchsperson nach Beendigung des
Experimentes auch dhnliche Reize, wie etwa Kaninchen, eine Furchtreak-
tion ausloste. (Vgl. Bredenkamp und Wippich 1977, 9f)

Die Tatsache, dass das auf einem bestimmten Reiz konditionierte Verhalten
auch in Gegenwart anderer, ahnlicher Reize auftritt, wird als Reizgenerali-
sation bezeichnet. Durch diese ist es erst moglich, das in einer bestimmten
Situation erworbene Verhalten auf eine neue Situation zu iibertragen, ohne

dabei neu lernen zu miussen. (Vgl. Bredenkamp und Wippich 1977, 137ff)

Operante Konditionierung

Bei der operanten Konditionierung geht es um eine Verhaltensanderung
aufgrund der Konsequenzen, diese konnen positiv oder negativ sein. Wird
eine Belohnung verabreicht spricht man von positiven Verstdirkung, im Ge-
gensatz dazu nennt man die Beendigung einer unangenehmen oder sogar
schmerzhaften Reizung negative Verstirkung. Als Verstdrker bezeichnet
man jeden Reiz, der die Auftretenswahrscheinlichkeit eines bestimmten
Verhaltens steigert. (Vgl. Bredenkamp und Wippich 1977, 10)

Instrumentelles Lernen

Von instrumentellen Lernen spricht man dann, wenn ein bestimmtes Ver-
halten, als Mittel, als Zweck, als Instrument eingesetzt werden muss, um
den Verstarker zu erlangen. In der Trotzphase verwenden Kinder das in-

strumentelle Verhalten, wie etwa Schreien, sich wiitend auf dem Boden zu
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werfen, um den Verstédrker, die Aufmerksamkeit der Eltern, zu bekommen.
Auch hierbei dndert sich das Verhalten aufgrund der Konsequenzen. (Vgl.
Bredenkamp und Wippich 1977, 10) Im Unterschied aber zur operanten
Konditionierung, wo man die Freiheit besitzt das Verhalten auszufiihren
oder zu unterlassen, ist beim instrumentellen Lernen die Freiheit einge-
schrankt (vgl. Bredenkamp und Wippich 1977, 50).

Imitationslernen

Unter Imitationslernen, auch Beobachtungslernen oder Lernen am Modell
genannt, versteht man den Erwerb neuer Verhaltensweisen durch Beob-
achtung (vgl. Bredenkamp und Wippich 1977, 11). Hierbei gab es eine
Diskussion, ob Imitationslernen nicht einfach nur das Produkt eines friihe-
ren instrumentellen Lernens wére, oder ob es auch zur Nachahmung ohne
einer Bekraftigung des Verhaltens kéme. Bis heute bestehen beide Ansich-
ten. (Vgl. Bredenkamp und Wippich 1977, 126-136)

2.3.2 Kogpnitivistische Ansatze - Einsicht und

Informationsverarbeitung
Gestaltpsychologie

Eine zentrale These der Gestaltpsychologie ist, dass Menschen beim Pro-
blemlosen Schwierigkeiten haben, da sie ihr Set, ihre Problemltsestrategie,
nicht dndern kénnen. Um die Problemsituation umzustrukturieren, miiss-
ten sie das Problem in einem neuen Licht sehen. Ein Hinweis kann hierbei
sehr hilfreich sein, um die Situation neu zu organisieren. Aber auch einfach
einige Zeit verstreichen zu lassen, was als Inkubation bezeichnet wird, kann
helfen, um Einsicht in die Losung zu erhalten. Die plotzliche Einsicht wird
oft von dem nach Biihler benannte , Aha- Erlebnis“begleitet. (Vgl. Mayer
1979, 65)

Wiéhrend Thorndike mit seinem Problemkéfig Lernen am Erfolg nach Ver-
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such und Irrtum beobachtete, machte der Gestaltpsychologe Kohler eine
ganz andere Entdeckung (vgl. Mayer 1979, 23). Er stellte Menschenaffen
vor sehr dhnliche Probleme: Die Affen befanden sich in einem Kéfig, in
welchem eine Banane von der Decke hing, die auflerhalb ihrer Reichwei-
te war. Zudem lagen einige Kisten auf dem Boden. Die Affen sollten die
Kisten aufeinander stellen und so eine Leiter bauen, sodass sie die Banane
erreichen konnten. (Vgl. ebd., 66)

Dabei beobachtete er keinerlei Aktivitdten, die auf das Versuch-und-Irrtum-
Prinzip schlielen lielen. Er war davon iiberzeugt, dass die Tiere nach einer
plotzlichen Einsicht, nachdem sie tiber das Problem nachdachten, auf die

Losung kamen. (Vgl. ebd., 23; 66)

Problemldsen ist nach der Gestalttheorie eine Umstrukturierung bzw. Neu-
organisation der Problemelemente. Dabei wird die Fahigkeit gewonnen
zu begreifen, wie alle Elemente eines Problems zusammenpassen, was als
Strukturverstindnis verstanden wird. Im Vergleich zur Assoziationstheo-
rie geht es hierbei um die kreative Erarbeitung neuer Problemsituationen
und nicht um die Anwendung eines gewohnten Losungsverhaltens, welches

durch frithere Erfahrungen gewonnen wurde. (Vgl. ebd., 67)

Zudem wird in der Gestaltpsychologie zwischen zwei Arten von Denken
unterscheiden (vgl. ebd., 68):

1. Produktives Denken: Darunter versteht man das Erfinden einer neuen

Losung fiir ein Problem.

2. Reproduktives Denken: Die Anwendung fritherer Losungen, wobei alte

Gewohnheiten oder Verhaltensweisen reproduziert werden.

Wertheimer hat anhand einer Aufgabe gezeigt, wie zwischen produkti-
vem und reproduktivem Denken unterschieden wird. Bei der sogenannten
,Parallelogramm-Aufgabe“wurden zwei verschiedene Unterrichtsmethoden

verwendet, um Schiilerinnen und Schiilern die Flachenberechnung eines
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Parallelogramms beizubringen. Bei der verstdndnisvollen Methode sollte
die Struktur der Problemstellung erkannt werden. Hierbei wurde die Fla-
cheninhaltsformel eines Parallelogramms durch Riickfithrung auf den Fla-
cheninhalt eines Rechtecks hergeleitet. Die geometrischen Eigenschaften
der Figur erlauben es ein Dreieck von der einen Seite zu der anderen Seite
zu verschieben, sodass ein Rechteck entsteht. Bei der mechanischen Metho-
de wurde die Flacheninhaltsformel wie ein Kochrezept hergeleitet. Beide
Gruppen hatten die gleichen Leistungen bei Aufgaben zur Berechnung der
Flacheninhalte von Parallelogrammen, aber SchiilerInnen, die nach Ver-
standnis lernten, wiesen bessere Transferleistungen auf. Es hat sich daher
gezeigt, dass produktives Denken besser ist, wenn es darum geht das Ge-

lernte auf neue Probleme und Aufgaben anzuwenden. (Vgl. ebd., 68ff)

Rigiditat- Starrheit

In der Gestaltpsychologie wurde zudem die Erkenntnis gemacht, dass sich
frithere Erfahrungen negativ in neuen Situationen auswirken kénnen. Durch
die reproduktive Anwendung von fritheren Erfahrungen wird das produkti-
ve Problemlésen behindert. Belege dafiir, dass die reproduktive Anwendung
produktives Problemlosen behindert, sind die funktionale Gebundenheit,
FEinstellungseffekte und der Negativ-Transfer. (Vgl. Mayer 1979, 87)

Funktionale Gebundenheit

Unter funktionaler Gebundenheit wird die Schwierigkeit verstanden, einen
neuen Verwendungszweck, eine neue Funktion fiir ein Objekt zu finden,
welcher nicht dem gewohnten entspricht. Eine Problemlosung kann durch
die funktionale Gebundenheit, die man gegeniiber einem Gegenstand be-
sitzt, entweder erschwert oder sogar verhindert werden. (Vgl. Mayer 1979,
90f)

Mayer (1979, 91) beschreibt hierbei ein bekanntes Experiment von Dun-

cker, indem die Versuchspersonen verschiedene Gegenstande erhielten und
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den Auftrag die Kerzen an eine Wand zu montieren, sodass diese auch
entziindbar wéiren. Eine Gruppe von Versuchspersonen bekamen die erfor-
derlichen Gegenstande (Kerzen, Reifindgel und Streichhélzer) in den Papp-
schachteln, wahrend die anderen samtliche Gegenstande separat erhielten.
Die Losung wéire gewesen die Kerzen mittels eines brennenden Streichholz
an die Schachtel zu kleben und diese dann mittels eines Reifinagels an
der Wand zu befestigen. Fiir die Versuchsgruppe, welche die Schachteln
als Behaltnis der anderen Gegenstédnde bekamen, war die Losung schwieri-
ger zu finden. Dadurch wurde gezeigt, dass der gewohnliche Gebrauch von
Gegenstanden es schwieriger macht, sich diese mit einem anderen Zweck

vorzustellen.

FEinstellungseffekte

Der Einstellungseffekt besagt, dass, wenn man einmal auf eine bestimmte
Art und Weise zu einer Losung gekommen ist, man allzu gerne dazu bereit
ist, diese mechanische Losungsmethode fortzufiihren, auch wenn es einen

anderen leichteren und eventuell auch kiirzeren Losungsweg geben wiirde
(vgl. Funke 2003, 113).

Dieser Einstellungseffekt wird von Mayer (1979, 88f) und von Funke (2003,
113f) durch das Experiment von Luchins genauer demonstriert. Bei der
beschriebenen Abfiill-Aufgabe sollten sich die Versuchspersonen drei ver-
schieden grofle Wasserkriige und eine unbegrenzte Wassermenge vorstellen.
Danach sollte mit Hilfe von diesen gewiinschte Wassermengen abgefillt
werden. Es stellte sich heraus, dass nach dem ersten Einiibungsbeispiel, die
néchsten fiinf immer durch den selben Losungsweg gelost werden konnten.
Aber die darauffolgenden Aufgaben hétten auch mit einer kiirzeren und
produktiveren Methode gelost werden konnen. Jedoch wéahlten die meisten

Versuchspersonen die langere, auf Einstellung beruhende Methode.

Negativ Transfer

Unter negativ Transfer versteht man etwas Ahnliches wie beim Einstel-
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lungseffekt, es ist ebenfalls eine Art Lernhemmung. Mayer (1979, 89f) nennt
hierfiir das krypto-arithmetische Problem von Bartlett als Beispiel. Bei die-
sem Problemtyp sollten Buchstaben so zu Ziffern dekodiert werden, dass
eine arithmetische Operation, wie etwa die Addition, giiltig ist (vgl. Funke
2003, 108).

So sollten etwa die Buchstaben in DONALD+GERALD=ROBERT durch
Ziffern ersetzt werden, wobei vorgegeben war, dass D=5 ist, und dass die
Ziffern von 0 bis 9 nur jeweils einem Buchstaben entsprachen. Die meisten
Schwierigkeiten beim Losen der Aufgabe kamen durch die Gewohnheiten
beim Addieren und Subtrahieren. (Vgl. Mayer 1979, 89)

Bedeutungstheorie

Auch nach all diesen Beispielen, wo frithere Erfahrungen die Problemlésung
behinderte, gibt es geniigend Beispiele von positiv Transfer, wo vorherige
Erfahrungen hilfreich fiir eine neue Problemsituation waren (vgl. Mayer
1979, 95). Nach der Bedeutungstheorie etwa versteht man Denken als As-
similation an Schemata. Problemlosen erfordert, nach dieser Annahme,
die Assimilation des Problems an die frithere Erfahrung des Problemls-
sers. Hierbei wird ein Prozess angenommen, durch welchen die Aufgabe zu
Konzepten und Vorstellungen im Gedéchtnis in Beziehung gesetzt wird.
Unter Denken versteht man hierbei den Prozess, durch welchen das pas-
sende Schema oder frithere Vorerfahrungen in Bezug auf die neue Pro-
blemsituation ausgewéhlt werden. Anschliefend wird die Problemsituation
interpretiert und anhand des ausgewéhlten Schema umstrukturiert. (Vgl.
Mayer 1979, 106f)

Nach Mayer (1979, 107) versteht man unter dem Begriff , Schema“eine
organisierte Reprasentation fritherer Reaktionen, welche vermutlich jede
Antwort des Organismus auf Umweltereignisse mitbestimmt, wobei sich
Mayer (1979, 107) auf den Schemabegriff von Bartlett aus dessen Arbeit

,Remembering: A study in experimental and social psychology“bezieht. As-
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stmilation hingegen wird als die Suche nach einem geeigneten Bezugsrah-

men oder Schema verstanden (vgl. Mayer 1979, 107).

Informationsverarbeitungsansatz

Dorner (1976) hingegen fasst in seinem Ansatz Problemlisen als Informa-
tionsverarbeitung auf, welche sich immer auf bestimmte Realitatsbereiche
bezieht. Diese Realitétsbereiche bestehen aus Operatoren und Sachverhal-
ten. Unter Sachverhalten versteht man alle moglichen Zusténde, die ein
Realitétsbereich annehmen kann. Die Menge der Sachverhalte kann end-
lich oder unendlich sein. Operatoren hingegen erlauben es einen Zustand zu
verdndern. (Vgl. Dérner 1976, 15; Funke 2003, 72) Wobei Dorner (1976, 15)
zwischen Operation und Operator unterscheidet. Als Operator versteht er
ein Handlungsprogramm, welches alle moglichen Realisierungsmoglichkei-
ten enthélt, wihrend die Operation die konkrete Realisierung einer Hand-
lung darstellt (vgl. Dorner 1976, 15). Die Problemlosung besteht in der
Umwandlung bestimmter Sachverhalte mit Hilfe von bestimmten Opera-
toren, wobei der Problemloseprozess sowohl von der Art der Barriere, als
auch von den Eigenschaften des Realitatsbereichs abhéngig ist. Die Eigen-
schaften eines bestimmten Realitatsbereichs ergeben sich aus den Eigen-
schaften der Sachverhalte und Operatoren. (Vgl. ebd., 16f)

Bei den Eigenschaften der Sachverhalte zéhlt Dorner (1976, 18fF) folgende

Dimensionen auf:

e Komplexitit: Die Komplexitét ist abhangig von der Anzahl der Kom-
ponenten und den Verkniipfungen zwischen diesen. Je nach Grad der
Komplexitéit werden verschiedene komplexitéatsreduzierende Mafinah-

men notwendig.

e Dynamik: Darunter wird die zeitliche Entwicklung einer bestimmten
Problemsituation verstanden. Wahrend sich statische Situationen nur

durch das Eingreifen der problemlésenden Person éndern, verdndern
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sich dynamische Situationen auch ohne das Zutun des Problemlosers.
Dynamische Situationen erfordern daher unter Zeitdruck zu handeln,

sowie die moglichen Entwicklungen abschétzen zu konnen.

e Vernetztheit: In einer stark vernetzten Situation hdngen die Varia-
blen oder Merkmale der jeweiligen Situation in hohen Mafle vonein-
ander ab. Aus diesem Grund ist es nicht moglich diese isoliert zu
betrachten, ohne dabei auf mogliche Nebenwirkungen zu stoflen. Die
problemlosende Person muss daher auch immer die Nebenwirkungen

seiner Handlung im Auge behalten.

e Transparenz: Hiermit ist das Ausmaf} gemeint, indem die Merkmale
einer Situation direkt zugénglich sind. Sollte die Transparenz gering
sein, so wird vom Problemloser die Beseitigung der Unbestimmtheit

gefordert, indem dieser aktiv nach Informationen sucht.

e Grad des Vorhandenseins freier Komponenten: Freie Komponenten
benotigt man fiir die Konstruktion von Objekten, sollten diese nicht
vorhanden sein, dann muss der Auflésungsgrad bei der Betrachtung

und Analyse des Sachverhaltes erh6ht werden.

Folgende Eigenschaften von Operatoren werden von Dérner (1976, 21ff)

genannt:

e Wirkungsbreite: Darunter versteht man, auf wie viele Merkmale ei-
nes Sachverhaltes ein bestimmter Operator verdndernd wirkt. Hier sei
kurz anzumerken, dass man bei Operatoren mit einem breiten Wir-
kungsspektrum, sogenannten ,,Breitbandoperatoren, mehr beachten
muss. Diese erfordern ein genaueres Vorauskalkulieren als Operatoren

mit schmaler Wirkungsbreite, sogenannte ,,Schmalbandoperatoren®.

e Reversibilitdt: Man nennt einen Operator reversibel, wenn man seine
Wirkungen wieder aufheben kann. Ein Realitatsbereich mit fast aus-
schliellich reversiblen Operatoren erlaubt ein spielerisches Probieren

beim Problemlésungsprozess.
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e Grofe des Anwendungsbereichs: Die Grofle des Anwendungsbereichs
ist davon abhingig, an wie viele Bedingungen ein Operator gekniipft
ist, sodass dieser verwendet werden darf. Bei Operatoren mit einer
geringen Wirkungsbreite, wird ein sorgfaltiges Vorausplanen, sowie

die Bildung von Zwischenzielen notwendig.

e Wirkungssicherheit: Darunter versteht man den Grad mit der eine
angestrebte Zustandsanderung durch Verwendung eines bestimmten
Operators eintritt. Problemlosen mit unsicheren Operatoren muss

mit einer breiteren Vorausplanung geschehen als mit sicheren.

e Materielle und zeitliche Kosten des Operators: Da jede Operation
eine bestimmte Energieaufwendung sowie eine bestimmte Zeit beno-
tigt, sollte man diese beiden Aspekte auch beriicksichtigen. Dennoch
sollte man hier kurz anmerken, dass diese Kosten-Nutzen-Kalkulation
oftmals vernachlassigbar ist, aber beim komplexen Problemlésen eine

wichtige Rolle spielen kann.

Zum Problemlosen benétigt man in diesem Ansatz eine bestimmte kogniti-
ve Struktur, welche aus einer epistemischen und einer heuristischen Struk-
tur besteht. Die epistemische Struktur enthélt bestimmtes Wissen iiber den
Realitatsbereich, in welchem das Problem zu losen ist, dies ist vergleichbar
mit reproduktivem Denken. Die Gesamtheit aller Konstruktionsverfahren
bzw. Heurismen, welche zur Herstellung der nétigen Operatoren benétigt
werden, bezeichnet man als heuristische Struktur. Diese ist entscheidend
fir die Fahigkeit des produktiven Denkens. (Vgl. ebd., 26f)

2.3.3 Subjektwissenschaftliche Ansatze

Im subjektwissenschaftlichen Ansatz von Holzkamp wird Lernen im Be-
grindungsdiskurs, im Gegensatz zu Lernen im Bedingungsdiskurs, erklart.
In den bisherigen Ansétzen wurde das menschliche Erleben und Verhalten
als Resultat von bestimmten Bedingungen angesehen und die Menschen

wurden damit immer als fremdbestimmt determiniert. Nun steht aber das
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lernende Subjekt und seine Motive im Zentrum und damit auch die An-
sicht, dass menschliches Verhalten immer begriindet ist. (Vgl. Erckmann
und Zander 2011, 9-11; Meretz 2011, 3-5; Schlemm 2011, 12-14)

Nach diesem Ansatz findet Lernen immer dann statt, wenn man mit ei-
ner direkten Problembewéiltigung nicht weiter kommt, wenn man innehélt
und auf Distanz geht, um herauszufinden, wodurch die Schwierigkeiten
erst entstanden sind. Durch diese Dezentralisierung, der Uberfithrung einer
,Handlungsproblematik“in eine ,, Lernproblematik*, kommt es 1t. Holzkamp
(1993) zu einem Standpunktwechsel, durch welchen nach Moglichkeiten der
Uberwindung der Schwierigkeiten gesucht wird. (Vgl.Holzkamp 1993, 184)

Nicht jede Handlungsproblematik wird automatisch zu einer Lernproble-
matik, so gibt es durchaus vielfdltige Problematiken, die nicht erst durch
Lernen gelost werden konnen, sondern auch anders zu bewéltigen sind (vgl.
Holzkamp 1993, 182). Der wesentliche Unterschied zwischen Lernproblema-
tiken und allgemeinen Handlungsproblematiken wird von Holzkamp (1993)

wie folgt erklért:

L,Lernproblematiken wdren mithin gegentiber primdaren Handlungs-
problematiken dadurch ausgezeichnet, daf [!] hier auf der einen Sei-
te die Bewaltigung der Problematik aufgrund bestimmter Behin-
derungen, Widerspriiche, Dilemmata nicht im Zuge des jeweiligen
Handlungsablaufs selbst, ggf. durch blofles Mitlernen o.d., méglich
erscheint: Auf der anderen Seite aber gibt es hier gute Grinde fiir
die Annahme, daf [!] in (mindestens) einer Zwischenphase aufgrund
einer besonderen Lernintention die Behinderungen, Dilemmata ect.,
die mich bis jetzt an der Uberwindung der Handlungsproblematik
gehindert haben, aufgehoben werden kénnen, so daf$ [!] daran an-
schlieffend bessere Voraussetzungen fiir die Bewdltigung der Hand-
lungsproblematik bestehen® (ebd., 183).

In dieser Erklarung wird deutlich, dass Holzkamp (1993), wenn er von Ler-

nen spricht, nicht inzidentelles Lernen, d.h Mitlernen meint, welches fiir
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ihn unproblematisch ist und kontinuierlich jeden Handlungsvollzug beglei-
tet, sondern intendiertes Lernen (vgl. ebd., 182f). Durch das Misslingen
der priméren Problembewiéltigung und der daraus resultierenden Heraus-
bildung einer Lernproblematik kommt es zur Konfigurierung eines Lernge-
genstandes. Gerade durch die Erfahrung einer Diskrepanz, da der Stand
des Vorgelernten nicht ausreicht um die Problematik zu lésen, kommt es

zur Ausgliederung des jeweiligen Lerngegenstandes.

Nach dieser Ansicht lernen Menschen aufgrund ihrer subjektiven Lebens-
interessen, die Fragen nach den Lernmotivationen ist daher gleichgestellt
mit den subjektiven Lerngriinden. Lernen braucht daher immer Lerngriin-
de und ist nicht vertretbar, daher:,,/.../ mein Lernen kann keineswegs durch
irgendwelche dafir zustindigen Instanzen [...] iber meinen Kopf hinweg ge-
plant werden ¢ (ebd., 184).

Die Lerngriinde konnen von ezxpansiver Natur sein - auf die Erweiterung
meiner Lebensqualitidt ausgerichtet; oder von defensiver Natur sein - um
einen drohenden Verlust bzw. eine Beeintréchtigung abzuwenden (vgl. ebd.,
190f). Wobei sich eine Lernhaltung zur Uberwindung der Lernproblematik
nur bei expansiv orientierten Lerngriinden einstellt, wahrend bei defen-
siv motivierten Lerngriinden eine blofle Bewéltigungshaltung auftritt, wie
dies bei Uberwindungen von Handlungsproblematiken iiblich ist. Aus die-
sem Grund haben defensive Lerngriinde auch widerstandiges, erzwungenes
Lernen zur Folge. (Vgl. ebd., 193)

Eine herausgestellte Lernproblematik kann 1t. Holzkamp (1993) auf zwei-
erlei Arten iiberwunden werden. Einerseits durch qualitative Lernspriinge,
dies lédsst sich mit der plotzlichen Einsicht, dem AHA-Erlebnis vergleichen,
und andererseits durch kontinuierliche Lernfortschritte, welche weit haufi-
ger vorkommen. (Vgl. ebd., 239)

Ein universelles Phdnomen in Bezug auf intentionales Lernen sind die invol-
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vierten intentional-sprachlichen Stellungsnahmen, das ,innere Sprechen”.
»Das innere Sprechen ist in gewissem Sinne meine willentliche, intentio-
nale Zuwendung zur Welt, zu anderen und zu mir selbst, qualifiziert al-
so die besondere Art des situativen Bezugs meiner mentalen Handlungen“
(ebd., 259). Dieses innere Sprechen kann in folgender Gestalt auftreten:
Stellungsnahmen, Selbstkommentare, Selbstaufforderungen, Selbstinstruk-
tion, Fragen an mich selbst und so weiter (vgl. ebd., 261). Durch diese
Artikulierungen wird der eigene Lernprozess selbst reflektiert und damit
die Lernhaltung konkretisiert. Neben der Beriicksichtigung von besonderen
Schwierigkeiten wird dadurch auch die Moglichkeit der Beachtungslenkung
auf die relevanten Momente in der Problematik gegeben. (Vgl. ebd., 258-

262)

Holzkamp beschaftigt sich auch mit der Frage, ob Problemlosen als Lern-
prozess aufgefasst und somit als ein Sonderfall von Lernproblematiken ver-
standen werden konnte. Aufgrund der Tatsache, dass die Definitionen eines
Problems mit der Bestimmung von intentionalem Lernen zu iibereinstim-
men scheint, erweckt dies zundchst den Anschein, dass es so sein mag. Je-
doch durch Betrachtung der Probleme, wie sie in den Problemléseforschun-
gen beschrieben wurden, kommt Holzkamp zu dem Schluss, dass diese auch
bei Auslagerung einer Lernschleife gelost werden kénnen und daher der
Vollzug des Problemlosens keinen Lernprozess darstellt. (Vgl. ebd., 229ff)
Hierbei sei kurz anzumerken, dass Holzkamp zu dieser Schlussfolgerung
kommt, indem er sich auf die traditionellen Problemloseaufgaben, wie sie
in der psychologischen Forschung verwendet wurden, bezieht, welche mehr

Denksportaufgaben darstellen, als reale Problemstellungen.
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2.4 Eigene Auffassung des Problemlosens aus

psychologischer Sicht

Von den zuvor beschriebenen Ansétzen gefillt mir am besten der subjekt-

wissenschaftliche Ansatz von Holzkamp.

Bei den Assoziationstheorien wird das Verhalten der Menschen reduziert
auf reizgebundene Reaktionen. Dies wiirde jedoch bedeuten, dass mensch-
liches Handeln ohne gegebenen Stimulus nicht moglich wire. Dem wider-
spricht aber, dass menschliche Lebewesen auch ohne erkennbaren Anreiz
Tatigkeiten vorausplanen. Zudem wurden die meisten Experimente in Form
von Tierversuchen ausgefithrt, wodurch sich nur bedingt Riickschliisse auf

humanes Verhalten ableiten lasst.

Das zentrale Konzept der kognitivistischen Ansétze ist der Informations-
verarbeitungsansatz, wobei der Mensch auf einen Computer reduziert wird,
welcher auf Inputs mit Outputs reagiert. Menschliches Handeln ist jedoch
wesentlich komplexer und wird von vielen verschiedenen Faktoren beein-
flusst.

Holzkamp hingegen stellt den Menschen als solches in den Vordergrund.
Laut seiner Meinung, welcher ich mich anschliele, ist die Grundvorausset-
zung jeden vertieften Lernens ein subjektiver Anreiz. Dies sollte man auch
im Unterricht beriicksichtigen, indem man das Interesse der Schiilerinnen
und Schiiler weckt. Im Gegensatz zu ihm bin ich jedoch schon der Ansicht,
dass Problemlosen sehr wohl einen Lernprozess darstellen kann. Denn jedes
Problemlésen setzt die Anwendung bereits vorhandenem oder die Aneig-
nung neuen Wissens voraus. Sich neues Wissen anzueignen stellt jedenfalls
einen Lernprozess dar, meiner Auffassung stellt aber auch die Verwendung
bereits vorhandener Wissensinhalte auf neue Situationen einen Lernprozess

dar.
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In diesem Abschnitt soll der Prozess des Problemlésens genauer analysiert
werden. Hierzu wird einerseits die psychologische Betrachtungsweise nach
Wallas und andererseits die mathematische Herangehensweise, in Anleh-

nung an George Polya, an Probleme erlautert.

3.1 Einteilung nach Wallas

Mayer (1979, 76) beschreibt folgende 4 Phasen des kreativen Prozesses
nach Walles, welche auf analytischer Introspektion basieren. Die Vorbe-
reitungsphase, in welcher Informationen gesammelt werden und erste Lo-
sungsversuche stattfinden. In der darauffolgenden Inkubationsphase kommt
es zur Distanzierung von dem Problem. Die folgende ,, Frleuchtungliefert
die Losung des Problems. In der letzten Phase, der Verifikationsphase wird

iiberpriift, ob die gefundene Losung auch tatsiachlich niitzlich ist.

Gelegentlich wird auch von 5 Phasen des kreativen Problemlésungsprozes-
ses gesprochen (vgl. Funke 2003, 47). Zu der Vorbereitungs-, Inkubations-,
Einsichts- und Bewertungsphase kommt noch die Ausarbeitungsphase. In
dieser soll der Weg von der Idee bis zum fertigen Endergebnis noch einmal
préazise dargelegt werden. (Vgl. Funke 2003, 48)

41



3 Stadien des Problemlésens

3.2 Einteilung nach Polya

Prof. Dr. Daniel Grieser (2013, 22f; 257ff) beschreibt vier Hauptschritte

des Problemlosens, in Anlehnung an George Polya:

42

1. Das Problem verstehen

Um ein gegebenes Problem tiberhaupt zu verstehen, ist es wichtig
dieses genau zu analysieren. Dabei sollte man versuchen heraus zu
filtern, was gegeben, was gesucht und welche Voraussetzungen ge-

macht wurden. (Vgl. Grieser 2013, 22; 257)

. Das Problem untersuchen

Bei der Untersuchung des Problems ist es wichtig, wie man mit Frus-
trationen umgeht. Oft kommt man zu einem Punkt, wo man einfach
nicht weiter weif. Hier gilt es sich bewusst zu machen, welche Schatze
man in seiner Werkzeugkiste hat. Angefangen mit allgemeinen Pro-
blemlosestrategien, tiber spezielle Strategien bis hin zu besonderen
Techniken und Konzepten. Man muss hier hartnackig bleiben, aber
auch bei Bedarf flexibel, indem man zum Beispiel eine andere Stra-
tegie probiert.

Falls man eine mogliche Losungsstrategie gefunden hat, so gilt es nun
deren Einsatz zu planen, damit diese auf die konkrete Problemsitua-
tion umsetzbar ist. Besonders hilfreich bei der Untersuchung von Pro-
blemen ist die eigene Erfahrung. Diese erhalt man entweder indem
man immer wieder Probleme selbst 16st, oder indem man versucht
vorgegebene Losungen nachzuvollziehen. Auch eine Kombination aus
beiden kann &duflerst hilfreich sein. Im schlimmsten Fall, wenn kei-
nes der vorhanden Werkzeuge weiter hilft, so muss man sein eigenes
entwickeln. Dies ist aber dann schon Problemlosen in seiner héchsten

Form, so wie es in vielen Forschungen iiblich ist. (Vgl. ebd., 22; 257ff)

. Die Losung geordnet aufschreiben

Beim geordneten Aufschreiben der Losung ist auf eine schliissige Ar-

gumentation zu achten, sowie auf eine sinnvolle Anordnung und eine
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grundlegende verstandliche Sprache. Man bedenke, dass auch ande-
re beim Betrachten der Losung diese als schliissig empfinden sollten.
Besonders die mathematische Fachsprache, wenn es um mathemati-
sche Probleme geht, kann dabei sehr hilfreich sein um sich prazise
auszudriicken. Dennoch gilt es, dass Erklarungen zur Erganzung der
reinen Formelansammlungen eingefligt werden sollten. (Vgl. ebd., 23;
260)

4. Riickschau
Die Riickschau soll dazu dienen sich iiber die gewonnenen Erkennt-
nisse bewusst zu werden, sodass diese auch nachhaltig eine Wirkung
zeigen. Dazu konnte man sich weitere Fragen zu dem gelosten Pro-
blem stellen, wie etwa ob die Losung sinnvoll ist oder ob es auch eine
andere, vielleicht sogar bessere Losung gegeben hétte. (Vgl. ebd., 23;
260)

Die meisten Schwierigkeiten ergeben sich bei der Untersuchung des Pro-
blems. Ein grundlegendes Verstandnis des Problems sollte selbstverstand-
lich bestehen. Beim dritten Schritt des geordneten Aufschreibens der Lo-
sung soll diese nur anderen mitgeteilt werden. Zudem soll diese Phase helfen
um kontrollieren zu kénnen, ob die gefundene Losung auch tatséchlich rich-
tig und vollsténdig ist. Die Riickschau bietet ebenfalls eine gute Kontrolle
und soll behilflich sein die gewonnene Erkenntnis fiir andere Probleme ein-
zusetzen. (Vgl. ebd., 257)

Diese genannten Arbeitsphasen stellen nur eine Richtlinie da, so schlagen
Mason, Burton und Stacey (2008) eine etwas grobere Gliederung in drei Ar-
beitsphasen vor: Planungs-, Durchfiihrungs- und Riickblicksphase
(vgl. Mason et al. 2008, 28).

In der Planungsphase soll sich mit der genauen Problemstellung vertraut
gemacht werden, indem herausgefiltert wird, was bekannt ist, was das Ziel

ist, und welche Hilfsmittel man zur Verfliigung hat. Hierbei gilt es sich
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die Problemstellung genau durchzulesen und das Wesentliche zu erfassen.
Dabei kénnten Skizzen, Diagramme und Tabellen besonders hilfreich sein.
Aber auch Vereinfachungen und die Betrachtung von Spezialfdllen kann
behilflich sein, sich einen ersten Uberblick zu verschaffen. (Vgl. Mason et
al. 2008, 30-39)

Wenn man hinreichend vertraut mit der Problemstellung ist, gelangt man
zu der Durchfithrungsphase. Diese Phase ist durch Schwierigkeiten, aber
auch AHA-Erlebnisse charakterisiert. Es kann durchaus vorkommen, dass
die konkrete Durchfithrung der Losung mehrere Anléufe erfordert. Zudem
sind auch lange Stagnationsphasen, in welchen man auf neue Ideen und
Einsichten wartet keine Seltenheit. Diese Phase gilt als abgeschossen, wenn
entweder die Arbeit an der Problemstellung beendet ist, oder wenn man
diese momentan abbrechen muss, da man zum Beispiel nicht mehr weiter
kommt. (Vgl. ebd., 40) In dieser Phase ist eine der Haupttétigkeiten das
Formulieren von Vermutungen, diese zu testen und wenn notig zu modifi-
zieren (vgl. ebd., 86). Vermutungen bilden nicht nur, das Riickgrat jeder
Losung, sondern auch generell fiir mathematisches Arbeiten (vgl. ebd., 67).
Oft ist es leichter eine Losung zu erraten, als diese zu erklaren und zu be-
weisen. Beim Beweisen ist es besonders wichtig eine Struktur zu finden,
welche die Voraussetzungen mit den Behauptungen verkntipft. (Vgl. ebd.,
107)

Hat man nun eine Losung gefunden oder musste man die Bearbeitung
einstellen, so ist es nun an der Zeit fiir einen Riickblick. Das Zurtickblicken
auf das Geschehnis erlaubt es die gefundene Losung noch einmal zu kon-
trollieren und mogliche Verallgemeinerungen zu finden. Hier sollte man die
gefundene Losung testen und iiber die Losungsideen nachdenken. Die bes-
te Nachbereitung ist, wenn man seinen Losungsweg noch einmal in leicht
verstandlicher Form fir andere aufschreibt. (Vgl. ebd., 41-48)

Auch wenn es im ersten Moment so aussieht, als ob die Durchfithrungs-
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phase die entscheidende ware, so sind doch die beiden anderen Phasen
von besonderer Wichtigkeit. Zumeist wird die Durchfithrung euphorische
in Angriff genommen, was oft zum Scheitern beim Problemlésen fiihrt.
Auch wenn bei der Durchfithrungsphase die meisten Bemtihungen anzuwen-
den sind, so ist es dennoch extrem wichtig ausreichende Voriiberlegungen
anzustellen. (Vgl. ebd., 29). ,Die Arbeit, die in die Planungsphase inves-
tiert wird, legt den Grundstock fir eine erfolgreiche Lésungsdurchfihrung®
(ebd., 30). Nicht nur eine intensive Vorarbeit ist wichtig, sondern auch die
anschlieBende Riickschau, welche eben so oft vernachlassigt wird (vgl. ebd.,
29). Dennoch hingt der Erfolg bei der Durchfithrungsphase ,/.../ von ei-
ner sorgfdltigen und kritischen Rickschau auf die geleistete Arbeit und den

erreichten Stand ab; dies wird leider nur allzu oft tibersehen® (ebd., 40).
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In diesem Kapitel wird versucht eine Ubersicht iiber die wichtigsten Heu-
rismen anzugeben. Zunéchst werden hierfiir mogliche Einteilungsarten von
Heurismen besprochen und geklért, welche Einteilung in dieser Arbeit iiber-
nommen wurde. AnschlieBend werden einige allgemeine Problemlosestra-
tegien besprochen, welche nicht nur in der Mathematik, sondern auch in
vielen anderen Wissenschaften und Lebensbereichen eine zentrale Rolle
spielen. Des Weiteren werden besonders wichtige mathematische Problem-
losestrategien besprochen, welche zwar auch in anderen Bereichen relevant

sein konnen, aber in der Mathematik eine zentrale Stellung einnehmen.

4.1 Einteilung von heuristischen Strategien

Beziiglich der Einteilung von heuristischen Strategien, gibt es hier unter-
schiedliche Ansichten. Einige, wie unter anderem Grieser (2013), unter-
scheiden nur zwischen allgemeinen und speziellen Heurismen. Diese Art

der Einteilung wurde hier ebenfalls iibernommen.

Dennoch mochte ich darauf Aufmerksam machen, dass es durchaus auch
andere sinnvolle Einteilungen geben kann. Schwarz (2006), zum Beispiel,
unterscheidet zwischen Heurismen der Variation, der Induktion und der
Reduktion.

Bei den Heurismen der Variation geht es zum Einen um eine Verbesserung

der Problemwahrnehmung, indem man das Problem in moglichst viele ver-
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schiedene Repréasentationssystemen darstellt, und zum Anderen soll durch
das Variieren der verschiedenen Aspekte der Problemstellung, ein Losungs-
plan entstehen. (Vgl. Schwarz 2006, 32)

In Anlehnung an Polyas plausibles Schlieflen, gehéren zu den Heurismen
der Induktion jene Elemente, die den schopferischen Prozess initiieren und
in Gang halten. Diese sind von unschétzbaren Wert fiir den Erkenntnisge-
winn, fiir die Problemfindung und Begriffsbildung, sowie fiir die Problem-
l16sung. (Vgl. Schwarz 2006, 144)

Die Heurismen der Reduktion werden, aufgrund ihrer regressiven Natur,
hauptsichlich bei der Problemlosung verwendet (vgl. Schwarz 2006, 199).
Diese Verfahren suchen entweder nach geeigneten Voraussetzungen fiir den
angestrebten Zielzustand, oder nach falschen Konsequenzen, wenn dieser
nicht eintritt (vgl. Schwarz 2006, 247).

Man sieht hierbei, dass es nicht nur eine Uneinigkeit beziiglich der De-
finition von einer Problemléseaufgabe gibt, sondern auch iiber die Eintei-
lung der jeweiligen Heurismen. Die hier iibernommene Einteilung spiegelt
aber den Gedankengang wieder, dass Problemlosen als facheriibergreifende

Fahigkeit angesehen wird.

4.2 Grundlegende Problemlosestrategien

4.2.1 Ein Gefuhl fiir das Problem bekommen

Spezialfille und konkrete Beispiele konnen hilfreich sein, um sich mit dem
Problem vertraut zu machen und das Wesentliche herauszuarbeiten. Auch
Tabellen und Skizzen helfen eine Ubersicht zu erlangen und das Problem
genau zu betrachten. Durch diese Uberfiihrung in einen anderen Reprisen-
tationsmodus gelingt es vielleicht das Problem aus einer anderen Sichtweise
zu betrachten. (Vgl. Grieser 2013, 258)
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Hesse (2009, 151-163) demonstriert anhand der Herleitung der Pickschen
Formel, wie sich ein Problem leichter 16sen lasst, indem man Spezialfalle
betrachtet. Der ésterreichische Mathematiker Georg Alexander Pick (1859-
1942) beschéftigte sich mit Gittervielecken. Dabei handelt es sich um Viel-
ecke deren Eckpunkte allesamt ganzzahlige Koordinaten haben und somit
auf den Gitterpunkten eines Rasters liegen. Dabei stellte er sich die Frage,
ob man durch einfaches fundamentales Abzéhlen der Gitterpunkte, welche
ein Vieleck abdeckt, auf den Flacheninhalt dieses Vielecks schlieen konn-
te.

Zunéachst betrachtet man ein allgemeines Gittervieleck, welches in Dreie-
cke zerlegt werden kann. Das kleinste Gitterquadrat hat einfachheitshalber
den Flacheninhalt 1.

..................

Abbildung 4.1: Gittervieleck und Triangulierung des Gittervielecks

Da man mit dieser allgemeinen Betrachtungsweise nicht weiter kommt,
beschéaftigt man sich nun mit den einfachsten konkreten Spezialfallen, um
ein Gefiihl fir die Problemsituation zu bekommen. Dazu legt man des
Weiteren folgende Notation fest: Die Anzahl der inneren Punkte wird mit i,
die Anzahl der Randpunkte mit r und der Flacheninhalt mit F' bezeichnet.
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Abbildung 4.2: Einfache Spezialfille, aus: Hesse 2009, 154

Durch die Betrachtung dieser einfachen konkreten Beispiele gelangt man
zur folgenden Intuition beziiglich der Problemstellung: Es scheint einen
direkt linearen Zusammenhang zwischen F' einerseits und r und ¢ ande-
rerseits zu bestehen. Daher nimmt man an, dass ein Ausdruck F(r,i) fiir
den Flacheninhalt eines Gittervielecks existiert, der nur von den Anzah-
len ¢ und r abhangt. Diesen Ausdruck kann man als eine lineare, monoton
wachsende Funktion deuten, was durch folgenden Ansatz ausgedriickt wird:
F(r,i) = ai + br + ¢, mit den Konstanten a, b und c.

Um die Konstanten zu bestimmen, betrachtet man die bisherigen Spezial-
falle:
F(4,0) =1; F(3,0) = %; F(8,1) =4; F(6,0) =2 und F(8,2) = 5.

Aus diesen und dem Ansatz erhdlt man folgendes Gleichungssystem:

b + ¢ =1

3b + ¢ %

6b + ¢ = 2

a + 8 + ¢ = 4

2 + 8 4+ ¢ = 5
Nach dem Auflésen des Gleichungssystems erhdlt man a = 1, b = % und
¢ = —1. Wodurch sich folgende Formel fiir den Zusammmenhang zwischen

r, ¢ und F ergibt:
F(r,i):i—i—g—l (4.1)

Diese Formel (4.1) soll nun auf den komplizierteren Spezialfall eines allge-

meinen Dreiecks erweitert werden. Aufgrund der Tatsache, dass sich jedes
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Vieleck in Dreiecke zerlegen lasst, mochte man versuchen zu zeigen, dass
diese Formel (4.1) auch fir ein allgemeines Dreieck gilt, dessen Eckpunkte
beliebig auf dem Gitter liegen. Wenn man dies zeigen kann, so kann man
aufgrund der Spezialfialle auf den allgemeinen Fall schlieSen. Hierzu geht

man schrittweise voran.

1.Schritt: Fiir den Fall des kleinsten Gitterquadrats (£'(4,0) = 1) ist die
Formel (4.1) giiltig.

2.Schritt: Betrachtet nun ein n x m-Rechteck, dessen Seiten parallel zu den
Koordinatenachsen liegen. In diesem Rechteck gibt es i = (n —1) - (m —1)
innere Punkte und r = 2-(n+1)+2- (m+1) — 4 = 2n + 2m Randpunkte.
Der Flacheninhalt ist das Produkt F' = n - m. Da gilt

F(ryi) = F@2n+2m,(n—1)-(m—1))
= n—1)-(m—1) + (271—;72771) -1
= n-m-n—-m+1l+n+m-—1

= n-m

stimmt die Formel (4.1) auch in diesem Fall.

3.Schritt: Man betrachtet nun ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Kathe-
ten der Lange n und m und dem Flacheninhalt F' = *7*. Man versucht nun
auch hier die Anzahl der inneren Punkte und der Randpunkte zu bestim-
men. Jedoch ist es in diesem Fall, wegen der Hypotenuse, etwas komplizier-
ter. Ohne sich mit der Frage, wie viele Punkte auf der Hypotenuse liegen,
zu beschéftigen, schreibt man einfach h fiir die Anzahl der Gitterpunkte auf
der Hypotenuse, ohne dabei die beiden Eckpunkte zu berticksichtigen. F1ir
die Anzahl der Randpunkte des Dreiecks ergibt sich dann r = n+m+1+h.
Aufgrund der Tatsache, dass das Rechteck (n — 1) - (m — 1) innere Punkte
hatte und das rechtwinkelige Dreieck aus diesem durch Halbierung hervor-

gegangen ist, ergibt sich aus Symmetriegriinden und nach Subtrahieren der
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h Punkte auf der Diagonalen, dass i = (”_1)(+_1)_h ist. Da gilt
F(ryi) = F(n+m+ 1+ h, @0 @olzhy
_ (n=1)-(m-1)-h ntm+14h
_ nm—n—m+1—h n+m+1+h 2
— nmen—mtl-h 4 ndmilih 2

n-m
2

ist (4.1) auch in diesem Fall erfiillt.

4.Schritt: Nun betrachtet man ein beliebiges Gitterdreieck D, welches durch
Hinzuftigen dreier rechtwinkeliger Dreiecke A, B, C' zu einem Rechteck R

erganzt werden kann.

DREIECK,

DREIECK,

EEEEEE

Abbildung 4.3: Beliebiges Gitterdreieck und dessen Erganzung zu einem
Rechteck, nach: Hesse 2009, 159f

Da man bereits gezeigt hat, dass die Formel (4.1) fir beliebige Rechtecke
und beliebige rechtwinkelige Dreiecke gilt, nutzt man dies, um die Formel
auch fiir ein beliebiges Dreieck zu beweisen. Man schreibt hierfiir i4, 74
fiir die inneren Punkte und Randpunkte, sowie F4 fiir den Flécheninhalt
des Dreiecks A. Entsprechendes gilt auch fiir die ibrigen Dreiecke und das

Rechteck. Daraus ergibt sich:

51



4 Heuristische Strategien

Fa = ia + 2 — 1
Fp = ip + 2 — 1
Fo = ic + % — 1
Fp = igp + & — 1

Man mochte nun nachweisen, dass die Beziehung Fr = i;+ % —1 gilt. Dazu

verwendet man, dass

Fr=Fpr—Fy—Fp—F¢

TR—TA—TB—TC
2 + 2

(4.2)

—ip—ia—ip—ic+
gilt.

Betrachtet man nun, in welcher Beziehung die Randpunkte der 4 Dreiecke

zu den Randpunkten des Rechtecks R stehen, so ergibt sich
rR=ra+rg+rc—rr. (4.3)
Beziiglich der inneren Punkte erhalt man die Gleichung
ir=ta+ig+ic+ir+ (ra+rpg+rc—rgr)—3. (4.4)

Der Summand -3 gibt an, dass man félschlicherweise die drei Eckpunkte
des Dreiecks T" als innere Punkte des Rechtecks R gezahlt hat.

Setzt man nun (4.3) in (4.4) ein, so erhalt man

iR =14 +ttg+tc+ir+rp—3. (45)
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Nun setzt man (4.3) und (4.5) in die Gleichung (4.2) ein:

Fr = ip—ia—ip—ic+ BTATIESIC 4 9
= (iA+iB+ic+iT+TT—3) — 4 — 1 —ic + [(TAH"BJ”"C*T;)*TA*TB*TC] +92
= iT+TT—3—T7T+2

= Z'T—l-%— .

Somit ist die Formel (4.1) auch fiir ein beliebiges Dreieck bewiesen.

Nun wollen wir von dem Spezialfall beliebiger Dreiecke auf den allgemei-
nen Fall beliebiger Gittervielecke schlieen. Zunachst einmal stellt man fest,
dass sich die Formel (4.1) beim Zusammenlegen von beliebigen Vielecken
vererbt, da man bereits weif}, dass sich jedes Vieleck in Dreiecke zerlegen
lasst. Nun untersucht man, wie sich die Flacheninhalte und Punkte von
Vielecken beim Zusammenlegen verhalten. Dazu betrachtet man zwei ein-
fache Vielecke V) und V3, die der Formel (4.1) entsprechen. Nun nimmt
man an, dass V; und V5 nur eine gemeinsame Kante besitzen, auf welcher
sich k Gitterpunkte befinden. Nun werden die beiden Vielecke zu einem
groflen Vieleck V' vereinigt, indem man die gemeinsame Kante beseitigt.

Daraus ergibt sich fiir den Flacheninhalt F' von V'
F:ﬂ+R:m+%—U+@+%—U
Des Weiteren kann man fir die inneren Punkte von V' gleich
i=1i1 +is+ (k—2)
notieren. Fiir die Randpunkte von V' ergibt sich der Ausdruck

r=ry+ry—2k+ 2.
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Zusammenfassend ergibt sich folgende Auswertung:

i+ L1 = iy iy (k—2) ¢ 2 g
= i+ 3 -1+ (a+F—1)

= F.

Somit ist die Formel (4.1), die so genannte Picksche Formel, auch fiir ein-
fach zusammengesetzte Vielecke und damit auch fiir ein beliebiges Vieleck
bewiesen. (Vgl. Hesse 2009, 151-163)

4.2.2 Ahnliches oder einfacheres Problem

Durch Zuriickfiihren auf ein analoges Problem kann dieses leichter gelost
werden (vgl. Grieser 2013, 258).

Durch Umformulierung und Analogiebildung sollen Gemeinsamkeiten mit
bereits gelosten oder einfacheren Problemen entdeckt werden. Durch die-
se aquivalenten Umformungen kann einerseits beziehungsreiches Wissen
aufgebaut werden, welches die Transferleistungen erhoht, und andererseits
wird es durch die vermehrten Assoziationen wahrscheinlicher Ideen fiir

einen Losungsplan zu entwickeln. (Vgl. Schwarz 2006, 32f)

Kann man zunéchst ein einfacheres Problem betrachten (vgl. Grieser 2013,
258)7

Eine weitaus anspruchsvollere Tétigkeit ist die Analogiebildung. Darun-
ter versteht man die Transformation eines Problems in ein tiberschaubares
System. Die Losungsideen, welche fiir das transferierte, einfachere Problem
entwickelt wurden, miissen dann noch fiir das urspriingliche Problem nutz-

bar gemacht werden. (Vgl. Schwarz 2006, 33)

4.2.3 Vorwartsarbeiten

Was kann man mit den gegeben Voraussetzungen machen (vgl. Grieser
2013, 258)7
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Die gegebene Definitionen von Problemlésen legt es nahe sich von einem
vorhandenen Anfangszustand (A) zu einem Zielzustand (Z) zu bewegen.
Die Losungssuche beginnt hierbei bei den vorhanden Daten der Problem-
stellung. Aus diesem Grund zahlt Schwarz (2006, 159) diese ,,datengetrie-
bene“Strategie zu den induktiven Methoden. (Vgl. Schwarz 2006, 159)

Jedoch wird das reine Vorwértsarbeiten hauptsachlich von Experten an-
gewendet, da diese besser die tiefere Struktur der Problemstellung identifi-
zieren konnen und ein breiteres bereichsspezifisches Wissen haben. Zudem
gibt es selten einen direkten Weg vom Ausgangszustand zum Zielzustand,
wodurch man, ohne das notwendige Expertenwissen, ratlos den moglichen
Verzweigungen der Problementwicklung ausgesetzt ist. (Vgl. Schwarz 2006,
162)

Um diese Problematik in den Griff zu bekommen, kénnte man eine Vari-
ante des Vorwartsarbeitens benutzen. Diese Variante ist unter dem Namen
wHill Climbing“bekannt und besagt in etwa folgendes: Mochte man vom
Fufle eines Berges auf dessen Gipfel und es gibt dabei keine offensichtliche
Aufstiegsroute, so sollte man am besten seinen Weg so wiahlen, dass dieser
standig bergauf verlduft. Falls man wahrend des Aufstiegs bemerken sollte,
dass es bergab geht, so sollte man umdrehen und die Richtung korrigie-
ren. Im Bezug auf den Problemlésungsprozess bedeutet dies, dass man nur
solche Teilziele verfolgen sollte, welche einem dem Zielzustand néaher brin-
gen. Wobei man hierbei erwahnen sollte, dass es manchmal sogar niitzlich
oder unvermeidbar sein kann, Teilziele zu verfolgen, die weiter weg vom
angestrebten Zielzustand sind. Eventuell kann man gerade dadurch einen

besseren Losungsweg oder gar erst die Losung finden. (Vgl. ebd., 162)

4.2.4 Riuckwartsarbeiten

Durch genaue Zielanalyse soll man iiberlegen, wie man das Ziel erreichen

kann (vgl. Grieser 2013, 258). Diese Prinzip des Perspektivenwechsels wird
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auch ,, Pappos-Prinzip“genannt (vgl. Hesse 2009, 305). Bei dieser heuris-
tischen Methode beginnt man beim Zielzustand und versucht von diesem
zum Ausgangszustand zu gelangen. Wobei man diese Heuristik eher dann
verwenden sollte, wenn die Losung bzw. der Zielzustand bekannt oder leicht
zu ermitteln ist, aber das zielgerichtete Vorwéartsarbeiten in einer Sackgas-
se endet. Die logische Schlussweise des Modus ponens spielt hierbei haufig
eine wichtige Rolle. So versucht man ausgehend vom Ziel Aussagen zu fin-

den, aus welchen der Zielzustand folgern wiirde. (Vgl. Hesse 2009, 306)

Hesse (2009, 308f) verdeutlicht die Vorgehensweise an einer sehr bekannten
Knobelaufgabe namens ,, Kokosnuss-Problem*. Die Knobelaufgabe lautet in

etwa wie folgt:

Drei Mdanner und ein Affe stranden auf einer Insel und sammeln Kokosniisse als
Nahrung. Diese wollten die drei Mdanner am ndchsten Tag gleichmdjf$ig unter-
einander aufteilen. Als aber ein Mann in der Nacht aufwachte, beschloss dieser
sich seinen Anteil gleich zu sichern. Daher teilte er den Haufen in drei gleiche
Teile, wobei eine Kokosnuss tibrig blieb. Diese gab er dem Affen, dann versteckte
er seinen Anteil und den Rest legte er wieder auf einen Haufen. Nach und nach
wachten die anderen beiden Mdanner auf und taten exakt dasselbe.

Am ndchsten Tag wurden die restlichen Kokosniisse gerecht durch drei geteilt,
wobei wieder eine Kokosnuss 1ibrig blieb, die der Affe bekam. Wie viele Kokos-

niisse hatten die Manner zu Beginn gesammelt? (Vgl. ebd., 308f)

Sei nun n die Anzahl der anfangs vorhandenen Kokosniisse, sowie ny, no
und ns die Anzahl der Kokosnitisse die sich die drei Manner in der Nacht
zur Seite legen. Daraus ergibt sich, dass der i-te Schiffbriichige 2n; Kokos-
niisse hinterlasst. Zudem sei ny die Anzahl der Kokosniisse, die jeder der

drei Manner am Morgen bei der Verteilung noch erhélt. Daraus ergibt sich
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folgendes Gleichungssystem:

3ng+1 = 2n3
3ns+1 = 2ns
3ng+1 = 2m
3ni+1 = n

Nun mochte man aus diesen Gleichungen eine Beziehung zwischen n4, den
am Ende fiir jeden noch verbleibenden Kokosniissen, und der Gesamtanzahl
n der Kokosniisse herstellen. Dazu muss man die Gleichungen folgender-

mafen modifizieren:

3-(ng+1) 2-(n3+1)
3-(nz3+1) = 2-(na+1)
3-(na+1) = 2-(n1+1)
3-(n+1) = n -+ 2

~—~

)-(ng+1) = ng+1
Yons+1) = ny+1
)(n2+1) = n1+1
(n+1) = n+2

~—~

—
O MW W MW

Daraus léasst sich durch schrittweises Riickwartseinsetzen leicht ableiten,
dassn+2 = g—z - (ng + 1) ist. Aus dieser Tatsache kann man, durch kurze
Uberlegungen zur Teilbarkeit, folgern, was n, und somit n sein kénnte. Da
sowohl n als auch n4 ganzzahlige Anzahlen sein miissen und zudem 3% und
23 teilerfremd sind, ergibt sich, dass der Faktor 23 im Nenner den Faktor
(ng + 1) teilen muss, da die linke Seite der Gleichung auch ganzzahlig ist.
Daraus ergibt sich fir das kleinste ny und somit fiir die kleinste Anzahl
n von gesammelten Kokosniissen, wenn 2% = (ny + 1) ist, dass, ny = 7
ist und somit n = 79 ist. Alle moglichen Losungsfélle erhédlt man, wenn
k-23 = (ny+1) ist, fiir k € N, und somit ist n = k-3* —2 die Gesamtanzahl
der Kokosniisse. (Vgl. ebd., 309ff)
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4.2.5 Schrittweises Vorarbeiten

Durch Setzen von sinnvollen Zwischenzielen soll man sich der Losung des
Problems schrittweise annahern (vgl. Grieser 2013, 258). Diese Suche nach
Teilzielen wird in der Mathematik ebenfalls als Pappos-Prinzip bezeichnet
(vgl. Schwarz 2006, 216). Diese sukzessive Approximation kennzeichnet zu-
dem den generellen Verlauf von verschiedenen Wissenschaften (vgl. Hesse

2009, 255).

Hesse (2009) veranschaulicht dies, indem er die verschiedenen Ansichten
iiber die Gestalt der Erde in der geschichtlichen Entwicklung aufzédhlt. Hat-
te man zu Beginn die Ansicht, dass die Erde eine Scheibe sei, so wurde dies
ab Aristoteles, welcher bereits an die Kugelgestalt glaubte, widerlegt. Aber
auch die Kugelgestalt konnte sich nicht halten, so wurde von Isaac New-
ton gezeigt, dass auch die Kugelgestalt nur eine Approximation ist, da die
Erde ein rotierender Korper ist. Jedoch entsprach auch Newtons Ansicht
noch nicht zur Géanze der Realitat, was man bereits seit 1950 durch den
Einsatz von Satelliten beweisen konnte. Den gesamte Entwicklungsprozess
der Wissenschaften kann man daher als einen sukzessiven Approximati-
onsprozess von Modellen an die tatsichliche Realitat deuten. (Vgl. Hesse

2009, 255-259)

In der Mathematik versteht man unter einer sukzessiven Approximation
ein Iterationsverfahren. Ein sehr bekanntes Iterationsverfahren aus der nu-
merischen Mathematik ist das Newton- Verfahren.

Bei diesem iterativen Verfahren geht es darum die Nullstelle einer Funktion
F:R" — R" zu bestimmen. Die Grundidee ist hierbei die Funktion F' zu
linearisieren. Hierzu betrachtet man nun den eindimensionalen Fall etwas
naher.

Gegeben sei eine reelle Funktion f : I — R in einem Intervall 7 C R.
Weiters sei f auf I mindestens zweimal stetig differenzierbar. Gesucht wird

nun ein Wert 2 € I mit f(z1) = 0. Hierbei setzt man voraus, dass f in [
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mindestens eine Nullstelle besitzt. Nun versucht man die Nullstelle mittels
einer Iteration x;11 = ®(x;) anzundhern, wobei ® eine geeignete Iterati-
onsfunktion ist, welche in Abhéngigkeit von f konstruiert werden muss.
(Vgl. Schabak und Wendland 2005, 107)

Bei diesem Verfahren approximiert man die Funktion f durch die Tan-
gente, welche man. durch eine gegebene Néaherung x fiir die Nullstelle x;

erhalt. Nun gilt
f(@o) — f(z1)

/ J—
feo) = To—T1
Falls f(x1) = 0 die gesuchte Nullstelle ist, so erhélt man
_ f(zo)
1 = X f/ (xo) .

(Vgl. Bollhofer und Mehrmann 2004, 142)
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Abbildung 4.4: Newton-Verfahren, nach: Bollhofer und Mehrmann 2004,
142

Diese Idee wird dabei folgendermaflen fortgesetzt: Zunachst wird an
einen gegeben Naherung z; fir die Nullstelle der Funktion f die zuge-
horige Tangente an f bestimmt. Die néachste Néherung z;4, ist dann die
Nullstelle dieser Tangente. Daher wird die Funktion f approximativ durch
ihre Tangenten ersetzt. (Vgl. Schabak und Wendland 2005, 108)
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Abbildung 4.5: Approximation durch Tangenten, nach: Schabak und
Wendland 2005, 108

Die Tangentengleichung ist nun durch

ti(x) = f'(x;) - (v — ;) + f(z;)

gegeben. Durch Auflosen der Gleichung ¢;(z;41) = 0 erhélt man die folgen-

de Iterationsvorschrift nach Newton

flzg)
Tj+1 = Tj — f,(xj')7] 20)1727"‘7
J

welche nur wohldefiniert ist fiir f/(x;) # 0. Falls f'(x;) = 0 wére, dann
wiirde dies bedeuten, dass die Tangente ¢; parallel zur z-Achse verlauft
und im Fall f(z;) # 0 keine Nullstelle hat. (Vgl. Schabak und Wendland
2005, 108)
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4.2.6 Modularisieren

Darunter versteht man die Zerlegung eines Problems in Subprobleme, wel-
che womoglich leichter zu losen sind. Indem man die Losungen der Sub-
probleme kombiniert, soll eine Losung fiir das Ausgangsproblem gefunden
werden. Diese heuristische Strategie ist in der kiinstlichen Intelligenz von
besondere Bedeutung und ist hier unter der Bezeichnung ,, Divide and Con-

quer“bekannt. (Vgl. Schwarz 2006, 226)

,Das Modularisierungsprinzip basiert auf dem Motiv des «Devide et im-
peray: Teile und herrsche® (Hesse 2009, 313). Diese heuristische Strategie
gehort zu einer der wichtigsten Techniken in der Informatik. So ist zum
Beispiel der modularisierter Algorithmus der bindren Suche ein Prototyp
dieser heuristischen Technik. (Vgl. Hesse 2009, 314)

Aber auch in der Mathematik finden sich zahlreiche Anwendungen, wie

Hesse (2009) anhand folgendem Beispiel demonstriert:

,2Miinzen und Sequenzen. Wie oft muss man im Mittel eine Miinze werfen, bevor
man eine Sequenz, bestehend aus exakt einer ungeraden Anzahl von Kopf (K),
gefolgt von einmal Zahl (Z), geworfen hat (z.B. KZ oder KKKZ)“ (ebd., 317)?

Um diesen Problem zu lésen, teilt man die Menge aller Miinzwurffolgen
in drei disjunkte Teilmengen. Diese drei Teilmengen bestehen aus a. Fol-
gen, die mit Zahl beginnen, b. Folgen, die mit 2-mal Kopf beginnen und c.
Folgen, die mit Kopf gefolgt von Zahl beginnen.

Alle drei dieser Falle kommen fir eine Munzwurffolge in Frage, die langer
als 1 ist. Man nimmt nun an, dass m die gesuchte mittlere Anzahl von
Wiirfen ist, bis die gewiinschte Sequenz auftritt. Betrachte man nun alle
drei Falle separat, so lasst sich folgendes Aussagen: In den Féllen a. und
b. gibt es beziiglich der zu werfenden Sequenz keinen Fortschritt, daher
benotigt man hier noch immer m weiter Wiirfe. Nur in dem Fall c. ist das

Ziel bereits mit zwei Wiirfen erreicht.
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Aus diesen Uberlegungen erhilt man folgende Gleichung

1 1
m = -(1+m)+1-(2+m)+1-2

N | —

11
20 4

die drei genannten Falle darstellen.

mit den Gewichtsfaktoren und %, welche die Wahrscheinlichkeiten fiir

Daraus ergibt sich:

mo= jReieel
_ 3 3m

m = 54‘7

dm = 6 + 3m

m = 6

Eine Miinze muss daher im Mittel 6-mal geworfen werden um die gewtinsch-
te Sequenz zu erhalten. (Vgl. ebd., 317f)

4.2.7 Muster erkennen

Lésst sich bei genauerer Betrachtung eine allgemeine Regel erkennen (vgl.
Grieser 2013, 258)7 Muster konnen auch gebildet werden, so konnen etwa
durch den Einsatz von Farben bei den auftretenden Strukturen des Pro-
blems Muster entstehen, sodass womoglich Informationen iiber die Losung
abgeleitet werden konnen (vgl. Hesse 2009, 267). Hesse (2009) beschreibt
dies als Farbungsprinzip und Engel (1999) widmet dieser Probleml6sungs-
strategie, welcher er ,,Coloring Proofs“nennt, ein ganzes Kapitel mit mog-
lichen Problemstellungen dazu. Eine héufige Anwendung findet sich bei
Problemstellungen, bei welchen es um Pflasterungen mit Dominosteinen
geht. So hat der britische Physiker M.E. Fisher gezeigt, dass ein 8 x 8
Schachbrett auf 36042 = 12988816 verschiedene Arten mit 2 x 1 Domino-
steinen liickenlos und ohne Uberlappungen gepflastert werden kann. (Vgl.
Engel 1999, 25; Hesse 2009, 273)

Hesse (2009) zeigt zudem, wie man eine abstrakt mathematische Tatsa-
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che ganz leicht durch Verwendung des Farbungsprinzips beweisen kann.
Bei Fermats Kleinem Theorem handelt es sich um folgende Teilbarkeits-
aussage: , Fiir jede natiirliche Zahl n und jede Primzahl p ist n? — n durch
p teilbar (Hesse 2009, 281).

Die Beweisargumentation lautet hierbei wie folgt:

Angenommen man hat Perlen in n verschiedenen Farben und mochte dar-
aus verschiedene Perlenketten aus jeweils p Perlen herstellen, wobei diese
mindestens zwei verschiedene Farben enthalten sollen. Die Frage, die sich
nun stellt, ist, wie viele verschieden gefarbte Perlenketten es gibt, wobei
unter verschieden gefarbt gemeint ist, dass jene Félle auszuschliefen sind,
welche durch zyklische Verschiebung entstehen.

Zunachst beginnt man damit, dann man jeweils p Perlen auf einer geraden
Schnur aufreiht. Da es fiir jede der p Perlen n Moglichkeiten der Farbwahl
gibt, ergeben sich insgesamt n” verschiedene Perlenanordnungen entlang
der geraden Schnur.

Aufgrund der Tatsache, dass man vorausgesetzt hat, dass die entstehen-
de Perlenkette nicht einfarbig sein soll, ergeben sich n? — n verschiedene
Anordnungen durch Verwerfung der n Aufreihungen von Perlen gleicher
Farbe. Einige von diesen Anordnungen fiihren zu derselben Perlenkette,
wenn die Schnur zusammengekniipft wird. So etwa, wenn man die Anord-
nungen léngs der Schnur betrachtet und die Perlen von rechts beginnend
nach ganz links tiberfiihrt, erhalt man wieder dieselbe Kette, wenn man sie
zusammenkntipft.

Die Frage, die sich nun daraus ergibt, ist, wie oft muss man diese Uber-
fithrungen durchfithren bis man zu einer identischen Kette kommt. Diese
identische Anordnung ergibt sich anscheinend dann, wenn man p-mal eine
Perle von rechts nach ganz links tiberfiihrt, sodass dann alle p Perlen wie-
der in derselben Startposition sind. Nun gilt noch zu priifen, ob dies auch
mit weniger Uberfithrungen moglich wére.

Angenommen k, wobei k < p gilt, ist die kleinste positive Zahl von Uber-

fiihrungen, mit welcher eine identische Anordnung langs der Schnur erreicht
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wird. Es gilt nun p=7r-k+smit s =0,1,2,...,k— 1. Da die schrittweise
Uberfithrung von p einzelnen Perlen wieder die Ausgangsposition ergibt
und ebenso die schrittweise Uberfithrung von r - k Perlen, so folgt daraus,
dass die schrittweise Uberfithrung von s Perlen dasselbe leisten muss. Nun
wurde aber k als die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft ange-
nommen, daraus folgt zwingend, dass s = 0 sein muss. Daraus ergibt sich,
dass k ein Teiler von p sein muss, wobei man hierbei daran erinnert werden
sollte, dass p eine Primzahl ist. Aus dieser Tatsache folgt, dass k = p und
also r =1 ist.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, dass von den n? —n mehrfarbigen An-
ordnungen von Perlen je p zu derselben Perlenkette fithren, wodurch sich
(n? —n)/p verschiedene Perlenketten ergeben. Daraus folgt, dass (n” —n)/p

eine natiirliche Zahl ist und somit n? — n durch p teilbar, was zu zeigen

war. (Vgl. Hesse 2009, 282f)

4.2.8 Einfiihren geeigneter Begriffe und Notationen

Polya (1995, 75-83) erwihnt die immense Bedeutung von der Einfithrung
und Verwendung von Bezeichnungen. Aufgrund der Tatsache, dass Spre-
chen und Denken seines Erachtens nach unerlasslich ist, folgt, ,dafl [//
der Gebrauch von Zeichen unerldfilich [!] erscheint fir den Gebrauch der
Vernunft“ (Polya 1995, 76). Da die Verwendung von mathematischen Sym-
bolen einen dhnlichen Verwendungszweck wie Worter hat, erscheinen die
mathematischen Bezeichnungen als eine eigene Art der Sprache. Aus die-
sem Grund ist ein wichtiger Schritt bei der Losung eines mathematisches

Problem eine passende Bezeichnung festzulegen. (Vgl. Polya 1995, 75ff)

Zudem erleichtert diese nicht nur das Aufschreiben der Losung, sondern
auch das Nachdenken iiber das Problem (vgl. Grieser 2013, 63).
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4.2.9 Verallgemeinerungen/ Generalisierung

Bei diesem Verallgemeinerungsprinzip geht es darum, dass sich ein Pro-
blem leichter l6sen lasst, indem man es allgemeiner macht. Oft erhalt man
diese Verallgemeinerung indem man einfach bestimmte Voraussetzungen
beseitigt oder die Nebenbedingungen der Problemstellung andert. Lésst
sich nun das allgemeinere Problem leichter 16sen, so kann die gewonnene

Losung auf den Spezialfall angewendet werden. (Vgl. Hesse 2009, 137)

Bei dieser Problemlosestrategie geht es paradoxerweise darum, eine Ver-
einfachung der Problemstellung zu erreichen, indem man sich mit einer
eigentlich anspruchsvolleren Problemstellung beschéftigt. Dennoch sei hier
kurz angemerkt, dass es oft nicht so leicht ist, eine geeignete anspruchsvol-
lere Aufgabenstellung zu finden. (Vgl. Hesse 2009, 143)

Trotzdem scheint diese Taktik besonders gut zu funktionieren, wenn die
urspriingliche Problemformulierung Informationen enthalt, welche fiir die
Losung des Problems irrelevant sind. Durch das Weglassen dieser Distrak-
toren wird das Problem leichter iiberschaubar. (Vgl. Schwarz 2006, 82)

Hess (2009) demonstriert dies an folgendem Beispiel:

Es soll gezeigt werden, dass fir Vn € N die Ungleichung 35 + 55 + 35+ - - +
# < 2 gilt. Die Summe 1% + 2% + 3% +- 4 % wird nun einfachheitshalber
mit a(n) bezeichnet. Die Idee, diese Aussage mittels vollstandiger Induk-
tion zu beweisen, daher von a(n) auf a(n + 1) zu schlieBen, funktioniert
hier leider nicht. Aus diesem Grund wird die Ungleichung verschéarft, indem
man die Konstante 2 durch 2 — % ersetzt.

Nun versucht man mittels vollstandiger Induktion zu zeigen, dass sogar
a(n) <2 — 1 fir Vn € N gilt.

Dies scheint fiir a(1) =1 < 2— % = 1 offensichtlich zu stimmen, womit der
Induktionsanfang gesichert ist. In der Induktionsbehauptung nimmt man

die Richtigkeit von a(n) < 2 — % an. Damit ergibt sich folgendes fiir den
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Induktionsschritt von a(n) auf a(n + 1):

a(n) + ﬁ

1 1
(2 - ﬁ) + (n+1)2
1 1
2 - n T n-(n+1)

- 220y

_ 1 n
= 2-5-(GGH)

o 1
- 2 n+1

a(n+1)

IAIA

Da nun a(n) < 2—% fiir Vn € N bewiesen ist, folgt nun auch die schwéchere
Aussage a(n) < 2. (Vgl. Hess 2009, 144ff)

4.3 Spezielle mathematische

Problemlosestrategien

4.3.1 Rekursion

Grieser vergleicht die Idee der Rekursion mit der russischen Holzfigur Ma-
trjoschka (vgl. Grieser 2013, 25). Der Grundgedanke dieses fundamentalen
Werkzeugs der Mathematik ist ein Problem zu l6sen, indem man es auf ein
kleineres, gleichartiges Problem zuriickfiihrt. Normalerweise wird dabei das
Problem auf stets einfachere Versionen von sich selbst zurtick gefiihrt. (Vgl.

Hesse 2009, 242f)

Hesse (2009, 246f) demonstriert anhand des Rades des Theodorus, all-
gemein bekannter als Wurzelschnecke, wie die rekursive Strategie schon
vor mehr als 2000 Jahren genutzt wurde. Bei diesem Exempel handelt
es sich um eine rekursive Vorgehensweise, um die irrationalen Zahlen wie
V2, V3, v/5 ws.w als Streckenlingen zu konstruieren. Als Ausgangspunkt
wurde hierbei ein rechtwinkeliges Dreieck D, mit den Kathetenlangen 1

verwendet. Die Hypotenuse des rechtwinkeligen Dreiecks Dy, ist dann die
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Kathete im rechtwinkeligen Dreieck Dy, wobei die andere Kathete immer
die Lange 1 besitzt. Dies geht so lange rekursiv weiter, sodass die Folge der

Streckenlangen /n entsteht. Die Hypotenuse h,, des Dreiecks D,, ist dann:

h, = \/h2_; + 1. (Vgl. Hesse 2009, 246f)

Abbildung 4.6: Rad des Theodorus - Wurzelschnecke, nach: Hesse 2009,
247

Technik der Rekursion

Allgemein versteht man unter einer Rekursion fiir eine Zahlenfolge aq, as, as, . ..
eine Formel, welche jedes a,, mit Hilfe der anderen Folgenglieder a,,_1, a,,_2, ..., a1
ausdriickt (vgl. Grieser 2013, 25).

Die Technik der Rekursion, wie sie meist bei Abzdhlproblemen auftritt,

kann in zwei Schritte geteilt werden (vgl. Grieser 2013, 26f):

1. Suche einer Rekursion: Wenn man das Problem auf dasselbe Problem
kleinerer Grofle zuriickfithren kann, dann erhélt man eine Rekursion

fiir die gesuchte Zahlenfolge a,,.

2. Auflosen der Rekursion: Anschlieend verwendet man die Rekursion
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um eine Formel fiir a,, zu finden. Hierbei ben6tigt man auch eine An-
fangsbedingung. Finfache Rekursionen lassen sich oft auflosen, indem

man sie zum Beispiel wiederholt in sich selbst einsetzt.

Beispiel der Herleitung einer allgemeinen Formel mittels Rekursion

Grieser (2013, 45-51) zeigt anhand eines Abzahlproblems, wie man durch
das systematische Suchen einer Rekursion zur Losung gelangt. Bei diesem
Problem geht es um Triangulierungen. Darunter versteht man die Tat-
sache, dass jedes konvexe Polygon durch sich nicht schneidende gerade
Verbindungen der Eckpunkte von diesen in Dreiecke unterteilt wird. Ein
Polygon ist ein allgemeines n-Eck, dieses heifit konvex, wenn alle Diago-
nalen im Inneren des Polygons liegen. Bei dem folgendem Problem ist die
Anzahl aller moglichen Triangulierungen eines konvexen n-FEcks gesucht,
wobei Triangulierungen auch dann als unterschiedlich gelten, wenn diese
durch Drehungen oder Spiegelungen ineinander tibergefiihrt werden kon-
nen. Die Anzahl aller moglichen Triangulierungen eines n-Ecks wird hierbei

mit T'n bezeichnet.

Abbildung 4.7: Triangulierung eines 6-Eck, nach: Grieser 2013, 45

Zunachst wird durch systematisches Probieren versucht ein Muster zu
erkennen und daraus eine Rekursion abzuleiten. Jedoch lasst sich durch

Vergleich der Anzahlen der Triangulierungen eines 3-Ecks, 4-Ecks, 5-Ecks
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und 6-Ecks kein offensichtliches Muster erkennen. Nun wird versucht an-
hand des Problems selbst eine Rekursion zu finden, indem man versucht
die Triangulierungen eins n-Ecks in Teilklassen aufzuteilen, welche klei-
nere Triangulierungen enthalten. Hierbei ist das grofite Problem disjunkte
Teilklassen zu erhalten, also Klassen, die keine gemeinsamen Elemente ent-
halten, da es sonst zu Mehrfachzéhlungen kommt.

Bei der Suche nach einer disjunkten Unterteilung des Problems st6f8t man
auf folgende Idee: Man wéhlt eine beliebige Seite des n-Ecks aus, die bei
jeder Triangulierung zu einem der Dreiecke gehoren muss. Dadurch wird
die Triangulierung nach der Lage der dritten Ecke des Dreiecks klassifiziert.

Fir ein 6-Eck wiirden sich demnach folgende 4 Klassen ergeben.

Abbildung 4.8: Einteilung in disjunkte Klassen, nach: Grieser 2013, 49

Dadurch erhélt man rechts und links vom strichlierten Dreieck konvexe
Polygone mit weniger Ecken. Die Anzahl der Triangulierungen eines n-Ecks
kann nun rekursiv angegeben werden, indem man die Triangulierungen der
kleineren Polygone zahlt und kombiniert.

Bei einem beliebigen konvexen n-Eck, dessen Ecken mit P;, wobei j =
1,...,n ist, bezeichnet werden, wird die Triangulierung in disjunkte Klassen
geteilt. Jede dieser Klassen ist durch die dritte Ecke des Dreiecks bestimmt,
welches die Seite P, P, enthélt. Dieses Dreieck wird mit D und seine dritte
Ecke mit Py, wobei k = 2,...,n — 1 sein kann, bezeichnet. Fiir jeden Wert
von k erhalt man eine Klasse. Das Dreieck D zerlegt das n-Eck rechts in

ein k-Eck und links in ein (n — k + 1)-Eck, welche ebenfalls trianguliert

70



4.3 Spezielle mathematische Problemlosestrategien

und miteinander kombiniert werden konnen. Fir £ = 2 beziehungsweise
k = n—1 erhalt man links oder rechts kein Polygon, sondern nur ein Zwei-
eck, dass nicht trianguliert werden kann.

Dadurch erhalt man nun folgende Anzahlen an Triangulierungen fiir jedes
k:

Tabelle 4.1: Anzahlen an Triangulierungen, nach: Grieser 2013, 50

k Ecken Triang. Ecken Triang. kombinierte Triang.

2 2 (kein Polygon) - n—1 Th_1 Th_1

3 3 T3 n—2 Tn—2 T3 - T2

4 4 Ty n—3 Tn—3 Ty - T3

k k Tk n—k+1 Tn—k+l Tk . Tn—k+1
n—2 n—2 Th—2 3 T3 Trn—2-T3
n—1 n—1 Th_1 2 (kein Polygon) - Th_1

Somit ist die Anzahl der Triangulierungen fiir jede disjunkte Klasse ge-
funden und die Gesamtanzahl der Triangulierungen des n-Ecks ergibt sich

aus deren Summe.

Tn=Twa+T3-Thot+Ty-Ths+ +T-Thgr+ -+ T2 T3+Th

n—2
=lp1+ Z Tk : Tn—k—i—l + Tn—l
k=3

Setzt man noch fiir 75 := 1 ein , so erhalt man:
n—1
T, = Z Ty - Tn—k—i—la
k=2
was die gesuchte Rekursion ist. (Vgl. Grieser 2013, 45-51)

4.3.2 Vollstandige Induktion

Die vollstandige Induktion ist ein grundlegendes Beweisverfahren der Ma-

thematik und basiert auf demselben Prinzip wie die Technik der Rekursion.
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Auch hier gilt das Problem auf ein analoges Problem kleinerer Grofie zurtick
zu fithren. Die vollsténdige Induktion ist die Umsetzung dieses Grundge-
dankens bei Beweisproblemen. (Vgl. Grieser 2013, 55)

Man bedenke hierbei, dass man die endgiiltige Sicherheit einer Loésung nur
durch einen Beweis erhilt. Viele andere Wissenschaften verwenden meist
die unvollstdndige Induktion. Diese schlielen von einigen speziellen Fallen
auf die Allgemeinheit, was durchaus fiir andere Wissenschaften angemes-
sen ist. (Vgl. Schwarz 2006, 144)

Auch in der Mathematik gibt es Heurismen der unvollendeten Indukti-
on. Schwarz (2006, 145) beschreibt diese als Formen induktiven Schlieflens,
die auf plausibles, aber nicht auf formallogisch begriindeten Verallgemeine-
rungen einzelner Beobachtungen setzen. Als Heurismen der unvollendeten
Induktion werden das systematische Probieren, das Vorwartsarbeiten, so-

wie die Approximation genannt. (Vgl. Schwarz 2006, 145-189)

Das Induktionsprinzip

Zu Beginn hat meine eine gewisse Behauptung A(n) tiber natiirliche Zah-
len n. Beim Induktionsanfang wird diese Behauptung zunéchst fiir einfache
Falle getestet. Falls diese Aussage sich fiir diese Félle als richtig erweist,
so nennt man diese nun Induktionsvoraussetzung bzw. Induktionsannah-
me. Dies bedeutet, dass man annimmt, dass diese Behauptung fiir alle
natiirlichen Zahlen n stimmt und somit auch fiir n 4+ 1, was die Indukti-
onsbehauptung ist. Nun folgt der Induktionsschluss, bei diesem wird durch
einen Beweis, bei welchen man die Induktionsbehauptung verwendet, ge-
zeigt, dass die Behauptung auch fiir n + 1 gilt. (Vgl. Grieser 2013, 55)

Diese Darstellung 16st immer wieder ein bestimmtes Misstrauen aus. Ein

hiufig genannter Kritikpunkt gegen die vollstdndige Induktion lautet, dass

das was bewiesen werden soll, bereits als Pramisse vorausgesetzt wird. Je-
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doch stimmt dies nicht, da man im Induktionsschritt eine bedingte Aussage
beweist. Wenn daher die zu beweisende Aussage fiir einen bestimmten Fall
richtig ist, dann ist sie auch fiir den folgenden Fall richtig. Es handelt sich
daher um ein bedingtes Schlieflen. (Vgl. Hesse 2009, 128f)

Beispiel eines Induktionsbeweises

Der junge Gaufl bekam von seinem Lehrer Biittner die Aufgabe die Zahlen
von 1 bis 100 zu addieren. Dabei erkannte er, dass bei der Summenbildung
aus jeweils zwei Zahlen die Zahl 101 herauskam und zwar genau 50-Mal.
Daher brauchte der junge Gaufl zur Losung dieser Aufgabe nur eine einfa-
che Multiplikation zu rechnen. (Vgl. Wussing 1976, 11)

Allerdings kénnte man dabei auch folgenden Trick benutzen: Man schreibt
die Zahlenreihe zweimal auf und zwar einmal vorwarts beginnend mit 1

und einmal riickwarts beginnend mit 100.

1 2 ... 99 100
100 99 ... 2 1
101 101 ... 101 101

Nun bemerkt man, dass wenn man die beiden Zahlenreihen addierte, im-
mer 101 herausbekommt. Die Zahl 101 kommt insgesamt 100 Mal heraus,
was eine Gesamtsumme von 100 - 101 ergibt. Da jedoch die Zahlen von 1
bis 100 zweimal zusammengezéhlt wurden, muss noch die Summe durch 2

dividiert werden. (Vgl. Grieser 2013, 20f)

Die gauflsche Summenformel lautet daher:

n(n+1)

1424+ +n=>) k= 5

k=1

Beim Induktionsbeweis beginnt man nun mit der Behauptung: Fir alle
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n € N gilt
n(n+1)

> k=
k=1 2
Einfachheitshalber bezeichnet man nun die Summe der natirlichen Zahlen

1 bis n mit S(n).

Nun folgt der Induktionsanfang: Hierbei zeigt man, dass die Aussage auch

1-2
fur n =1 gilt. S(1) = — = 1 scheint offenbar richtig zu sein.

Die Induktionsvoraussetzung ist nun, dass die Formel auch gilt, wenn n

beliebig ist.

Die Induktionsbehauptung ist nun, dass auch gilt

ntl (n+1)(n+2)

S k= s

SchlieBlich folgt der eigentliche Teil des Beweises, der Induktionsschluss:

Dabei wird die Induktionsvoraussetzung verwendet und umgeformt:

ntl n n(n+1) n4+n+2n+2 (n+1)(n+2)
;.;1 k= (; k)+(n+l) = ————+(n+l) = 5 = 5

0. (Vgl. Grieser 2013, 56)

Als Alternative konnte der Induktionsschluss auch folgendermaflen aus-

sehen:

Um nun die gaulsche Summenformel fiir n 4+ 1 zu beweisen, muss gezeigt

werden, dass folgendes gilt:

(n+1)- (n+1)+1)
2

I+24+3+-+n+n+1)=
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Dazu beginnt man auf der linken Seite der zu beweisenden Gleichung;:

1+243+--+n+(n+1) = (1+2+3+---+n) +(n+1)

Benutzung der Induktionsvoraussetzung
n-(n+1)
- P )

Zusammenfassen in einen Bruch

n-(n+1)+2-(n+1)
2

n + 1 herausheben
(n+1)-(n+2)
2

n+2=(n+1)+1
(m+1)-((n+1)+1)
2

O
Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung konnte also die linke Seite
der Gleichung in die rechte Seite umgeformt werden. Damit ist die Glei-

chung auch fiir n + 1 bewiesen und da n beliebig war, auch fiir alle natiir-
lichen Zahlen.

Grenzen der Induktion

Die vollstandige Induktion ist zwar ein niitzliches Beweisverfahren, aller-
dings ist sie nutzlos um die Formel herzuleiten. Daher muss man hierfiir
die Formel schon kennen bzw. vermuten, was sie sein konnte. Zudem be-
kommt man dadurch auch keine Information, woher die Formel stammt.
Zusammengefasst kann man sagen, dass der Induktionsbeweis zwar eine Si-
cherheit beziiglich der Richtigkeit der Formel liefert, jedoch hat man meist
das Problem trotzdem nicht richtig verstanden. (Vgl. Grieser 2013, 57)

4.3.3 Schubfachprinzip

Das Schubfachprinzip, auch manchmal Dirichletsche Schubfachprinzip (vgl.
Schwarz 2006, 133) oder Dirichlet-Prinzip (vgl. Hesse 2009, 86), gehort zu
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den wenigen allgemeinen Prinzipien der Mathematik. Die Schwierigkeit
besteht darin zu erkennen, wo man es als Hilfsmittel einsetzen kann. Eine
haufige Anwendung findet sich bei Existenzbeweisen. (Vgl. Grieser 2013,
173)

Die Formulierung des Schubfachprinzips geht auf den Mathematiker Di-
richlet zurtick und lautet einfach ausgedriickt:

,Verteilt man mehr als n Perlen auf n Schubficher, so gibt es mindestens
ein Schubfach, dass mehr als eine Perle enthalt* (Mayer 2003, 14).

In der Sprache der Mathematik ldsst sich dieses Prinzip wie folgt definie-
ren: Gegeben seien eine n-elementige Menge X, eine k-elementige Menge
Y sowie eine Abbildung f : X — Y. Ist k < n, so existiert mindestens
einy € Y mit |[f~1(y)| > 1. (Vgl. Schwarz 2006, 133)

Einfache Beispiele zur Verdeutlichung wéren (vgl. Grieser 2013, 174):
Unter 8 Personen gibt es zwei, die am selben Wochentag geboren sind
(Schubfiacher: Wochentage. Perlen: Personen).

In einer Schule mit 367 SchiilerInnen gibt es mindestens zwei Schiilerlnnen,
die am gleichen Tag Geburtstag haben (Schubfécher: 365 Tage. Perlen: An-

zahl der SchiilerInnen).

Beziiglich der Anwendung dieses Prinzips lassen sich stets zwei Schritte
erkennen (vgl. Hesse 2009, 91):

1. Zunéchst miissen die Objekte, fiir welche man zeigen will, das min-
destens eine bestimmte Anzahl von ihnen eine bestimmte Eigenschaft

hat, bestimmt werden.

2. Des Weiteren miissen die Schubficher, daher die verschiedenen Klas-
sen, in welcher alle Objekte eine bestimmte Eigenschaft haben, iden-
tifiziert werden. Wobei natiirlich jedes Objekt zu einer bestimmten

Klasse gehoren muss.
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Stellt man sich die Frage, wie viele Personen man braucht, um behaup-
ten zu konnen, dass zum Beispiel zwei, drei oder a Personen am selben
Tag Geburtstag haben, so kommt man auf die Verallgemeinerung des
Schubfachprinzips. Dieses besagt:

Seien a, n € N. Verteilt man an + 1 Perlen auf n Schubfiacher, so enthélt

mindestens ein Fach mehr als a Perlen (vgl. Grieser 2013, 175).

Anwendungsbeispiel: Approximation durch Briiche

Das Approximationsproblem beschéaftigt sich mit der Frage, wie gut man
beliebige reelle Zahlen a durch Briiche anndhern kann (vgl. Grieser 2013,
179).

Eine sehr simple Vorgehensweise bei dieser Fragestellung wére, wenn man
einfach die Dezimaldarstellung von a nach einigen Stellen abschneidet, so-
dass man eine endliche Dezimaldarstellung erhélt, welche man auf jeden
Fall als Bruch mit ganzen Zahlen darstellen kann. Die Approximation konn-
te hierbei durch Hinzufiigen weiteren Stellen einfach verbessert werden.
(Vgl. Grieser 2013, 179)

Eine weitere logische Uberlegung wire, dass wenn der Bruch ™ nahe bei
a liegen sollte, so miisste na nahe bei der ganzen Zahl m liegen (vgl. ebd.,
180).

Betrachtet man nun diese Problemstellung etwas genauer, so konnte man
nun untersuchen, wie bei einer Approximation einer beliebigen reellen Zahl
a durch Briiche 7 der Approximationsfehler € mit der Gréfie des Nenners n
zusammenhéngt. Diesen Zusammenhang kénnte man folgendermafien an-
ders ausdriicken:, Es gibt ein m € No, so dass |a — 7| < ¢ ist“(ebd., 182).
Unter diesem Gesichtspunkt ergeben sich fiir das Approximationsproblem
sehr interessante Fragestellungen, in welchen es um den Zusammenhang

zwischen a, n und den Approximationsfehler € geht. (Vgl. ebd., 181f)
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Dazu betrachtet man nun folgendes Problem:

,oei N € N. Finde eine moglichst kleine Zahl §, abhdingig von N, fir
die Folgendes gilt: Fir jede reelle Zahl a > 0 weicht mindestens eine der
Zahlen a,2a, . .., Na um héchstens 0 von einer ganzen Zahl ab“ (ebd., 183).

Um ein Gefiihl fir die Problemstellung zu bekommen, betrachtet man nun
Spezialfille. Fiir den Fall N = 1 gilt offenbar, dass jedes ¢ um hdochstens
0 = % von einer ganzen Zahl abweicht. Der nachste Fall, fir N = 2, ist
etwas komplizierter, hierzu muss man bereits die Zahlen a und 2a betrach-

ten (vgl. Grieser 2013, 183).

An dieser Stelle ist es notwendig eine geeignete Notation einzufithren.
Man schreibt nun frac(x) fir den Nachkommaanteil einer reellen Zahl
x, wobei x > 0 sei. Daher ldsst sich nun jedes x € R, mit x > 0, fol-
gendermaflen darstellen: © = [z] + frac(x), wobei |z] die groBte ganze
Zahl ist, die kleiner oder gleich z ist. Da nun frac(x) = = — |z| gilt, ist
frac(z) € [0,1). Somit hangt der Abstand einer reellen Zahl zur nichsten
ganzen Zahl nur von ihren Nachkommastellen ab, wodurch es ausreicht die
Zahlen frac(a), frac(2a) zu betrachten. (Vgl. ebd., 184)

Fiir den Fall N = 2 kommt man nun zu der Vermutung, dass = % ist. Um
diese Vermutung zu bestétigen, betrachtet man das Intervall [0, 1) und teilt
es in drei gleich grofle Teile. Es gilt nun zu zeigen, dass mindestens eine
der Zahlen frac(a), frac(2a) fir jedes a in einem der dufleren Drittel liegt.
Dazu nimmt man an, dass keine der Zahlen in diesen liegen, so miissten,
nach dem Schubfachprinzip, beide im mittleren Drittel liegen. Dann wére
aber ihr Abstand kleiner als % und folglich miissten auch 2a — a = a um
weniger als % von einer ganzen Zahl abweichen, und somit wiirde frac(a)
doch in einem der dufleren Intervalle liegen, was ein Widerspruch zu der

Annahme wire. (Vgl. ebd., 184f)
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Die kleinste Zahl ¢, fiir die das Problem gel6st zu sein scheint, ist 6 = ﬁ

Um dies zu beweisen beniitzt man folgendes Lemma: Seien a,b € R, mit
a,b>0. Aus |frac(a) — frac(b)| < § folgt, dass a — b um weniger als ¢ von

einer ganzen Zahl abweicht. (Vgl. ebd., 185)

Beweis:
Um auszuschlielen, dass es nicht ein § < ﬁ geben kann, fiir das die Aus-
sage erfiillt ist, reicht es ein Beispiel fiir a, wie etwa a = ﬁ, anzugeben.
Fiir diesen Fall ware jede der Zahlen a, 2a, 3a, ..., Na mindestens N%rl von
der néchsten ganzen Zahl entfernt.
Um nun zu zeigen, dass die Aussage fiir § = ﬁ stimmt, zerlegt man das
Intervall [0, 1) in die N + 1 Intervalle
1 1 2 N

o=y =l b o v =l Y

Nun nimmt man an, dass keine der Zahlen na, mit n =1,2,..., N von ei-

ner ganzen Zahl um hochstens N%rl abweicht. Dann wiirde keine der Zahlen

frac(na) in den Intervallen Iy oder Iy liegen und folglich miissten alle diese
N Zahlen in den restlichen N — 1 Intervallen liegen. Nach dem Schubfach-
prinzip miissten mindestens zwei dieser Zahlen im selben Intervall liegen.

Angenommen frac(ka) und frac(la) mit k > [ liegen im selben Intervall.

Da aber jeder Intervall die Lange ﬁ hat, so miisste nun, nach obigen
1

N+1
Nun gilt aber wegen k,l € 1,...,N, dass k —1 € 1,...,N —1 ist und

somit ist ka — la = (k — l)a eine der Zahlen na, was ein Widerspruch zur

Lemma, ka — la um weniger als von einer ganzen Zahl abweichen.

Annahme wére. Somit war die Annahme falsch und die Behauptung ist

gezeigt. (Vgl. ebd., 186)

In diesem Problem wurde folgendes gezeigt:,Gegeben a, N, dann gibt es
ganze Zahlen n < N und m, so dass |na —m| < 1 gilt“(ebd., 187). Dies
wird als Approzimationssatz von DIRICHLET bezeichnet (vgl. ebd, 188).
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4.3.4 Extremalprinzip

In der Wissenschaft treten vielfach Extreme als ein faszinierendes Phéano-
men auf. Betrachtet man beispielsweise eine Seifenblase, so versucht diese
ihre Oberfliche minimal zu halten und nimmt daher die Form einer Kugel
an. Anhand dieses Beispieles sieht man, dass extreme Formen oft beson-
dere Eigenschaften, wie Symmetrie besitzen. Es gibt zudem verschiedene

Anwendungsformen des Extremalprinzips. (Vgl. Grieser 2013, 195)

Das allgemeine Extremalprinzip besagt daher, wenn etwas extremal wird,
dann besitzt es besondere Strukturen (vgl. Grieser 2013, 196).

Wenn man dieses allgemeine Prinzip anders interpretiert, erhélt man eine
Problemlosestrategie. Sucht man ein Objekt mit besonderen Figenschaften,
sollte man versuchen das Objekt durch eine extreme Eigenschaft zu cha-
rakterisieren. Diese Problemlosestrategie dient sehr oft als Hilfsmittel fiir
Existenzbeweise. (Vgl. ebd., 202).

Extremalprinzip bei Existenzbeweisen

Anhand eines Problems tuber Turniere wird das Schema eines Existenz-
beweises mit Hilfe des Extremalprinzips erldutert. Das folgende Problem

lautet:

»In einem Turnier spielt jeder gegen jeden ein Mal. Dabei gibt es kein Unent-
schieden. Am Schluss des Turniers fertigt jeder Spieler eine Liste an, auf der
sowohl diejenigen Spieler stehen, gegen die er gewonnen hat, als auch die, gegen
die diese gewonnen haben. Zeigen Sie, dass es einen Spieler gibt, auf dessen
Liste alle anderen Spieler stehen* (ebd., 202).

Um eine Ubersicht iiber die Problemstellung zu erhalten, sollte man sich ein
konkretes Beispiel anschauen. Betrachtet man ein Turnier mit 4 Spielern,
so kann man dieses durch eine Graphik darstellen. In der unteren Abbil-
dung sind die Punkte A ,B,C und D die Spieler, wihrend die Vektoren die

Spiele darstellen; die Pfeile zeigen jeweils vom Gewinner zum Verlierer.
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Abbildung 4.9: Turnier mit 4 Spielern, nach: Grieser 2013, 203

In diesem Beispiel stehen auf der Liste von Spieler A die Spieler B, C und
D. Es ist zudem irrelevant, ob auf der Liste Spieler doppelt auftreten, da
Spieler B sowohl gegen C, als auch gegen D gewonnen hat, wiahrend Spieler
D nur gegen C gewonnen hat. Spieler A erfiillt zudem die Bedingung der
Aufgabe, da auf seiner Liste alle anderen Spieler stehen. Daher gibt es in
diesem Fall mindestens einen Spieler mit einer vollstdndigen Liste. Spieler
B hat zudem auf seiner Liste ebenfalls alle anderen Spieler aufgelistet.
Um nun die Existenz eines Spielers mit vollstandiger Liste zu zeigen, ver-
wendet man das Extremalprinzip, indem man eine extreme Eigenschaft
charakterisiert. Dabei nimmt man einfach an, dass Spieler A die meisten
Spiele gewonnen hat.

Um nun daraus zu folgern, dass auf der Liste von Spieler A alle anderen
Spieler stehen, verwendet man einen indirekten Beweis. Man nimmt ein-
fach an, dass Spieler B nicht auf der Liste von A steht. Dann hat Spieler
B sicher gegen A gewonnen, zudem hat B gegen alle Spieler gewonnen, ge-
gen die auch A gewonnen hat. Hatte B ndmlich gegen einen dieser Spieler
verloren, so misste B, laut Annahme, auf der Liste von A stehen. Daher
hat Spieler B mehr Spiele als A gewonnen. Dies widerspricht jedoch der
Annahme, dass Spieler A die meisten Spiele gewonnen hat. Aus diesem
Grund muss die Annahme, dass Spieler B nicht auf der Liste von A steht,
falsch gewesen sein und folglich stehen alle anderen Spieler auf As Liste.

(Vgl. ebd., 202ff)
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Diese Problemstellung kann formal folgendermaflen beschrieben werden
(vgl. ebd., 204f):

Es sei eine Menge M von Objekten gegeben. Zudem sei eine beschriebene
Eigenschaft E gegeben, welche diese Objekte haben konnen. Zu zeigen ist,
dass es ein Objekt in M gibt, das die Eigenschaft F besitzt.

Versucht wird nun das Problem zu spezialisieren, sodass man auf eine neue
Problemstellung iibergehen kann. Dabei sucht man eine Grofle, deren Ex-
tremalisierung auf die Eigenschaft E schlieflen lasst. Als Grofle wird hierbei
eine Abbildung verstanden, die jeden Objekt in M eine Zahl zuordnet, also
G : M — R. Daher sollte dieses neue Problem die urspriingliche Problem-
situation als Verallgemeinerung enthalten. (Vgl. ebd., 204)

Der verwendete Existenzbeweis hat dabei folgende Struktur (vgl. ebd.,
204f):

1. Sei A € M, sodass G(A) maximal ist, daher G(A) > G(B) fir VB €
M.

2. Man behauptet nun, dass A die Eigenschaft E hat.

3. Nun folgt ein indirekter Beweis, indem man annimmt, dass A nicht
die Eigenschaft E hat. Daraus folgt, dass ein Objekt B existiert,
sodass G(B) > G(A) gilt. Dies widerspricht jedoch der Maximalitét
von G(A). Daraus folgt, dass A die Eigenschaft F haben muss.

Die Art und Weise der Argumentation beruht auf folgenden Grundtatsa-
chen (vgl. Mayer 2003, 77; Grieser 2013, 205):

1. Jede endliche nichtleere Menge reeller Zahlen enthalt ein kleinstes

und ein grofites Element.

2. Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen enthélt ein minimales Ele-

ment.
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Extremalprinzip als allgemeine Problemlosestrategie

Das Extremalprinzip ist nicht nur als Hilfsmittel fiir Existenzbeweise niitz-
lich, sondern auch als allgemeiner Leitgedanke. In untibersichtlichen Situa-
tionen sollte man Objekte mit einer extremen Eigenschaft betrachten (vgl.
Grieser 2013, 211).

Das Extremalprinzip taucht in der Mathematik in zweierlei Zusammenhan-
gen auf. Einerseits um Extrema selbst zu bestimmen, dies sind oft typische
Optimierungsprobleme, und andererseits werden Extreme als Hilfsmittel
fir andere Zwecke verwendet, wie etwa fiir Existenzbeweise. (Vgl. Grieser
2013, 216)

Einteilung des Extremalprinzips

Nicola Haas (2000) versucht auf der Grundlage des allgemeinen Extre-
malprinzips, welches sie als Korrespondenzhypothese formuliert, eine ge-
nauere Einteilung des Extremalprinzips. Das Korrespondenzprinzip besagt,
dass Objekte mit extremen Eigenschaften sehr oft auch andere interessante
Merkmale aufweisen (vgl. Haas 2000, 56).

Dabei formuliert sie drei Substrategien des Extremalprinzips, welche sich

durch die unterschiedliche Funktion des Extremalen unterscheiden.

1. Das Extremalprinzip bei Ezxistenzproblemen - Identifikationsfunktion:
Hier wird die Korrespondenzvermutung in ihrer urspriinglichen Form
angewendet, in der Hoffnung, dass Objekte mit einer extremen Ei-

genschaft auch das gesuchte Merkmal aufweisen (vgl. Haas 2000, 57).

2. Das Eztremalprinzip bei allverneinenden Aussagen - Monsterfunkti-
on:
Allverneinende Aussagen kann man als das Gegenstiick zu Existenz-
beweisen sehen. Anstatt zu zeigen, dass ein Objekt mit einer be-

stimmten Eigenschaft existiert, soll man nun beweisen, dass es kein
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Objekt mit dieser Eigenschaft gibt. Hierbei verwendet man ebenfalls
das Korrespondenzprinzip, jedoch in einem umgekehrten Sinn. Méch-
te man zeigen, dass ein Problem keine Losung besitzt, dann lohnt es
sich oft Extremfalle zu betrachten, in der Hoffnung, dass diese extre-
me Konstellation der gesuchten Eigenschaft am ehesten widerspricht.
Man kombiniert daher die Korrespondenzvermutung mit der Metho-
de des indirekten Beweises um einen Widerspruch zu erhalten. (Vgl.

ebd., 74)

3. Das Ezxtremalprinzip bei Reduktionen der Komplexitat - Determina-
tionsfunktion:
Mochte man die Komplexitat eines vielschichtigen Problems herab-
setzen, so lohnt es sich, laut der Korrespondenzhypothese, Extrem-
falle zu untersuchen. Determinierende Objekte zeichnen sich dabei

héufig durch ihre extremalen Eigenschaften aus. (Vgl. ebd., 78)

Das Extremalprinzip in der Psychologie

Nicole Haas (2000) findet auch eine Bedeutung des Extremalprinzips fiir die
psychologischen Betrachtungen des Problemlosens. Als Ankniipfungspunkt
nennt sie das Scheitern des Problemlésens, aufgrund einer Uberlastung des
Arbeitsgedichtnisses. Diese Uberlastung kann durch den impliziten Ein-
satz des Extremalprinzips beseitigt werden. Durch die Konzentration auf
Extremwerte wird Platz fiir das Wesentliche geschaffen. Folglich wird der
Suchraum eingeschréankt, wodurch man sich mehr auf jene Bereiche kon-
zentrieren kann, die fiir eine adaquate Bearbeitung des Problems hilfreich
sind. Das Extremalprinzip kann zudem als eine Methode der Superzei-
chenbildung angesehen werden, indem Inhalte zu grofleren Einheiten zu-
sammengefasst werden. Dadurch wird wiederum Platz gespart. Auch bei
der Wahrnehmungsselektion spielt das Extremalprinzip eine wichtige Rol-
le, da Eindriicke, welche besonders auffillig, daher extrem sind, leichter

bewusst wahrgenommen werden. (Vgl. ebd., 162f)
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4.3.5 La Descente Infinie - der unendliche Abstieg

Das Schema der Methode des unendlichen Abstiegs lasst sich folgenderma-

Ben beschreiben:

, Gegeben sei eine Problemstellung mit der Figenart, dass jede streng
monoton fallende Folge von Lésungen des Problems endlich sein
muss. Man versuche, aus der Annahme der Existenz einer Lisung
des Problems eine unendliche Folge von immer kleineren Losungen
des Problems zu konstruieren oder aber einen unendlichen Prozess
in zu setzen, der eine geeignete Grifie von Schritt zu Schritt ver-
kleinert, obwohl diese Griffe nur endlich viele kleinere Werte als
den Startwert annehmen kann. In beiden Fdllen wird die Annahme
der Ezistenz einer Losung des Problems zum Widerspruch gefihrt
und damit gezeigt, dass das Problem keine Losung besitzt*“ (Schwarz
2006, 204).

Eine Problemstellung kann vor allem dann mit dieser Strategie behandelt
werden, wenn das Problem auf einer wohlgeordneten Struktur basiert. Be-
sonders in der Zahlentheorie, wo die natiirlichen Zahlen durch das Prinzip
vom kleinsten Element wohlgeordnet sind. Aus diesem Grund wird das
Prinzip des unendlichen Abstieges auch als eine Auspragung des Extre-

malprinzips angesehen. (Vgl. Schwarz 2006, 204)

Schwarz (2006) zeigt anhand des unendlichen Abstiegs, wie man die Ir-
rationalitdt von /n, wenn n € N keine Quadratzahl ist, beweisen kann.
Hierbei wéhlt man folgenden Widerspruchsbeweis:

Angenommen /n wére rational, dann wiirde eine Bruchdarstellung in der
Form /n = §, mit a,b € N, existieren.

Um nun die Methode des unendlichen Abstiegs anwenden zu kénnen, kon-
struiert man aus der Bruchdarstellung y/n = § eine neue Bruchdarstellung

ai

vn = = mit a; < a und b; < b. Dazu verwendet man die Tatsache, dass

v/n nicht ganzzahlig ist und es daher ein ¢ € N mit ¢ < § <t + 1 geben
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muss.
Daraus erhalt man tb < a < tb—b bzw. 0 < a—tb < b, wodurch man versu-
chen konne eine Bruchdarstellung von y/n mit dem Nenner by :=a—1tb < b

zu finden.

Durch Quadrieren von y/n = § erhilt man a’? = nb?. Aus diesem ergibt

sich
a nb—ta aq

a-(a—tb) =nb®> —ath=b- (nb— ta) bzw. Pl ::b—l

mit 0 < by =a —tb < bund a; :=nb—ta < a.

Folglich kann man aus jeder Bruchdarstellung /n = ¢ von y/n eine neue
Bruchdarstellung /n = ‘;—i mit a; < a und b; < b konstruieren. Die-
se Annahme, dass eine Bruchdarstellung von /n existiert, fithrt auf die
Existenz einer unendliche Folge (5*)nen von Bruchdarstellungen /n = §»
mit a,, b, € N, wobei (a,)nen und (by,)nen streng monoton fallende Folgen
sind.

Da es aber nach dem Prinzip vom kleinsten Element keine unendlichen
streng monoton fallende Folgen von natiirlichen Zahlen geben kann, folgt
daraus, dass /n keine Bruchdarstellung besitzen kann und folglich irratio-

nal ist. (Vgl. ebd., 205)

4.3.6 Invarianzprinzip

Das Invarianzprinzip ist oft bei komplexen Problemen, welche dauernden
Verédnderungen ausgesetzt sind, hilfreich um Informationen zu gewinnen.
Indem man Eigenschaften betrachtet, die bei Verdnderungen unverander-
lich bleiben, kommt man zu einer Losung des Problems. Die Grundaussage
des Invarianzprinzips lautet daher:

Achte bei mehrfachen Verinderungen darauf, was gleich bleibt. (Vgl. Grie-
ser 2013, 229f)
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Schema des Invarianzprinzips

Das Invarianzprinzip ldsst sich oft bei Problemen anwenden, welche einen
Prozess beinhalten, der in einzelnen Schritten mehrere Zustinde durch-
lauft. Da die einzelnen Schritte bekannt sind, lasst sich eine Vermutung
dariiber angeben, welche Zustande aus einem Anfangszustand erreicht wer-
den konnen und welche nicht. Die Invariante ist hierbei eine Vorschrift, die
allen moglichen erreichbaren Zustdnden eine Zahl, ein Symbol oder etwas
dhnliches zuordnet und deren Wert unverianderlich bei jeden Schritt bleibt.
(Vgl. Grieser 2013, 234)

Als Faustregeln fiir die Anwendbarkeit des Invarianzprinzips lasst sich fol-
gendes angeben: Ein Problem kann iiber dieses Prinzip losbar sein, wenn
man endlich viele Zustandsinderungen eines Startzustandes beschreiben

kann, die alle eine gemeinsame Eigenschaft haben (vgl. Mayer 2003, 94).

Zudem ist es auch hilfreich, wenn Aussagen iiber einen bestimmten End-
zustand bewiesen werden sollen. Hierbei verwendet man einen Existenz-
beweis fiir erreichbare Zustidnde und einen Nichtexistenzbeweis fiir nicht
erreichbare Félle. Insbesondere ist das Invarianzprinzip hilfreich bei Un-
moglichkeitsbeweisen, in welchen man zeigen mochte, dass ein bestimmter
Zustand nicht moglich ist bzw. nicht existiert. Fiir diesen Fall sucht man
eine Invariante, welche fiir den Anfangszustand und den betrachteten Zu-
stand unterschiedliche Werte hat. (Vgl. Grieser 2013, 235; 251)

Zusammenfassend lassen sich folgende zwei Verwendungsmoglichkeiten fiir

das Invarianzprinzip nennen (vgl. Schwarz 2006, 45):

1. Mochte man zeigen, dass ein bestimmter Anfangszustand Z4 nicht
in endlich vielen Schritten in den Endzustand Zg uberfithrt werden

kann, so sucht man im Algorithmus nach einer invarianten Funktion

fmit f(Za) # f(Zp).
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2. Manchmal ist es niitzlich sich nach Transformationen umzusehen, die
die im Problemkontext vorgegebenen Relationen oder Eigenschaften
als Invarianten haben. Dadurch kann man eventuell der Losung des

Problems naher kommen.

4.3.7 Abzahlen

,Dinge abzuzihlen ist eine der ureigensten Aufgaben der Mathematik (Grie-
ser 2013, 91). Insofern es nicht nur Selbstzweck ist, sondern auch ein hilf-
reiches Mittel fiir andere Zwecke darstellt, ist es eine Problemlosestrategie
(vgl. Grieser 2013, 91).

Grundlegende Prinzipien

Abzahlprobleme lassen sich im Allgemeinen durch Mengen und Tupel klar
formulieren. Bei diesen Problemen mdéchte man, die Elemente einer Menge
X bestimmen, wobei man |X| schreibt, fiir die Anzahl der Elemente von

X. Die zwei wichtigsten Grundregeln des Abzédhlens sind die Summenregel

und die Produktregel. (Vgl. Grieser 2013, 91f)

Summenregel:

Sei X = > X, eine disjunkte Vereinigung, dann gilt | X| = > || X;| (vel.
i=1 i=1

Aigner 2001, 3).

Die Summenregel wird meist bei Abzéhlproblemen angewendet, die man
in disjunkte Klassen einteilen kann (vgl. Grieser 2013, 92). Zudem bildet
sie die Grundlage fiir viele Rekursionen (vgl. Aigner 2001, 3).

Produktregel:

Sei X = X x Xy x -+ x X, ein Mengenprodukt, dann gilt | X| = f[ | X5
i=1
(vgl. Aigner 2001, 3).
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Weitere wichtige Abzdhlprinzipien

Aus der Produktregel ergibt sich die Mehrfachzuordnungsregel:

Falls man jedem Element von X genau m verschiedene Elemente von Y
zuordnen kann und dabei jedes Element von Y genau einem Element von
X zugeordnet wird, so gilt | X| = %‘ (vgl. Grieser 2013, 93).

Diese Regel ist nur anwendbar, wenn die Anzahl der Mehrfachzuordnun-
gen immer gleich bleibt. Ansonsten muss man versuchen die abzuzahlende
Menge aufzuteilen, sodass die Regel wieder auf einige Teilmengen anwend-
bar ist. (Vgl. Grieser 2013, 95)

Grieser (2013, 94) demonstriert dies an folgendem Beispiel:

Das Spiel Triomini besteht aus Spielsteinen in der Form gleichseitiger Drei-
ecke, auf deren Oberseite jeweils drei Zahlen aus der Menge {0, ...,5} ste-

hen. Wie viele verschiedene Spielsteine kommen im Spiel vor?

Zunachst einmal zdhlt man, auf wie viele Arten ein Dreieck mit drei Zahlen
beschriftet werden kann. Da man fiir jede der drei Ecken 6 Mdéglichkeiten
hat, erhilt man insgesamt 6% = 216 Dreiecke. Nun stellt sich noch die Fra-
ge, wie viele verschiedene Spielsteine man daraus erhélt, wobei die Dreiecke
nur dann verschieden sind, wenn sie nicht durch Drehung ineinander iiber-
gefiihrt werden konnen. Fiir die meisten Dreiecke gilt, dass man diese in
drei Positionen drehen, sodass sie wieder denselben Spielstein ergeben. Da-
her kénnte man sagen, dass jeder Spielstein drei Dreiecken entspricht. Aber
Achtung, dies gilt nicht fiir die Dreiecke mit drei gleichen Zahlen. In diesem
Fall entspricht ein Spielstein nur einem Dreieck. Die Mehrfachzuordnungs-
regel kann daher nur jene Dreiecke angewendet werden, deren Zahlen nicht

alle gleich sind. Es existieren 216 — 6 = 210 solche Dreiecke, also gibt es
210 _
10 -

ne Spielsteine. (Vgl. ebd., 94f)

70 entsprechende Spielsteine. Insgesamt also 70 + 6 = 76 verschiede-

Ein weiteres wichtiges elementares Zahlprinzip ist die Gleichheitsregel
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(vgl. Aigner 2001, 4). Diese wird auch oft Abzdhlen bzw. Zihlen durch Bi-
jektion genannt (vgl. Grieser 2013, 99; Schwarz 2006, 107). Unter einer
Bijektion zwischen zwei Mengen A und B versteht man eine Vorschrift,
die jedem Element von A genau ein Element von B zuordnet, wobei jedes
Element von B auftritt (vgl. Grieser 2013, 99).

Abzihlen durch Bijektion:
Seien A und B endliche Mengen und ist ¢ : A — B eine Bijektion, dann
gilt |A| = |B| (vgl. Schwarz 2006, 107).

Abzéhlen durch Bijektion kann auf zwei verschiedene Arten nititzlich sein.
Einerseits zum Abzahlen einer Menge A, indem man eine Menge B sucht,
deren Elementenzahl entweder bekannt oder leicht zu ermitteln ist, und
eine Bijektion A — B existiert, und andererseits zum Beweisen von For-
meln, falls man zwei Mengen A, B mit bekannter Elementenzahl und eine
Bijektion A — B hat, so folgt |A| = |B|. (Vgl. Grieser 2013, 99)

Abzahlprinzipien als Problemlosestrategien

Aus der zuletzt genannten Abzahlmethode ergibt sich eine spezielle Pro-
blemlosestrategie, welche als Doppeltes Abzdhlen (vgl. Grieser 2013,
104) oder Fubini-Prinzip (vgl. Hesse 2009, 54) bezeichnet wird. Bei die-
sem heuristischen Prinzip geht es vorwiegend darum, die Anzahl von ir-
gendetwas zu bestimmen, indem man etwas ganz anderes abzihlt (vgl.
Hesse 2009, 54). Dieser Methode liegt die simple Idee zugrunde, dass un-
abhangig davon wie man zahlt, das Ergebnis immer das selbe sein sollte
(vgl. Hesse 2009, 66). Die andere Anwendungsmoglichkeit wére, wie schon
beim Abzahlen durch Bijektion erwahnt, dass man interessante Formeln
daraus herleiten kann (vgl. Grieser 2013, 104). Dies demonstriert Grieser
(2013) indem er die Anzahl der Tripel (a,b,c), mit a,b,c € 1,...,n und
a < ¢,b < ¢, auf zwei verschiedene Arten zahlt und dadurch eine Formel

fiir f: k? herleitet. (Vgl. Grieser 2013, 106f)
k=1
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Grundaufgaben der Kombinatorik

Aus diesen Grundprinzipien des Abzéhlens lassen sich vier kombinatori-
sche Grundaufgaben 16sen (vgl. Schwarz 2006, 108). , Dabei handelt es sich
darum, die k-Auswahlen aus einer n-Menge mit (1) oder ohne (2) Bertick-
sichtigung der Reihenfolge und mit (a) oder ohne (b) Wiederholungen zu
zihlen® (Schwarz 2006, 108). Diese Grundtypen sind besonders wichtig,
da sich viele konkrete Abzéhlprobleme auf diese zurtickfithren lassen (vgl.
Grieser 2013, 95).

1. Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von k Elementen aus einer

n-elementigen Mengen mit Berticksichtigung der Reihenfolge und

e mit Wiederholung: Die Anzahl aller k-Tupel einer n-elementigen
Menge ist n*.
Beweis mit Produktregel:
Fiir alle © = 1, ...,k hat man zur Besetzung der i-ten Kompo-
nente des k-Tupels jeweils n Mdoglichkeiten zur Verfiigung. Aus

der Produktregel ergibt n.-n----- n =n".
| ———

k—mal
e ohne Wiederholung: Die Anzahl aller k-Tupel mit verschiedenen
Komponenten aus einer n-elementigen Menge ist #lk)' =n-(n—
1) (n—k+1).
Beweis mit Produktregel:
Fir ¢ = 1,...,k hat man zur Besetzung der i-ten Komponente
des k-Tupels jeweils (n — i + 1) Moglichkeiten zur Verfiigung,
wenn keine Wiederholung erlaubt ist. Aus diesem Grund sind
die 2 — 1 Elemente, mit welchen man die Komponenten 1 bis
1 — 1 besetzt hat, nicht mehr verfiighar. Aus der Produktregel

ergibt sichn-(n—1)-----(n—k+1) = (nf!k)!,

2. Anzahl der Moglichkeiten beim Ziehen von k Elementen aus einer

n-elementigen Mengen ohne Berticksichtigung der Reihenfolge und
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e ohne Wiederholung: Die Anzahl der k-elementigen Teilmenge

n!
— (k)K"

Beweis mit Zéahlen durch Bijektion und Summenregel:

einer n-elementigen Menge ist (Z)

Sei M die Menge aller k-Tupel mit verschiedenen Komponenten
aus der n-elementigen Menge A. Weiters sei durch a ~ b &
a und b enthalten bis auf die Reihenfolge die gleichen Elemen-
te, eine Aquivalenzrelation in M erklirt. Diese zerlegt M in
a Aquivalenzklassen, daher disjunkte Klassen, welche genau k!
Elemente haben. Damit erhélt man aus der Summenregel fiir die
Anzahl |M| der Elemente von M gleich k! + k! + - -+ + k!l = a-k!.

a—Summanden
n!

Da man aber bereits weif}, dass | M| = Ty 1St kann man diese

Gleichung nach a auflésen und man erhélt fiir die Anzahl der

Klassen folgende Formel:

M| n!
K (n— k) k!

a =

e mit Wiederholung: Die Anzahl aller k-Kollektionen aus einer
n-elementigen Menge ist ("J“,’:_l). (Vgl. Schwarz 2006, 109f)

(Vgl. Schwarz 2006, 109f)

Prinzip der Inklusion und Exklusion

Eine weitere Abzahltechnik und auch hilfreiche Problemlosestrategie ergibt
sich durch einer Verfeinerung der Summenregel.

Sei X = X; U X, die Vereinigung der endlichen Mengen X; und X5, wobei

diese Mengen nicht paarweise disjunkt sind. So kann man durch
X == [Xl \ (Xl N XQ)] U [XQ \ (Xl N XQ)] U (Xl N X2>

eine Partition von X in drei disjunkte Teilmengen beschreiben. Nach der

Summenregel ergibt sich nun die Elementenzahl von X durch

X[ =X\ (XiNnXy)| + [ X2\ (X1 NXy)| + [ X1 N Xsl.
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Da aber auch X; = [X; \ (X; N X)) U (X3 N Xy) fir ¢ = 1,2 gilt, bietet
sich zur Berechnung von | X| ebenfalls an, die Summe | X;| + | X3| zu bilden
und davon die Elemente von X; N X5 einmal abzuziehen, da diese doppelt
gezdhlt wurden. Daraus ergibt sich | X| = |Xi| + | X2| — | X1 N Xa|. (Vgl.
Schwarz 2006, 117)

Die Verallgemeinerung dieser Zéhltechnik ist als Siebformel oder als Prin-
zip der Inklusion und Exklusion bekannt (vgl. Schwarz 2006, 117).
Diese besagt folgendes:

Essei X = X UXoUX3U---UX, die Mengenvereinigung der endlichen
Mengen Xy, ..., X,. Dann gilt

n

X =2 (=D X 1IN Ml
i=1 JEP;(N) jeJ
wobei N :=1,2,...,n die natirlichen Zahlen und P;(N) die Menge aller
i-elementigen Teilmengen von N bezeichnet mit 1 < i < n. (Vgl. ebd., 118)

4.3.8 Symmetrieprinzip/Symmetriezerstorung

Beim Losen eines Problems kann es duflerst ntitzlich sein auftretende Sym-
metrien auszunutzen (vgl. Mayer 2003, 123). , Symmetrie bedeutet, dass
eine Situation gleich bleibt, auch wenn eine bestimmte Veranderung /...
durchgefihrt wird “ (Mayer 2003, 123). Symmetrien reduzieren daher die
Komplexitét einer Problemstellung, indem sie die vielfaltigen Erscheinungs-
formen auf jene, die unter bestimmten Umstédnden unverandert bleiben ein-
schranken (vgl. Hesse 2009, 230). Diese Auffassung dhnelt dem Invarianz-
prinzip. Klassische Aufgaben, in denen das Symmetrieprinzip Anwendung
findet, finden sich in der Geometrie, aber auch dartiber hinaus. (Vgl. Mayer

2003, 123)

Dem entgegen steht das Prinzip der Symmetriezerstorung.

,9ind in der Problemstellung Elemente gegeben, deren Gleichberech-
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tigung hinsichtlich gewisser Kriterien kein Bestandteil der Voraus-
setzung ist, so lisst sich durch Finfiihrung eines Unterscheidungs-

merkmals [...] neue Information fir die Lésung gewinnen® (Mayer

2003, 135).

Als elementares Prinzip findet es vor allem in der Kombinatorik Verwen-

dung (vgl. ebd., 134).

4.3.9 Systematisches Probieren

Probieren ist normalerweise eine der ersten Tétigkeiten um eine Losung zu
suchen. In diesem Sinne jedoch ist Probieren noch keine Losungsstrategie,
erst durch das systematisierte Probieren wird es zu einer niitzlichen Stra-
tegie (vgl. Mayer 2003, 106).

Die Anwendung dieser Problemlosestrategie erweist sich bei folgenden Auf-
gabentypen als sinnvoll (vgl. Mayer 2003, 112):
e Wenn Aussagen iiber Einzelfille vorhanden sind.

e Wenn cine allgemeingtiltige Aussage gesucht ist, welche viele oder

alle Einzelfalle umfasst.

Hierbei erweist es sich als vorteilhaft die verfiigharen Informationen zu
ordnen, zum Beispiel mit Hilfe von Tabellen. Oft treten dabei bereits erste

Zwischenergebnisse auf, die man weiter verfolgen sollte. (Vgl. ebd., 112)

Dem Gegentiber steht das ,, Brute-Force- Prinzip“, welche aus dem Auspro-
bieren aller moglichen Losungsfille beruht, in der Hoffnung dadurch eine
Losung des Problems zu finden (vgl. Hesse 2009, 333).

4.3.10 Logik

Mathematische Argumente werden in der natiirlichen Sprache formuliert,

dabei sind logische Fehlschliisse keine Seltenheit. Um gut argumentieren
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zu konnen, benotigt man eine ausreichende Kenntnis iiber die wichtigsten
logischen Konstrukte und Sprechweisen. Beim mathematischen Arbeiten
werden vielfach Vermutungen und Ergebnisse als Aussagen formuliert. Ein
wichtiges Thema der Logik ist die Verkniipfung von Aussagen und die
Bestimmung ihres Wahrheitswertes (wahr oder falsch). Ein weiteres Thema
ist das korrekte Schlussfolgern, also wie man von wahren Aussagen auf

andere Aussagen schiefit und sicherstellt, dass diese ebenfalls wahr sind.

(Vgl. Grieser 2013, 135f)

Aussagen

Ein Ausdruck, welcher einen Wahrheitswert enthélt, also entweder wahr
oder falsch sein kann, wird in der Logik als Aussage bezeichnet. Beispiele
fiir Aussagen waren: ,2 ist gerade“, ,es scheint die Sonne“und so weiter.
Dagegen ist der Ausdruck ,n ist prim“keine Aussage, da nichts dartiber
gesagt wurde was n ist. Setzt man jedoch fiir n einen Wert ein, z.B. n = 10,
so wird der Ausdruck zu einer Aussage, die falsch ware. Man bezeichnet
einen Ausdruck, welcher Variablen enthélt und der beim Einsetzten von
Werten fiir die Variablen zu einer Aussage wird, als Aussageform. Hat man
eine Aussage A, so ist deren Negation (Verneinung), bezeichnet mit —A,
ebenfalls eine Aussage. (Vgl. Grieser 2013, 136)

Verkniipfungen von Aussagen

Bei dem Verkniipfen von Aussagen kann man zwischen ,und“- und ,oder*-
Verkntipfungen unterscheiden (vgl. Grieser 2013, 137). Diese werden als
Konjunktion und Adjunktion bzw. Disjunktion bezeichnet. Diese unter-
schiedliche Bezeichnung der ,oder“-Verkniipfung ergibt sich, je nachdem
ob man das ,ausschlieBende”, Disjunktion, bzw. das ,einschliefende®, Ad-
junktion, Oder meint. (Vgl. Gabriel 2007, 12f)

In der deutschen Sprache wird oder immer in einem ausschlieBenden Sinn

verwendet um auszudriicken, dass genau eine der Aussagen richtig ist. In
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der Pradikatenlogik erster Stufe hingegen wird dies immer einschlieend
interpretiert. (Vgl. Barwise und Etchemendy 2005, 77)

Auch in der Mathematik ist immer das nichtausschliefende Oder gemeint.
Dies bedeutet, dass die Aussage auch dann wahr ist, wenn beide Aussagen
wahr sind. Das ausschlieSfende Oder kann tibersetzt werden als ,,Entweder
A oder B* (Vgl. Grieser 2013, 137)

Als Konjunktion bezeichnet man eine Aussage, die aus zwei oder mehre-
ren Aussagen zusammengesetzt ist. Die Konjunktion ,,A und B“ist genau
dann wahr, wenn sowohl die Aussage A, als auch die Aussage B wahr ist.
Anderenfalls ist die Konjunktion falsch. In der logischen Sprache schreibt
man meist A A B. (Vgl. Gabriel 2007, 12)

Eine zusammengesetzte Aussage, welche behauptet, dass mindestens eines
ihrer Teilaussagen wahr ist, bezeichnet man als Adjunktion. Die Aussage
»A oder B“ist genau dann wahr, wenn also mindestens eine der Aussagen
wahr ist. In der logischen Sprache schreibt man AV B. (Vgl. Gabriel 2007,
13)

Um verkntipfte Aussagen ihren Wahrheitswert zuzuordnen eignen sich am

besten Wahrheitstabellen (vgl. Grieser 2013, 137).

Tabelle 4.2: Wahrheitstabelle, nach: Grieser 2013, 138

A|BI||AANB| AVB
w | w w w
w | f f w
f|w f w
f|f f f
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Quantoren zum Binden von Variablen

In der Mathematik werden Aussagen haufig mit Quantoren beschrieben. So
fangen beispielsweise viele Aussagen damit an , Fir alle rationalen Zahlen
gilt ..“oder ,Es gibt eine Zahl, fir die gilt..“(vgl. Grieser 2013, 137).

Grundsatzlich kann man zwei verschiedene Arten von Quantoren unter-

scheiden:

1. Der Existenzquantor: Dieser wird durch das Zeichen 3 dargestellt
und verwendet um Existenzbehauptungen auszudriicken. Diesen Aus-
driicken kann man im Deutschen iibersetzen als etwas, irgendetwas,
wenigstens ein Ding oder einfach durch den unbestimmten Artikel
ein. (Vgl. Barwise und Etchemendy 2005, 237)

Um eine , Es gibt“-Aussage zu widerlegen, verwendet man eine , Fiir
alle“-Aussage (vgl. Grieser 2013, 138).

Beispiel: dn prim: n gerade. Ausgeschrieben: , Es gibt eine Primzahl
n, fur die gilt: n ist gerade®(Grieser 2013, 139).

2. Der Allquantor: Dieser wird durch das Zeichen V dargestellt um
universelle Aussagen auszudriicken. Die deutschen Ubersetzungen hier-
fir wiren alle, alles, jeder, alle Dinge, jedes Ding. (Vgl. Barwise und
Etchemendy 2005, 236)

Zum Widerlegen einer solchen Aussage reicht es ein einziges Gegen-
beispiel zu finden (vgl. Grieser 2013, 138).

Beispiel: Vn € N : n + 1 € N. Ausgeschrieben: Fiir alle natiirlichen
Zahlen n gilt, dass die darauffolgende Zahl wieder eine natiirliche
Zahl ist (vgl. Grieser 2013, 138).

Bei vielen mathematischen Aussagen treten Kombinationen von Quantoren
auf. Hierbei ist die Reihenfolge der auftretenden Quantoren entscheidend
fiir den Wahrheitswert der Aussage. Hierzu zwei Beispiele:
VneNdneNm>n

IJneNVneNm>n
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In beiden Aussagen treten die selben Quantoren auf, dennoch ist die erste
wahr, wihrend die zweite Aussage falsch ist. Ubersetzt bedeutet die erste
Aussage, dass es fiir alle natiirlichen Zahlen mindestens eine natiirliche Zahl
gibt, die grofer als diese ist. Die zweite wiirde bedeuten, dass es mindestens
eine nattrliche Zahl gibt, sodass fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, dass diese
eine Zahl grofler als alle anderen natiirlichen Zahlen ist. (Vgl. Grieser 2013,
139)

Konditionale: wenn - dann

Eine weitere Art um Aussagen miteinander zu verkniipfen ist die Relation
yswenn - dann®. Aus den Aussagen A und B kann man die Aussage ,Wenn
A, dann B“beziehungsweise haufig gesprochen als ,,Aus A folgt B“bilden.
Man schreibt dafiir A = B. Da die Aussage A nun eine Voraussetzung
ist, bezeichnet man sie als Pramisse und B nennt man Konklusion, die
Schlussfolgerung. Diese Aussage ist nur in einem einzigen Fall falsch und
zwar, wenn die Pramisse wahr ist und die Konklusion falsch ist. (Vgl. Grie-
ser 2013, 140)

Dies bedeutet, dass sie auch dann wahr ist, wenn die Pramisse falsch ist,
aber die Konklusion richtig. Dies scheint auf den ersten Blick nicht be-
sonders logisch zu sein, erweist sich aber durchaus als sinnvoll. Deshalb
betrachtet man am besten ein einfaches Beispiel. Die Aussagen A: , Es reg-
net“und B: ,Die Straffle wird nass®“. Die Aussage A = B bedeutet dann:
,Wenn es regnet, wird die Strale nass“. Diese Aussage ist nur dann falsch,
wenn es regnet und die Strafle trocken bleibt. Falls es jedoch nicht reg-
net, bleibt die Aussage trotzdem wahr, unabhédngig davon ob die Strafle
trocken oder nass ist. Dies liegt daran, dass iiber den Fall, dass es nicht
regnet, nichts behauptet wurde. Zudem sind Konditionalaussagen fast im-
mer Teil einer , Fir alle“-Aussage. Aus diesem Grund sollte man sich statt

»Wenn - dann“ein ,Jedes Mal“denken. (Vgl. Grieser 2013, 140)

98



4.3 Spezielle mathematische Problemlosestrategien

Auflerdem ist es auch moglich die Implikation umzuformen: Dies bedeutet,
dass die Aussage A = B gleichwertig ist mit =B = —A. In den oben ge-
nannten Beispiel wére dies die Aussage ,Wenn die Strafle trocken bleibt,
regnet es nicht“, was logisch korrekt ist. Diese Tatsache bildet auch die
Grundlage fiir den indirekten Beweis und den Widerspruchsbeweis. Jedoch
ware = A = —B nicht gleichwertig. Im Beispiel wére dies folgende Aussage
,Wenn es nicht regnet, wird die Strafle nicht nass®, dies ist jedoch eine an-
dere Aussage. Gleichwertig bedeutet in diesem Zusammenhang, dass diese
Aussagen denselben Wahrheitswert haben. (Vgl. ebd., 141)

Dies kann man sehr gut durch eine Wahrheitstabelle darstellen:

Tabelle 4.3: Richtige und falsche Umformungen

A B|-A|-B||A=B|-B=-4|-A=-B
w|lw]| I f W A W
w | f f W f f W
flw| w f W A f
f|f| w W W A\ W

Notwendige und hinreichende Bedingungen

Ein sehr héufiger logischer Fehler ist die Verwechslung von hinreichenden
und notwendigen Bedingungen. Wie bereits oben erwéhnt ist die Aussa-
ge A = B nicht gleichwertig mit der Aussage A = —B. Auf das obige
genannte Beispiel ,Wenn es regnet, wird die Strafle nass“angewendet be-
deutet dies, das die Strafle auch auf eine andere Art und Weise nass werden
kénnte. (Vgl. Gabriel 2007, 33)

Um die Unterscheidung zwischen hinreichenden und notwendigen Bedin-
gungen noch zu prazisieren, werden die zwei wichtigsten logischen Schluss-

regeln, der modus ponens und der modus tollens eingefiihrt.

Der modus ponens: Diese Regel erlaubt es nachdem man die Pramissen
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A und A = B nachgewiesen hat, auf die Konklusion B zu schliefien (vgl.
Barwise und Etchemendy 2005, 204).

Aus diesem Grund wird der modus ponens auch als Gesetz der hinreichen-
den Bedingung bezeichnet. Man kann daher sagen, wenn A = B gilt, dann
ist die Geltung von A eine hinreichende Bedingung fiir die Geltung von B.
(Vgl. Gabriel 2007, 34)

Der modus tollens: Diese Regel erlaubt es aus den Préamissen =B und
A = B auf die Konklusion —A zu schlieflen.

Aus diesem Grund ist der modus tollens das Gesetz der notwendigen Bedin-
gung. Man kann daher sagen, wenn A = B gilt, dann ist die Geltung von
B eine notwendige Bedingung fiir die Geltung von A, anderenfalls wenn
namlich B nicht gilt, so folgt daraus notwendigerweise, dass auch A nicht

gilt. (Vgl. Gabriel 2007, 34)

Aquivalenz zweier Aussagen

Zwei Aussagen A und B nennt man aquivalent, wenn sowohl A = B, als
auch B = A gilt. Dies ist nur der Fall, wenn die beiden Aussagen den
gleichen Wahrheitswert besitzen. Man schreibt dafir A < B und sagt ,,A
gilt genau dann, wenn B gilt“. (Vgl. Grieser 2013, 142)

4.3.11 Beweise

,Fin Beweis ist eine logisch vollstindige Begrindung einer Aussage. So-
lange wir eine Aussage nicht bewiesen haben, ist es maglich, dass sie falsch
ist - auch wenn sie durch zahlreiche Beispiele gestiitzt wird“ (Grieser 2013,
144).

Die Mathematik grenzt sich gerade durch ihren streng axiomatischen Auf-
bau und ihre formal logische Arbeitsweise von vielen anderen Wissenschaf-
ten ab. Wahrend es in vielen anderen Wissenschaften schon ausreicht, wenn

eine Aussage auf Statistiken und zahlreichen Beispielen basiert, so muss
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deren Giiltigkeit nach den strengen Kriterien der Mathematik erst mittels

eines Beweises gezeigt werden. (Vgl. Grieser 2013, 2f; 146)
Kurz gesagt: , Beweise sind das Herz der Mathematik“ (ebd., 2).

Allgemeine Beweisformen

Es lassen sich einige allgemeine Beweisformen nach deren Vorgehen unter-
scheiden (vgl. Grieser 2013, 145f):

e Direkter Beweis

Ausgehend von der Pramisse A wird in einzelnen Schritten gezeigt,
dass dann die Konklusion B gilt. Man benutzt dabei die Schlussre-
gel modus ponens. Bei diesem Vorwartsschluss ist die Giiltigkeit der
einzelnen Schritte entweder leicht einzusehen, oder sie wurden selbst
bereits bewiesen. Man darf daher Aussagen, die bereits bewiesen wur-
den, oder als allgemein bekannt vorausgesetzt wurden, verwenden.
Daraus ergibt sich dann eine Kausalkette, die schlussendlich auf die
Konklusion fithrt. (Vgl. Grieser 2013, 145f; Barwise und Etchemendy
2005, 47)

e Indirekter Beweis
Hierbei benutzt man die Schlussregel modus tollens, indem man zeigt,
wenn die Konklusion B nicht gilt, auch die Pramisse A nicht gelten
kann. Dieser Riickwértsschluss kann wiederum aus einzelnen Teil-
schritten bestehen. (Vgl. Grieser 2013, 145)

e Widerspruchsbeweis
Diese Beweisform ist dem indirekten Beweis sehr dhnlich, jedoch wird
hierbei die Pramisse A das Gegenteil der Konklusion, also =B, ange-
nommen. Durch einen Riickwartsschluss kommt man schliefllich auf
einen Widerspruch und da aus Wahren nur Wahres folgen kann, muss
die Aussage stimmen. (Vgl. Grieser 2013, 145)
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Hesse (2009) hat dies Ansicht, dass sowohl der indirekte Beweis, als
auch der Widerspruchsbeweis, das Gegenteilprinzip niitzen. Dieses
besagt, dass man sich von einer Behauptung tiberzeugen kann, in-
dem man ihr Gegenteil annimmt und dieses auf einen Widerspruch
fithrt. Diese Art des logischen Argumentierens wird als reductio ad ab-
surdum bezeichnet, was soviel bedeutet wie die Riickfiihrung auf Wi-
dersinniges. (Vgl. Hesse 2009, 113f; Barwise und Etchemendy 2005,
139)

Bereits Euklid zeigte mittels diesem Beweisprinzip, dass es unend-
lich viele Primzahlen gibt. Dazu nahm er zunichst das Gegenteil an,
daher dass es nur endlich viele Primzahlen py, ps, ..., p. gibt, wobei
p1 <p2 < -+ <p, gilt.

Anschliefend bildete er das Produkt dieser Zahlen und addierte noch

eine 1 dazu, so entstand einen neue Zahl P.
P=p-ps-...-p+1

Diese neue Zahl P ist sicherlich grofler als p,., die grofite angenom-
mene Primzahl, und kann daher selbst keine Primzahl sein. Folglich
muss sie nach der Primfaktorzerlegung als Produkt von Primzahlen
darstellbar sein, die Teiler von P sind. Da aber P wegen dem Sum-
manden +1 durch keine der Primzahlen pq, ..., p, teilbar ist, muss P
selbst eine Primzahl sein.

Durch diesen Widerspruch wird deutlich, dass die Ausgangsannahme
falsch gewesen sein muss und es daher unendlich viele Primzahlen
geben muss. (Vgl. Hesse 2009, 120f)

Gegenbeweis durch Gegenbeispiel
Oft geniigt es schon ein Gegenbeispiel anzugeben, um eine universelle

Aussage zu widerlegen (vgl. Grieser 2013, 146).

»Ein Gegenbeispiel zu einem Argument ist ein méoglicher Sach-
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verhalt, in welchem alle Pramissen des Argumentes wahr sind,
die Konklusion aber falsch ist. Bereits das Aufzeigen eines ein-
zigen Gegenbeispiels ist hinreichend, um zu zeigen, dass ein Ar-
gument nicht logisch giiltig ist“(Barwise und Etchemendy 2005,
383).

e Vollstandige Induktion
Diese Beweisform wird héufig verwendet um eine ,,Fiir alle“-Aussage
zu beweisen (vgl. Grieser 2013, 146).

Typische Beweismuster fiir spezielle Aussagetypen

Zudem gibt es auch einige typische Beweismuster fiir bestimmte Aussage-
typen (vgl. Grieser 2013, 147-155):

e Beweise von Formeln

Formeln sind ein hilfreiches Werkzeug um allgemeine Zusammenhan-
ge auszudriicken. Oft vermutet man bei der Problemuntersuchung
eine Formel, deren Giltigkeit anschlieend allgemein gezeigt werden
muss. Diese kann nun entweder direkt, aus bekannten Formeln herge-
leitet werden, oder mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden.
Auch die Methode des doppelten Abzéihlens erweist sich hierbei oft
als sehr hilfreich. (Vgl. ebd., 147)

e Existenzbeweise

Viele mathematische Aussagen beziechen sich auf die Existenz von
Objekten, beispielsweise, ob eine gegebene quadratische Gleichung
eine reelle Losung besitzt. Der einfachste Beweis wéare hierbei die
direkte Angabe der Losung. Jedoch hat man meist unendlich viele
Elemente fiir die man die Giiltigkeit einer Aussage zeigen soll. Um
nun nicht unendlich viele Existenzbeweise fiihren zu miissen, gibt
man eine allgemeine Konstruktion an, welche fiir alle Elemente gilt.
(Vgl. ebd., 148)

Die Schwierigkeit besteht hierbei ein allgemeines Muster zu finden.
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Kann man keine allgemeine Konstruktion finden, so verwendet man
oft folgende beide speziellen Strategien: Das Schubfachprinzip und
das Extremalprinzip. (Vgl. ebd., 151).

Nichtexistenzbeweise/Unmoglichkeitsbeweise

Das Gegenpaar zu den Existenzbeweisen und um einiges schwieriger
sind die Nichtexistenzbeweise bzw. auch genannt Unmoglichkeitsbe-
weise. Hier gilt es zu zeigen, dass ein Objekt nicht existiert bezie-
hungsweise, dass etwas unmoglich ist. (Vgl. ebd., 152)

Typische Beweismuster sind hier der Widerspruchsbeweis oder der

Beweis mittels Invarianzprinzip (vgl. ebd., 155).



5 Grunde fir den Einsatz von
Problemlosen als

Unterrichtsmethode

5.1 Motivation, Emotion und Interesse

,Problemlosen macht Spafs und ist kreativ® (Grieser 2013, 2).
»Mathematische Probleme motivieren den Menschen, intensiv mathema-
tisch zu denken® (Vollrath und Roth 2012, 60).

Diese Einstellung, dass das Losen von mathematischen Problemen Freude
bereiten kann, ist vielfach vertreten. So wird meist das Finden der Losung
selbst als Belohnung fiir die Strapazen angesehen (vgl. Vollrath und Roth
2012, 282). Diese Zufriedenheit, die sich einstellt, wenn man ein besonders
kniffliges Problem gel6st hat, wird von Bruder und Collet (2011, 34) als
~HEURFEKA-FEffekt“bezeichnet. Solche Erfolgserlebnisse verstirken sowohl
die Lernmotivation als auch das Selbstvertrauen (vgl. Bruder und Collet
2011, 35).

Zudem bieten Probleme meist einen Kontext, in dem man sinnvoll Ma-
thematik entwickeln kann. Durch diesen werden vielfache Assoziationen zu
verwandten mathematisch relevanten Themenfeldern entwickelt, wodurch
die Erinnerungs- und Behaltensleistung erhoht wird. Aus diesem Grund

wirken gerade Probleme motivierend und sind mutmaflich fiir ein tiefer
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gehendes Lernen verantwortlich. (Vgl.Leuders 2003, 122)

Motivation, Emotion und Interesse sind auflerdem wesentliche Bestand-
teile, wenn es darum geht zu klaren, unter welchen Voraussetzungen Schii-
lerinnen und Schiiler lernen. Das Interesse ist meist gepragt durch posi-
tive Gefiihle, eine subjektive Bedeutung und die freiwillige Beschéftigung
mit dem jeweiligen Inhalt. Des Weiteren hat sich eine positive Korrelation
zwischen Interesse und Leistung gezeigt. Leider nimmt die Lernmotiva-
tion sowie das Interesse fiir Mathematik wahrend der Schullaufbahn bei
den meisten Schiilerinnen und Schiilern ab. Aus diesem Grund ist es be-
sonders sinnvoll den Unterricht so zu gestalten, dass dieser das Interesse
fordert. Unterricht, der Interesse fordert, sollte unter anderem Alltagserfah-
rungen, authentische Lernsituationen und realistische Probleme miteinbe-
ziehen. Emotionen haben, ebenso wie das Interesse, eine bedeutsame Rolle,
wenn es um Lernprozesse geht, da sie die Leistung wesentlich beeinflussen
kénnen. (Vgl. Reiss und Hammer 2013, 40ff)

5.2 Problemlosen als Grundmuster der

mathematischen Arbeitsweise

,Probleme bieten Gelegenheiten, Mathematik individuell und aktiv
zu konstruieren und nicht passiv zu rezipieren® (Leuders 2003, 122).
»Problemlosen macht neugierig auf mathematische Theorien“ (Grieser 2013,
2).

Unter dieser Perspektive betrachtet, versteht man unter Problemen Fra-
gestellungen, die zum mathematischen Denken anregen (vgl. Vollrath und
Roth 2012, 60).

In der Entstehungsgeschichte der Mathematik spielen ,, Probleme als Quel-
len mathematischen Wissens“ (Vollrath und Roth 2012, 27) eine zentra-

le Rolle. Mochte man daher einen authentischen Mathematikunterricht,
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in welchem angemessene Vorstellungen beziiglich der mathematischen Ar-
beitsweise vermittelt werden, so sollte man den Schiilerinnen und Schiilern
die Gelegenheit geben, diese Entstehungsgeschichte selbst zu erleben. Hier-
fiir eignet sich am besten die Behandlung von Problemen im Unterricht.
(Vgl. Vollrath und Roth 2012, 24; 27)

Problemlésen gehort genauso wie Beweisen, Argumentieren, mathemati-
sche Begriffe, mathematisches Modellieren und Algorithmen zu den Grund-
mustern der mathematischen Arbeitsweise. (Vgl. Reiss und Hammer 2013,
47-63) Zudem spielen gerade Probleme eine zentrale Rolle bei der Erarbei-

tung von Begriffen, von Sachverhalten, von Verfahren und von Anwendun-
gen und bei der Modellbildung. (Vgl. Vollrath und Roth 2012, 281)

Des Weiteren ist die mathematische Arbeitsweise kein linearer Prozess,
sondern durch Phasen der Exploration charakterisiert. Aus diesem Grund
sind fehlerhafte, nicht zum Ziel fithrende Wege immer inkludiert und wer-
den als normaler Bestandteil dieser Arbeitsweise, welche vermehrt als Pro-

blemlésen bezeichnet wird, aufgefasst. (Vgl. Reis und Hammer 2013, 45)

Mochte man daher etwas iiber den formalen Bildungswert der Mathematik
erfahren, so sollte man Problemlésen im Unterricht behandeln, da durch
dieses allgemein niitzliche Problemlosefdhigkeiten erworben werden. Hier-
zu sollte man im Unterricht auf Umwege und Irrwege eingehen, alternative
Deutungen zulassen, sowie zum Austausch von Ideen und Reflexionen anre-
gen, da hierdurch eigenverantwortliches Handeln initiiert wird. (Vgl. Reiss
und Hammer 2013, 7)
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5.3 Problemlosen in Bildungsstandards und

Lehrplanen

Problemlésen und die Behandlung von Problemen im Unterricht findet sich
bereits im Lehrplan der AHS Unterstufe wieder. Gleich zu Beginn steht in
dem Kapitel ,, Bildungs- und Lehraufgabe*:

»Die Schilerinnen und Schiler sollen: [...]

e durch das Benutzen entsprechender Arbeitstechniken, Lernstra-
tegien und heuristischer Methoden Liosungswege und -schritte
bei Aufgaben und Problemstellungen planen und in der Durch-

fiihrung erproben;

[...J*(BMBF 2000, 1).

Auch in dem Abschnitt ,, Unterrichtsziele und Unterrichtsinhalte“wird das
Analysieren von Problemen als produktive geistige Tatigkeit zu den ma-
thematischen Grundfertigkeiten gezéhlt, welche im Laufe des Unterrichts
entwickelt werden sollen (vgl. BMBF 2000, 1).

Des Weiteren wird auf die besondere Rolle des Problemlosens fiir ein ver-
antwortungsvolles Zusammenleben in einer Gesellschaft hingewiesen. Im
Abschnitt ,, Beitrag zu den Aufgabenbereichen der Schulesteht:

»,Der Mathematikunterricht soll folgende miteinander vielfdltig ver-

knipfte Grunderfahrungen ermdglichen:

e Erscheinungen der Welt um uns in fachbezogener Art wahrzu-

nehmen und zu verstehen;

e Problemldsefihigkeiten zu erwerben, die tiber die Mathematik

hinausgehen

(BMBF 2000, 1).
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Zudem wird im Lehrplan der AHS Unterstufe auch der Beitrag von Pro-
blemlésen zu anderen relevanten Bildungsbereichen, wie etwa zum Bereich

»Mensch und Gesellschaft“oder zur ,, Kreativitit und Gestaltung®, erwahnt:

»2Mensch und Gesellschaft:

Untersuchen von Situationen und Problemen mit Hilfe rationalen
Denkens; [...]

Kreativitdt und Gestaltung:

Entwickeln verschiedener Lésungswege zu mathematischen Frage-
stellungen; Nutzen heuristischer Strategien (BMBF 2000,2) .

Problemlésen und die Behandlung von Problemen liefert also nicht nur ent-
sprechende Vorteile, sondern ist eben auch fiir den Mathematikunterricht

durch den Lehrplan gesetzlich festgelegt.

Diese Beschéaftigung mit Problemen durchzieht sich durch den gesamten
Lehrgang, so findet man gleich zu Beginn in dem Kapitel ,, Bildungs- und
Lehraufgabe“im Lehrplan der AHS Oberstufe folgendes wieder:

,Die mathematische Beschreibung von Strukturen und Prozessen
der uns umgebenden Welt, die daraus resultierende vertiefte Einsicht
in Zusammenhdnge und das Lésen von Problemen durch mathema-
tische Verfahren und Techniken sind zentrale Anliegen des Mathe-
matikunterrichts “(BMBF 2004, 1).

Es wird auch abermals der Vorteil von Problemen zum Beitrag in ande-
ren Bildungsbereichen erlautert. So steht im Abschnitt , Beitrdge zu den

Bildungsbereichen“folgendes:

»Natur und Technik:

Viele Naturphdinomene lassen sich mit Hilfe der Mathematik ad-
aquat beschreiben und damit auch verstehen; Die Mathematik stellt
eine Fille von Lésungsmethoden zur Verfiigung, mit denen Proble-
me bearbeitbar werden

Kreativitdt und Gestaltung:
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Mathematik besitzt neben der deduktiven auch eine induktive Seite;
vor allem das Experimentieren an neuen Aufgabenstellungen und

Problemen macht diese Seite sichtbar, bei der Kreativitdt und Ein-
fallsreichtum gefordert werden “(BMBF 2004, 2)

Die 6sterreichischen Bildungsstandards beziehen sich auf den Kompetenz-

begriff von Franz E. Weinert.

,Dabei versteht man unter Kompetenzen die bei Individuen verfiig-
baren oder durch sie erlernbaren kognitiven Fahigkeiten und Fertig-
keiten, um bestimmte Probleme zu ldosen, sowie die damit verbun-
denen motivationalen, volitionalen und sozialen Bereitschaften und
Fdhigkeiten um die Problemldsungen in variablen Situationen er-
folgreich und verantwortungsvoll nutzen zu konnen“ (Weinert 2002,
27).

Problemlésen, als ficheriibergreifende Kompetenz, zéhlt, neben fachlichen,
wie auch Handlungskompetenzen, zu jenen ,, Kompetenzen [die] fir ein gu-
tes und erfolgreiches Leben innerhalb wie auflerhalb der Schule notwendig
sind“(Weinert 2002, 28). Wobei all jenen dieser Kompetenzen die gleiche
Prioritat zuzusprechen ist. (Vgl. Weinert 2002, 28)

Aus diesem Grund ist es nicht verwunderlich, dass es auch in den Osterrei-
chischen Bildungsstandards, durch die festgelegt ist, welche Kompetenzen
die Schiilerinnen und Schiiler nach Abschluss der 4. bzw. der 8. Schulstufe
besitzen sollten, Beziige zum Problemlosen gibt. So ist etwa in den Bil-
dungsstandards der 4. Schulstufe im Bereich ,, Allgemeine mathematische
Kompetenzen (AK)“sogar explizit die Rede von Problemlosen als eigener
Kompetenzbereich. Dieser Kompetenzbereich ,, Problemlisen (AK 4)“wird

folgendermaflen beschrieben:

»4.1 Mathematisch relevante Fragen stellen
Kompetenz:

Die Schiilerinnen und Schiler konnen
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e cin innermathematisches Problem erkennen und dazu relevan-

te Fragen stellen.

4.2 Losungsstrategien (er)finden und nutzen
Kompetenzen:

Die Schiilerinnen und Schiler konnen

o geeignete Losungsaktivititen wie Vermuten, Probieren, Anle-

gen von Tabellen oder Erstellen von Skizzen anwenden,

o zielfiihrende Denkstrategien wie systematisches Probieren oder

Nutzen von Analogien einsetzen®

(BIFIE 2011, 1).

In diesen Teilbereichen wird genauer darauf eingegangen, welche heuristi-
schen Strategien und Hilfsmittel von den Schiilerinnen und Schiilern be-
herrscht werden sollen. Dennoch wird nicht exakt festgelegt, was man hier-
bei unter einem Problem versteht. Nichts desto trotz ist Problemlosen somit
ein Teil der Bildungsstandards fiir die 4. Schulstufe und sollte daher auch

bereits in der Primarstufe im Unterricht eingesetzt werden.

Im Vergleich hierzu ist in den Bildungsstandards fiir die 8. Schulstufe nicht
mehr ausdriicklich die Rede von Problemlosen. Die Kompetenzen werden
hierbei in einem dreidimensionalen Modell dargestellt. Die drei Dimensio-
nen umfassen den Handlungsbereich, den Inhaltsbereich und den Komple-
xitatsbereich. Die vier Handlungsbereiche sind ,,Darstellen, Modellbilden
(H1)“, ,,Rechnen, Operieren (H2)“, | Interpretieren (H3)“und , Argumentie-
ren, Begrinden (H4)“, welche im Wesentlichen den allgemeinen mathema-
tischen Kompetenzen der Bildungsstandards fiir die 4. Schulstufe entspre-
chen. Weiters ist vorgesehen, dass eine Kompetenz genau einem Handlungs-
bereich, einem Inhaltsbereich und einem Komplexitatsbereich entspricht.
Aus diesem Grund entsprechen zwar Problemléseaufgaben nicht den Kom-
petenzen der Bildungsstandards, da diese meist aus mehr als nur einem
Handlungsbereich bestehen, aber sie konnen dennoch als exemplarisches

Beispiel dienen, um zu demonstrieren, inwiefern diese Bereiche miteinander
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verkniipft sind. Beim Problemlosen treten meist alle vier Handlungsberei-
che in unterschiedlicher Auspragung in Erscheinung. Um zunéchst einmal
eine Losungsidee zu finden muss dargestellt und ein Modell gebildet wer-
den (H1), um diesen Plan weiter auszuftihren ist oft Rechnen/ Operieren
notig (H2). Hat man dann bereits eine mogliche Losung gefunden, so gilt
es diese auf ihre Sinnhaftigkeit hin zu interpretieren (H3). Beim anschlie-
Benden Reflektieren des Losungsweges ist Argumentieren und Begriinden
(H4) notwendig, um einerseits festzustellen, ob die Losung auch stimmt,
und andererseits die Problemlosekompetenz zu festigen. (Vgl. BIFIE 2013,
1f)

Da es sich bei diesen Bildungsstandards lediglich um Mindeststandards
handelt, bedeutet dies nicht, dass man im Unterricht nicht genauer auf
die mathematische Arbeitsweise eingehen kann. ,, Mathematisches Arbeiten
umfasst vielfdltige origindr mathematische wie auch aufSermathematische
(Denk-) Tétigkeiten, die meist eng miteinander vernetzt sind bzw. aufein-
ander bezogen werden missen(BIFIE 2013, 2). Gerade durch die Behand-
lung von Problemlosen im Mathematikunterricht kann dieser Sachverhalt
verdeutlicht werden und somit einen wesentlichen Beitrag zu den Bildungs-

standards leisten.

5.4 Problemlosen als Beitrag zum besseren

Weltverstandnis

Aufgrund der Tatsache des immensen Verdnderungsprozesses der Gesell-
schaft und die damit verbundenen immer komplexer werdenden Probleme

benétigt man eine solide Allgemeinbildung (vgl. Winter 2003, 6).

L Zur Allgemeinbildung soll hier das an Wissen, Fertigkeiten, Fd-
higkeiten und Einstellungen gezdhlt werden, was jeden Menschen
als Individuum und Mitglied von Gesellschaften in einer wesentli-

chen Weise betrifft, was fiir jeden Menschen unabhdngig von Beruf,
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Geschlecht, Religion u. a. von Bedeutung ist“ (Winter 2003, 6).

Auch der Mathematikunterricht sollte in diesem Sinne einen wesentlichen
Beitrag zur Allgemeinbildung leisten. Hierfir schlagt Winter (2003) folgen-

des vor:

, Der Mathematikunterricht sollte anstreben, die folgenden drei Grunder-

fahrungen, die vielfdltig miteinander verknipft sind, zu erméglichen:

(G 1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder
angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur, in einer

spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen,

(G 2) mathematische Gegenstinde und Sachverhalte, reprisentiert
in Sprache, Symbolen, Bildern und Formeln, als geistige Schip-
fungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu

lernen und zu begreifen,

(G 3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlisefihig-
keiten (heuristische Fihigkeiten), die iber die Mathematik hin-

aus gehen, zu erwerben“

(Winter 2003, 6f).

In der dritten Grunderfahrung wird die zentrale Stellung von Problem-
l6sen als Beitrag zur Allgemeinbildung direkt angesprochen. Aus dieser
Perspektive betrachtet ist Problemlosen eine Schliisselqualifikation, da sie
eine wesentliche Grundlage fiir lebenslanges Lernen bildet. Natiirlich ist
es unmoglich in der Schule fiir alle erdenklichen Probleme, die einem im
Laufe seines Lebens begegnen werden, zugeschnittene Losungsmethoden zu
vermitteln. Aus diesem Grund ist es noch wichtiger, dass die Schiilerinnen
und Schiiler durch die Entwicklung von Problemlésekompetenz irgendwann
selbststdndig in der Lage sind Ansétze und Strategien zur Problemlésung
zu entwickeln. (Vgl. Leuders 2003, 122f)

Diese Forderung von Problemlosefahigkeiten im Mathematikunterricht kann
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aber nur dann seinen Anteil zur Allgemeinbildung und somit die Transfe-
rierbarkeit auf auflermathematische Bereiche leisten, wenn das Problemlo-
sen durch standige Reflexionsprozesse begleitet wird. Diese zeichnen sich
vor allem durch intensive Uberlegungen wihrend und nach dem Losen ei-
nes Problems aus. (Vgl. Winter 2003, 10f).

Durch diese intensive Reflexion wird nicht nur die Praxis des Problemlosens
und damit auch das strategische Denken trainiert, sondern dadurch kénnen
auch Fehler, Misserfolge und Missverstindnisse, welche beim Problemlosen
auftauchen, produktiv genutzt werden. Besonders aufgrund der Tatsache,
dass diese in der Mathematik , objektiv ausweisbar und kritisierbar gemacht
werden konnen“ (Winter 2003, 11), ergibt sich daraus ein wesentlicher An-
stol um das tiefere Verstiandnis der Schiilerinnen und Schiiler zu foérdern.

(Vgl. Winter 2003, 11)

Indem sich Problemlésen nicht nur auf das Erlernen von heuristischen Stra-
tegien, sondern auch auf das Trainieren des Verstandes durch Reflexion
bezieht, wird dadurch auch noch das richtige Argumentieren erlernt. Die
Einsicht in die richtige Art des Schlussfolgerns ist ein weiterer Vorteil, wel-

chen man durch Problemlésen gewinnen kann. (Vgl. Winter 2003, 11)

Dieser Grundgedanke, dass Problemlosen einen wichtigen Beitrag zur All-
gemeinbildung und somit zu einem besseren Weltverstandnis leistet, wurde
bereits von Karl R. Popper (Popper, 1994) in dessen Werk , Alles Leben
ist Problemlosen‘thematisiert. Popper vertritt die Ansicht, dass Problem-
l16sen nicht nur die mathematische Arbeitsweise widerspiegelt, sondern das
Probleme den Ursprung aller Natur- und Sozialwissenschaften bilden. Wo-
bei er als einzige Losungsmethode fiir diese Probleme Versuch und Irrtum
sieht. (Vgl. Popper 1994, 15; 19)

Aufgrund der Tatsache, dass eben Probleme nicht nur in der Mathema-

tik eine zentrale Rolle spielen, sondern auch fiir die Entwicklung anderer
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Wissenschaften relevant sind, wird deutlich, welchen Status die Fahigkeit
Probleme zu l6sen hat. Meine Ansicht ist, dass doch jede Wissenschaft im
Grunde die zentrale Aufgabe hat, die Welt und die Geschehnisse in ihr fir
den Menschen verstiandlich zu machen. Somit wird noch plausibler, dass
die im Mathematikunterricht erworbene Problemlosekompetenz auch ein
wichtiges Hilfsmittel in anderen Wissenschaften ist, welche in ihrem Be-

reich zu einem besseren Weltversténdnis beitragen.

Die Wissenschaftslehre wird von Popper durch folgende drei Bestandtei-
le, das Problem, die Losungsversuche und die Elimination, charakterisiert,

indem er den Prozess des Problemlosens in drei Stufen teilt:

,Mein dreistufiges Schema ist also in folgender Weise auf die Wis-

senschaftslogik oder Methodologie anwendbar:

1. Der Ausgangspunkt ist immer ein Problem oder eine Problem-

situation.

2. Dann folgen Losungsversuche. Diese bestehen immer aus Theo-
rien, und diese Theorien sind, da sie Versuche sind, sehr hdu-
fig irrig: Sie sind und bleiben immer Hypothesen oder Vermu-

tungen.

3. Auch in der Wissenschaft lernen wir durch die Elimination un-
serer Irrtimer, durch die Elimination unserer falschen Theo-

rien“

(Popper 1994, 21).

Diese vereinfachte Darstellung entspricht durchaus auch dem Vorgang beim
mathematischen Problemlésen, wobei auch Popper der Ansicht ist, dass
ein gewisses Mafl an Reflexion beim Problemlésen unerlésslich ist. ,, Das
Besondere der Wissenschaft liegt in der bewufiten [!] Anwendung der kriti-
schen Methode; in der 3. Stufe unseres Schemas, der Elimination unserer
Irrtimer, gehen wir bewuft [!] kritisch vor*(Popper 1994, 21).
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daher auch lehrbar?

Mason et al. (2008) vertreten die Ansicht, dass die Arbeits- und Denkweise
der Mathematik immer an Problemen orientiert sind. Diese Meinung ver-
tritt auch Grieser (2013), indem er schreibt: , Probleme sind die Seele der
Mathematik*(Grieser 2013, 1).

Mathematisches Wissen wird daher als Ergebnis des Problemlésens ange-
sehen, sodass man unter dem Einsatz von Problemen einen moglichen Weg
sieht, um Mathematik zu lernen. Man erhofft sich dadurch eine positive
Einstellung gegeniiber mathematischen Wissen zu erzeugen. (Vgl. Vollrath

und Roth 2012, 46f)

Aus diesem Grund lésst sich die Frage, ob man Problemldsen lernen und
daher auch lehren kann, folgendermaflen beantworten: , Jeder ist zum ma-
thematischen Denken befihigt*(Mason et al. 2008, 166).

6.1 Wie lehrt man Problemlosen?

Die Offenheit der Aufgabenstellung alleine reicht noch lange nicht aus, da-
mit Schiilerinnen und Schiiler auch tatsachlich problemlésend denken und
arbeiten. So ist neben der Darbietung guter Problemloseaufgaben auch
noch wichtig, dass die Lehrperson eine entsprechende Unterrichtsgestaltung

vorwegnimmt, sodass sich Problemlosen fruchtbar im Unterricht einsetzen
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lasst. (Vgl. Leuders 2003, 130)

Es gilt daher: ,,Im Unterricht nicht nur Lernanforderungen stellen, son-
dern auch zu deren Bewdaltigung befihigen(Bruder 2000, 72). Zum erfolg-
reichen Probleml6sen bendtigt man eine entsprechende Lerneinstellung, ein
flexibles und vernetztes Grundwissen und einen gewissen Grad an heuristi-
scher Bildung. Unter heuristischer Bildung versteht man die Kenntnis und
Fahigkeit zum Anwenden von Heurismen. (Vgl. Bruder 2000, 72)

Um die Schiiler und Schiilerinnen nun zum eigenen Denken anzuregen, ist
es notwendig, dass diese sich einer Liicke, einer Unklarheit zwischen den
eigenen Erwartungen und dem Ergebnis bewusst werden und diese iiber-
winden wollen. Ausloser zum Lernen kann daher ein unerklarlicher Vor-
fall, ein iiberraschendes Ergebnis beziehungsweise eine Widerspriichlichkeit
sein. Bei dieser Art des Lernens, welche iiber die blofle mechanische An-
wendung von bestimmten Techniken und Regeln hinausgeht, braucht man
Zeit, man muss Riickschlage in Kauf nehmen und die Gefahr in Sackgassen
zu geraten. (Vgl. Mason et al. 2008, 158f)

Der Zeitfaktor spielt eine entscheidende Rolle, es sollte daher unbedingt
ausreichend Zeit gegeben werden, sodass wirklich jede Schiilerin und jeder
Schiiler die Gelegenheit bekommt sich selbstéindig mit der Aufgabenstel-
lung zu beschéftigen. Auch die Gelegenheit sich mit seinen Mitschiilerinnen
und Mitschiilern austauschen zu konnen, wirkt sich giinstig beim Lernen
von Problemlosen aus. Dadurch wird nicht nur die Moglichkeit gegeben
sich durch Riickfragen zu vergewissern, ob der individuelle Losungsansatz
auch stimmen koénnte, sondern es wird auch noch das Argumentieren gefor-
dert. (Vgl. Leuders 2003, 130). Aus diesem Grund muss die Lehrkraft einen
entsprechenden Freiraum einrichten, welcher sogar frei von der Leistungs-
beurteilung sein soll. Man bedenke hierbei, dass durch den Leistungsdruck
die Kreativitat, welche zum Problemlosen unerlasslich ist, eingeschrankt

wird. Daher sollte die Problemlosungsphase unbedingt unter der Bedin-
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gung des Aufschubs von Bewertung ablaufen. (Vgl. Leuders 2003, 128; 130)

Es gilt daher eine forderliche Atmosphéare zu schaffen, welche folgende
drei Aspekte beinhalten sollte. Erstens sollte sie anregend sein, sodass sie
die Neugier der Lernenden weckt. Zweitens sollte sie fordernd sein, sodass
durch die Herausforderung ein gewisser Anreiz entsteht. Drittens muss sie
Zeit zum Nachdenken gewahren, daher muss den Lernenden die Moglich-
keit gegeben werden selbstandig dariiber nachzudenken, Fragen zu stellen
und ihre eigenen Vermutungen aufzustellen und diese in Ruhe zu betrach-
ten. (Vgl. Mason et al. 2008, 160f; Vollrath und Roth 2012, 111; 283)

Neben der bereits behandelten Bedingung an ausreichend Zeit, ist es noch
wichtig, dass die Schiilerinnen und Schiiler Erfolgserlebnisse haben. Hier-
fir benotigt man , [die richtige Balance zwischen Anregungsniveau und
Léosungshoffnung [..]“ (Leuders 2003, 130). Dies tragt wesentlich dazu bei
die Motivation der Schiilerinnen und Schiiler zu steigern. (Vgl. Leuders
2003, 130)

Obwohl prinzipiell die generelle Ansicht besteht, dass man Problemlosen
nur lernen kann, indem man selbstidndig Probleme 16st, so gibt es doch
sinnvolle Hilfestellungen, welche die Lehrkraft den Lernenden geben kann.
Einerseits kann in den Reflexionsphasen heuristisches Wissen vermittelt
werden, andererseits kann man das schematische Vorgehen demonstrieren,
welches bei allen Problemen gleich ist, sodass die Schiilerinnen und Schiiler
ein Handlungsmuster erhalten. (Vgl. Vollrath und Roth 2012, 112)

Da Schiilerinnen und Schiiler, wie schon erwahnt, zum erfolgreichen Pro-
blemlosen auch entsprechende Problemlosestrategien und Arbeitstechniken
benotigen, so konnen diese allméhlich im Unterricht angereichert werden
und iiber Reflexion bewusst gemacht werden. Besonders wichtig ist hierbei
das Bewusstmachen der Strategien, sodass den Schiilerinnen und Schiilern

deutlich wird, welche Methoden, nicht nur in der Mathematik, sinnvoll ein-
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gesetzt werden konnen. (Vgl. Leuders 2003, 130f)

Eine andere Voraussetzung zum produktiven Problemlosen ist die Tatsa-
che, dass die Schiilerinnen und Schiiler entsprechende Vorkenntnisse ent-
weder besitzen miissen oder sich diese selbstindig erarbeiten kénnen. Aber
auch die Lehrperson kann entsprechende Hilfe anbieten.(Vgl. Leuders 2003,
130)

Beziiglich der Hilfestellung seitens der Lehrkraft ist hier anzumerken, dass
stets das ,, Prinzip der minimalen Hilfe*(Zech 1978, 287) gilt. Man kann
hierbei zwischen folgenden Arten der Hilfestellung mit zunehmender Ein-
flussnahme unterscheiden: 1) Motivieren, 2) Riickmeldungen, 3) allgemeine
strategische Hinweise, 4) inhaltsorientierte strategische Interventionen und
5) inhaltliche Hinweise. (Vgl. Zech 1978, 287) Um diese verschiedenen Hilfe-

stellungen genauer zu verstehen, betrachtet man nun die folgende Tabelle.
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Tabelle 6.1: Hilfestellungsarten, nach: Zech 1978291

Motivationshilfen

Rickmeldungshilfen allgemein-

strategische
Hilfen

inhaltsorientierte
strategische
Hilfen

inhaltliche Hilfen

Die Aufgabe ist

nicht schwer!

Du wirst die
Aufgabe schon

schaffen!

Man braucht
nicht viel Zeit

zur Losung ...

Man bekommt
schnell
Anhaltspunkte

fiir die Losung!

Du bist auf dem
richtigen Wege!

Du stehst kurz

vor der Losung!

Da musst du
noch mal

nachrechnen!

Mach weiter so!

Lies die Aufgabe

genau durch!

Schreib dir die
gegebenen Daten

heraus!

Mach dir doch
mal eine

Zeichnung!

Versuche, die
gegeben Daten
in einen
Zusammenhang

zu bringen!

Uberpriife
deinen

Losungsweg!

Versuche, deine
Kenntnisse
beziiglich
Geschwindigkeit

anzuwenden!

Versuche, das
Problem
graphisch zu

16sen!

Vielleicht kann
dir die Dreisatz-
oder Verhéltnis-
rechnung
helfen!

Worauf kommt
es hier an?
Welche Rolle
spielt der
Hubschrauber?

Uberpriife die
GroBlenordnung

des Ergebnisses!

Uberpriife dein
Ergebnis am
Text!

Denk an den
Zusammenhang
Geschwindigkeit
- Weg - Zeit!

Wie ist
Geschwindigkeit
definiert?

Versuche, aus
zwei der Groflen
v, s, t die dritte

zu berechnen!

Rechne doch erst
mal aus, wann
sich die Autos

treffen!

Jetzt weiit du,
wie lange der
Hubschrauber in
der Luft bleibt,
und du kennst
seine
Geschwindigkeit.
Also? ...

Link (2011) sieht im Vergleich dazu reine strategische Interventionen

von Seiten der Lehrkraft als sinnvoller an um den Problemlosungsprozess
in Gang zu halten. Unter strategischen Interventionen versteht sie jede
Art von AuBerungen, welche ein strategisches Vorgehen anregen konnen,

ohne dass man sich dabei auf konkrete Inhalte mathematischer Art bezieht
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(vgl. Link 2011, 89). Dabei sieht das Mustervorgehen bei strategischen

Interventionen folgendermaflen aus:

2

e Der Problemldseprozess stockt.
e Die Lehrperson beginnt mit einer strategischen Intervention.

o Wihrend der Szeme greift die Lehrperson nicht mit eigenen

Ideen in den Lésungsverlauf inhaltlich ein.

o Die Szene endet mit einem Lernmoment bzw. mit etnem Neu-
ansatz selbststindigen Arbeitens der Schiilerin bzw. des Schii-

lers, der zu einem Lernmoment fiihrt.”

(Link 2011, 175)

Als sinnvolle Ratschlige beziiglich der Umsetzbarkeit im Unterricht wird
folgendes angegeben: Zu Beginn sollten einfache Probleme behandelt wer-
den, da die Schiilerinnen und Schiiler Erfolgserlebnisse brauchen, um Selbst-
vertrauen zu gewinnen. Weiters sollen die Losungen immer genau aufge-
schrieben werden, sodass man tber die gewonnenen Erkenntnisse und Er-
fahrungen reflektiert. Zudem sollte man immer daran denken, dass Pro-
blemlosen kein Selbstzweck ist, sondern das dies zur Hinfiihrung zu weite-

ren Theorien dient. (Vgl. Vollrath und Roth 2012, 282)

Leuders (2003) fasst diese genannten Kriterien, um Problemlosen produk-
tiv im Unterricht umzusetzen, in die drei Bereiche, Wissen, Problemlose-
haltung und Problemlosekompetenz zusammen. Diese drei Bereiche stellen
die notwendigen Voraussetzungen dar, welche man beim Problemlosen be-
notigt. Jeder von diesen entspricht einem Verantwortungsbereich der Lehr-
person, welche diese bei der Unterrichtsgestaltung berticksichtigen sollte.
(Vgl. Leuders 2003, 131)
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Tabelle 6.2: Benotigte Bereiche beim Problemlosen, nach: Leuders 2003,

131
Voraussetzung des Lernenden Verantwortung des Lehrenden
Wissen im Unterricht (und auch in anderen  richtige Balance aus zu
Féchern oder im Alltag) erworbene erwartendem Vorwissen und
Kenntnisse und Féhigkeiten Neuheit des Problems
Problemlésehaltung Frustrationstoleranz, glnstige Motivationslage fordern,
Durchhaltevermogen, Lehrer als Modell des Problemldsers
Erkundungsfreude
Problemlésekompetenz  Informationsbeschaffung, Gelegenheiten fiir Reflexion schaffen

Arbeitstechniken, heuristische

Strategien

6.2 Wie lernt man Problemlosen?

Anhand der soeben erwéhnten Auflistung wird erkenntlich, dass die Schii-
lerinnen und Schiiler sowohl inhaltsbezogene, Wissen, als auch prozessbezo-
gene, Konnen, Komponenten und nattrlich auch die entsprechenden Hal-
tungen zum erfolgreichen Problemlésen bendtigen. Jedoch gibt es beztiglich
der Erwerbung der beiden letztgenannten Bedingungen grundsétzlich zwei
verschiedene Ansichten. Auf der einen Seite besteht die Ansicht, dass man
diese heuristischen Strategien explizit unterrichten und auch reflektieren
sollte. Auf der anderen Seite besteht die Meinung, dass man eben durch
Problemlosen die dafiir notigen Losungsstrategien implizit auch mitlehrt
und dadurch lernen die Schiilerinnen und Schiiler diese auch unbewusst. Je-
doch ist hierbei anzumerken, dass das Lernen dieser Strategien noch nicht
bedeutet, dass man diese auch richtig anwenden kann. (Vgl. Leuders 2003,
131)

Fest steht aber wohl, dass eine gewisse Form der Metakognition, d.h. des re-
flektierten Arbeitens nicht nur unabdingbare Voraussetzung fiir das Problemlésen
ist, sondern immer schon ein erklartes Ziel allgemeinbildenden Mathematikun-
terrichts“ (Leuders 2003, 131).
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Diese Ansicht ist weitgehend verbreitet, wobei Mason et al. (2008) eine Misch-
form der beiden oben genannten Vorgehensweisen beim Lernen von Problem-
16sen vertreten. Um seine Problemlosefdhigkeit und damit sein mathematisches
Denken zu steigern, benotigt man zunéchst eine grundlegende Basis, in welcher
man sich die wichtigsten mathematischen Techniken und Fertigkeiten aneignet.
Zur Verbesserung seiner mathematischen Denkféhigkeit ist die blofle Bearbei-
tung von Aufgaben sinnlos, wenn man sich nicht auch bewusst macht, welche
Techniken man einsetzen kann. Auch Fragen zu stellen, wenn man in Schwierig-
keiten gerét, ist duferst wichtig um sein Vorgehen zu reflektieren. Daher kann
man Problemldsen nur lernen, indem man einerseits Probleme selbst in Angriff
nimmt und andererseits iiber die dabei gemachten Erfahrungen reflektiert. Dabei
ist es besonders wichtig, die dabei aufkommenden Schwierigkeiten produktiv zu
nutzen. Zusammenfassend ldsst sich daher sagen, dass Problemldsen vor allem
nur durch Ubung erlernbar ist, da man sich dadurch ein Repertoire an niitzlichen
Strategien aneignet, aber, dass diese, ohne sorgfiltige Reflexion danach, sinnlos
ist. (Vgl. Mason et al. 2008, 154ff)

Problemlésen zu lernen bedeutet daher immer durch Reflexion zu lernen (vgl.
Vollrath und Roth 2012, 82). Wobei man durchaus auch Problemlésen lernen
kann, indem man Musterlésungen betrachtet und iiber das Vorgehen reflektiert
(vgl. Vollrath und Roth 2012, 282).

Bruder und Collet (2011) beschrénken das Lernen von Problemlésen in ihren
Ansatz auf das ,Kennen- und Anwendenlernen von Methoden und Techniken
zum Losen individuell schwieriger Aufgaben® (Bruder und Collet 2011, 14). Zu
dieser Ansicht gelangen sie, indem sie die Meinung vertreten, dass man zum er-
folgreichen Problemlosen eine gewisse geistige Beweglichkeit benotigt (vel. Bru-
der und Collet 2011, 33). Heuristische Methoden und Techniken miissen eben
nicht, wie andere mathematische Verfahren, zur Losung der Aufgabe fithren.
Beim Problemlosen zeigt sich diese geistige Beweglichkeit in folgenden Formen:
Reduktion auf das Wesentliche, Reversibilitdt von Gedankengingen, Aspekt-
beachtung - Beachtung von mehreren Aspekten gleichzeitig oder gegenseitige
Abhéngigkeit erkennen, Aspektwechsel - Annahmen, Kriterien wechseln, Pro-
blemstellung umstrukturieren. (Vgl. Bruder 2000, 73)
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Mogliche Defizite bei dieser, kénnen durch das Erlernen und Anwendenlernen
von heuristischen Problemlosestrategien ausgeglichen werden, was als , Wirkungs-
prinzip heuristischer Schulung® bezeichnet wird (vgl. Bruder und Collet 2011,
36).

Auch wenn die strategische Denkfahigkeit der Schiilerinnen und Schiiler womég-
lich durch das Kennen und Anwenden lernen von Heurismen verbessert werden
kann, so finde ich die blofle Fixierung auf heuristische Strategien fragwiirdig, um
den Schiilerinnen und Schiilern die tiefere Bedeutung von Problemlésen nahe zu
bringen. Zudem wiére in diesem Ansatz die Lehrpersonen damit iiberfordert, die

Losungsideen der Lernenden zu diagnostizieren (vgl. Link 2011, 217).

Zusammenfassend kann man sagen, dass man zum Problemldsen a) mathemati-
sches Wissen (Basiswissen), b) heuristisches Wissen (metamathematisches Wis-
sen) und c¢) Ubung und Erfahrung zum Einsetzen dieses Wissen benétigt (vgl.
Vollrath und Roth, 281).
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7 Problemlosen im
Mathematikunterricht

Um die unterschiedlichen Bildungsziele zu erreichen gibt es nicht das padagogi-
sche bzw. didaktische Konzept schlechthin, sondern je nach fokussierter Zielset-
zung eignen sich verschiedene Unterrichtsmethoden bzw. Lernstrategien unter-
schiedlich gut (vgl. Weinert 2002, 18). Dies bedeutet, dass Problemlésen als al-
ternative Unterrichtsmethode durchaus ihre Berechtigung hat, jedoch sich nicht

fiir jedes Lernziel gleich gut eignet.

Im Folgenden wird kurz auf die Kritik am vorherrschenden Mathematikunter-
richt eingegangen. Anschlieflend wird auch erlautert, welche Schwierigkeiten sich
bei der Umsetzung von Problemldsen als alternative Unterrichtsmethode erge-
ben konnten. Das Kapitel schlieffit mit einigen praxisnahen Beispielen ab, wie

Problemlosen im Unterricht eingesetzt werden kénnte.

7.1 Derzeitige Realitdat im
Mathematikunterricht

Haas (2000, 11) hat die Ansicht, dass es sich bei den meisten Aufgaben, wel-
che im Mathematikunterricht verwendet werden, entweder um Routineaufgaben
oder Interpolationsprobleme handelt. Wenn dann doch Problemloseaufgaben im
Unterricht verwendet werden, geschieht dies entweder als Einstiegsaufgaben zu
einer neuen Thematik oder in Form von besonders schwierigen Aufgaben, die auf
weiterfiithrende Probleme hinweisen. Problemldseaufgaben zum Einstieg in eine

neue Thematik stellen nur deshalb Probleme dar, da man die hierfiir notwendi-
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gen Begriffe, Regeln und Verfahren noch nicht behandelt hat. Dieses Defizit soll
im Laufe des Unterrichts so schnell wie méglich behoben werden. In der anderen
genannten Form werden diese entweder ganz zum Schluss, oder nur von beson-
ders begabten Schiilerinnen und Schiilern oder eben {iberhaupt nicht behandelt.
Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass man die meisten Problemlseaufga-
ben entweder in der Hochbegabtenférderung oder in Mathematikwettbewerben
findet, vom normalen Schulalltag sind sie weitgehend ausgeschlossen. (Vgl. Haas
2000, 11)

Dennoch werden Probleme im Unterricht eingesetzt, wobei diese vermehrt ge-
meinsam in einer Interaktion mit der Lehrkraft erarbeitet werden. Im bestem
Fall liefert eine Schiilerin oder ein Schiiler die Idee zur Lésung des Problems. An-
sonsten wird diese von der Lehrkraft genannt oder es werden zumindest Hinweise
diesbeziiglich gegeben. Jedoch liegt der zentrale Erkenntniswert darin, dass die
Schiilerinnen und Schiiler selbststéndig eine Losung finden. (Vgl. Vollrath und
Roth 2012, 111)

Auch Mason et al. (2008, 157) haben die Ansicht, dass im Mathematikunter-
richt das Frage-/Antwort-Schema vermehrt eingesetzt wird. Dadurch entsteht
der Eindruck, dass die mathematische Denkweise das Ergebnis einer wiederhol-
ten Ubung an Aufgaben ist. (Vgl. Mason et al. 2008, 157)

Gerade nach dem Scheitern bei TIMSS (Third International Mathematics and
Science Study) und PISA (Program for International Student Assessment) wur-
de der Wunsch nach mehr Anwendungsorientiertheit im Unterricht laut. Trotz
aller moglichen Versuche der Umsetzbarkeit scheint dies bis heute nicht entspre-
chend realisiert worden zu sein. Aus diesem Grund wird die Mathematik, wie sie
in der Schule behandelt wird, oft als nutzlos und realitidtsfern angesehen. (Vgl.
Reiss und Hammer 2013, 8f)

Laut Reiss und Hammer (2013, 9) werden diesbeziiglich drei Griinde genannt:

1. Im Unterricht dominieren noch immer die regelhaften und prozedura-

len Aspekte. Die, als ,alltagsbezogene* Aufgaben bezeichneten, sind nicht
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mehr als eingekleidete Aufgaben, welche praktisch ohne jegliche Alltags-
relevanz sind. Diese dienen einzig und allein dazu bestimmte Rechenope-

rationen zu routinieren.

2. Der Bezug zu der Lebenswelt in einer Aufgabe kann nicht konstant sein,
da sich das Interesse der Schiilerinnen und Schiiler stdndig verdndert. Den-
noch sollten gute Aufgaben einen subjektiven Bezug zu der Lebenswelt der

Schiilerinnen und Schiiler herstellen.

3. Manche Alltagsprobleme wéren zwar prinzipiell dazu geeignet im Unter-
richt behandelt zu werden, dennoch werden diese dann sehr oft unrealis-
tisch formuliert. Durch diese ungliickliche Darstellung sind diese Aufgaben

dann praktisch wertlos.

7.2 Mogliche Schwierigkeiten bei der
Umsetzbarkeit im Unterricht

Vollrath und Roth (2012, 69) haben die Ansicht, dass Fragestellungen, welche zu
einem problemorientierten Lernen anreizen sollen, in den gédngigen Schulbiichern
entweder als hinfithrende oder vertiefte Aufgaben zu finden sind. Dennoch sind
diese Arten der Aufgabensammlungen Mangelware, sodass noch immer Ubungs-

aufgaben zur Ertragssicherung in den Schulbiichern dominieren. (Vgl. Vollrath
und Roth 2012, 69)

Also wird der Mathematikunterricht vermehrt auf das reine Losen von Aufga-
ben dezimiert, wodurch das schon beschriebene verzerrte Bild von Mathematik
entsteht (vgl. Vollrath und Roth 2012, 71).

Wie bereits erwahnt ist es moglich sich durch Problemlésen, mathematisches
Wissen anzueignen. Jedoch benétigt man zum Problemldsen selbst bereits Wis-
sen und mathematische Fahigkeiten, welche womoglich noch nicht vorhanden
sind. Zudem besteht das Risiko die Ubersicht zu verlieren. Aus diesem Grund
wird vorgeschlagen, dass man den Wissenserwerb durch Problemlosen nur als
Erganzung verwendet. (Vgl. ebd., 46f; 61)
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FEine weitere Problematik der Umsetzbarkeit liegt darin, dass sich gerade beim
Problemlosen die gravierenden Leistungsunterschiede der Schiilerinnen und Schii-
ler zeigen. Diese sind nun auch den Problemlésern bewusst und kénnten sich
eventuell demotivierend auf leistungsschwache Schiilerinnen und Schiiler aus-
wirken. Aus diesem Grund sind im generellen Unterricht keine besonders guten

Voraussetzungen zum selbststandigen Problemlosen gegeben. (Vgl. ebd., 282)

Des Weiteren ist mit Problemlosen ein hoher Zeitaufwand verbunden (vgl. ebd.,
62). Man bedenke dabei, dass die Rahmenbedingungen einer Unterrichtsstunde
hierfiir nicht gerade giinstig sind, da diese nur 50 Minuten umfasst und nach

dieser Zeit muss der kreative Prozess einfach abgebrochen werden.

Nach Link (2011, 81) ergibt sich zudem fiir die Umsetzbarkeit des Problemlo-
sens ein besonderer Anspruch fiir die Lehrperson, wobei sich Link (2011, 81) auf
die Arbeit , Teaching problem solving“in Problem solving - A world view (Pro-
ceedings of the problem solving theme group, ICME 5) von Burkhardt (1988)
bezieht. Zunéchst einmal aus mathematischer Perspektive miissen die verschie-
denen Losungsansétze nicht nur akzeptiert werden, sondern es muss auch mit-
einbezogen werden, ob diese eventuell auch zum Ziel fithren kénnten. Denn nur
so ist es moglich, dass die Lehrperson sinnvoll intervenieren kann. Beziiglich der
Interventionen von Seiten der Lehrkraft gilt stets, dass die Selbststéndigkeit der
Lernenden erhalten bleiben sollte. Dies ist nicht besonders leicht, da nun die
Lehrkraft entscheiden muss, wann es Sinn macht sich einzuschalten und wie dies
iberhaupt vonstatten gehen soll. Des Weiteren ist es fiir die meisten Lehrperso-
nen eine ungewohnliche Situation, wenn man selbst die Ziigel aus der Hand gibt
und an seine Schiilerinnen und Schiiler iibergibt. (Vgl. Link 2011, 81)

7.3 Wie konnte Problemlosen im

Mathematikunterricht aussehen?

In diesem abschlieBenden Unterkapitel mochte ich erldutern, wie man Problem-

16sen sinnvoll im Mathematikunterricht umsetzen konnte. Hierbei mdchte ich
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erwahnen, dass nicht das Problemlosenlernen selbst, daher das Erlernen von
heuristischen Strategien und Techniken im Unterrichtsmittelpunkt steht, son-
dern wie man durch den Einsatz von Problemloseaufgaben effektiv Mathematik

in der Schule betreiben kann.

Die verfassten Unterrichtsvorschlage sind nach ihrer jeweiligen Einsetzbarkeit
in den verschiedenen Schulstufen unterteilt. Da die Schiilerinnen und Schiiler
verschiedenes Vorwissen benétigen, um die unterschiedlichen Problemléseaufga-

ben iiberhaupt erst bearbeiten zu konnen, wird auch dieses immer angegeben.

Fiir jede geplante Unterrichtsstunde wird:
e Ein Unterrichtsziel angegeben.

Ein Bezug zum Lehrplan hergestellt.

Die erforderlichen Vorkenntnisse angegeben.

Die Funktion der Aufgabe genannt.

Angegeben, welchen Erkenntniswert diese Stunde fiir die Schiilerinnen und
Schiiler hat.

Dennoch mochte ich an dieser Stelle erwdhnen, dass es durchaus auch Problem-
stellungen gibt, welche unabhéngig von der jeweiligen Schulstufe eingesetzt wer-
den konnen. So zeigt zum Beispiel folgende Problemloseaufgabe, wie man durch

scheinbar irrelevante Informationen iiberraschend zur Losung gelangt.

»Zwei russische Mathematiker treffen sich zufdllig im Flugzeug: ,Hattest du
nicht drei Schne?“, fragt der eine, ,,wie alt sind die denn jetzt?“,Das Produkt
der Jahre ist 36%, lautet die Antwort, ,und die Summe der Jahre ist genau das
heutige Datum.“,,Hmm, das reicht mir noch nicht“, meint darauf der Kollege.
,Oh ja, stimmt“, sagt der zweite Mathematiker, ,ich habe ganz vergessen zu
erwahnen, dass mein altester Sohn einen Hund hat.“

Wie alt sind die drei S6hne? “ (Dambeck 2012, 2. Teil: Vorsicht Falle!)

Gerade dieser Uberraschungseffekt durch die auftretende Information, dass der
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dlteste Sohn einen Hund besitzt, kann bewirken, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler beginnen nachzudenken. Neben dieser, zundchst als nutzlos empfundenen Zu-
satzbemerkung iiber die Tierhaltung seines &ltesten Sohnes erweckt die Aufgabe
auch noch den Anschein, als wiirden wichtige Informationen um das Alter der
Kinder zu bestimmen fehlen, da man zwar das Produkt, aber nicht die Summe
der Jahre kennt.

Natiirlich ist nicht der Hund die relevante Information, sondern die Tatsache,
dass es einen dltesten Sohn gibt. Betrachtet man dies nun in diesem Zusammen-
hang, so muss man nun alle ganzzahligen Zahlen betrachten, deren Produkt 36
ist. Nun muss man nur noch die Summe dieser Zahlen bilden und bemerkt, dass

diese nur in zwei Féllen gleich ist.

Produkt 36 | Summe
1,1,36 38
1,2,18 21
1,3,12 16
1,49 14
1,6,6 13
2,29 13
2,3,6 11
3,34 10

Erst jetzt macht die zusédtzliche Information Sinn, da der andere Mathemati-
ker zwar das Datum wusste, es aber dafiir zwei Moglichkeiten gab und zwar
1, 6, 6 oder 2, 2 und 9 Jahre. Durch die relevante Information, dass es einen
dltesten Sohn gibt, bleibt nur noch die Moglichkeit 2, 2 und 9 Jahre als Losung.
(Vgl. Dambeck 2012, 2. Teil: Vorsicht Falle!)

Die hier vorgestellte Aufgabe zeigt, wie wesentlich es ist, dass man eine Aufga-
benstellung erst einmal verstanden haben muss, bevor man stur rechnet. Zudem
wird hierbei die heuristische Strategie des Vorwértsarbeitens und des systema-
tischen Probierens angewendet, da man einerseits von den gegebenen Informa-
tionen ausgeht und andererseits auch nur relevante Zahlen ausprobiert, deren
Produkt 36 ergibt. Diese Aufgabenstellung kann man meiner Ansicht nach nicht

nur in der Unterstufe, sondern auch in der Oberstufe im Unterricht einsetzen,
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da sie eben zeigt, wie schon erwéihnt, wie wichtig es ist zuerst alle Informationen

im Zusammenhang zu verstehen.

7.3.1 Problemlosen in der 5.Schulstufe
Unterrichtsvorschlag 1

Im Schulbuch ,Mathematik verstehen 1“fir die 5. Schulstufe findet man im Ka-
pitel Zahlen und MajSe folgende Aufgabenstellung:

»Herr Petric hebt bei einem Bankomaten 400€ ab. Er braucht fir eine Zahlung
einen 50€-Schein und zwei 10€-Scheine. Der Bankomat gibt 100er-, 50er-,
20er-, und 10er-Scheine aus. Gib mindestens drei Maglichkeiten an, in welchen
Scheinen er sich die 400€ auszahlen lassen kann® (Salzger et al. 2014, 39)!

Diese Aufgabe stellt nach meiner Auffassung von Problemléseaufgaben im Ma-
thematikunterricht noch nicht ein Problem dar, da sie zu geschlossen formuliert
wurde. Man kann jedoch die Aufgabe 6ffnen, indem man angibt, dass moglichst
viele Moglichkeiten angegeben werden sollen, in welchen er sich die 400€ Schei-

ne auszahlen lassen kann.

Nun wire dies eine Problemldseaufgabe, welche man ohne Probleme schon in
der 5. Schulstufe verwenden konnte, da hierbei kaum mathematisches Vorwissen
benotigt wird. Zudem ist die Aufgabe leicht verstdndlich formuliert und auch
sinnvoll {iber verschiedene Losungswege bearbeitbar. Als mogliche Losungswege
konnten hier systematisches Probieren, die Zuhilfenahme von Tabellen, sowie

das Extremalprinzip sinnvoll eingesetzt werden.

Ziel der Unterrichtsstunde:

Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit Problemloseaufgaben vertraut ge-
macht. Heuristische Strategien, wie etwa das systematische Probieren, werden

dabei implizit angewendet.

Bezug zum Lehrplan:
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,1.1. Arbeiten mit Zahlen und Maflen |...]

e anhand von Teilern und Vielfachen FEinblicke in Zusammen-

hdnge zwischen natirlichen Zahlen gewinnen;

[...J*(BMBF 2000, 4f).

Erforderliche Vorkenntnisse:

Die Schiilerinnen und Schiiler miissen die Begriffe , Teiler“und ,Vielfache*“kennen.

Funktion der Aufgabe:
Da die Aufgabe in einem sehr lebensnahen Kontext gestellt ist, ermoglicht es den

Schiilerinnen und Schiilern eine Problemstellung mathematisch zu bearbeiten.

Erkenntniswert:

Der Erkenntnisgewinn bei diesem Problem wére, dass die Schiilerinnen und Schii-
ler das Arbeiten mit heuristischen Strategien kennen lernen. Diese Erkenntnis
miisste jedoch, nachdem die Aufgabe bearbeitet und die Ergebnisse dargestellt

wurden, von Seiten der Lehrkraft ausdriicklich hervorgehoben werden.

Unterrichtsvorschlag 2

Eine andere Aufgabe ist die Aufgabenstellung ,Fahre“aus der Kulturminister-
konferenz (KMK 2005). Diese besitzt zwar nur zum Teil Problemlésecharakter,
aber gerade durch das Minimum an mathematischem Basiswissen, welches man
zu deren Bearbeitung benotigt, ldsst sich die Aufgabe schon sehr gut in der 5.

Schulstufe einsetzen. Die Aufgabenstellung lautet wie folgt:
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»An der Anlegestelle einer grofien Fdhre findet sich diese Preistabelle:

FEinzelkarte 1 Person 50,00€
Blockkarte | 8 Personen | 380,00€
Blockkarte | 20 Personen | 900,00€

a) Berechne den giinstigsten Preis fir 16 Personen.

b) Welchen Preisnachlass erhdlt Peter, wenn er statt 20 Finzelkarten die ent-
sprechende Blockkarte kauft?

c¢) Fir eine Gruppe aus 24 Personen rechnet Frank einen Preis von 1140,00€
aus. Maike meint, dass die Gruppe giinstiger fahren kann. Hat sie Recht? Be-
grinde.

d) Die Fihrgesellschaft will eine Blockkarte fir 50 Personen einfihren. Welcher
Preis wadre dafir angemessen? Begrinde“ (KMK 2005, 26).

Ziel der Unterrichtsstunde:

Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit Problemloseaufgaben vertraut ge-
macht und erkennen, dass es nicht immer eine eindeutige Losung fiir ein Problem
gibt.

Bezug zum Lehrplan:

»1.1. Arbeiten mit Zahlen und Maflen |...]

e cinfache Ungleichungen zum Finschranken benutzen;

o grundlegende Sicherheit im Kopfrechnen gewinnen,
[...J*(BMBF 2000, 4f).
Erforderliche Vorkenntnisse:

Da man fiir diese Aufgabenstellung nur die Beherrschung der Grundrechnungs-

arten bendétigt, kénnte man sie jeder Zeit in der 5. Schulstufe einsetzen.

Funktion der Aufgabe:
Nur der letzte Punkt der Aufgabenstellung ist als ein Problem zu verstehen,

aber das Interessante an dieser Problemstellung ist, dass es keine eindeutige

133



7 Problemlésen im Mathematikunterricht

Losung gibt. Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen daher {iber eine mégliche
Losung diskutieren und ihre jeweiligen Entscheidungen begriinden. Dies zeigt
auch wieder, wie sehr Problemléseaufgaben mit anderen Kompetenzbereichen,
wie etwa Argumentieren und Begriinden, verkniipft sind. In der Schule wiirde ich
die Aufgabe von den Schiilerinnen und Schiilern selbststindig bearbeiten lassen.
Anschlieflend wiirde ich nur kurz die Ergebnisse von a) bis ¢) vergleichen und
nur bei der letzten Aufgabenstellung auf eine genauere Diskussion der Ergebnis-

se eingehen.

Erkenntniswert:
Die Schiilerinnen und Schiiler beginnen durch die Aufgabenstellung Alltagssi-

tuationen mit der mathematischen Brille zu betrachten.

7.3.2 Problemldsen in der 6.Schulstufe
Unterrichtsvorschlag 3

Im Schulbuch ,,Mathematik verstehen 2“fiir die 6. Schulstufe findet man im Ka-
pitel Zahlen und Majle folgende Aufgabenstellung:

,, Vor einer Schule soll ein Fahrradabstellplatz mit 96 dm Lange und 36 dm Breite
mit maglichst grofien quadratischen Betonplatten ausgelegt werden. Welches Mafs
soll fiir die Seitenldnge einer Betonplatte verwendet werden (Salzger et al. 2015,
29)7?

Bei dieser Aufgabenstellung handelt es sich eindeutig um eine Problemléseaufga-
be, denn zunéchst einmal ist kein Losungsverfahren offensichtlich. Des Weiteren
ist die Problemsituation leicht verstédndlich und innermathematisch gestellt. Zu-
dem ist es moglich diese Aufgabenstellung durch systematisches Probieren, sowie

durch Einsetzen einer Tabelle oder durch graphische Hilfestellungen zu 16sen.
Ziel der Unterrichtsstunde:

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen den Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers

kennenlernen.

134



7.3 Wie kénnte Problemldsen im Mathematikunterricht aussehen?

Bezug zum Lehrplan:

»2.1 Arbeiten mit Zahlen und Majflen |[...]
e wichtige Teilbarkeitsregeln kennen und anwenden kénnen;

[...]“(BMBF 2000, 5f).

Erforderliche Vorkenntnisse:
Um diese Aufgabe iiberhaupt 16sen zu kénnen, benétigen die Lernenden das
Wissen, was man unter einem echten Teiler in der Mathematik versteht. An dies

ist bei der zeitlichen Einsetzung der Problemléseaufgabe zu denken.

Funktion der Aufgabe:
Diese Problemloseaufgabe basiert auf einem zentralen mathematischen Begriff,
in diesem Fall der Begriff des ,,ggT“, welcher im Zuge der Problemlosung ent-

wickelt werden soll.

Erkenntniswert:

In dieser Problemstellung liegt der Erkenntniswert im zentralen mathematischen
Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers, auf welchen man notwendigerweise bei
der Losung des Problems stof3t. Zudem gilt es wiederum, dass die Lehrperson

das gewonnene Wissen explizit fiir die Schiilerinnen und Schiiler darlegt.

Unterrichtsvorschlag 4

Auch in dem Kapitel Geometrische Figuren und Kérper im Schulbuch ,Mathe-
matik verstehen 2“fiir die 6. Schulstufe findet man einige Aufgaben, welche man
sehr gut verwenden kann, wenn man Problemlosen als Unterrichtsmethode ver-
wenden mochte. Dennoch muss man aufpassen, da einige Aufgaben nur zum Teil

Problemlosecharakter aufweisen, wie zum Beispiel folgende:

L, Fiir die beiden Siedlungen Kdéhlergrund und Hainwiesen soll eine neue Schule
so errichtet werden, dass diese von beiden Siedlungen gleich weit entfernt ist.
Zeichnet mehrere Maglichkeiten fir den neuen Schulstandort ein und begrindet
eure Wahl“ (Salzger et al. 2015, 161)!
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Diese Aufgabe wiirde ich nicht als eine besonders gute Problemléseaufgabe be-
zeichnen, da die Losung dieser Aufgabe geradewegs zu dem Begriff der Stre-
ckensymmetrale fithrt und dabei keinerlei andere Losungswege zuldsst. Hingegen
wirkt folgende Aufgabenstellung schon um einiges offener, da dieser zwar auch
der zentrale mathematische Begriff des Umkreismittelpunktes zu Grunde liegt,

dieser aber nicht zwangsweise bei der Losung der Aufgabe entwickelt wird.

, Fiir drei Forschungsstationen in der Antarktis ist ein neuer Hubschrauberlan-
deplatz geplant, der von jede Station gleich weit entfernt ist.

Konstruiere den Punkt L, an dem der Landeplatz gebaut werden soll“ (Salzger
et al. 2015, 205).

Ziel der Unterrichtsstunde:
Die Schiilerinnen und Schiiler sollen den Umkreismittelpunkt eines Dreiecks kon-

struieren konnen.

Bezug zum Lehrplan:

»2.3 Arbeiten mit Figuren und Korpern [...]
e Figenschaften von Strecken- und Winkelsymmetralen kennen,
o und fiir Konstruktion anwenden kénnen;

[...]*(BMBF 2000, 6).

Erforderliche Vorkenntnisse:
Um diese Aufgabe 16sen zu koénnen, bendtigen die Lernenden das Wissen, was

man unter einer Streckensymmetrale versteht und wie man diese konstruiert.

Funktion der Aufgabe:

Diese Problemloseaufgabe basiert auf dem zentralen mathematischen Begriff des
,Umkreismittelpunktes“eines Dreiecks, welcher im Zuge der Problemlésung ent-
wickelt werden soll. Zudem kann man die Komplexitéit der Aufgabestellung noch
variieren, indem man den Schiilerinnen und Schiilern entweder eine Skizze der
Standorte angibt, sodass diese erkennen, dass es sich um ein Dreieck handelt

oder man lasst diese informative Figur einfach weg.
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Erkenntniswert:

Der Erkenntniswert dieser Problemstellung liegt im zentralen Begriff des Um-
kreismittelpunktes eines Dreiecks, auf welchen man womdglich bei der Losung
der Aufgabe stofit. Nachdem die Schiilerinnen und Schiiler ihre Losungsversu-
che vorgestellt haben, muss die Lehrperson wieder die gewonnenen Erkenntnisse

explizit mit diesen besprechen.

Unterrichtsvorschlag 5

Im Bereich der Prozentrechnung gibt es ebenfalls sehr schéne Problemléseaufga-
ben, welche man mit seinen Schiilerinnen und Schiilern im Unterricht behandeln
kénnte. Die erste Problemloseaufgabe iiber Wassermelonen stammt von Bruder
und Collet (2011) und lautet wie folgt:

»Eine grofie Wassermelone wiegt 10 kg. Die Melone hat einen Wasseranteil von
99%. (1% sind feste Bestandteile.) In einer Woche sinkt der Wasseranteil durch
Verdunsten auf 98%. Wie viel kg wiegt die Melone jetzt“ (Bruder und Collet
2011, 60)?

Ziel der Unterrichtsstunde:
Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit Problemloseaufgaben vertraut ge-
macht. Die heuristische Strategie des Invarianzprinzip wird dabei implizit ange-

wendet.

Bezug zum Lehrplan:

»2.1 Arbeiten mit Zahlen und Majflen |[...]
e Rechnen mit Prozenten in vielfiltigen Zusammenhdngen;

[...]“(BMBF 2000, 5f).

Erforderliche Vorkenntnisse:
Voraussetzung fiir deren Einsetzbarkeit ist, dass die Schiilerinnen und Schiiler

die formalen Rechenverfahren der Prozentrechnung bereits beherrschen.
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Funktion der Aufgabe:

Das Interessante an dieser Aufgabe ist, dass das Ergebnis sehr erstaunlich ist.
Man sollte daher zuerst das Ergebnis schétzen lassen und erst anschliefend die-
ses berechnen lassen. Um die richtige Losung zu finden, kann auch eine Tabelle

sehr hilfreich sein.

Tabelle 7.1: Tabelle zur Losung, aus: Bruder und Collet 2011, 60

Masse der Melone | Wasseranteil | fester Anteil
Beginn 10 kg 9,9 kg = 99% 100 g = 1%
nach dem Verdunsten 5 kg 4.9 kg = 98% 100 g Z2%
Erkenntniswert:

Um diese Aufgabe 16sen zu kdnnen, bendtigt man das Invarianzprinzip, die Schii-
lerinnen und Schiiler miissen daher erkennen, dass sich zwar beim Verdunsten
der Wasseranteil verdndert, aber, dass die Masse an festen Bestandteilen unver-
dndert bleibt, da diese nicht verdunstet. Hat man den Schiilerinnen und Schiilern
ausreichend Zeit gegeben, um die Aufgabe selbststéandig zu bearbeiten, so soll
anschlieBend die gefundenen Ergebnisse und das Vorgehen besprochen und auch

mogliche Denkfehler aufgedeckt werden.

7.3.3 Problemldsen in der 7./8. Schulstufe

Unterrichtsvorschlag 6

Fine andere Problemléseaufgabe zur Prozentrechnung stammt von Mason et al.
(2008) und lautet folgendermafen:

»In einem Kaufhaus bekommen Sie 20% Rabatt, missen aber 15% Umsatzsteuer
zahlen. Was wdre fiir Sie giinstiger: sollte man zuerst den Rabatt abziehen oder

sollte man zuerst den Steueraufschlag vornehmen “ (Mason et al. 2008, 2)7

Ziel der Unterrichtsstunde:
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen einen Sachverhalt mittels Variablen be-
schreiben. Die Schiilerinnen und Schiiler nutzen dabei die heuristische Strategie

y»opezialfalle“um zu einer Vermutung der Losung zu kommen.
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Bezug zum Lehrplan:

3.2 Arbeiten mit Variablen

e Formeln (bzw. Terme) umformen und durch Rechenregeln be-

grinden konnen,

o Formeln in Sachsituationen und in der Geometrie aufstellen

konnen,

o Aufgaben aus Anwendungsbereichen und aus der Geometrie

durch Umformungen von Formeln oder Termen lésen kénnen,

[...J*(BMBF 2000, 7).

4.2 Arbeiten mit Variablen

e Sicherheit beim Arbeiten mit Variablen, Termen, Formeln und

Gleichungen steigern,

[...J*(BMBF 2000, 7).

Erforderliche Vorkenntnisse:
Voraussetzung fiir deren Einsetzbarkeit ist, dass die Schiilerinnen und Schiiler
bereits ausreichend mit dem Arbeiten mit Variablen vertraut sind und die Pro-

zentrechnung beherrschen.

Funktion der Aufgabe:

Auch hier gilt, dass das Endergebnis erstaunlich ist, sodass man die Schiilerinnen
und Schiiler ebenfalls zuerst bitten sollte zu schétzen, welche Variante die giins-
tigere ist. Um die Aufgabe zu 16sen, empfiehlt es sich Spezialfille zu betrachten,
wie etwa wenn die Ware 100 Euro kosten wiirde. Dabei sollte den Schiilerinnen
und Schiilern auffallen, dass die genaue Reihenfolge irrelevant ist, da in beiden
Féllen ein Endbetrag von 92 Euro zu zahlen wére. Die Problemldseaufgabe zeigt
sehr schon, wie man durch das einfache Betrachten von Einzelfdllen schon zu

einer Losung gelangt.
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Viel schwieriger ist es jedoch eine allgemeine Begriindung hierfiir anzugeben.
Da man fiir deren Herleitung mit dem Umgang von Termen bereits vertraut
sein sollte, eignet sich die Problemloseaufgabe eher fiir die 7. bzw. 8. Schulstu-
fe, auch wenn die Prozentrechnung bereits ab der 6. Schulstufe behandelt wird.

Hierbei geht man von einer Ware aus die z Euro kostet.

Die erste Moglichkeit wére zuerst den Rabatt abzuziehen und anschliefend die
Mehrwertsteuer zu diesem neuen Preis zu addieren. Daraus ergibt sich folgende

Rechnung fiir den Endpreis Fi:

__2_.90
Bl = z— 1520+ 5% 15
x‘%"‘(x;og)'?’

— _z 4 3z _ 3z
= T =5+ 3% ~ 100

— 1 3 3
= 2 (1-5+3% ~ 100)

Die zweite Moglichkeit ist, dass man zuerst den Steueraufschlag dazu rechnet

und anschlielend erst den Rabatt abzieht. Der Endpreis E5 errechnet sich dann

wie folgt:
By = a4 %15 mtd g
3z

_ 3 1 3
= 2 (I+5 5 1w00)
Man sieht hierbei sehr schon, dass die beiden Endpreise F; und FEs gleich be-

rechnet werden und daher gilt auch, dass F; = F» ist.

Erkenntniswert:

Um zu einer schnellen Lésung dieser Aufgabe zu kommen, empfiehlt es sich Spe-
zialfdlle zu betrachten. Dadurch gelangen die Schiilerinnen und Schiiler schnell
zu einer ersten Vermutung und zwar, dass die Reihenfolge hierbei keine Rolle
spielt. Aber erst durch die Einfiihrung einer passenden Notation gelangt man
zu einer allgemeinen Begriindung. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen dadurch
erkennen, welchen Vorteil der Einsatz von Variablen und die Verwendung von
Formeln hat. Dieser Erkenntnisgewinn sollte wieder von der Lehrkraft hervor-

gehoben werden.
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Unterrichtsvorschlag 7

Als Ergénzung zur vorherigen Aufgabenstellung wiirde ich den Schiilerinnen und

Schiilern noch folgenden Aufgabe stellen:

In einem Kaufhaus bekommen Sie 20% Rabatt auf Alles wahrend der Aktionsta-
ge. Daher auch auf die bereits um 30% reduzierte Ware.

Herbert sieht einen Blu-ray Player und denkt: ,Super, erst wurde um 30% ge-
senkt und jetzt noch einmal um 20%. Jetzt kostet der Player ja nur noch halb
so viel!*

Was meinst du dazu? Begrinde deine Antwort! (Vgl. KMK 2005, 17f)

Ziel der Unterrichtsstunde:
Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen mathematisch argumentieren. Die Schiile-
rinnen und Schiiler nutzen dabei die heuristische Strategie ,,Spezialfialle”, um zu

einer Vermutung der Losung zu kommen.

Bezug zum Lehrplan:

3.2 Arbeiten mit Variablen

e Formeln (bzw. Terme) umformen und durch Rechenregeln be-

griunden konnen,

o Formeln in Sachsituationen und in der Geometrie aufstellen

konnen,

e Aufgaben aus Anwendungsbereichen und aus der Geometrie

durch Umformungen von Formeln oder Termen ldsen kénnen,

[...]*(BMBF 2000, 7).

4.2 Arbeiten mit Variablen

e Sicherheit beim Arbeiten mit Variablen, Termen, Formeln und

Gleichungen steigern,

[...J*(BMBF 2000, 7).
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Erforderliche Vorkenntnisse:
Die Schiilerinnen und Schiiler sind bereits ausreichend mit dem Arbeiten mit

Variablen vertraut und beherrschen die Prozentrechnung.

Funktion der Aufgabe:

Auch bei dieser Problemstellung wiirde ich die Schiilerinnen und Schiiler zuerst
raten lassen. Hochstwahrscheinlich wiirden die meisten Schiilerinnen und Schiiler
mit Herberts Ansicht iibereinstimmen, dass die Ware nun nur noch die Héilfte
vom urspriinglichen Preis kostet. Um die Aufgabe zunéchst zu lésen, reicht es
wieder von einem konkreten Beispiel auszugehen. Dabei sollten die Schiilerinnen
und Schiiler auf das tiberraschende Ergebnis kommen, dass die Ware nun nicht
die Hailfte vom urspriinglichen Preis kostet. Fiir eine allgemeine Begriindung
sollen die Schiilerinnen und Schiiler von einer Ware ausgehen, die zu Beginn =

Euro kostete.

Erkenntniswert:

Die Schiilerinnen und Schiiler lernen durch diese Aufgabenstellung, wie man
mathematisch argumentiert. Dies wird gerade dadurch erreicht, dass diese Pro-
blemstellung zur Prozentrechnung den Erfahrungsbereich der Schiilerinnen und
Schiiler entspricht und sie dazu auffordert sich mit dem Fehlschluss auseinander-
zusetzen (vgl. KMK 2005, 18). Ich wiirde die Schiilerinnen und Schiiler nun bit-
ten, diese beiden Aufgaben zu vergleichen und zu erkléaren, worin der Unterschied
besteht. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen dadurch ein besseres Verstédndnis

fiir die Prozentrechnung erhalten.

7.3.4 Problemldsen in der 8./9. Schulstufe

Unterrichtsvorschlag 8

Im Folgenden mochte ich auf zwei Aufgaben, die ,Kerzenaufgabe“und die
,Miiller-Muffig- Aufgabe“von Bruder und Collet (2011) genauer eingehen.
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»Zwei Kerzen brennen mit unterschiedlicher Geschwindigkeit ab: Kerze A ist
36 cm lang und brennt mit 3 cm pro Stunde ab, Kerze B ist 10 cm lang und

brennt mit 1 ¢cm pro Stunde ab. Wann sind beide Kerzen gleich lang“ (Bruder
und Collet 2011, 53)?

,Um 15 Uhr startet Familie Mdiller mit 3 km/h zu ihrem 12 km langen Spazier-
gang um den See.

Plotzlich tropft es bei Herrn Muffig, der unter den Miillers wohnt, von der De-
cke.

Darauf versucht Herr Muffig die Miillers zu informieren.
Um 16 Uhr macht sich Herr Muffig aufgebracht mit 5 km/h auf den Weg.
Wann wird er die Miillers treffen” (Bruder und Collet, 135)7

Ziel der Unterrichtsstunde:
Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbe-

kannten auf verschiedene Arten losen.

Bezug zum Lehrplan:

+4.2 Arbeiten mit Variablen [...]

o lineare Gleichungen mit zwei Variablen graphisch darstellen

und Lésungen angeben konnen,

o Verfahren zum Lésen von linearen Gleichungssystemen (zwei

Gleichungen mit zwei Variablen) nutzen kénnen,

[...J*(BMBF 2000, 7).

»Gleichungen und Gleichungssysteme |[...]

e Ldisen von linearen Gleichungssystemen in zwei Variablen, Un-
tersuchen der Losbarkeit dieser Gleichungssysteme, geometri-

sche Interpretation

[...J*(BMBF 2004, 4).
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Erforderliche Vorkenntnisse:

Beziiglich der zeitlichen Einsetzbarkeit dieser Problemloseaufgaben ist zu be-
achten, dass bereits lineare Funktionen und ihre Darstellungsformen behandelt
wurden, da die Aufgaben sonst nicht l6sbar wéren. Jedoch sollte noch keine An-
wendungsaufgaben dieser Art im Unterricht behandelt worden sein, da es sich

ansonsten nur um Routineaufgaben handeln wiirde.

Funktion der Aufgaben:

Die beiden Aufgabenstellungen sind sehr dhnlich und entsprechen meiner Auf-
fassung einer Problemltseaufgabe. Sie sind leicht verstédndlich und im Prinzip
innermathematisch gestellt, da der Mathematisierungsschritt schon mehr oder
weniger vorgegeben ist. Zudem ist es moglich diese Aufgaben {iber mehrere Wege

zu bearbeiten.

Zunéchst einmal kénnte man dies mittels Gleichungen 16sen.

Fiir die ,Kerzenaufgabe“wiirde man Gleichungen aufstellen, in der die mo-
mentane Hohe h der Kerzen in Zentimeter abhéngig von der vergangen Zeit ¢ in
Stunden ist. Fiir die Kerze A erhélt man dann die Gleichung h = 36 — 3 - t und
fiir die Kerze B die Gleichung h = 10 — ¢, indem man diese beiden Gleichungen
gleichsetzt, erhalt man als Losung ¢ = 13. Durch diesen Losungsweg gelangt
man zu der Annahme, dass die Kerzen nach 13 Stunden dieselbe Hohe haben

sollten.

Fiir die zweiter Aufgabe, die ,,Miiller-Muffig- Aufgabe“, ist der Losungsweg
mittels Gleichungen etwas komplizierter. Zum Einen muss man bereits den Zu-
sammenhang zwischen Geschwindigkeit, Zeit und zuriickgelegtem Weg kennen,
sodass man auf die Formel s = v - ¢t kommt, um iiberhaupt die Gleichungen auf-
stellen zu kénnen. So gelangt man nun zu einer Gleichung fiir die Familie Miiller,
SMiiller = 3 * tasiler, und zu einer fir den Herrn Muffig, sarufrig = 5 - tarufrig-
Zum Anderen muss man den Zusammenhang zwischen diesen beiden Gleichun-
gen erkennen konnen, so zum Beispiel, dass tyryfrig = tminer — 1 gilt. Um
anschlieend noch das Gleichungssystem lésen zu kénnen, muss man erkennen,
dass der zuriickgelegte Weg aller beteiligter Personen, wenn sich diese treffen,

die Invariante ist. Hat man dies alles beriicksichtigt so kommt man zu der Lo&-

144



7.3 Wie kénnte Problemldsen im Mathematikunterricht aussehen?

sung t = 2,5 und man nimmt an, dass Herr Muffig die Miillers nach 2,5 Stunden

eingeholt hat.

Eine andere Moglichkeit wére diese Aufgaben mittels einer Tabelle zu l6sen, in-
dem man einfach systematisch probiert. Auch hier gelten zwar dieselben Schwie-
rigkeiten bei der ,Miiller-Muffig- Aufgabe“, jedoch denke ich, dass diese in
diesem Losungsweg eher unbewusst berticksichtigt werden. Dieser Losungsweg
ist meiner Ansicht nach nicht so abstrakt wie der Losungsweg mittels Gleichun-
gen. Zudem erkennt man bei dieser Losungsdarstellung, dass die berechnete Lo-
sung der ,,Kerzenaufgabe“mittels Gleichungen falsch war. So lasst sich leicht
aus der Tabelle ablesen, dass die Kerze B bereits nach 10 Stunden vollkommen

abgebrannt war, wihrend die Kerze A noch eine Lénge von 6 cm hatte.

Lénge der Kerze (cm)
Zeit(h) Kerze A Kerze B

0 36 10
1 33 9 Zuriickgelegter Weg (km)
2 30 8 Uhrzeit Fam. Miller Hr. Muffig
3 27 7
15:00 0 0
4 24 6
16:00 3 0
5 21 5
17:00 6 5
6 18 4
17:30 7,5 7,5
7 15 3
8 12 2
9 1
10 0

Tabelle 7.2: Losung mittels einer Tabelle

Eine weitere Moglichkeit wéire diese Aufgaben mittels Graphen zu 16sen, sodass
man eine informative Figur erhélt. Auch in dieser Darstellung sieht man, dass
die berechnete Losung fiir die Kerzenldngen nicht plausibel war. Kerze B war
bereits nach 10 Stunden und Kerze A nach 12 Stunden vollkommen abgebrannt.
Demnach wére die richtige Antwort auf diese Aufgabe, dass beide Kerzen nach
12 Stunden, wenn beide bereits vollkommen abgebrannt sind, die gleiche Hohe

erreicht haben.
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Abbildung 7.1: Losung mittels Graphen

Erkenntniswert:

Besonders gut geféllt mir an diesen Problemléseaufgaben, dass sie zwar prinzipi-
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7.3 Wie kénnte Problemldsen im Mathematikunterricht aussehen?

ell die gleichen Losungswege enthalten, aber doch unterschiedlich komplex sind.
Zudem kann man mittels dieser Problemstellungen die Vor- und Nachteile ver-
schiedener Losungswege besprechen. Dies sollte man meiner Ansicht nach auch
unbedingt in der anschlieBenden Reflexionsphase machen, da hierdurch beson-
ders betont wird, wie wichtig es ist, wenn man eine Losung gefunden hat, diese

auch nach ihrer Plausibilitit zu priifen.
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Conclusio

Problemldsen im Unterricht - ein zunéchst einfach wirkendes Thema. Doch bei
genauerer Betrachtung stellt sich heraus, dass es bereits bei der Definition des
Wortes ,,Problem“verschiedene Meinungen gibt und somit auch dariiber, wie

man ein solches 16sen kann.

Verschiedenste Psychologen und Mathematiker haben dariiber unterschiedliche

Auffassungen, wobei, wie so oft im Leben, es nicht nur eine einzige Wahrheit gibt.

Eine Erkenntnis jedoch ist meines Erachtens auf jeden Fall nachvollziehbar:
Was fiir ein Individuum ein Problem darstellt, kann fiir ein anderes lediglich

eine leicht 16sbare Aufgabe und somit keine Schwierigkeiten darstellen.

Durch meine Studien bin ich zu dem Schluss gekommen, dass Problemlosen
immer den Gewinn eines Erkenntniswertes zur Folge haben muss, welcher meist
nicht durch einen einzigen Losungsweg, sondern oft durch eine Vielfalt an mog-

lichen Strategien erreicht werden kann.

Um nun diese Erkenntnis zu erlangen, ist oft ein hoher Zeitaufwand vonné-
ten, wodurch Problemlésen im Unterricht aufgrund der Erhéhung des Selbstbe-
wusstseins der Schiilerinnen und Schiiler zwar sinnvoll, aber leider hdufig schwer

moglich ist.

Dennoch bin ich der Ansicht, dass man Problemlésen zumindest teilweise im
Unterricht einsetzen sollte, um die Kreativitdt der Auszubildenden zu férdern
und somit durch Steigerung der Motivation Neues zu erlernen unter Umstdnden

verborgene Talente aufdeckt.
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