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1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir uns mit der Approximation von Eigenwerten vollstetiger
Operatoren auf nicht-archimedischen Banachrdumen beschéftigen. Es ist bekannt, dass
die Nullstellen eines Polynoms aus C[X] stetig von seinen Koeffizienten abhéingen, siehe
dazu zum Beispiel [2 S. 9]. Da die Eigenwerte die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms sind, sind auch die Eigenwerte eines linearen Operators eines endlichdimen-
sionalen Vektorraums stetig von den Eintragungen seiner Darstellungsmatrix abhéngig.
Diese stetige Abhénigkeit bedeutet, dass fiir e-nahe Operatoren, das heifit fiir ein Paar
von Operatoren ¢, ¢’ mit der Eigenschaft

le —¢|| <e,

auch die Eigenwerte von ¢ und ¢’ nahe beieinander liegen, das heifit zu jedem Eigenwert
A; von ¢ existiert ein Eigenwert \; von ¢’ sodass |)\l~ — )\;‘ < 0 fiir ein 6 = (). Wir in-
teressieren uns dafiir ob eine analoge Aussage auch im nicht-endlichdimensionalen, nicht-
archimedischen Fall gilt, das heifit ob sie auch fiir Operatoren auf nicht-archimedischen
Banachraumen gilt. Wir definieren dazu eine Klasse von Operatoren D(V') deren Eigen-
werte gute Approximationseigenschaften haben. Diese Klasse ist ein Analogon zur Klasse
der selbstadjungierten kompakten Operatoren aus der archimedischen Funktionalanaly-
sis. Um die obige Herangehensweise fiir nicht-archimedische Banachrdume zu adaptieren
liefle sich das charakteristische Polynom eventuell durch die Fredholmdeterminante er-
setzen, doch wir wéihlen einen anderen Weg. Wir werden die Absténde der Eigenwerte
fiir e-nahe Operatoren, direkt abschéitzen. Ein Vorteil dieser Herangehensweise ist, dass
wir auch qualitative Ergebnisse erhalten. Genauer werden wir als Hauptresultat zeigen
dass sich die Absténde der Eigenwerte eines Paares e-naher Operatoren durch € und die
Anzahl der Eigenwerte von ¢, die grofler als ¢ sind, abschétzen lassen; siehe Korollar
4.12] Diese Abschatzung impliziert insbesondere die stetige Abhéngigkeit der Eigenwerte
von . Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die direkte Abschiatzung der Eigenwerte ist die Tat-
sache, dass die Eigenwerte eines Operators aus D(V') gegen 0 konvergieren (siehe Satz
, das heifit fast alle seine Eigenwerte haben einen Betrag kleiner als ein gegebenes
e > 0. Wegen der starken Dreiecksungleichung spielen also nur endlich viele Eigenwerte
bei der Approximation von Eigenwerten e-naher Operatoren aus D(V') eine Rolle. Dies
begriindet, warum wir mit der Approximation von Eigenwerten e-naher stetiger linearer
Operatoren endlichen Ranges beginnen. Den nicht-endlichdimensionalen Fall fiihren wir
dann auf den endlichdimensionalen Fall zuriick indem wir ausnutzen, dass jeder vollste-
tige Operator der Limes von Operatoren endlichen Ranges ist. Zum Schluss zeigen wir
als Anwendung, dass fiir einen Operator aus der Klasse D(V') mit ¢ = lim,,_,, ¢, und
vn € D(V), die Eigenwerte der Operatoren ¢,, gegen die Eigenwerte von ¢ konvergieren;
sieche Satz [4.13l

Wir geben noch einen kurzen Uberblick iiber den Inhalt: Der Abschnitt 2 enthilt Bemer-
kungen zu den Grundlagen der nicht-archimedischen Funktionalanalysis; hierbei gehen
wir nach [I], [3] und [4] vor. Ab Abschnitt 3 beginnen wir dann mit dem eigentlichen
Thema der Arbeit, der Approximation der Eigenwerte.



2 Grundlagen aus der nicht-archimedischen
Funktionalanalysis

In diesem Abschnitt wollen wir uns kurz mit den Grundlagen der nicht-archimedischen
Funktionalanalysis auseinandersetzen.

Konvention. Das heifit wir setzen K stets als nicht-archimedischen Korper, also einen
vollstdndigen Korper mit einem Betrag |-| fiir den die starke Dreiecksungleichung gilt,
voraus.

Die Definitionen dhneln oft jenen aus der archimedischen Funktionalanalysis, aber es
gibt wesentliche Unterschiede die wir beachten miissen. Wie zum Beispiel die Notwen-
digkeit der Einfiihrung der Bedingungen (N) und (N’), um das Normieren aller Vektoren
zu ermoglichen und die Operatornorm durch die Gleichung

11} = sup{lle(w)[ : v € V' mit |v] <1}

auszudriicken. Wir beginnen mit der Definition eines normierten Vektorraums, sie ent-
spricht der {iiblichen Definition aus der archimedischen Theorie, mit dem Unterschied,
dass die zugrundeliegende Norm die starke Dreiecksungleichung erfiillen muss.

2.1 Die Bedingungen (N) und (N’)

Definition 2.1 (Normierter Vektorraum). Ein normierter Vektorraum ist ein K-Vektor-
raum V zusammen mit einer Normabbildung ||-|] : V' — Rsg, welche die folgenden
Eigenschaften fiir alle « € K und v, w € V erfiillt:

1. |lv]| = 0 genau dann, wenn v = 0 gilt,

2. [lav|| = [af [[v]| und

3. [lv 4wl < max{[jv], [[w]}.

Damit definiert man dann den Begriff des Banachraumes.

Definition 2.2 (Banachraum). Ein K-Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der
beziiglich der von seiner Norm induzierten Topologie vollstandig ist.

Ein Unterschied zu den archimedischen normierten Vektorrdumen ist, dass es hier
moglich ist, dass der Durchschnitt der Mengen

{Jlvf| :v e V ={0}}n{la| : v € K™}

leer ist. Das bedeutet, dass man im nicht-archimedischen Fall im Allgemeinen nicht
jeden Vektor normieren kann. Sei zum Beispiel K, der normierte Vektorraum, welchem



der Korper K als Vektorraum zugrundeliegt, zusammen mit der Norm ||-|| : a +— 7],
wobei r eine positive reelle Zahl ist. Dann ist

{lloll - v e K = {0} n{laf - a € K7} =0,

wenn 7 kein Element aus der Wertegruppe von K ist:

Definition 2.3 (Wertegruppe). Unter der Wertegruppe Wy von K, ist das Bild von
K* unter der Betragsabbildung von K zu verstehen. Also

Wy = {’&| ac K*} - RZO'

Aus diesm Grund fithren wir die folgende Bedingung nach [4] ein.

Definition 2.4 (Bedingung (N)). Sei V' ein K-Banachraum und Wy die Wertegruppe
von K. Wir sagen V erfiillt die Bedingung

(N) wenn fiir alle v € V' der Abschluss von Wk in Rs( den Betrag |v| enthélt.
Insbesondere ist diese Bedingung dann erfiillt, wenn
(N7) V= {llvll: v eV} ={lal:a e K} = |K]gilt.

Wie aus der Theorie nicht-archimedischer Korper bekannt gilt die starken Dreiecks-
ungleichung fiir normierte Vektorraume

[v+wl| < max{]jo]], [Jw]]}

mit Gleichheit falls ||v]| # ||w]| . Dies wollen wir nun fiir K'-Vektorraume verallgemeinern.

Lemma 2.5. Sei V' ein normierter K-Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann gilt
[or + -+ on |l = max{{|oa ]|, ..., [Jonll},

falls [oi]| # o | fir alle i # j.

Beweis nach [1]. Nach der Definition eines normierten Vektorraums folgt mittels In-
duktion, dass [|v1 + -+ v,|| < max{||lvi|l,...,|lvall}, Wir miissen also nur noch die
umgekehrte Ungleichung zeigen. Sei dazu s = vy + - - - + v,,. Da wir ||v;|| # ||v|| fiir alle
i # j voraussetzen konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ||vi|| < [Jva]| < -+ < ||va] gilt.
Es folgt

[on]| < max{|[s||, max{[|v1[[, ... [[ona]l} = max{][s], [[on-1]l},
dav,=s—(v1+ -+ v,_1). Dawir ||v,_1]| < ||v,|| angenommen haben, folgt

max{[[orl[ ;.. [Jonll} = [lonll < max{{[sl] [[on-a I} = l[s[] = flor - +vall -



2.2 Die innere direkte Summe in Banachraumen

Seien U;, ¢ € I, Untervektorrdume eines Banachraumes V', deren Summe direkt ist.
Dann ist die innere direkte Summe @ie ; Ui <V ein normierter Vektorraum. Allerdings
ist dieser im Allgemeinen nicht abgeschlossen. Daher definieren wir:

Definition 2.6. Seien U;, i € I, Untervektorrdume des Banachraumes V. Dann definie-
ren wir den Banachraum .
Do

iel
als den Abschluss des normierten Vektorraums @,.; U; im Banachraum V.
Bemerkung 2.7. Seien U;, © € I, Untervektorrdume eines Banachraumes V. Dann gilt
@Ui = {Zuz cu; € U;, 1€ 1 und lllenlquZ = 0} .
icl icl

2.3 Orthogonalitdt in nicht-archimedischen Banachraumen

Wie wir in der Einleitung bemerkt haben, benétigen wir den Begriff der Orthogonalitét,
dazu miissen wir diese zunéchst fiir nicht-archimedische Banachrraume einfithren. In der
archimedischen Theorie fiir Vektorrdumen lésst sich die Orthogonalitéit eines Vektors v
beziiglich eines echten Untervektorraumes F' durch

vl FsduF)=]|ov|

charakterisieren. Auf analoge Weise konnen wir Orthogonalitét fiir nicht-archimedische
Vektorrdume definieren. Dazu benétigen wir den folgenden Abstandsbegriff.

Definition 2.8. Sein V ein normierter K-Vektorraum und F' C V. Dann definieren wir
den Abstand von v € V zu F' durch

d(v, F') = inf o= f].

Nun koénnen wir damit die Orthogonalitdt definieren.

Definition 2.9. Sei V ein Banachraum und v, w € V. Dann sagen wir v und w stehen
orthogonal zueinander, und schreiben v | w, genau dann, wenn

d(v, (w)) = [jo] -
Dabei steht (w) fiir die lineare Hiille von w.

Aus dieser Definition geht noch nicht hervor, dass es sich bei der Orthogonalitét um
eine symmetrische Relation handelt. Dies ergibt sich aus dem folgenden Lemma.



Lemma 2.10. Se: V' ein K-Banachraum und v,w € V. Dann stehen v und w orthogonal
zueinander, genau dann wenn

low + fwl| = max{[lav], [ fuw]]}

fiir alle o, € K gqilt. Insbesondere stehen v; € V' fir alle 1 < i < n orthogonal
zueinander, das heifst v; L Zj# v; fiir alle 1 <1 <n, genau dann wenn

logvy + - - + v, || = max{|laqvi ||, ..., ||anva||}
fir alle a; € K, 1 <1 <n gilt.
Um dieses Lemma zu beweisen benétigen wir noch das folgende Lemma.

Lemma 2.11. Sei V' ein K-Banachraum und v,w € V. Sei weiters t eine reelle Zahl
0<t<1undl|v+w|>t|v|. Dann gilt auch ||v + wl|| >t ||w|| und insbesondere

[o +wl| = t max{jvf}, Jw][}.

Beweis nach [1]. Angenommen es wiirde ||v + w|| < t||w|| gelten. Dann wire ||v + w|| <
|w|| und wegen Lemma [2.5] muss dann schon ||v|| = [Jw]| gelten. Denn wiirde ||w|| < ||v||
gelten, dann wire [|v]| = ||Jv + w|| < ||Jw|| ein Widerspruch zur Annahme. Analog fiihrt
man die Annahme ||w|| > ||v|| zu einem Widerspruch. Damit wiirde ||v + w|| >t |jv|| =
t [Jw|| folgen, was unserer ersten Annahme ||v + w|| < t||w|| widerspricht. Also gilt auch
lo +wl = w]. O

Beweis von Lemma nach [1. Sei v L w. Dann gilt

low + Buwl| = |af

g
v = <_E w|| = ald(v, (w)) = |af |lv]| = [lav]].
Mithilfe von Lemma folgt dann,

lav + fwl| = max{|jav], || fw|[}.

Da immer ||av + fw| < max{||av]|, | fw]|} gilt, ist die erste Richtung gezeigt. Sei nun
umgekehrt [|av 4+ fw| = max{||av||, ||fw||} fir alle o, 8 € K. Dann gilt insbesondere
fiir alle g € K

lv = Bwll = max{|[o], || Sw|[} = [lv]|

Daraus folgt, dass d(v, (w)) > ||v|| gilt. Weil

inf o —w'| < Jlv=0] =[],
'e{w)

gilt auch d(v, (w)) < ||v|| und es folgt d(v,(w)) = |jv||, also v L w. Der Rest der
Behauptung folgt durch Induktion. O



Ein wichtiger Unterschied beziiglich der Orthogonalitidt in nicht-archimedischen Ba-
nachrdumen V ist, dass im Allgemeinen die Menge {y € V' : 2 L y} keinen Vektorraum
bildet. Denn betrachtet man das Beispiel V = K%, u = (1,1), v = (1,0) und w = (0, 1),
dann gilt v L v und v L w aber nicht v | v+ w. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 2.12. Seien U;, U; Untervektorrdume eines Banachraumes V. Dann sagen
wir U; steht orthogonal auf U; und schreiben U; L U,, wenn fiir alle u; € U; und alle
ug € Uy gilt, dass u; L ug. Sei nun (U;);e; eine Familie von Untervektorrdumen eines
Banachraumes V. Die Familie (U;);e; heifit orthogonal, wenn

U; L PU;
i#]
fiir alle j € I gilt.
Jetzt konnen wir den Begriff einer Orthonormalbasis einfiihren.

Definition 2.13 (Orthonormalbasis). Sei V ein K-Banachraum. Eine Teilmenge {e; }icr
von V heifit Orthonormalbasis von V' wenn

1. jedes v € V eine Darstellung der Form v = > ., ase; mit o; € K, lim; oy = 0

besitzt und

el

2. jede dieser Darstellungen v = ), ; aye; Norm |lv|| = sup;¢; || hat.

Bemerkung 2.14. Der Punkt 2 in der obigen Definition entspricht der Orthonormalitét
der Basisvektoren. Denn fiir eine Darstellung von v = Zie ; e, lasst sich die Norm dann
berechenen durch

[0]] = sup [|eies]| = sup [l
iel i€l

weshalb |e;|| = 1 fiir alle i € I gelten muss. Auflerdem sorgt der Punkt 2 auch dafiir, dass
die Koeffizienten «; eindeutig bestimmt sind, das heifit die e; sind linear unabhéngig. Er-
setzt man in Punkt 2 die Bedingung durch ||v|| = sup,¢; ||a;e;|| erhélt man die Definition

einer Orthogonalbasis.

Satz 2.15. Sei (U;);er eine orthogonale Familie in einem Banachraum V', mit der Eigen-
schaft V = @ielUi- Seien weiters B;, © € I, Orthonormalbasen von U;. Dann definiert
U,e; Bi eine Orthonormalbasis von V. Insbesondere definiert \J,, B; fiir jede Teilmenge

I' C I eine Orthonormalbasis von @ig,Ui.

icl’

Beweis. Sei v € V beliebig. Weil V = @ieIUi besitzt v eine Darstellung der Form
V= Zie ; u; mit u; € U; und lim;e u; = 0. Da jeder Untervektorraum U; eine Orthonor-
malbasis B; = {b;; : j € J;} besitzt erhalten wir die folgende Gleichung

V= ZUZ = Z Zai’jb@j,

iel i€l jEJ;



wobei lim; a; ; = 0 fiir alle ¢ € I, da B; fiir alle ¢ € I Orthonormalbasis von Uj; ist.
Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass lim; ; o; ; = 0 gilt, denn dann haben wir eine
Darstellung gefunden die Punkt 1 der Definition einer Orthonormalbasis geniigt. Sei
e > 0 beliebig aber fix. Wegen der Charakterisierung der inneren direkten Summe gilt
lim; u; = 0, weshalb ||u;|| < e fiir fast alle ¢ € . Sei nun I die Menge der Indizes, sodass
|ui|]| < €. Dann ist I — I’ endlich. Weil B; Orthonormalbasis von Uj ist, gilt

|uil| = sup{|ai;| : j € Ji}

und daher ist |o; ;| < e fir alle ¢ € I’ und alle j € J;. Fiir jedes ¢ € I — I', sei J! C J;
die Teilmenge jener Indizes sodass | ;| < e. AuBlerdem gilt fiir alle ¢ € I — I, dass
lim; o; ; = 0 (siehe oben) und somit sind die Mengen J; — J! endlich fiir alle s € [ — I".
Dabher ist

{(i,j):ieI—=T"und j € J;, — J'}

die Menge aller Indizes fiir die der Betrag von «;; grofler oder gleich € ist. Diese ist
endlich, da J—1" endlich ist und J;—J; fiir alle i € I—1" endlich ist. Also gilt lim; ; a; j = 0.
Wir zeigen nun dass auch die zweite Bedingung der Definition einer Orthonormalbasis
gilt. Da die Untervektorrdume U; eine orthogonale Familie bilden erhalten wir

S

il

[oll = = sup [|u -
el

Es folgt
lv]| = s’ujp ||lwil| = s’ujp {sup{|ai;| : j € Ji}} =sup{la; |t € und j € J;}.
1€ 1€

Damit erfilllt B = |J,.; B; = {bi; :i € und j € J;} die zwei Bedingungen an eine
Orthonormalbasis. ]

Jetzt wollen wir noch einen Satz erwéhnen, welcher uns im Abschnitt 4 ermoglicht
die Voraussetzungen etwas allgemeiner zu halten. Der Beweis benotigt das Konzept der
projektiven Banachrdaume, fiir Details siehe [3, S. 174].

Satz 2.16 (Gruson). Sei V' ein Banachraum mit einer Orthogonalbasis. Dann besitzt
auch jeder abgeschlossene Teilraum von V' eine Orthogonalbasis.

Wenn wir zusétzlich die Bedingung (N’) voraussetzen lésst sich jedes v € V' normie-
ren und wir konnen aus einer Orthogonalbasis eine Orthonormalbasis machen. Damit
erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 2.17. Sei V' ein Banachraum mit einer Orthogonalbasis, welcher die Bedin-
gung (N°) erfillt. Insbesondere besitzt damit V' eine Orthonormalbasis und auch jeder
abgeschlossene Teilraum von V.



2.4 Volistetige Operatoren

Die Bedingung (N) spielt auch eine wichtige Rolle fiir den Raum der stetigen lineare
Abbildungen, der wie folgt definiert ist.

Definition 2.18. Seien V, W K-Banachrdume. Wir definieren £(V,W) als den K-
Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen ¢ : V' — W und schreiben L£(V') fiir
L(V, V). Dieser wird mit

ol = sup { L e v g0y}

zu einem Banachraum.

Da L(V) ein normierter Vektorraum ist erhalten wir das folgende Resultat.

Lemma 2.19. Seie > 0 beliebig. Sei V' ein Banachraum und seien @, ¢ und ¢" € L(V)
mit || —¢'|| <e (< 1) und ||¢" — ¢"|| <e (< 1). Dann folgt

o —¢"|| <e.

Beweis. Fiir Operatoren mit ||¢ — ¢'|| < e und ||¢' — ¢"|| < € gilt

//|

le—¢" | =l — ¢ +¢ = ¢"|| <max{|le — |, l¢" = "I} <e.

O

Wir erlautern nun, weshalb die Bedingung (N) eine wichtige Rolle im Raum der ste-
tigen linearen Abbildungen spielt.

Bemerkung 2.20. Wenig iiberraschend ist, dass die Norm wie in der archimedischen
Theorie definiert wird, allerdings gilt die bekannte Gleichung

LI} = sup{lle(w)[| : v € V mit |v <1},

nur wenn V' die Bedingung (N) erfiillt. Sei zum Beispiel V' = Q3 mit Norm |v|| = 2 |v],
und W = Q3 mit der (iiblichen) Norm |[-|;. Betrachten wir die Abbildung id : V' — W,
dann gilt

||id||=sup{w:vev—{()}}:sup{ﬂ;vev—{()}}:%.

2|vl, 2|vl,
Aber es gilt

1 1
lid|| # sup{||id(v)|| : v € V mit 2 |v|; <1} = sup {]v]3 < JiVE V} =3

denn die Wertegruppe von Qs ist Wg, = 3%.

10



Jetzt fithren wir die Klasse der Operatoren ein, welche die Grundlage der Operatoren
bildet die wir behandeln wollen.

Definition 2.21 (Vollstetiger Operator). Seien V und W Banachrédume. Ein Operator
¢ € L(V,W) heiBt vollstetig genau dann wenn, ¢ der Limes Operatoren endlichen
Ranges ist. Dass heifit es gibt ¢, € £(V, W) mit rank(y,) < 0o, sodass

@ = lim ¢,.

n—oo

Wir bezeichnen C(V,W) als den Untervektorraum aller vollstetigen Operatoren und
schreiben C(V') fur C(V, V).

2.5 Der Spektralsatz fiir nicht-archimedische vollstetige Operatoren

Wir wollen auf ein wichtigstes Resultat aus der nicht-archimedischen Funktionalanalysis
eingehen, ein Analogon zum Spektralsatz der archimedischen Funktionalanalysis. Der
Satz zeigt, dass sich die verallgemeinerten Eigenrdume eines nicht-archimedischen volls-
tetigen Operators abspalten lassen und motiviert die Wahl der Klasse von Operatoren
D(V) welche wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachten werden, siche dazu De-
finition . Wir geben einen Uberblick; genauere Informationen und die Beweise aller
Behauptungen sind in [4] zu finden.

Um den Satz formulieren zu konnen miissen wir zuerst die Fredholmdeterminante ei-
nes vollstetigen Operators definieren. Sei dazu V' der Banachraum cy(7) und ¢ € C(V),
wobei

co(l) :=={fe€l>®(): firallee >0ist |f(i)| < e fir fast alle i € [}

und [*°(7), der Banachraum aller beschrénkten Funktionen f : I — K ist. Wir konnen
annehmen, dass ||| < 1, denn wir bendtigen spéter auch nur diesen Fall. Dann gilt
(Vo) C Vo fiir Vo := {v e V : |Jv]] < 1}. Sei a < m ein Ideal in O, wobei m = {a €
K :a] < 1} und O = {a € K : |a|] < 1}. Dann induziert die Abbildung ¢ einen
Endomorphismus

a2 Vo aVy — Vi /aVh.

Der Raum Vy/aVj ist ein freier O/a-Modul. Die Vollstetigkeit von ¢ fiithrt dazu, dass
die Eintragungen ihrer Matrixdarstellung beschrénkt sind, weshalb dass Bild von ¢, in
einem endlich erzeugten freien O/a-Untermodul V; von V;/aVj enthalten ist. Damit ist
das charakteristische Polynom von ¢, definiert durch

det(1 — T'p,) := det(1 — praly,).
Fiir ein Ideal o’ C a gilt koeffizentenweise

det(l1 — T'p,) = det(l — T'py) (mod a).

11



Sei w € O mit |w| < 1, a, = @"O das Hauptideal welches von @™ erzeugt wird und
a; q, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von ¢,,, das heif3t

det(1 — Ta,) = > aia,T".

Dann bilden (a;q, )n fir alle ¢ eine Cauchyfolge in O und lim,,_,o a;4, existiert. Damit
konnen wir die Fredholmdeterminante definieren:

Definition 2.22 (Fredholmdeterminante). Sei V' der K-Banachraum co(I). Sei ¢ €
C(V) ein vollstetiger Operator mit [|¢|| < 1. Dann definieren wir die Fredholmdetermi-
nante als

H(T, ) = det(1 — T) = > (lim a;,,)T" € O[T]].

n—00
1€Np

Jetzt konnen wir den nicht-archimedischen Spektralsatz fiir vollstetige Operatoren
formulieren.

Satz 2.23. Sei V der K-Banachraum co(I). Sei ¢ € C(V') ein vollstetiger Operator mit
lel] < 1. Sei a € K eine Nullstelle der Fredholmdeterminante der Ordnung h. Dann
lasst sich V' auf eindeutige Weise in eine direkte Summe

V = N(a) ® F(a)
zerlegen, wobei N(a) und F'(a) abgeschlosse p-invariante Teilrdume von V' sind, sodass
1. der Operator 1 — ap auf N(a) nilpotent ist,
2. der Operator 1 — ap auf F(a) invertierbar ist und

3. dim N(a) gleich der Ordnung h der Nullstelle a ist.
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3 Eigenschaften von Eigenwerten nicht-archimedischer
Operatoren

In diesem Abschnitt wollen wir Eigenschaften von Eigenwerten nicht-archimedischer
Operatoren, das heifit von Operatoren aus L£(V'), betrachten. Die Giiltigkeit der starken
Dreiecksungleichung fithrt zu einem interessanten Ergebnis. Dazu wiederholen wir zuerst
die Definition des Eigenwerts.

Definition 3.1 (Eigenwert). Sei V' ein K-Vektorraum und ¢ : V' — V ein Endomor-
phismus. Dann heifit A € K Eigenwert zum Eigenvektor 0 # v € V| wenn
p(v) = v

gilt. Weiters definieren wir den Eigenraum E/(\) als den Untervektorraum in V' bestehend
aus allen Eigenvektoren zum Eigenwert \.

Analog zur linearen Algebra gilt die folgende Eigenschaft.

Lemma 3.2. Sei V' ein K-Banachraum, ¢ € L(V) und \; € K, i € I, die Figenwerte
von @. Dann qilt
Xl < ||l fir allei € 1.

Beweis. Sei v; € V, i € I, der zugehorige Eigenvektor des Eigenwerts \;, dann gilt

le(wll _ Al _
Fedl = T

|wu=wpﬁﬁgﬂzvev_{m}z Al

]

Das folgende Lemma zeigt, welch groflen Einfluss die starke Dreiecksungleichung auf
den Abstand aller Eigenwerte zueinander hat. Auflerdem sieht man mithilfe dieses Lem-
mas, wie stark die Bedingung ||¢ — ¢|| < & an zwei Operatoren ¢, ¢’ € L(V) die Norm
der beiden Operatoren einschrankt. Darauf werden wir in der Bemerkung néher
eingehen.

Lemma 3.3. Sei V' ein K-Banachraum. Seien ¢, ¢ € L(V), \; € K, i € I, die Eigen-
werte von ¢ und X; € K, j € J, die Eigenwerte von ¢'. Dann gilt

A = ] < max{|lll, [l']]}
fiir allev € I und j € J.

Beweis. Wegen Lemmaist IAi] < ||| fiir alle i € I und |N;| < [|¢/] fiir alle j € J.
Dann folgt ganz allgemein fiir alle ¢ € I und alle j € J, dass

[\ = ] < max{| Al (A} < max{fll] [1¢/]]}-

13



Bemerkung 3.4. Seien zwei Operatoren ¢, ¢’ € L(V) mit ||¢ — ¢|| < e und ||¢]| # ||¢|]
gegeben. Dann gilt

e > |lo = ¢l = max{lle]l, [|€']]}-
Daher ist [|¢]| < e und ||¢|| < e. Insbesondere folgt aus Lemma [3.3] dass

A = X < max{[lell, ']} <e

fir alle ¢ € I und j € J. Das heifit fiir e-nahe Operatoren, sind die Absténde all ihrer
Eigenwerte zueinander auch kleinergleich als . Daher sind in diesem Fall alle Aussagen,
die wir spédter im Abschnitt 4 beweisen werden, trivialerweise erfiillt. Allerdings, wie wir
gerade gesehen haben, muss, falls ||¢|| # ||¢|| gilt, notwendigerweise auch ||| < e und
||| < e gelten, das heifit die Operatoren haben selbst schon eine kleine Norm nicht nur
ihre Differenz. Damit ist dieser Fall eigentlich uninteressant und wir kénnten von nun
an ||¢|| = ||¢’|| annehmen, was wir, um die Aussagen allgemeiner zu halten, aber nicht
tun werden. Dies erklért auch warum wir in vielen Beweisen nur die Norm von ¢ fiir
Abschéitzungen heranziehen werden.

Der folgende Satz ist entscheidend um den Satz von Gruson bzw. dessen Folgerung
Korollar anwenden zu konnen.

Satz 3.5. Sei V ein K-Banachraum, ¢ € L(V) und \; € K, i € I, die Eigenwerte von
. Dann sind alle Figenrdume E(X;) abgeschlossen.

Beweis. Sei i € I beliebig. Sei weiters (v;,)nen eine Folge von Eigenvektoren aus E();)
mit v = lim,,_, v;, fiir ein v € V. Wir miissen zeigen, dass v € E()\;). Da ¢ insbesondere
stetig ist, gilt

ov) = (hm Ui,n) = lim ¢ (v;,) = lm \v;, = \v.

n—oo n—oo n—oo

Damit ist v € E()\;) und da ¢ € I beliebig war ist die Behauptung bewiesen. O

Der folgende Satz erméglicht uns die Voraussetzungen fiir die Aussagen im Abschnitt
4 etwas allgemeiner zu halten, denn ohne diesen Satz miissten wir die Existenz von
Orthonormalbasen fiir die Eigenrdume voraussetzen. Siehe dazu auch Bemerkung [4.7]

Satz 3.6. Sei V' ein Banachraum mit einer Orthogonalbasis, welcher die Bedingung (N’)
erfillt. Sei weiters ¢ € L(V) und \; € K, i € I, die Figenwerte von . Dann besitzt
jeder Eigenraum E()\;) eine Orthonormalbasis.

Beweis. Folgt aus Korollar und Satz [3.5] O
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4 Approximation der Eigenwerte nicht-archimedischer
volistetiger Operatoren

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Abschétzung der Abstdnde von Eigenwerten
e-naher vollstetiger Operatoren und der Konvergenz der Eigenwerte einer konvergenten
Folge von vollstetigen Operatoren beschéftigen. Wir definieren dazu eine Klasse von
Operatoren mit guten Approximationseigenschaften. Beginnen werden wir allerdings mit
einer Abschétzung der Abstédnde der Eigenwerte stetiger linearen Operatoren endlichen
Ranges.

Konvention. Sei von nun an V ein K-Banachraum, welcher die Bedingung (N”) erfiillt
und ¢ bedeute stets eine reelle Zahl in R.

Warum diese Voraussetzung notwendig ist, werden wir in der folgenden Bemerkung
erldutern.

Bemerkung 4.1. Wegen Bemerkung muss der Banachraum V' die Bedingung (N)
erfiillen, denn fiir manche Beweise ist es notwendig, dass

sup { 1800 v oy} —sup ol v € v it ol < 1)

gilt. Dies ist aber keine Einschréinkung, da jeder Banachraum V' zu einem Banachraum
isomorph ist, welcher die Bedingung (N) erfiillt. Wir definieren dazu eine neue Norm

||U||/ = inf{r € Wi :r <|v||}

wodurch der Banachraum (V, ||-||") die Bedingung (N) erfiillt und klarerweise auch iso-
morph zum urspriinglichen Banachraum V' ist. In unserem Fall reicht das allerdings noch
nicht, da wir fiir manche Beweise Vektoren normieren miissen, wir benotigen also die
Bedingung (N’). Dies stellt eine Einschriankung dar, allerdings wiirden die Ergebnisse
mit leichten Abschwéichungen der Abschétzungen auch fiir Vektorrdume, die nur die
Bedingung (N) erfiillen, gelten. Wegen des technischen Aufwands und der mangelnden
neuen Erkenntnisse sehen wir davon ab.

Nun kommen wir zur Abschétzung der Abstdnde der Eigenwerte e-naher stetiger li-
nearer Operatoren endlichen Ranges. Wir wollen den folgenden Satz beweisen.

Satz 4.2. Seien ¢,¢' € L(V) von endlichem Rang mit || —¢'|| < e (< 1) und
ol ']l < 1. Seien weiters \; € K, i € I, die Eigenwerte von o, \; € K, j € J,
die FEigenwerte von ¢’ und

il jeJ

die direkte Summe der Eigenrdume von ¢ bzw. ¢'. Dann gilt fir alle j € J

[I1X-xl<e

i€l
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Bemerkung 4.3. Da im obigen Satz ¢ bzw. ¢’ von endlichem Rang ist, folgt dass Kar-
dinalitdt von I bzw. J endlich ist und die Dimension der Eigenrdume aller Eigenwerte
Ai # 0 bzw. aller Eigenwerte A’ # 0 ebenfalls endlich ist, denn es gilt

@E ) bzw. im( @E )\/

A0 X0

Insbesondere muss dann fiir einen nicht-endlichdimensionalen Banachraum V' der Eigen-
raum F(0) von ¢ bzw. ¢’ auch nicht-endlichdimensional sein.

Um diesen Satz zu beweisen, benotigen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 4.4. Seien ¢, ¢ € L(V) mit || — ¢'|| <e (< 1) und |||, |¢|| < 1. Dann gibt
es fir allev € V mit ||v|| <1 ein w =w(v) € K mit |w| < e undu €V mit ||ul]| =1,
sodass

p(v) = ¢'(v) + wu.

Beweis. Im Fall p(v) = ¢/(v) ist die Behauptung klar. Sei also v € V mit [jv| < 1
und p(v) # ¢'(v). Aufgrund der Bedingung (N’) gibt es ein w = w(v) € K, sodass
|| = [le(v) — ¢’ (v)|| # 0 ist und es gilt

Da [l — || < e ist, gilt || = [[o(v) = @' (W)[| < [lo = |l Jv]] < & und klarerweise gilt
auch ||ul| = 1. O

Lemma 4.5. Seien ¢, ¢ € L(V) mit ¢ —¢'|| < e (< 1) und ||¢],]¢]| < 1. Dann

folgt
o™ — ™| < e fiir alle n € N.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mittels Induktion nach n. Fiir den Induktionsanfang
n = 1 ist nichts zu zeigen, da in diesem Fall die Behauptung der Voraussetzung ent-
spricht. Nehmen wir nun an, die Behauptung sei fiir n bewiesen. Sei v € V' beliebig mit
|v]| < 1. Wegen Lemma[t.4] existiert w € O mit |w| < e und w € V mit [|ul| = 1, sodass
o(v) = ¢'(v) + wu. Dann gilt

" (w) = " W) = lle™ () — @™ (&' (V)]
= lle"(¢'(v) + U) " (¢ (W)l
= [lme™ () + ¢"(¢'(v)) — " (@' (V)]
< max{|w@| " (W), [l¢"(#'(v)) =" (" ()]}

<e,

da [[¢"(#'(v)) = " (@D < lle" =" ¥ ()| < ell'[[[[v]l < e nach Induktions-
voraussetzung. Weiters ist auch |@|[|¢™(u)|| < e, weil || < &, [|[¢"]] < |lolI" < 1 und
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|u|]| = 1. Damit haben wir gezeigt, dass
ngn—i-l . SO/n-i-lH — Sup{HgO"“(v) o Spm—H(U)H cv eV mit HUH S 1} S c
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Nun kénnen wir nun mit dem Beweis von Satz [4.2] beginnen.

Beweis von Satz[{.3. Wir definieren das Polynom p(T) := [[,.,(T" — A;) und setzen fiir
T Operatoren aus L(V') ein. Da

im(p) = EB E(N)
Ai#0

gilt, ist n := |I| < 14 rank(p) < oco. Sei 0.B.d.A I = {1,...,n}. Dann ergibt sich die
folgende Gleichung fiir einen beliebigen Eigenvektor v; von ¢ zum Eigenwert \;

=Y — /\11dv) O-+-+0 ((70 — /\nid\/)vi
o — Aidy) oo ((v;) — A\pidy (v5))

Da [].c;(Ai = Ax) =0, ist p(p) = 0 auf E();) und es folgt p(¢) = 0 auf V, denn nach
Voraussetzung gilt V = €p,.; E(\;) und p(yp) ist linear. Ganz analog folgt, dass fiir alle
Eigenvektoren v; € V' von ' mit dem Eigenwert A’

p(e")v; = TG = v

kel
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gilt. Weiters gilt

Ip(e) — p()ll = || (o — Nidv) — ] (¢ — Aiddy)

iel el
k=0 SC{l ..... n}i€S SC{l ..... n} i€S
|S|=k |S|=Fk
_ n (Spnfkldé, /n kldk Z H )\
k=0 Sc{1,...,n} i€S

|S|=k

_ _l(wn D || Y

3

k=0 Sc{l,...,n} i€S
|S|=k
(1) < max{|l¢" = "||, "t — " e =1}

Die letzte Ungleichung gilt, da wegen Lemma und der Voraussetzung ||¢|| < 1

< <
2 A= e TN =
Sc{1,...,n} i€S |S|=k €S
1S|=k
gilt. Aus Lemma [4.5 und (1) folgt dann
Ip(e) — p()ll < max{lle” — ™|, [|¢" " =™, ... Ll =&} <

Da wir die Bedingung (N’) voraussetzen, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle Ei-
genvektoren v; Norm 1 haben. Da p(¢)(v) = 0 fiir alle v € V/, folgt fiir alle Eigenvektoren
v; €V, dass

H(A} — AV

el

e > ||p(e)(v)) = (") ()] = lp() (W) =

Damit folgt dann

e > | TI05 = 2wt = [TT0% =2 ol = [ TT0% -2
iel iel icl
fiir alle j € J, da wir fiir alle Eigenvektoren HU;H = 1 vorausgesetzt haben. O]
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Wir wollen nun beginnen, Satz[4.2)fiir vollstetige Operatoren zu verallgemeinern. Dafiir
ist der folgende Satz[4.8|essenziell. In diesem spielt die Orthogonalitéit der Eigenrdume ei-
ne entscheidende Rolle. Da alle darauffolgenden Ergebnisse aufeinander aufbauen fithren
wir deshalb die folgende Klasse von Operatoren ein:

Definition 4.6 (Klasse D(V')). Sei V' ein K-Banachraum mit Orthonormalbasis, wel-
cher die Bedingung (N’) erfiillt. Wir definieren D(V') als die Menge aller vollstetigen
Abbildungen ¢ € C(V') mit Eigenwerten \; € K, i € I, sodass

1. die Familie der Eigenrdume (E();));c; orthogonal ist und

—~

2. V=0,,EN\)

Bemerkung 4.7. Die Voraussetzungen fiir die Menge D(V) fithren zu den folgenden
Eigenschaften:

1. Die Indexmenge [ in der obigen Definition ist abzidhlbar. Denn angenommen [
wiére nicht abzdhlbar, dann konnen die Eigenwerte \; nicht gegen 0 konvergieren,
was dem Satz [4.8] widersprechen wiirde.

2. Der Banachraum V besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Denn nach
Satz besitzt jeder Eigenraum FE();) eine Orthonormalbasis B; und da die Ei-

genrdume eine orthogonale Familie bilden und V' = @, E(\;) gilt, ist J,c; Bi
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, nach Satz [2.15]

3. In der archimedischen Funktionalanalysis haben selbstadjungierte kompakte Ope-
ratoren eine Spektralzerlegung als Summe orthogonaler Eigenrdume. Die Opera-
toren aus D(V') konnen daher als Analogon zu den selbstadjungierten kompakten
Operatoren aus der archimedischen Funktionalanalysis gesehen werden.

Konvention. Von nun an sei V' ein K-Banachraum mit Orthonormalbasis, welcher die
Bedingung (N’) erfiillt.

Satz 4.8. Seip € D(V), p = lim,,_,00 ¢, mit rank(p,) < oo und ||p|| < 1. Seien \; € K,
i € I, die Figenwerte von ¢. Dann gilt fir jedes € > 0 und jedes @, mit || — p,|| < e

> dim(E(\)) < rank(e,),

das heifit fir die Menge I. = {i € I : |\;| > e} C I bzw. fir allei € I. gilt
|I.| < rank(y,) bzw. dim(E()\;)) < rank(p,).

Insbesondere sind die Figenrdume E()\;) fir \; # 0 endlichdimensional und die Index-
mengen 1. sind fiir alle e > 0 endlich, das heifst die Folge der Figenwerte \; konvergiert
gegen 0.
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Beweis. Sei € > 0 beliebig. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung

EBE — im(p,)

i€l

injektiv ist. Dies ist genau dann der Fall wenn diese Abbildung einen trivialen Kern
besitzt. Da V' nach Voraussetzung die Bedingung (N’) erfiillt ldsst sich jedes Element
v € V normieren. Damit reicht es zu zeigen, dass alle Vektoren mit Norm 1 nicht im
Kern liegen. Sei v € @,.; F(\i) und sei 0.E. ||[v|| = 1. Also besitzt v eine Darstellung der
Form v = )., v; und weil die Familie (F()\;))ier orthogonal ist, folgt wegen Lemma

2.10
le()ll = || Avwif| = max {[[Awill = i € I} = [ Xigvio || = [Nio
i€l
beachte dabei dass wegen Lemma auch 1 = |jv|| = ||2i€15 vi|| = max {J|vi| : i € 1.}
gelten muss und deshalb ein iy € I existiert, sodass ||v;,|| = 1. Weiters ist die Norm

lo(v) — n(v)]| < e, da || — vnl|l < e und somit folgt

len(@)l = le(v) = ((v) = en(e)ll = [lle@)Il = o) I = [Nl =€ >0,

denn |\;| > ¢ fur alle ¢ € I... Also ist ¢,, # 0 auf @
©On ‘EB B injektiv. Daraus folgt
cle

E(X;) und somit ist die Abbildung

i€l

Z dim(E()\;)) < dimim(p,) = rank(p,).

Insbesondere muss daher |I.| < oo sein, das heifit |)\;| < e fur fast alle ¢ € I und
dim E()\;) < oo fiir alle |\;| > €. Da ¢ > 0 beliebig war folgt lim; \; = 0 und die
Eigenrdume F();) sind endlichdimensional fiir alle A; # 0. O

Mit dem obigen Beweis sind wir unserem Ziel den Satz [4.2] zu verallgemeinern, schon
ndher gekommen, doch bevor wir dies tun konnen, benétigen wir noch ein Lemma und
die folgende Definition um es formulieren zu kénnen.

Definition 4.9. Sei V' ein Banachraum der Form V = U®W, ¢ € L(U) und ¢’ € L(W).
Dann besitzt jedes v € V' eine Darstellung der Form v = u 4+ w fiir u € U, w € W und
wir definieren die Abbildung ¢ ® ¢’ : V' — V durch

v p(u) + ¢ (w).

Lemma 4.10. Seien ¢, ¢ € D(V) mit ||¢|, |¢|| < 1 und || — || < e (< 1). Seien
N € K, 1 €1, die Figenwerte von ¢ und seien )\; € K, j € J, die Figenwerte von ¢'.
Dann sind die Teilmengen I. = {i € I : |\;| > e} CTund J. ={j € J:|X;| >} CJ
fiir alle e > 0 endlich. Insbesondere gilt dann

Nl <eund || <e firaleiel—1 bzw. jeJ—J..
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Fiir die folgenden Teilrdume des Vektorraums V', welche definiert sind durch
U=EEMN) baw. U' = PEN)
i€l 1€Je

und deren Komplementdirraume

W= @ EW\) baw. W = €D E(N)
iel—1I. eJ—Je

gilt lelull < llell, 1€ lorll < '] und
el @ Olw — ¢'|vr @ Ol || < e.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt durch Anwenden von Satz fiir ¢ und
¢'. Offensichtlich ist

||| = sup {—Hgﬁs‘}ﬁn s firvelU — {0}} < sup {—H(ﬁgjfn c firveV — {0}} = |l¢|| .

Ganz analog folgt auch ||| < [|¢||. Wie wir in der obigen Bemerkung bereits gesehen
haben, besitzt V' eine Orthonormalbasis

B={v,e E(N):ielund 1<k <dimE(\)}

aus Eigenvektoren. Sei By = {v;, € B:i € [ — I.} C B. Dann ist By eine Orthonor-
malbasis von W wegen Satz [2.15] Da U, W ¢-invariant bzw. U’, W’ ¢/-invariant sind,
besitzen ¢ bzw. ¢’ eine Darstellung der Form ¢ = ¢|y @ ¢|w bzw. ¢ = ¢'|pv & o|w.
Daher erhalten wir

le = (elo @ Olw)ll = llelv ® elw — ¢lo @ Olwll = llelv — elu @ elw = Olw | = llelwll

und es folgt || — (plu ® 0lw)| < ¢, da ||¢|lw|| < e. Dies gilt, da fiir v € W mit [jv]| <1
und einer Darstellung der Form v = ) a; ;v; 1, die folgende Gleichung gilt

’U@kEBW
le)l = {| > cinp(vin)|| = sup {Jairdil : vix € Bw} < sup{|\i| : vix € By} <e.
’Ui,k;eB

Denn |a; x| < 1,da 1> ||v]| = sup{|aik| : aix € Bw} und |\;| < e fiir alle i € I — I, ist.
Analog folgt || — (¢'|vr @ Olw)|| < e. Da || — ¢'|| < € nach Voraussetzung und wegen
I = (plu ® O0lw)|| < e folgt

l¢" = (plv ®Olw)|| < €
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nach Lemma [2.19] Da auch [|¢' — (¢ @ Ol )|| < € gilt, folgt

lelo © 0lw — ¢'|o @ Olw[| < &
wieder aufgrund von Lemma [2.19] O

Jetzt konnen wir die Verallgemeinerung des Satzes [4.2] beweisen.

Satz 4.11. Seien p, o' € D(V) mit ||p — || < e (< 1), el |¢]] <1, ¢ =1lim, o ©n
und ¢ = lim,_, ¢}, wobei rank(y,) < oo bzw. rank(y!) < oo fir alle n € N. Seien
A\i € K, i €I, die Figenwerte von ¢ und X; € K, j € J, die Eigenwerte von ¢'. Dann
qgilt fiir alle € > 0:

1 IL={iel:|N|>¢c}CITundJ.={jeJ:|N|>e}CJ sind endlich,

2. |\l < e und |Nj| <e firallei €I —1. baw. jeJ—J.,

3. |N; = N| <e firalleiel—1I. undallejeJ—J,

4. |I| < rank(y;) und |J.| < rank(¢),) fir all jene I,m € N sodass || — ]| < ¢
bzw. [l — ¢l < e,

5. dim(E(N\;)) < oo und dim(E (X)) < oo fiir alle \; # 0 bzw. X; # 0 und

6. TLics, |X; — Ai| < e fiir alle j € J..

Beweis. Die Punkte 1, 2, 4 und 5 folgen, indem wir Satz fiir o und ¢’ anwenden.
Aus Punkt 2 folgt 3, denn

h X < max {0 X} < <

fir alle t € I — I, und 5 € J — J.. Fiir den Beweis von Punkt 6 definieren wir die
folgenden Teilrdume von V

U=EBEWN) baw. U' = EPE(X)
i€l 1€J:

und deren Komplementéarraume

W= @ E\) bew. W = € E(N)
iel—1I. ieJ—Je

Wir betrachten nun die Abbildungen ¢ = ¢|y & 0|y und ¢’ = ¢'|yr @ O]y, dann sind
¢ und ¢ von endlichem Rang, wegen Punkt 4 und 5. Weiters gilt wegen Lemma [4.10}
dass [|¢]| < |lell < 1, [|#]l < I¢']l < 1 und [|¢) — || < e. Damit erfiillen ¢ und ¢’ die
Voraussetzungen von Satz und wir erhalten fiir alle 5 € J.

[T -nl<e

i€l
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[
Sei nun (K, ||) = (Qp,[-[,). Wir wollen mithilfe von Satz die Absténde einzel-

ner Eigenwerte abschétzen. Dazu bendtigen wir, dass jede p-adische Zahl v € Q, eine
eindeutige Darstellung der Form

v=p"ufirn€Zund u € Z,

besitzt. Damit kénnen wir nun die Absténde einzelner Eigenwerte abschétzen.

Korollar 4.12. Sei V' ein Q,-Banachraum und seien ¢, ¢’ € D(V) mit ¢ = lim,_,~ ¢¥p
und @' = lim,_, ¢}, wobei rank(yp,) < 0o bzw. rank(y!) < oo fir alle n € N, sodass
le—¢|| < |p| fir einn € N und ||¢|, ||¢'|| < 1. Weiters seien \; € Q,, © € I, die
Eigenwerte von , \; € Q,, j € J, die Eigenwerte von ¢'. Dann gilt fiir alle n € No:

1L Lp={iel:|N|>|p"} ST und Jn ={j € J:|N;| > [p"|} C J sind endlich

NS

N < P und N[ < [p°| fiir alle i € 1 = Ly bzw. j € J — e,

Co

) })\; — )\i‘ <|p"| fir allei € I — Lyn und alle j € J — Jpn,

E

- |pn| < rank(y;) und |Jpn| < rank(y))) fir all jene l,m € N sodass ||[¢ — @i < |p"|
bzw. [l — [l < |p",

- dim(E();)) < oo und dim(E(X;)) < oo fiir alle A\; # 0 bzw. X, # 0,

O

R

[icr,. [X = X| <107 fiir alle j € Jpn und

. fiir alle j € Jyn existiert ein i € Iy mit |/\; — | < p| hl”"d .

<

Beweis. Die Aussagen 1 bis 6 folgen direkt aus Satz [£.11] Sei j € Jpn beliebig aber fix.
Wegen Lemma ist ‘)\;| < [[¢'l < 1 und |N| < ||o|l < 1 fiir alle ¢ € L. Damit
ist auch ‘)\; -l < max{‘)\; . |Ail} < 1. Daher ist fiir alle ¢ € I,» und die Differenz
N; — i € Zy, und es gibt fiir alle i € I» und eine Darstellung der Form

Ay = A = piu

mit |u;] = 1 und n; € Ny. Wir erhalten wegen Punkt 6

IT 1Y = A =TT vl = T 101 < 10"

iEIPWL iEIpn iEIpn

Diese Gleichung ist im p-adischen genau dann erfiillt, wenn

iEIpn
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gilt. Daher gibt es ein ¢ € I,», sodass n; > L J Denn gebe es kein solches i € I,

‘P”|

dann wére n; < { J fiir alle ¢ € I,» und es wiirde

||

2m< ) {ﬁJ = ] L i <lplfg=n

iEIpn iEIpn

n; > n. ]

folgen. Dies ist aber ein Widerspruch zu ). L M 2

Aus Korollar [£.12] folgt der néchste Satz.

Satz 4.13. Sei V' ein Q,-Banachraum. Seien ¢, p, € D(V) mit |¢||, ||¢n]] < 1 und
limy, 00 on = @, sodass 0.E. |¢ — @l < |p|" fir alle n € N. Seien \; € K, j € J, die
Figenwerte von ¢, \i,, € K, 1 € I,,, die Figenwerte von p,. Sei weiters

g pr| = i € I [Ain] > [p"} = o(n).

Dann gibt es fiir jeden Eigenwert X\; von ¢ eine Folge von Eigenwerten \;, von ¢,
wobei 1 = i(\;,n), sodass
lim A;,, = Aj.

n—oo

Beweis. Durch Anwenden von Korollar auf die Paare ¢, ¢, fir alle n € N folgt,
dass die Teilmengen I, ,n C I, und J,n = {j € J : |N;| > |p|"} C J fiir allen € N
endlich sind und fiir alle j € Jyn ein i € I, ,» existiert, sodass

[Aj = Ain| < |P\h1‘0""’"|J :

Es gilt |\;| < |p|" fiir j € J—Jpn und alle n € N. Sei nun A, # 0 ein beliebiger Eigenwert
von ¢. Dann gibt es ein n € N, sodass |\g| > |p|”, weil |p| < 1, daher ist k € J,n. Weiters
ist dann k € Jpm fiir alle m > n, denn es gilt Jyn C Jym fiir alle m > n. Da k € Jym fiir

alle m > n, gibt es fiir jedes solche m ein i = i(\;, m) € I, pm, sodass

A= Ai| < uorhwm|J .

Weil wir |1, ,n| = o(n) voraussetzen, folgt fiir m — oo

\; m’ J
.
‘ ©m P'

Da |p| < 1, erhalten wir |\ — A\j,n| — 0 fiir m — oo. Da wir A\ # 0 als beliebig
vorausgesetzt haben, bleibt nur mehr der Fall A\, = 0 zu betrachten. Da ¢,, € D(V), gilt
nach Satz lim; oo Ai,, = O fiir alle n € N. Daher gibt es auch hier eine Folge A;,, von
Eigenwerten von ¢,,, wobei i = i(A\g, n), mit lim, o A, = 0. O
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Als Folgerung erhalten wir das néchste Korollar, welches die Bedingung |1, ,»| = o(n)
des obigen Satzes veranschaulichen soll.

Korollar 4.14. Sei V' ein Q,-Banachraum. Seien ¢, ¢, € D(V) mit ||¢||, ||¢n] < 1 und
limy, 00 on = @, sodass 0.E. || — @l < |p|" fiir alle n € N. Seien \; € K, j € J, die
FEigenwerte von ¢, \i,, € K, 1 € I,,, die Figenwerte von p,,. Sei weiters

rank(p,,) = o(n).
Dann gibt es fiir jeden Eigenwert \; von ¢ eine Folge von Eigenwerten X;, von ¢,

wobei i = i(\;,n), sodass
lim )\i,n = /\j'
n—o0
Beweis. Wegen Korollar Punkt 4 gilt
| Lg,, pm| < rank(ey)

und somit folgt die Behauptung aus Satz [4.13] O
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5 Zusammenfassung

Es ist bekannt, dass die Nullstellen eines Polynoms stetig von dessen Koeffizienten
abhéngig sind und da die Eigenwerte die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sind, sind auch die Eigenwerte einer linearen Abbildung stetig von den Eintragun-
gen ihrer Darstellungsmatrix abhéngig. Uns interessiert nun, ob eine analoge Aussage
auch fiir vollstetige Operatoren auf (nicht notwendigerweise endlichdimensionalen) nicht-
archimedischen Banachrdumen V' gilt. In dieser Arbeit werden wir eine Klasse D(V') von
Operatoren auf V' mit guten Approximationseigenschaften definieren, welche ein Ana-
logon zur Klasse der selbstadjungierten kompakten Operatoren aus der archimedischen
Funktionalanalysis ist, und zeigen dass fiir Operatoren aus D(V') eine analoge Aussage
gilt. Um das zu erreichen werden wir die Absténde der Eigenwerte von Paaren e-naher
Operatoren ¢ und ¢’ aus D(V'), das heifit es ist || — ¢'|| < e, direkt abschétzen durch
¢ und die Anzahl der Eigenwerte von ¢ die grofler als € sind. Insbesondere erhalten
wir, dass fir einen vollstetigen Operator aus D(V) mit ¢, — ¢ fiir ¢, aus D(V) jeder
Eigenwert von ¢ der Limes von Eigenwerten der Operatoren ¢, ist.
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6 Abstract

It is well known that the roots of a polynomial depend continuously on its coefficients.
Because of the fact, that the eigenvalues are the roots of the characteristic polynomial,
the eigenvalues of a linear mapping depend continuously on the entries of the matrix,
which represents the linear map, as well. We want to investigate whether an analogous
statement is true for completely continuous operators on (not necessarily finite dimen-
sional) non-Archimedean Banach spaces V. In this thesis, we will define a class D(V') of
operators on V with good approximation properties, which is an analogue of the class
of self-adjoint compact operators from Archimedian functional analysis, and show that
for operators from D(V) an analogous statement applies. In order to achieve this, we
directly estimate the distances of eigenvalues of pairs of e-close operators ¢ and ¢’ from
D(V) (this means ||¢ — ¢'|| < €) by € and the number of eigenvalues of ¢ greater than ¢.
In particular, we obtain that for a completely continuous operator in D(V') with ¢, — ¢
for ¢, from D(V'), every eigenvalue of ¢ is the limit of eigenvalues of the operators ¢,.
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