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Zusammenfassung

Bernhard Riemann stellte in seiner Arbeit Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer
gegebenen Grisse im Jahre 1859 die Nachwelt vor grofe Aufgaben. Er kniipft in dieser
Abhandlung an Untersuchungen iiber die Zetafunktion an, mit der sich bereits Leonhard
Euler 100 Jahre zuvor beschéftigte. Riemann formuliert in seiner nur acht Seiten langen
Arbeit interessante Aussagen iiber die Verteilung der Primzahlen, von denen er aber nur
eine selbst bewies. Somit gilt diese Arbeit mitunter als Geburtsstunde der analytischen
Zahlentheorie. Ein Zugang zu dieser Arbeit fiihrt {iber den Bereich der Arithmetischen
Funktionen. Die Frage nach den Eigenschaften und der Darstellung solcher Funktio-
nen gilt dabei als zentrale Problemstellung und erfordert das Untersuchen von einigen
typischen Beispielen. Dabei werden wir uns mit der Multiplikativitit und Additivitét
beschéftigen, um spéter Riickschliisse auf algebraische Strukturen ziehen zu kénnen. An-
schlieffend wenden wir uns der speziellen arithmetischen Funktion - der Riemannsche
Zetafunktion - zu, die den zweiten Teil dieser Arbeit bildet. Anhand von Primzahlbe-
weisen werden wir sodann die Entstehung der Zetafunktion nachvollziehen. Genau diese
Beweise leiten uns dann zur Darstellung der Funktionsgleichung und deren Beweis, wo-
bei wir zeigen werden, dass sich dies nur durch andere Funktionen, wie die Gamma- und
Thetafunktion bewerkstelligen l4sst. Abschliefsend soll anhand der Riemannschen Ver-
mutung gezeigt werden, dass sich die Beschéftigung mit Riemanns Arbeit immer noch
lohnt, da eine Idee Riemanns bis heute nicht zur Gédnze bewiesen wurde.

Abstract

In his work Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse, published in
1859, Bernhard Riemann left many challenges to his successors. In this study about the
zeta function, he enters where Leonhard Fuler left off 100 years earlier. On mere 8 pages,
Riemann formulated a number of conjectures about the distribution of prime numbers
but only proving one of them. Not only therefore this work is nowadays often seen as
the origin of analytic number theory. One potential approach to the work of Riemann
is via arithmetic functions. Questions concerning properties and representations of such
functions are at the very core of the problem and thus require the analysis of classic
examples to build up familiarity with the concept. We will work on multiplicativity and
additivity to later on draw conclusions based on algebraic structures. Equipped with
this knowledge, we will then focus on a specific arithmetic function, the Riemann zeta
function, and illustrate its development by doing proofs on prime numbers. Exactly those
proofs will then lead to the representation of the functional form and the proof thereof.
In the process we will show, that this can only be done by exploiting properties of other
interesting functions, namely gamma and theta functions. We will round up the journey
by demonstrating that it is still fruitful and relevant to study the work of Riemann and
illustrate this by what he is still most famous for: the unproven Riemann hypothesis.
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Kapitel 1

Einleitung

Es gibt zwei Tatsachen tber die Verteilung von Primzahlen: Die eine ist, daf die
Primzahlen, trotz ihrer einfachen Definition und Rolle als Bausteine der natirlichen
Zahlen, zu den willkiirlichsten, widerspenstigsten Objekten gehéren, die der
Mathematiker iberhaupt studiert. Sie wachsen wie Unkraut unter den natirlichen
Zahlen, scheinbar keinem anderen Gesetz als dem Zufall unterworfen, und kein Mensch
kann voraussagen, wo wieder eine sprieflen wird, noch einer Zahl ansehen, ob sie prim
ist oder nicht. Die andere Tatsache ist viel verbliiffender, denn sie sagt just das
Gegenteil, daf$ die Primzahlen die ungeheuerste Regelmdfligkeit aufzeigen, dass sie
durchaus Gesetzen unterworfen sind und diesen mit fast peinlicher Genauigkeit
gehorchen.

Don Zagier (1975).

Als historisch wahrscheinlich &lteste mathematische Beschiftigung gilt die Zahlentheo-
rie, die sich der Untersuchung von ganzen Zahlen verschrieben hat. Bereits in der Antike
enstanden daher mathematische Schriften, wie Euklids Elemente, die von Fragen {iber
ganzzahlige Probleme handeln. In diesem Werk behandelt Fuklid auch die Grundbaustei-
ne der Zahlentheorie, ndmlich die Primzahlen. Thm gelang es auch einen Beweis fiir die
Unendlichkeit dieser besonderen Zahlen festzumachen. In den kommenden Jahrhunder-
ten jedoch schwand das Interesse an der Mathematik und so erlangte die Zahlentheorie
erst im 17. und 18. Jahrhundert, vor allem durch Euler, ihre Renaissance. Seither hat
sich aber Erstaunliches auf dem Sektor der Zahlentheorie getan. So stellte auch Bernhard
Riemann 1859 mit seinem Werk Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grisse die Welt vor neuen Herausforderungen, als er Hypothesen zu Primzhlen und iiber
eine bereits bekannte Funktion - die Zetafunktion - aufstellte. Alle bis auf eine dieser
Hypothesen wurden im Laufe der Zeit von bedeutenden Mathematikern bewiesen. Die
iibrige Fragestllung gilt heutzutage als Millenniumsproblem und wartet noch darauf, ge-
16st zu werden.

Die lebhafte Mathematik, die sich immer weiterentwickeln muss, hat mich wiahrend mei-
nes Mathematikstudiums immer fasziniert. Obwohl man bereits viel weif und bewiesen
hat, ist diese Wissenschaft noch nicht ausgereizt und steht noch heute, im Zeitalter
von elektronischer Hilfe und diversen Computerprogrammen, vor scheinbar noch unl6s-
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10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

baren Problemen. Gerade dieses Millenniummsproblem hat mich zum Verfassen dieser
Diplomarbeit angeregt. Zweifellos gibt es verschiedene Zuginge, um sich dieser Thema-
tik anzundhern. Die Mutter der Zetafunktion - die arithmetischen Funktionen - soll mir
daher einen passenden Zugang schaffen. Diese Funktionen sollen eine Basis geben, die es
ermdglicht, sich leichter mit der Zetafunktion beschiftigen und tiefere Einblicke gewahr-
leisten zu kénnen.

Kapitel 2 hat einfithrenden Charakter. Hierbei werden Grundlagen vorausgeschickt, die
wir in der Arbeit laufend verwenden werden, wie die Definition der natiirlichen Zahlen
und die der Primzahlen. Auferdem wird in diesem einleitenden Kapitel die Primfaktor-
zerlegung und der Fundamentalsatz der Arithmetik kurz vorgestellt, was unerlésslich fiir
die kommenden Kapitel sein wird.

Im Kapitel 3 folgt zunichst eine von zwei zentralen Definitionen dieser Arbeit, woran
sich gleich einige Beispiele zur Veranschaulichung dieser behandelten Funktionen an-
schliefen. Mit Untersuchungen zur Multiplikativitdt und Additivitét wollen wir wichtige
Eigenschaften arithmetischer Funktionen aufzeigen, um im sechsten Teil des Kapitels die
multiplikativen Funktionen zu einer Gruppe zusammenfassen zu kénnen. Der vierte Teil
des Kapitels stellt einen kleinen Exkurs dar, der uns ermdglichen soll, mit unendlichen
Reihen zu hantieren. Als sehr interessantes Unterkapitel zeigt sich die Faltung, welche ei-
ne neue Verkniipfung und damit Verwendungsmoglichkeiten der behandelten Funktionen
darstellt. Ein kurzer Ausblick auf weitere arithmetische Funktionen bildet den letzten
Teil des Kapitels.

Da die vorliegende Diplomarbeit aus zwei thematischen Teilen besteht, wird in Kapitel 4
die Zetafuktion vorgestellt. Wir beginnen hierbei mit zwei verschiedenen Primzahlbewei-
sen, um Riickschliisse auf die Zetafunktion ziehen zu kénnen und die Motivation dahinter
zu verstehen. Der historische Aspekt geht im zweiten Teil hervor, indem wir versuchen,
einen kurzen Einblick in Bernhard Riemanns Meisterwerk zu geben. Im Anschluss ndhern
wir uns der Zetafunktion durch den Beweis ihrer Funktionalgleichung an. Abschliefsend
wird auf die noch unbewiesene Vermutung Riemanns eingegangen und deren Problem-
stellung erlautert.



Kapitel 2

Grundlagen

Bevor wir uns den Arithmetischen Funktionen zuwenden und zeigen, was man mit diesen
speziellen Funktionen alles machen kann, wollen wir einige grundsétzliche Dinge klédren,
die sich durch die gesamte Arbeit ziehen werden. Ich beziehe mich bei diesen Erkldrungen
und Definitionen vor allem auf [2] S. 2ff. und [1] S. 1ff..

Zuallererst bezeichnen wir die Menge der natiirlichen Zahlen mit N, die bei 1 startet.
Weitere Eigenschaften der natiirlichen Zahlen werden in dieser Arbeit als bekannt vor-
ausgesetzt und nicht ndher erlautert.

Da diese Arbeit in der Analytischen Zahlentheorie gipfelt, brauchen wir auch Primzahlen,
die fiir die Zahlentheorie unabdingbar sind. Somit wird das Symbol p ausschlieflich fiir
Primzahlen genutzt. Die Menge aller Primzahlen wird mit PP bezeichnet. Zur Wiederho-
lung mochten wir an dieser Stelle die Definition einer Primzahl anfiihren.

Definition: Sei p € Z,p > 1. Wenn p nur die Teiler 1, —1, p, —p besitzt, dann heifst p
Primzahl.

Bemerkung: Wir wollen darauf hinweisen, dass 1 keine Primzahl ist.

Spéter werden wir auch zwei verschiedene Beweise filir die Unendlichkeit der Primzahlen
anfithren, die uns dann den Anstof fiir die Betrachtung der Riemannschen Zeta-Funktion
liefern sollen.

Ein weiterer wichtiger Satz, den wir fiir die vorliegende Arbeit brauchen, ist der Funda-
mentalsatz der Arithmetik, der besagt, dass jede von 1 verschiedene natiirliche Zahl als
ein Produkt endlich vieler Primzahlen darstellbar ist. Dieses Produkt ist auch eindeutig,
wenn man die in ihr vorkommenden Primzahlen der Grofie nach ordnet. Auch hier wer-
den wir den Beweis nicht anfiihren, da dieser in der Standardvorlesung zur Zahlentheorie
vorkommt und als bekannt vorausgesetzt wird.

11



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Aus diesem Fundamentalsatz gewinnt man auch die so genannte kanonische Primfak-
torzerlegung. Sie kommt laufend in dieser Arbeit vor und wird auch oft als Hilfe fiir
Beweise herangezogen. Sie verkiirzt den Fundamentalsatz und besagt, dass die Prim-
zahlen, die in der Produktzerlegung von n gemé&ft desselben Satzes vorkommen, nicht
verschieden sein miissen. Daher fasst man bei der kanonischen Primfaktorzerlegung von
n gleiche Primfaktoren zusammen und schreibt kiirzer:

k
_a a ap __ (7
n=pyp’..oopt = Hp,f-
k=1

Man beachte, dass die Menge aller Primzahlen mit P = {p1, p2, ps3, ...} bezechnet wird.
Daher ist auch folgende Notation niitzlich

= le’pm)’ (2.0.1)

peP

wobei sich nun das Produkt iiber alle p € P erstreckt, fiir die v,(n) # 0 gilt. Der Expo-
nent vp(n) € Ny in (2.0.1), der oft auch als Vielfachheit von p in n bezeichnet wird, ist
0 fur alle p e P\ {p1,...,pr} und vp(n) = ax, falls p =p, fir 1 <rx <k.

Zum Beispiel lautet die Primfaktorzerlegung von 72 daher 72 = 2-2-2-3-3, die kanonische
Primfaktorzerlegung hingegen 72 = 23 . 32.



Kapitel 3

Arithmetische Funktionen

Im folgenden Kapitel stellen wir nun arithmetische Funktion vor. Wir werden zunéchst
einige typische Beispiele solcher anfithren. Anschlieffend definieren wir ein weiteres Un-
terscheidungsmerkmal arithmetischer Funktionen im Hinblick auf die Multiplikatitvitét
und Additivitdt. Dann schieben wir mit der Produktdarstellung unendlicher Reihen ein
Kapitel ein, das uns spitere Beweisfithrungen erleichtern wird. Weiterfithrend werden
wir uns mit der Faltung beschéftigen, was eine sehr wichtige Verkniipfung von arithme-
tischen Funktionen darstellt, um dann noch algebraische Zusammenhinge anzustellen
und zu zeigen, dass die multiplikativen arithmetischen Funktionen eine Gruppe bilden.
Da sich diese Arbeit insbesondere mit der Riemannschen Zetafunktion beschiftigt, geben
wir Anwendungsbereiche anderer arithmetischer Funktionen nur fragmentarisch in einem

Ausblick an.

Wir beziehen uns in diesem Kapitel vor allem auf [2] S. 35 ff., wo sich auch die Pro-
duktdarstellung unendlicher Reihen finden ldsst. Weitere Quellen fiir dieses Kapitel sind
[1] S. 18 f. und [16] S. 13 ff., eine Vorlseung zur Zahlentheorie von Otto Forster an der Uni
Miinchen im Sommersemester 2014 [8] und die Vorlesung zur Analytischen Zahlentheorie
von Dietrich Burde an der Uni Wien aus dem Jahr 2005 [3]. Eine weitere Quelle liefert
[14] S. 283 ff..

3.1 Definition

Eine zahlentheoretische oder arithmetische Funktion ist eine Abbildung f : N — C. Dies
ist nichts anderes als eine komplexwertige Folge, also ein Element des komplexen Vek-
torraumes CN, der in dieser Arbeit mit Z (folgend der Standardliteratur) bezeichnet wird.

Das Verhalten einer arithmetischen Funktion lisst sich zumeist grob beschreiben, indem
man zu den arithmetischen Mitteln 4 (f(1)+ f(2)+...+ f(N)) iibergeht. So kann man die
Wachstumsordnung der arithmetischen Mittel genau bestimmen und die Irregularitdten
werden geddmpft.

13



14 KAPITEL 3. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN

3.2 Typische Beispiele

Nun méchten wir einige Beispiele von arithmetischen Funktionen anfiihren:
a) 0(n):=0, fir allen e N
b) €(1) :=1und £(n) := 0, fiir alle n > 2

¢) sei a aus R beliebig, wir definieren i, (n) := n® fiir jedes n € N; insbesondere gilt
i1 = id und ig(n) =1 fir alle n € N

d) die Teileranzahlfunktion 7(n) := > 1, fiir n € N, die angibt wie viele Teiler eine

deN
d|n
Zahl n hat
e) die Teilersummenfunktion o(n) := > d, fiir n € N, die die Summe aller Teiler
deN
d|n
einer Zahl n angibt
1, falls n =1
(=1)7, falls n = py---p; mit paarweise
f) die Mobiusfunktion p(n) := verschiedenen Primzahlen p; (I =
1,....,5)
0, sonst

g) die Eulersche Phifunktion ¢(n) := #{j e N |1 < j < mn, ggT(j,n) = 1}, die fiir
jede natiirliche Zahl n angibt, wie viele zu n teilerfremde natiirliche Zahlen es gibt,
die nicht grofer als n sind

h) die Riemannsche Zetafunktion ((n) := >  n™%, fiir Re(s) > 1
n=1

Bemerkung: Zu (h) missen wir noch genauere Betrachtungen anstellen. Da die Rie-
mannsche Zetafunktion eine unendliche Summe darstellt, miissen wir uns fragen, warum
dies eine definierte Zahl ist. Darum werden wir nun die Konvergenz der Reihe > 7 | niz
fiir Re(z) > 1 nachweisen, wobei z € C. Wir werden uns hierbei an [5] S. 222f. und [15]
S. 147 halten.

Schreiben wir nun x = Re(z) und y = Im(z), so gilt nach der Definition der komple-
xen Potenz (siehe [9])

’nz’ _ |ezlogn‘ _ ‘e(x-i-iy)logn‘ _ ’eazlogn| . ’eiylogn| = n®.
=1
Wir kénnen nun ganz einfach sehen, dass der Imaginérteil weggefallen ist und |n?| =
nRe(®) gilt. Daher gibt es fiir z mit Re(z) > 1 ein reelles € > 0 mit Re(z) > 1 +¢.
Wegen |- | = ﬁ < i ist daher Y07 | — eine Majorante fiir Y 0° |1

n?°



3.3. MULTIPLIKATIVE UND ADDITIVE FUNKTIONEN 15

Nach dem Integraltest fiir Reihen konvergiert > 2, # wegen € > 0, denn das Integral-

Vergleichskriterium fiir Reihen besagt (siehe Forster S. 222), wenn f : [1,00[— R eine
monoton fallende Funktion ist, dann gilt

00 o0
Z f(n) konvergiert < /f(a;)dav konvergiert.
n=1 1

Daraus folgt nun

)
=1 < de 1
an—l—s— x1+s_g<oo
n=1 1

und somit ist > o7, n% konvergent, ja sogar absolut konvergent.
(Man beachte |n?| = nR°(® fiir Re(z) > 1.)

3.3 Multiplikative und additive Funktionen

Wie wir sehen, gibt es zahlreiche arithmetische Funktionen. Um diese noch genauer zu
untersuchen, fiihren wir weitere Definitionen und Verkniipfungen ein. Dazu miissen wir
aber vorher noch eine wichtige Teilmenge von Z anfiithren, die mit M abgekiirzt wird.
Diese Teilmenge M besteht aus den multiplikativen Funktionen.

Eine zahlentheoretische Funktion f heilst multiplikativ, wenn

f(ning) = f(n1) f(n2) (3.3.1)

fiir alle teilerfremden ni,no € N gilt. Wenn dies auch fiir nicht teilerfremde Zahlen
ni,ng € N gilt, dann heift f streng multiplikativ. Jede streng multiplikative Funktion ist
somit automatisch multiplikativ.

Beispiele solcher multiplikativen Funktionen sind 7,0 und ¢. Die Nullfunktion 0, € und
alle 7, mit o € R sind sogar streng multiplikativ.

3.3.1 Proposition
(i) Fiir jedes f € M\{0} gilt f(1) =1
(ii) Fiir f € Z gilt die Aquivalenz

feM = f(n)=]]f@*™), fir alle n € N.
peP



16 KAPITEL 3. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN

Beweis. Ad (i): Nach (3.3.1) ist f(1) = f(1-1) = f(1)? und daher entweder f(1) = 1
oder f(1) = 0. Die zweite Moglichkeit liefert f(n) = f(n-1) = f(n)f(1) = 0 fir alle
n e N, also f =0.

Ad (ii): "=": Ist f € M, so folgt die behauptete Zerlegung von f(n), indem man (3.3.1)

endlich oft auf die Produktzerlegung [] p*»™ von n anwendet und f(1) =1 bei f # 0
peP
beachtet, was 0.B.d.A. vorausgesetzt werden darf.

“ <= folgt aus der Kommutivitdt der Multiplikation.

O

Zu den multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen gibt es natiirlich auch die ad-
ditiven f € Z, die in der Zahlentheorie auch von grofier Bedeutung sind. Thre Menge
wird mit A abgekiirzt.

Dabei heiflt f € Z additiv, wenn
f(ming) = f(n1) + f(ng) (3.3.2)

fiir alle teilerfremden ni,no € N gilt. Wenn dies auch fiir nicht teilerfremde Zahlen
ni,ng € N zutrifft, dann heifst f streng additiv.

Beispiele socher additiven Funktionen sind die Anzahl der Primfaktoren ©(n), die Anzahl
der verschiedenen Primteiler w(n) und der nattirliche Logarithmus log(n) von n € N. Ins-
besondere sind 2, log und die Nullfunktion 0 mit 0(n) := 0 sogar streng additiv. (siehe

[101)

Bemerkung: Zusitzlich ist noch zu sagen, dass Teil (i) der obigen Proposition einen
Grund fiir die Bedeutung der multiplikativen arithmetischen Funktionen aufzeigt: Sie sind
durch ihre Werte an den sémtlichen Primzahlpotenzen bereits vollstandig festgelegt. Dies
folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Ist ndmlich f streng additiv oder
streng multiplikativ, so ist f schon durch die Werte f(p) fiir p € P festgelegt.

Ist némlich n = p{* - - - p;* mit paarweise verschiedenen p, € P und a, € N die kanonische
Darstellung von n € N; so folgt

™=

f(n) =) f(pgr), falls f € A,

1

—= 7

f(n) = f(pir), falls f € M.

Il
—

K

Bei streng additiven bzw. streng multiplikativen Funktionen f gilt noch zusétzlich f(p®) =
af(p) bzw. f(p*) = f*(p).
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3.4 Produktdarstellung unendlicher Reihen

Dieser Abschnitt soll als Hilfsmittel dienen, damit wir spédter mit dieser Produktdarstel-
lung arbeiten kénnen und uns nicht mit komplizierten Termen herumschlagen miissen.

3.4.1 Satz

o0
Ist f € Z multiplikativ und > f(n) absolut konvergent, so gilt
n=1

d )y =11D_ re"). (3.4.1)
n=1

peP v=0

Bemerkung: Mit folgendem Hilfssatz wollen wir den anschliefenden Beweis besser ver-
stdndlich machen.

3.4.2 Hilfssatz

Ist f € Z reellwertig, nichtnegativ und multiplikativ und konvergiert > f(p”) fiir jede
v>0
Primzahl p, so gilt fiir alle reellen x

) <D f@). (3.4.2)

n<lx p<zx v=0

Beweis. (des Hilfssatzes)

O.B.d.A sei f # 0. Fiir reelles z < 2 ist (3.4.2) trivial wegen f(1) = 1 und der Konvention
iiber leere Produkte. Man ordnet einem Produkt, bei dem der Startwert grofser als der
Endwert ist, den Wert 1 zu. (siehe [17], 5.35)

Nun fithren wir eine neue Notaion ein, um die Beweisfiihrung leichter zeigen zu kénnen,
wie wir spéter sehen werden. Sei nun x > 2 und seien p1, ..., pr genau jene verschiedenen
Primzahlen, die nicht gréfer sind als z. Dann ist

koo
IID_re=11>_ remy = > fo .- o) (3.4.3)
IE; v>0 k=1 ax=0 (a1,...,ak)€N('§

Im letzten Schritt wurde die absolute Konvergenz der Reihen Y f(p”) und die Multi-
plikativtdt von f ausgeniitzt. In (3.4.3) kommen (nach dem Fundamentalsatz der Arith-
metik) rechts unter den p{* - ... p;* mindestens alle natiirlichen n < x vor. Daraus folgt
dann (3.4.2). O
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Beweis. (des Satzes)
Sei x € R. Wir beginnen mit (3.4.3) und sehen, dass die Summe rechts von der Form

S Fm) =3 Fn) (3.4.4)
n=1

ist. Y/ bedeutet, dass die Summation genau iiber die n € N erfolgt, die von mindestens
einer Primzahl, die grofer als x ist, geteilt wird. Diese n sind also gréfer als z und
| >~ f(n)| wird beliebig klein fiir grofe z.

Nun nehmen wir in (3.4.3)

> re

p<z p>0
peP

heraus und setzen ein.
Sei nun ein reelles € > 0. Dann folgt die Ungleichung

D) = TID Fe <D Il (3.4.5)
n=1

pEP >0
p<z

wobei > | f(n) |< e fiir alle > x¢(g). Somit folgt fiir x — 400 (3.4.1). O

3.5 Faltung

Die Faltung arithmetischer Funktionen wurde nach dem deutschen Mathematiker Peter
Gustav Dirichlet benannt, deshalb spricht man auch von der Dirichlet-Faltung oder dem
Dirichlet-Produkt. Dies ist eine Verkniipfung in Z, die es nun zu definieren gilt.

3.5.1 Definition

Fiir f,g € Z sei

(f +9)(m) i= 3 F(Dgd) = 3 F(d)g( ), (35.1)

dln din

fiir alle n € N.

Man beachte, dass mit d | n gemeint ist, dass man iiber alle positiven Teiler d von n
summieren muss. Somit ist auch 1 und n eingeschlossen. Die zahlentheoretische Funktion
f * g heilst Dirichlet-Faltung von f mit g. Man beachte, dass die Faltung multiplikativer
Funktionen wieder multiplikativ ist, was wir nun im néchsen Satz zeigen wollen.
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3.5.2 Satz
Es seien f, g multiplikativ und m,n € N mit ggT(m,n) = 1, dann gilt nach Definition
(f*g)(mn) =" f(c)g
c|mn
Jeder Teiler ¢ | mn lésst sich aber in der Form ¢ = ab, mit a | m und b | n schreiben.

Wegen ggT(m,n) =1 ist

ggT(a,b) = ggT( )=1.

@\:

Also folgt

(f+g)(mn) = > Flab)g("3) = > F(a) F(Bg(*)g )

alm a|m
bln
:Zf(a)g(%)'z:f g( 3 = (fxg)(m)(f*g)(n).
alm bln

Die Faltung streng multiplikativer Funktionen ist jedoch im Allgemeinen nicht streng
multiplikativ. Man betrachte zum Beispiel 7(2) = 2, aber 7(4) = 3, also ist 7 nicht voll-
stdndig multiplikativ.

Beispiele: Zur Veranschaulichung kénnen wir nun Werte der Faltung fiir kleine n be-
rechnen:

(f+g)(1) = f(1)g(1)
(f+9)(2) = F(1)g(2) + f(2)9(1)
(fx9)(3) = f(1)g(3) + (3)g(1)
(f +9)(4) = F(1)g(4) + f(2)9(2) + f(4)g(1).

Damit sich manche Rechnungen mit der Faltung zweier Funktionen vereinfachen, be-
merken wir, dass man die Summe rechts in (3.5.1) auch anders notieren kann. Man kann
sie namlich in die symmetrische Form

> fle (3.5.2)

(c,d)EN2
cd n

setzen.
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Nun wollen wir zeigen, dass (Z, *) eine kommutative Halbgruppe bildet. Dazu miissen
wir zunéchst zeigen, dass das Assoziativgesetzt gilt, die Existenz eines neutralen Elements
nachweisen und die Kommutivitat priifen, was wir mit folgender Proposition aufzeigen
wollen.

3.5.3 Proposition

Fiir beliebige f,g,h € Z gilt
(i) (f*g)xh=fx(gxh),
(ii) fre=/,

(i) frg=g+F.

Beweis. Zuerst zeigen wir (i), das heiflt die Assoziativitét.
Seien f, g, h drei arithmetische Funktionen. Fiir (i) schreibt man bei n € N die Summe

Y ()= f(b)g(c)h(d)

(b,c,d)eN3
bed=n

unter Beachtung von (3.5.2) zunéchst folgendermafken um

(Fxg)xh)m)= > (frg)@h(d)= Y hd) Y  flbglc)=

(a,d)EN? (a,d)EN? (b,c)EN?
ad=n ad=n be=a
> f)g(e)h(d),
(b,c,d)eN3
bed=n

Weiters:

(fxlg=h)n)= > fOgxm)D = > fb) >  glc)h(d)=

(b,l)eN2 (b,1)eN2 (c,d)EN?
bl=n bl=n cd=l
> Fb)gle)h(d).
(b,c,d)eN3
bed=n

Somit gilt fiir (Z, x) das Assoziativgesetz.
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Als nédchsten Schritt priifen wir die Existenz eines neutralen Elements nach.
Bei (ii) miissen wir (f * )(n) nach (3.5) berechnen, also

(f *¢€) Zf f(n)e(1) = f(n), fiir alle n € N,

dln

wegen e(d) = 0 fiir d > 1, wobei nur der Summand f(n)e(1) = f(n) tibrigblieb.

¢ ist also das neutrale Element beziiglich *, sofern die Kommutativitit gezeigt wird, da
auch € x f = f gelten miisste. Dieses Versdumnis werden wir nun nachholen und im
nichsten Schritt die Kommutativitdt nachweisen.

Der Beweis fiir (iii) folgt direkt aus der Definition:

(fxg)n)= > flogd)= > gl)f(m)=(gxf)(n).

(c,d)eN2 (1,m)eN2
cd=n Im=n

Somit ist (Z,*) kommutativ. O

Diese Proposition zeigt uns daher, dass (Z, *) eine kommutative Halbgruppe mit Eins-
element bildet. Bei (i) zeigt sich auch, dass die Klammersetzung bei der Faltung von
endlich vielen arithmetischen Funktionen {iberfliissig ist.

Wir versuchen nun zu zeigen, dass die Menge der arithmetischen Funktionen Z beziig-
lich der beiden Verkniipfungen + und * einen nullteilerfreien kommutativen Ring mit
FEinselement, einen sogenannten Integritdtsring bildet. Wegen der vorigen Proposition,
brauchen wir nur mehr das Distributivgesetz und die Nullteilerfreiheit nachzuweisen.
3.5.4 Satz

(Z,+, %) ist ein Integritétsring.

Beweis. Zunéchst wollen wir dir Distributivitit f* (g + h) = (f * g) + (f * h) beweisen.
Seien f, g, h drei arithmetische Funktionen und n € N, so gilt

frlg+mm)= > fl@)-(g+n)d) = > fla)-gb)+ Y  fla)

(a,b)eN? (a,b)eN? (a,b)EN2
ab=n ab=n ab=n
= (f*g)(n) + (f = h)(n).

Nun beweisen wir als nachsten und letzten Schritt die Nullteilerfreiheit. Hierbei miis-
sen wir fx g # 0 bei f,g € Z\{0} zeigen.



22 KAPITEL 3. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN

Seien ¢y bzw. dy aus N jeweils kleinstmoglich gewéhlt mit f(co) # 0, g(do) # 0. Dann ist
(f % g)(codp) = f(co)g(dp) # 0, also f * g # 0. Fiir n = ¢ody reduziert sich die Summe
(3.5.1) auf f(co)g(dop), weil g(d) = 0 fiir d < dp und f(%) = 0 fiir d > dp gilt. O

3.5.5 Inverse

Nun zeigen wir, wann ein f € Z beziiglich % eine Inverse hat.

Satz

Fiir f € Z sind folgende Aussagen dquivalent:
() £(1) 40
(ii) Es gibt ein g € Z mit f*g=ce.
Bemerkung: Fiir g wie in (i) gilt g(1) = ﬁ, also g(1) # 0.

Beweis. Sei f(1) # 0, dann kann man g € Z auf * rekursiv definieren. Man setzt zuerst
g(1) := ﬁ und hat damit

(f*9)(1) =) f(d)g(5) = f(1)g(1) =1 =e(1).
dJl
Ist dann n > 1 und g(d) schon fiir d =1,...,n — 1 definiert, so setzt man
1 n
- ™g(d
b 2 FCa
d;;;,

nach 3.5.1 ergibt sich daraus

(f + 9) Zf FWgn) + Y~ F(d)g(5) = 0 =e(n).

d>1

Somit folgt (i) aus (ii).
Ist andererseits (ii) vorausgesetzt, so ist nach 3.5.1 insbesondere f(1)g(1) = 1, also f(1) #
0, das heift es folgt (i). O

Bemerkung: Man beachte, dass die Inverse g, die imm obigen Beweis konstruiert
wurde, eindeutig ist. Wiirde neben fx g = g f = ¢ auch noch fxh = hx f = € gelten,
so hitte man f % g = f x h = ¢ und somit

g=gxe=gx(fxh)=(9*f)xh=cxh=h

Somit existiert zu jedem f € Z mit f(1) # 0 beziiglich * genau eine Inverse in Z, die
mit f~! bezeichnet wird und fiir die f~!(1) = % # 0 gilt.
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Wir fithren nun eine Abkiirzung ein.

Zy:={feZ:f(1)#0}.
Offenbar ist Z; beziiglich * abgeschlossen, man hat ja nur (f x g)(1) = f(1)g(1) # 0

fiir f,g € Z1 zu beachten. Mit dieser Beobachtung und mithilfe von 3.5.3 kommen wir
zur Erkenntnis, dass (Z1, *) eine abelsche (oder kommutative) Gruppe ist.

3.5.6 Definition

Sei f € Z eine arithmetische Funktion und ig nach 3.2¢ definiert. So heifst F' := ig* f , die
summatorische Funktion von f. Da ig(d) =1 fiir alle d € N, ist die Funktion F': N — C,
nach 3.5.1 durch

F(n)= Zf(d), fiir alle n € N, (3.5.3)
dn

gegeben.
Es wird hierbei tiber alle positiven Teiler d von n summiert.
Zum Beispiel ist
FQ2) =)+ f(2),
P) = f(1)+ £(2) + £(4),

F(6) = f(1)+ f(2) + f(3) + £(6).

Beispiel: Die summatorische Funktion der Funktion iy = id (vgl. 3.2c¢) ist die Tei-
lersummenfunktion
o(n)=> d.

deN
dln

3.5.7 Satz

Sei f: N — C eine multiplikative arithmetische Funktion und F' : N — C die summato-
rische Funktion von f, dann ist auch F' multiplikativ.
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Beweis. Seien mqi, my € N teilerfremd, dann gilt

F(mimg) = Y f(d

dlmima

= > > fldidg) = > Y f(d)f(da)
d1|m1 d2|m2 dl‘ml d2‘m2

= Y fld) Y fldo) = F(m1)F(ms).
di|lma da|ma

O

Bemerkung: Hier wird bereits 3.6.5 verwendet, dessen Beweis wir erst spiter durch-
fiihren werden.

Beispiel: Da i1(n) = n multiplikativ ist, ist auch die Teilersummenfunktion o(n) =

> d =>"1i1(d) multiplikativ.
din din

3.5.8 Satz
Fiir f € Z gilt die Aquivalenz

feEM — FeM.

Beweis. =: wurde bereits im Satz 3.5.7 gezeigt.
<! wegen io(l) =1#0ist io geméf 3.5.5 invertierbar. Setzt man nun F' € M voraus,
soist f =ig* * (ig * f) = ig ' * F nach Satz 3.5.7 multiplikativ. O

3.6 Die Gruppe der multiplikativen Funktionen

Wir haben bereits in 3.5 bewiesen, dass die Menge Z; beziiglich der Faltung abgeschlossen
ist. Nun mochten wir das auch fir M\{0} zeigen. Dazu miissen wir zunéchst einige
Hilfssétze vorausschicken. Der erste bezieht sich wiederum auf die Primfaktorzerlegung,
Hilfssatz 2, 3 und 4 handeln von der Teilbarkeit.

3.6.1 Hilfssatz 1
Fir m,n € N gilt: m teilt n genau dann, wenn v,(m) < v,(n) fiir alle p € P zutrifft.

Beweis. Es ist m | n gleichwertig mit der Existenz eines [ € N, fiir das n = lm gilt. Aus
dieser Gleichung folgt mit (2.0.1) und dem Fundamentalsatz v,(n) = v,(l)+v,(m) fiir alle
p € P, wegen v,(l) € Ny insbesondere 1v,(n) > v,(m) fiir alle p € P. Hat man andererseits
diese letzte Tatsache, so sind die Differenzen 6, := vp(n) — v,(m) nichtnegative ganze
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Zahlen fiir alle p € P, aber hochtens endlich viele ¢, sind positiv. Deswegen ist [ | p% e N.
P

Bezeichnet man dieses Produkt nun mit [, so gilt damit Im = n. O

Die folgenden Satze werden nur angefiihrt und nicht bewiesen. Die Beweise dazu
kann man in [2] Kap. 1 §2,6 oder [12] Kap. 1, Satz 7 und Kap. 2, Lemma 8 und Satz 9
nachlesen.

3.6.2 Hilfssatz 2

Seien m,ny,ng in Z. Wenn m | nyng und sind m, n; teilerfremd, so gilt: m | na.

3.6.3 Hilfssatz 3

Sei p eine Primzahl und n € Z, dann sind dquivalent:

(1) ggT(p,n) =1
(ii) p1n.
3.6.4 Hilfssatz 4
Es sei p € Z,p > 1. Dann sind dquivalent:
(i) p ist Primzahl
(ii) Fir alle a,b € Z gilt: p| ab=p | a oder p | b.

(i) Wenn p = zy, mit =,y € Z, dann gilt: © € {1, -1} oder y € {1, —1}.

Beweis. (i) = (ii): Wenn p | a, dann ist die Behauptung richtig. Sei also p t a, daraus
folgt nach 3.6.3, dass ggT(p,a) = 1 und daraus folgt wiederum nach 3.6.2, dass p | b gilt.

(ii) = (iii): Aus p = zy folgt, dass p | xy und nach (ii) p | « oder p | y. Falls p | z,
folgt daraus, dass p < |z|, andererseits gilt p = |z||y| > |z|. Nun sehen wir, dass p = |z|
gelten muss und daher ist x € {—p,p} und y € {—1,1}. Der Fall p | y fithrt analog auf
y € {—p,p} und z € {—1,1}.

(iii) = (i): Angenommen m | p, mit m € Z. Dann gibt es ein n € Z fiir das gilt:

p = mn. Daher ist entweder m € {—1,1} und daher n € {—p,p} oder n € {—1,1} und
m € {—p, p}. Insbesondere ist m € {—1,1, —p, p}, also ist p eine Primzahl. O

Mit diesen Hilfssétzen ldsst sich nun folgendes Lemma beweisen.
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3.6.5 Lemma

Fiir teilerfremde ny,ny € N gelte d | ning mit einem d € N. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes Paar (dj,ds) natiirlicher Zahlen mit dide = d, di | n1 und dy | ng, wobei
aukerdem dq, ds zueinander teilerfremd sind ebenso wie 2L, &2

di? ds”
Beweis. Nach 3.6.1 ist vp(d) < vp(ning) fir alle p € P, insbesondere v,(d) = 0 fiir

p 1 ning. Bei p | ning ist nach 3.6.3 genau ein 1v,(n;) Null und man hat entweder
vp(d) < vp(n1),vp(ng) = 0 oder vp(d) < vp(n2),vp(n1) =0, also

d = Hpr(d) — H pr(d).

pld plning
Dies gilt wegen vp(d) = 0 fiir p | nyng mit p > d.
Weiters setzen wir gleich

IT »=@ =] p>@ T

plnina pln1 pln2
Wir setzen nun d; := [[ p*»(9.
pln;
Aus der Definition wissen wir, dass dy | n; und do | nyo. Haben nun df,d}, dieselben
Eigenschaften wie dj,ds im Lemma, so folgt aus didy = d}d}, die Bedingung d; | d}. Um
diese Behauptung leichter verstédndlich zu machen, wollen wir nochmals die Bedingungen

fiir d1, d2 und d}, d, herausschreiben.
Fiir di,do € N gilt

(i) dy-dy=d
(ii) di | m
(iii) dy | no
(iv) ggT(di,d2) =1

(iv)" ggT(dy, dy) =1

Nun sehen wir, dass dy - do = d - dy = d (folgt aus (i) und (i)’). Wir wollen zeigen, dass
dy | d}-d. Zunichst stellen wir die Behauptung auf, dass d; | d), beziehungsweise miissen
wir uns fragen, ob ggT(di,d,) = 1 zutrifft. Wir behaupten daher, dass ggT(dy,d,) = 1
gilt. Aus (ii) und (iii)’ folgt dies auch, da andernfalls der ggT(ni,n2) > 1 wire. Daraus
ergibt sich mit (3.6.2), dass d; | d}. Also folgt nun, dass d} = dd; und daraus natiirlich
dy = 0d}y mit 6 > 0 € Z. Wegen ggT(ny,n2) muss 6 = 1 gelten. O
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Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun den eigentlichen Beweis fiir die Abgeschlos-
senheit der Menge M der multiplikativen arithmetischen Funktionen, als auch fiir die
Menge M\{0} fithren.

3.6.6 Proposition

Die Menge M der multiplikativen arithmetischen Funktionen und die Menge M\{0} sind
beziiglich der Faltung abgeschlossen.

Beweis. Seien f,g € M und ny,no € N zueinander teilerfremd, dann gilt mit Hilfe von
Lemma 3.6.5

(Fra)mm)= 30 f(Pe(d) = 3 F(2e(dad)

dlnina (dq,dg)€N2

dy|ny,dalng
Zanl (di)f anl (d1) Zf
di|ni1 dz2|n2 di|n1 da|na
= (f * g)(n1)(f * g)(n2).
Seien nun f,g € M\{0}, so ist f(1) = 1 und ¢g(1) = 1 nach 3.3.1(i) und somit
(fxg)(1) = f(1)g(1) =1, also hat man fxg € M\{0}. O

Dies gilt auch fiir f € Z;.

Da i, € M\{0}, ist M\{0} # 0.

3.6.7 Satz
(M\{0}, *) ist eine Untergruppe der Gruppe (Z7, ).

Beweis. Da wir bereits wissen, dass (Z1, *) eine kommutative Gruppe bildet und aufgrund
zuvor genannter Proposition, bleibt nur noch zu zeigen, dass M\{0} zu jedem Element
f auch die Inverse f~! enthélt. Klar ist zunichst, dass f € Z; und f also nach 3.5.5 in
Zy die Inverse f~1, besitzt. Dazu definieren wir ein ¢ € Z durch

Hf p"»™) fiir alle n € N. (3.6.1)

Nun ist g(1) = 1 und g € M, was, wie man leicht sehen kann, aus der Primfaktor-
zerlegung folgt. Also ist ¢ € M\{0} und somit f * g € M\{0} nach Proposition 3.6.6.
Wenn nun f*g = € nachgewiesen ist, folgt f~! = g wegen der Eindeutigkeit des Inversen
und somit f~! € M\{0} wie gewiinscht. Fiir f * ¢ = ¢ muss man nach der Bemer-
kung in 3.3.1 nur zeigen, dass die beiden multiplikativen Funkionen f x g und e auf den
Primzahlpotenzen iibereinstimmen. Nach (3.6.1) gilt fiir alle j € Ng,p € P
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(f*a) @) = FW Mg =D M 0" = 70 = e().

J J
h=

0 h=0

3.7 Ausblick

AbschlieBend werden wir nun einen kurzen Ausblick auf weitere arithemtische Funktio-
nen wagen, welche wir in dieser Arbeit nicht niher studieren werden.

Die Mdbiussche Funktion p ist auch eine sehr bekannte zahlentheoretische Funktion, die
nach dem deutschen Mathematiker August Ferdinand Mébius benannt wurde. Definiert
wurde sie bereits in 3.2f. Hier wollen wir noch weitere Eigenschaften anfiihren.

a) u ist multiplikativ,
b) Fiir jede Primzahl p gilt u(p) = —1,

c) fiir jede Quadratprimzahl, also fiir jedes ganze j > 2 gilt u(p’) =0,

1 fi =1
d) die summatorische Funktion der Mobiusfunktion ist > u(d) = e
din 0 sonst.

Die Summatorische Funktion ist definiert als eine Faltung mit ig. Das bedeutet eigentlich,
dass i * u = €, also ig = p~'. Hieraus folgt dann die Mébiussche Umkehrformel, denn

f=exf=(uxio)xf=px(ioxf)=p*F.
Anders ausgedriickt sei f : N — C eine arithmetische Funktion und F(n) = Y f(d)
dln

ihre summatorische Funktion, dann gilt fiir alle n € N

F(n) =Y udF(5) = Y u(5)F().
din

din

Ahnliche Aussagen kann man auch iiber die Eulersche Phifunktion treffen. Die Funk-

tion ¢(n) ist multiplikativ und es gilt > ¢(d) = n.
dln
Die Eulersche Phifunktion hdngt auch mit der Miifunktion zusammen. Fir n > 1 gilt

n
p(n) =) p(d)-.
din
Fiir n > 2 gilt die Eulersche Produktformel
1
p(n)=n]J(1- o

pn
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Auferdem hat die Eulersche Phifunktion die Eigenschaften
a) p(p") =p" —p" !, fiir pe Pund n > 1,
b) ¢(n?) = ne(n) fiir n > 1,

¢) @(mn) = (m)p(n) g, wobei d = ggT(m,n),

d) m|n=p(m)|pn),

e) ¢(n) ist gerade fiir alle n > 3.

Weiters kann man sich noch mit der Verallgemeinerung der Dirichlet-Faltung beschaf-
tigen. Seien « und f zwei arithmetische Funktionen. Wir definieren nun fiir D C N x N
und f: D - N

(a0 B)(n) =) a(@)B(y).

f(z,y)=n
(z,y)€D

Wir kénnen wiederum zeigen, dass dies zusammen mit der iiblichen Addition einen kom-
mutativen Ring mit Einselement bildet. Die Kommutativitdt der Verkniipfung o wird mit
erreicht durch die Forderung (x,y) € D, daher auch (y,z) € D und f(z,y) = f(y,x).

Die Assoziativitdt von o zeigt man durch folgende Forderung: Mit (z,y), (f(x,y),2) € D
gilt auch (y,2), (z, f(y, 2)) € D und f(f(z,9),2) = f(z, (3 )).

Wenn fiir alle z € N gilt (z,1),(1,2) € D und f(z,1) = (1,2) = x, so ist die Exis-
tenz eines Einselements bewiesen.

Nun miissen wir noch die Moglichkeit ausschliefen, dass f(z,y) = n fir ein n € N
unendlich viele Losungen hat. Die Summe, welche (o 3)(n) definiert, wére nicht end-
lich. Um dem entgegenzuwirken gilt = | f(z,y) und y | f(z,y) fir alle (z,y) € D.
Daraus ergeben sich noch weitere Produkte, wie zum Beispiel das kgV-Produkt, das
Lucas-Produkt und das Cauchy-Produkt, die wir aber an dieser Stelle nicht genauer
studieren werden.
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KAPITEL 3. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN



Kapitel 4

Die Riemannsche Zetafunktion

Die Riemannsche Zetafunktion bildet den zweiten Teil dieser Arbeit. Im Folgenden wer-
den wir ausgehend von zwei unterschiedlichen Primzahlbeweisen die Zetafunktion vor-
stellen. Dabei erwihnen wir auch Bernhard Riemanns Arbeit und seine Ideen, wobei nur
auf eine - die Funktionsgleichung - eingegangen wird.

Die wichtigsten Quellen sind hierbei Riemanns Arbeit selbst [13] und Vorlesungen von
Otto Forster von der Universitét in Miinchen [6], sowie [7], wo sich unter anderem Be-
weise zur Funktionalgleichung finden lassen. Aufserdem bildet die klassische Literatur zu
diesem Thema eine fundierte Grundlage, wie bei [14] S. 15 ff., [1] 1 ff., [2] S. 301 ff und
38 ., [11] S. 1 ff. und [4] S. 1 fF..

4.1 Primzahlenbeweise

Die Riemannsche Zetafunktion und die Primzahlverteilung gehen Hand in Hand. Bereits
der griechische Mathematiker Euklid bewies in der Antike, dass die Folge der Primzahlen
nicht abbricht.

4.1.1 Satz
Es gibt unendlich viele Primzahlen (Fuklid)

Beweis. Angenommen es gibe nur endlich viele Primzahlen. Wir bezeichnen diese Prim-
zahlen mit pi,ps, ..., pr. Die natiirliche Zahl

n:p1p2pr+1

ist durch keine der Primzahlen p1, po, ..., p, teilbar, weil sonst nach der Transitivitéitsre-
gel (a | bund a | b+ c folgt a | ¢) auch 1 durch diese Primzahl teilbar wére. Da aber nach
dem Fundamentalsatz jede Zahl grofer als 1 durch mindestens eine Primzahl teilbar ist,
existiert mindestens eine weitere Primzahl. Dies widerspricht jedoch der Annahme, dass
Pp1,P2,--.,pr die einzigen Primzahlen sind. O
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Auch der Schweizer Mathematiker Leonhard Euler hat sich mit Primzahlen beschéf-
tigt und 1737 einen Beweis fiir die Unendlichkeit dieser gefunden. Dieser Beweis war
richtungsweisend fiir den Einsatz analytischer Hilfsmittel in der Zahlentheorie. Liefert
der Beweis von Euklid keine Aussagen tiber die "Dichte"der Primzahlmenge in N, so er-
hilt man bei Kulers Beweis einen Hinweis, wie man genauere Aussagen iiber die Anzahl
m(x) der Primzahlen unterhalb der Schranke z erhalten kénnte. Die Anzahlfunktion ist
folgendermaken definiert:

m(z) = #{p:p <z}

Nun wollen wir Fulers Beweis ausfiihren, damit der Unterschied der beiden Beweise klar
erkennbar wird und wir anschliefend mit der Zetafunktion arbeiten kénnen.

Beweis. Angenommen es gébe nur endlich viele Primzahlen py, po, ..., pr. Man bilde das
Produkt

:w

k
1 1
L+ - ( T (=)
1+ =1 S () )
=1 =
und multipliziere die Klammern aus. Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
der natiirlichen Zahlen ergibt sich dann fiir jedes n € N der Summand + - genau einmal.

Daher ist

il (4.1.1)

Diese Summe erinnert uns aber an die harmonische Reihe > % und, da diese divergiert,
ist unsere Schlussfolgerung unméglich. Somit haben wir einen Widerspruch und die An-
nahme, es gibe nur endlich viele Primzahlen, ist widerlegt. O

3

Nun wollen wir als nachsten Schritt zeigen, wie nahe nun die Riemannsche Zetafunk-
tion mit den zuvor getroffenen Aussagen zusammenhéngt. Es gilt nun zu priifen, ob das

unendliche Produkt H

i= pz

fiir Re(s) > 1 absolut konvergent ist.

Beweis. Zunichst erweitern wir den Bruch und schreiben ihn um:

1 -+ . 1

Nun kénnen wir auch das Produkt gleichermafien umformen:

N

111 [T+ ily

=1~ P =1 p;
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4.1. PRIMZAHLENBEWEISE
Wir betrachten nun den Betrag des Produkts, um die absolute Konvergenz zu {iberpriifen

14+ ! 1+ L
p;—1 7 —1[°
Das heifst:

(o] 1 o0
H " abs. konv. <= H(l + pra 1) abs. konv.
=1 H =1 ?

D o 1

— konv. <— konv..
E - 1\ kzzl pg — 1
1

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir
Re(s) 1

-1= <
lpy — 1 Dy, S

lpp, — 1] > |pp| =1 =p,

Da aber
-1 %pfe(s),
konnen wir die Ungleichheitskette folgendermafsen fortfithren
1 < 1 < 2
|pk -1~ pge(s) -1 pge(s)

1

2 2
=2 Z:l Re(s)

und da
Pe 2 k= JRe() S 1 Re(s)
k n—

ist eine konvergente Majorante fiir

Z \pk

abs. konv..
O

Daraus folgt nun

L (4.1.2)

Mit diesen Argumenten erhélt man fiir Re(s) > 1
Ls
7) 4+ ... ) = s
n=1

8
—_

Il
—
—
+

I
=

1;[ =5 i
Bemerkung: Mit s — 1 folgt nochmals die Unendlichkeit der Primzahlen, da das Pro-
dukt auf der linken Seite bei s = 1 stetig wire, wenn es nur endlich viele Primzahlen gébe
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und rechts nochmals die harmonische Reihe zum Vorschein kommt. Da der Grenzwert
dieser ja unendlich ist, divergiert auch das Produkt.

Diese gewonnene Funktion

Cs) =" — (4.1.3)

fiir Re(s) > 1, wird mit ¢ abgekiirzt und Riemannsche Zetafunktion genannt, da der
deutsche Mathematiker Bernhard Riemann als erster die Bedeutung der Zetafunktion
als Funktion einer komplexen Variablen fiir die Primzahlverteilung erkannte. Die Entde-
ckung der zuvor gezeigten Identitét kann als analytische Fassung des Fundamentalsatzes
angesehen werden und gilt daher als Geburtsstunde der analytischen Zahlentheorie.

4.2 Riemanns Anstof

Bernhard Riemann konnte in seiner Abhandlung Ueber die Anzahl der Primzahlen unter
einer gegebenen Grisse [13], die 1859 publiziert wurde, bahnbrechende Fortschritte auf
dem Gebiet der Funktionentheorie aufzeigen. Auf nur neun Seiten prisentiert Riemann
ein Reslimee seiner intensiven Recherchen, welche er selbst niemals vollenden konnte.
Somit schuf er fiir die Nachwelt eine Art Programm, das es auszuarbeiten galt und bis
heute noch gilt. Riemann selbst bewies in seinem Aufsatz, dass die in der Halbebene
Re(s) > 1 durch die Reihe Y n™*° definierte Funktion ((s) nach ganz C meromorph
fortsetzbar ist. Riemann zeigte auch, dass diese Fortsetzung lediglich an der Stelle 1
einen Pol besitzt und dass sie einer gewissen Funktionalgleichung geniigt, die wir im
Anschluss gleich zeigen wollen. In der Arbeit stellte Riemann noch vier Behauptungen
iiber die Nullstellenverteilung und eine {iber die Produktzerlegung auf. Auferdem nannte
er eine Primzahlformel und er lukrierte die Idee, durch Anwendung der Zetafunktion,
zahlentheoretische Ansétze zu finden, was sich auch mit der Zeit als sinnvoll herausstellte.
Alle Riemannschen Behauptungen konnten bis heute bewiesen werden. Alle bis auf eine.

4.3 Die Funktionalgleichung der Zetafunktion

Wir beginnen nun mit einem Beweis der Funktionalgleichung fiir die Zetafunktion, wie
ihn auch Riemann gegeben hat. Dazu benotigen wir jedoch zwei Hilfsmittel, die Gamma-
und die Thetafunktion.
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4.3.1 Satz

Die Gammafunktion ist fiir z € C mit Re(z) > 0 durch

[(z):= /tz—le—tdt (4.3.1)
0

definert. Mit Hilfe partieller Intregration erhélt man fiir Re(z) > 0 die Funktionalglei-
chung 2I'(z) = I'(z 4+ 1). Da auferdem I'(1) = 1 ist, folgt I'(n) = (n — 1)! fiir alle n € N.
(Ndheres zur Gammafunktion siehe [6] Kap. 6)

4.3.2 Satz

Die Thetafunktion wird folgendermafsen definiert

Ox) =™ fiir x>0 (4.3.2)
ne”L

und besitzt die Funktionalgleichung

1
O(=) = VzO(z), fiir alle z > 0, (4.3.3)
x
deren Beweis wir spéter auch zeigen werden.

Wir nehmen zunéchst die Funktionalgeichung
1
O(1) = Vie(x)
und formen diese nach ©(z) um:

O(r) = O(1) : Vi = O(x) = ()

8=

il-

Nun setzen wir dafiir die Funktion ein und erhalten

—mnlz i —mn? 4.3.4
Ze =7 e = . (4.3.4)
nel nez

Um einen einfachen Beweis fiir die Funktionalgleichung zu liefern, benétigen wir zunéchst
einen Hilfssatz - die sogenannte Poissonsche Summenformel.
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4.3.3 Satz

Sei f: R — C eine stetig differenzierbare Funktion mit
f(2) = O(jz| ™) und f'(x) = O(|z|?) fiir |a] — oo

und sei
o0

ft) = / f()e2miotdy

die Fourier Transformierte von f. Dann gilt

> fn) =) fn). (4.3.5)

Bemerkung: Fiir eine reelle Zahl A > 0 besitzt die Funktion f\ : R - R,z —
A —773:2
fa(z) := e=™ die Fourier Transformierte f)(t) = ¢ ﬁ\k. Da wir in dieser Arbeit nicht

Fourieranalysis studieren wollen, beweisen wir diesen Satz nicht. Er kann u.a. bei [6]
nachgelesen werden.

Nun wollen wir unseren Beweis fiir die Funktionalgleichung der Thetafunktion ausfiithren.

Beweis. Da die Theta-Reihe und ihre sdmtlichen Ableitungen gleichmifkig auf jedem
Intervall [e, 00, > 0 konvergieren, kénnen wir die soeben definierte Poissonsche Sum-
menformel auf die Funktion fy : R — R,z — fy(z) := e~ ™" anwenden. Dabei ist A > 0

ein reeller Parameter. Da f)(t) = f%“, folgt

—mn?\A

—man? €
>e = N5

neZ nez

Schreibt man nun x statt A ergibt sich die Behauptung des Satzes. O

4.3.4 Korollar

Die Thetafunktion ©(z) = 3 e ™% geniigt der Abschiitzung
nez

) fiir x \ 0.
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Forster fithrt hier in [6] den einfachen Beweis an:

Beweis.
235, 0e) =
4.3.5 Lemma
Fiir alle s € C mit Re(s) > 1 gilt
S s 7 s > —n dt
D) =ni [ #(3 e
0 n=1

o0
Bemerkung: Dabei wird ¢(t) = 3 e™’ gesetzt. Also

Bemerkung: Die Funktion (t) konvergiert fiir ¢ — oo exponentiell gegen 0.

O(t) = 1+ 2¢(t) und somit auch (t) = 3(O(t) — 1).

Beweis.

PR DESGEE0 WultS Wi

neZ 2 nEZ ne”Z
neL e—m(—n)2z nes

=1

[o.¢]
1+2) " e7™ =1 4 29(t).

n=1

Aus 4.3.4 folgt daraus ¥(t) = O(%) fiir ¢ \, 0.

37

(4.3.6)

(4.3.7)

(4.3.8)

Es gilt

Beweis. (des Lemmas) Wir gehen zunéchst von der Gammafunktion, wie wir sie in (4.3.1)

definiert haben, fiir I'(5) aus.

Nln

e

o
/ /
0
Wir substituieren nun t = wn?¢t, dabei ist n € N.

oo ~
/7mt~5 - ”QEdT.

t
0
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Wir schreiben nun wieder ¢ statt ¢ und erhalten

oo
S S 2 dt
1‘\ ) — 2t 3 —Tn ti'
()= [toieS
0
Nun schreiben wir den Exponenten zu jedem Faktor einzeln dazu.
o0
r()= /Wgnstge_m%dt,
2 t
0

Wie man leicht sieht, kann man nun Faktoren aus dem Integral herausziehen.

i d
s s t
0
Nun multiplizieren wir die Gleichung mit der Zetafunktion und es gilt fir Re(s) > 1
o0 o0 o0 o0 oo
S . S 1 . s g s 77Tn2tdt 1 s s —n2t dt
P = TG = dowbnt [ebe ™l —nd [4i(3 oo™,
n=1 n=1 0 0 n=1

[Nl
Nlw

e = [ 1w

o0
15
0
Die Vertauschung von Summe und Integral ist wegen des Satzes von der dominierten

Konvergenz von Lebesgue-Integralen erlaubt, was wir im abschliefenden Beweisteil er-
lautern wollen.

Der Satz von der dominierten Konvergenz (Lebesque) besagt:
JECEY R
falls

a) fn(t) — f(t), t fast iiberall

b) [fn@)] < g(t), [g(t)dt < oc.

Wir betrachten zunfchst das Integral und die endliche Summe.

/t§ Ze—m%% _ /t;—1€—m S e Dt gt
0 n=1 0 n=1
—_——
=f(t) :SN(t)

f(t)>0
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N
Beachte, dass fiir alle t > 0: Sy(t) = Z —m(n* =t was konvergent fiir N — oo ist.

Nun wollen wir zeigen, dass [, f(t)Sn (¢t )_d t— 7 f(t)S(t)dt gilt. Dazu zerlegen wir das

Integral in zwei Teile

a) t>1,
b) 0 <t <1
Setze S(t) = limy_y00 Sy (t)
a)t>1:
N ) N
|SN(t)|:SN(t):1+Ze*7F(n 71)t \S/ 1+Zef7mt:
n=2 n2—1>n fiir n>2 n=2

N N
—rt o
1+ (e ”)”_1+Z(£)”
n=2 n=2
Bemerkung: €™ > 1, wenn ¢ > 1.

Das heifst
Noq
SN < 14+ 3 ()"
n=2

Wir setzen nun ¢ := 6% < £ =:§ (immer noch ¢ > 1). Daraus folgt nun

N R WS Sy

n=0
1 S S
1-¢ 1513

b) |¢(t)] < \/{ fir 0 < ¢t < 1 und wegen der Bemerkung nach 4.3.5 gilt ¢(t)
wenn t — 0.
Wir fassen nun zusammen:

o0 N 1 N o0 N
2; s 2 S 2 s
/Ze—m b3 lgt = /Ze—”" tt2_1dt—|—/26_m ta 1t
0 1 n=l1

0 n=1 n=1
=A =B
A)
N Re(s) Re(s)—3
s_ 2 e(s) 3 ne(s)—o — .
|t2 126 < > 2 =Ct 2z < (Ct7¢ , fira<l.
—

n=1 1

— J Ct—edt <oco
< 0

gla

= O(

1
Vit

),
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Re(s)
T_l7

t271Sn ()] < Ce ™

und dies ist intergrierbar iiber [1,oc0[. Daraus erhalten wir die dominierte Konvergenz,

1
denn aus A) folgt, dass [(t)t>~'dt konvergiert, wenn N — oo und aus B), dass
0

Y (t)t2 1 dt konvergiert, wenn N — oo. O

4.3.6 Satz (Funktionalgleichung der Zetafunktion)
a) Die Funktion
§(s) =TT D(5)C(s)

ldsst sich merpmorph auf ganz C fortsetzen. Die fortgesetzte Funktion ist holo-
morph bis auf zwei Pole erster Ordnung an den Stellen s = 0,s = 1 und geniigt der
Funktionalgleichung

§(1—s) = £(s).

b) Die Zetafunktion selbst ldsst sich ebenfalls meromorph auf ganz C fortsetzen mit
einem Pol an der Stelle s = 1. Es gilt die Funktionalgleichung

C(1— s) = 215751 (s) cos(%g(s).

Beweis. a) Nach 4.3.5 gilt fiir Re(s) > 1 mit (t) = 3 e~ ™"t
=1

3

- N S N
§(5) = n7TC)(s) = w 7w [eip D = [ )2t =
[ [
codt [ od
/tmp(t)tt +/t21/1(t)tt (4.3.9)
0 1
Aus der Funktionalgleichung der Thetafunktion folgt fiir 1(t) = $(O(t) — 1)
9oy = 13— S(1-17%), (43.10)

denn aus
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folgt mit der Substitution ¢ = %

¥(3) = 5(0(;) ~1).

Wir setzen nun die Funktionalgleichung ©(1) = /z6(z) ein und erhalten
1 1
9(5) = (Ve ~ 1).
Sogleich beginnen wir mit dem Umformen und bringen % und —1 auf die linke Seite

2¢(%) 11 =i

Fiir © erhalten wir somit

2eh(1) +1
@(t) — M
Vit
Nun setzen wir das Ergebnis fiir © in die urspriingliche, mit % ausmultiplizierte Gleichung
1 1
t)=-0(t) — =
v(t) = 500) -

ein und bekommen

) == _ -
Durch Umformen erhalten wir
1 1 1
ty=t 29(t)+ — — =
vi) =t + 5
und schlieflich
1 1 1
Yt)=t"294(5) — (1 —t72)

Wir setzten nun (4.3.10) in das Integral von 0 bis 1 ein und gewinnen daraus

1 . 1
oo

<1—t2>>%

1
(g 1) g‘
/ . (4.3.11)
0

[\D\xr

N |

)&
)3

N

+

o
\H
~~
W
| |
—
=
@F\H
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Man kann nun leicht sehen, dass man das letzte Integral explizit, unter Beachtung von
Re(s) > 1, berechnen kann

1 1 1
L5219 _1/ “‘”1_1/ ($)-1ygs —
2/( (O Nar = o [T - [ ar =
0 0 0
1, (s—1)t e 1 1,5 sy 11
ST (G =
Les=bhesh oo itdy11e _g =
55 0 - [£(5) 1) — o)
1 2 1 2
- 1—-2.2.1=
2 s—1 2 s
1 1
s—1 s

Im ersten Integral auf der rechten Seite machen wir hingegen die Substitution t = 1\
und setzen danach wiederum t statt £, so ergibt sich

1 00
(e 1) 1 dt d 1= dt
/t /z g—/t v =
0 1

—

Nun setzen wir alles in (4.3.9) ein, woraus wir

1 e’}
s d s dt
()= + [ ty(t)— =
5= [T + [tun]
0 1

T (a=s) dt 1 1 T s dt
/t St —S+/tz¢(t)t_
1 1
r a1 1
- - 4.3.13
JeF o+ 20 (1313)
1

lukrieren.

Da 9(t) fiir t — oo exponentiell gegen 0 geht, konvergiert das Integral auf der rechten
Seite gegen eine auf ganz C holomorphe Funktion g(s). Somit liefert (4.3.13) eine Fort-
setzung von £(s) als meromorphe Funktion auf C mit Polen 1. Ordnung an den Stellen
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s =1 und s = 0. Da die Darstellung invariant unter der Abbildung s — 1 — s ist, folgt
§(1 =) =&(s).

—3

b) Wir beginnen nun wieder mit unserer Ausgangsfunktion ¢(s) := 72 I'(5)((s) und
schreiben sie nach ¢ um.
(o) = )
S) = =756\8)-
I'(3)

Aufgrund dieser Darstellung lisst sich auch die Zetafunktion meromorph nach ganz C

fortsetzen. Die Funktion s — ﬁ ist auf ganz C holomorph und hat eine Nullstelle
2

1.0rdnung bei s = 0, die sich gegen die Polstelle 1. Ordnung der Funktion £(s) weghebt.

Deshalb ist {(s) holomorph in C bis auf den Pol 1. Ordnung bei s = 1.

Aus der Funktionalgleichung von £ kénnen wir nun die Funktionalgleichung der Zeta-

fuktion ableiten.

“a-9 _1—35 —s .8
ST - ) = AT T(5)(s)

ergibt, wenn ((1 — s) auf einer Seite alleine stehen soll und wir gleich die w-Faktoren

zusammenziehen

™

C(1—s) = w%—sr(g)r(l 7). (4.3.14)

Nun benutzen wir zwei Formeln aus der Theorie der Gammafunktion

a) F(z)rl(l_z) = Sir;m (Euler)

b) [(Z)(H2) = 2172 /71(z) (Legendre)

Aus a) folgt

1—s. ;. 1+s _, sin(@2)  cos(ZE)
r N 1_ 2 ) _ 2 )
( 2 ) ( 2 ) s m
Daraus folgt nun
1-— UL 1
rlosy oG 1) (4.3.15)

2 0 2
und damit lasst sich die Formel (4.3.14) umformen zu

L 1 - 1
- 5) = e~ P 2 ) = w3 ) o))
(Man beachte, dass der Exponent bei 7 durch den Bruch bei COSST%S) zustande kommt,
1, _
denn ™2 — = 777173.)

Nach Anwendung von b) folgt daher

™S

((1—s) =77 ~2' VAL (s) cos( 5 )((s) = 2"~ 7L (s) cos( )¢ s).
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4.4 Ausblick

Riemanns Ideen wurden im Laufe der Zeit vollstdndig bewiesen. Vor allem der franzosi-
sche Mathematiker Jacques Hadamard, Charles-Jean de La Vallée Poussin aus Belgien
und der Deutsche Hans von Mangoldt leisteten Herausragendes auf dem Gebiet der Ze-
tafunktion und erzielten grofse Erfolge. Somit hat sich die analytische Primzahltheorie
in den letzen 150 Jahren gewaltig entwickelt. Die Ideen der analytischen Zahlentheorie
begannen sich fortan rasch auszubreiten.

4.5 Die Riemannsche Vermutung

Die Riemannsche Vermutung gilt als Millenniumsproblem und ist bis heute unbewiesen.
Hierbei geht es um nicht-triviale Nullstellen der Zetafunktion. Riemann behauptete, dass
aufer den trivialen Nullstellen an den Stellen s = —2k,k > 1 und k € N, alle anderen
Nullstellen der Zetafunktion im kritischen Streifen S := {s € C : 0 < Re(s) < 1} liegen.
Die nicht-trivialen Nullstellen liegen sowohl symmetrisch zur reellen Achse, als auch zur
Geraden {Re(s) = 1}. Man vermutet zusiitzlich, dass auch diese Nullstellen einfach sind.

Riemann selbst, der in seiner Arbeit mit £ arbeitet, schreibt dazu:

[-..[dieses Integral aber ist gleich der Anzahl der in diesem Gebiet liegenden Wurzeln von
£(t) = 0, multiplicirt mit 2wi. Man findet nun in der That etwa so viel reelle Wurzeln
mmnerhalb dieser Grenzen, und es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind.
Hiervon wdre allerdings ein strenger Bewets zu wiinschen; ich habe indess die Aufsuchung
desselben nach einigen fliichtigen vergeblichen Versuchen vorldaufg bei Seite gelassen, da
er fiir den ndchsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich schien.

Wir wollen an dieser Stelle noch zwei theoretische Resultate erwihnen, die fiir die Rich-
tigkeit der Riemannschen Vermutung sprechen. Zum einen gelang André Weil fiir gewisse
zu ¢ analoge Funktionen der Beweis des Analogons zur Riemannschen Vermutung. Diese
Erungenschaft wurde von Pierre Deligne noch weitgehend verallgemeinert. Zum anderen
konnte gezeigt werden, dass ein gewisser Anteil der im kritischen Streifen enthaltenen
¢(-Nullstellen tatsichlich auf der Geraden {Re(s) = 1} liegt.
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