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Zusammenfassung

Die nachfolgende Arbeit thematisiert die Behandlung der Dezimalzahlen in der Schule mit besonderer
Bericksichtigung der multiplikativen Rechenoperationen. Zu Beginn steht eine einfihrende
Behandlung der Grundlagen der Dezimalzahlen, bei der wichtige Konzepte erkldart und bekannte
Problembereiche von Schiilern und Schiilerinnen abgesteckt werden. AnschlieRend wird das Konzept
des Multiplizierens und Dividierens von natiirlichen Zahlen im Mittelpunkt stehen, da dieses fiir die
Weiterfliihrung unerlasslich ist. Viele der hier auftretenden zentralen Aspekte und haufig auftretende
Fehler sind auch fiir die darauffolgenden Beobachtungen essenziell. Sind alle Grundlagen behandelt,

wird vorerst auf die Multiplikation und anschliefend auf die Division von Dezimalzahlen eingegangen.

Die Untersuchungen zu den Dezimalzahlen und den Rechenoperationen zeigen, dass es eine
erhebliche Zahl an bekannten typischen Fehlermustern und Fehlvorstellungen gibt, die es im
Unterricht zu beachten gilt. Diese gewonnenen Erkenntnisse spielen abschlieRend auch bei der
Untersuchung ausgewahlter Osterreichischer Schulblicher eine tragende Rolle. Es war also ein
wichtiges Anliegen, die zu einem groRen Teil aus Deutschland stammenden Erfahrungen mit Bezug auf
Dezimalzahlen, auf die Praxis in Osterreich umzulegen und sowohl auf bereits umgesetzte Aspekte, als

auch auf Verbesserungspotential aufmerksam zu machen.

Abstract

The following thesis broaches the issue of decimal numbers with an explicit attention to the
multiplicative arithmetic operations. Starting with the basic principles of decimal numbers, the most
important concepts and common problems of students will be the emphasis of the first part of the
paper. Subsequently, the concept of Multiplication and Division of natural numbers will be the main
focus, as this topic is indispensable for the following subjects. Many of the central aspects and common
misconceptions of students are essential for the further study of the key issue. As soon as the

fundamentals are examined, the Multiplication and Division of decimal numbers will be issued.

The analysis concerning decimal numbers and the arithmetic operations shows, that there are
numerous well known typical mistakes and misconceptions, which need to be accounted for in school.
The findings of the first part will then assume an important role in the investigation of selected Austrian
school books. In this section the goal was to apply the gathered knowledge concerning decimal
numbers, of which the biggest part was found in German sources, to the Austrian practice of teaching

this topic in school and showing both positive aspects and room for improvement.
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EinfUhrung

0.1 Einleitung und Uberblick

Die Dezimalzahlen sind im Leben aller Menschen vorhanden und spielen sehr oft eine zentrale Rolle.
Von der friithen Kindheit an, bis ins hochste Alter werden sie gebraucht, um Objekte zu beschreiben

oder ihnen einen Wert zu geben. Die Einsatzmoglichkeiten sind unbeschreiblich vielfaltig.

Nachdem in der Volksschule der erste schematische Kontakt hergestellt wird, stellen die Dezimalzahlen
und der Umgang mit solchen in der Sekundarstufe | erstmals ein zentrales Thema dar. Jedoch ist diese
Behandlung nicht immer leicht! und es zeigt sich, dass oft vielfiltige Fehlvorstellungen auftreten,
welche die Abwicklung im Unterricht erschweren und die sich auch auf weitere Gebiete der

Mathematik fortsetzen konnen. In Bezug darauf findet Deniz Mehmetlioglu klare Worte:

“It is more important to identify the misconceptions and looking for the solutions in order to put away
them because prerequisite knowledge and conceptions generates a step for later subjects. Therefore,
even a simple misconception in mathematics may cause some misconceptions in the subjects which are

related to previous one.”?

Es ist also von groRer Bedeutung, wie Mehmetlioglu sagt, diese Fehlvorstellungen zu identifizieren und
Losungen dafiir zu finden. Beim Themengebiet der Dezimalzahlen ist dieser Vorgang besonders
wichtig, da diese schon sehr friih in der Schullaufbahn behandelt werden. Das bedeutet, dass
fehlerhafte Ansichten, die bei einer suboptimalen Vermittlung des Themas moglicherweise angeeignet
werden, auch auf weitere Gebiete der Mathematik Auswirkungen haben konnten, fir welche die
Dezimalzahlen eine Grundlage darstellen. Es ist also essenziell, gerade bei dermaRen fundamentalen
Konzepten, eine exakte Vermittlung zu gewahrleisten, um Folgeerscheinungen mdglichst gut

einschranken zu kénnen.

Die folgende Arbeit soll also einerseits aufzeigen, wo bekannte Schwierigkeiten liegen, sowohl bei den
Grundlagen der Dezimalzahlen, wie beispielsweise dem GroRenvergleich, als auch bei den
ausgewahlten multiplikativen Rechenoperationen. Andererseits sollen aber auch Vorschlage und
Erkenntnisse geboten werden, wie die zuvor genannten Fehlvorstellungen behandelt oder sogar

vorbeugend vermieden werden kdnnen. Dabei ist es natlirlich von Vorteil zu wissen, wie es dazu

! padberg, 2004, 41ff
2 Mehmetlioglu, 2014, 570
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kommt, dass solche Vorstellungen (berhaupt entstehen. So kann es zum Beispiel einen
entscheidenden Unterschied machen, ob die Zahl 5,38 als Flinf-komma-Drei-Acht oder als Finf-
Komma-AchtunddreiRig bezeichnet wird®. Eine weitere Betrachtung dieses Problems folgt etwas

spater.

Nachdem die Einleitung mit einem kurzen Blick auf den dsterreichischen Lehrplan beendet wird, folgt
anschliefend das erste Kapitel, in dem die Grundlagen der Behandlung von Dezimalzahlen im
Unterricht erklart werden sollen. Dabei geht es nicht nur um wichtige Konzepte, die dabei vermittelt
werden, sondern auch schon um erste Fehlvorstellungen, die von Schiilern und Schiilerinnen teilweise

bereits aus der Volksschulzeit mitgenommen werden.

Im zweiten Kapitel sollen die multiplikativen Rechenoperationen untersucht werden, vorerst aber nur
bezugnehmend auf die Anwendung mit natiirlichen Zahlen. Dabei stehen anschauliche Vorstellungen
und schriftliche Rechenverfahren im Vordergrund, die grofteils auch zu einem spateren Zeitpunkt
noch Relevanz haben, wenn dieselben Konzepte auf Dezimalzahlen angewandt werden. Auch die
typischen Fehler, die in diesem Zusammenhang von Schilern und Schiilerinnen gemacht werden,
sollen bei der Untersuchung erwahnt werden. Dabei ist anzunehmen, dass diese nicht ausschlieflich
bei der Anwendung auf natirliche Zahlen auftreten, sondern auch, wenn Dezimalzahlen benutzt
werden. Es wird hier also gezeigt welche Fehler die Ublichen Algorithmen verursachen, da
angenommen wird, dass diese nicht einfacher werden, wenn sie auf Dezimalzahlen angewandt

werden.

Im dritten Kapitel werden dann die Erkenntnisse der vorangegangenen Abschnitte zusammengefihrt,
um die Multiplikation und die Division von Dezimalzahlen zu untersuchen. Dabei wird sich zeigen, dass
Erkenntnisse aus beiden Teilen eine Rolle spielen und dass neue problematische Themen auftauchen,

wenn diese kombiniert werden.

Im vierten Kapitel geht es um eine Untersuchung ausgewahlter 6sterreichischer Schulblicher im Lichte
der zuvor gewonnenen Erkenntnisse. Dabei wird es interessant sein zu beobachten, auf welche der
bekannten Aspekte bereits eingegangen wird beziehungsweise ob zu erkennen ist, welche
Fehlvorstellungen und typische Fehler verhindert oder behandelt werden sollen. Gleichzeitig sollen

nattrlich auch Licken aufgezeigt und Verbesserungsvorschlage gebracht werden.

Es bleibt zu hoffen, dass sich Schulen, Schulblicher, Lehrer und Lehrerinnen beziehungsweise Betreuer

und Betreuerinnen den neuen und auch alten Erkenntnissen anpassen kénnen, um eine optimale

3 Heckmann, 2006a, 23ff
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Entwicklung im Umgang mit Dezimalzahlen zu gewadhrleisten und damit eine gute Grundlage zu

schaffen, auf dem das Gerist der Mathematik immer weiter aufgebaut werden kann.

0.2 Die Dezimalzahlen im 6sterreichischen Lehrplan

Auf der Homepage des Bundesministeriums fir Bildung* (BMB) finden sich drei relevante Lehrpline
flr die Schultypen der Sekundarstufe I: ,Neue Mittelschule®, ,,Hauptschule” und ,, AHS-Unterstufe”. Es
wird jedoch fir die Hauptschule und die Neue Mittelschule explizit erwdhnt, dass die Fachlehrplane
mit denen der AHS-Unterstufe ident sind. Deswegen kann an dieser Stelle fiir alle Schultypen der

Sekundarstufe | gemeinsam gesprochen werden.

Der Volksschullehrplan, welcher auf derselben Homepage zu finden ist, erwahnt die Dezimalzahlen
erstmals in der dritten Schulstufe im Zusammenhang mit dem Operieren mit GroRen. Die genaue
Formulierung lautet: ,Addieren, Subtrahieren und Ergdnzen von dezimalen Geldbetragen
handlungsorientiert anbahnen und festigen“. Ein Beispiel dafiir findet sich im Volksschulbuch ,Alles
Klar! 3 wo die Kommaschreibweise fiir Euro und Cent erklart wird. Als Funktion des Kommas wird die
Trennung der beiden GréRen beschrieben. Nach einigen Aufgaben zur Umformung’ ist diese erste
Begegnung jedoch schon wieder vorbei. Zu einem spateren Zeitpunkt, im Zusammenhang mit der
schriftlichen Addition werden abermals Aufgaben geboten, welche die Kommaschreibweise erfordern.
In der vierten Klasse der Volksschule taucht das Rechnen mit dezimalen Geldbetragen abermals auf,

wenn es um Anwendungsaufgaben mit Bezug auf GréRen geht.

Es zeigt sich also, dass die Vorbildung der Schiiler und Schiilerinnen zur Sekundarstufe | im
Zusammenhang mit Dezimalzahlen zu einem groRen Teil in Verbindung mit GréRen (vor allem
Geldbetragen) entsteht. Dass diese Tatsache nicht ganz unproblematisch sein kann, wird in einem der
folgenden Kapitel noch besprochen. AuBer Frage steht aber, dass der Zugang dennoch sehr sinnvoll
ist, da an Erfahrungen der Schulkinder angekniipft wird. Andere Ansatze waren wahrscheinlich zu

abstrakt beziehungsweise komplex.

Interessant ist, dass die Briiche in der Volksschule einen viel hoheren Stellenwert haben als die

Dezimalzahlen. Dies ist vermutlich durch die bessere Veranschaulichung erklarbar.

4 https://www.bmb.gv.at/

5 Mathematik-Lehrplan fiir die Volksschule, BMB, 14
6 Grosser/Koth, 2008a, 52

7 Beispielsweise 289,90 € = 289 €90 ¢
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Der Lehrplan der Sekundarstufe | erwahnt die Dezimalschreibweise in der flinften Schulstufe, wobei
sich um diesen Abschnitt auch die meisten Ausfiihrungen in der vorliegenden Arbeit drehen werden.
Im Zuge des ,Arbeitens mit Zahlen und MaRen’ wird erwahnt, dass Schiiler und Schiilerinnen ,,mit der
Darstellung von Dezimal- und Bruchschreibweise vertraut sein“® sollen. AuBerdem findet sich die sehr
allgemeine Formulierung ,,mit den positiven rationalen Zahlen Rechnungen mit leicht abschatzbaren
Ergebnissen durchfiihren und zur Lésung von Problemen in Sachsituationen vielfdltig anwenden
konnen”, was auch das Rechnen mit Dezimalzahlen miteinschlieft.

Der Zusammenhang von Dezimalzahlen mit Briichen ist im Lehrplan erst ab der sechsten Schulstufe
explizit verankert, was durchaus kritisch zu hinterfragen ist, da beide Aspekte schon in der fiinften
Schulstufe separat behandelt werden. Die Untersuchung der Schulbiicher in Kapitel 4 wird zeigen, dass
hier zum Teil auch schon vorgearbeitet wird, was mir durchaus sinnvoll erscheint.

Im weiteren Verlauf der Sekundarstufe werden Dezimalzahlen natirlich immer wieder gebraucht,
jedoch nur als Hilfsmittel im Zusammenhang mit anderen Themengebieten. Die systematische

Behandlung sollte demnach im Zuge der flinften Schulstufe abgeschlossen sein.

8 Mathematik-Lehrplan fiir die AHS-Unterstufe, BMB, 5
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Teil 1:

Grundlagen der Behandlung von Dezimalzahlen

im Unterricht

Einige Probleme von Schilern und Schiilerinnen haben ihre Wurzeln im grundlegenden Verstandnis
des Konzeptes der Dezimalzahlen, noch bevor es (iberhaupt zu Rechenaufgaben mit diesen kommt. Es
ist oft nicht etwa eine bestimmte Rechenoperation, die Schwierigkeiten bereitet, sondern eine Licke
in anderen, zuvor moglicherweise unzureichend behandelten Themenbereichen. Diese kénnen sich im
spateren Verlauf dann natirlich negativ auf nachfolgende Aufgabenstellungen, wie beispielsweise

Multiplikation und Division von Dezimalzahlen, auswirken.

Wie eine Studie von Helme und Stacey attestiert, hat die Lehrperson einen sehr groRen Einfluss auf
den spateren Erfolg von Schiilern und Schiilerinnen in Bezug auf den Umgang mit Dezimalzahlen®. Es
wurde beobachtet, dass die Anzahl der Schiiler und Schilerinnen in einer Klasse, die gut mit
Dezimalzahlen umgehen kdnnen, sehr stark schwanken kann (0%-82%), was einen groRen Einfluss des
Lehrers beziehungsweise der Lehrerin anzeigt. Des Weiteren wurde im Zuge eines Versuches,
Lehrenden eine Hilfestellung in Form von ausgewadhlten Aufgaben und Spielen angeboten, welche
diese in ihren Klassen anwenden sollten. Die entsprechenden Schiiler und Schilerinnen wurden vor
und nach dem Versuch getestet, woraufhin sich zeigte, dass die Klassen, in denen von dem Angebot
Gebrauch gemacht wurde, beim zweiten Test viel besser abschnitten als beim ersten. Gleichzeitig
wurde bei den Klassen, in denen die Aufgaben und Spiele nicht benutzt wurden, keine signifikanten
Unterschiede festgestellt’?. Ohne der Studie zu viel Gewicht zuzuschreiben??, zeigt sie dennoch sehr
eindrucksvoll die Relevanz der gewahlten Unterrichtsmethoden in Bezug auf das Thema
Dezimalzahlen. Diese sollten also sorgfiltig und mit geniigend Hintergrundinformationen gewahlt

werden.

° Helme/Stacey, 2000, 106ff
10 Genauere Ausfiihrungen zu der Untersuchung und einige der erwihnten Aufgaben und Spiele finden sich in
Helme/Stacey, 2000
11 Die Untersuchung wurde vor {iber 15 Jahren, auf einem anderen Kontinent, in einem anderen Schulsystem,
an weniger als 100 Schiilern und Schiilerinnen durchgefiihrt.

14



Mit diesem Wissen im Hinterkopf, sollen im Laufe des folgenden Abschnittes einige wichtige
Grundlagen fir das Verstandnis von Dezimalzahlen und die wichtigsten Aspekte der bereits erwahnten

Fehlvorstellungen und Missverstdandnisse angefiihrt werden.

1.1 Grundlegende Konzepte

1.1.1 Dezimalzahlen, Dezimalbriiche und andere Formulierungen

Befasst man sich eingehender mit dem Thema Dezimalzahlen, so kommt man nicht am Begriff der
Dezimalbriiche vorbei. Da dieser Begriff in Osterreich nicht tiblich ist, mdchte ich kurz zu Beginn darauf

eingehen.

Dezimalbruch ist ein in Deutschland verwendeter Begriff, welcher im Grunde das gleiche Konzept
bezeichnet, das in Osterreich Dezimalzahl genannt wird. Es handelt sich um eine Darstellungsform fiir
rationale Zahlen. In meinen Augen gibt es einen kleinen, jedoch nicht unwesentlichen Vorteil, den die
deutsche Version mit sich bringt, namlich den unweigerlichen Zusammenhang mit den Briichen und
der Bruchrechnung. Fiir jeden Mathematiker ist dieser Konnex klar und deutlich, fur Schiler und
Schilerinnen ist er jedoch oft nicht selbstverstdndlich. Die Bezeichnung Dezimalbruch weist jedoch
schon darauf hin, dass hier ein Zusammenhang bestehen muss, auch wenn eventuell nicht sofort klar

ist, worin dieser besteht.

Michael Marxer und Gerald Wittman bringen des Weiteren den Begriff der Kommazahlen ins Gesprach
und unterscheiden diesen dezidiert vom Begriff der Dezimalbriiche’?. Um Kommazahlen handelt es
sich laut den Autoren, wenn aufgrund von Alltagserfahrungen damit umgegangen und gerechnet wird.
Die genaue Bedeutung und eine systematische Behandlung sind zu diesem Zeitpunkt noch kein Thema.
Erst wenn die Hintergriinde geklart sind und die Vorgehensweisen durch das Konzept des dezimalen
Stellenwertsystems begriindet werden kénnen, darf von der Dezimalbruchrechnung die Rede sein. Es
ist also mit den beiden Begriffen dieselbe Art von Zahlen gemeint, den wesentlichen Unterschied

macht das erreichte Verstandnis der Person aus, die mit diesen umzugehen versucht.

Des Weiteren finde ich den Zugang, der im Schulbuch ,Mathematik verstehen“!® benutzt wird sehr
interessant. Hier ist weder von Dezimalzahlen oder Bruchzahlen, noch von Kommazahlen und auch
nicht von Dezimalbriichen die Rede. In diesem Buch werden die Bezeichnungen ,Zahl in

Dezimaldarstellung” und , Zahl in Bruchdarstellung” benutzt. Abermals ist der Unterschied sehr gering,

12 Marxer/Wittmann, 2012, 44
13 salzger et. al., 2014
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kann aber dennoch einen groRen Unterschied in der Auffassung machen. Die Formulierung stellt einen
wichtigen Aspekt in den Mittelpunkt und betont, dass es sich um verschiedene Arten der Darstellung
und nicht etwa um verschiedene Arten von Zahlen handelt. Gerade dieser Unterschied ist fur Schiler
und Schiilerinnen oft schwer zu begreifen, weswegen ich eine Betonung der Tatsache durch diese

Formulierung fir sehr sinnvoll und gut erachte.

Nachdem nun die diversen Formulierungen erlautert wurden moéchte ich darauf hinweisen, dass in den
folgenden Teilen der Arbeit von Dezimalzahlen die Rede sein wird, welche auf folgende Art und Weise

definiert werden kénnen*:

Unter einer Dezimalzahl verstehen wir einen Ausdruck der Form:

q4,91929394 -

mitq,q; € Nund 0 < q; < 9firi =1,2,3, ... Dabeiist q, 192q3q4.-.- zu verstehen als die

unendliche Reihe

q1 q2 qs g4
I E I - I R LI
1770102 T 10° " 10%

Fiir die Schule in Osterreich ist diese Definition aufgrund der Zehnerbriiche, die darin vorkommen,
nicht optimal. Diese Tatsache zeigt aber gleichzeitig welcher Aspekt aufgrund der in Osterreich
vorherrschenden Reihenfolge der Behandlung im Unterricht verabsaumt wird. Es fehlt damit in
gewisser Weise die Verankerung der Dezimalzahlen in den rationalen Zahlen, da es sich nur um eine
Abfolge von Ziffern handelt, wenn der letzte Teil der Definition vernachlassigt wird. Die Bedeutung der
Dezimalen als Teil eines Ganzen ist vermutlich leichter fassbar, wenn durch die Behandlung der Briiche
bereits gezeigt wurde, welches Konzept dahintersteckt. Filhrt man die Dezimalzahlen vor den
Bruchzahlen ein, so muss man sich also auf die Vorerfahrungen aus dem Alltag beziehen, was sicherlich

nicht immer optimal ist.

Dazu muss erganzt werden, dass eine reine Umkehrung der Reihenfolge natirlich nicht das
Allheilmittel fiir sdmtliche Probleme mit den Dezimalzahlen darstellt. Die Konzepte, die bei der
Behandlung von Briichen auftreten, sind keineswegs durchgehend einfach zu verstehen und bereiten
im Grunde dhnlich viele Probleme wie die der Dezimalzahlen. Dennoch ist es meiner Ansicht nach
sinnvoll, die beiden Darstellungsformen gut aufeinander abzustimmen und bei der Behandlung die

Parallelen aufzuzeigen, um sie zum besseren Verstandnis nutzen zu kénnen.

14 Definition nach Vorbild von Bigalke/Hasemann, 1978, 38f. Eine Ahnliche Definition findet sich bei Postel,
1991, 5. Fir eine sehr ausfiihrliche Definition mit einigen Erganzungen wird das Werk ,, Zahlbereiche”
empfohlen; Padberg et. al., 1995, 101ff
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1.1.2 Das dezimale Stellenwertsystem und das Konzept des Biindelns

Das dezimale Stellenwertsystem bildet die Grundlage der Arithmetik und ermoglicht es,
Rechenoperationen, wie die Addition, Subtraktion, Multiplikation oder Division in relativ kurzer Zeit
und ohne groRen Aufwand durchzufiihren®. Es gestattet uns auBerdem, alle (reellen) Zahlen mit Hilfe

von nur zehn Ziffern aufzuschreiben.

Ein solches Stellenwertsystem kann zu verschiedensten Basen gebildet werden. Das bekannteste und
auch Ublicherweise benutzte, ist das dezimale Stellenwertsystem mit der Basis Zehn. Dieses soll hier
dargestellt werden, da es sich hierbei auch um das System handelt, das an den Osterreichischen
Schulen unterrichtet wird. Ebenso gebrauchlich, vor allem im Bereich der Informatik, jedoch weniger

bekannt, ist beispielsweise das Dualsystem zur Basis Zwei.

Gleich zu Beginn sei erwahnt, dass Untersuchungen von Heckmann vermuten lassen, dass es bei vielen
Schilern und Schiilerinnen schnell zu Problemen im Zusammenhang mit dem Stellenwertverstandnis
kommen kann'®. Es kann keinesfalls angenommen werden, dass die folgenden Grundlagen von einem

GroRteil der Lernenden verstanden oder gar erklart werden kdnnen.

Die Grundlage unseres Stellenwertsystems bildet das Konzept des Biindelns?’. Einfach gesagt bedeutet
Blindeln, mehrere Elemente zu einem neuen zusammen zu schlielen. Konkret gesprochen kénnen so
im Dezimalsystem zehn Einer zu einem Zehner gebiindelt werden. Des Weiteren kénnen Zehner zu
Hundertern, Hunderter zu Tausendern und so fort zusammengefiigt werden. Dies ist auch der Grund
dafiir, dass dieses System mit nur zehn Ziffern auskommt. Betrachtet man zum Beispiel die Zahl 4972
so besteht diese (nach der Biindelung von ebenso vielen Einern) aus zwei Einern, sieben Zehnern, neun
Hundertern und vier Tausendern. Es wird also einfach gesagt nur die Anzahl der vorhandenen
Zehnerpotenzen notiert. Das System wird bereits zu Beginn der Grundschule genutzt, um der
Zahlenwortreihe, die von einigen Kindern schon zuvor gelernt wird, eine Bedeutung zu geben. Hierbei
kann es wiederum durch die Eigenart der Bezeichnungen von Zahlen in der deutschen Sprache zu
Schwierigkeiten kommen (zum Beispiel Inversion)®. Diese Problemstellung soll an dieser Stelle jedoch

nicht genauer behandelt werden.

Das System bietet auch eine gute Moglichkeit zur Veranschaulichung anhand einer Tabelle. Jede Zahl
kann in eine sogenannte Stellenwerttafel eingetragen werden. Daflir gibt es verschiedene

Moglichkeiten, eine davon soll hier gezeigt werden:

15 padberg, 1986, 45ff
16 Heckmann, 2006a, 30ff
17 Ebd.
18 padberg, 1986, 5ff
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Tausender (T) Hunderter (H) Zehner (2) Einer (E) Zahl
0 0 1 2 12

0 4 0 3 403

0 0 0 7 7

5 2 7 3 5273

Flr Erwachse mag diese Notation sehr trivial erscheinen. Fir Schiiler und Schilerinnen der Primarstufe

kann dieses System gemeinsam mit vielseitigen Veranschaulichungen eine groRe Hilfe sein.

Das Konzept des Biindelns wird auch benutzt, um Vorgehensweisen bei Rechenoperationen leicht
darzustellen. An dieser Stelle sei dies nur kurz anhand der Addition gezeigt. Fiir die Multiplikation und

Division folgen die Erklarungen zu einem spateren Zeitpunkt.

Wird beispielsweise die Rechnung 26 4+ 32 durchgefiihrt, so werden die Einer und Zehnerstellen
einzeln addiert um zum Ergebnis zu kommen. Es gibt insgesamt acht Einer und fiinf Zehner, weswegen
das Ergebnis 58 sein muss. Das Konzept des Bilindelns kommt hinzu, wenn eine Zehnerstelle
Uberschritten wird, beispielsweise bei der Rechnung 17 4+ 25. Addiert man vorerst die Einer, so erhalt
man zwolf. Diese Anzahl Iasst sich zu einem Zehner biindeln wobei zwei Einer (brigbleiben. Addiert
man anschlieRend die Zehner so erhalt man drei. Hinzu kommt einer von der Biindelung, womit
schlussendlich vier Zehner und zwei Einer vorhanden sind. Die gesuchte Zahl ist also 42. Diese

Vorgehensweise ldsst sich auch anhand einer Stellenwerttafel gut veranschaulichen.

Das dezimale Stellenwertsystem bildet auch eine Grundlage fir die Dezimalzahlen, da es auf Bruchteile
von Einern erweitert und somit analog fortgefiihrt werden kann. Padberg berichtet aufgrund einer
Untersuchung von Heckmann, dass zu Beginn der Behandlung der Dezimalzahlen nicht davon
ausgegangen werden kann, dass diese Erweiterung den Schiilern und Schiilerinnen bereits bekannt
ist’. Deswegen wird empfohlen, dass diese sorgfiltig erarbeitet und besprochen wird, um ein gutes
Verstandnis zu ermoglichen. Auch die Wiederholung der Grundlagen aus der Primarstufe halte ich fiir
sinnvoll und wichtig. Einige andere Autoren und Autorinnen betonen ebenfalls die Wichtigkeit des

Stellenwertsystems und sprechen sich fiir eine ausfiihrliche Behandlung im Unterricht aus®.

1% padberg, 2012, 166f
20 Unter anderem Heckmann in diversen Werken, Marxer/Wittmann 2012, Gravemeijer 1997, Wearne/Hiebert
1986, Mosandl/Sprenger 2014
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Auf die Bedeutung und haufig auftretende Schwierigkeiten durch die Erweiterung des
Stellenwertsystems wird zu einem spateren Zeitpunkt eingegangen, wenn es um sogenannte

Grundvorstellungsumbriiche geht.

1.1.3 Der Zahlenstrahl

Dem Zahlenstrahl (beziehungsweise der Zahlengerade) wird in der fachdidaktischen Literatur oft eine
groRe Bedeutung fiir die reellen Zahlen zugeschrieben?. Er erweist sich meiner Meinung nach

insbesondere bei der Behandlung von Dezimalzahlen als sehr hilfreich.

Mithilfe des Zahlenstrahls werden bereits ab der ersten Klasse Volksschule die natirlichen Zahlen und

ihre Ordnung veranschaulicht, was die folgende Abbildung beispielhaft zeigen soll.

Abbildung 1: Zahlenstrahl, eigensténdig gezeichnet mit Geogebra

Durch eine Verfeinerung dieser Darstellung, kann direkt zu einer Veranschaulichung der Dezimalzahlen
und ihrer Anordnung Ubergeleitet werden. Dieser Schritt ist besonders fiir ein gutes Verstandnis der
Ordnung der Dezimalzahl von groBer Wichtigkeit, da schon in diesem Zusammenhang haufig

auftretenden Fehlern beziehungsweise Missverstandnissen vorgebeugt werden kann.

Die erwahnten Verfeinerungen kdnnten wie folgt aussehen:

0.40 0.41 0.42 0.43 0.44 0.45 0.46 0.47 0.48 0.49 0.50

Abbildung 2: Zahlenstrahl bzw. Zahlengerade mit kleineren Intervallen, eigensténdig gezeichnet mit Geogebra
Je groRRer der Abstand zwischen zwei Zahlen gewahlt wird, desto genauer kénnen auch Dezimalzahlen

mit mehreren Nachkommastellen dargestellt werden. Diese Methode wird auch, wie bereits erwahnt,

in einigen Schulbiichern angewandt, um eine Veranschaulichung fiir die Dezimalzahlen zu liefern.

21 Biichter/Henn, 2010, 105ff; Kramer, 2008, 179ff
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Die Zahlengerade hat beim Erlernen der Konzepte der Dezimalzahlen eine wichtige Bedeutung fiir
Schiiler und Schiilerinnen. Der Hauptgrund dafiir liegt darin, dass Kinder vor der Behandlung dieser Art
von Zahlen oft schon Erfahrungen mit LingenmaRen sammeln konnten?? (Die untersuchten Schiiler
und Schiilerinnen wurden bei dieser Studie zu Beginn der sechsten Schulstufe getestet, also bevor die
Dezimalzahlen behandelt wurden??). So kann ein GroRteil dieser Kinder auf einem vorgefertigten

Zahlenstrahl die richtige Dezimalzahl einzeichnen.

Markiere durch einen Pfeil (T)
4,7 m.

4 -
® I ¥ 1M1

Der Pfeil (T) markiert:
3 m I m

&

Abbildung 3: Aufgabe mit Zahlenstrahl, [Padberg, 2004, 42]

Deutlich schwieriger fillt es denselben Schiilern und Schiilerinnen, die Zahl 0,5 eigenstandig grafisch
darzustellen. Diese wird oft mit der Strecke 0,5 cm identifiziert, was den starken Bezug zu
LangenmaRen verdeutlicht. Nur sehr wenige stellen die Zahl als die Halfte einer bestimmten Figur dar

und ein GroRteil beantwortet die Aufgabe gar nicht.

Diese Ergebnisse der empirischen Untersuchung machen in meinen Augen deutlich, dass eine
Veranschaulichung anhand von LangenmalRen beziehungsweise einer Zahlengerade besonders wichtig
ist, da sie an den Vorkenntnissen der Schiiler und Schiilerinnen ankniipft. Wichtig ist jedoch auch eine
ausfihrliche Erklarung, da die vorhandenen Kenntnisse offenbar nicht vollstandig ausgepragt sind und
Dezimalzahlen automatisch mit LangenmaRen assoziiert werden, was in weiterer Folge zur Auspragung

einer Fehlvorstellung fihren kann.

Des Weiteren kann die Zahlengerade sehr gut zur Erklarung des GroRenvergleichs oder einfacher
Rechenoperationen benutzt werden, wie es in manchen Schulbiichern der Fall ist. Jens Holger Lorenz
schlagt in seinem Artikel in der Zeitschrift Mathematik Lehren eine Methode zum Addieren von
nattrlichen Zahlen vor, die mithilfe des Zahlenstrahles eine Veranschaulichung bieten soll. Diese kann

meiner Ansicht nach im Zusammenhang mit der Erweiterung des Stellenwertsystems auch

22 padberg, 2004, 42f
23 Dazu ist anzumerken, dass die Dezimalzahlen in Deutschland, wo die Studie entstand, erst in der sechsten
Schulstufe eingefiihrt werden und nicht wie in Osterreich in der fiinften Schulstufe.
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hervorragend auf Dezimalzahlen umgelegt werden. Naheres zu der Methode findet sich im erwahnten

Artikel?*.

1.1.4 Weitere anschauliche Vorstellungen fir Dezimalbriiche

Heckmann stellt fest, dass es fir Schiiler und Schiilerinnen sehr vorteilhaft sein kann, wenn diese bei
Rechenoperationen mit Dezimalzahlen auf gewisse Erfahrungen im Umgang mit diversen GroéRen
zuriickgreifen kénnen?. Auch die eben erwihnte Untersuchung von Padberg zeigt das Potenzial von
Vorerfahrungen mit Langenmalien. Dies kann durch die Wahl geeigneter Sachkontexte durch den
Lehrer beziehungsweise die Lehrerin bewirkt werden. Bei einer Studie aus dem Jahr 2006 konnte
festgestellt werden, dass die Losungsquote von teils schwierigen Rechenaufgaben durch Einbettung in

einen vertrauten Sachkontext positiv beeinflusst werden konnten?.

Dabei wird betont, dass es sich dabei um moglichst bekannte Kontexte fiir Kinder, wie Geldbetrage
oder LaingenmaRe, handeln sollte. Wiirde man dasselbe Konzept mit weniger vertrauten Sachverhalten

anwenden, so wiirde die gewiinschte Wirkung ausbleiben oder nur sehr abgeschwacht auftreten.

Den Hauptgrund dafiir und somit auch fir die positive Wirkung von Sachkontexten sieht Heckmann in
der reflektierten Betrachtung des Ergebnisses durch die Schiiler und Schiilerinnen. Behandelt ein
Schiler oder eine Schiilerin beispielsweise die Multiplikation 2,35 - 3, so kénnte die Komma-Trennt-
Vorstellung hier (fiir eine Erkldrung siehe weiter unten) zum Ergebnis 6,105 fiihren. Bettet man jedoch
das Beispiel in einen geeigneten Kontext ein, also zum Beispiel den Kauf von drei Objekten um je 2,35€,
so kann die gute Kenntnis von Geldwerten dazu fiihren, dass ein falsches Ergebnis selbststdandig
erkannt und ausgebessert werden kann. Obwohl durch Textaufgaben zusdtzlich Schwierigkeiten
auftreten konnen, verursacht durch Probleme mit der Modellbildung, ist also eine Einbettung in
geeignete Sachkontexte durchaus wiinschenswert und oft sehr effektiv. Das kritische Betrachten des
Ergebnisses ist eine sehr positive Tatigkeit, die bei allen Schiilern und Schiilerinnen geférdert werden
sollte. Dennoch ist bei der hdufigen Verwendung von Einheiten vor allem anfénglich Vorsicht geboten,

um die Entwicklung von Fehlvorstellungen zu vermeiden.

Heckmann stellt in diesem Zusammenhang sogar eine starke Ambivalenz beziiglich der Verwendung
von GréRen zur Behandlung von Dezimalzahlen fest?’, da in mehreren Untersuchungen sowohl
Vorteile als auch Nachteile bestatigt werden (auf diese wird im Laufe der Arbeit noch eingegangen).

Alleine aufgrund des Realitdtsbezuges ist es jedoch durchaus wichtig diesen Aspekt nicht zu

24 Lorenz, 2003, 14ff
% Heckmann, 2011, 56ff
26 Ephd.
27 Heckmann, 2006a, 240
21



vernachldssigen. Essenziell fiir Lehrpersonen ist es meiner Meinung nach, die Schwierigkeiten zu

kennen um diese bestmaoglich zu vermeiden.

1.2 Grundvorstellungen und deren Umbriiche

Wie schon im Abschnitt tiber Lehrpldne erwiahnt, wird das Thema der Dezimalzahlen in Osterreich
erstmals in der Volksschule aufgegriffen. Bei der Behandlung dieses und auch weiterer Themen kommt
es hier natiirlich zu gewissen Vorstellungen, welche die Kinder selbststandig finden. Natrlich sind
diese in erster Linie von Kind zu Kind (und in weiter Folge natlirlich auch von Klasse zu Klasse)
unterschiedlich, jedoch lassen sich einige Grundvorstellungen festmachen, die relativ haufig bei
Schilern und Schilerinnen, welche die Primarstufe absolvieren, beobachtet werden kénnen. Hierbei
handelt es sich beispielsweise um Vorstellungen, die bei der Auseinandersetzung mit natirlichen und
ganzen Zahlen angewdhnt beziehungsweise antrainiert worden sind und auf andere Themenbereiche

libertragen werden.

In diesem Abschnitt geht es also nicht nur um Umbriiche bei Vorstellungen in Bezug auf Dezimalzahlen,
sondern auch um andere Themen, die eine Auswirkung auf die spatere Behandlung und den Umgang

mit diesen haben kénnen.

Ergdnzend sei erwdhnt, dass flr alle diese Fehlvorstellungen gilt, dass sie sich dann negativ auswirken,
wenn sie unbeachtet beziehungsweise unerkannt bleiben. Das Entstehen dieser Vorstellungen ist
meistens nur schwer zu vermeiden, da sie oft durch logisch erscheinende Schlussfolgerungen
beziehungsweise Verallgemeinerungen entstehen. Die Schiiler und Schilerinnen wissen es oft nicht
besser und die Lehrer und Lehrerinnen kdnnen nicht alle Problematiken sofort erkennen,
beziehungsweise jedem dieser Aspekte entgegenwirken. Wichtig fiir Lehrpersonen ist es vor allem,
Uber die Fehlvorstellungen Bescheid zu wissen und diese zu erkennen, wenn sie auftreten um schon

moglichst friih dagegen vorgehen zu kdnnen.

1.2.1 Das Komma als Trennmarke

Selbst wenn man den Lehrplan der Volksschule auBer Acht lasst, so stellt man fest, dass die
Dezimalzahlen oft schon in der Lebenswelt von Kindern von Bedeutung sind. Vor allem mit
Geldbetragen, Massen- und Langenmalen (zum Beispiel Gewicht, Entfernungen) oder auch
Zeiteinheiten (zum Beispiel beim Sport) haben die Kinder haufig schon Erfahrung gesammelt. Gerade
diese Aspekte werden auch oft in der Volksschule aufgegriffen, da es natirlich sinnvoll ist Themen zu
behandeln, die von groRer Relevanz im taglichen Leben sind.
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Wie Padberg richtig bemerkt®®, kann diese frithe Einfihrung und Behandlung von Dezimalzahlen
anhand bekannter GroRRen zu problematischen Grundvorstellungen fiihren. Eine dieser Vorstellungen
entsteht, wenn das Komma nur als , Trennmarke” zwischen verschiedenen Einheiten benutzt wird und
nicht als ,,Anzeige” fiir die nachfolgenden Bruchteile. Eine detaillierte Betrachtung der Theorie kommt

in der Volksschule natiirlich nicht in Frage, weswegen diese Vorstellung gut nachvollziehbar ist.

Zum Beispiel entsprechen 3,98 € natdrlich drei Euro und 98 Cent (entsprechende Formulierungen
gelten auch bei anderen Einheiten). Die Umformulierung ist ja auch nicht falsch, jedoch verbirgt sich
die Gefahr in der sehr leicht folgenden Ubergeneralisierung beziehungsweise der Schlussfolgerung,
dass ein Komma stets ein Trennzeichen fiir zwei natiirliche Zahlen darstellt?. Diese Vorstellung wird
auch dadurch verstarkt, dass Dezimalzahlen in Schulblichern oft genau zwei Nachkommastellen

aufweisen®.

Es handelt sich hierbei um eine Grundvorstellung, welche, festgefahren und verallgemeinert, zu
einigen weiteren Problemen fiihren kann (siehe ,,Komma-Trennt-Fehler”). Diese soll zu einem spateren

Zeitpunkt noch vorgestellt und behandelt werden sollen.

Ergdnzend sei gesagt, dass dies keine Kritik an dem Lehrplan der Volksschule sein soll, da ich eine
Behandlung alltaglicher GroRen (wie beispielsweise Geldeinheiten) fir durchaus wichtig erachte um
einen Bezug zur Realitat herzustellen. Heckmann rdumt auch ein, dass der Bezug zu GroRen bei
Rechenoperationen (besonders bei Geldwerten) oft bessere Ergebnisse bewirkt als das Rechnen mit
abstrakten GréRen3l. Man muss sich aber jedenfalls, wie schon erwéhnt, (vor allem als Lehrer in der
Primar- und Sekundarstufe) tiber diese Problematiken im Klaren sein um, Fehlvorstellungen gezielt

entgegenwirken zu kdnnen.

In meinen Augen ist es auch nicht problematisch, wenn in der Volksschule das Komma als Trennmarke
eingefiihrt wird®?, da es zu diesem Zeitpunkt ausschlieRlich im Zusammenhang mit GréRen verwendet
wird und keine systematische Behandlung stattfindet. In der Sekundarstufe | ist diese Formulierung
meiner Meinung nach sehr wohl problematisch, da hier die Verallgemeinerung dieser Vorstellung
keineswegs bekraftigt werden sollte. Es wird sich jedoch zeigen, dass in einigen Schulbiichern sehr

wohl genau diese Formulierung benutzt wird.

28 padberg, 2012, 173

22 Thiemann, 2004b, 582

30 Heckmann, 2005, 72f

31 Heckmann, 2011, 56f

32 Wie zum Beispiel in Grosser/Koth, 2008a, 52
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1.2.2 Nachfolger und Vorganger

Dezimalzahlen haben keinen unmittelbaren Vorganger oder Nachfolger3. Bei den natiirlichen Zahlen
sind diese Nachbarn einer Zahl leicht zu finden (zum Beispiel hat 5 als Vorganger 4 und als Nachfolger

6), bei der Betrachtung rationaler Zahlen ist dies nicht mehr moglich.

Die Erfahrung mit Geld oder Langenmalien ist hier nicht unbedingt von Vorteil. In der Praxis gibt es
keine kleinere Geldeinheit als den Cent, weswegen argumentiert werden kann, dass der nachsthohere
Geldbetrag von beispielsweise 11,63 € auf jeden Fall 11,64 € sein muss. Betrage wie 11,634 € existieren
in der Erfahrung eines Kindes nicht, da es ja auch die entsprechenden Miinzen nicht gibt. Ahnliches gilt
beispielsweise bei LingenmaRen und deren praktischer Anwendung (zumeist kennen die Schiiler und
Schiilerinnen nur Zentimeter und Millimeter, kleinere Einheiten sind weder bekannt noch mit den
verfligbaren Mitteln messbar). Dies flihrt beispielsweise auch dazu, dass gewisse ,Feinheitsgrade”
nicht mehr auf dem Zahlenstrahl darstellbar sind. Viele Dezimalzahlen kdnnen also keinem eindeutigen

Punkt mehr zugeordnet werden, anders als bei den ganzen Zahlen34.

1.2.3 Multiplizieren vergroRert und Dividieren verkleinert

Diese Grundvorstellung entsteht durch die Tatsache, dass die Rechenoperationen Multiplikation und
Division in der Volksschule nur im Bereich der natirlichen Zahlen gelernt und geiibt werden®.
Multipliziert man zwei ganze Zahlen miteinander, so ist das Ergebnis, zumindest betragsweise, immer
groRer, als die beiden Zahlen von denen man ausgegangen ist. Bei der Division ganzer Zahlen verhalt
es sich analog; hier ist das Ergebnis der Division immer betragsweise kleiner als der Dividend. Diese
Grundvorstellung geht mit der Einflihrung der rationalen Zahlen (beziehungsweise der Bruchzahlen)
verloren. Fiir die Verdnderung dieser Grundvorstellung ist die Multiplikation und Division mit Zahlen
zwischen 0 und 1 verantwortlich. Multipliziert man beispielsweise eine Zahl mit 0,5 so wird diese

jedenfalls betragsweise kleiner (analog wird bei der Division die Zahl groRer).

Als dritte Fehlvorstellung in diesem Zusammenhang, die allerdings wesentlich seltener thematisiert
wird, nennt Thiemann?® die KDG-Vorstellung. Es handelt sich dabei um die Auffassung, man kénne nur
groRere Zahlen durch kleinere dividieren. Auch diese Vorstellung entsteht durch die tblichen Aufgaben

zur Division in der Volksschule.

33 padberg, 2012, 164

34 Ebd.

35 Thiemann, 20043, 1

36 Ebd., KDG steht hier als Abkiirzung fiir ,Man-kann-keine-kleinere-Zahl-durch-eine-gréRere-dividieren”

24



Ein weiterer Grund fiir die Entstehung sind die Modelle, welche in der Volksschule zur Erklarung der
Multiplikation und Division verwendet werden®. So wird beispielsweise die Multiplikation als
wiederholte Addition aufgefasst. Diese Sichtweise scheitert jedoch, sobald man Multiplikatoren
verwendet, die nicht ganzzahlig sind. Betrachtet man die Aufgabe 4 - 0,2 so kann man diese nicht auf
die oben genannte Art interpretieren; man misste 0,2-mal die Zahl 4 zu sich selbst addieren. Durch
die Vertauschung der Faktoren kann man sich in diesem Fall noch helfen, also 4-mal die Zahl 0,2 zu
sich selbst addieren, jedoch scheitert auch diese Interpretation sobald zwei Dezimalzahlen

miteinander multipliziert werden sollen.

Bei der Division ist es die Deutung als Verteilung, die Schwierigkeiten bereiten kann. So kdnnte eine
Division wie beispielsweise 4: 2 erklart werden, durch die gleichmaRige Verteilung von vier Apfeln an
zwei Personen. Lautet die Division jedoch 4: 0,2 so miisste man vier Apfel an 0,2 Personen verteilen,
was praktisch nicht moglich ist. In diesem Zusammenhang kann auch die KDG-Vorstellung erklart
werden. Lautet die Aufgabe namlich 3:5 so miisste man drei Apfel an fiinf Personen gleichmaRig

verteilen, was (ohne Teilung der Apfel) nicht méglich ist.

Hefendehl-Hebeker und Prediger berichten in diesem Zusammenhang, dass Schiiler und Schiilerinnen
bei ersten Erfahrungen mit diesem Phidnomen sogar eher dem Taschenrechner misstrauen als die
Grundvorstellung zur Multiplikation zu verwerfen3®, Das zeigt die Hartnickigkeit der angelernten
Vorstellungen und verlangt von der Lehrperson, sehr aufmerksam zu sein und auf solche
,Entdeckungen’ einzugehen. Die Kinder bemerken teilweise offenbar selbststandig die Ambivalenzen
und es benotigt somit oft nur die helfende Hand eines Lehrers beziehungsweise einer Lehrerin, um das

Missverstandnis aufzuklaren.

1.2.4 Erweiterung des Stellenwertsystems

Stellenwerte sind ein bewahrtes Hilfsmittel um den Umgang mit Zahlen zu erleichtern. Man kann fir
jede Zahl ihre Einer-, Zehner-, Hunderterstelle (usw.) bestimmen um somit Klarheit Giber den Wert der
Zahl zu verschaffen. Wie bereits erwdahnt handelt es sich um ein Modell, das in der Volksschule sehr
haufig angewandt wird, um ein besseres Verstandnis der Schiiler und Schiilerinnen zu erzielen. Fir das
Kapitel der Dezimalzahlen ist die Erweiterung des Stellenwertsystems essenziell, da nur so auch die

Rechenoperationen mit Dezimalzahlen tatsichlich verstanden werden kénnen®,

37 Ebd.
38 Hefendehl-Hebeker/Prediger, 2006, 3
3% Heckmann, 2006b, 245f
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Bei den Dezimalzahlen ergeben sich nun mehrere Anderungen, welche fiir Schiiler und Schiilerinnen
schwer greifbar sein kénnten’. Eine dieser Umstellungen wird durch einen neuen Bezugspunkt
verursacht; der Bezugspunkt einer ganzen Zahl ist immer die letzte Ziffer (also die, die am weitesten
rechts steht), als Einer-Ziffer. Von dieser wird ausgegangen, um Zehner, Hunderter, Tausender und so
weiter zu bestimmen. Bei den Dezimalzahlen ist das Komma der neue Bezugspunkt. Von dieser Stelle
aus findet man nach links gehend Einer, Zehner, Hunderter und so weiter. Geht man aber nach rechts
(in Richtung der Nachkommastellen), so ist der erste Stellenwert nicht etwa ein ,Eintel’ (wie man aus

Analogiegriinden annehmen kénnte), sondern ein Zehntel.

Auch der Zusammenhang zwischen den Stellenwerten erweist sich teilweise fiir Schiler und
Schiilerinnen als verwirrend. So sind zehn Einer beispielsweise immer ein Zehner, zehn Zehner ein
Hunderter und so weiter. Zehn Hundertstel sind aber nicht etwa ein Tausendstel, sondern ein Zehntel.

Die Stellenwerte der Nachkommastellen werden also ,in die andere Richtung gebiindelt”.

Untersuchungen von Heckmann zeigen, dass selbst nach der Behandlung von Dezimalzahlen im
Unterricht das Verstandnis des Stellenwertsystems sehr zu wiinschen lbrig lasst*. Dies mag ein Grund
dafir sein, warum von Schilern und Schiilerinnen viele Fehlvorstellungen und falsche
Losungsstrategien entwickelt werden, die in der restlichen Schulzeit moglicherweise zu gréberen
Problemen fiihren. Das Stellenwertsystem wird in der Literatur sehr haufig im Zusammenhang mit
Dezimalzahlen angefiihrt und groRteils als sehr wichtig und sinnvoll empfunden. Wie Heckmann jedoch
bemerkt, wird es in der Schule sehr oft vernachlissigt®?, da es haufig fir die Einfihrung
beziehungsweise zum Losen von ,,Routineaufgaben” nicht unbedingt notwendig ist. Der tatsadchliche
Mangel zeigt sich erst spater, wenn es zu schwierigeren Aufgaben (die beispielsweise genaueres
Verstandnis voraussetzen) oder Zahlenbereichserweiterungen (Dezimalzahlen) kommt. Zu diesem
Zeitpunkt ist es aber hadufig schon sehr schwierig, den falschen Vorstellungen die zuvor entwickelt
wurden entgegenzuwirken. Deswegen wird empfohlen im Unterricht gleich zu Beginn einige Punkte zu
betonen, die Probleme bereiten kdnnen, wie beispielsweise, dass die Reihe der Stellenwerte eine feste

Ill

Ordnung hat, dass keine , Eintel” existieren und wie genau die Stellenwerte vor und nach dem Komma

zusammenhdangen (zum Beispiel Zehner, Zehntel, Hunderter, Hundertstel)*

40 padberg, 2012, 164
41 padberg, 2012, 176
42 Heckmann, 2011, 56
43 Heckmann, 2006b, 246
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1.3 Fehlvorstellungen und -strategien beim Arbeiten mit

Dezimalzahlen

Die oben erwadhnten Grundvorstellungsumbriiche und diverse weitere Einfliisse fihren oft zu Fehlern
und Fehlvorstellungen beziehungsweise Fehlerstrategien die sich bei einer gréReren Anzahl von
Schiilern und Schiilerinnen haufen. Einige dieser Probleme sollen hier aufgefiihrt und erklart werden.

Die Auflistung erhebt jedoch keinerlei Anspruch auf Vollstandigkeit.

Zusatzlich sei erwahnt, dass sich Fehlvorstellungen dieser Art sehr lang und hartnackig festsetzen
konnen. Beweis dafir sind Studien, wie die von Pierce et. al., die zeigen, dass das
Dezimalzahlverstandnis auch bei Studenten beziehungsweise Erwachsenen zum Teil sehr liickenhaft

sein kann*t.

1.3.1 Grolenvergleich von Dezimalzahlen

In diesem Themenbereich spielt der GroRenvergleich von Dezimalzahlen eine wichtige Rolle. Auf den
ersten Blick mag das Vergleichen zweier Zahlen nicht unbedingt als groRe Herausforderung oder guter
Indikator erscheinen. Es zeigt sich jedoch, dass sich die Vorstellung von Schiilern und Schilerinnen
anhand solcher Beispiele sehr gut Uberprifen 13sst®. Wichtig dabei ist die Auswahl der Aufgaben.
Werden beispielsweise zwei Dezimalzahlen mit derselben Anzahl an Kommastellen verglichen, so kann
fehlerlos auf eine bei den natiirlichen Zahlen verwendete Strategie zuriickgegriffen werden. Dies ist
einerseits nachvollziehbar, andererseits jedoch auch der Hintergrund einiger der genannten
Fehlvorstellungen, ndmlich eine fehlerhafte Ubergeneralisierung von bereits gelernten Methoden®.
Bei anderen Aufgaben, hauptsachlich beim Vergleich von Dezimalzahlen mit einer unterschiedlichen
Anzahl an Kommastellen, kommt man oft mit den gleichen Methoden zu falschen Ergebnissen, die auf
diese fehlerhaften Vorstellungen hindeuten. Aufgrund dessen ist es einerseits sehr wichtig, im
Unterricht diverse Arten von Beispielen zu behandeln und andererseits auch groRen Wert auf das
erweiterte Stellenwertsystem zu legen, um fehlerhafte Ubertragungen von den natiirlichen Zahlen zu

vermeiden.

44 pierce et. al., 2008, 12f oder auch Thiemann, 2004a, 4
4> Heckmann, 2006a, 75ff bzw. Pierce et. Al., 2008, 3
46 Moloney/Stacey 1997, 26
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1.3.2 Diverse Fehlvorstellungen im Zusammenhang mit

Dezimalzahlen

Die Namen der verschiedenen Strategien sind von Padberg und Heckmann Gibernommen®, welche die
folgenden Fehlvorstellungen zumeist mit dem eben erwahnten GréRenvergleich von Dezimalzahlen in
Verbindung bringen. Wenngleich dies sehr gut nachvollziehbar ist, da sich die angefiihrten Strategien
gut durch Aufgaben zum GroRenvergleich testen lassen, muss dennoch dazu gesagt werden, dass die
Auswirkungen teilweise sehr viel weiter gehen®. Ist eine Fehlvorstellung bei einem Schiiler oder einer
Schilerin nachhaltig ausgepragt, so wirkt sich diese beispielsweise auch auf die Rechenoperationen
mit Dezimalzahlen aus. Diese Folgen werden zu einem spateren Zeitpunkt besprochen, wenn es um

die Multiplikation und Division von Dezimalzahlen geht.

Padberg erwdhnt, dass viele dieser Fehlvorstellungen beziehungsweise Strategien ,umgangen”
werden konnen, indem bei den jeweiligen Dezimalzahlen Endnullen angehdngt werden, um auf
dieselbe Anzahl von Dezimalen zu kommen®. Sind bei beiden zu vergleichenden Zahlen gleich viele
Stellen nach dem Komma vorhanden, so wird der GroRenvergleich aufgrund der Analogie zu den
ganzen Zahlen erheblich einfacher. Gleichzeitig wird aber auch vor dieser Vorgehensweise
ausdriicklich gewarnt, da hier lediglich Symptome bekdampft werden und nicht, wie es wiinschenswert
ware, das grundlegende Verstdandnis gefordert wird. Die Schiiler und Schiilerinnen kénnen dann zwar
Aufgaben zum GréRenvergleich mit einer hoheren Erfolgsquote 16sen, ihnen ist aber dadurch nicht
geholfen, da sie oft keine tatsachliche Einsicht in die Problematik gewinnen. Die jeweiligen
Fehlvorstellungen werden immer noch angewandt, aber es kann nicht mehr erkannt werden, da sie

,verschleiert” werden.

1.3.2.1 Kein-Komma-Strateqgie

Die sogenannte KK-Strategie entsteht durch die Anschauung der Dezimalzahlen ohne Beriicksichtigung
des Kommas. Das bedeutet in anderen Worten, dass anstatt einer Kommazahl eine natirliche Zahl

gesehen wird, die entstiinde, wenn das Komma geldscht wiirde®.

47 Vgl. unter anderem Padberg 1991/2012, Heckmann 2005/2006a/2011
48 Vor allem die KT-Strategie wird bei der Betrachtung der Rechenoperationen noch eine Rolle spielen.
4 padberg, 2012, 185f
50 padberg, 2012, 182
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Die Zahl 4,75 wird also beispielsweise als 475 interpretiert. Dies kann beim GroRenbereich zu

Problemen fuhren, die hier kurz veranschaulicht werden sollen:

e 3,49 > 4,8da 349 grofer ist als 48
e (0,26 < 0,247 da 26 kleiner ist als 247

Die Vorstellung kann aber auch durch ungliicklich gewahlte Beispiele verstarkt werden, da sie bei der
gleichen Anzahl an Kommastellen immer zum richtigen Ergebnis flhrt. So ist beispielsweise 0,823
tatsachlich kleiner als 0,927. Das bedeutet fiir Lehrpersonen und Schulbiicher, dass es sehr wichtig ist,
eine gute Variation von Beispielen anzubieten, damit die Moglichkeit besteht, die fehlerhafte

Denkweise aufzudecken und diese nicht durch eine Reihe richtiger Ergebnisse zu bestarken.

1.3.2.2 Komma-Trennt-Strateqgie

Die sogenannte KT-Strategie ist durch eine Interpretation des Kommas als Trennmarke zwischen zwei
natiirlichen Zahlen zu erkldren®'. Von Schiilern oder Schiilerinnen, welche diese Vorstellung haben,
wird also beispielsweise 15,87 nicht als eine ,eigenstandige’ Zahl angesehen, sondern als die beiden

Zahlen 15 und 87, die durch ein Komma getrennt werden.

In Bezug auf den GroRRenvergleich von zwei Dezimalzahlen wirkt sich diese Anschauung in manchen

Fallen negativ aus, nicht aber in allen (die Falle sind vergleichbar mit der KK-Strategie).

So wiirde die Strategie beim Vergleich von Zahlen mit derselben Anzahl an Nachkommastellen
funktionieren, also beispielsweise 5,16 < 5,45 da 5 =05 und 16 < 45. Kommt es jedoch zum
Vergleich zweier Zahlen mit einer unterschiedlichen Anzahl an Stellen nach dem Komma, so kann diese
Sichtweise zu Problemen fiihren. Zum Beispiel ist dann 0,1 < 0,08 weil die Eins kleiner als Acht ist,

oder 2,47 < 2,114 weil 47 < 114 gilt.

Heckmann, Padberg und Thiemann®?* geben in ihren Publikationen besonders einen Aspekt als
Begriindung fur die Entstehung dieser Strategie an; die alltdgliche Sprechweise fiir Dezimalzahlen. So
wird beispielsweise die Zahl 3,75 als Drei-Komma-Fiinfundsiebzig bezeichnet, obwohl die richtige
Formulierung Drei-Komma-Sieben-Fiinf lauten wiirde. Diese Sprechweise fordert die Vorstellung, dass
es sich bei dem Teil der Zahl hinter dem Komma tatsachlich um eine natlrliche Zahl handelt. Beziiglich

dieser Sprechweise finden sich in einem spateren Abschnitt noch einige Beobachtungen.

51 padberg, 2012, 183
52 Heckmann, 2005, 74; Padberg, 1991b, 51; Thiemann, 2004b, 582
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Mosandl und Sprenger sehen eine weitere Begriindung fiir die Entstehung der Fehlvorstellung in der
Art und Weise, wie Geldbetrige von Kindern verstanden werden®® (In ésterreichischen Volksschulen
ist es durchaus Ublich, im Mathematikunterreich mit Euro- und Centbetrdgen zu rechnen) und in einer
falschlichen Ubergeneralisierung. Im Falle von Geld trennt das Komma ja tatsichlich zwei Einheiten
(bzw. Betrage), namlich Euro und Cent, was die Interpretation durchaus verstandlich macht. Der
GroBenvergleich wird dann wie bei den natiirlichen Zahlen von links nach rechts durchgefiihrt und
somit kann es passieren, dass 5,5 fir kleiner als 5,48 gehalten wird, da die Zahlen nach dem Komma
(welche den Centbetragen entsprechen wiirden) auch in diesem Verhéltnis zu einander stehen. Dass
es sich bei einem Betrag von 5 Cent eigentlich um 0,05 Euro (und eben nicht um 0,5 Euro) handelt wird

in diesem Fall nicht beachtet, beziehungsweise von dem Schiiler oder der Schiilerin nicht eingesehen.

Eine vergleichbare Fehlvorstellung findet sich in einer Studie von Moloney und Stacey®*, angefiihrt als
,Whole-Number-Rule”. Der Autor beziehungsweise die Autorin beziehen sich bei der Definition auf
eine Studie aus dem Jahr 1985, von Sackur-Grisvard und Leonard, welche die folgende Beobachtung

beschreiben>®:

,Some Students systematically chose the number with more digits after the decimal point as the larger.
This is called the whole-number rule. They would say that 4,125 is greater than 4,7 because the whole
number 125 is larger than 7. The decimal point is recognised [sic] but only as a separator and the
decimal portion is often read as a whole number, for example “four point one hundred and twenty five’

rather than the conventional ‘four point one two five’.”

Die Beschreibung stimmt also mit der oben angefiihrten KT-Strategie liberein und zeigt somit, dass
auch in anderen Teilen der Welt dieselben Probleme zu finden sind wie in Deutschland und Osterreich.
Besonders interessant ist die Grafik, welche in der Publikation zur Verfligung gestellt wird. Diese
veranschaulicht die Vorstellung, die ein Schiiler oder eine Schiilerin der/die die ,, Whole-Numer-Rule”
(und somit auch die KT-Strategie) verfolgen, von der Reihenfolge von Dezimalzahlen haben (siehe

Abbildung 4).

53 Mosandl/Sprenger, 2014, 16f
54 Moloney/Stacey, 1997, 26f
55 ebd
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Abbildung 4: Reihenfolge von Dezimalzahlen laut der ,, Whole-Number-Rule“, [Moloney/Stacey, 1997, 28]

Auch Mehmetlioglu und Resnick et. al. berichten von einigen internationalen Studien, die sich mit der
»Whole-Number Strategy” auseinandersetzen, was die weite Verbreitung und somit hohe Relevanz
der Fehlvorstellung bestitigt>®. Auch in seiner eigenen Studie, die in der Tiirkei durchgefiihrt wurde,

bestatigt Mehmetlioglu, dass es sich hierbei um eine der wichtigsten Fehlerquellen handelt.

1.3.2.3 Nullstrategie

Schiiler und Schiilerinnen, die die Nullstrategie verfolgen, wissen, dass eine oder mehrere Nullen nach
dem Komma bedeuten, dass die Zahl in der Regel vergleichsweise klein ist>’. Das fiihrt dazu, dass beim
GroRenvergleich diese Zahlen immer vorangeordnet werden. Die restlichen Zahlen, die dieses

Kriterium nicht erfiillen, werden dann trotzdem oft nach der KT- oder KK-Strategie geordnet. Die

56 Mehmetlioglu, 2014, 570 bzw. Resnick et. al, 1989, 11ff
57 padberg, 2012, 183
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Nullstrategie kann also als eine Verbesserung der anderen beiden, oben genannten Strategien

interpretiert werden®,
Die folgende GroRenrelation ware also beispielsweise laut der Nullstrategie richtig:
5.003 < 5.03 < 5.7 < 5.465

Die ersten beiden Zahlen werden hierbei nach der Anzahl der Nullen geordnet, die letzten beiden nach
der KK- beziehungsweise der KT-Strategie. Klar ist aber, dass die ersten beiden Zahlen, durch die Nullen

direkt nach dem Komma, kleiner sind als der Rest.

Zusatzlich sei noch gesagt, dass Moloney und Stacey festgestellt haben, dass die Nullstrategie bei

Schiilern und Schiilerinnen (vor allem im Vergleich zu anderen Fehlvorstellungen) eher selten auftritt™.

1.3.2.4 Je-mehr-Dezimalen-desto-kleiner-Strategie

Diese Fehlvorstelleng (kurz genannt MK-Strategie®®) besagt, dass Dezimalzahlen kleiner sind, je mehr
Kommastellen sie haben, beziehungsweise grolRer, je weniger Kommastellen sie haben. Demnach wére

also beispielsweise 0,53 kleiner als 0,4 oder 0,7 gréRer als 0,835.
Es finden sich mehrere plausible Begriindungen fiir das Auftreten dieser Fehlvorstellung®:

e Es handelt sich moglicherweise um eine fehlerhafte Ubergeneralisierung des Wissens um die
Stellenwerte. Den Schiilern und Schilerinnen ist bekannt, dass eine Dezimalstelle Zehntel,
zwei Dezimalstellen Hundertstel, drei Dezimalstellen Tausendstel und so weiter bedeuten. Des
Weiteren sind Tausendstel kleiner als Hundertstel, welche wiederum kleiner sind als Zehntel.
Schlussendlich wird daraus nun fehlerhaft geschlossen, dass mehrere Dezimalstellen einen
kleineren Stellenwert und somit auch eine kleinere Zahl bedeuten.

e Eine andere Option ist eine Reaktion auf die erkannte Fehlerhaftigkeit der KT-
beziehungsweise der KK-Strategie. Diese ist, wie schon erwahnt, genau dann falsch, wenn eine
unterschiedliche Anzahl an Kommastellen vorkommen. Die Zahl mit mehr Stellen wird dann
automatisch als grofer interpretiert. Wird die Erkenntnis (ber die Falsifizierung dieser
Vorstellung nicht ordentlich reflektiert, so kann die Umkehrung direkt zur MK-Strategie flihren.

e Bei Moloney und Stacey heil3t diese Strategie auch ,,Fraction-Rule”. Die Begriindung dafir liegt

im Verwechseln der Kommazahlen mit Briichen durch die Schiler und Schiilerinnen. Dadurch

kann es beispielsweise passieren, dass 0,3 als % interpretiert wird. Die Zahl 0,67 ware damit

58 padberg, 2012, 183; Moloney/Stacey, 1997, 27
% Moloney/Stacey, 1997, 34ff
60 Bei Heckmann, 2006a, 78 wird diese Strategie mit KIG (fiir Kiirzer-ist-gréRer) bezeichnet.
61 padberg, 2012, 183f; Moloney/Stacey, 1997, 27
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. S 1 . .
kleiner als 0,3, da es sich ja um po= handeln wiirde. Es werden also die Regeln aus der

Bruchrechnung tbertragen wo ja tatsachlich der Bruch mit dem gréoBeren Nenner kleiner ist,
solange der Zahler gleich (oder insbesondere Eins) ist. Diese Begriindung ist natlrlich nur
relevant, wenn die Behandlung der Bruchrechnung (oder zumindest der wesentlichen

Elemente) vor der Behandlung der Dezimalzahlen stattfindet.

Heckmann beschreibt auBerdem eine LIG-Strategie®? (Linger-ist-groBer), welche das genaue Gegenteil
der soeben betrachteten Fehlvorstellung darstellt. Diese ist jedoch ident mit der KT- beziehungsweise

der KK-Strategie, weswegen sie hier nicht extra nochmals behandelt wird.

1.3.3 Problematische Sprechweisen

Aus dem Alltag sind gewisse Sprechweisen bekannt, mit denen man Dezimalzahlen bezeichnen kann,
welche zu Problemen im Unterricht beziehungsweise beim Verstindnis fiihren kénnen®. Diese
Adaptierung ist aus Sicht der Schiiler und Schiilerinnen nur zu verstandlich, wenn man bedenkt, dass
anfangs ein sehr hoher Bezug zum Alltag herrschen soll. Natirlich werden hier bekannte
Formulierungen Gbernommen. Es ist also vor Allem die Aufgabe der Lehrkraft, auf diese Feinheiten

hinzuweisen, um Fehlvorstellungen moglichst frith zu vermeiden.

Betrachtet man beispielsweise die Dezimalzahl 5,34 so sollte diese formal als Flinf-Kkomma-Drei-Vier
ausgesprochen werden. Haufig wird dieselbe Zahl jedoch umgangssprachlich als Finf-Komma-
VierunddreiBig bezeichnet. Vor allem wenn es um Geldwerte geht kann man dies oft beobachten. So
spricht man beispielsweise von Fiinf-Euro-Vierunddreilig oder kurz einfach nur von Finf-

VierunddreiRig®.

Problematisch ist diese Formulierung, weil sie zu schwerwiegenden Fehlvorstellungen und Fehlern in
Bereichen wie Kiirzen/Erweitern, GroRenvergleich von Dezimalzahlen und den Rechenoperationen

fiihren kann. Hier ein paar Beispiele dazu, welche alle an die KT-Vorstellung erinnern®:

e Die Formulierung kann dazu fiihren, dass Schiilern und Schilerinnen nicht klar ist, dass es sich
bei 0,2 und 0,20 um dieselbe Zahl handelt, da zwei und 20 auch nicht dieselbe Zahl sind.

e Beim GroRRenvergleich kann es durch diese Formulierung sehr leicht zur Bildung einer Analogie
kommen, die sich als problematische herausstellt. Aufgrund der Tatsache, dass 25 groRer ist

als 9 misste auch 0,25 grolRer sein als 0,9.

52 Hackmenn, 2006a, 77f
63 padberg, 2012, 164
54 Thiemann, 2004b, 582
55 padberg, 2012, 165
33



e Ahnliches gilt auch fiir die Rechenoperationen Addition und Subtraktion. Die Summe von 25
und Neun ist 34, deswegen muss die Summe von 0,25 und 0,9 gleich 0,34 sein. Die gleiche

Problematik findet sich analog beim Subtrahieren.

Untersuchungen von Heckmann und Mahr/Padberg® zeigen, dass die Kenntnis der richtigen, formalen
Sprechweise im Laufe der schulischen Behandlung von Dezimalzahlen deutlich besser wird und die
alltagliche, problematische Sprechweise nur noch von wenigen als formal richtig angesehen wird.
Welche Sprechweise die Schiiler jedoch verinnerlicht haben und somit benutzen, ist nicht festgehalten

und scheint auch schwer zu testen.

1.3.4 Probleme beim Erweitern und Kirzen von Dezimalzahlen

Aus bereits erwahnten Griinden muss man dem Erweitern von Dezimalzahlen, welches sich durch
Anhdngen von Endnullen dulert, skeptisch gegeniberstehen, da die Methode im Falle des
GroRenvergleiches Fehlvorstellungen ,verschleiern’ kann. Dennoch sollte dieser Aspekt meiner
Meinung nach, gemeinsam mit dem Kirzen, in der Schule nicht einfach ausgelassen werden. Worauf

es ankommt, ist die richtige Vermittlung der Inhalte.

Vorerst sei kurz geklart was mit Erweitern und Kiirzen von Dezimalzahlen gemeint ist, da die Begriffe
eigentlich hauptséachlich aus der Bruchrechnung bekannt sind. Es geht, wie bereits erwdhnt, um das
Anhdngen und Wegstreichen von Endnullen. Die Zahl 1,5 kann auch als 1,50 dargestellt werden, was

dem Begriff des Erweiterns entspricht. Dieser passt auch mit dem Konzept des Erweiterns in der

Bruchrechnung zusammen, da hier gilt, dass i—i = 1—22. Wirde man die Reihenfolge des Ablaufes

vertauschen, so sprache man vom Kirzen. Anhand von Stellenwerttafeln lasst sich dies sehr gut

verdeutlichen®’.

Ein Problem ergibt sich bei der Erklarung durch Einheiten. Es liegt nahe, die Aspekte anhand von
Beispielen zu verdeutlichen, also etwa die beiden GréRen 2,4 Meter und 2,40 Meter zu vergleichen.
Eine Umwandlung in eine kleinere Einheit zeigt, dass es sich um die gleichen Langen, namlich 240
Zentimeter handelt. Diese Art der Erklarung ist zwar sehr einleuchtend, bringt aber eine kleinere
Problematik fiir Anwendungsbeispiele mit sich. Hier dient die Anzahl der Nachkommastellen in der
Regel als ein Indikator fiir die Genauigkeit einer Messung®®. Die GréRe 2,4 wiirde also bedeuten, dass
ein Wert zwischen 2,35 und 2,44 in Frage kommt, da auf Zehntel gerundet wurde. Die GroRe 2,40

wirde hingegen bedeuten, dass die Bandbreite fiir den gefragten Wert zwischen 2,395 und 2,404 liegt.

56 Ebd.
57 padberg 2012, 178f
58 Ebd.
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Der Unterschied mag zwar nicht signifikant sein, aber es handelt sich dennoch um zwei Werte, die

genau genommen fiir verschieden lange Strecken stehen kdonnten.

Eine weitere Komplikation kann sich ergeben, wenn die Vorgehensweise mit der gleichen Situation in
den natirlichen Zahlen durcheinandergebracht wird. In diesem Zahlenbereich ist das Anhangen von
Endnullen gleichbedeutend mit der Multiplikation mit einer Zehnerpotenz. Dies fiihrt bei einer
Ubergeneralisierung natiirlich zu Problemen, vor allem bei der Multiplikation von Dezimalzahlen. Auf

diese wird zu einem spdteren Zeitpunkt noch genauer eingegangen.

35



Teil 2:

Multiplikation und Division von natlirlichen

Zahlen

Im folgenden Teil der Arbeit soll der Zugang zur Multiplikation und Division von natirlichen Zahlen
mithilfe der vorhandenen Fach-Literatur erfolgen und von Beginn an aufgerollt werden. Um einen
Ubersichtlichen Ablauf zu gewahrleisten, werden zuerst alle Aspekte der Multiplikation behandelt.

Anschliefend wird dann die Division getrennt betrachtet.

Vorerst werden Konzepte beziehungsweise Modelle zur Einfilhrung der Rechenoperationen vorgestellt

(dies geschieht liblicherweise bereits in der Volksschule).

Nachdem ein kurzer Blick auf die Aspekte des Kopfrechnens geworfen wurde, liegt der Fokus
anschlieRend auf den Moglichkeiten der Einfihrung von Algorithmen zur schriftlichen Multiplikation
und Division. Es wird hier bewusst der Zugang (iber die natiirlichen Zahlen gewahlt, da diese
Vorgehensweisen die Grundlagen bilden, auf denen spéater auch die Multiplikation und Division von
Dezimalzahlen aufgebaut wird. Erganzend werden zu jeder Rechenoperation bekannte

Problembereiche vorgestellt, welche zum Teil die Grundlage fir den letzten Teil des Kapitels darstellen.

Abschliefend wird der Fokus auf hdufig auftretende und typische Fehler beim Erlernen und Anwenden
der Multiplikation und Division natdlrlicher Zahlen gelegt. Diese sind wichtig, weil sie auch spater bei
den Rechenverfahren mit Dezimalzahlen weiterhin auftreten kdnnen, wenn sie nicht ausreichend

behandelt werden.

2.1 Zur Multiplikation von natirlichen Zahlen und der

Behandlung im Unterricht

2.1.1 Anschauliche Vorstellungen zur Multiplikation

Wenn die Rechenoperationen in der Schule eingeflihrt werden, so geschieht dies im Normalfall anhand
von Modellen, welche helfen sollen, das Konzept besser zu verstehen. Solche Grundvorstellungen

kénnen sich sehr lange in den Kopfen von Kindern und Jugendlichen halten und somit die Denkweise
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Uber die Grundrechenarten beeinflussen. Auch wenn die Anwendungsbereiche erweitert werden und
die Modelle in den Hintergrund riicken, spielen sie zumindest in der Vorstellung der meisten Schiler
und Schilerinnen noch eine wichtige Rolle. Die Multiplikation (und auch die Division) von
Dezimalzahlen stellt eine eben solche Erweiterung dar, da die Rechenoperationen vorerst mit
natirlichen Zahlen gelernt werden. Die ersten Schritte dazu werden schon in der Volksschule gesetzt.
In der Sekundarstufe werden diese Grundlagen wiederholt und die Vorgehensweise wird gefestigt®.
Die Modelle, die dazu benutzt werden, sollen in diesem Kapitel vorgestellt werden, damit ein Einblick
in die Denkweise der Schiiler und Schiilerinnen gelingen kann, welcher eventuell beim Verstehen

diverser Problematiken hilfreich sein wird.

In Bezug auf die Multiplikation ist die Interpretation als wiederholte Addition in Osterreich wohl
eindeutig die am haufigsten verwendete’. Alternativen sind duRerst selten zu finden, vor allem in den
untersuchten 6sterreichischen Schulbiichern. Auch in Deutschland scheint die Situation nicht anders

zu sein, weswegen der folgende Abschnitt relativ kurz ausfallen wird.

2.1.1.1 Wiederholte Addition

Die wiederholte Addition dient schon in der Volksschule bei der erstmaligen Einfihrung der
Multiplikation als Grundvorstellung und Erklarung. Es soll dabei eine wiederholte Addition derselben

Zahl anders aufgeschrieben werden. Aus 3 + 3 4+ 3 + 3 + 3 + 3 wird dann dementsprechend 6 - 3.

Bei Padberg findet sich dieser Zugang erst bei der schriftlichen Multiplikation” . Er beschreibt den
Losungsweg der wiederholten Addition als sehr intuitive Methode, die auch beim Ubergang von der
miindlichen zur schriftlichen Multiplikation sehr effektiv erscheint. So kann beispielsweise die Aufgabe

5 - 2934 mit einem Rickgriff auf die schon erlernte Addition ganz einfach gelost werden:

2934

2934

2934

2934

2934
14670
Padberg behauptet sogar, dass Schiiler und Schilerinnen von alleine auf eine Vereinfachung dieses
Vorgehens stoflen, wenn es zu mithsam wird, immer wieder einzeln zu addieren und alle Summanden
aufzuschreiben. Nach und nach werden Zwischenschritte ausgelassen, bis schlieRlich der Ubergang zur

Endform der schriftlichen Multiplikation geschieht. Der groRe Vorteil dabei ist, dass nach diesem

59 Vergleiche dazu die Lehrpldne im einfiihrenden Kapitel
70 Diese Vorgehensweise findet sich in allen untersuchten Schulbiichern.
71 padberg, 2005, 257ff
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Prozess vollkommen klar ist, wo Behalteziffern notiert werden miissen und wo mit dem Algorithmus
begonnen wird. Voraussetzung dafir ist natiirlich, dass die Addition beherrscht wird. Zur vom Lehrer
beziehungsweise von der Lehrerin begleiteten Einflihrung bietet sich ein Beispiel an, welches auf zwei
Arten gel6st wird, einmal mithilfe der wiederholten Addition und einmal mithilfe der Multiplikation.
Wichtig ist es dabei, die Parallelen hervorzuheben und klar zu betonen, dass es sich eben nur um eine

verkdirzte Version eines bereits bekannten Konzeptes handelt.

Diese Vorgehensweise findet sich wie gesagt in sdmtliche untersuchten Schulbiichern wieder, wenn
auch in sehr verschiedenen Formen und Umfangen. Alternative Zugdnge sind nicht zu finden, da sich

die wiederholte Addition wohl als einfachste Option erwiesen hat.

2.1.1.2 Weitere Grundvorstellungen zur Multiplikation

Padberg prasentiert drei Grundvorstellungen zur Multiplikation von natiirlichen Zahlen, welche von
verschiedenen Schulbiichern fiir das Kopfrechnen verwendet werden’2. Diese werden jeweils durch
eine bildliche Darstellung veranschaulicht, welche den Schiilern und Schiilerinnen ein Beispiel bieten

soll, das erklart, wie die Multiplikation verwendet wird.

Die zeitlich sukzessiven Handlungen stellen dabei Tatigkeiten mit einem gewissen Zahlen-Bezug dar,
die 6fters wiederholt werden. So bringt in einer Abbildung ein Lieferant dreimal hintereinander jeweils

zwei Kisten Limonade. Der gesamte Prozess kann also durch die Rechnung 3 - 2 dargestellt werden.

Die raumlich-simultanen Anordnungen stellen einen Bezug zu Ordnungssystemen dar, welche mit der
Multiplikation in Verbindung gebracht werden kénnen. So kann beispielsweise eine Kiste mit Apfeln
dargestellt werden, welche in eine gewisse Anzahl von Reihen und Spalten unterteilt ist. Die Anzahl

der Reihen multipliziert mit der Anzahl an Spalten ergibt dann die Anzahl der Apfel.

Die kombinatorischen Aufgabenstellungen, die Padberg erwahnt, stellen meiner Ansicht nach einen
sehr komplexen Zugang dar. Es sind im Zuge dessen bei diversen Beispielen alle mdglichen
Kombinationen von Elementen zweier Mengen zu finden. Was genau dabei kombiniert wird, hangt
nattrlich immer von der Art der Aufgabe ab. Als Beispiele kdnnten etwa Tanzpaare aus Jungen und
Madchen, Menifolgen von Vor- und Hauptspeisen oder Outfits aus Hosen und T-Shirts genannt
werden. Ich denke jedoch, dass dieser Zugang als Erklarung zu komplex fir Schiler und Schilerinnen

im entsprechenden Alter sind.

72 padberg, 2005, 117ff
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2.1.2 Rechenverfahren zur schriftlichen Multiplikation nattrlicher

Zahlen

Zur Prasentation der diversen Verfahren zur schriftlichen Multiplikation halte ich mich vorwiegend an
das Werk von Hans-Dieter Gerster (2012), in dem einige der gdngigen Verfahren beschrieben werden.

Dasselbe gilt im spateren Verlauf auch fiir die Division.

Auch Friedhelm Padberg liefert in seinem Werk ,Didaktik der Arithmetik’ (2005) einige wichtige
Hinweise. Es ist anzunehmen, dass es auch weitere Verfahren gibt, die hier keine Erwahnung finden,
jedoch werden meiner Meinung nach alle Moglichkeiten, die fiir diese Arbeit relevant sind (und noch

mehr) erwahnt.

Es geht in diesem Kapitel grofteils um die Anwendung der Multiplikation mehrstelliger Zahlen.
Ublicherweise wird in der Sekundarstufe die Multiplikation schrittweise eingefiihrt, also zuerst mit
einstelligen Zahlen (erst ohne, dann mit Ubertrégen), dann mit Zehnerpotenzen und Vielfachen von
Zehn und abschlieRend der allgemeine Fall’>. Im folgenden Kapitel wird aus praktischen Griinden nur
der allgemeine Fall betrachtet, wie er in der Sekundarstufe | Verwendung findet. Bei den
Beschreibungen handelt es sich beim ersten Faktor um den Multiplikanden und beim zweiten um den

Multiplikator.

2.1.2.1 Theoretischer Zugang zur schriftlichen Multiplikation

Fir die Multiplikation mit einer einstelligen Zahl, kann problemlos auf die wiederholte Addition
zuriickgegriffen werden’®. Dabei kann jede Spalte des Additionsschemas als eine Teilmultiplikation
interpretiert werden. So wiirde im folgenden Beispiel, wo 4 - 245 gerechnet wird, die dritte Spalte der

Multiplikation 4 - 5 entsprechen.

Ol N N N N
| ~ ~~ b b
ol uu L1 L U

73 padberg, 2005, 266
In der Volksschule ist die Einflhrung natlirlich noch vielseitiger, anschaulicher und auf einem niedrigeren
Niveau, da noch auf andere Schwerpunkte wertgelegt wird.
74 padberg, 2005, 257ff
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Damit wiirde diese Addition, anders aufgeschrieben, schon dem Normalverfahren der Multiplikation
entsprechen. Sobald jedoch Multiplikationen mit mehrstelligen Zahlen betrachtet werden, stol3t diese
Interpretation schon an ihre Grenzen. Deswegen muss fiir den allgemeinen Fall das Distributivgesetz

als zusatzliches Hilfsmittel verwendet werden.

Die Idee dahinter ist es, den Multiplikanden in seine Stellenwerte aufzuspalten. Betrachten wir vorerst
erneut eine Multiplikation mit einer einstelligen Zahl, so wird beispielsweise statt der Rechnung 5 -
629 folgendes notiert: 5 - (600 + 20 + 9). In diesem Fall kann also mithilfe des Distributivgesetzes die
urspriingliche Rechnung in drei einfachere Multiplikationen zerlegt werden. Schreibt man diese
korrekt untereinander, so ist der Weg zum Normalverfahren bereits klar, da anschliefend nur noch die

Schreibweise optimiert werden muss.

5-600 = 3 0 0 O
5-20= 1 0 O
5:9= 4 5
5:629 = 3 1 4 5

Der nachste Schritt entsteht, wenn mit einer mehrstelligen Zahl multipliziert wird, also beispielsweise
12 - 629. Dabei wird die Distributivitat auf beide Faktoren angewandt. Somit sieht dieselbe Rechnung
dann wie folgt aus: (10 + 2) - (600 + 20 + 9).

Damit bleibt das Konzept dasselbe, es andert sich nur die Anzahl der Teilmultiplikationen (in diesem
Fall sind es sechs). Fiir das schriftliche Rechenverfahren werden, um einen optimalen Verlauf zu
gewahrleisten, die Nullen vernachlassigt, da es ausreicht, auf die Stellenwerte zu achten und diese
korrekt zu notieren. Die einzelnen Teilmultiplikationen, die in diesem Beispiel noch Ubrig bleiben,
waren also die folgenden: 1:-6,1-2,1-9,2-6,2-2,2-9. Zuséatzlich ist hier dann auch noch auf
Ubertrage zu achten, welche die Biindelungen im Sinne des Stellenwertsystems darstellen. Die
Methoden, welche entwickelt wurden um diesen Zugang zur schriftlichen Multiplikation zu einem

moglichst einfachen Algorithmus zu machen, sollen nun im folgenden Abschnitt vorgestellt werden.
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2.1.2.2 Normalverfahren der Multiplikation in drei Versionen (Deutschland und Osterreich)””

Variante 1:

5 7 1 1 6
5 7 1
3 4 2 6
1
9 1 3 6

Bei diesem Beispiel zur Multiplikation von natiirlichen Zahlen handelt es sich um das normierte
Verfahren, wie es in Deutschland vorgeschrieben ist und in den Schulen gelehrt wird. Der Multiplikand
wird mit der Ziffer des Multiplikators multipliziert, die den hochsten Stellenwert besitzt (In diesem
Beispiel die Zehner-Ziffer 1), wobei die Einer-Ziffer des Ergebnisses unter der entsprechenden Ziffer
des Multiplikators notiert wird. Derselbe Vorgang wird nun in absteigender Reihenfolge wiederholt,
wobei die folgenden Ergebnisse immer jeweils um eine Stelle nach auRen geriickt werden mussen,
damit die Einer-Ziffer des Ergebnisses wieder unter der entsprechenden Zahl steht, mit der
multipliziert wurde. Zum Schluss erfolgt eine Addition der notierten Zwischenergebnisse, wobei auf
die Einhaltung der Stellenwerte geachtet werden muss (die Zwischenergebnisse dirfen nicht mehr

,verschoben” werden).

Variante 2:

5 7 1 -1 6
3 4 2 6
5 7 1
1
9 1 3 &6

Bei dieser Vorgehensweise handelt es sich um das gleiche Verfahren, bis auf die Reihenfolge der
einzelnen Multiplikationen. Es wird in diesem Fall beim kleinsten Stellenwert des Multiplikators
begonnen und dann wird der Vorgang in ansteigender Reihenfolge wiederholt. Die Abschliefende

Addition ist bis auf die Abfolge der Summanden dieselbe wie zuvor.

7> Gerster, 2012, 107
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Variante 3:

5 7 1 1 6
5 7 1

3 4 2 6

1

9 1 3 6

Diese Version entspricht ebenfalls dem Normalverfahren, das in Deutschland angewandt wird,
abgesehen von der Anordnung der Zwischenergebnisse. Diese Version wird Ublicherweise in

Osterreich unterrichtet’®

. Die Einer-Ziffer des ersten Zwischenergebnisses wird zu Beginn direkt unter
der Einer-Ziffer des Multiplikanden angeordnet. Die weiteren Produkte werden immer um eine Stelle
nach rechts verschoben um die richtigen Stellenwerte einzuhalten. Die AbschlieRende Addition bleibt

abermals gleich.

Bei jeder dieser Varianten kénnen die beiden Faktoren problemlos vertauscht werden. Der einzige
Unterschied ist eventuell die Anzahl, Position und GroéRe der Zwischenergebnisse. Die gleiche

Multiplikation wiirde dann (mit der Variante 3) wie folgt aussehen:

1 6 5 7 1
8 0
1 1 2
1 6
9 1 3 6

2.1.2.3 Inden USA, Grofsbritannien, Tiirkei, Griechenland, Spanien und ltalien (leicht

abgewandelt) (ibliche Varianten’’

5 7 1
1 6
3 4 2 6
5 7 1
1
9 1 3 6

Bei dieser Variante der schriftlichen Multiplikation werden die beiden Faktoren unter einander
geschrieben. Die Rechnung beginnt indem der Multiplikand mit der Einer-Ziffer des Multiplikators

multipliziert wird. Der Vorgang wird fiir die Zehner-, Hunderter-, Tausender-Ziffer und so weiter

78 In diversen Schulbiichern, die in einem der vorangegangenen Kapitel betrachtet wurden, ist dies
nachzulesen.
77 Gerster, 2012, 108
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wiederholt, wobei die Einer-Ziffer jedes Zwischenprodukts um eine Stelle nach links verschoben wird.

AbschlieBend folgt abermals eine Addition der Zwischenergebnisse.

Auch bei diesem Verfahren kénnen die beiden Faktoren vertauscht werden. Abermals dndert sich in

gewissen Fallen nur die Anzahl, Position und GréRe der Zwischenergebnisse:

1 6
5 7 1
1 6
1 1 2
8 0
9 1 3 6

2.1.2.4 Die Gittermethode’®

5 7 1
0 0 0
5 7 1 |1
3 4 0
0 2 6 |6
1
0 9 1 3 6

Die Gittermethode gestaltet sich wesentlich aufwendiger als die anderen vorgestellten Methoden,
kann aber meiner Ansicht nach sehr hilfreich sein, wenn es um eine bessere Einsicht in die Vorgédnge
beim Multiplizieren mehrstelliger Zahlen geht. In die oberste Zeile und die ganz rechte Spalte werden
die beiden Faktoren ziffernweise eingetragen. Die Anzahlen der Ziffern bestimmen also wie viele Zeilen
und Spalten das Gitter haben wird (und natirlich gleichzeitig auch die Anzahl der Teilmultiplikationen).
Nun wird fiir jede Zelle die entsprechende Multiplikation durchgefiihrt und die Zehner- und Einer-Ziffer
des Produktes werden, wie oben angeflihrt (diagonal von links oben nach rechts unten), notiert. Sind
alle einzelnen Produkte gefunden wird diagonal addiert, von links unten nach rechts oben, wobei ganz
rechts (bei der Einer-Ziffer des Ergebnisses) begonnen wird. In unserem Beispiel handelt es sich also
um vier Additionen (eine davon trivial), wobei eventuell entstehende Behalteziffern in der nachsten

Diagonale notiert werden. Die Ergebnisse der Teilsummen stehen fiir die Ziffern des End-Produktes.

Ich halte diese Methode vor allem fiir das Erlernen der schriftlichen Multiplikation fiir sehr sinnvoll. Sie
mag aufgrund des Zeitaufwandes nicht immer sinnvoll sein, jedoch bietet sie einen sehr guten Einblick
in die lbrigen Vorgehensweisen. Dies ist vor allem dann der Fall, wenn sie einer Version des

Normalverfahrens gegeniibergestellt wird. Wird ein solcher Vergleich durchgefiihrt, so merkt man

8 Ebd.
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schnell, dass die gleichen Teilrechnungen vorkommen. Durch die weit bessere Ubersicht im
gezeichneten Gitter ist flr Schiiler und Schiilerinnen eventuell auch besser zu sehen, welche Rolle die

Zwischen-Ergebnisse, die zum Rechnen benétigt werden, fir das Endergebnis haben.

2.1.3 Probleme des Normalverfahrens der Multiplikation

Betrachtet man eine beliebige Multiplikation und in weiterer Folge das darauf angewandte
Normalverfahren, so lasst sich dieses relativ einfach in mehrere Schritte aufschlisseln. Gerster
prasentiert eine solche Aufschlisselung fiir die Aufgabe 89 - 23 und stellt fest, dass es sich um vier
Teil-Multiplikationen und vier Teil-Additionen handelt’®, die wiederum aus mehreren Arbeitsschritten
bestehen. Jeder dieser Arbeitsschritte kann in weiterer Folge die Ursache eines Fehlers bedeuten,
wobei es sich beispielsweise um einfache Rechenfehler oder um die Wahl der falschen Ziffern handeln
kénnte. Flr unser vorangegangenes Beispiel wiirde eine dieser Teil-Multiplikationen folgendermaRen

aussehen® (anbei nochmals die Rechenaufgabe, die relevanten Ziffern sind markiert):

5 7 1 1 6
5 7 1
3 4 2 6
1
9 1 3 6

Die Arbeitsschritte der gelb markierten Teil-Multiplikation sind die folgenden:

=>» Die Ziffer 6" auswahlen (Einer-Ziffer Multiplikator)

Die Ziffer ,,5“ auswahlen (Hunderter-Ziffer Multiplikand)

Wissen, dass multipliziert werden muss

Wissen, dass das Produkt 30 ist

Wissen, dass die Behalteziffer von der vorherigen Multiplikation (4) addiert werden muss

Wissen, dass das Ergebnis 34 ist

v v v v VY

Wissen, wo das Ergebnis notiert werden soll

Wenn man bedenkt, dass in dieser Rechnung zehn solcher Arbeitsschritte vorkommen (sechs
Multiplikationen und vier Additionen), bei denen sich einige Schritte unterscheiden kdnnen, so

bekommt man einen Eindruck davon, wie viele verscheiden Arten von Fehlern und Problemen es bei

7 Gerster, 2012, 111ff

80 Fiir die folgende Betrachtung ist es nicht wichtig, ob die dsterreichische oder die deutsche Version gewahlt
wird. Die entsprechenden Arbeitsschritte bleiben (Bis auf die Reihenfolge und die Anordnung unter dem
»Multiplikationsstrich®) gleich.
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einer solchen Aufgabe geben kann. Einige dieser Aspekte, die besonders wichtig erscheinen und die zu

Schwierigkeiten fiihren kénnen, sollen nun behandelt werden®.,

2.1.3.1 Probleme bei der Orientierung

Mit Orientierung ist in diesem Zusammenhang vorwiegend die Wahl der richtigen Ziffern fiir die

richtigen Rechenoperationen und die Notierung des Ergebnisses an der richtigen Stelle gemeint.

Hierbei konnen vor allem Anfangs, wenn das Verfahren noch neu und ungewohnt ist, einige
Verwechslungen und fehlerhafte Platzierungen auftreten, die sich in weiterer Folge natirlich auf das
Endergebnis auswirken. Auch die Behalteziffern der Teil-Multiplikationen spielen hierfiir eine Rolle, da
es aus Platzgrinden nicht vorgesehen ist diese zu notieren (erst bei den abschlieRenden Additionen ist
dies wieder moglich). Das fiihrt dazu, dass Schiilerinnen und Schiiler sich eine Ziffer merken missen,
wahrend sie eine weitere Multiplikation im Kopf durchfiihren. AnschlieRend muss, wieder im Kopf,
eine Addition des Ergebnisses der Teil-Multiplikation mit der Behalteziffer stattfinden, von dessen
Ergebnis eventuell abermals nur die Einerziffer notiert werden darf. Bei der Gittermethode ist dieses

Problem weniger relevant, da das Notieren aller Ziffern vorgesehen ist.

Der Schwierigkeitsgrad hangt dabei natiirlich von der Anzahl der Stellen der Faktoren und den
einzelnen Ziffern ab. Schlussendlich kann dies jedoch fiir die Rechenaufgabe bedeuten, dass
Behalteziffern verloren gehen oder falschlicherweise mitnotiert werden, was sich natdrlich ebenfalls

auf das Ergebnis auswirkt.

2.1.3.2 Probleme bei Einmaleins-Aufgaben

Diese Art von Problemen ist relativ einfach einzugrenzen. Es handelt sich um Fehler beim Rechnen mit
dem ,kleinen Einmaleins” im Zuge der Teil-Multiplikationen. Da diese keinen Zusammenhang mit der
Vorgehensweise beim schriftlichen Multiplizieren aufweisen wird an dieser Stelle nicht genauer darauf

eingegangen.

2.1.3.3 Probleme mit auftretenden Nullen

Wie schon bei den Grundlagen der Dezimalzahlen, bedeuten auftretende Nullen auch bei
Rechenoperationen einen hoheren Schwierigkeitsgrad. Ganz abgesehen von Einmaleins-Fehlern
kénnen vor allem bei den Berechnungen, Anzahlen und Anordnungen von Teil-Produkten hierbei leicht
Fehler auftreten. Padberg schlagt daher ein gezieltes Thematisieren von Aufgaben dieses Typs im
Unterricht vor®, da auch seine Untersuchungen belegen, dass auftretende Nullen zu mehreren Arten

von Fehlern fiihren kénnen. Sie diirfen keinesfalls vernachlassigt werden, auch wenn die Beispiele (vor

81 Gerster, 2012, 113ff
82 padberg, 2005, 276f
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allem fiir die Lehrkraft) trivial erscheinen moégen. Fiir Schiiler und Schilerinnen sind sie keineswegs

einfach oder selbstverstandlich.

2.1.3.4 Probleme mit der schriftlichen Addition

Die Addition spielt beim schriftlichen Multiplizieren natirlich immer wieder eine wichtige Rolle. Die
Summierung der Teil-Produkte steht hierbei an erster Stelle. Die hierdurch entstandenen Fehler sind
natirlich zu bericksichtigen, haben ihren Ursprung aber logischerweise in einem anderen

Themenbereich. Deswegen wird in dieser Arbeit nicht genauer darauf eingegangen.

Es zeigt sich also bereits an dieser Stelle, dass die Ursachen vieler Fehler (wenngleich natirlich nicht
aller Fehler) in einem Themengebiet liegen kdnnen, das bereits zu Beginn behandelt wird und somit
eine Grundlage darstellt. Dieser Aspekt wird sich auch an spéateren Stellen dieser Arbeit zeigen, wenn
die Multiplikation von Dezimalzahlen behandelt wird. Einige Fehler, die in diesem Bereich passieren,
haben ihren Ursprung beim Multiplizieren natirlicher Zahlen oder sogar in einem Themenbereich, der

noch weiter zuriickliegt.

2.1.4 Typische Fehler der Multiplikation

Bevor die haufig auftretenden Fehlermuster in diesem Kapitel vorgestellt und erklart werden, ist
anzumerken, dass die folgende Aufzahlung keineswegs vollstdndig ist. Vor allem in Anbetracht der
zahlreichen Schulstandorte, der diversen Schulbiicher die in Verwendung sind und den vielen,
individuell verschiedenen Lehrern und Lehrerinnen sind die unterschiedlichen Fehlermuster, welche
im Zusammenhang mit der Multiplikation (und auch der Division) auftreten kénnen, wohl in ihrer
Gesamtheit gar nicht feststellbar. Deswegen wird hier eine Auswahl getroffen, die auf der Plausibilitat
und der Haufigkeit der Fehler in den diversen Studien beruht. ,Triviale” Fehler wie beispielsweise das

reine Vergessen eines (Teil-)Algorithmus sind im Folgenden nicht angefihrt.

2.1.4.0 Vorbemerkung zu den Publikationen

In diesem Kapitel geht es nun darum, welche Fehler bei Schilern und Schiilerinnen tatsachlich sehr
haufig auftreten, weswegen sich gewisse Aspekte des vorangegangenen Themenbereiches hier
wiederfinden werden. Grundlage dafiir ist eine Arbeit von Stiewe und Padberg?®, die Anregungen von

Gerster® und die Uberlegungen Padbergs im Werk ,, Didaktik der Arithmetik“®.

83 Stiewe/Padberg, 1986
84 Gerster, 2012
85 padberg, 2005
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Stiewe und Padberg beziehen sich auf eine 1983 durchgefiihrte Untersuchung an 16 verschiedenen
deutschen Schulen, in 30 Klassen®. Es sei festgehalten, dass es sich hierbei um Klassen der vierten
Grundschule handelte, die bereits Erfahrung mit der Multiplikation natiirlicher Zahlen sammeln
konnten. Obwohl die Studie schon mehr als 30 Jahre alt ist, liefert sie immer noch fir dieses Thema
relevante und interessante Erkenntnisse. Die Unterrichtsmethoden und einige weitere Aspekte mégen
seit dieser Zeit natiirlich moderner geworden sein, was durchaus bedeutet, dass die Ergebnisse mit
einer gewissen Skepsis betrachtet werden dirfen. Dennoch gehe ich davon aus, dass die meisten
Grundaussagen und Schlussfolgerungen auch heute noch Giiltigkeit haben. Bestarkt wird diese
Annahme durch die Tatsache, dass die Uberlegungen Padbergs in ,Didaktik der Arithmetik“ aufgrund
einer Studie von Thiemann getroffen werden, welche mit einer modifizierten Version des von Padberg

und Stiewe entwickelten Tests arbeitet®’.

Ahnliche Beobachtungen gelten fiir die Studie Gersters, welche erstmals 1982 veréffentlicht und in 20
Klassen des vierten bis sechsten Schuljahres durchgefiihrt wurde®. Hierbei ist besonders auf die
verschiedenen Altersklassen der untersuchten Schiiler und Schilerinnen zu achten, welche eventuell
Unterschiede in den Beobachtungen bewirken konnen. In ,Didaktik der Arithmetik” von Padberg aus
dem Jahr 2005 wird, wie bereits erwdhnt, eine Untersuchung von Thiemann als Quelle herangezogen,

welche aus dem Jahr 2000 stammt.

Stiewe und Padberg fiihren fiir ihre Untersuchungen den Begriff der ,systematischen Fehler” ein
(Dieser wird auch in Didaktik der Arithmetik (2005) benutzt). Tritt ein solcher auf, so bedeutet dies,
dass der betreffende Schiiler beziehungsweise die betreffende Schiilerin dieselbe Art von Fehler bei
mehr als 50% der in Frage kommenden Aufgaben gemacht hat®® (Die Aufgaben sind zum Teil so gestellt,
dass gewisse Fehlertypen ,provoziert” werden). Fehler, die in der gesamten Stichprobe insgesamt

relativ hiufig vorkommen, werden als , typische Fehler” bezeichnet®.

Dabei fallt gleich zu Beginn auf, dass gewisse Fehler nur in bestimmten Klassen auftreten und in
anderen gar nicht. Das deutet auf einen groRen Einfluss der Lehrperson hin, da diese mit ihrer Art des
Unterrichts sowohl positive, als auch (im schlimmsten Fall) negative Einfllisse auf systematische Fehler
haben kann. Auch die Lehrunterlagen spielen in diesem Zusammenhang natiirlich eine Rolle. Gerster
bewertet die auftretenden Fehler, indem er fiinf Kategorien beschreibt zu denen es jeweils mehrere

t91

Arten der Auspragung gibt”. Beziiglich der Haufigkeit finden sich nur Aussagen zu den Fehler-

86 Stiewe/Padberg, 1986, 19
87 padberg, 2005, 271
88 Gerster, 2012, 122
8 Stiewe/Padberg, 1986, 22 oder Padberg, 2005, 245
%0 padberg, 2005, 245
%1 Gerster, 2012, 122ff
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Kategorien, nicht jedoch zu den Arten. Im Folgenden wird versucht die Erkenntnisse der beiden

Untersuchungen moglichst sinnvoll zu kombinieren.

Dabei sollen im Allgemeinen GbermaRig viele Aussagen tber Haufigkeiten vermieden werden, um die
Lesbarkeit der Arbeit zu fordern. In meinen Augen ist eine Aufzdhlung Uber die Anzahlen diverser
Fehler weniger informativ, als eine gut formulierte Zusammenfassung der Erkenntnisse durch die man
entsprechende Schliisse ziehen kann. Sollte sich der Leser beziehungsweise die Leserin dennoch fiir
die genauen Angaben interessieren, so finden sich (falls nicht anders erwéhnt) sehr viele in den oben

genannten Quellen.

2.1.4.1 Einmaleins-Fehler

Bei Einmaleins-Fehlern handelt es sich im Grunde um reine Rechenfehler, welche mit dem Algorithmus
des Mulitplikationsverfahrens nichts zu tun haben. Es geht also nur um den gedanklichen
Rechenvorgang des Schiilers beziehungsweise der Schillerin. Da diese in vielen verschiedenen

Zusammenhangen und Arten vorkommen kdnnen, sollen hier nur die wichtigsten genannt werden.

e  Multiplikation mit 0: Rechnungen der Art ,0-x“ oder ,x-0“ bereiten Schilern und
Schilerinnen offenbar sehr haufig Schwierigkeiten, da als Ergebnis oft falschlicherweise ,,x“
statt ,,0“ lautet. Jede der oben genannten Publikationen (und noch mehrere dariiber hinaus®?)
weisen dieser Art von Fehler eine sehr grof3e Bedeutung zu, da er in grofSer Zahl, sowohl typisch
als auch systematisch, in den Untersuchungen auftritt. Interessant ist, dass bei allen drei
Studien der Fehler ,0 - x = x" deutlich haufiger vorkam als das Gegenstiick ,,x - 0 = x“. Wie
dieser Unterschied zu erkldren ist, wird jedoch nicht erwahnt!

Uber die Ursachen sind sich Padberg und Gerster einig. Es handelt sich vermutlich um eine
fehlerhafte Ubergeneralisierung aus der Addition. Der Gedanke ,,Die O verdndert nichts, also
0 + x = x“ wird auf die Multiplikation Gbertragen und flihrt somit zu dem oben genannten
Problem. Des Weiteren ist natirlich die anschauliche Vorstellung zu dieser Rechenaufgabe
nicht ganz so einfach, wie bei den Gbrigen Multiplikationen von natirlichen Zahlen, weswegen
es vermutlich leichter passiert, dass auf bekannte Vorgehensweisen von der Addition
zuriickgegriffen wird. Das Konzept der wiederholten Addition kann in diesem Fall nur auf ,,x -
0“ angewandt werden, da ,x - 0 = 0 4+ 0+... +0" ist. Fir den anderen Fall gestaltet sich diese
Vorstellung um einiges schwieriger, was eventuell auch den Unterschied in der Haufigkeit
erklaren konnte. Auch die bereits erwdhnte, weit verbreitete Grundvorstellung, die
Multiplikation vergréRere stets, ist flr diesen Aufgabentyp kontraproduktiv. Zu guter Letzt

wird erwahnt, dass den Aufgaben dieses Typs in der Schule oft sehr wenig Beachtung

92 vgl. Stiewe/Padberg, 1986, 19f — Hier werden kurz Ergebnisse anderer Studien skizziert, bei denen
Einmaleinsfehler dieser Art ebenfalls zu den markantesten zahlen.
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geschenkt wird, wenn das Einmaleins erlernt wird. Damit ware natiirlich auch gleich der erste,
einleuchtende Ansatz zur Entgegenwirkung gefunden, namlich das Thema im Unterricht
gezielt anzusprechen und Aufgaben dieser Art zu (iben.

e  Multiplikation mit 1: Bei Stiewe und Padberg fallt dieser Fehler zwar nicht unter die flunf
haufigsten, aufgrund seiner Ndhe zum vorangegangenen mdchte ich ihn dennoch kurz
erwdhnen. Hierbei handelt es sich um folgende fehlerhafte Losung ,,x - 1 = 1“, welche dhnlich
wie zuvor mit mangelnder Behandlung von Aufgaben dieser Art und einer fehlenden
anschaulichen Vorstellung erklart werden kann. Interessanterweise tritt der Fehler ,1 - x = 1
deutlich weniger haufig auf. Dies konnte laut Padberg an der falschen Regel liegen, die besagt,
dass das Ergebnis einer Multiplikation mit 1 stets so groR ist wie der zweite Faktor.

e Einmaleins-Fehler in der Nihe: Hierbei handelt es sich um einen Fehler, der wohl
hauptsachlich durch ein mangelndes Verstandnis des kleinen Einmaleins zu begriinden ist und
mit einem reinen auswendig lernen dieser ,Rechenergebnisse” zusammenhadngt. Der
Einmaleins Fehler in der Nahe passiert dann, wenn beim Finden des Ergebnisses einer
Einmaleins-Aufgabe das richtige Produkt um eines verfehlt wird. Also beispielsweise ,6 - 8 =

56“.

2.1.4.2 Stellenwertfehler

Wie der Name schon sagt handelt es sich hierbei um Fehler, bei denen ein falscher Stellenwert
ausschlaggebend ist. Gerster vermutet gerade bei dieser Fehlerart einen starken Zusammenhang mit
dem Vorgehen im Unterricht, da laut seinen Untersuchungen die Quoten im Zusammenhang mit
Stellenwertfehlern sehr stark schwanken®. Padberg teilt diese Vermutung, da der Vergleich der
Studien an denen er selbst beteiligt war zeigt, dass die Stellenwertfehler als einzige Fehlergruppe eine
geringere Quote aufweise als circa 15 Jahre zuvor. Dieser Unterschied, so vermutet er, wird durch das
Schulbuch ausgel6st, welches von den Schiilern und Schiilerinnen der aktuelleren Studie benutzt wird,

in dem groRer Wert auf die Stellenwerte und deren Vermittlung gelegt wird®*.

Zwei spezielle, wichtige Stellenwertfehler sollen hier erwdhnt sein, welche in den untersuchten

Studien als zentral angesehen werden:

o Die falsche Anordnung der Teilprodukte bewirkt, dass die abschlieBende Addition, aufgrund
der falschen Stellenwerte, nicht zum richtigen Ergebnis fiihrt. Wie schon erwahnt, ist dieser
Fehler vermutlich hauptsachlich auf den Multiplikations-Algorithmus an sich zurlickzufiihren.

Es kann sein, dass das Ausriicken der Teilergebnisse nicht verstanden, vergessen oder (im

93 Gerster, 2012, 133f
9 padberg, 2005, 274
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schlimmsten Fall) gar nicht erlernt wurde. Als GegenmalRnahme kann aufgrund dessen nur
empfohlen werden, diesen Teil der schriftlichen Multiplikation nochmals zu wiederholen und
besonderen Wert auf die Bedeutung des Ausriickens und den Stellenwert der
Zwischenergebnisse zu legen.

Rolle der 0 im Multiplikator: Abermals spielt die Null eine wichtige Rolle und bereitet den
Schiilern und Schilerinnen Schwierigkeiten bei der Multiplikation. Diesmal sind jedoch nur
Kinder betroffen, die den weiter oben erwahnten Fehler ,,x - 0 = x“ nicht machen, da in dieser
Situation die Multiplikation mit 0 einfach ,ignoriert” wird. Zur Veranschaulichung ein Beispiel,

welches bei Stiewe und Padberg gezeigt wird®:

531 - 30

1593

Die Multiplikation ,531-0“ wurde hier ausgelassen und 1593 wurde als Endergebnis
interpretiert. Dieser Fehler passiert auch, wenn die Null mitten im Multiplikator vorkommt
(zum Beispiel 2709). In diesem Fall wird das darauffolgende Zwischenergebnis dann oft eine
Stelle zu weit links notiert, wodurch schlussendlich der Stellenwertfehler entsteht. Meiner
Ansicht nach geht die wichtigste Begrindung fiir diesen Fehler von dem (richtigen) Gedanken
aus, dass ,,0 mal eine Zahl“ immer 0 als Ergebnis hat. Aufgrund dessen denkt der Schiiler oder
die Schiilerin falschlicherweise weiter, dass dieses Zwischenergebnis weggelassen werden
kann, da er oder sie nicht erkennt, dass es fir den Stellenwert des Endergebnisses
ausschlaggebend ist.

Mittlerweile ist wohl eindeutig, dass auf die besondere Rolle der Null im Unterricht sehr viel
Wert gelegt werden muss, da es immer wieder zu Schwierigkeiten in diesem Zusammenhang
kommen wird. Auch fiir die soeben angesprochene Problematik ist eine Behandlung von
Beispielen dieser Art ausschlaggebend fiir den Erfolg der Schiiler und Schilerinnen.

Padberg schlagt auRerdem vor, die Uberschlagsrechnung als Hilfsmittel zu benutzen®.
Dadurch sollte dem Schiiler beziehungsweise der Schilerin die falsche Dimension des

Ergebnisses auffallen, welche dann auf einen Stellenwertfehler zuriickzufihren ist.

2.1.4.3 Ubertragsfehler

Diese Art von Fehlern zeigt sich durch eine félschliche Verwendung der sogenannten Ubertragsziffer

(Gerster beziehungsweise Stiewe/Padberg sprechen im selben Zusammenhang von Behalteziffern®’).

Wird beim Multiplizieren eine Zehnerstelle tGberschritten, so muss die entsprechende Anzahl der

9 Stiewe/Padberg, 1986, 23
% padberg, 2005, 277
97 Gerster, 2012, 131ff und Stiewe/Padberg, 1986, 20ff
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Zehner auf die nachste Teilmultiplikation libertragen werden und es wird nur die Einerziffer notiert.
So wird beispielsweise bei der Rechnung 27 - 2 zunachst 2 - 7 berechnet. Vom Ergebnis 14 wird nur die
Einerstelle ,Vier” notiert. Die Zehnerstelle ,Eins” wird entweder notiert (was im Multiplikations-
Algorithmus aber eigentlich nicht vorgesehen ist, da es bei der Multiplikation mehrstelliger Zahlen zu
Problemen fiihren kann) oder eingepréagt (dies flihrt natlirlich zu weiteren Problemen, da der Schiler
beziehungsweise die Schilerin sich gleichzeitig eine Zahl merken und weiterrechnen muss). Die
Ubertragsziffer wird dann zum Ergebnis der darauffolgenden Teilmultiplikation addiert. In unserem
Beispiel also 22 4+ 1 = 5. Das Ergebnis der Addition wird wiederum notiert. Wird auch hier eine
Zehnerstelle Uberschritten, so wiederholt sich die Vorgehensweise des Ubertragens auch bei der
nachsten Teilmultiplikation. Kommt es zu Fehlern bei diesem Prozess, so spricht man von
Ubertragsfehlern, die sich in folgende, hiufig vorkommende Arten unterteilen lassen. Es sind natiirlich
noch weitere Ausprdagungen von Fehlern dieser Art moglich, welche aber in den betrachteten Studien

nicht auftraten oder fiir nicht wichtig befunden wurden.

o Ubertragsziffer als zusitzliche Ziffer im Teilprodukt: Hierbei handelt es sich im Allgemeinen

um den am haufigsten auftretenden Ubertragsfehler. Die Ubertragsziffer wird
falschlicherweise im Teilprodukt notiert. Wiirde man diese Methode auf das oben genannte
Beispiel anwenden, so ware das Ergebnis 27 - 2 = 414. Zur Vermeidung dieser Fehler schlagt
Padberg die Einflihrung einer geeigneten, konsequenten Notation vor, welche im Allgemeinen
das Auftreten von Ubertragsfehlern (also auch anderer Art) einddmmen soll®®. Gerster
empfiehlt dies ebenfalls, warnt aber ausdriicklich vor einer Notation der Ubertragsziffer im
Multiplikanden, da dieses Vorgehen zu weiteren Fehlermustern fihren kann®. Stattdessen
schlagt er eine Methode vor, in der die Ubertragsziffern neben der eigentlichen Rechnung
notiert und nach deren Verwendung sofort wieder durchgestrichen werden sollen (um eine
doppelte Verwendung zu vermeiden).
Meiner Meinung nach wiirde auRerdem die Uberschlagsrechnung eine geeignete Hilfe bieten,
um auf Fehler wie diesen aufmerksam zu werden, da dieses Fehlermuster oft zu einem
falschen Stellenwert im Endergebnis oder zumindest groReren Abweichungen des Wertes
fuhren kann.

e Einerziffer als Ubertragsziffer interpretiert: In diesem Fall wird die falsche Ziffer des
Teilproduktes als Ubertragsziffer iibernommen. Im obigen Beispiel wiirde das bedeuten, statt
der ,1“ die Zahl ,,4” zu libertragen. Das Ergebnis ware dann also nicht 54, sondern 81 oder 84,

je nachdem ob im Teilprodukt die Einer- oder Zehnerziffer notiert wird. Der Fehler deutet

%8 padberg, 2005, 277
%9 Gerster, 2012, 140f
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entweder auf einen  missverstandenen  Multiplikationsalgorithmus  oder  auf
Unkonzentriertheit beim Durchfiihren des Verfahrens hin. Padberg und Gerster erwahnen
beide, dass der Fehler durch begleitendes Mitsprechen ausgelost werden kann, indem die
Einerziffer des Teilproduktes vom Schiller oder der Schiilerin betont und dann
falschlicherweise notiert wird.

o Ubertragsziffer vor Multiplikation addiert: Dieser Fehler findet sich ausschlieRlich bei der
Untersuchung Gersters, wobei er betont, dass die Ursache wahrscheinlich in der bereits
erwihnten Notation der Ubertragsziffer im Multiplikanden zu verorten ist'®. Die Schiiler und
Schiilerinnen werden dazu ,verfiihrt”, die Ubertragsziffer zu der entsprechenden Ziffer im
Multiplikanden zu addieren bevor die nachste Teilmultiplikation durchgefiihrt wird. Im obigen
Beispiel wiirde also statt 2-2 4+ 1 = 5 falschlicherweise (2 + 1) - 2 = 6 gerechnet werden,
was zu dem falschen Ergebnis 64 fiihrt. Der Fehler kann aber natiirlich auch passieren, wenn
die Ubertragsziffer nicht notiert wird, wenn beispielsweise einfach die Vorgehensweise
missverstanden oder vergessen wird. Die Verteilung in verschiedenen Klassen ist sehr
unregelmalig (teilweise kommt er sehr haufig vor, teilweise gar nicht), was einen starken

Einfluss des Lehrers beziehungsweise der Lehrerin auf dieses Fehlermuster vermuten lasst.

2.1.4.4 Verfahrensfehler

Auf die sogenannten Verfahrensfehler wird hier nur kurz und abschlieRend eingegangen, da ihre
Relevanz im Vergleich zu den anderen Fehlerarten in meinen Augen sehr gering ist. Der erste Hinweis
darauf ist, dass Fehler dieser Art nur in der Untersuchung Gersters vorkommen. Die Tatsache, dass
weder Stiewe noch Padberg in Bezug auf die durchgefiihrten Untersuchungen Fehler dieser Art
erwdhnen, legt die Vermutung nahe, dass sie nur in einem sehr geringen Ausmal} oder gar nicht
gemacht wurden. Ich denke jedoch, dass Verfahrensfehler aus diversen Griinden nicht ganzlich
abzustellen sind. Deswegen gehe ich davon aus, dass die Anzahl der Schiiler beziehungsweise

Schiilerinnen, welche einen solchen Fehler gemacht haben, erfreulicherweise sehr niedrig war.

Von einem Verfahrensfehler spricht man, wenn das weiter oben erwdhnte Verfahren zur
Multiplikation in einer falschen Art und Weise durchgefiihrt wird. Nun kdnnte natiirlich argumentiert
werden, dass auch manche Ubertrags- und Stellenwertfehler in diese Kategorie fallen sollten. Aufgrund
der besonderen Relevanz und der typischen Zusammenhange macht es jedoch Sinn, fiir diese Art von
Fehlern eine eigene Kategorie zu schaffen. Bei Verfahrensfehlern sind also hauptsachlich

unvollstindige Verfahren und Fehler in Bezug auf die Rechenrichtung relevant!®l, Dabei ist auch zu

100 Gerster, 2012, 132
101 Gerster, 2012, 136ff
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bemerken, dass eine ,falsche” Rechenrichtung (aufgrund der Kommutativitdt) nicht unbedingt zu

einem falschen Ergebnis flihren muss.

Werden in der Schule Fehler dieser Art beobachtet, so empfiehlt es sich, das Verfahren nochmals
grindlich zu wiederholen und besonders auf den falsch durchgefiihrten oder ausgelassenen Schritt
genauer einzugehen. Um Fehler in Bezug auf die Rechenrichtung zu vermeiden, ist sicherlich eine
Wiederholung des Kommutativgesetzes sinnvoll. Des Weiteren sollte aufgezeigt werden, wann genau
beim Rechenverfahren eine Vertauschung der Reihenfolge einen Unterschied macht und wann nicht.
Im Endeffekt kommt es in weiterer Folge auf die Notation der Zwischenprodukte an, welche bereits in

einem anderen Abschnitt behandelt wurde.

2.1.5 Allgemeine Punkte zur Vermeidung von Fehlern bei der

schriftlichen Multiplikation

AbschlieBend sollen einige allgemeine Aspekte erwahnt werden, welche in der Literatur zur
Vermeidung und Behebung von Fehlern vorgeschlagen werden. Einige der Punkte wurden schon
wahrend des vorherigen Abschnittes erwdhnt und sollen hier zum Teil nochmals genauer erklart
werden. Diese MaRRnahmen lassen sich in weiterer Folge sicherlich auch auf die Division
beziehungsweise auf das Rechnen mit Dezimalzahlen (ibertragen. Dazu aber mehr in den
entsprechenden Abschnitten. Einfache MaBnahmen wie beispielsweise gezieltes Trainieren oder
mehrmaliges Wiederholen von bestimmten Aufgaben werden an dieser Stelle nicht weiter aufgezahlt,

da diese als selbstverstandlich vorausgesetzte werden.

2.1.5.1 Halbschriftliches Rechnen

Einfach gesagt handelt es sich beim halbschriftlichen Rechnen um mehrere Methoden, die helfen
sollen, einen guten Ubergang vom Kopfrechnen zum schriftlichen Rechnen zu erméglichen®. Dieser
Aspekt sollte also vor der schriftlichen Multiplikation und der Einflihrung des Normalverfahrens
erfolgen. Der Begriff ,halbschriftlich” ist in meinen Augen etwas unpassend, da er suggeriert, dass
weniger (etwa nur die Halfte) aufgeschrieben wird, als beim schriftlichen Rechnen. Das ist aber
keineswegs der Fall, da bei dieser Form des Lésens von Rechenaufgaben durchaus mehr notiert

werden kann als bei der schlussendlich benutzten Vorgehensweise.

Neben dem Aspekt des flieBenden Uberganges liefern die nachfolgenden Methoden auch zum Teil
eine gute Moglichkeit, Optionen fiir eine moglichst rasche und einfache Berechnung scheinbar

schwieriger Multiplikationsaufgaben zu finden. Es geht hierbei also gewissermallen um die

102 padberg, 2005, 260ff
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,Rechenstrategie” und somit auch gleichzeitig um das selbststiandige Finden eines einfachen und

schnellen Verfahrens (Hinleiten zum Normalverfahren).

Bei Padberg hat das halbschriftliche Rechnen einen scheinbar sehr hohen Stellenwert, da er der
Methode einen ganzen Abschnitt des Werks ,, Didaktik der Arithmetik” widmet und relativ genau auf
die verschiedenen Arten eingeht'®. Es dient im Grunde als Ubergang zur allgemeinen Methode der
Multiplikation und soll diese gleichzeitig motivieren. Das Normalverfahren ist somit das Ergebnis der

gesammelten Vereinfachungen der diversen Aspekte des halbschriftlichen Rechnens.

Auch Gerster sieht das halbschriftliche Rechnen als Vorbereitung der allgemeinen Vorgehensweise und

zeigt diverse Aspekt auf, die zu beachten sind®,

In den 6sterreichischen Schulbilchern fir die Sekundarstufe |, welche im Zuge dieser Arbeit untersucht
wurden, finden sich vereinzelt Aspekte der halbschriftlichen Multiplikation, wie sie bei Padberg oder
Gerster erwdhnt werden!®, Sehr selten jedoch sind in diesem Zusammenhang Aufgaben an die Schiiler
und Schilerinnen gestellt, die eine aktive Anwendung der Methoden erfordert. Viel mehr wird
beispielsweise das schrittweise oder stellenweise Rechnen (siehe weiter unten) benutzt um das
Normalverfahren daraus abzuleiten. Es liegt in diesem Fall also oft an den Lehrpersonen, den Schiilern
und Schiilerinnen die Aspekte des halbschriftlichen Rechnens naher zu bringen, um somit eine gute
Basis fiir das Normalverfahren zu schaffen. Des Weiteren sei erwahnt, dass im Volksschulbuch , Alles

Klar! 3“ sehr ausfiihrlich auf diese Vorgehensweise zuriickgegriffen wird°®.

Die folgenden Punkte!®’

sollen kurz darauf hinweisen, was unter dem Begrifft halbschriftliches
Rechnen in Bezug auf die Multiplikation verstanden werden kann. Anzumerken ist, dass hierfiir keine
bestimmte Notationsform vorgesehen ist'®, Diese soll sich erst entwickeln, wenn von den
angewandten Methoden auf das Normalverfahren geschlossen wird. Dennoch ist auf eine strukturierte

und sinnvolle Schreibweise zu achten, um ein gutes Verstandnis zu ermaoglichen.
Schrittweises Rechnen

Vom schrittweisen Rechnen wird gesprochen, wenn eine Multiplikationsaufgabe in mehrere
Teilaufgaben aufgeteilt wird, um mithilfe von leichteren Rechnungen zum Ergebnis zu kommen. Dazu
wird einer der Faktoren additiv, subtraktiv oder multiplikativ zerlegt, wie aus dem folgenden, einfachen

Beispiel hervorgeht:

103 padberg, 2005, 173ff
104 Gerster, 2012, 150ff
105 Dje genannten Aspekte finden sich im entsprechenden Kapitel zu den Schulbiichern
106 Grosser/Koth, 2008a/b
107 padberg, 2005, 174ff
108 padberg, 2005, 159
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Zu |6sen ist die Rechenaufgabe 6 - 23

Durch Zerlegen der Zahl 6 kénnen beispielsweise folgende Teilaufgaben gebildet werden:

Zerlegung 1. Teilaufgabe 2. Teilaufgabe Ergebnis
6=5+1 5-23 =115 1-23 =23 115+ 23 =138
23=20+3 20-6 =120 3-6=18 120+ 18 =138
23=30-7 30-6 =180 7-6=42 180 — 42 = 138
6=2-3 3-23=69 > 2-69 =138

Dabei gibt es natilirlich mehrere Mdoglichkeiten, von denen sicherlich auch einige unpraktisch sein
kénnen. Je nach Praferenz der Schiler und Schiilerinnen kdnnen durch geschicktes Zerlegen neue,
eventuell noch einfachere Losungswege gefunden werden. Dabei ist es natlrlich auch denkbar, in

mehr als zwei Teilaufgaben zu zerlegen, vor allem dann, wenn mit gréBeren Zahlen gearbeitet wird.

In weiterer Folge kann die Aufteilung schematischer erfolgen, indem ein Faktor immer auf dieselbe Art
und Weise zerlegt wird. In verschiedenen Stufen kann dann das Verfahren vereinfacht werden, bis es

dem Normalverfahren gleicht®:

532-7

500-7 = 3500
30-7= 210
2:7= 14
5327 = 3724

Vereinfacht man diese Vorgehensweise indem die einzelnen Teilmultiplikationen auf der linken Seite
nicht mehr notiert werden, so kommt man dem spateren Normalverfahren schon sehr nahe. Dieser
Ubergang sollte meiner Ansicht nach jedoch nicht zu schnell erfolgen, da sonst der Sinn des

halbschriftlichen Rechnens verloren geht.
Stellenweises Rechnen

Stellenweises Rechnen kann als Erweiterung der vorangegangenen Methode betrachtet werden. Wie
im letzten Beispiel, wird der entsprechende Faktor in seine Stellenwerte zerlegt. 795 wird also
beispielsweise zu 700+90+5. Man kann sich nun leicht vorstellen, dass aufgrund des Distributivgesetzes

die Anzahl der Teilrechnungen schnell gréBer wird, vor allem dann, wenn beide Faktoren mehrstellig

109 Gerster, 2012, 150f
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sind'’°, Aufgrund dessen sollte die Ubersicht mithilfe eines gewissen Schemas gewahrt werden. Dazu

wird ein sogenanntes Malkreuz vorgeschlagen, welches ich in folgendem Beispiel zeigen moéchte:
62-24 =

60 2

20 | 1200 |40 | 1240

4 240 | 8 248

1440 | 48 | 1488

Rein rechnerisch entspricht dieses Schema der zweifachen Anwendung des Distributiv-Gesetzes:
62-24=(60+2)-(20+4)

Die einzelnen Teilprodukte finden sich in der Mitte der Tabelle. Am rechten und unteren Rand sind die
Zwischensummen zu finden, welche zum Schluss nochmals addiert werden. Unabhangig davon, von

welchem der beiden Rander ausgegangen wird kommt man natiirlich zum selben Ergebnis.

Auch bei der weiter oben erwahnten Gittermethode handelt es sich um eine Form des stellenweisen
Rechnens mithilfe eines Schemas. Der Unterschied zu dieser Methode liegt in der Notation der

Zwischenergebnisse und in der abschlieRenden Addition.
Hilfsaufgaben

Beim Losen mit Hilfsaufgaben werden Multiplikationen ,,in der Nahe” der gestellten Rechenaufgabe

11 Will man

gesucht, vor deren Ergebnis dann auf das Endergebnis geschlossen werden kann
beispielsweise 31 - 6 berechnen, so kann zuerst die einfachere Aufgabe 30 - 6 = 180 geldst werden
um dann auf das Ergebnis 31 -6 = 180 4+ 6 = 186 zu schlieRen. Es handelt sich dabei um eine sehr
praktische Strategie, mit der relativ schnell geeignete Aufgaben geldst werden kénnen. Je mehr Stellen
die entsprechenden Zahlen haben, desto schwieriger wird es jedoch, eine geeignete Hilfsaufgabe zu

finden und von deren Ergebnis auf die richtige Losung zu schlieBen. Diese Methode kann unter

anderem auch fiir das Kopfrechnen sehr hilfreich sein.
Vereinfachen

Das von Padberg als Vereinfachen bezeichnete Vorgehen ist in meinen Augen fiir das halbschriftliche

Rechnen nur bedingt geeignet, da die Hintergriinde nicht einfach zu erklaren sind (vor allem, wenn

110 padberg, 2005, 174
111 padberg, 2005, 176
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erst wenig von der Multiplikation allgemein bekannt ist) und weil es nur in seltenen Fallen anwendbar

ist'12, Der Vollstandigkeit halber soll die Methode trotzdem erklart werden.

Man macht sich bei dieser Methode die Tatsache zunutze, dass das Ergebnis einer Multiplikation
gleichbleibt, wenn man einen Faktor mit einer beliebigen Zahl multipliziert und den anderen durch
dieselbe Zahl dividiert. Wie gesagt ist diese Vorgehensweise nur in wenigen Situationen hilfreich, da
auch die Division an dieser Stelle vermutlich noch nicht ausfiihrlich behandelt wurde. Als einfaches
Beispiel kdnnte die Aufgabe 50 - 14 betrachtet werden. Um mithilfe einer einfacheren Rechnung zum

Ergebnis zu kommen, reicht es 100 - 7 = 700 zu berechnen.
Probleme

Eine ausfiihrlichere Behandlung des halbschriftlichen Rechnens im Zuge des Themas Multiplikation

bringt natirlich auch einige Probleme mit sich, welche hier kurz erwdhnt werden sollen:

o Die Behandlung der oben genannten Aspekte beansprucht Zeit, die eventuell nicht vorhanden
ist.

e Alternative Methoden bergen die Gefahr der Vermischung mit anderen Vorgehensweisen (wie
zum Beispiel dem Normalverfahren) und somit einer falschen Anwendung.

e Die Methoden sind teilweise fiir Schiiler und Schiilerinnen sehr anspruchsvoll. Vor allem
leistungsschwichere Schiiler und Schiilerinnen kénnten damit tiberfordert sein®®3,

e Das gewiinschte Ergebnis der Methodenvielfalt wird nur selten erreicht. Viel 6fter suchen sich
Schiiler und Schiilerinnen eine Strategie aus, die immer wieder angewandt wird*4,

e Die Erfolgsquote ist meistens geringer als bei Anwendung des Normalverfahrens. Vor allem

beim Rechnen mit gréReren Zahlen sind die Methoden teilweise sehr aufwendig*®.

2.1.5.2 Notieren von Endnullen und Nullzeilen

Stiewe spricht sich fiir die Notation von Endnullen und Nullzeilen aus, da beobachtet wurde, dass
Schiiler und Schiilerinnen, die dies bei den Aufgaben machten, eine héhere Lésungsquote erzielten?®,
Beide Aspekte sollen Fehler verhindern, bei denen die Teilprodukte falsch angeordnet sind. Die
Notation der Endnullen soll helfen, indem jedes Teilergebnis rechtsbiindig geschrieben wird um somit
eine falsche Anordnung zu verhindern. Dazu muss aber auch die Regel klar sein, wie viele Endnullen

jeweils zu notieren sind (Bei einem dreistelligen Multiplikator waren es zwei Endnullen beim ersten

112 padberg, 2005, 176
113 padberg, 2005, 197
114 Ehd,
115 padberg, 2005, 198
116 padberg/Stiewe, 1986, 26f
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Teilergebnis, da mit einem Hunderter multipliziert wird). In folgendem Beispiel (aus einem fritheren

Kapitel) wird veranschaulicht was gemeint ist:

1 6 5 7 1
8 0 0 O

1 1 2 O

1 6

9 1 3 6

Nullzeilen kénnen benutzt werden, wenn im zweiten Faktor eine Null vorkommt. Auch diese
Vorgehensweise soll das falsche Anordnen der Teilprodukte verhindern, indem die Zeile, welche Nullen

enthalt, nicht einfach ignoriert wird. In folgendem Beispiel wird dies vorgefiihrt, ohne jedoch Endnullen

Zu notieren:
5 2 8 3 0 1
1 5 8 4
0O 0 O
5 2 8

In meinen Augen macht diese Schreibweise durchaus Sinn, wenn Schiiler und Schiilerinnen Probleme
in den oben genannten Bereichen haben. Es muss jedoch zu den Strategien erklart werden, warum es
Sinn macht die Endnullen beziehungsweise Nullzeilen zu ergdnzen. Ansonsten lauft man Gefahr, nur
ein Symptom zu bekdmpfen, ohne das tatsdchliche Problem zu beseitigen. Es muss also darauf
geachtet werden, dass die Schiiler und Schiilerinnen verstehen was im Zuge dieser Vorgehensweise

passiert, um einen positiven Lerneffekt zu gewahrleisten.

2.1.5.3 Uberschlagsrechnungen

Uberschlagsrechnungen haben mehrere Funktionen fiir Schiiler und Schiilerinnen, die sich positiv auf
die Ergebnisfindung bei Rechenbeispielen auswirken konnen. Einerseits kann durch geschicktes
Runden der Faktoren einer Multiplikationsaufgabe gut erkannt werden, ob das gefundene Ergebnis
plausibel ist. Abweichungen fiihren zur nochmaligen Kontrolle und somit eventuell zur selbststandigen

Fehlerfindung.

Dabei ist allein schon die Dimension des Ergebnisses ein wichtiger Faktor. Wie weiter oben schon
erwdhnt wurde, passiert ein grofler Teil der Fehler bei der Anordnung der Teilprodukte, was sich oft
auf die Anzahl der Stellen des Ergebnisses auswirken kann. Einige Fehler, die durch einen fehlerhaften

Umgang mit der Zahl 0 zu tun haben, bewirken denselben Effekt. Es kommt also zu falschen

58



Endprodukten, die beispielsweise eine Stelle zu viel oder zu wenig haben. Durch eine simple
Uberschlagsrechnung kann ein solcher Fehler leicht vom Schiiler selbst erkannt und im Optimalfall

auch behoben werden.

Sowohl Padberg als auch Gerster schlagen eine konsequente Durchfiihrung von
Uberschlagsrechnungen vor, um diese Art der Selbstkontrolle einzufiihren!'’. Beide sprechen sich

auBerdem dafiir aus, die Uberschlagsrechnung auch bei der Notenfindung mit einzubeziehen.

2.2 Zur Division von natirlichen Zahlen und der

Behandlung im Unterricht

2.2.1 Anschauliche Vorstellungen zur Division von Dezimalzahlen

Die Division bietet als Rechenoperation einige Interpretationsmdoglichkeiten, die helfen kénnen die
Vorgehensweise besser zu verstehen. Aufgrund des Umstandes, dass sie als schwierigste der vier
Grundrechenarten gilt!'® ist diese Tatsache sehr zu begriiRen, da eine vielfiltige Auswahl an
anschaulichen Vorstellungen zum Erlernen sehr hilfreich sein kann. In der Literatur und in
Schulbiichern finden sich einige entsprechende Konzepte zur Division, von denen ich vier genauer
vorstellen mochte, da diese meinem Vernehmen nach in den Schulen haufig verwendet werden. Dabei
sei ausdriicklich erwahnt, dass die diversen Interpretationsmdoglichkeiten an einigen Stellen in
einander Ubergreifen und sich ergdnzen. In Anbetracht dieser Tatsache ist es natirlich sinnvoll, diese

inhaltlichen Deutungen zu kombinieren.

2.2.1.1 Messen

Bei dieser Interpretation der Division geht es darum, eine Grundmenge in gleich groRe Teilmengen
aufzuteilen. Dabei ist die Anzahl dieser Teilmengen das Ergebnis der entsprechenden Division. Ein

Beispiel dazu konnte folgendermallen aussehen:

Eine Strecke von 30 Metern Lange soll in Abschnitte von 5 Metern GréRe aufgeteilt werden. Wie viele

Teilstrecken entstehen dabei?

117 Gerster, 2012, 156f beziehungsweise Padberg, 2005, 277ff
118 padberg, 1991b, 62
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Beim Messen (beziehungsweise Aufteilen, wie es in Deutschland oft bezeichnet wird) fihrt also die
Frage: ,Wie oft passt der Divisor in den Dividenden?” zum gewiinschten Ergebnis!®®. Ein Beispiel wie
das obige ist sicherlich von vielen Schiilern und Schiilerinnen auch ohne weitere Kenntnis der Division
|6sbar und eignet sich somit auch gut zur Einfiihrung und Veranschaulichung. Ein weiterer Vorteil liegt

in dem naturlichen Zusammenhang mit der Multiplikation'?®

, welcher ebenfalls eine gute Orientierung
fir Schiler und Schiilerinnen bieten kann und auch fiir das allgemeine Grundverstandnis wichtig ist.
Das genannte Beispiel lasst sich auch als Multiplikations-Aufgabe auffassen, da gefragt werden kann:
»Mit welcher Zahl muss 5 multipliziert werden, um als Ergebnis 30 zu bekommen?”“. Auch die Tatsache,
dass der Sachverhalt sehr leicht graphisch darstellbar ist spricht fiir diese Art von Beispielen

beziehungsweise im Allgemeinen fir diesen Zugang.

2.2.1.2 Teilen

Das Modell des Teilens (beziehungsweise Verteilen, wie es in Deutschland bezeichnet wird) ist dem
zuvor erklarten Modell des Messens sehr nahe, weswegen beide in Schulblichern oft gemeinsam
vorgestellt werden. In diesem Fall geht es zwar auch, mathematisch betrachtet, um die Teilung einer
Grundmenge, jedoch ist nun die Anzahl der Teilmengen vorgegeben und die GroRRe dieser Teilmengen
gefragt. Es ist also moglich, das oben genannte Beispiel umzuformulieren, um somit eine andere

Interpretationsweise der Division darzustellen:

Eine Strecke von 30 Metern soll in 6 gleich groRRe Streckenabschnitte aufgeteilt werden. Wie grof3 ist

eine solche Teilstrecke.

Wichtig ist dabei, dass es sich um eine faire beziehungsweise gleichmaRige Teilung handelt, da

ansonsten der Zusammenhang zur Division verloren gehen wiirde.

Ein solcher direkter Vergleich der beiden Modelle findet jedoch in den untersuchten Blichern aus
gutem Grund nicht statt. Der wichtige Unterschied zwischen den beiden kénnte untergehen und wiirde
somit den Lernerfolg mindern. Stattdessen sind Beispiele wie das folgende, welches auch mehr auf

den Aspekt des Teilens im eigentlichen Sinne eingeht, 6fter zu finden:

Ein Schulkind hat 30 Schokobananen und will diese gleichméaRig unter sich selbst und 5 weiteren

Freunden und Freundinnen aufteilen. Wie viele Schokobananen erhilt jedes Kind?

Im Gegensatz zum Aufteilen beziehungsweise Messen fiihrt hier also die Frage nach der GroRe eines
Teiles zum Ziel*?!, wodurch die beiden Zuginge auch gut zu unterscheiden sind. Ansonsten sind die

Vorteile der beiden Modelle sehr dhnlich, da auch diese Aufgabe ohne weitere Vorkenntnisse zur

119 Reichel et. al., 2011, 59
120 padberg, 2005, 142f
121 Reichel et.al., 2011, 59
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Division l6sbar ist und eine gewisse Nahe zur Multiplikation vorhanden ist. Die graphische Darstellung

gestaltet sich, denke ich, etwas schwieriger und aufgrund der Uiblichen Beispiele auch oft abstrakter.

Ein Nachteil, den dieses Modell, vor allem in Anbetracht des Themas dieser Arbeit mit sich bringt ist,
dass es nicht auf die Division durch Dezimalzahlen anwendbar ist?2. Die Begriindung hierfiir ist ganz
einfach anhand der obigen Beispiele zu erklaren, da weder 30 Schokobananen auf 5.5 Kinder aufgeteilt

werden kdnnen, noch eine Strecke von 30 Metern in 5.5 gleich groRe Teile zerlegt werden kann.

2.2.1.3 Wiederholtes Subtrahieren

Das wiederholte Subtrahieren erinnert schon allein wegen der Bezeichnung stark an das Modell mit
dem die Multiplikation erklart und vermittelt werden soll und hat natiirlich auch einige Ahnlichkeiten
mit diesem. Die Interpretation weist einen starken Bezug zum Konzept des Messens auf, weswegen es
Sinnvoll erscheint eine Aufgabe zu wahlen, bei der dieser Zusammenhang genutzt werden kann. Der

Zugang kann also zum Beispiel anhand der folgenden Situation erklart werden:

,24 Liter Apfelsaft soll in Flaschen abgefiillt werden, die jeweils zwei Liter Flissigkeit fassen kdnnen.

Wie viele Flaschen werden bendtigt um die gesamte Menge Apfelsaft abfiillen zu kdnnen?*

Als Losungsweg kann nun die Zahl 2 immer wieder von 24 (beziehungsweise den folgenden
Differenzen) abgezogen werden. Man kann jede der Subtraktionen als einen Vorgang interpretieren,
in dem eine Flasche vollstandig befillt wird. Diesen Schritt wiederholt man anschlieSend, solange bis

kein Apfelsaft mehr {ibrig ist, also die Zahl 0 erreicht wird.

Der Vorteil der wiederholten Subtraktion liegt darin, dass eine bereits bekannte Rechenoperation
verwendet werden kann, um die Vorgehensweise zu erklaren, beziehungsweise die Vorstellung des
Messens zu starken. Das Durchfiihren des wiederholten Subtrahierens kann zwar langwierig und
miihsam sein, fihrt aber schlussendlich zum Ziel. Genau diese Tatsache kann dazu genutzt werden,
um die Motivation der Schiler und Schiilerinnen zum Finden eines einfachen Algorithmus fir die
Division anzuregen. Laut Padberg dauert dies jedoch sehr lange (je nach Schiler/Schilerin individuell

unterschiedlich) und ist mit einem groRen Schreibaufwand verbunden?,

Ich personlich denke also, dass ein solches Hinflihren zum schriftlichen Divisions-Algorithmus in diesem
AusmaR in der Schule nicht sinnvoll ist. Das Modell der wiederholten Subtraktion hat aber sehr wohl
eine wichtige Bedeutung, wenn es darum geht, ein tieferes Verstandnis des Algorithmus zu schaffen,
wenn er bereits erlernt wurde. Insbesondere der enge Zusammenhang zum Konzept des Messens kann

sich als sehr hilfreich erweisen.

122 Thiemann, 2004a, 1
123 padberg, 2005, 289
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2.2.1.4 Die Division als Umkehroperation der Multiplikation

Zuletzt sei noch die Interpretation als Umkehroperation der Multiplikation genannt, da diese,
besonders zu spateren Zeitpunkten eine wichtige Rolle spielen kann (man denke zum Beispiel an
Aquivalenzumformungen). Der Ansatz funktioniert auch ganzlich ohne auf die Aspekte des Messens

und des Teilens zuriickzugreifen!?,

Eine Divisionsaufgabe wird mit folgendem Ansatz gel6st: Betrachtet man zum Beispiel die Division
24: 6 so wird als Quotient jene Zahl gesucht, welche mit 6 multipliziert das Produkt 24 ergibt. Wird die
Multiplikation ausreichend beherrscht, sollte die Losung dieses Problems fiir Schiler und Schiilerinnen
ohne Hirden moglich sein, vorausgesetzt die Rechnung ist restlos moglich und befindet sich in einem

angemessenen Zahlenraum.

Da die Rechenoperation hier jedoch nicht als eigenstéandiger Vorgang eingefiihrt wird, empfiehlt es
sich laut Padberg nicht, sie auf diesem Weg zum ersten Mal einzufiihren. Als ergdnzende Interpretation
der Division ist dieser Ansatz jedoch sehr wohl von groRer Bedeutung, weswegen er an dieser Stelle

auch nicht fehlen sollte.

2.2.2 Rechenverfahren zur schriftlichen Division natUrlicher Zahlen

In diesem Abschnitt sollen verschiedene Verfahren zur schriftlichen Division vorgestellt und erklart
werden. Darunter befinden sich auch die {iblicherweise in Deutschland und Osterreich gebriuchlichen
Verfahren. Zur Beschreibung der Verfahren wurde abermals hauptsachlich auf das Werk von Hans-
Dieter Gerster zuriickgegriffen?®. Problematische Aspekte der diversen Verfahren sollen anschlieRend
ebenfalls diskutiert werden, um eine gute Grundlage zu schaffen, die typischen Fehler von Schilern

und Schilerinnen nachvollziehen zu kénnen.

Bei der Einfihrung der Division in der Schule wird, wie auch bei der Multiplikation, methodisch
vorgegangen. Vorerst wird das Verfahren mit einstelligem Divisor eingefiihrt, anschlieRend wird der
Sonderfall der Zehnerpotenzen besprochen und abschlieRend wird der allgemeine Fall behandelt?,
In diesem Kapitel wird abermals nur der allgemeine Fall betrachtet. Bevor jedoch die einzelnen
Vorgehensweisen vorgestellt werden, sei noch gezeigt, welcher theoretische Hintergrund dem

Divisionsalgorithmus innewohnt.

124 padberg, 2005, 146f
125 Gerster, 2012
126 padberg, 2005 (Didaktik der Arithmetik), 286ff
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2.2.2.1 Theoretischer Zugang zur schriftlichen Division

Wie schon bei der Multiplikation macht sich auch der Divisionsalgorithmus das Distributivgesetzt zu
Nutze, um eine moglichst einfache und nachvollziehbare Vorgehensweise zu gewahrleisten. In diesem
Fall wird jedoch nur eine der beiden Zahlen, namlich der Dividend zerlegt. Anhand des folgenden

einfachen Beispiels ist zu sehen, auf welchem Grundgedanken der Zugang beruht:
84:4=(80+4):4=80:4+4:4=20+1=21

Es werden also abermals die Stellenwerte benutzt um den Rechenvorgang aufzuschliisseln. Im Grunde
reichen flr diese Aufgabe also die sehr einfachen Divisionen 8:4 und 4:4. Wenn die einzelnen
Teildivisionen nicht restlos durchfiihrbar sind, so kann der Rest bei der nachsten Teilrechnung

hinzugefiigt werden. Auch hierzu ein kurzes Beispiel, diesmal werden jedoch Stellenwerte benutzt:
96:8=(90+6):8
Nun wird die erste Division mit den Zehnern durchgefiihrt, welche nicht restlos moglich ist:
9Z:8=1ZR1

Der Rest (1 Zehner beziehungsweise 10 Einer) wird anschlieRend entbiindelt und zum néachsten

Teildividend hinzugezahlt um die folgende Division zu erhalten:
(6E + 10E):8 =2
Die beiden Teilergebnisse (1 Zehner und 2 Einer) ergeben dann zusammen den Quotienten 12.

Dieser Vorgang kann natrlich auch durchgefiihrt werden, wenn sowohl Dividend als auch Divisor
mebhr Stellen besitzen. Schlussendlich geht es also wieder darum eine Rechnung in mehrere einfachere
Teilrechnungen aufzuspalten, wobei die Stellenwerte eine entscheidende Rolle spielen, um die
Aufgabe leichter zu machen. Was den Divisionsalgorithmus bedeutend komplexer macht als die
Vorgehensweise bei der Multiplikation, ist (neben dem Schétzen des Teilquotienten) der Umgang

beziehungsweise der Ubertrag der Reste. Mehr Informationen dazu finden sich am Ende des Kapitels.
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2.2.2.2 Divisionsverfahren in Deutschland

Da es sich beim 6sterreichischen Verfahren um eine abgekirzte Version der in Deutschland Ublichen
Vorgehensweise handelt, soll hier mit dieser begonnen werden. Anhand des folgenden Beispiels sollen

die Arbeitsschritte dargestellt und erklart werden:

9 6 8 0 : 6 4 = 1 5 1 Restl6
- 6 4
3 2 8
- 3 2 0
0O 0 8 O
- 6 4
1 6

Das Ergebnis der Division wird stellenweise gefunden. Vorerst muss herausgefunden werden, an
welcher Stelle die erste Teil-Division durchgefiihrt werden kann. Im obigen Beispiel wird erkannt, dass
9 (Tausender) nicht durch 64 teilbar ist, weswegen der Dividend der ersten Teil-Division 96 ist'?’. Nun
muss geschatzt werden wie oft 64 in 96 enthalten ist. In dieser Aufgabe ist die Schatzung relativ
einfach, es sei jedoch angemerkt, dass dies natiirlich nicht immer der Fall ist. Ganz im Gegenteil wird

sich spéater zeigen, dass dieser Uberschlag eine wichtige Fehlerquelle darstellt.

Da 64 einmal in 96 enthalten ist, wird 1 als erste Stelle des Quotienten notiert. Als ndchstes muss der
Rest der Teil-Division bestimmt werden. Hierfir wird vorerst die erste Ziffer (in diesem Fall 1) mit dem
Divisor multipliziert und das Ergebnis wird an die entsprechenden Stellen unter dem Dividenden
notiert. Anschliefend wird subtrahiert (also 96 - 64) um den ersten Rest (hier 32) festzustellen. Zu
diesem wird die nachste Ziffer des Dividenden erganzt (sprich ,herabgeholt“/ “heruntergeholt”), um

mit der neu entstandenen Zahl (in diesem Fall 328) den Algorithmus fortfiihren zu kénnen.

Diese Arbeitsschritte werden dann so lange wiederholt, bis keine Stelle vom Dividenden mehr
herabgeholt werden kann. Der zuletzt berechnete Teil-Rest ist zugleich der Rest der gesamten Division
und wird neben dem Ergebnis notiert. Es gibt natirlich auch die Moglichkeit weiter zu rechnen, jedoch
nur, wenn den Schiilern und Schilerinnen Dezimalzahlen bekannt sind. Dieser Fall soll zu einem

spateren Zeitpunkt behandelt werden (das Ergebnis der obigen Aufgabe ware dann 151,25).

1279 Tausender werden zu 90 Hundertern entbiindelt. Damit ergeben sich 96 Hunderter fiir die erste
Teildivision.
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Laut Gerster gab es in Deutschland eine Zeit lang Uneinigkeiten (iber die Schreibweise des Verfahrens,
da die Notation 9680: 64 = 151 Rest 16 genau genommen mathematisch nicht korrekt ware'?,
Stattdessen wurde die folgende Schreibweise vorgeschlagen, welche jedoch zusatzliche
Schwierigkeiten fir Schiiler und Schiilerinnen bedeutete, da sie offenbar nicht zur Ganze verstanden

wurde: 9680 = 64 = 151 + 16.

2.2.2.3 Divisionsverfahren in Osterreich

h'?®. Im Grunde ist die

Das in Osterreich angewandte Verfahren ist dem deutschen sehr dhnlic
heimische Variante eine abgekiirzte Form der Methode unserer Landes-Nachbarn. Die Teil-Produkte,
welche entstehen, wenn der Divisor mit der Ergebnisziffer multipliziert wird, werden nicht mehr
angeschrieben. Die folgende Subtraktion wird aufgrund dessen im Kopf durchgefiihrt und es wir nur

das Ergebnis notiert. Unser oben gewahltes Beispiel wiirde also wie folgt aussehen:

9 6 8 0 : 6 4 = 1 5 1 Restlb6
3 2 8

8 0

1 6

Die erste logische Schlussfolgerung, die aufgrund der beiden Verfahren vermutet werden kann, ist,
dass es aufgrund der vermehrten Kopfrechnungen bei der Gsterreichischen Version zu mehr Fehlern
kommen wird, als bei der deutschen Variante. Es liegen jedoch keine Untersuchungen vor, welche
diese Behauptung bestatigen kénnen. Der offensichtliche Nachteil der ersten Variante ist der héhere
Schreib-Aufwand, der aber meiner Meinung nach vernachlassigbar ist. Es ist jedoch auch zu bedenken,
dass in Deutschland eine andere Vorgehensweise bei der Subtraktion Ublich ist. Dieser Unterschied
macht einen Vergleich der beiden Ansdtze sehr schwierig, da schon vor der Behandlung

unterschiedliche Grundvoraussetzungen herrschen.

Der Rest wird auch oft nicht extra im Ergebnis erganzt. Es ist Ublich, einfach in der letzten Zeile der

Staffel das Wort ,Rest” oder lediglich den Buchstaben ,,R“ zu ergdnzen, um darauf hinzuweisen.

2.2.2.4 Divisionsverfahren in Italien und der Tiirkei

In der Tirkei und in Italien ist eine andere Notation der schriftlichen Division Ublich, wobei es eine
ausfiihrliche und eine kurze Form gibt'*°, Beide sollen hier angefiihrt werden, wobei gleich

anzumerken ist, dass die Kurzform (bis auf die rdumliche Aufteilung) sehr dhnlich der deutschen

128 Gerster, 2012, 158ff
129 Gerster, 2012, 161
130 Gerster, 2012, 163
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Version ist, weswegen diese in weiterer Folge nicht genauer betrachtet wird. Betrachtet wird abermals

die Divisionsaufgabe 9680: 64.

Ausfiihrliche Form Kurzform
9 6 8 0 6 4 9 6 8 0 6 4
- 6 4 0 O 1 0 O 6 4 1 5 1
3 2 8 0 3 2 8
- 3 2 0O 50 3 2 0
8 0 8 0
- 6 4 1 6 4
1 6 1 5 1 1 6

Der Vorteil der ausfuhrlichen Version ist, dass sofort ersichtlich wird, um welche Ziffer es sich handelt,
wodurch der Algorithmus vermutlich leichter nachzuvollziehen ist. Ein Zurtickfiihren auf die Kurzform
ist dann auch nicht mehr schwierig und eventuell fiir Schiiler und Schiilerinnen besser verstandlich. In
Griechenland und Spanien ist eine dhnliche Variante {iblich, wobei dort, dhnlich wie in Osterreich, die

Ergebnisse der Teilpunkte nicht notiert werden.

2.2.2.5 Divisionsverfahren in Schweden

Das Konzept des schwedischen Verfahrens ist in den Grundziigen das gleiche wie bei den bisher
erwdhnten Versionen. Der wesentliche Unterschied liegt in der Notation des Ergebnisses, namlich Giber
dem Dividenden, wodurch die Stellenwerte sofort erkennbar sind'®l. Zur Veranschaulichung ist

erneuert die Aufgabe 9680:64 dargestellt:

1 5 1

9 6 8 O 6 4
6 4
3 2 8
3 2 O
0O 0 8 O

6 4

1 6

131 Gerster, 2012, 163f
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Fiir die letzten beiden Versionen ist anzumerken, dass der Rest nicht zum Ergebnis erganzt wird,

sondern nur in der jeweiligen Staffel zu finden ist.

2.2.3 Probleme des Normalverfahrens der Division

Um nun Probleme des relativ komplexen Divisionsverfahrens zu ergriinden, soll wieder ein einzelner
Arbeitsschritt genauer betrachtet werden, um potenzielle Schwierigkeiten festmachen zu kénnen.
Gleich zu Beginn fallt auf, dass der Algorithmus (im Gegensatz zur Multiplikation) drei verschiedene
Rechenoperationen bendtigt, namlich Divisionen, Multiplikationen und Subtraktionen. Allein schon
deswegen gilt die Division als schwierigste der vier Grundrechenarten'®?, da hier verstindlicherweise
am meisten schiefgehen kann. Zur Aufschlisslung des Arbeitsschrittes wird abermals das obige
Beispiel herangezogen, welches hier nochmals angefiihrt wird. Es sei erwahnt, dass dieser Schritt
natirlich wiederholt werden muss, bis der Algorithmus beendet ist, was wiederum die Moglichkeit auf
Fehler erhoht. Diesmal wird die Osterreichische Version benutzt, da sie fir diese Arbeit am

relevantesten erscheint:

9 6 8 0 : 6 4 = 1 5 1 Restle
3 2 8

8 0

1 6

Erster Arbeitsschritt, Division:

7

Die Ziffer ,9“ auswahlen (Tausender-Ziffer Dividend)

Die Zahl ,,64" auswéhlen (Divisor)

Wissen, dass 64 nicht in 9 enthalten ist

Die Zahl ,,96“ auswahlen (Tausender- und Hunderter-Ziffer Dividend)

Wissen, dass dividiert werden muss

Wissen, dass 64 einmal in 96 enthalten ist (Uberschlagen)

,1“ als erste Ziffer des Ergebnisses notieren

Wissen, welche Zahlen multipliziert werden miissen (Erste Ziffer des Ergebnisses und Divisor)
Wissen, dass das Produkt 64 ist

Das Produkt wahrend der nachsten beiden Schritte im Kopf behalten

Wissen, dass das Produkt von den ersten beiden Stellen des Divisors subtrahiert werden muss

Wissen, dass die Differenz 32 betragt

Vv v Y Y Y Y

Die Differenz unter dem Dividenden an der richtigen Stelle notieren

132 Gerster, 2012, 164; Auch Padberg, 2005, 286 teilt diese Auffassung
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=>» Wissen, dass die Zahl ,,8“ (nchste Ziffer im Dividenden) herabgeholt werden muss

=>» Wissen, dass anschlieRend 328 der neue Teil-Dividend ist

Auch hier muss wiederum bedacht werden, dass in jeder Division mehrere solcher Arbeitsschritte
durchzufiihren sind. Gerster weist darauf hin, dass in Aufgaben wie 768:3 oder 46789:78 in etwa 60

verschiedene aufeinander folgende Einzelschritte festgestellt werden kénnen'®3,

Noch genauer sieht man die Vielseitigkeit des Divisions-Algorithmus in folgendem Diagramm, welches

Bathelt und Padberg zur Veranschaulichung bietet3*:

START
Schreibe die Aufgabe
Bestimme den 1. Teildividenden

v
Schitze die 1. Wertziffer des Quotienten

und sie in der Losungszel

Bestimme das zugehérige Teilproduk:
durch Multiplizieren

Notiere das Teilprodukt unter dem
Teildividenden

Die Werziffer
des Quotienten

das Teilproduke klei-

A ner oder gleich dem NEN P st zu grofl
eildividend? geschitzt
S
Subtrahiere das Teilprodukt vom
Teildividenden
Die Wertziffer

Ist
diese Diffe-
renz kleiner als der
Divisor?

des Quotienten

NEIN —— is¢ zu klein

geschirtzt

Schreibe die nichst kleinere Stelle
des Dividenden an die letzte Stelle 4 —

der Differenz

Ist Notiere als
die so erhal- folgende
JA tene Zah! grofer oder NEIN ——pp{ Quotienten-
gleich dem Di- stelle eine
visor Null
Schitze die folgende Wertziffer des Quotien-
ten und notiere sie in der Losungszeile
v
Bestimme das zugehonge Teilproduke
durch Muluplizieren
alle
Dividendenstellen
=heruntergeholt«
?
JA
R /
Markiere ggf. den Rest
Nenne das Ergebnis
sTOP ‘Tabelle 1: Komplexititsgrad des Divisionsalgorithmus

Abbildung 5: Flussdiagramm zum Divisionsalgorithmus [Bathelt, 1986, 30].

133 Gerster, 2012, 165f
134 Bathelt et. al., 1986, 30 bzw. Padberg, 1986, 188

68



Einige der Schwierigkeiten, die laut Gerster im Zuge dieser Arbeitsschritte beim Divisionsalgorithmus

entstehen kdnnen, sollen hier nun angefiihrt und kurz erklart werden®,

2.2.3.1 Probleme mit der Orientierung

Die Orientierung meint in diesem Fall das Wissen, welcher Schritt als nachstes durchzufiihren ist.
Beispielsweise kann die Auswahl der falschen Ziffern zu Problemen fiihren, eventuell bei der ersten
Teil-Division oder beim Herabholen von weiteren Ziffern. Die Schwierigkeiten kdnnen aber auch
auftreten, wenn es darum geht, Teilergebnisse an der richtigen Stelle zu notieren oder zu merken,
wann der Algorithmus mit Rest zu beenden ist. Die Vorgehensweise erfordert hierzu eine sehr genaue
Durchfiihrung, was bedeutet, dass es vor allem bei Schilern und Schiilerinnen mit einem

problematischen Schriftbild zu Schwierigkeiten kommen kénnte.

2.2.3.2 Probleme beim Uberschlagen der Quotienten-Ziffer

Das Uberschlagen der nichsten Ziffer im Ergebnis zdhlt wohl zu den gréBten Schwierigkeiten im
Divisions-Algorithmus®3®, da es sich hierbei, verglichen mit den anderen drei Grundrechenarten, um
eine fiir Schiler und Schilerinnen neuartige Vorgehensweise handelt. Es muss geschatzt werden, wie
oft der Divisor den Teil-Dividenden teilt. In manchen Fallen, wie in dem oben gezeigten Beispiel,
gestaltet sich dies nicht schwer, da es (vermutlich auch fir viele Schiiler und Schiilerinnen) recht leicht
zu erkennen ist. Werden die Zahlen jedoch groRer, so kann diese Aufgabe sehr schwer sein und es wird
immer wieder dazu kommen, dass die falsche Ziffer gewahlt wird. Daraus folgen wiederum weitere
Schwierigkeiten. Die falsche Schatzung muss vorerst erkannt werden, ansonsten kénnte ein (falscher)
Weg gefunden werden, der ein weiterrechnen erméglicht. Und selbst wenn die Uberschlagsrechnung
als unkorrekt identifiziert wird, so muss diese korrigiert werden, was abermals zu Problemen fiihren

kann. Offenbar ist das Potenzial fur Fehler bei diesen Arbeitsschritten also sehr hoch.

2.2.3.3 Schwierigkeiten beim Ausrechnen der Teilprodukte

Sollten Fehler bei diesem Schritt passieren, so sind sie vermutlich auf Schwierigkeiten beim
Multiplizieren zurtickzufiihren. Ein Aspekt, der die Teilprodukte fehleranfilliger macht als gewohnte
Multiplikationen, ist das nicht vorhandene (und fir viele Schiler und Schilerinnen gewohnte)
Multiplikationsschema. Durch Nebenrechnungen kann diese Schwierigkeit jedoch zumindest

eingegrenzt werden.

2.2.3.4 Probleme beim Subtrahieren

Diese Fehler sind im Allgemeinen auf Probleme mit der Subtraktion zurickzufiihren, wobei die

zusatzliche Schwierigkeit hinzukommt, dass innerhalb der Divisions-Staffel keine Behalteziffern

135 Gerster, 2012, 165
136 padberg, 2005, 301f teilt diese Ansicht
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vorgesehen sind. Werden diese dennoch notiert kann das wiederum zu Verwechslungen fiihren, die

sich ebenfalls auf das Ergebnis auswirken kénnen.

2.2.3.5 Probleme mit Nullen

Wie auch schon bei der Multiplikation haben Nullen eine gewisse Sonderstellung, die im Zuge der
Division ebenfalls zu Komplikationen fiihren kann. Zum Beispiel konnten Schwierigkeiten entstehen,
wenn eine Null herabzuholen ist, wenn im Ergebnis eine Null als nachste Ziffer zu notieren ist (zum
Beispiel ,,19 ist Null-mal in 12 enthalten”), oder wenn Endnullen im Quotienten vorkommen. Padberg
bestitigt abermals, dass Fehler bei denen die Ziffer Null involviert ist, sehr hiufig auftreten®®’. Vor
allem aufgrund der vielfaltigen Moglichkeiten mit denen die Ziffer Null Probleme bereiten kann, ist
eine ausfihrliche Thematisierung besonders wichtig. Im folgenden Kapitel wird noch naher auf dieses

Thema eingegangen.

2.2.3.6 _Probleme mit der Schreibweise fiir den Rest

Dieser Aspekt meint vor allem wie, wann und wo der Rest der Division zu notieren ist. Bei der
Multiplikativen Schreibweise, welche in Deutschland auftreten kann, ist dies besonders relevant. Im

Allgemeinen handelt es sich hierbei jedoch eher um eine Formalitat.

2.2.4 Typische Fehler der Division

Die Aufschlisselung des Divisionsalgorithmus in einem der vorherigen Kapitel hat gezeigt, dass dieser
sehr viele einzelne Arbeitsschritte erfordert, die zu verschiedenen Arten von Fehlern fithren kénnen.
Dementsprechend vielfaltig sind auch die Fehlermuster, die bei Schiilern und Schiilerinnen auftreten
kénnen. Im folgenden Kapitel soll es also darum gehen eine Ubersicht zu schaffen, welche Fehler am
haufigsten auftreten, und wo deren Grundlage zu vermuten ist. Natlrlich konnen nicht alle Arten von
fehlerhaften Vorgehensweisen hier angefiihrt werden, es sind aber jene ausgewahlt, die am haufigsten

auftreten und somit am wichtigsten erscheinen.

Zu Beginn sei gesagt, dass bei der Betrachtung der Fehler, welche bei Divisionsaufgaben haufig
vorkommen, dieselben Uberlegungen in Bezug auf die Vollstindigkeit gelten, wie bei der

Multiplikation.

Erschwerend kommt hinzu, dass aufgrund der Komplexitdt der Division, die Vorbereitung und
Auswertung einer Untersuchung zu diesem Rechenverfahren mit einigen Schwierigkeiten verbunden

sind. So gibt es sehr viele Aspekte, die schon beim Erstellen der Aufgaben beriicksichtigt werden

137 padberg, 2005, 302f
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mussen. Um in weiterer Folge Einzelfehler von systematischen oder haufigen Fehlern unterscheiden
zu konnen, missen diese Aspekte ofters vorkommen widhrend gleichzeitig der Umfang der
Untersuchung nicht zu groR werden darf. Die Untersuchung Beckmanns beinhaltet beispielsweise 22
Divisionsaufgaben, bei denen auf 16 verschiedene Schwierigkeitsmerkmale geachtet wurde3® (Bathelt

zahlt sogar 17 auf!®).

Allein aufgrund dieser Voraussetzungen ist es logisch, dass sicherlich nicht alle Fehlerarten zur Ganze
beobachtet und dokumentiert werden kdonnen (das lasst sich sagen, obwohl Bathelt alleine bis zu 40
verschiedene Fehlermuster dokumentiert!®). Dennoch bin ich davon (berzeugt, dass aus solchen
Untersuchungen einige wichtige Erkenntnisse gewonnen werden konnen, die dabei helfen, den
Mathematik-Unterricht zu verbessern. Noch groflere Aussagekraft haben in Folge dessen natirlich
Fehlerarten, welche in allen drei behandelten Untersuchungen vorkommen. Im folgenden Abschnitt
sollen also die wichtigsten, beziehungsweise signifikantesten Fehlerarten in diversen Kategorien
skizziert werden, um ein Bild zu schaffen, welches tiber die verschiedenen Schwierigkeiten bei der

Division Auskunft geben soll.

Grundlage der folgenden Erérterung sind der Artikel von Bathelt, Post und Padberg!*! beziehungsweise
die Anregungen von Gerster'*, wie auch schon im Kapitel zur Multiplikation. Auch die Uberlegungen

Padbergs in ,,Didaktik der Arithmetik” werden abermals eine Rolle spielen*,

2.2.4.0 Vorbemerkung zu den Publikationen

Bathelt, Post und Padberg beziehen sich auf zwei separate Untersuchungen aus dem Jahr 1984. Bei
einer (197 Schiler und Schilerinnen aus 11 Klassen der vierten Schulstufe aus 6 verschiedenen
Grundschulen) lag der Fokus auf Divisionen mit einem einstelligen Divisor und bei der anderen (296
Schiiler und Schiilerinnen aus 11 Klassen der finften Schulstufe in funf verschiedenen Realschulen) auf
Aufgaben mit einem zweistelligen Divisor'*%, Die Erkenntnisse in , Didaktik der Arithmetik” beziehen
sich auf eine Studie von Beckmann, welche im Jahr 2000 veroffentlicht wurde (302 Schiler und
Schiilerinnen aus 15 Klassen der vierten Schulstufe aus 7 verschiedenen Grundschulen)*. Gersters
Untersuchung fand 1979 in 17 Klassen (sowohl in Hauptschulen als auch in Realgymnasien und

Gymnasien) des fiinften und sechsten Schuljahres statt'*. Jede Klasse bekam drei Aufgaben mit Rest

138 padberg, 2005, 299f
133 Bathelt et. al., 1986, 32
140 Bathelt et. al., 1986, 40
141 Bathelt et. at., 1986
142 Gerster, 2012
143 padberg, 2005
144 Bathelt et. al., 1986, 29
145 padberg, 2005, 298f
146 Gerster, 2012, 171
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und drei ohne, wobei die Rechnungen in der flinften Schulstufe einen einstelligen Divisor aufwiesen

und die Divisionen in der sechsten Schulstufe einen zweistelligen Divisor hatten.

Bezliglich des Alters der Studien, der verschiedenen Vorgehensweisen, der Arten von Fehlern und dem
Aufzidhlen genauer Ergebnisse gelten dieselben Uberlegungen wie im entsprechenden Kapitel zur

Multiplikation (2.1.4).

2.2.4.1 Endnullfehler

Von einem Endnullfehler wird gesprochen, wenn im Quotienten der Division die letzte Stelle, an der
eine Null stehen sollte, nicht besetzt wird¥’. Zu erkliren ist dieses Versdumnis dadurch, dass der
Schiiler beziehungsweise die Schiilerin die stellenwertstiftende Funktion dieser Null nicht erkennt. Es
finden sich diverse Ausformungen dieses Fehlermusters, die grundlegende Art des Fehlers bleibt
jedoch dieselbe. In allen drei Untersuchungen wird dieses Fehlermuster als besonders weit verbreitet

148 wobei er jedoch

eingestuft. Gerster beobachtet in einer Klasse sogar eine Fehlerquote von 36%
nicht zwischen Endnullfehlern und Zwischennullfehlern unterscheidet. Die Beobachtungen bestatigen
jedenfalls erneut, wie schon zuvor des Ofteren festgestellt, dass vor allem der Umgang mit Nullen

grolRe Schwierigkeiten bei vielen Schiilern und Schiilerinnen verursachen kann.

2.2.4.2 Zwischennullfehler

Der sogenannte Zwischennullfehler ist sehr dhnlich dem soeben erwahnten Endnullfehler. Die Null,
welche im Quotienten notiert werden sollte, befindet sich nun aber nicht am Ende, sondern mitten im
Ergebnis. Padberg stellt fest, dass der Fehler fast immer in derselben Situation auftritt: ,Die
vorhergehende Teildivision geht auf und die ,heruntergeholte’ Ziffer ist kleiner als der Divisor. Statt

eine Null zu vermerken wird gleich die nichste Ziffer heruntergeholt“*.

Als Gegenmalname zu diesen beiden Fehlerarten (Endnull- und Zwischennullfehler) empfiehlt sich die
gesonderte Behandlung von Beispielen dieser Art, um erklaren zu kdnnen welche Rolle die Null in
Situationen wie diesen spielt’™®. Die stellenwertstiftende Eigenschaft der Null wird in diesem
Zusammenhang offenbar des Ofteren vergessen, beziehungsweise als selbstverstindlich
vorausgesetzt. Aufgrund dessen empfiehlt Bathelt auch eine ausfihrliche Erarbeitung des
Stellenwertsystems, da so die Grundlage fiir das Arbeiten mit den Rechenoperationen geschaffen

werden kann. AuRerdem schligt Padberg die Uberschlagsrechnung vor, da die Ergebnisse sich um eine

147 padberg, 2005, 302f

148 Gerster, 2012, 178

149 padberg, 2005, 301

150 Bathelt/Post/Padberg, 1986, 42f
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(oder mehrere, wenn mehr als eine Null ausgelassen wird) Zehnerpotenz vom tatsachlichen

Quotienten unterscheiden®®.

2.2.4.3 Teilproduktfehler

Im Zuge des Divisions-Algorithmus muss immer wieder eine Ziffer des Quotienten mit dem Divisor
multipliziert werden, um das neue Teilprodukt zu errechnen, welches anschlieBend vom
Teildividenden subtrahiert wird. Wird diese Multiplikation fehlerhaft durchgefiihrt, so spricht man von
einem Teilproduktfehler!®2. Durch die Schreibweise der Division, welche nur wenig zusatzlichen Platz
bietet, um einen Multiplikationsalgorithmus Ubersichtlich durchzufiihren, sind Schiler und
Schilerinnen hier mit ,erschwerten Bedingungen“ konfrontiert. Das Durchfiihren von
Nebenrechnungen ist zur Vermeidung dieses Problems sicherlich hilfreich, erzeugt jedoch zusatzlichen

Aufwand.

Es sei vermerkt, dass Padberg auch die weiter unten angefiihrten Quotientenfehler zu dieser Kategorie
hinzuzahlt'*3, da die Teilprodukte durch die Multiplikation mit dem Divisor entstehen. Mir erscheint es

jedoch sinnvoll diese beiden Arten von Fehlern zu unterscheiden.

2.2.4.4 Subtraktionsfehler

Von einem Subtraktionsfehler ist die Rede, wenn bei der Subtraktion des Teilproduktes vom Teildivisor
ein Fehler passiert. Auch hier ist eine andere Rechenoperation innerhalb des Divisionsalgorithmus
durchzufiihren, was neben diversen Schwierigkeiten mit der Differenzbildung an sich, aufgrund der
alternativen Notation zu Problemen fiihren kann. In Osterreich kommt wie bereits erwéhnt
erschwerend hinzu, dass das Notieren der Teilprodukte im Normalverfahren nicht vorgesehen ist und
stattdessen gleich im Kopf subtrahiert werden soll. In Anbetracht dessen halte ich es in diesem Kontext
fir sinnvoll Nebenrechnungen vorzuschlagen, jedoch nur, wenn die Komplexitdt der Rechnung es

erfordert.

2.2.4.5 Teilguotientenfehler

Das Schéatzen einer Quotientenziffer ist wohl fiir viele Schiler und Schiilerinnen aufgrund der
Einzigartigkeit und Neuartigkeit des Vorganges (im Vergleich zu den anderen Rechen-Algorithmen)
sehr ungewohnt. Hierbei kann es leicht dazu kommen, dass die besagte Ziffer falsch gewahlt wird (oft
+1), wobei dann von einem Teilquotientenfehler die Rede ist®. Je weiter der Divisor vom gewohnten

Zahlenraum abweicht, desto schwieriger ist natirlich auch die Schatzung.

151 padberg, 2005, 303
152 Gerster, 2012, 172f
153 padberg, 2005, 301
154 Ebd.
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Ist die Ziffer im Quotienten zu klein gewahlt, so ist die Differenz groRRer als der Divisor, was das Finden
der nachsten Ziffer im Quotienten unmaoglich macht, da diese gréBer als 10 sein miisste. Ist sie zu grof3
gewahlt, so miisste die Differenz einen negativen Wert annehmen, wodurch ebenfalls der nachste

Schritt nicht moglich ware.

Die Tatsache, dass in diesen Fallen eine falsche Quotientenziffer gewahlt wurde fallt jedoch nicht
immer auf. Stattdessen werden von Schiilern und Schilerinnen Strategien entwickelt, die das

weiterrechnen ermdoglich. Dies fiihrt in weiterer Folge natirlich zu einem falschen Ergebnis.

Padberg verortet die Probleme fiir diese Art von Fehlern (und auch fiir Teilproduktfehler) in starken
Defiziten beim kleinen 1x1%%°, welches auch griindlich wiederholt und gefestigt werden sollte. Sowohl

156 welche dabei helfen soll, die

er, als auch Gerster schlagen eine Liste von Vielfachen des Divisors vor
geeignete Quotientenziffer zu finden. Diese kann auch nur teilweise ausgefillt werden, um eine

bessere Ubersicht zu bewahren und den Rechenaufwand einzuschranken.

2.2.5 Allgemeine Punkte zur Vermeidung von Fehlern bei der Division

Ahnlich wie bei der Multiplikation gibt es auch zur Division einige Vorschlage fiir den Unterricht, welche
das Erlernen und auch die spatere Anwendung des Divisionsalgorithmus erleichtern sollen. Gerade die
Division erfordert meiner Ansicht nach eine groRRe Flexibilitat der Lehrenden, da es sich mit Sicherheit
um die komplizierteste Rechenoperation mit den meisten unterschiedlichen Fehlerquellen handelt.
Die Lehrkraft muss also erkennen wo die Schwierigkeiten liegen und diese dann gezielt behandeln. Die
folgenden Aspekte stellen vor allem Hilfen dar, die das Verstandnis im Allgemeinen starken sollen,

damit viele Probleme erst gar nicht auftreten.

2.2.5.1 Halbschriftliches Rechnen

Das halbschriftliche Rechnen zielt (wie auch bei der Multiplikation) darauf ab, die Rechenoperation der
Division durch Zerlegung der Aufgaben in leichtere Teilaufgaben verstandlicher zu machen. Das Ziel ist
es schlussendlich die Zerlegungen so zu wahlen und zu vereinfachen, dass damit das Normalverfahren
erklart werden kann. Auch sogenannte Hilfsaufgaben stellen eine Strategie dar, die bei der Erarbeitung
helfen kénnen. Wie Padberg jedoch erwahnt, sind diese im Zusammenhang mit der Division nur sehr

selten anwendbar®*’.

155 padberg, 2005, 303
156 Gerster, 2012, 188f
157 padberg, 2005, 177f
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Ein Beispiel ware die folgende Rechenaufgabe:
294:6 =

Durch das Losen der simpleren Hilfsaufgabe 300:6 = 50 kann auf das Ergebnis 50 —1 = 49

geschlossen werden.

Wichtiger fir das halbschriftliche Rechnen sind jedoch die schrittweisen Zerlegungen einer
Rechenaufgabe (oder schrittweises Rechnen), welche wie bereits erwadhnt, langsam auf das
Normalverfahren der Division hinflihren sollen. Fiir diese Zerlegung des Dividenden gibt es an sich
keine Einschrankungen. Wichtig ist meines Erachtens nach, dass von den Schiilern und Schilerinnen
verstanden wird, warum auch mithilfe der Zerlegung und dem Ldsen der Teilaufgaben ein Ergebnis
gefunden werden kann. Anhand eines einfachen Beispiels soll hier veranschaulicht werden, wie

schrittweises Rechnen aussehen konnte.

Die zu l6sende Aufgabe ist 84 : 7. Die Teilaufgaben sollten natiirlich so gewahlt werden, dass die
entstehenden Rechnungen leicht zu I6sen sind. In diesem Fall bietet es sich an, den Dividenden in 70
und 14 zu zerlegen. Die Teildivisionen sind relativ einfach zu berechnen. 70:7 =10 und 14:7 = 2

womit man auch leicht zum Ergebnis der Division 84 : 7 = 12 gelangt.

Die Zerlegung in Vielfache des Divisors biete sich hier natirlich aufgrund der Losbarkeit der
Teildivisionen an und ist fiir den Anfang sicherlich auch sinnvoll. Padberg ist der Ansicht, dass im Zuge
des halbschriftlichen Rechnens die Zerlegung in Anlehnung an die dekadische Struktur im Allgemeinen
nicht erfolgen sollte'®®. Der Grund dafiir liegt vermutlich bei den damit entstehenden Resten. Fiir einen
Ubergang zum Normalverfahren ist dieser Schritt aber dennoch notwendig und in meinen Augen auch
sinnvoll, da im Zuge dessen die Hintergriinde der Vorgehensweise mithilfe des Konzeptes des
schrittweisen Rechnens erklart werden kdonnen. Es sei jedoch erwahnt, dass dieser Schritt sicherlich

nicht simpel ist und die Lehrperson vor eine gewisse Herausforderung stellt.

2.2.5.2 Uberschlagsrechnung

Die Uberschlagsrechnung stellt in vielerlei Hinsicht besonders fiir die Division ein sehr wichtiges

Hilfsmittel dar. Vor allem Gerster legt bei seinen Vorschlagen zur Behebung und Vermeidung von

158 padberg, 2005, 177
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Fehlern besonderen Wert darauf'*®. Bathelt schligt vor, die Uberschlagsrechnung gezielt einzuiiben

und anzuwenden'®, da ihr bei der Division eine dermaRen wichtige Rolle zukommt.

Einerseits wird die Uberschlagsrechnung der Division zur Abschitzung des Ergebnisses benétigt. Damit
kénnen Fehlermuster, welche die Anzahl der Stellen im Quotienten verandern, sehr wirkungsvoll
bekimpft werden!®? (zum Beispiel Zwischen- oder Endnullfehler). Natiirlich kénnen so auch in

manchen Fallen Fehler anderer Art aufgedeckt werden.

Des Weiteren erleichtert ein guter Uberschlag im Zuge des Algorithmus auch das Finden der richtigen
Quotientenziffer. Diese muss ja, wie bereits erklart, vorerst abgeschatzt werden, um daraufhin durch
eine Multiplikation auf das nachste Teilprodukt zu kommen. Wird bei diesem Schritt gut geschatzt,
kann das die Fehlerquote sicherlich einschranken. Besonders bei Aufgaben mit einem mehrstelligen

Divisor ist dieser Aspekt besonders wichtig!®?.

2.2.5.3 Strukturierte Schreibweise

Bathelt erwahnt in ihren Ausfliihrungen, dass auf eine verkiirzte Schreibweise mdglichst lange
verzichtet werden sollte, da diese der Ursprung einiger Fehlermuster ist'®®. Meiner Meinung nach ist
aber nicht nur eine ausfihrliche, sondern auch eine strukturierte Schreibweise sehr wichtig (Padberg
teilt diese Ansicht!®*). Sowohl bei den Teilsubtraktionen, als auch bei den Teilmultiplikationen handelt
es sich um Rechenschritte des Divisionsalgorithmus, welche eigentlich von den Schiilern und
Schilerinnen bereits beherrscht werden sollten. Dennoch sind die beiden Teilschritte bedeutende
Fehlerquellen. Eine Erklarung dafiir ist aus meiner Sicht (unter anderem) das ungewohnte Setting der
Rechenoperationen. So konnen beispielsweise die Behalteziffern nur sehr begrenzt notiert werden
oder werden eventuell sogar leicht vertauscht. Die Subtraktion muss im Kopf gerechnet werden, wenn
das Verfahren so durchgefiihrt wird, wie es in Osterreich tiblicherweise unterrichtet wird. Um dem
entgegenzuwirken ist eine klare und ausfiihrliche Struktur wohl sehr hilfreich. Ein grofRer Teil dieses
Aspektes hangt aber natiirlich auch von der Sorgfaltigkeit des Schiilers beziehungsweise der Schiilerin

ab.

159 Gerster, 2012, 188ff — Gerster bietet hier auch verschiedene Strategien/Techniken fiir die
Uberschlagsrechnung an, auf die ich hier jedoch, aufgrund des Umfanges der Arbeit, nicht niher eingehen
kann.

160 Bathelt et. al., 1986, 43

161 padberg, 2005, 305

162 Gerster, 2012, 189

163 Bathelt et. al., 1986, 43

164 padberg, 2005, 304

76



2.2.5.4 Gezieltes Ansprechen problematischer Aufgaben

Die enorme Vielfalt der Schwierigkeiten bei der Division erfordert groBe Geduld und auch ein gutes
Einschatzungsvermdgen der Lehrkraft!®>, Immer wieder wird in der Literatur vorgeschlagen
problembehaftete Beispiele und Situationen, gezielt im Unterricht zu behandeln!®®. Gerade bei der
Division erscheint mir dies sinnvoll, da sich gewisse Problembereiche bei bestimmten Aufgaben immer

wieder gezeigt haben.

So empfiehlt es sich zum Beispiel gemeinsam mit den Schilern und Schiilerinnen eine Strategie zu
Uberlegen, wie erkannt werden kann, dass die gewahlte Quotientenziffer zu grof8 oder zu klein ist. Des
Weiteren kann im Zuge dessen besprochen werden, welche Konsequenzen daraus folgen (also warum

ein Weiterrechnen nicht sinnvoll ist) und wie der Fehler behoben werden kann.

Ein weiterer wichtiger Aspekt sind die Aufgaben in denen eine Null im Ergebnis vorkommt, sei es eine
Zwischennull oder eine Endnull. Hier sollte besonders die Rolle dieser Ziffer betont werden, also, dass

in diesem Fall ,,Null” nicht fur , Nichts“ steht, sondern eine stellenwertstiftende Bedeutung hat.

Ansonsten bleibt es natiirlich auch den diagnostischen Fahigkeiten der Lehrperson liberlassen, welche
Beispiele gesondert besprochen werden sollten. Eine Empfehlung aus der Literatur ist es, falsch
gerechnete Aufgaben durch die Schiiler und Schiilerinnen richtig stellen zu lassen'®” oder sogenannte
Klecksaufgaben zu behandeln®. Hierbei handelt es sich um durchgerechnete Aufgaben, bei denen

einzelne Ziffern fehlen, die von den Lernenden gefunden und eingesetzt werden mussen.

165 Ehd.,
166 7 B. Bathelt et. al., 1986, 43
167 padberg, 2005, 304f
168 Bathelt et. al., 1986, 43
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Teil 3:

Multiplikation und Division von Dezimalzahlen

Im folgenden Teil der Arbeit soll die Multiplikation und die Division von Dezimalzahlen genauer
betrachtet werden. Im anschlieBenden Kapitel wird erértert, auf welche Art und Weise das Thema an
den Osterreichischen Schulen vermittelt wird. Natirlich verwenden verschiedene Lehrer und
Lehrerinnen auch unterschiedliche Zugdange zu dem Thema, jedoch kann meiner Auffassung nach
anhand der Vorgehensweise in Schulbiichern ein relativ guter Uberblick gewéihrleistet werden.
Deswegen sollen die in Schulbiichern benutzten Zugiange und Aufgabenstellungen auch schon in

diesem Kapitel Erwdahnung finden.

Die Ausgangspunkte fur den folgenden Abschnitt wurden bereits erarbeitet. Im Kapitel zu den
Grundlagen wurden diverse Aspekte behandelt, welche den Umgang mit Dezimalzahlen fiir Schiiler
und Schilerinnen pragen und auch teilweise erschweren. Darunter fanden sich sowohl Punkte, die
bereits bei der Uberleitung von den natiirlichen zu den rationalen Zahlen Schwierigkeiten verursachen,
als auch Problembereiche, die bei der Handhabung und dem Verstandnis dieser Zahlendarstellung

erfahrungsgemaR auftreten.

Im darauffolgenden Kapitel zu den Rechenoperationen (im Setting der natiirlichen Zahlen) wurden
anschliefend die Standardverfahren und Problembereiche der schriftlichen Multiplikation und Division
abgesteckt. Des Weiteren wurden einige Fehlerquellen und -arten erdrtert und Vorschlage geliefert,

wie diese verhindert beziehungsweise behandelt werden kénnen.

Im folgenden Teil der Arbeit sollen nun diese Themengebiete kombiniert betrachtet werden, um die
Multiplikation und die Division von Dezimalzahlen besser verstehen zu konnen. Dabei werden die
meisten, bereits erarbeiteten Punkte natiirlich relevant bleiben und weiterhin eine Rolle spielen. Die
Kombination der beiden Bereiche sorgt jedoch fiir weitere, neuartige problematische Aspekte, die
beim Unterrichten beachtet werden missen. Auf diesen soll im Folgenden der Fokus liegen, da die
anderen, bereits bekannten Probleme ihren Ursprung in einem schon zuvor behandelten
Themengebiet haben. Es zeigt sich, dass viele dieser Fehlvorstellungen auch in weiterer Folge

mitgetragen werden und abermals Irrtiimer auslésen.

Zu Beginn der jeweiligen Abschnitte (Multiplikation beziehungsweise Division) sollen die wesentlichen
Unterschiede der Rechenoperationen erortert werden, welche sich ergeben, wenn sie nicht mehr bei

natirliche Zahlen, sondern bei Dezimalzahlen angewandt werden.
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AnschlieBend werden die moglichen Zugdange zu dem Themengebiet besprochen, welche in den
Schulen Ublicherweise gewahlt, beziehungsweise in der Literatur vorgeschlagen werden. In diesem

Zusammenhang werden auch die dsterreichischen Schulbiicher und deren Ausfiihrungen wichtig sein.

Im Anschluss werden abermals die wichtigsten Fehler und deren Quellen im Mittelpunkt stehen. Dabei
wird es interessant sein zu beobachten, welche Arten von Fehlern bereits bekannt sind und sich in
diesem Themengebiet fortsetzen und welche neuen Fehlerarten auftreten beziehungsweise wie diese
vermieden und behandelt werden kdnnen. Daraus sollen natiirlich auch Schliisse gezogen werden, um

Vorschlage fiir eine Verbesserung des Unterrichts liefern zu konnen.

3.1 Multiplikation von Dezimalzahlen

Bei der Multiplikation von Dezimalzahlen lassen sich aus schulischer Sicht drei Falle unterscheiden,
welche alle verschiedene Besonderheiten mit sich bringen. Der oft anfanglich behandelte Fall der
Multiplikation einer Dezimalzahl mit einer natirlichen Zahl eignet sich meiner Meinung nach sehr gut
als Einfihrung. Mithilfe des Sonderfalls der Multiplikation mit Zehnerpotenzen kann ein guter

Ubergang zur Multiplikation mit einer Dezimalzahl geschaffen werden.

Die Multiplikation einer natirlichen Zahl mit einer Dezimalzahl, welche sich rein mathematisch
gesehen, aufgrund der Kommutativitat, nicht vom ersten Fall unterscheidet, birgt trotzdem fir Schiler
und Schilerinnen potenzielle Probleme. Diese ergeben sich vermutlich gerade weil dieser

Zusammenhang fiir Lehrende viel offensichtlicher ist als fiir Lernende.

Der letzte, allgemeine Fall ist die Multiplikation zweier Dezimalzahlen. Die Fehlerquote dieser Art von

169 Warum das so ist, wo der

Rechnungen ist laut Padberg weit hoher als die der ersten beiden Fille
Unterschied liegt und wie Fehlerquellen vermieden beziehungsweise Fehlvorstellungen erkannt und

ausgebessert werden kénnen, wird im folgenden Kapitel behandelt.

Die rein syntaktischen Regeln, welche fiir die Multiplikation von Dezimalzahlen erforderlich sind,
sollten im Grunde bereits zu Beginn bekannt sein. Mithilfe der ,Kommaverschiebungsregel” sind die
Rechenaufgaben recht einfach auf die Multiplikation von natiirlichen Zahlen zurtickzufiihren. Obwohl
das natirlich zu sehr dhnlichen Fehlerarten fihrt, welche bereits bei der Multiplikation natirlicher
Zahlen aufgetreten sind, entstehen dennoch einige neue Probleme, welche damit in Zusammenhang
gebracht werden koénnen, dass die Kommaverschiebungsregel und die Hintergrinde der

Dezimalzahlrechnung nicht verstanden wurden. Genau dann passiert moglicherweise eine

169 padberg, 2012, 216
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Ubergeneralisierung, die so weit gehen kann, dass véllig auRer Acht gelassen wird, dass eben nicht mit
natiirlichen Zahlen gerechnet wird!’°. Dies mag auch daran liegen, dass die inhaltlichen Erkldrungen
oft vernachladssigt werden, da eine so vermeintlich einfache Regel existiert, welche die Multiplikation

von Dezimalzahlen in ein falsches Licht riickt.

3.1.1 Unterschiede zur Multiplikation von natlrlichen Zahlen

Wie bereits erwdhnt halten sich die Unterschiede zur bereits behandelten Multiplikation von
natirlichen Zahlen, zumindest was die Vorgehensweise betrifft, sehr in Grenzen. Rein syntaktisch kann
das Standardverfahren zur Multiplikation direkt ibernommen werden. Die einzige Anpassung besteht
darin die Kommas der Faktoren vorerst zu ignorieren (aus 4,35 wird 435, aus 23,6 wird 236 und so
weiter) und dann im Ergebnis so viele Kommastellen zu erganzen, wie im Multiplikand und im

Multiplikator insgesamt vorkommen.

Die Schwierigkeiten zeigen sich jedoch vor allem dann, wenn diese Vorgehensweise von Schiilern und
Schiilerinnen auswendig gelernt wird'’!. Hinter der bereits erwdhnten Kommaregel verbirgt sich
essenzielles Hintergrundwissen, auf das im Unterricht nicht verzichtet werden sollte. Sobald
Sonderfélle auftreten oder Unsicherheiten beim auswendig gelernten Wissen entstehen (zum Beispiel
in welche Richtung das Komma verschoben werden soll), kann es sehr leicht zu Fehlern kommen da
die gelernten Aspekte durch das mangelnde Verstindnis falsch angewandt werden'’2. Dabei sind oft

der Bezug und die genauere Kenntnis der Dezimalzahlen nicht vorhanden.

Was genau damit gemeint ist und wie dieses Wissen vermittelt werden kann, wird zu einem spateren
Zeitpunkt in diesem Kapitel ausgefiihrt. Es reicht an dieser Stelle vorweg zu nehmen, dass die

Stellenwerte und ein fundiertes, inhaltliches Verstandnis eine wichtige Rolle spielen.

3.1.2 Zur Behandlung der Multiplikation von Dezimalzahlen im

Unterricht

An dieser Stelle erachte ich es als sinnvoll, einen kurzen Blick auf die Schulbiicher zu werfen, mithilfe
derer in Osterreich haufig unterrichtet wird. Eigentlich ist dieser Schritt erst fiir das nachste Kapitel
vorgesehen, jedoch ist es durchaus auch fir den folgenden Abschnitt interessant zu wissen mit

welchen Mittel in den Schulen gearbeitet wird.

170 Wearne/Hiebert, 1986, 79f
171 Marxer/Wittmann, 2012, 44
172 \Wearne/Hiebert, 1989, 512
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Einige der folgenden Aspekte sind in den meisten oder allen Blichern vorhanden, so verschieden diese
auch zum Teil sein moégen. Diese Punkte kénnen meiner Ansicht nach als Grundlagen festgelegt
werden, welche ich an dieser Stelle vorwegnehmen mochte, da sie vermutlich in vielen

Klassenzimmern Anwendung finden:

e Zum Einstieg in das Stoffgebiet wird immer ein Text-Beispiel gewahlt, bei dem eine Dezimalzahl
mit einer natirlichen Zahl (keine Zehnerpotenz) multipliziert werden muss.

e Es werden zwar verschiedene Zugange gewahlt, jedoch geht es bei den Beispielen immer um
den Einkauf einer bestimmten Ware.

e Die Kommaregel wird liberall festgelegt (Das Produkt hat gleich viele Kommastellen, wie beide
Faktoren zusammen), jedoch meistens ohne genauere Erklarung. Stattdessen werden einfach
die Beobachtungen aus dem Beispiel verallgemeinert.

e Die Multiplikation mit Zehnerpotenzen wird in den Schulblchern (bis auf eine Ausnahme) als
Sonderfall erwahnt, jedoch nie als Einfiihrung. Es folgt stets eine Uberleitung auf die
Kommaverschiebungsregel.

e Die Uberschlagsrechnung spielt in jeder der Ausfiihrungen eine Rolle. Die Schiiler und

Schiilerinnen werden dazu angehalten, ihre Ergebnisse damit zu Gberprifen.

3.1.3 Multiplikation einer Dezimalzahl mit Zehnerpotenzen und

mogliche Zugdnge

Die Multiplikation von Dezimalzahlen wird haufig Gber die Multiplikation einer Dezimalzahl mit einer
natiirlichen Zahl eingefiihrt. Dafiir wird, wie bereits erwiahnt, in Osterreich als Einstieg oft ein Beispiel
gewdhlt, in dem mehrere Artikel gekauft werden, deren Preis eine oder zwei Kommastellen besitzt.
Erst anschlieRend wird der Sonderfall der Zehnerpotenzen behandelt, um die
Kommaverschiebungsregel einzufiihren. Da Padberg jedoch als Einstieg die Multiplikation von
Dezimalzahlen mit Zehnerpotenzen vorschligt'’® und dies meiner Auffassung nach auch sehr sinnvoll
ist, wird die Reihenfolge auch hier angepasst. Fiir beide Ansdtze gibt es natlrlich diverse
Moglichkeiten, die man sowohl in den Schulblichern, als auch in der Literatur findet. Wie diese Zugange
motiviert werden kénnen soll nun im Anschluss gezeigt werden, um ein moglichst gutes Bild von den

moglichen Vorgehensweisen zu schaffen.

Die Multiplikation mit Zehnerpotenzen entspricht einer Verschiebung von Stellenwerten, welche

bereits bekannt sein sollte. Das fihrt dazu, dass im Zuge dessen sehr haufig die sogenannte

173 padberg, 2012, 209
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Kommaverschiebungsregel eingefiihrt wird. Sie ist wichtig, um die entsprechenden Hintergriinde fir
die spater folgende allgemeine Regel zu verstehen, da diese sich die Kommaverschiebung zu Nutze

macht.

Padberg bietet hierzu drei méglich Zugange!’ an, wobei einer davon fur dsterreichische Schulen in
meinen Augen nicht geeignet ist, da Briiche und Zehnerbriiche Ublicherweise erst nach den
Dezimalzahlen behandelt werden. Die beiden anderen Moglichkeiten sind auch in den

Osterreichischen Schulbiichern vertreten und sollen nun vorgestellt werden.

3.1.3.1 Der Zugang liber Stellenwerttafeln

Die erweiterte Stellenwerttafel und das Konzept des Biindelns sollten den Schiilern bereits aus dem
allgemeinen Kapitel Gber Dezimalzahlen bekannt sein. Wenn nicht, sollten diese Grundlagen fiir den
Zugang lber Stellenwerttafeln unbedingt nachgeholt werden. Wie bereits erwahnt handelt es sich

hierbei um einen Ansatz, der in der Literatur starken Anklang findet’®,

Ziel ist es zu zeigen, welchen Einfluss die Multiplikation einer beliebigen Dezimalzahl mit einer
Zehnerpotenz hat und den Vorgang mithilfe der Stellenwerte genau aufzuschliisseln. Betrachtet man
beispielsweise die Multiplikation 4,62 - 10 so besitzt der Multiplikand die folgenden Stellenwerte: 4
Einer, 6 Zehntel und 2 Hundertstel. Wird die Multiplikation durchgefiihrt, so sind anschlieRend 40
Einer, 60 Zehntel und 20 Hundertstel vorhanden. AnschlieBend wird durch die Blndelung der
entsprechenden Stellenwerte erreicht, dass abschlieRend 4 Zehner, 6 Einer und 2 Zehntel, also die Zahl
46,2 als Ergebnis notiert werden kann. Wird dieses Ergebnis mit dem Multiplikanden verglichen so fallt

sofort auf, dass im Grunde nur das Komma um eine Stelle verschoben wurde.

Padberg veranschaulicht dies zusatzlich anhand einer Tabelle, was fir einen Schulauftritt sehr

empfehlenswert ist!’®,

H Y4 E z h t
7 6 5 4 3
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0|7
04 LAl ¥ K
7 6 5 4 3

Abbildung 6: Multiplikation mit Zehnerpotenzen, [Padberg, 2012, 210]

174 padberg, 2012, 209ff
175 Zum Beispiel bei Thieman, Heckmann, Padberg und anderen in diversen Publikationen
176 padberg, 2012, 210
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Wenn dieselbe Vorgehensweise auch mit anderen Zehnerpotenzen wiederholt wurde, kann damit
begonnen werden, eine allgemeine Regel fir die Multiplikation mit Zehnerpotenzen zu bilden. Dabei
ist aus meiner Sicht wichtig, dass diese erarbeitet und nicht einfach vorgesetzt wird. Damit ist der erste

Schritt zur Kommaverschiebungsregel gesetzt.

Eine Betonung des Unterschiedes zur Multiplikation von natiirlichen Zahlen mit Zehnerpotenzen ist
nach meinem Ermessen in diesem Zusammenhang sehr sinnvoll. Von diesem Setting sind die Schiiler
und Schilerinnen gewohnt, bei der Multiplikation Endnullen beim Multiplikator anzuhdngen. Die
Ubergeneralisierung dieser Regel auf die Dezimalzahlen wire falsch und sollte somit unbedingt
erwahnt werden. Heckmann bestatigt dies anhand mehreren Studien und sieht diesen Transfer als
Hintergrund einer wichtigen Hauptfehlerstrategie bei der Multiplikation von Dezimalzahlen mit

Zehnerpotenzen'”’.

3.1.3.2 Der Zugang tiber Gréfsen

Ein Zugang liber GroRen hat den sehr wichtigen Vorteil, dass Schiiler und Schiilerinnen mit diesen oft
schon im alltdglichen Leben Erfahrung sammeln konnten'’®, So sind beispielsweise Geld- oder
Langeneinheiten bekannte MalRe, die immer wieder verwendet werden. Durch diesen Bezug fillt es

oft leichter gewisse Zusammenhinge zu verstehen’,

Die Vorgehensweise hat gewisse Ahnlichkeiten mit dem zuvor gezeigten Zugang iiber Stellenwerte.
Diese Zusammenhadnge sollten auch unbedingt erwdhnt und verdeutlicht werden, um

Fehlvorstellungen zu vermeiden und den Umgang mit Stellenwerten zu schulen.

Eine konkrete Erklarung der Multiplikation von Dezimalzahlen mit Zehnerpotenzen koénnte
beispielsweise anhand folgender Aufgabe erklart werden: 15,65€ - 10. Der gewahlte Betrag entspricht
in diesem Fall 15 Euro und 65 Cent. Werden diese GroRen mit 10 multipliziert so erhalt man 150 Euro
und 650 Cent. 650 Cent entsprechen einem Wert von 6 Euro und 50 Cent also insgesamt 156 Euro und
50 Cent. Das Ergebnis in Kommadarstellung lautet also 156,5€ (beziehungsweise 156,50€). In diesem
speziellen Fall bietet es sich an auf die Rolle der Endnull hinzuweisen. Wie auch schon bei den
Stellenwerten sollte auch hier der direkte Vergleich zwischen dem Produkt und dem Multiplikanden

erfolgen, um klar zu machen, dass ,,nur” das Komma verschoben wurde.

In weiteren Beispielen konnen folglich andere GréReneinheiten und Zahlen verwendet werden, um
schlussendlich auf die Kommaverschiebungsregel hinzuleiten (abermals gilt, dass diese meiner

Meinung nach erarbeitet und nicht vorgesetzt werden sollte). Es bietet sich dabei auch an, bereits vor

177 Heckmann, 2006a, 178
178 padberg, 2012, 211
179 Heckmann, 2011, 56ff
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der Rechnung auf die kleinere Einheit umzuformen (also 1565 Cent), dann zu rechnen (also 1565 -
10 = 15650) und zum Abschluss erneuert auf die urspringliche Einheit zuriick zu wechseln (also

156,5€).

Hierbei muss verstarkt darauf geachtet werden, dass durch die Vorgehensweise nicht die Komma-
Trennt-Vorstellung verstarkt wird. Tritt diese auf, so flihrt die Rechnung falschlicherweise zum Ergebnis
150,650€, was als eine Ubergeneralisierung der Regeln fiir die natiirlichen Zahlen interpretiert werden
kann. Den Euro- und Centbetrag getrennt zu multiplizieren, entspricht im Setting der Dezimalzahlen
genau der Logik, die bei der KT-Strategie verfolgt wird. Die darauffolgende Umwandlung der Einheiten
(welche im Falle der Stellenwerte der Biindelung entspricht) stellt also einen essenziellen Schritt dar,
auf den meiner Ansicht nach besonders geachtet werden muss. Das Ansprechen und erklaren des
falschen Ansatzes ist meiner Einschdtzung nach in diesem Zusammenhang durchaus richtig, da es sich

um einen sehr weit verbreiteten Fehler im Themenbereich der Dezimalzahlen handelt*°.

3.1.4 Multiplikation von Dezimalzahlen mit natirlichen Zahlen und

mogliche Zugdnge

Der nachste Schritt in Richtung des allgemeinen Falles der Multiplikation zweier Dezimalzahlen fiihrt
zum Sonderfall der Multiplikation von Dezimalzahlen mit natiirlichen Zahlen. Auch fiir diesen gibt es
diverse Zugangsmoglichkeiten, die jeweils kurz skizziert werden sollen. Dabei ist zu beachten, dass
einige der Vorgehensweisen nicht auf den allgemeinen Fall der Multiplikation von zwei Dezimalzahlen

weitergefiihrt werden kdnnen.

3.1.4.1 Zugangq lber Stellenwerte

Bei diesem Ansatz soll der Multiplikand, dhnlich wie zuvor, in seine Stellenwerte zerlegt werden, um
die Funktionsweise der Multiplikation genauer zu veranschaulichen®!. Dadurch wird die
Vorgehensweise auf die Multiplikation natiirlicher Zahlen (welche ja schon bekannt sein sollte)

zuriickgefiihrt. Im folgenden Beispiel wird dies demonstriert.

180 Heckmann, 2006a, 177f
181 padberg, 2012, 211
84



4,289-6 = Die gestellte Aufgabe

4F 2z8h9t-6 = Der Multiplikand wird in seine stellenwerte zerlegt.

4E - 6 = 24F Die einzelnen Stellenwerte werde mit dem Multiplikator multipliziert
2z-6 =12z

8h-6 =48h

9t -6 = 54t

24F 12z 48h 54t Das Ergebnis in Stellenwertschreibweise

AnschlieBend werden die Stellenwerte geblindelt, um auf das folgende Ergebnis zu kommen:

25E 7z 3h 4t

Dieses entspricht der Dezimalzahl 25,734. Um die Vorgehensweise zu verdeutlichen, kann (wie bei den

Zehnerpotenzen) eine Tabelle angefiihrt werden, um eine bessere Ubersicht zu wahren.

Es ist klar, dass eine Durchfiihrung der Multiplikation auf diese Art natirlich auf Dauer zu aufwandig
ware. Es bietet sich in der Schule daher an, gemeinsam mit den Schiilern und Schilerinnen nach
Moglichkeiten zu suchen, die Arbeitsschritte zu vereinfachen. Somit kénnen die Lernenden zum
Standardverfahren und der daraus folgenden Kommaregel hingefiihrt werden. Wichtig ist, zu
erkennen, welche Arbeitsschritte einander entsprechen, um ein grundlegendes Verstandnis der

Vorgehensweise zu schaffen.

3.1.4.2 Zugang Uber die wiederholte Addition

Die wiederholte Addition sollte schon von der Multiplikation natirlicher Zahlen bekannt sein und
bietet sich daher besonders an. Diese Erkldrung wird in einigen Schulbiichern Osterreichs gewéhlt, da
sie sehr anschaulich ist und die Vorgehensweise auf bereits bekannte Stoffgebiete zurtickfihrt. Anhand
desselben Beispiels, welches weiter oben schon verwendet wurde, soll auch dieser Weg

veranschaulicht werden:

4,289 -6 = 4,289 + 4,289 + 4,289 + 4,289 + 4,289 + 4,289

Zur Berechnung empfiehlt es sich die Addition in einer Staffel zu notieren:

4,289
+4,289
+4,289
+4,289
+4,289
+4,289

25,734
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Fir den schulischen Gebrauch empfiehlt es sich natiirlich mit einem kleineren Multiplikator (wie zum
Beispiel 2 oder 3) und einem Multiplikanden mit weniger Kommastellen zu beginnen, um den
Rechenaufwand einzuschranken. Dadurch wird gewahrleistet, dass sich die Schiiler und Schiilerinnen
auf das Verfahren konzentrieren kénnen. Nach einer stetigen Steigerung der Schwierigkeit wird auch
hier der Arbeitsaufwand immer grofRer, was abermals eine Vereinfachung des Verfahrens motiviert.
Somit kann im Anschluss, wie bei den Stellenwerten, auf das Standardverfahren und die Kommaregel
hingearbeitet werden. Dazu muss vorerst nur erkannt werden, dass die spaltenweise Addition stets
durch eine Multiplikation ersetzt werden kann, weil immer dieselbe Zahl zu sich selbst addiert wird.
Da derselbe Arbeitsschritt der Vereinfachung auch schon bei der Multiplikation natirlicher Zahlen

vorkommt, sollte dies fiir Schiiler und Schilerinnen relativ einfach zu verstehen sein.

3.1.4.3 Zugang tber Gréfsen

Der Zugang Uber Grofen verlauft grundsatzlich gleich wie bei der Multiplikation mit Zehnerpotenzen.
Es wird also eine Dezimalzahl mit einer bestimmten Einheit (in den untersuchten Schulblichern werden
hierfir oft Geldbetrage gewahlt) mit einer natirlichen Zahl multipliziert, indem der Multiplikand
vorerst in eine kleinere Einheit umgewandelt wird (im Falle von Geldbetrdgen also in Cent).
Anschliefend werden also zwei natiirliche Zahlen multipliziert, da durch die Umwandlung das Komma

nicht mehr bendtigt wird. Zum Schluss wird dann wieder in die urspriingliche Einheit umgewandelt.

Auch dieser Zugang fiihrt natirlich zur allgemein verwendeten Kommaregel und veranschaulicht diese
meiner Auffassung nach sehr gut. Durch die doppelte Umwandlung der Einheiten in beide Richtungen
wird klar, dass sich die Anzahl der Kommastellen nicht verdndert, es sei denn es tritt eine Endnull auf,

die vernachlissigt werden kann. Wichtig ist jedoch auch, eine Uberleitung auf ,einheitenlose*

Rechnungen zu finden um Missverstandnisse moglichst gut zu vermeiden.

3.1.5 Multiplikation von natlrlichen Zahlen mit Dezimalzahlen

Der Fall der Multiplikation einer natirlichen Zahl mit einer Dezimalzahl wird in den untersuchten
Schulblichern oft nur sehr kurz erwahnt. Beispielsweise wird er in einem der Blicher nur innerhalb von
zwei Zeilen mit dem Vertauschungsgesetz als analog zum vorherigen Fall erklart und anschlieRend
nicht mehr erwdhnt!®2, Obwohl diese Behauptung richtig sein mag, macht es meiner Meinung nach
dennoch Sinn, sich diesen Fall und den mathematischen Hintergrund genauer anzusehen. Dass die
Reihenfolge einer Multiplikation durchaus Unterschiede mit sich bringen kann, zeigt allein schon die

Fehlerquote beim Multiplizieren von natiirlichen Zahlen mit 0 im Kapitel 2.1.4.1.

182 | ewisch et. al., 2005, 123
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In diesem Zusammenhang sollte zumindest auf die Bedeutung einer solchen Multiplikation
eingegangen werden um klar zu stellen, worum genau es sich dabei handelt. Dies gestaltet sich nicht
mehr so einfach wie in vorherigen Fallen, da beispielsweise die Interpretation als wiederholte Addition

nicht liickenlos ibernommen werden kann'®

und der Zusammenhang mit GroRen nicht mehr
eindeutig ist (so kdnnen beispielsweise nicht einfach 3,6 T-Shirts gekauft oder 15,73 Schritte gegangen
werden). Diese UnregelméRigkeiten setzen sich natlrlich auch im allgemeinen Fall der Multiplikation
von Dezimalzahlen fort, was eine Betrachtung dieses einfacheren Aspektes als Vorbereitung durchaus
sinnvoll erscheinen ldsst. Dabei konnte beispielsweise mit der Multiplikation von natiirlichen Zahlen
mit 0,1, 0,01, 0,001 und weiteren Zehnerpotenzen begonnen werden, um auf die Aquivalenz mit der

Division durch Zehnerpotenzen hinzuweisen. AuRerdem handelt es sich hierbei auch um einen

Umbruch der Grundvorstellung, dass die Multiplikation stets vergroRert.

Des Weiteren kann in diesem Zusammenhang beispielsweise eine Multiplikation der Art 4-2,5
genauer betrachtet werden, um auf den Kontext der wiederholten Addition zuriick zu kommen. In
diesem Fall kénnte die Multiplikation in die Addition 4 + 4 + 4 - 0,5 zerlegt werden, was analog auch

fir andere Dezimalzahlen gilt.

Nach meinem Ermessen konnen also mit dieser Vorstufe einige wichtige Eigenschaften und
Hintergriinde des allgemeinen Falles der Multiplikation von Dezimalzahlen leichter erklart werden.

Diese Moglichkeit sollte demnach auch genutzt werden.

3.1.6 Die Multiplikation zweier Dezimalzahlen und mogliche Zugange

Mithilfe des bereits Gelernten kann anschliefend der allgemeine Fall der Multiplikation von
Dezimalzahlen eingefiihrt werden. In den 6sterreichischen Schulbiichern ist diese Uberleitung sehr
divers gewahlt und es fehlt nach meinem Eindruck des Ofteren an Tiefe und genaueren Ausfiihrungen.
Man fokussiert hier viel eher die méglichst rasche und direkte Uberleitung zur Kommaregel mit der die
spater folgenden Aufgaben gel6st werden sollen. Einige Erkldrungen beziehungsweise auch eine
Hinleitung zu dieser Regel sind zwar meist in einer gewissen Form vorhanden, aber meiner Auffassung
nach hatte an einigen Stellen diesem wichtigen Aspekt mehr Beachtung geschenkt werden kénnen

(genauere Informationen sind im Kapitel Schulbicher zu finden).

Auch hier gibt es natirlich abermals mehrere Optionen, welche als Zugange gewahlt werden kénnen.

Einige sollen hier auch angefiihrt werden. Egal welcher Zugang schlussendlich gewahlt wird, es

183 padberg, 2012, 215
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empfiehlt sich immer, auch die Uberschlagsrechnung zu thematisieren, damit die Dimension des

Ergebnisses liberprift werden kann.

3.1.6.1 Rlickfihrung auf die Multiplikation nattirlicher Zahlen

Die erste Moglichkeit beginnt mit einem Schritt zurlick, zu bereits bekannten Tatsachen. Durch eine
Multiplikation mit einer Zehnerpotenz kann eine der Dezimalzahl in der Rechnung in eine natirliche
Zahl umgewandelt werden'®. Diese Art der Multiplikation sollte den Schilern und Schiilerinnen
bereits bekannt sein und ist damit auch problemlos durchfiihrbar. Anschliefend wird das Ergebnis
durch dieselbe Zehnerpotenz dividiert, um auf das richtige Gesamtergebnis zu kommen. Um moglichen
Fehlerquellen vorzubeugen, ist es nach meinem Ermessen empfehlenswert zu betonen, warum diese
Schritte moglich sind (Assoziativ-Gesetz). Anhand eines Beispiels wiirde die Vorgehensweise wie folgt

aussehen:

6,72-1,6
Es wird stattdessen gerechnet: 6,72-1,6-10 =6,72-16 = 107,52
Flr das Endergebnis muss durch 10 dividiert werden: 107,52: 10 = 10,752

Zu diesem Zeitpunkt kann schon auf die Kommaregel hingewiesen werden. Fir meine Begriffe ist
jedoch ein einzelnes Musterbeispiel noch nicht genug, um auf die Allgemeinheit zu schlieRen.
Weiterfiihrend kdnnen noch weitere Aufgaben gel6st werden, bei denen beide Dezimalzahlen in
natlrliche Zahlen umgewandelt werden, um den Hintergrundgedanken dieser Vorgehensweise zu
betonen. Durch die genauere Betrachtung der benutzten Zehnerpotenzen kann dann recht
anschaulich die Kommaregel motiviert werden. Nach mehreren Beispielen sollte klar sein, dass durch
die Multiplikation zu Beginn immer so viele ,,Kommastellen weggenommen werden”, wie spater durch
die Division auch wieder , dazu kommen“. Folglich reicht es bei den Rechenaufgaben, das Komma
vorerst zu ,ignorieren”, da die Anzahl der Kommastellen im Ergebnis gleich sein muss, wie die der

beiden Faktoren insgesamt.

3.1.6.2 Gréfsen

Interessanterweise werden in den untersuchten 6sterreichischen Schulbiichern oft Beispiele mit
diversen GroRen (Geldbetrage, Gewicht, Entfernungen, ...) angefiihrt, um daran die Multiplikation von
Dezimalzahlen zu erklaren®. Es wird jedoch nicht das Konzept verwendet wie es Padberg vorstellt!®,

da die benutzten GréRen scheinbar nur als Realitatsbezug dienen.

184 padberg, 2012, 214
185 vgl. beispielsweise Reichel et. al., 2011, 122 bzw. Salzger et. al., 2014, 101 bzw. Boxhofer et. al., 2006, 168
186 padberg, 2012, 214f
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Padberg schlagt die Berechnung einer Rechtecks-Flache als anschauliches Musterbeispiel vor. Wenn
die beiden Seitenldngen Dezimalzahlen sind, so lauft es auf die gewiinschte Multiplikation hinaus.
Diese konnte beispielsweise 6,4m - 3,7m lauten. Sind die angegebenen Malde in Metern gegeben so
bietet es sich an, die beiden GrofRen in Dezimeter umzuwandeln. Die neue Rechnung, deren Ergebnis
berechnet werden kann, da nur noch naturliche Zahlen vorkommen, lautet dann 64 dm-37 dm =
2368 dm?. Durch eine Umwandlung auf Quadratmeter erhilt man das richtige Ergebnis 23,68 m?,
vorausgesetzt, die Umwandlung von FlachengréBen wurde bereits behandelt. Diese ist auch
gleichzeitig eine Schwache dieses Zuganges, da die Umwandlung von mehrdimensionalen GrofRen

Schilern und Schilerinnen oft schwerfallt und somit ein Hindernis darstellen konnte.

Im Grunde genommen ist die eben vorgefiihrte Erklarung dquivalent zum ersten Zugang bei dem die
Rickfihrung auf natirliche Zahlen benutzt wurde. Der wesentliche Unterschied ist die Begriindung
daftir, warum diese Vorgehensweise moglich ist. Die Hinfiihrung auf die Kommaregel kann hier also
gleichermalien erfolgen, wie bereits erwahnt. Fir wichtig halte ich abermals, dass genauer darauf
eingegangen wird, wieso in diesem Zusammenhang vorerst das Komma ignoriert und spater erst

wiedereingesetzt werden darf.

Die in den Schulblichern oft verwendeten Preisberechnungen eignen sich meiner Meinung nach
weniger gut daflir, die Kommaregel herzuleiten und zu erklaren. Das liegt daran, dass hierbei
gemischte GroRen verwendet werden (also beispielsweise Kilogramm und Euro beziehungsweise Liter
und Euro oder dhnliches), welche fiir Schiiler und Schiilerinnen noch unbekannt sind'®’. Des Weiteren
kann es in diesem Zusammenhang leicht vorkommen, dass Bruchteile von Cent-Betragen auftreten,

was im Allgemeinen wenig Sinn macht!eé,

3.1.7 Haufig auftretende Fehler und Problembereiche

Im Kapitel zur Multiplikation von natiirlichen Zahlen wurden bereits viele Fehler behandelt, die mit der
Operation der Multiplikation an sich zusammenhangen. Im folgend Abschnitt soll nur auf die Fehler
eingegangen werden, die durch die Multiplikation mit Dezimalzahlen entstehen. Eine fehlerhafte
Anwendung des Multiplikationsalgorithmus spielt dabei also keine Rolle, sofern diese auch bei der

Multiplikation von natlirlichen Zahlen aufgetreten ware.

Es folgt an dieser Stelle eine Betrachtung der am haufigsten auftretenden Fehler und Problembereiche.
Dafur wurden diverse Quellen untersucht und diejenigen Aspekte ausgewahlt, die am bedeutendsten

und wichtigsten erscheinen. Es kann natdrlich nicht das gesamte Spektrum abgebildet werden, jedoch

187 postel, 1991, 11
188 Bej Reichel et. al., 2011 ist dies tatsdchlich der Fall. Siehe Kapitel 4.1.
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sollten die relevantesten Aspekte moglichst genau und verstandlich abgebildet werden. Fiir eine sehr
ausfiihrliche Darstellung diverser Fehler und Probleme wird das Werk von Heckmann ,Zum
Dezimalbruchverstandnis von Schiilerinnen und Schiilern. Theoretische Analyse und empirische

Befunde.” empfohlen?®,

3.1.7.1 Anhdéngen von Endnullen beim Multiplizieren mit Zehnerpotenzen

Hierbei handelt es sich um einen der wichtigsten Irrtimer in Bezug auf die Multiplikation von
Dezimalzahlen mit Zehnerpotenzen'®®. Die Hauptursache fiir Fehler dieser Art ist eindeutig ein
fehlerhafter Transfer von den natiirlichen Zahlen, da Aufgaben wie beispielsweise 23 - 10 sehr einfach
durch das Anhingen von Endnullen gelést werden kénnen. Eine solche Ubergeneralisierung ist
nattrlich nicht untblich und dementsprechend relativ leicht zu vermeiden, wenn die Lehrperson
Bescheid weiR. Gezielte Hinweise gleich bei der Einfiihrung sollten in vielen Fallen genligen, um dem

Fehler vorzubeugen.

Der Fehler entsteht bei Aufgaben wie zum Beispiel 7,3 - 10. Als Ergebnis wird 7,30 oder, wenn bekannt
ist, dass die Endnullen weggelassen werden kénnen, 7,3 notiert®!. Die schwierigsten Aufgaben dieser
Art sind jene, die eine Uberschreitung des Kommas erfordern, wie zum Beispiel 0,63 - 1000. Hier
missen namlich beide Regeln (Kommaverschiebung und Endnullen anhdngen) aus zwei Kapiteln

bekannt sein und richtig kombiniert werden, um zum richtigen Ergebnis 630 zu kommen.

3.1.7.4 Grundvorstellungsumbruch

Thiemann beschreibt, dass vor allem ein wichtiger Grundvorstellungsumbruch bei der Multiplikation
von Dezimalzahlen Probleme bereitet'®2, Wird mit einer natiirlichen Zahl multipliziert (mit Ausnahme
von Null und Eins), so ist das Ergebnis stets groRer als der Multiplikand. Dies andert sich, wenn mit
einer Dezimalzahl zwischen Null und Eins multipliziert wird und kann somit zu einer Fehlvorstellung
bei Schiilern und Schiilerinnen werden. Es handelt sich also abermals um eine Ubergeneralisierung aus

dem Bereich der natirlichen Zahlen®?

. Mogliche Ausloser der Vorstellung sind beispielsweise bei der
Auffassung der Multiplikation als wiederholte Addition (auch bei der Addition natlrlicher Zahlen wird

das Ergebnis immer groRer) oder beim taglichen Sprachgebrauch (Vervielfachen) zu verorten.

Da dieser spezielle Fall (Multiplikation mit einer Zahl zwischen Null und Eins) eventuell nicht besonders
haufig auftritt, muss darauf geachtet werden, dass Schiiler und Schilerinnen damit konfrontiert

werden, um genau dieser Fehlvorstellung entgegen wirken zu kdnnen. Besonders bietet sich dafiir die

18 Heckmann, 2006a

1%0 Heckmann, 2006a, 178
11 padberg, 2012, 217

192 Thiemann, 2004a, 1

193 Heckmann, 2006a, 134
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Multiplikation mit 0,1, 0,01, 0,001 und so weiter an. Abgesehen davon, dass Aufgaben dieser Art rein

194

rechnerisch sehr einfach sind und somit die Kommasetzung schulen™*, wird in diesem Zusammenhang

schnell klar, dass die Multiplikation sehr wohl verkleinern kann.

Bemerkenswert ist, dass sich diese Fehlvorstellung teilweise sehr lange in den Képfen halt und sogar

noch Lehramtsstudierenden Schwierigkeiten bereiten kann®,

3.1.7.5 Die KT-Vorstellung

Hierbei handelt es sich um die sogenannte Komma-Trennt-Vorstellung, welche schon im Kapitel der
Grundlagen vorgestellt wurde. Sie tritt auf wenn Schiiler oder Schiilerinnen das Komma von
Dezimalzahlen als Trennmarke zwischen zwei natiirlichen Zahlen betrachten und diese in weiterer
Folge dann auch so behandeln. Bei der Multiplikation duf3ert sich das, indem die Zahl vor dem Komma
und die Zahl hinter dem Komma getrennt multipliziert werden. Padberg betont in diesem

Zusammenhang, dass diese Art von Fehler bei der Bruchrechnung (es handelt sich um einen sehr

dhnlichen Fehler der Form n-%z%) sehr haufig vorkommt, wohingegen sie bei der

Dezimalzahlrechnung nur sehr selten systematisch und in wenigen Fallen als Fllchtigkeitsfehler

gemacht werden®®®,

AnschlieBend sollen einige Beispiele mit falschem Ergebnis gezeigt werden, die durch den KT-Fehler
entstehen. Dabei ist zu beachten, dass vor allem der Aufgabentyp ,, Dezimalzahl mal natirliche Zahl”
von dieser Fehlerart betroffen ist. Bei dem Spezialfall ,,Dezimalzahl mal Zehnerpotenz” handelt es sich
hierbei sogar um die hiufigste Fehlerursache!¥. Bei anderen Arten von Rechnungen bietet sich die
Vorgehensweise grundsatzlich nicht im selben AusmaR an, da die Logik dahinter nicht llckenlos

verfolgt werden kann.
Beispiele fir die KT-Strategie bei der Multiplikation:

58-10 = 50,80 Der Fehler kann schon bei der Multiplikation mit Zehnerpotenzen haufig

auftreten und ist hier besonders leicht zu identifizieren.
4-0,8=0,32 Gerechnet wird zwar richtig, nur das Blindeln bereitet Probleme.

7,36 =42,18

194 padberg, 1991b, 61

195 Thiemann, 2004a, 4 — Natdirlich sind bei den untersuchten Studenten und Studentinnen die Hiufigkeiten der
Fehler weitaus geringer und durch andere Arten von Aufgaben begriindet. Dennoch ist die Tatsache, dass die
Fehlvorstellung Gberhaupt noch auftritt sehr interessant.

1% padberg, 2012, 217

197 Heckmann, 2006a, 177
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Heckmann machte im Zusammenhang mit dem KT-Fehler die erstaunliche Beobachtung, dass diese in
unterschiedlicher Haufigkeit auftreten, wenn verschiedene Sachkontexte bearbeitet werden®®. So
zeigten Aufgaben mit Geldwerten einen deutlich geringeren Anteil an Fehlern dieser Art, als
beispielsweise solche mit Langen- oder Gewichtsmalien. Der Grund liegt sehr wahrscheinlich bei der

groflSen Alltagserfahrung.

Werden zwei Dezimalzahlen miteinander multipliziert, so wird, wie bereits erwahnt, die Deutung
dieses speziellen Fehlers schwieriger, da die Strategie nicht mehr eindeutig zu verfolgen ist. Das
begriindet in diesem Fall auch die stark schwankende Haufigkeit, je nach Art der Aufgabe. Rechnungen
wie beispielsweise 3,2 - 2,4 oder 15,2 - 3,24 werden sehr selten mit der KT-Strategie gelost!®. Andere
Beispiele, wie 0,2 - 0,3 oder 0,8 - 0,11 provozieren viel eher ihre Verwendung. Das riihrt vermutlich
daher, dass die Aufgaben leicht im Kopf gelost werden kdénnen und damit nicht auf den
Multiplikationsalgorithmus zurickgegriffen wird. Heckmann schreibt deswegen dieser Art von

200 obwohl die Aufgaben scheinbar relativ

Aufgaben die hochste Fehlerquote des allgemeinen Falls zu
einfach sind. Auch Wearne und Hiebert kamen in ihrer in Amerika durchgefiihrten Studie zu dem
Schluss, dass genau diese Aufgaben am schwierigsten waren, da hier die Anwendung der Kommaregel

am anspruchsvollsten ist?,

3.1.7.6 Fehlerhafter Transfer von Addition und Subtraktion

Bei dieser Fehler-Strategie wird eine Regel von der Addition und Subtraktion libernommen und auf die
Multiplikation Gbertragen®®?. Diese besagt, dass das Ergebnis so viele Kommastellen hat, wie die Zahl
mit den meisten Dezimalstellen. Gerade bei einem Sonderfall (Multiplikation mit 0,1, 0,01 bzw. 0,001)
scheint diese Fehlvorstellung sehr viele falsche Ergebnisse zu provozieren. Somit sehen Aufgaben, die

nach dieser Strategie geldst werden in etwa folgendermalien aus:
04-01=0,4 Dieser Fehler kann allerdings auch als KT-Fehler interpretiert werden.
53-0,01 =0,53

6,2-0,001 = 0,062

198 Ehd.
199 padberg, 2012, 219
200 Heckmann, 2006a, 183
201 \Wearne/Hiebert, 1986, 81
202 padberg, 1991b, 61
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Bei diesen Aufgaben ist besonders auffallend, dass sie rein rechnerisch sehr einfach sind
(Multiplikation mit 1). Damit ist die Regel zur Setzung des Kommas entscheidend fiir die richtige Lésung
und somit vermutlich auch das mafligebliche Problem. So wie beim KT-Fehler ist also der Verzicht auf

den Algorithmus ausschlaggebend.

Im allgemeinen Fall der Multiplikation kann dieser Fehler natiirlich weiterhin auftreten, wobei aber
vermutlich manche Arten von Aufgaben die Fehlvorstellung haufiger provozieren als andere.
Aullerdem ist anhand einer einzelnen Aufgabe oft nicht eindeutig feststellbar um welche Art von Fehler

es sich handelt, wie schon bei dem ersten Beispiel weiter oben demonstriert wurde.

3.1.7.7 Regelkenntnis

Interessanterweise wurde in den Studien, die Padberg fir seine Ausfiihrungen verwendet auch nach
der Regelkenntnis der Schiiler und Schiilerinnen gefragt. Dabei wurde festgestellt, dass die Regel fir
die Multiplikation von Dezimalzahlen mit Zehnerpotenzen von weniger als der Hélfte der Befragten
formuliert und von fast niemandem eine konkrete Begriindung dafiir geben werden konnte?®, Auch
die Regel zum Multiplizieren zweier Dezimalzahlen bereitete im Zuge dieser Untersuchungen groRRe

Schwierigkeiten?®, Zu diesen Ergebnissen sollen an dieser Stelle ein paar Gedanken angefiihrt werden.

Nun ist es meiner Meinung nach nicht legitim den Ursprung aller Fehlerstrategien in der Tatsache zu
suchen, dass die Multiplikationsregeln nicht formuliert werden kénnen. Ich denke es ist durchaus
moglich, dass Schiiler beziehungsweise Schilerinnen den Kontext verstehen, ohne die dazugehorigen
Regeln zum Ausdruck bringen zu kénnen. Man darf nicht vergessen, dass es sich groBteils um elf- bis
dreizehnjahrige Jugendliche handelt, deren mathematisches Vokabular wohl alles andere als
ausgereift ist. Dennoch kann hier ein gewisses Problem verortet werden, da ein klares und
strukturiertes Reglement sicherlich hilfreich ist, wenn es um die oben angefiihrten Rechenaufgaben
(und natdrlich auch andere) geht. Es ist also natirlich in gewisser Weise erschreckend, dass so wenige
Schiiller und Schiilerinnen die Multiplikationsregeln formulieren kénnen, jedoch haben die
Fehlerstrategien sicherlich auch andere Urspriinge. Es ist namlich auch durchaus moglich, eine Regel
formulieren zu kénnen und trotzdem nicht zu verstehen, was damit anzufangen ist. Deswegen ist in
meinen Augen das Verstandnis der Hintergriinde noch viel wichtiger, als eine ,Verhaltensvorschrift”
zu kennen. Nichts desto trotz stellen die angefiihrte Tatsachen ein Problem dar, welches den Umgang

mit Dezimalzahlen jedenfalls erschwert.

203 padberg, 2012, 219
204 Epd. Bzw. Padberg, 1991b, 62
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3.1.8 Konsequenzen und Vorschlage fir den Unterricht

Aus den oben genannten wichtigsten Problembereichen im Stoffgebiet der Multiplikation von
Dezimalzahlen lassen sich einige Schlussfolgerungen fiir den Unterricht ziehen, die auch immer wieder

in verschiedenen Quellen betont werden.

Zu Beginn mochte ich auf die Vorschlage von Hefendehl-Hebeker und Prediger eingehen, die in einem
interessanten Artikel Giber Zahlenbereichserweiterungen zu finden sind?%. Obwohl es hier nicht um
Dezimalzahlen oder die Multiplikation im Speziellen geht, sind die Anregungen meiner Ansicht nach
sehr passend und gut auf das behandelte Thema anwendbar. Dementsprechend werden dhnliche

(oder sogar dieselben) Beobachtungen auch fiir die Division von Dezimalzahlen gelten.

Die erste Feststellung dreht sich um Formeln (oder in unserem Fall Regeln), denen zurecht eine grofRe
Wichtigkeit in der Mathematik zugeschrieben wird. Gleichzeitig muss jedoch klar sein, dass diese aus
einer ,verstandnisvollen ErschlieBung folgen missen”. Auch Padberg stimmt in dieser Hinsicht mit
Hefendehl-Hebeker und Prediger iberein und betont, dass Begriindungen von Regeln sehr wichtig sind

und nicht vernachléssigt werden diirfen?°.

Das inhaltliche Verstandnis stellt also eine duBerst wichtige Komponente dar, welche mit einer guten
Erklarung viel eher erlangt und gesichert werden kann. Das bedeutet fiir den Unterricht, sich in dieser
Phase genug Zeit zu nehmen und nicht lGberhastet den nachsten Schritt zu setzen. Heckmann verortet
in diesem Zusammenhang ebenfalls das Problem, dass die Einfilhrung der Dezimalbriiche oft viel zu
knapp erfolgt®®. Hierbei ist also vor allem ein gewisses Bewusstsein der Lehrperson von Bedeutung,

da die Thematik oft schwieriger ist, als sie selbst fiir eine erfahrene Lehrkraft vielleicht erscheinen mag.

Beim betrachteten Thema im Speziellen ist es natirlich wichtig, schon bei den ,Vorstufen” (also
Dezimalzahlen und Multiplizieren im Allgemeinen) viel Wert auf dieses Verstandnis zu legen, da viele

Fehlvorstellungen dort ihren Ursprung haben und anschliefend mitgetragen werden.

Der nichste Vorschlag lautet, ,Zahlen und Zahlenoperationen vielfiltig [zu] deuten“?%.Im
Zusammenhang mit der Multiplikation von Dezimalzahlen bedeutet das, dass die vielfdltigen Zugange
die bereits vorgestellt wurden auch genutzt werden, also sich und die Schiiler und Schiilerinnen nicht
nur auf einen zu beschranken. Dadurch wird gewahrleistet, dass sehr viele Aspekte und Eigenschaften
auftreten, welche ein gutes Fundament fiir die das Zahlen- und Operationsverstandnis bedeuten

konnen.

205 Hefendehl-Hebeker/Prediger, 2006, 5 ff.
206 padberg, 2012, 242
207 Heckmann, 2006a, 555ff
208 Hefendehl-Hebeker/Prediger, 2006, 6
94



Zuletzt wird noch betont, dass Lernhiirden explizit angesprochen werden sollten, was meiner
Auffassung nach sehr sinnvoll ist. Das kann natdirlich auch sehr subtil geschehen, ohne die kommenden
Aufgaben als , besonders schwer” oder ,wichtig” anzukiindigen. Im Grunde geht es dabei um eine
ausgewogene Wahl der Beispiele, sodass samtliche Sonderfille erklart und eventuelle
Fehlvorstellungen aufgedeckt werden kénnen. Des Weiteren ist es dabei fiir Lehrkrafte bestimmt von
Vorteil, Giber die diversen Auspragungen haufiger Fehlerarten Bescheid zu wissen, um diesen

vorzubeugen oder sie zumindest erkennen zu kdnnen.

Auch Thiemann spricht sich im Zusammenhang mit Fehlvorstellungen fiir ein explizites Ansprechen der
Problematiken aus?®. Des Weiteren betont sie, dass eine Aufgabe nicht nach der Feststellung des
Ergebnisses enden sollte, sondern erst nach einer Reflexion. Dies ist sicherlich nicht nur bei der von ihr
behandelten MG-Vorstellung?® der Fall, sondern auch bei anderen Problemfillen. So sollte es
beispielsweise jedenfalls auffallen, wenn die Dimension des Ergebnisses nicht den Erwartungen

entspricht.

Dabei sind auch Uberschlagsrechnungen von groRer Bedeutung, wie sie von Padberg vorgeschlagen
werden?!!, da einige der Fehlerstrategien zu deutlich abweichenden Lésungen fiihren. Die Anwendung
muss allerdings auch gezielt behandelt und gelibt werden. Dabei ist es wichtig zu erklaren, wie eine
solche Uberschlagsrechnung durchzufiihren ist und was es bedeuten kann, wenn die beiden
Ergebnisse voneinander abweichen. Dies kann natlrlich auch der Fall sein, wenn falsch gerundet

wurde, oder der Uberschlag nicht gut gewéahlt wurde.

Flr die Abschatzung des Ergebnisses kann es auch hilfreich sein, sich Rechenaufgaben in vertrauten
Kontexten vorzustellen?'?, Damit wird eventuell eine Vorstellung davon gewonnen, in welcher
GroRendimension das Resultat liegen sollte und kann somit dabei helfen, Fehler zu erkennen. So
koénnte ein Schiiler oder eine Schiilerin sich beispielsweise bei der Aufgabe 0,5 - 7 vorstellen sieben

Schritte von jeweils einem halben Meter Lange zu gehen, um das Ergebnis abschatzen zu kénnen.

AbschlieBend sei noch erwahnt, dass vor allem Heckmann in diversen Publikationen immer wieder
betont wie wichtig ein grundlegendes Stellenwertverstandnis der Schiiler und Schiilerinnen ist, um
einen moglichst problemlosen Umgang mit Dezimalzahlen zu gewéhrleisten®'3. Dies gilt vor allem

grundsatzlich fiir die Einfihrung der Dezimalzahlen, jedoch mit Sicherheit auch fur die

209 Thiemann, 2004a, 4 f.
210 MG steht fiir ,Multiplikation vergréRert stets” und beschreibt die weiter oben behandelte Fehlvorstellung,
dass das Ergebnis einer Multiplikation immer groBer ist als die Faktoren.
211 padberg, 1991b, 62 bzw. Padberg, 2012, 220/242
212 \Wearne/Hiebert, 1986, 84
213 Heckmann, 2006a, 568ff. Aber auch in anderen Publikationen sind immer wieder Aussagen zur Wichtigkeit
des Stellenwertsystems zu finden.
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Rechenoperationen, die darauf angewandt werden. Deshalb erachte ich es fiir essenziell, dass Lehrer

und Lehrerinnen von Beginn an groRen Wert auf die Behandlung von Stellenwerten legen.

3.2 Division von Dezimalzahlen

Die Behandlung der Division von Dezimalzahlen lauft in vielen Phasen sehr ahnlich ab wie die
Multiplikation und es zeigen sich bei genauere Betrachtung einige Parallelen, die im folgenden Kapitel

auch aufgezeigt werden sollen.

Fir die Motivation der Division zu Beginn gibt es mehrere verschiedene Zugange, wobei interessant
ist, dass auch hier einige gewohnte Vorstellungen obsolet werden, da sie nicht mehr auf Dezimalzahlen
anwendbar sind. Der anschliefend vorgeschlagene Ablauf verlauft abermals von einfacheren
Sonderfallen bis hin zu den schwierigeren allgemeinen Féllen. Dabei tritt jedoch eine Neuerung auf, da
es bei der Division einen Fall gibt, bei dem die Rechnungen keine Dezimalzahlen enthalten, dafiir aber

der Quotient.

Es wird wieder davon ausgegangen, dass die Rechenoperation der Division bereits bekannt ist und
diese nun auf den Zahlenbereich der Dezimalzahlen erweitert werden soll. Dabei ist es klar, dass der
sehr schwierige Divisionsalgorithmus alleine schon viele Fehler verursachen kann. Im folgenden
Abschnitt soll jedoch besonders auf die Fehler eingegangen werden, die durch den Zusammenhang
mit den Dezimalzahlen auftreten und somit neu sind. Im Grunde verandert sich der Algorithmus bis

auf die Kommasetzung im Ergebnis namlich nicht, es ist jedoch eine gewisse Vorbereitung notwendig.

Zum Abschluss sollen abermals Empfehlungen beziehungsweise Vorschlage fiir den Unterricht folgen,
um eine moglichst gelungene Vermittlung der Inhalte zu ermoglichen, indem etwaigen

Fehlvorstellungen gegengesteuert oder vorgebeugt werden kann.

3.2.1 Unterschiede zur Division von natUlrlichen Zahlen

Der erste groRBe Unterschied zur Division im Setting der natlrlichen Zahlen ist, wie bei der
Multiplikation, die Setzung des Kommas im Ergebnis. Dies war zuvor nicht notwendig, da mit Rest

gerechnet wurde.

In meinen Augen lasst sich genau dieser Punkt jedoch sehr gut motivierten. Dazu muss vorerst nicht
einmal der Zahlenbereich der natiirlichen Zahlen verlassen werden. Betrachtet man beispielsweise die
Rechnung 6: 4 so lautete das Ergebnis bis zu diesem Zeitpunkt 1 und 2 Rest. Dies stellt jedoch kein

zufriedenstellendes Ergebnis dar, da immer noch ein Rest bleibt. Uber dieses Problem kann
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anschlieRend leicht gezeigt werden, dass die Division einfach iber das Komma des Dividenden hinaus
fortgefluhrt werden kann, wenn eine Null erganzt wird. Hierbei empfiehlt es sich meiner Einschatzung
nach zu wiederholen, warum dies moglich ist. Man schreibt also 6,0: 4 und rechnet weiter. Statt die 2
als Rest zu interpretieren, wird sie mit der Null nach dem Komma auf 20 Zehntel geblindelt. Das
bedeutet, dass im Quotienten nun auch das Komma Uberschritten werden muss, da es sich um einen
entsprechenden Stellenwert handelt. Da 20: 4 = 5 ergibt miissen also im Ergebnis 5 Zehntel notiert
werden, was bedeutet, dass nach dem Komma eine 5 aufgeschrieben wird. Man erhélt also das
Ergebnis 1,5 (mit O Rest). Um diese Erklarung nachvollziehen zu kénnen, miissen natirlich das
erweiterte Stellenwertsystem und die Grundlagen der Dezimalzahlen gut beherrscht werden. Dennoch
glaube ich, dass mit einem Beispiel dieser Art ein guter Einstieg gelingen kénnte. Erweiternd ware es
bestimmt auch hilfreich fiur Schiiler und Schiilerinnen dieselbe oder eine dhnliche Aufgabe mit einer

Stellenwert-Tabelle durchzuarbeiten.

Die zweite groRere Umstellung ist, dass die folgenden Aufgaben zum Teil bereits vor der Division
manipuliert werden missen. Die Multiplikation des Dividenden und des Divisors mit Zehnerpotenzen
kann zwar duRerst hilfreich sein, birgt aber auch einige Gefahren fiir Missverstandnisse flr Schiiler und
Schilerinnen. Diese treten nach meinem Eindruck besonders dann auf, wenn nicht verstanden wird,
welche Eigenschaft der Division diese Manipulation Uberhaupt erlaubt. Die Tatsache, dass in
Osterreich die Briiche in der Regel erst nach den Dezimalzahlen behandelt werden, macht dieses
Problem nur schwieriger, da der Aspekt ansonsten mithilfe des Erweiterns sehr einfach erklart werden

kénnte.

3.2.2 Zur Behandlung der Division von Dezimalzahlen im Unterricht

Auch im Falle der Division von Dezimalzahlen gibt es in den untersuchten Osterreichischen
Schulbiichern auffallende Uberschneidungen, die hier vermerkt werden sollen. Da diese in einigen
oder allen Blichern auftreten, kann daraus eine gewisse Tendenz geschlossen werden, wie in
Osterreich bei diesem Thema vorgegangen wird. Wie schon bei der Multiplikation ist natiirlich auch in
diesem Fall klar, dass der Unterricht von Klasse zu Klasse unterschiedlich aussieht, jedoch geht es hier
in erster Linie darum, eine Art Leitfaden zu erkennen, der von den Schulbiichern vorgeschlagen wird.
Es wird im Regelfall groSteils mit den Aufgaben aus dem Buch gearbeitet. Folgende Aspekte finden

sich in den meisten (oder allen) Schulbiichern wieder:

e Die Einfihrung der Thematik beginnt immer mit der Division einer Dezimalzahl durch eine

nattrliche Zahl.
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e Wenn ein Textbeispiel die Theorie unterstiitzt, dann handelt es sich um eine Situation in der
eingekauft beziehungsweise bezahlt wird und der Eurobetrag aufgeteilt werden muss.

o Die Division durch Zehnerpotenzen wird (mit einer Ausnahme) erwahnt und es wird daraus
eine Kommaverschiebungsregel abgeleitet.

e In den meisten Aufgaben und Musteraufgaben ist der Divisor kleiner als der Dividend. Nur in
einem Lehrbuch wird dieser Fall genauer erklart und es wird naher darauf eingegangen.

e Wie schon bei der Multiplikation, wird auch bei der Division des Ofteren auf eine
Uberschlagsrechnung zuriickgegriffen, um das Ergebnis einzuschatzen.

e Bei der Division einer Dezimalzahl durch eine natiirliche Zahl wird ein sehr direkter Ansatz
benutzt. Es wird darauf verzichtet, eine Erklarung beziehungsweise einen erlduternden Zugang
zur Verfligung zu stellen. Die Anweisung lautet in den meisten Fallen, bis zum Komma im
Dividenden zu rechnen, dann das Komma im Quotienten zu setzten und anschlieBend bis zum
Schluss weiterzurechnen®',

e Die Division zweier Dezimalzahlen wird auf sehr unterschiedliche Weisen eingefiihrt und
erklart. Hier lasst sich keine einheitliche Linie erkennen. Es lauft aber natlrlich immer darauf

hinaus, den Divisor ganzzahlig zu machen.

Interessant ist meiner Ansicht nach, dass in zwei Fallen ein Beispiel mit GroRRen (Geld beziehungsweise
LangenmaRe) benutzt wird, um die Division von zwei Dezimalzahlen zu zeigen. Trotzdem wird die
Kommaverschiebung nicht mithilfe der Umwandlung in kleinere Einheiten erklart, oder auch nur
erwdhnt, dass diese so interpretiert werden konnte. Warum dies verabsdaumt wurde, ist mir
unverstandlich, da hier hilfreiche Zusammenhange ungenutzt bleiben, obwohl diese wohl eine positive

Auswirkung auf das Verstandnis von Schiilern und Schilerinnen hatten.

3.2.3 Division einer Dezimalzahl durch eine Zehnerpotenz und

mogliche Zugange

In den betrachteten Schulbilichern wird dieser Fall als Spezialfall der Division durch natiirliche Zahlen
abgehandelt. Meiner Meinung nach kdnnte er jedoch durchaus auch genutzt werden, um die Division
von Dezimalzahlen zu motivieren beziehungsweise einzufiihren und erst spater die Division durch
natirliche Zahlen zu betrachten. Der Vorteil dabei liegt laut meiner Einschatzung darin, dass die

Vorgehensweise anhand von sehr einfachen Beispielen gezeigt werden kann. Des Weiteren wird damit

214 Die exakten Formulierungen finden sich in den jeweiligen Schulbiichern und variieren natiirlich in den
verschiede denen Fallen. Die Grundaussage bleibt aber im Allgemeinen tatsachlich sehr vage.
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gleichzeitig die Kommaverschiebungsregel von den natiirlichen Zahlen Gbernommen und es kénnen

gleich zu Beginn wichtige Parallelen gezogen werden.

Der Zugang zur Division von Dezimalzahlen durch Zehnerpotenzen kann analog zur Multiplikation auf

zwei Arten geschehen?,

3.2.3.1 Zugang liber Stellenwerttafeln

Auch hier ist wieder die Kenntnis der erweiterten Stellenwerttafel gefragt, wenn dieser Ansatz gewahlt
werden sollte. In diesem Fall gestaltet sich die Bilindelung der einzelnen Stellenwerte etwas
schwieriger, da ,in die andere Richtung” vorgegangen werden muss. Zu Veranschaulichung wird ein

einfaches Beispiel gewahlt?'®: 8,35:10 =

Man stellt fest, dass der Dividend aus den folgenden Stellenwerten besteht; 8 Einer, 3 Zehntel und 5
Hundertstel. Durch eine schrittweise Entbiindelung werden daraus 80 Zehntel, 30 Hundertstel und 50
Tausendstel. Damit ist aber klar (aufgrund der Rechenregeln fiir die Division von natirlichen Zahlen
durch Zehnerpotenzen), dass nach der Rechnung noch 8 Zehntel, 3 Hundertstel und 5 Tausendstel

vorhanden sind. Das Ergebnis lautet also 0,835.

Veranschaulicht, anhand einer Tabelle, sieht der Vorgang wie folgt aus:

Zehner Einer Zehntel Hundertstel Tausendstel
8 3 5
0 80 30 50 :10
0 8 3 5

Das gleiche Procedere lasst sich natirlich auch fir gréRBere Zehnerpotenzen wiederholen. Somit kann
anschlieRend die Kommaverschiebungsregel fiir die Division hergeleitet werden. Fiir diesen Prozess ist
es laut meinem Empfinden wichtig auch Divisionen der Art 6,89: 100 zu behandeln, bei denen Nullen
vor der Zahl erganzt werden missen um das Komma richtig setzen zu kénnen. Dabei handelt es sich
um den wohl schwierigsten Fall, wenn es um Division von Zehnerpotenzen geht (der ja ansonsten recht

einfach ist).

3.2.3.2 Zugang Uber Gréfsen

Die Idee dieses Zuganges ist genau die gleiche, wie bei der Einfihrung der Multiplikation von

Dezimalzahlen mit Zehnerpotenzen. Dieser Zugang bietet auch eine gute Moglichkeit, die

215 padberg, 2012, 220f
218 |n Anlehnung an Padberg, 2012, 223
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27 Man wandelt die gegebene GroReneinheit in eine

Kommaverschiebungsregel zu motivieren
kleinere um, damit anschlieRend im bereits bekannten Setting der natiirlichen Zahlen gearbeitet
werden kann. Um schlieRlich das Ergebnis interpretieren zu kdénnen wird abschlieBend in die
urspriingliche Einheit zuriick umgeformt. Diese Vorgehensweise soll anhand eines Beispiels illustriert

werden.

Eine Strecke von 14,7 Kilometern soll in zehn gleich groRe Stlicke geteilt werden. Es muss also
14,7 km : 10 gerechnet werden. Man weiR, dass 14,7 Kilometer derselben Strecke entsprechen, wie
14700 Meter. Die passende Rechnung ware also 14700: 10 = 1470, was aufgrund der Rechenregeln
der natiirlichen Zahlen bereits bekannt ist. AnschlieRend wird nochmals umgeformt um zum Ergebnis

1,47 Kilometer zu kommen.

Auch die andere Variation, welche bei der Multiplikation verwendet wurde ist hier anwendbar, jedoch

in meinen Augen im Allgemeinen etwas schwieriger. Die Abfolge wiirde dann wie folgt aussehen:

14,7 Kilometer entsprechen 14 Kilometern und 700 Metern. Dividiert man durch 10 so erhédlt man 1,4
Kilometer (also 1 Kilometer und 400 Meter) beziehungsweise 70 Meter. Insgesamt erhdlt man also

1,47 Kilometer.

Nach einigen Variationen dieser Vorgehensweise (es bieten sich diverse Einheiten, Zehnerpotenzen
und Umformungsschritte an) kann auch in diesem Fall recht bald auf die allgemeine

Kommaverschiebungsregel geschlossen werden.

3.2.4 Division einer Dezimalzahl durch eine natirliche Zahl und

mogliche Zugdnge

Im nachsten Schritt geht es darum, die Division einer Dezimalzahl durch eine natiirliche Zahl zu
vermitteln, um die Grundlage fiir den allgemeinen Fall zu setzen. Fiir diesen fehlt dann nur noch ein

relativ simpler Schritt, da das Prinzip der Vorgehensweise bei der eigentlichen Rechnung gleichbleibt.

Um das Konzept moglichst klar und verstandlich zu vermitteln, bieten sich erneut diverse Zugange an,
die nun kurz vorgestellt werden sollen. Bei Padberg werden abermals Zehnerbriiche fir diesen
Vorgang vorgeschlagen?®, was natiirlich nur moglich ist, wenn die Briiche im Unterricht bereits
behandelt wurden. Im Allgemeinen ist das in Osterreich nicht der Fall, weswegen diese Methode

folglich nicht zur Verfligung steht.

217 padberg, 2012, 226
218 padberg, 2012, 221
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3.2.4.1 Zugang Uber Stellenwerttafel

Eine Erlauterung Uber die Stellenwerttafel bietet den grofRen Vorteil, dass der mathematische
Hintergrund des Divisionskalkils in den einzelnen Arbeitsschritten gut veranschaulicht wird. Der
offensichtliche Nachteil ist, dass die Vorgehensweise viel Zeit kostet und vermutlich fir manche
Schiller und Schillerinnen nicht einfach zu verstehen ist. Anhand eines Beispiels soll gezeigt werden,
was bei der Division passiert und die Arbeitsschritte sollen auf die einzelnen Details heruntergebrochen
werden. Das Ziel ist zu zeigen, dass nur wenige Modifikationen im Vergleich zu Division natlrlicher
Zahlen notwendig sind?'°. Damit kann zum Schluss gefolgert werden mit welchen Anpassungen das
bereits bekannte Standardverfahren Gbernommen werden kann. Dieser Zugang ist natirlich leichter

und auch besonders zu empfehlen, wenn er auch schon bei den natirlichen Zahlen gewahlt wurde.

Betrachtet man die Rechnung 46,72: 6 so lasst sich folgender Raster aufstellen mit dessen Hilfe die

Vorgehensweise besser verstandlich gemacht werden soll:

Z|E|,|z |h E |,z |h
4 16 |,|7 (4 |:6= |7 |,|7 |9
-4 ]2
4| |7
-4 |2
5 14
5 |4
0 |R

Der erste Schritt sollte bereits vom Standardverfahren der Division bekannt sein, weswegen an dieser
Stelle der zweite, gelb markierte Schritt genauer erklart werden soll??°. Von der vorherigen Teildivision
sind 4 Rest geblieben. Dabei handelt es sich um Einer, wie anhand der Spalte zu erkennen ist. Flr den
nachsten Schritt muss die 7 herabgeholt werden, wobei es sich um Zehntel handelt. Durch eine
Entblindelung des Restes erhdlt man also insgesamt 47 Zehntel. Die nachste Teildivision wird als
Ergebnis also ebenfalls den Stellenwert Zehntel haben. Das bedeutet es muss ein Komma gesetzt
werden bevor der Teilquotient notiert wird. Nun wird wie gewohnt dividiert und anschliefend das
Teilergebnis (7) und der Rest (3) notiert. Fir den nachsten Schritt geht es mit Hundertstel genau so
weiter, bis schlielich der Rest 0 oder eine Periode auftritt (wobei in diesem Stadium das Auftreten

einer Periode vermieden werden sollte, da dieses Konzept im Allgemeinen noch nicht bekannt ist).

219 padberg, 2012, 222f
220 Angelehnt an Postel, 1991, 18
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Lasst man beim obigen Schema die Stellenwerttafel weg, so entspricht die Notation bereits dem
tiblichen Normalverfahren der Division. Die eigentliche Neuerung ist dabei das Uberschreiten des
Kommas, welche bereits im oben angefiihrten Rechenschritt erwahnt wurde. Wie zu sehen ist, kann
mit den Stellenwerten sehr genau argumentiert werden, wann und warum das Komma im Ergebnis

gesetzt werden muss. Darauf ist also bei der Einflihrung besonders zu achten.

3.2.4.2 Gréfien

Der Zugang Uber GroReneinheiten macht sich einmal mehr die Kommaverschiebung bei der
Umwandlung zu Nutze und ist aufgrund des Realitdtsbezuges meist auch sehr verstandlich fir Schiiler
und Schiilerinnen??!, Es wird hier zwischen zwei Aufgabentypen unterschieden, da teilweise andere

Rechenschritte und eine andere Interpretation notwendig sind.
Teilen:

Eine Aufgabe, die im Sinne des Teilens interpretiert werden kann, wiirde beispielsweise wie folgt
aussehen: Eine 41,6 Dezimeter lange Strecke soll in 8 gleich grofRe Teilstrecken geteilt werden. Wie

grol’ ist eine solche Teilstrecke?

Zur Lésung muss die Division 41,6 dm : 8 geldst werden. Vorerst wird die Dezimalzahl in eine
natdrliche Zahl umgewandelt, also 41,6 dm = 416 cm. AnschlieBend kann dividiert werden: 416 cm :
8 = 52 c¢cm = 5,2 dm. Es sollte darauf geachtet werden, dass die Division nach der Umformung der
Einheit restlos moglich ist, da sonst im Ergebnis ein Komma gesetzt werden muss, ohne dass dies
bereits behandelt wurde. Des Weiteren ware es meiner Ansicht nach sinnvoll, nach der Durchfiihrung
das Beispiel erneut zu rechnen, nur diesmal ohne die Einheiten umzuformen und mit einer genauen
Betrachtung der Kommasetzung. Da das Ergebnis bereits bekannt ist, konnen die Schiiler und
Schiilerinnen vermutlich selbst gut erahnen, was zu tun ist. Die entsprechenden Rechenschritte
bleiben dieselben wie zuvor, was den Lernenden ermdglichen sollte, sich auf das wesentliche zu
konzentrieren.

Der Nachteil bei diesem Ansatz ist, dass das Teilen als Interpretation fir den allgemeinen Fall nicht
mehr in Frage kommt (die Strecke kdnnte beispielsweise nicht in 8,2 gleich grolRe Teilstrecken geteilt

werden). Damit ist dieser spezielle Fall der letzte, bei dem diese Art der Auffassung Relevanz hat.
Messen:

Alternativ kann eine Aufgabe gewahlt werden, die (iber die Interpretation des Messens erklart werden
kann. Es wird sich zeigen, dass hier auf andere Aspekte geachtet werden muss als beim Teilen. An

dieser Stelle wird ein Beispiel gewahlt, das mit denselben Zahlen gerechnet werden kann, wie die

221 Heckmann, 2005, 84
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Aufgabe zuvor: Die Schrittlange einer Person betragt 8 Dezimeter. Wie viele Schritte muss diese Person

gehen, um eine 41,6 Dezimeter lange Strecke zurlickzulegen?

Die zu l6sende Division lautet also abermals 41,6 dm : 8 dm mit dem Unterschied, dass diesmal auch
der Divisor eine Einheit besitzt. Zum Losen der Aufgabe wird abermals in Zentimeter umgeformt. Somit
lautet die Division nun 416 cm : 80 cm. Hier zeichnet sich schon die Problematik ab, die diese Art von
Aufgaben mit sich bringen. Es kommt in der Rechnung zwar keine Kommazahl mehr vor, jedoch ist die
Aufgabe nicht restlos l6sbar (dies ist aufgrund der mathematischen Gegebenheiten bei einer solchen
Aufgabe im Allgemeinen nicht moglich), weswegen fir die richtige Losung auf den Zugang
zuriickgegriffen werden muss, der zu Beginn des Kapitels erldutert wurde (siehe Kapitel 3.2.1). In
diesem Setting muss aber flr die Erklarung statt auf Stellenwerte, auf kleinere Einheiten (in diesem

Fall Millimeter) zuriickgegriffen werden.

Im Vergleich zum Teilen kommt man bei dieser Aufgabe direkt auf das Ergebnis 5,2 (ohne das
Zwischenergebnis 52). Der Vorteil dieses Zuganges zeigt sich also darin, dass hier automatisch die
Aquivalenz der beiden Rechnungen 41,6: 8 und 416: 80 gezeigt wird. Dies ist auch die Grundlage fiir

die Vorgehensweise im allgemeinen Fall, womit hier also schon vorgegriffen werden kann.

Optimalerweise werden Aufgaben beider Arten behandelt, da es meiner Auffassung nach wichtig ist,
klar und deutlich einen Unterschied zu sehen und das Ergebnis interpretieren zu konnen. Dabei konnen

auch andere gangige Einheiten wie Euro und Cent oder Massen gewahlt werden.

3.2.5 Division zweier Dezimalzahlen und mogliche Zugénge

Zum allgemeinen Fall ist es kein grofRer Schritt mehr, wenn die vorangegangenen Kapitel erledigt sind.
Es geht also im Grunde darum, moglichst verstandlich zu machen, dass man die Aufgaben auf einen
bereits bekannten Fall (Division durch eine natirliche Zahl) zuriickfihren muss. Dafir ist das Konzept
des Erweiterns beziehungsweise die Kommaverschiebung notwendig, welche auf verschiedene Arten
erklart werden kénnen. Einmal mehr werden im Anschluss mogliche Zugdnge dargestellt, die eine

optimale Einflihrung des Themas gewahrleisten sollen.

3.2.5.1 Zugangq lUber die Kommaverschiebungsregel

Aus dem Kapitel zur Division zweier nattirlicher Zahlen sollte schon die ,, Konstanz des Quotienten“??

bekannt sein. Das bedeutet, dass der Quotient gleichbleibt, wenn Dividend und Divisor mit derselben
Zahl multipliziert werden. Somit haben also beispielsweise die Rechnungen 9:3, 18:6 und 27:9 allesamt

dasselbe Ergebnis. Kombiniert mit der Kommaverschiebungsregel der Multiplikation mit

222 per Aspekt wird im Schulbuch Das ist Mathematik von Reichel et. al., 2011 so bezeichnet
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Zehnerpotenzen liefert dies die Grundlage fiir die allgemeine Vorgehensweise bei der Division von

Dezimalzahlen.

Nimmt man ein beliebiges Beispiel, dann ist es vorerst das Ziel, die Rechnung auf eine bereits bekannte
Grundlage zuriickzufihren. Die Aufgabe 268,962: 22,53 kann also zu 2689,2: 2253 gemacht werden,
indem das Komma beider Zahlen um zwei Stellen verschoben wird. Wer zusatzlich Dezimalzahlen
vermeiden will, kann die Rechnung auch auf die Form 26892: 22530 bringen, was jedoch in diesem
Fall die zusatzliche Gefahr birgt, dass auf die Endnull im Divisor vergessen wird. Aus meiner Sicht ist

dies also nicht unbedingt notwendig, da es sein kann, dass die Nachteile liberwiegen.

Unabhangig davon hat man nach der Kommaverschiebung einen bereits bekannten Fall erreicht,
dessen Losung fiir Schiiler und Schiilerinnen schon selbststandig moglich ist. Sollte die Konstanz des
Quotienten noch nicht bekannt sein, so muss diese nachgeholt werden, bevor dieser Zugang gewahlt

wird.

3.2.5.2 Zugang liber Gréfsen

Die Einfihrung lGber GroBeneinheiten verlduft analog zum vorangegangenen Kapitel (Division einer
Dezimalzahl durch eine natrliche Zahl) und stellt eine weitere gute Moglichkeit dar, die Division von
Dezimalzahlen zu erkldaren und vor allem die Konstanz des Quotienten nochmals verstandlich zu
vermitteln. Die Moglichkeit, das Konzept des Teilens zu benutzen ist hier, wie bereits erwahnt, nicht

mehr méglich, da dieses auf Dezimalzahlen nicht anwendbar ist?%,

Es wird also ein geeignetes Beispiel gewahlt, um durch eine Umformung auf kleinere Einheiten, auf
den bereits bekannten Fall der Division durch eine natiirliche Zahl zuriickzufiihren??*. Dabei ist es nun,
im Gegensatz zum vorherigen Kapitel, moglich, eine Aufgabenstellung zu wahlen, bei der die Division

nach der Umformung restlos moglich ist??®.

Das wichtige Prinzip der ,Konstanz des Quotienten”, welches in diesem Fall durch die Umwandlung
der GroReneinheit dargestellt ist, kann durch diese Vorgehensweise meiner Ansicht nach sehr gut
veranschaulicht werden. Diese Tatsache und der Realitatsbezug, welcher Schilern und Schiilerinnen
t226

eine gute Vorstellung ermdoglicht und somit fiir die Vermittlung der Dezimalzahlen sehr wichtig is

machen diesen Zugang meiner Einschatzung nach sehr praktisch.

223 Dazu miisste man beispielsweise eine gewisse Menge oder GréRe in 4,5 gleich groRe Teile aufteilen. Dies
ergibt jedoch, wie bereits in einem vorangegangenen Kapitel erwahnt, keinen Sinn.
224 Eine genauere Ausfiihrung ist in einem vorangegangenen Kapitel zu finden. Auch Padberg schligt eine
solche Vorgehensweise vor und zeigt dazu einen Ausschnitt aus einem deutschen Schulbuch: Padberg, 2012,
225f
225 Bejspielsweise 41,6: 0,8 = 416:8 = 52
226 yildiz et. al, 2011, 902f
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3.2.6 Haufig auftretende Fehler und Problembereiche

An dieser Stelle sollen die am haufigsten auftretenden Fehler und Problembereiche der Division von
Dezimalzahlen besprochen werden. Dabei gilt wie bei der Multiplikation, dass vor allem auf die
Schwierigkeiten Wert gelegt werden soll, die durch den Umstand entstehen, dass mit Dezimalzahlen
gearbeitet wird. Die Fehler, welche durch die Division und das Standardverfahren an sich ausgelost
werden, wurden bereits in einem vorangegangenen Kapitel erortert und besprochen. Es ist natirlich
anzunehmen, dass diese auch bei der Division von Dezimalzahlen auftreten, wenn nicht dagegen

vorgegangen wurde.

Es kann natirlich wieder nur eine Auswahl dargestellt werden, weswegen kein Anspruch auf

Vollsténdigkeit besteht. Auch zu diesem Thema finden sich sehr ausfiihrliche Darstellungen in

Heckmanns Werk ,Zum Dezimalbruchverstiandnis von Schiilerinnen und Schilern. Theoretische
“227

Analyse und empirische Befunde.“**’, welches an dieser Stelle abermals fiir detailliertere

Ausfihrungen empfohlen werden kann.

3.2.6.1 Grundvorstellungsumbriiche

Es kommt im Zuge der Behandlung der Division von Dezimalzahlen zu wichtigen
Grundvorstellungsumbriichen, die einigen Schiilern und Schilerinnen Schwierigkeiten bereiten

konnen.

Wie bereits erwahnt ist die Vorstellung des Verteilens nur mehr in Ausnahmefillen auf die Division

anwendbar (ndmlich, wenn durch eine natirliche Zahl dividiert wird)??®

. Flr jene Schiler und
Schilerinnen, fir die diese Interpretation einen guten Anker dargestellt haben mag, ist es bestimmt
schwieriger, sich an die neuen Aspekte der Division zu gewohnen. Es empfiehlt sich also meiner

Meinung nach, diese Besonderheit anzusprechen und Alternativen anzubieten.

Zwei weitere Umbriiche werden von Thiemann besprochen und genauer analysiert. Dabei handelt es

t22°. Von den natiirlichen Zahlen

sich einerseits um die Fehlvorstellung, dass die Division stets verkleiner
ausgehend ist klar, dass der Quotient immer kleiner sein muss als der Dividend. Diese Tatsache lasst

sich auch mithilfe geeigneter Interpretationen sehr gut veranschaulichen.

Schreitet man jedoch zur Division von Dezimalzahlen voran, so wird diese Vorstellung durch einen

Sonderfall umgeworfen. Ist der Divisor eine Zahl zwischen Eins und Null, so wird der Quotient groRer

227 Heckmann, 2006a
228 padberg, 2012, 140
223 Thiemann, 2004a, 1ff
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sein als der Dividend. Reflektieren Schiiler und Schiilerinnen dieses Ergebnis nach der Rechnung (was
ja grundsatzlich eine sehr wichtige und wiinschenswerte Tatigkeit ist), so kann man zum Teil sehr
groRes Erstaunen lber das Ergebnis feststellen und es wird eventuell sogar verworfen®°, Wird dieser
Aspekt der Division nicht angesprochen oder durch den Lehrer beziehungsweise die Lehrerin erklart,

so besteht die Gefahr, dass bestimmte Ausweich-Strategien gefunden und verallgemeinert werden.

Zum anderen wird auch die Fehlvorstellung behandelt, bei der falschlicherweise angenommen wird,
man kénne eine Zahl nicht durch eine gréRere Zahl dividieren?3!. Auch hierbei liegt der Ursprung bei
der Division im Bereich der natiirlichen Zahlen, wo eine Division dieser Art tatsachlich keinen Sinn
ergibt, weil das Ergebnis stets eine Dezimalzahl zwischen Null und Eins (beziehungsweise 0 mit Rest)
ist. Durch eine Ubergeneralisierung wird also angenommen, dass dies auch bei Dezimalzahlen der Fall
ist. Beispiele dieser Art werden also eventuell fir ,unlésbar” erklart oder es werden falsche
Losungswege erfunden. Auch fir diese Fehlvorstellung ist also eine gezielte Behandlung mehrerer
Aufgaben, die dieses Problem verursachen, sehr sinnvoll. Somit kénnen diese fir Schiler und
Schiilerinnen neuen Aspekte behandelt und erklart werden bevor sie ,Erstaunen” auslésen und

eventuell falsche Ausweichstrategien entwickelt werden.

Ein Fehler der laut Padberg und Heckmann sehr haufig aus genau dieser Fehlvorstellung folgt zeigt sich
schon bei der vergleichsweise einfachen Division durch Zehnerpotenzen?2. Dabei werden bei einer
Aufgabe, wo der Dividend kleiner ist als der Divisor (beispielsweise 5:10 oder 5:100), einfach die beiden
Zahlen vertauscht. AnschlieRend wird gegebenenfalls noch ein Komma gesetzt, weil geahnt wird, dass
der Quotient eine Dezimalzahl sein muss. Es zeigt sich, dass sich diese fehlerhafte Ausweichstrategie
vor allem dann anbietet, wenn die umgekehrte Division besonders leicht aufgeht. Rechnungen wie
zum Beispiel 3:9, 8:32 oder ahnliche eignen sich also vermutlich gut, um die Fehlvorstellung
aufzudecken. Auch Wearne und Hiebert beobachten diese Strategie, beispielsweise bei der Aufgabe
3: 0,6, und stellen fest, dass diese Art von Beispielen fiir Schiiler und Schiilerinnen besonders schwierig

zu l8sen ist?*,

3.2.6.2 Fehler durch KT-Vorstellung

Es zeigt sich, dass die KT-Strategie auch bei der Division eine sehr grof3e Rolle spielt, jedoch nur, wenn
sich die Aufgaben dafiir eignen. Der Divisor muss also sowohl den natiirlichen, als auch den dezimalen

Teil des Dividenden teilen?*4. Die Besonderheit, die in diesem Zusammenhang auftritt ist, dass gewisse

230 Hefendehl-Hebeker/Prediger, 2006, 1ff

21 Thiemann, 2004a, 1ff

232 padberg, 2012, 229 und Heckmann, 20063, 189f
233 \Wearne/Hiebert, 1986, 81

234 Heckmann, 2006a, 191f
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Aufgaben diese Strategie noch deutlicher ,provozieren”. Sie tritt namlich vor allem dann besonders
haufig auf, wenn Rechnungen einfach im Kopf gerechnet werden kénnen?>. Beispielsweise kann die
Aufgabe 36,18: 6 sehr leicht ohne das Standardverfahren gerechnet werden, wenn die KT-Strategie
verfolgt wird. Das (falsche) Ergebnis ware dann 6,3. Diese Art der Durchfiihrung tritt aber nicht nur bei
der Division durch natlrliche Zahlen auf, sondern zeigt sich auch in anderen Formen, wie

beispielsweise 0,44:0,11 = 0,4.

Im allgemeinen Fall (Dezimalzahl dividiert durch Dezimalzahl) tritt dieser Fehler deutlich weniger
haufig auf, da hier die Vorstellung an ihre Grenzen st6Rt. Bei einer Rechnung wie beispielsweise

8,67: 3,7 ist das Kalkil nicht mehr eindeutig anwendbar und wird daher auch kaum eingesetzt.

3.2.6.3 Anhdngen von Endnullen

In diesem speziellen Fall geht es um Aufgaben, die das Anhangen von Endnullen im Dividenden
erfordern, welche anschliefend heruntergeholt werden missen. Laut Padberg zeigt sich deswegen ein
deutlicher Unterschied bei den Ergebnissen der beiden Aufgaben 7,2: 6 und 7,5: 2236, die eigentlich
auf den ersten Blick einen dhnlichen Schwierigkeitsgrad vermuten lassen. Bei einer Untersuchung
wurde jedoch die erste nur von 10% der Schiler und Schiilerinnen falsch geldst, wohingegen bei der
zweiten Aufgabe von ca. 25% der Teilnehmer und Teilnehmerinnen ein Fehler gemacht wurde. Hier
muss namlich, nachdem als Zwischenschritt 15:2 dividiert wurde, eine Endnull heruntergeholt werden,
um den letzten Schritt durchfiihren zu kénnen. Dieser kleine Unterschied |6st also offenbar grofRere
Schwierigkeiten aus. Das rihrt vermutlich daher, dass er im Vergleich zum Standardverfahren mit
nattrlichen Zahlen fir Schiiler und Schiilerinnen neuartig ist. Je 6fter die Endnullen angehdngt werden

missen, desto hoher wird also verstandlicherweise auch die Fehlerquote.

3.2.6.4 Setzen des Kommas

Bei der Division von natirlichen Zahlen durch Dezimalzahlen gibt es wie bereits erwdhnt Falle, welche
vermeintlich im Kopf geldst werden kénnen. Diese veranlassen offenbar dazu, das Standardverfahren
nicht zu verwenden und stattdessen eine ,, Abkiirzung” zu nehmen. Laut Padberg sind beispielsweise
Aufgaben wie 5: 0,1, 8: 0,004 oder 35: 0,7 wegen ihrer augenscheinlichen Einfachheit pradestiniert fir

die beiden folgenden Fehler?*.

Im ersten Fall wird die Anzahl der Kommastellen im Ergebnis, an die in der Rechnung vorkommende
Dezimalzahl angepasst. Die Aufgabe 5:0,1 héatte folglich 0,5 als Ergebnis. Dies kann auch als

Ubergeneralisierung der Multiplikationsregel interpretiert werden (mehr noch wird hier tatsichlich

235 padberg, 2012, 232
236 padberg, 2012, 230
237 padberg, 2012, 230ff
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multipliziert statt dividiert). Die Fehlvorstellung, dass die Division stets verkleinere kann diese Art von

Fehler natiirlich noch verstirken?3.

Im zweiten Fall wird die sogenannte KK-Strategie (also die Kein-Komma-Strategie) angewandt. Die
Rechnung wird also einfach durchgefiihrt, als ob kein Komma vorhanden waére. Folglich hatte die
Aufgabe 35:0,7 dann 5 als Ergebnis beziehungsweise ware der Quotient der Rechnung 8,4:4 gleich
21239.

Werden Aufgaben bearbeitet, bei denen sowohl im Dividenden als auch im Divisor eine Dezimalzahl
auftritt, so kann ein weiterer, dhnlicher Fehler beobachtet werden, der auf eine Ubergeneralisierung
der Addition schlieRen l3sst®*°. So wird beispielsweise bei der Rechnung 5,6:0,1 die Zahl 5,6 als

Ergebnis angegeben, vermutlich, weil Dividend und Divisor jeweils eine Dezimale besitzen.

Eine weitere Strategie, die bei der Kommasetzung auftreten kann, kommt durch den sogenannten Null-
Komma-Fehler zum Ausdruck. Dabei werden die gegebenen Zahlen im Kopf dividiert und anschlieRend
hinter einem Null-komma im Ergebnis notiert?*!. Verstarkt tritt dies in Fallen auf, wo durch eine Zahl
zwischen Null und Eins dividiert wird und die Division durch die Nachkommastelle restlos moglich ist?42,
Zum Beispiel wird bei der Rechnung 42:0,6 eine Dezimalzahl als Ergebnis erwartet und erkannt, dass
42:6 leicht zu berechnen ist. Dementsprechend wird 0,7 als Losung angegeben. Zum Teil kommt es in
solchen Fallen jedoch auch vor, dass nach dem Komma zusatzlich eine gewisse Anzahl an Nullen notiert
wird, wobei hier aber nicht immer logisch nachvollziehbar ist, nach welchen Kriterien diese gewahlt

ist.

All diese Fehlertypen haben also gemeinsam, dass sie bei Rechnungen auftreten, die dazu veranlassen,
das Standardverfahren nicht anzuwenden und stattdessen im Kopf zu rechnen. Dabei wird dann jedoch
eine falsche Regel fiir die Kommasetzung angewandt. Diese Tatsachen sprechen dafiir, dass das
Verfahren der Division an sich nicht verstanden wurde, dass von einer anderen Rechenart
Ubergeneralisiert wurde, oder dass der Schiiler beziehungsweise die Schilerin schlichtweg

unkonzentriert war.

Treten bei der Division zweier Dezimalzahlen Fehler dieser Art auf, so richtet sich die Anzahl der

Dezimalen teilweise nach dem Dividenden (stirkere Tendenz) und teilweise nach dem Divisor?*.

238 Heckmann, 2006a, 193
239 Heckmann, 2006a, 192
240 Heckmann, 2006a, 195
241 padberg, 2012, 231
242 Heckmann, 2006a, 194f
243 padberg, 2012, 231
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3.2.7 Konsequenzen und Vorschlage fir den Unterricht

Zu Beginn sei angemerkt, dass einige Aspekte fiir die Konsequenzen im Unterricht bereits im Kapitel
zur Multiplikation angefiihrt wurden. Welche davon sich (zumindest teilweise) auch auf die Division
umlegen lassen, wird zum Abschluss des Kapitels kurz erwahnt, ohne jedoch die Punkte abermals

genauer zu beleuchten.

Bei der Untersuchung der am haufigsten vorkommenden Fehler hat sich gezeigt, dass viele Fehler
genau dann auftreten, wenn die Aufgabe ein entsprechendes Kriterium erfiillt. Wearne und Hiebert
beobachten beispielsweise eine besonders hohe Fehlerquote, wenn durch eine Dezimalzahl zwischen
Eins und Null dividiert wird?**. Diese Eigenschaft deckt sich zum Teil auch mit den anderen oben

angefiihrten Aspekten, wobei die Modalitdten der Beispiele bei Padberg genauer beschrieben werden.

Daraus ergibt sich anfangs ein sehr wichtiger Punkt, welcher nach meinem Ermessen besonders
essenziell ist, wenn es darum geht, in der Schule die Division der Dezimalzahlen moglichst gut zu
vermitteln. Es muss stets darauf geachtet werden, dass Beispiele verschiedenster Art bearbeitet und
auch erklart werden, wenn es aufgrund des Schwierigkeitsgrades erforderlich ist. Idealerweise werden
die Ubungsaufgaben so gewihlt, dass diese Fehlvorstellungen und bestimmte Probleme provozieren.
In diesem Zusammenhang ist es auBerdem wichtig, sich eine Rickmeldung der Schiiler und
Schilerinnen zu holen, da anhand dieser sehr schnell Fehler entdeckt werden kénnen. Neben diesen
grundlegenden Kriterien werden in der Literatur einige Aspekte vorgeschlagen, welche auf den
Unterricht angewandt werden sollen. AnschlieRend soll kurz erldutert werden, um worum es sich dabei

handelt.

Wie auch schon bei der Multiplikation ist eine verstandlich formulierte Einflihrung und Erklarung der

t245 6

wichtigsten Grundsitze und Regeln essenziell. Sowohl Wearne und Hiebert??, als auch Padberg®
stellen fest, dass es vielen Schilern und Schiilerinnen schwerfillt, die Rechenregeln zur Division aus
dem Gedachtnis abzurufen. Davon, die Regeln genauer zu erklaren, ist dabei noch nicht einmal die
Rede. Wenn diese Grundelemente jedoch schon fehlen, so ist es nicht verwunderlich, dass es zu
groberen Schwierigkeiten kommt beziehungsweise manche Aufgaben gar nicht erst gerechnet

werden.

244 \Wearne/Hiebert, 1986, 81
245 \Wearne/Hiebert, 1986, 83
246 padberg, 2012, 232/242
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Die Losung fiir dieses Problem ist aber natiirlich nicht, dass Schiiler und Schilerinnen die besagten
Regeln einfach auswendig lernen. Dies ist aus bereits erwdhnten Griinden nicht sinnvoll??’. Es sollte
jedoch das Ziel sein, diese Grundlagen im Unterricht so zu vermitteln, dass sie fiir alle klar verstandlich

sind. Dieser Prozess fangt jedoch schon viel friiher an, als bei der Division der Dezimalzahlen.

Des Weiteren stellen Grundvorstellungsumbriiche laut Thiemann eine zentrale Problematik dar,
welche Schiilern und Schiilerinnen immer wieder Schwierigkeiten bereiten?®, Sie schlagt vor, im
Unterricht gezielt die Unterschiede zwischen Dezimalzahlen und natirlichen Zahlen anzusprechen und
bewusst Beispiele zu zeigen, welche den bis dahin gewohnten Vorstellungen widersprechen.
Besonders hilfreich ist es natiirlich, wenn im Zuge dessen verstandliche Modelle benutzt werden,
welche die Aussagen unterstreichen und eine anschauliche Vorstellung liefern. Schiiler und
Schilerinnen sollen so ein Gesplir daflir bekommen, was die Division bewirkt und welche

verschiedenen Auswirkungen sie haben kann.

Konkrete Vorschldge waren in diesem Zusammenhang folgende Aspekte, die in den Unterricht

eingebaut werden kénnen:

e Reflexion der Ergebnisse, vor allem bei problematischen und neuartigen Aufgaben.

o Aufgaben in Sachkontexte einbetten und GréRenordnung der Losung abschatzen.

e Nicht nur das Ergebnis, sondern auch die Rechenschritte schwieriger Aufgaben genauer
betrachten.

e Gemeinsamkeiten und Unterschiede zu natirlichen Zahlen diskutieren.

e Diskutieren, welche Rechenoperation zu welcher Sachsituation passen konnte (hierbei sollte

meiner Ansicht nach auch besonders auf Uberschneidungen geachtet werden).

Die nachste Konsequenz fiir den Unterricht wurde ebenfalls bereits im Kapitel der Multiplikation
erwihnt. Es geht dabei um die Uberschlagsrechnungen, die jedoch meiner Einschitzung nach bei der
Division noch wichtiger sind. Schon Lothar Flade stellt in einer Publikation aus dem Jahr 1976 fest, dass
die Uberschlagsrechnung vor allem im Zusammenhang mit der Kommasetzung ein hilfreiches Mittel
zur Kontrolle des Ergebnisses darstellt?*. Auch in den meisten anderen Féllen der zuvor erwihnten
Fehler-Arten liegt das falsche Ergebnis auRerhalb der GréRenordnung des tatsachlichen Quotienten.
Oft ruft das nicht einmal Verwunderung bei vielen Schiilern und Schiilerinnen hervor, was Wearne und

Hiebert damit begriinden, dass einige nur ,flr sie unverstandene Symbole manipulieren und wenig

247 Wearne/Hiebert, 1986, 512 argumentieren dazu, dass durch das reine auswendig lernen ohne Verstindnis
sehr leicht Fehler entstehen. Die Symbole der Rechenoperation werden dann von Schiilern und Schiilerinnen
benutzt, ohne zu wissen, was sie verursachen.

248 Thiemann, 2004a, 1-5

249 Flade, 1976, 374
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verstandene Regeln anwenden“®°. Auf wie viele Kinder und Jugendliche diese doch sehr starke
Aussage zutrifft bleibt wohl offen, jedoch denke ich, dass sie dennoch fiir so manchen Lernenden,

zumindest in abgeschwachter Form, passend erscheint.

Eine Uberschlagsrechnung kann in diesem Zusammenhang sehr hilfreich sein um zumindest die
grobere Dimension der Rechnung tiberpriifen zu kénnen?!. Mit etwas Ubung kann dieses Hilfsmittel
auch im Kopf eingesetzt werden und schult somit auch die realistische Einschatzung eines Ergebnisses.
Die Uberschlagsrechnung muss meiner Meinung nach allerdings aktiv gelibt werden, da man nicht
davon ausgehen kann, dass sie von den meisten Schiilern und Schiilerinnen beherrscht wird?*2. Das
nimmt wiederum Zeit in Anspruch, die oft schon sehr rar ist. Ich denke jedoch, dass diese Zeit in den
meisten Fillen mit der Uberschlagsrechnung sehr sinnvoll investiert wire, da sie sich auch in anderen

Gebieten als sehr niitzlich erweisen kann.

Ganz abgesehen von den bereits erbrachten Argumenten ist die Uberschlagsrechnung fiir den
Divisionsalgorithmus selbst unerlasslich, vor allem, wenn mit gréBeren Divisoren gerechnet wird.

Deswegen ist die Behandlung umso wichtiger.

Als weiterer Aspekt wird die Nutzung von GroRen als Verstandnishilfe angefiihrt. Interessanterweise
zeigt sich bei einer Untersuchung Padbergs ein deutlicher Unterschied zwischen den Lésungsquoten

der folgenden beiden Aufgaben?3:

e 3:06=

e "Anna macht 0,6 Meter lange Schritte. Wie viele Schritte braucht sie um 3m zuriickzulegen?”

Dabei wird die erste Aufgabe deutlich weniger oft richtig gelost, als die zweite, obwohl es sich genau
genommen um dieselbe Rechnung handelt. Man kdnnte sogar annehmen, dass aufgrund der
erforderlichen ,Ubersetzung” des Textes in eine Rechnung, die zweite Aufgabe schwieriger ist. Es zeigt
sich jedoch, dass die alternativen Losungswege, welche hier ebenfalls gewahlt werden kénnen, die
Losungsquote sehr positiv beeinflussen. Es kann also die Division ,umgangen” werden, was sehr

deutlich werden lasst, dass das Problem beim Verstandnis und der Durchfiihrung des Algorithmus liegt.

t254

Es bietet sich also eine gute Moglichkeit, wie bereits erwdhnt*®, die Sachkontexte und

GroRBeneinheiten zu nutzen um ein besseres Verstandnis von Divisionsaufgaben zu erzielen.

250 Wearne/Hiebert, 1986, 84
21 Heckmann, 2006a, 241
252 padberg, 2012, 233f
253 padberg, 2012, 233
24 Heckmann, 2012, 55-62 oder Thiemann, 2004a, 5
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Abgesehen von den bereits genannten Konsequenzen fiir den Unterricht sind auch andere Aspekte
wichtig, die schon zuvor im Setting der Multiplikation ausgefiihrt wurden. Dazu zdhlen zum Beispiel
die vielfaltige Deutung von Zahlen und Operationen, das explizite Ansprechen von Lernhiirden, die
Reflexion von Ergebnissen (nicht nur mithilfe der Uberschlagsrechnung) und ein bestmogliches
Stellenwertverstandnis (siehe Kapitel 3.1.8). All diese Gesichtspunkte kdnnen ebenfalls problemlos auf

die Division von Dezimalzahlen umgelegt werden und sollten jedenfalls im Unterricht bedacht werden.
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Teil 4:

Untersuchung ausgewahlter Osterreichischer

Schulbiicher unter besonderer Riicksichtnahme

auf die Multiplikation und Division von

Dezimalzahlen

Um ein genaueres Bild der Situation bezliglich der Behandlung von Dezimalzahlen im Unterricht in
Osterreich zu schaffen, werden im folgenden Kapitel diverse Schulbiicher untersucht. Die Auswahl der
Blcher erfolgte nach Absprache mit Frau Dr. Maria Koth. Es soll ein breites Spektrum von Biichern

dargestellt werden, die in Gymnasien und neuen Mittelschulen verwendet werden.

Aufgrund der thematischen Grenzen der Arbeit sind die Abschnitte Uber das Addieren und
Subtrahieren von Dezimalzahlen nicht behandelt worden, obwohl diese in jedem betrachteten
Schulbuch in den bearbeiteten Kapiteln zu finden sind und eine genauere Betrachtung sicherlich

interessant ware, da diese Rechenoperationen auch Teil der Multiplikation und Division sind.
Auf folgende Fragen wurde bei der Untersuchung der Schulbiicher besonders geachtet:

o Aufbau: Wie sieht der grobe Ablauf aus? Welche Aspekte der Dezimalzahlrechnung werden
behandelt und in welcher Reihenfolge? Wird die Bruchrechnung vor, nach oder gar gleichzeitig
mit der Dezimalbruchrechnung behandelt? Gibt es Besonderheiten beim Ablauf
beziehungsweise bei der Wahl der behandelten Themen? Welche Elemente fallen besonders
auf oder unterscheiden das Schulbuch von anderen?

e Theorie: In welcher Form wird das Thema theoretisch vorgestellt und eingefiihrt? Wie genau
und treffend sind die Erkldrungen? Welche Musterbeispiele werden benutzt? Gibt es
auffallende Licken im Ablauf? Wird in den Erklarungen diversen Fehlvorstellungen
vorgebeugt? Welche Abschnitte sind besonders gut gelungen?

e Aufgabenstellungen: Welche Arten von Aufgaben werden verwendet und passen diese gut
zum Theorieteil? Wird auf Diversitat der Aufgabenstellungen geachtet? Sind die Aufgaben auf
bekannte Fehlvorstellungen abgestimmt (Sensibilisierung)? Sind genigend Aufgaben

vorhanden?
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Nachdem die Biicher einzeln betrachtet wurden, soll zum Abschluss des Kapitels ein Vergleich
stattfinden. Zu jedem der oben angefiihrten Aspekte sollen besonders positiv auffallende Passagen in
den Biichern hervorgehoben und verglichen werden. Auch Verbesserungsvorschlage mit Bezug auf die

Literatur und andere Kapitel der Arbeit fiir einzelne oder alle Blicher werden hier vorgelegt.

4.1 Das ist Mathematik 1

Reichel, Hans-Christian/ Humenberger, Hans (Hrsg.)/ Litschauer, Dieter/ GroR, Herbert/ Aue, Vera.
(2011). Das ist Mathematik 1 (1. Auflage). Wien: OBV-Verlag.

4.1.1 Aufbau

Im Schulbuch ,,Das ist Mathematik” ist das betrachtete Thema in zwei Abschnitte aufgeteilt. Im ersten
Kapitel ,Dezimalzahlen” werden grundlegende Aspekte besprochen und es wird an Vorwissen
angekniipft. Im zweiten Kapitel ,Rechnen mit Dezimalzahlen” werden die Rechenoperationen

thematisiert.

Zu Beginn des Kapitels ,,Dezimalzahlen” finden sich die so genannten Themenseiten (welche auch zu
Beginn jedes anderen Kapitels zu finden sind). Auf diesen wird ein Einstieg gewahlt, der einen kurzen
Blick in die Vergangenheit gestattet - einige Fakten Uber die Franzosische Revolution werden
geschildert. Der Ubergang zum eigentlichen Thema erfolgt (iber die diversen Einheiten, die zur
damaligen Zeit , erneuert” wurden (zum Beispiel wurden Unzen/Pfund auf Gramm/Kilogramm oder

FuB/Klaftern/Meilen auf das metrische System umgestellt).

Damit ist nach meinem Ermessen ein sehr guter Einstieg gelungen, da man die Schiler und
Schiilerinnen an einige Aspekte erinnert, die schon teilweise aus der Volksschule und dem Alltag

bekannt sein sollten — Einheiten und MalRangaben.

Auf den folgenden Seiten wird geschildert, worum es sich bei Dezimalzahlen handelt und es folgt der
erste Theorieteil zum Thema ,Einflihrung der Dezimalzahlen”. Nach einigen grundlegenden Beispielen
dazu werden Geld-, Langen- und Masseneinheiten behandelt. Der Abschluss des ersten Abschnittes

geschieht in einem kurzen Unterkapitel, welches das Thema ,,Ordnung von Dezimalzahlen“ behandelt.

Im darauffolgenden Kapitel ,,Rechnen mit Dezimalzahlen” geht, im Zuge der Themenseiten, der Blick
in die Vergangenheit noch weiter zurlick bis zum ,Rechenmeister” Adam Ries. Dieser hatte in einem
Werk ein neues System vorgestellt, mit dem es wesentlich leichter war, zu rechnen. Es handelt sich

dabei um das noch heute verwendete System, Zahlen mit Hilfe der Ziffern 0 bis 9 zu schreiben. Auch
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die Kommaschreibweise geht auf ihn zurlick und damit ist, wie auch schon im vorherigen Kapitel, ein

sehr interessanter Einstieg in das Thema gelungen.

Im restlichen Abschnitt werden dann zunachst die Addition und anschlieBend die Subtraktion von
Dezimalzahlen behandelt. Darauf folgt die Thematisierung der Multiplikation und Division, welche
wiederum in vier Unterkapitel unterteilt wird — ,Multiplikation von Dezimalzahlen mit natirlichen
Zahlen”, ,Division von Dezimalzahlen durch natirliche Zahlen”, ,Multiplikation von Dezimalzahlen”,
,Division durch Dezimalzahlen” (In der genannten Reihenfolge). Zum Abschluss des Kapitels geht es

dann noch um die Verbindung der vier Grundrechenarten.

Am Ende beider Abschnitte folgen jeweils eine Seite mit vermischten Aufgaben und eine Seite mit dem
Namen , WissensstraRe”. Meiner Meinung nach handelt es sich hier um einen gelungenen Abschluss,
da dazu angeregt wird, das erworbene Wissen zu vernetzen. AuBerdem sollen die Aufgaben der
Wissensstrale dem Schiiler beziehungsweise der Schiilerin einen Eindruck davon verschaffen, ob alle

notigen Informationen aus dem Kapitel mitgenommen werden konnten.

4.1.2 Theorie

4.1.2.1 Einftihrung der Dezimalzahlen

Der erste Theorieteil zu den Dezimalzahlen in diesem Schulbuch beschaftigt sich hauptsachlich mit
dem Stellenwertsystem. Nachdem die Bedeutung von Zehntel, Hundertstel und Tausendstel anhand
eines Beispiels (Korpertemperatur) erklart wird, ist die jeweilige ,Wertigkeit” in Bezug auf Einer
angefiihrt. Nach der allgemeinen Definition wird noch erwadhnt, dass es auch kleinere Teile, wie
Zehntausendstel und andere gibt. Erst zum Abschluss der ersten Theorieseiten wird dann der
Zusammenhang mit dem Stellenwertsystem hergestellt, welches schon aus der Volksschule bekannt

ist.

Das Einstiegsbeispiel ist meinem Eindruck nach gut gewahlt, da das Fiebermessen und die
Kérpertemperatur jedem Kind bekannt sein sollten. Es wird also gut auf die vorhandenen

Vorstellungen zuriickgegriffen, damit diese erweitert werden kénnen.

Positiv anzumerken ist, dass auch die Sprechweise thematisiert wird (Siehe Abbildung 7). Was hierbei
jedoch eindeutig fehlt, ist die Art und Weise, Dezimalzahlen wie Beispielsweise 0,45 oder 5,294 zu
benennen, da diese das eigentliche Problem darstellen (es wird oft ,,Null-Komma-Fiinfundvierzig” statt
,Null-Komma-Vier-Fiinf“ gesagt). Mit den angefiihrten Beispielen 0,1, 0,01 und 0,001 wird also nicht

unbedingt der Kern der Problematik getroffen.
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Einheit Schreibweise } Sprechweise

1 Zehntel 0,1 ],,null Komma eins”

1 Hundertstel | 0,01 3,,nu|l Komma null eins”

1 Tausendstel E 0,001 Lnull Komma null null eins*”

Abbildung 7: Neue Einheiten im Stellenwertsystem, [Reichel et. al., 2011, 96]

Was in diesem Teil, meiner Ansicht nach fehlt, ist eine graphische Veranschaulichung von
Dezimalzahlen, wie zum Beispiel auf dem Zahlenstrahl. Dieser wird erst viel spater, bei der Ordnung

der Dezimalzahlen verwendet.

Bevor anschlieBend die ersten Aufgabenstellungen folgen, wird noch das Runden thematisiert und

genauer erklart.

4.1.2.2 Mafangaben in Dezimalschreibweise

In diesem Kapitel gibt es drei kurze Theorieteile zu Geld, Léangen- und MassenmaRen. Es werden jeweils
die gangigen Einheiten und deren Zusammenhang vorgestellt. Viele dieser Informationen sind oft
schon in der Volksschule behandelt worden, was die sehr kurzen Erlduterungen beziehungsweise
Erklarungen teilweise rechtfertigt. Ich denke trotzdem, dass eine ausfiihrlichere Darstellung an dieser
Stelle passender wadre. Zumindest ein kurzes Einflihrungsbeispiel zur Umformung, oder eine
Beschreibung des Zusammenhanges mit dem Stellenwertsystem wadre an dieser Stelle, meiner

Auffassung nach, dennoch sinnvoll gewesen.

Dieser Abschnitt hat also den Zweck, die Schiiler und Schiilerinnen an den Gebrauch der Dezimalzahlen

zu gewobhnen, beziehungsweise zu zeigen, dass diese Aspekte bereits aus dem Alltag bekannt sind.

Im Kapitel, das die Geldeinheiten behandelt, wird als Sprechweise fiir 3,65€ entweder ,,3 Euro und 65
Cent“und ,3 Euro 65 angefiihrt. Obwohl diese durchaus lblich sind und fiir Geldeinheiten auch nicht
unbedingt als falsch bezeichnet werden koénnen, sehe ich vor allem die zweite Version als
problematisch an, da von dieser umgangssprachlichen Bezeichnung die Gefahr der Verallgemeinerung
auf alle Dezimalzahlen ausgeht. Diese fordert beziehungsweise verstarkt bei Schilern und
Schiilerinnen die KT-Vorstellung?®, weswegen sie aus meiner Sicht nicht in einem Schulbuch erwéhnt
werden mussen. Vor allem, da die Schiiler und Schiilerinnen keinen Vorteil daraus ziehen kénnen. In
diesem Zusammenhang sollte, nach meinem Ermessen, also zumindest zusatzlich die richtige

Sprechweise flir Dezimalzahlen angeflihrt und erklart werden.

255 Thiemann, 2004b, 582
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4.1.2.3 Ordnung der Dezimalzahlen

Hier wird erstmals in dem Kapitel der Zahlenstrahl angewendet, um zu zeigen wo verschiedene
Dezimalzahlen darauf liegen und in welchem Verhaltnis sie zu einander stehen. Vorerst wird erlautert,
wie man Zehntel findet um danach die Vorgehensweise auf Hundertstel (Hierfir wird die
Einheitsstrecke vergrofRert) zu erweitern. Fir Tausendstel und kleinere Teile wird erklart, dass es

sinnvoll ist, eine noch gréRere Einheitsstecke zu wihlen, um die Ubersicht zu bewahren.

AbschlieBend wird hier recht ausfihrlich der Gr6Renvergleich anhand eines Beispiels erklart. Positiv
anzumerken ist, dass hierzu zwei Ansatze verwendet und in einen Zusammenhang gebracht werden.
Die Veranschaulichung am Zahlenstrahl und das Erganzen von Endnullen ergeben gemeinsam eine
Vorgehensweise, die aus der Erklarung folgt. Meiner Einschdtzung nach hatte man zuséatzlich die
Stellenwerte zur Unterstlitzung einbringen kdnnen, da auf diese erfreulicherweise schon zuvor viel
Wert gelegt wurde. Das Erweitern mit Nullen kann, wie bereits erldutert, eine gewisse Problematik mit
sich bringen. Padberg warnt vor genau diesem Vorgehen beim GroRenvergleich?®*® (Nullen anhingen,
bis gleich viele Dezimalstellen vorhanden sind), da durch diese sehr einfache Methode bestimmte

Fehlvorstellungen verschleiert beziehungsweise umgangen werden.

Im GroRen und Ganzen ist es aber als sehr positiv zu betrachten, dass der Ordnung von Dezimalzahlen
ein eigenes Unterkapitel gewidmet wird, da dies einen wichtigen, grundlegenden Aspekt darstellt, der
einigen Fehlern beziehungsweise Fehlvorstellungen vorbeugen und das Verstandnis fir die Zahlenart

schulen kann.

4.1.2.4 Multiplizieren von Dezimalzahlen mit nattirlichen Zahlen

Nachdem die Addition und die Subtraktion behandelt wurden, wird in dem Abschnitt zundchst auf die
Multiplikation von Dezimalzahlen mit natirlichen Zahlen eingegangen. Hierzu wird eine
Alltagssituation geschildert; Ein Mdadchen mochte drei Hefte zu einem Preis von je 1,18 € kaufen. Die
drei Losungswege, welche die die Rechenregel fiir die Multiplikation einer Dezimalzahl mit einer

nattrlichen Zahl plausibel machen sollen, sind folgende:

e den Europreis dreimal zusammen zu addieren,
e eine Multiplikation des Cent Preises (118) mit 3
e und die ,Kurzfassung” (1,18 - 3).
Die Tatsache, dass hier drei verschiedene Ansatze angeflihrt sind macht die Erklarung sehr

verstandlich.

256 padberg, 2012, 185f
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Positiv anzumerken ist auRerdem, dass auf die Uberschlagsrechnung zur Kontrolle hingewiesen wird.
Gerade zu Beginn stellt diese ein wichtiges Werkzeug dar, da sie das Setzen des Kommas um einiges
leichter macht, weil dann die GréBenordnung des Ergebnisses bereits bekannt ist. Zusatzlich wird die
Regel zur Kommasetzung (wenn auch nur kurz) tiber Stellenwerte erklart, was in meinen Augen sehr
sinnvoll ist (siehe Abbildung 8), da diese Schreibweise schon aus dem vorherigen Kapitel bekannt sein

sollte.

Die Regel tiber das Setzen des Kommas kann man
auch so erkldren:

0,926 = 926 t (Tausendstel)

926 t-27 =25002 t = 25,002

Abbildung 8: Regel zum Kommasetzen anhand des Stellenwertes, [Reichel et. al., 2011, 115]

Auch die Multiplikation mit dekadischen Einheiten, welche auf die Kommaverschiebungsregel

hinfiihrt, wird extra in einer tbersichtlichen Tabelle gezeigt.

4.1.2.5 Dividieren von Dezimalzahlen durch natiirliche Zahlen

Beim Theorieteil zur Division von Dezimalzahlen durch natirliche Zahlen wird wieder auf ein Beispiel
mit Geld zurlckgegriffen. Diesmal werden fiinf Tafeln Schokolade zu einem Preis von 6,25 € gekauft
und der Preis fiir eine Tafel Schokolade soll gefunden werden. Dies geschieht abermals, indem
zunachst der Betrag 625 Cent dividiert und das Ergebnis dann in Euro umgewandelt wird. Anschliefend
wird die allgemeine Regel formuliert und festgehalten, dass durch Null nicht dividiert werden kann.

Wie bei der Multiplikation wird auch hier auf Uberschlagsrechnungen hingewiesen.

Erst danach wird festgehalten, wo im Ergebnis das Komma zu setzen ist, indem der Zusammenhang

mit den Stellenwerten erklart wird (siehe Abbildung 9).

Ermitteln des hochsten Stellenwerts im Ergebnis

Stellenwerte kénnen dhnlich wie bei Divisionen natiirlicher Zahlen bestimmt werden, wie
die folgende Division zeigt: 1293,3 : 27 bedeutet, dass (1 T+ 2 H + 9Z + 3 E + 3 z) durch 27
geteilt wird. Stellenwertbestimmung: 27 ist nicht in 1 (Tausender), nicht in 12 (Hundertern),
aber in 129 (Zehnern) enthalten. Als héchste Stelle im Ergebnis erhilt man daher Zehner.
Man markiert vor dem Rechnen den hdchsten Stellenwert im Ergebnis durch Setzen von
entsprechend vielen Punkten vor dem Komma. Wie viele Dezimalstellen nach dem Komma
auftreten werden, weiBl man zunachst noch nicht.

Rechnung:1293,3:27 = 47,9 Probe: 47,9-27
213 95 8
243 3353
00 12933

Abbildung 9: Ermitteln des Stellenwertes, [Reichel et. al., 2011, 118]
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Ich halte diesen Ansatz zur Kommasetzung fiir sehr gelungen und gut erklart. Auch die Probe, die es

erlaubt mithilfe der Multiplikation das Ergebnis zu Gberprifen, ist an dieser Stelle gut aufgehoben.

Zum Schluss wird die Division durch Zehnerpotenzen durch eine Rickfliihrung auf die Multiplikation

erklart und die Kommaverschiebungsregel wird erweitert.

4.1.2.6 Multiplizieren von Dezimalzahlen

Der allgemeine Fall der Multiplikation von Dezimalzahlen wird abermals mithilfe eines Geld-Beispiels
erklart. 2,32 Kilogramm Apfel werden gekauft, wobei ein Kilogramm Apfel 1,85 € kostet. Der
Gesamtpreis wird mithilfe einer Multiplikation berechnet (auch hier wird wieder eine

Uberschlagsrechnung verwendet).

Die Tatsache, dass hier kein anderer Kontext gewahlt wurde ist fir mich fragwirdig, da es zu
Verwirrungen kommen kdnnte. Das Ergebnis der Multiplikation hat vier Nachkommastellen, um aber
auf einen realistischen Europreis zu kommen, wurde das Endprodukt gerundet. Genau genommen

kann hier auf drei Arten interpretiert werden:

1. Das Ergebnis ist 4,29 €, da es keine kleinere Einheit als Cent gibt (Dieses wird auch als
Endergebnis prasentiert). Das widerspricht jedoch der Regel, die aufgrund des Beispiels
aufgestellt wird; Das Ergebnis muss gleich viele Kommastellen haben, wie Multiplikand und
Multiplikator zusammen.

2. Das Ergebnis ist 4,292 €, da die Endnull nach dem Komma weggelassen werden kann. Dies
entspricht jedoch weder der angefiihrten Regel, noch der Tatsache, dass Cent die kleinste
Geld-Einheit darstellt.

3. Das Ergebnis ist 4,2920 € welches im Kontext des Beispiels wegen der bereits genannten
Griinde nur wenig Sinn macht.

Jede dieser Interpretationen ist natirlich auf ihre Weise (je nach Kontext) richtig und verstandlich. Fur
ein Musterbeispiel hatte jedoch, meiner Meinung nach, ein eindeutigeres Beispiel gewahlt werden
kénnen. Zumindest eine kurze Klarstellung, dass es keine Tausendstel oder Zehntausendstel Euro gibt
und deswegen gerundet werden muss, hatte meiner Ansicht nach nicht fehlen diirfen. AuRerdem sollte
fir eine Veranschaulichung der Regel zur Kommasetzung im Allgemeinen keine Aufgabe gewahlt
werden, in der eine Endnull im Ergebnis vorkommt, da dies sehr leicht zu Missverstandnissen flihren

kann.

Nachdem die allgemeine Regel aufgrund des Musterbeispiels aufgestellt wurde, ist noch eine
alternative Erklarung zur Kommasetzung angefiihrt. Diese halte ich auch deshalb fiir durchaus hilfreich,

weil sie an bereits bekannte Aspekte aus einem vorangegangenen Kapitel anknipft.
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Die Multiplikation mit dezimalen Einheiten (0,1, 0,01, ...) ist ein eigener kurzer Abschnitt und wird
mithilfe der Division durch dekadische Einheiten erklart und verglichen. Damit wird abermals ein

wichtiger Zusammenhang von Multiplikation und Division hergestellt.

4.1.2.7 Dividieren von Dezimalzahlen

Das Musterbeispiel fiir die Division von Dezimalzahlen ist interessanterweise in einem anderen Kontext
gewadhlt. Es geht um ein mehrstockiges Haus, wobei das Obergeschol$ 5,6 Meter (iber dem Boden liegt
und die Stufen die nach oben fiihren jeweils 0,16 Meter hoch sind. Man soll nun herausfinden wie viele
Stufen vorhanden sein missen. Positiv kann hierbei hervorgehoben werden, dass an die
Interpretationen des Messens erinnert wird, welche im Zusammenhang mit der Division schon bekannt
sein sollte. AuBerdem wird zusatzlich genau ausgefiihrt, warum beim Dividieren durch Dezimalzahlen
die Interpretation des Teilens nicht in Frage kommt. Es wird also ein wichtiger

Grundvorstellungsumbruch thematisiert, was in meinen Augen sehr wichtig ist.

Dass man bei einer Division den Dividenden und den Divisor mit derselben Zahl erweitern kann wird

“257 erklart),

als bekannt vorausgesetzt (Dies wird auch im Kapitel ,Dividieren natirlicher Zahlen
weswegen man die Division von Dezimalzahlen durch Multiplikation mit einer Zehnerpotenz, einfach

auf die Division naturlicher Zahlen zurlickfuhren kann.

Mehrere kleine Unterstiitzungen, wie beispielsweise eine Uberschlagsrechnung, die Probe und der
Hinweis, dass die Regel zur Erweiterung im angefiihrten Beispiel einer Umrechnung auf Zentimeter
entspricht, tragen allgemein zum besseren Verstandnis bei und sind damit sehr positive Aspekte dieses
Theorieteiles. Auch die wichtige Tatsache, dass in manchen Fallen eine Null ergénzt werden muss wird

kurz erwahnt.

Analog zur Multiplikation wird zum Schluss die Division durch dezimale Einheiten erklart und auf die

Multiplikation mit dekadischen Einheiten zurlickgefiihrt.

4.1.3 Aufgabenstellungen

4.1.3.1 Dezimalzahlen (allgemeiner Teil)

Beim allgemeinen Teil zur EinfUhrung der Dezimalzahlen wird anfangs sehr stark auf das
Stellenwertsystem Wert gelegt, was oft sehr hilfreich sein kann?®. Die Aufgaben zu Geldbetrigen
bieten nur wenig Realitatsbezug, da nur eines davon in einem solchen Kontext aufscheint. Im

Zusammenhang mit Langen- und MassenmalRen ist dieser Aspekt viel eher im Vordergrund. Es geht

257 Reichel et. al., 2011, 59
258 Mosandl/Sprenger, 2014, 18ff; bzw. Heckmann/Padberg, 2007, 201f
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hier offenbar in erster Linie darum zu verstehen, wie die verschiedenen Einheiten umgerechnet

werden und darum, einen Zusammenhang mit dem Stellenwertsystem zu entdecken.

Die Aufgaben zur Ordnung von Dezimalzahlen sind dufRerst vielseitig und schulen das Verstandnis der
Grundlagen. Vor allem Friedhelm Padberg betont in einem Artikel*°, dass dieser Aspekt einen

besonderen Stellenwert bei der erstmaligen Behandlung darstellt.

Besonders den letzten Abschnitt, bei dem die vorher genannten Teilgebiete vermischt werden, halte
ich flr sehr wichtig und gut gelungen. An dieser Stelle wird das erworbene Wissen verbunden und in

einen Zusammenhang gebracht.

Dieses Kapitel gibt der Lehrkraft also eine gute Moglichkeit, um die Grundlagen der Dezimalzahlen zu
vermitteln, eventuell sogar Fehlvorstellungen schon frihzeitig zu entlarven und bereits vor den

eigentlichen Rechenaufgaben gegenzusteuern.

4.1.3.2 Multiplizieren von Dezimalzahlen mit nattirlichen Zahlen

Im ersten Teil zum Multiplizieren von Dezimalzahlen mit einer natirlichen Zahl finden sich einige
Aufgabenstellungen, bei denen die Anwendung der gelernten Vorgehensweise im Vordergrund steht.
Dabei ist auch auf einige Schwierigkeiten geachtet worden, welche immer wieder auftreten. Dazu
gehoren unter anderem Aufgaben, die mehrere Nullen enthalten, welche die KT-Vorstellung

provozieren und die Kommasetzung schulen.

In Bezug auf Geld, Massen und Langen finden sich auch einige Textaufgaben, welche die

Rechenoperation in einen Zusammenhang mit der Realitat stellen.

4.1.3.3 Dividieren von Dezimalzahlen durch natiirliche Zahlen

In diesem Abschnitt gibt es eine groRe Anzahl von Beispielen, welche die Division einer Dezimalzahl
durch eine natiirliche Zahl schulen sollen. Hier fallt auf, dass bei den meisten Aufgaben, vor allem auf
die richtige Setzung des Kommas viel Wert gelegt wird, da der Rechenaufwand zu Beginn eher
geringgehalten wird. Ich finde diesen Ansatz sehr gut, da es sich dabei in Bezug auf die Division um den
wichtigsten, neuartigen Aspekt handelt, der wohl am meisten gelibt werden muss. Positiv
hervorzuheben ist auch die Erwdahnung der Probe in vielen Angaben, da dies eine selbststindige
Uberpriifung ermdglicht und gleichzeitig die Multiplikation weiter schult. Es finden sich auRerdem

auch Divisionen zweier natiirlicher Zahlen, deren Quotient eine Dezimalzahl ist.

259 padberg, 1991b, 50ff
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Im Anschluss folgen auch einige schwierigere Aufgaben mit immer mehr Rechenaufwand und
anspruchsvolleren Teildivisionen. Textaufgaben sind ebenfalls vorhanden, wenngleich auch eher

sparlich.

4.1.3.4 Multiplizieren mit Dezimalzahlen

Auch hier wird zu Beginn auf Aufgaben mit wenig Rechenaufwand gesetzt, um die Kommasetzung, den
Umgang mit Nullen und den Einsatz von dekadischen Einheiten zu schulen. Die Aufgaben bieten einige
Moglichkeiten, Fehlvorstellungen zu erkennen (darunter beispielsweise der fehlerhafte Transfer von
der Addition natlrlicher Zahlen in Bezug auf die Kommasetzung oder die Vorstellung, die
Multiplikation vergréRere stets). Erst danach finden sich ein paar Aufgabenstellungen, welche mehrere

Teilrechnungen erfordern und einige Textbeispiele.

4.1.3.5 Dividieren von Dezimalzahlen

In diesem Abschnitt setzt sich ebenfalls das beobachtete Schema fort, da von vergleichsweise wenig
zu deutlich mehr Rechenaufwand vorgegangen wird. Dabei sind zu Beginn vor allem der Einsatz und
das Verstandnis von dekadischen Einheiten gefragt. Des Weiteren fallt abermals positiv auf, dass
sowohl eine Uberschlagsrechnung, als auch die Probe verlangt werden. Es werden aulRerdem einige

Textaufgaben bereitgestellt.

4.1.3.6 Verbindung der vier Grundrechenarten

Sehr wichtig sind meiner Auffassung nach die abschlieRenden Aufgaben, welche alle im Kapitel
vorkommenden Aspekte verbinden sollen. Dabei finden sich vier Seiten (inklusive ,vermischten
Aufgaben” und ,WissensstraRe”) mit vielseitigen Aufgabenstellungen, die eine ausfiihrliche

Wiederholung und Vernetzung des gelernten Stoffes erlauben.

Auf das gesamte Kapitel blickend denke ich, dass Anhand der grofRen Zahl von Aufgabenstellungen, die
hier im Zusammenhang mit dem Umgang und Rechnen mit Dezimalzahlen geboten sind, eine gute

Basis fiir den Unterricht gelegt wird.
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4.2 Mathematik — Verstehen + Uben + Anwenden 1

Lewisch, Ingrid/ Zwicker, Thomas/ Miirwald-Scheifinger, Elisabeth/ Breunig, Eva/ Riehs Barbara.
(2015). Mathematik, Verstehen + Uben + Anwenden, Band 1 (5. Auflage). Linz: Veritas Verlag.

4.2.1 Aufbau

In diesem Schulbuch wird ein interessanter Aufbau gewahlt, da im einfiilhrenden Kapitel zu den

“«

Dezimalzahlen gleichzeitig auch Briche behandelt werden (wenn auch ,nur” Briiche mit
Zehnerpotenzen im Nenner). Bei Heckmann und Padberg wird diese Vorgehensweise als sehr positiv
erwahnt, da den Schilern und Schiilerinnen von Beginn an klargemacht werden soll, dass

Dezimalzahlen und Briiche nur verschiedene Darstellungsformen fiir rationale Zahlen sind?®,

In diesem Kapitel werden also gewisse Zusammenhdnge erklart und es werden Zehntel, Hundertstel
und Tausendstel behandelt. Weitere einflihrende Themen sind das Stellenwertsystem, Runden von
Dezimalzahlen, die Kommaverschiebung (also Multiplikation und Division mit dekadischen Einheiten)
und LangenmaRe beziehungsweise Massenmalie. Diese folgen jeweils dem gleichen Schema, wobei
die Grundlagen in einem kurzen Theorieteil erklart und anhand eines Musterbeispiels vorgefiihrt
werden. An einigen Stellen finden sich Boxen, in denen die wichtigsten Informationen

zusammengefasst werden.

AnschlieBend wird im folgenden Abschnitt das Rechnen mit Dezimalzahlen behandelt. Vorerst Addition
und Subtraktion und dann die Multiplikation. Dabei wird zu Beginn nur zwischen drei Fallen
unterschieden: ,Ein Faktor ist eine Dezimalzahl“, ,,Beide Faktoren sind Dezimalzahlen und ,Ein Faktor
ist kleiner als Eins“. Es fallt auf, dass an dieser Stelle einige Erkldarungen ausgespart wurden, was zu

einem spateren Zeitpunkt noch besprochen wird.

Bei der letzten Rechenoperation wird zwischen natirlicher Zahl und Dezimalzahl als Divisor
unterschieden. Auch hier fallen die Erklarungen vergleichsweise kurz aus. Zum Abschluss des Kapitels
geht es um die Verbindung der vier behandelten Rechenoperationen. Das Rechnen mit Brichen wird

im Allgemeinen erst spater separat behandelt.

260 Heckmann, 2005, 85f; Padberg, 2012, 245f
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4.2.2 Theorie

Vorweg ist zu bemerken, dass in diesem Werk sehr viel mit sogenannten Einfiihrungsbeispielen
gearbeitet wird. Die Idee ist meiner Meinung nach gut, allerdings denke ich, dass an einigen Stellen die
theoretischen Erklarungen, also mathematische Hintergriinde, dadurch zu kurz kommen. Es lasst sich
natirlich argumentieren, dass der Inhalt moéglichst anschaulich und kinderfreundlich gestaltet werden
muss. Trotzdem habe ich den Eindruck, dass (vor allem bei den Rechenoperationen) etwas mehr
fachliche Inputs nicht geschadet hatten. Positiv ist anzumerken, dass bei den meisten
Theorieabschnitten ein Uberblick angefiihrt ist, bei dem die wichtigsten Informationen nochmals in

einem Kastchen zusammenfassend wiederholt werden.

4.2.2.1 Einftihrung der Dezimalzahlen und Briiche

Die Einfihrung in das Thema beginnt mit einem Blick auf den Alltag und auf Situationen, in denen die

natlirlichen Zahlen an ihre Grenzen stoRen.

Gleich im ersten Absatz des Kapitels wird das Komma wie folgt charakterisiert: ,Zur Trennung der
Ganzen und des Bruchteils wird ein Komma (= ein Beistrich) gesetzt“?®1. Auch wenn diese Aussage
natdrlich nicht falsch ist, so erachte ich sie doch als duBerst problematisch, da dem so genannten
Komma-Trennt-Fehler, der bereits in vorangegangenen Kapiteln Erwdhnung fand, in der Literatur eine
grolRe Bedeutung zugeschrieben wird. Die in diesem Schulbuch benutzte Wortwahl verstarkt meiner
Einschatzung nach diese Fehlvorstellung und sollte deswegen nicht benutzt werden. Vor allem auch,
weil die Schiiler und Schiilerinnen die Dezimalzahlen und die zugehérigen Zeichen zu diesem Zeitpunkt
zum ersten Mal erlernen und die Gefahr besteht, dass die Formulierung so in den Képfen bleibt und

sich festsetzt.

Als Einflihrungsbeispiel soll eine 1dm lange Strecke in 10 gleich groRe Teile geteilt werden. Als
Schreibweise fiir die Bruchteile wird sowohl 0,1 als auch der entsprechende Bruch angefiihrt. Dasselbe
gilt analog auch fiir 0,2, 0,3 und so weiter. Als Sprechweise wird unter anderem auch ,,0 Komma 3
Zehntel” angegeben, was ich duRerst problematisch finde, da mit diesem Worten auch ein Hundertstel

gemeint sein kdnnte.

Was andererseits in meinen Augen sehr positiv auffillt, ist der Zahlenstrahl mit dessen Hilfe sowohl
Briiche, als auch Dezimalzahlen in derselben Abbildung dargestellt werden. Das sollte fiir das

Verstdandnis des Zusammenhangs der beiden Darstellungen von rationalen Zahlen sehr hilfreich sein.

261 | ewisch et. al., 2015, 126
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Auf eine analoge Art zu den Zehntel werden dann auch die Hundertstel und Tausendstel eingefiihrt.
Kleinere Teilstlicke werden nicht erwahnt. Auch diese Erklarungen werden mithilfe eines Zahlenstrahls

visuell untermauert.

4.2.2.2 Erweiterung des Stellenwertsystems

Wie schon erwadhnt ist das Stellenwertsystem fiir ein ausgepragtes Verstandnis von Dezimalzahlen
dullerst wichtig, weswegen ich es fiir sehr sinnvoll erachte, dem Thema ein eigenes Unterkapitel zu

widmen.

In der folgenden Abbildung ist ein Ausschnitt der Seiten zu sehen, auf denen die Erweiterung des

Stellenwertsystems erklart wird.
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2.3 Stellenwertsystem erweitern

Bei den natlrlichen Zahlen waren die Einer der kleinste Stellenwert. Fir die Dezimalzahlen fiihren
wir jetzt noch kleinere Stellenwerte ein.

1 Einer (E) (das Ganze) kann geteilt werden in 10 Zehntel (z), 100 Hundertstel (h), 1000 Tau-
sendstel (t) usw.

Die Einheiten des Zehnersytems
..., Hunderter, Zehner, Einer Zehntel, Hundertstel, Tausendstel, ...
H Z E z h t
dekadische? Einheiten dezimale? Einheiten

Die dekadische Stellenwerttabelle (Stellenwerttafel) ist ein bewéhrtes Hilfsmittel beim Auf-
schreiben von Zahlen im Zehnersystem. Hier ein Ausschnitt aus der Kopfzeile der Tabelle:

dekadische Einheiten dezimale Einheiten

Elzht

Komma

HT ZT T H Z

Beim Fortschreiten

<~ Jede Einheit ist das Zehnfache der vorhergehenden Einheit.
von rechts nach links

Beim Fortschreiten Jede Einheit ist der zehnte Teil der vorhergehenden Einheit.

_—
von links nach rechts

Tausendstel

Zehntel

— drei Dezimalstellen

g — eine Dezimalstelle 0, }
i Hundertstel — zwei Dezimalstellen 0,0 |
i
|

2

Wir schreiben als Dezimalzahlen und als Bruch.

T2 E ez h‘t als Dezimalzahl als Bruch Sprechweise
o] | mes | 03 | e
0|7 R I —5
ojo[2]s| sazs | B | SmmitTmminiote

7 deka = zehn, z. B. Dekagramm = zehn Gramm

dezi = Zehntel, z.B. Dezimeter = Zehntel Meter

Abbildung 10: Erweiterung des Stellenwertsystems, [Lewisch et. al., 2015, 131]

Ich mochte abermals darauf hinweisen wie sehr hier suggeriert wird, dass es sich bei dem
Kommazeichen um eine strikte Trennlinie oder Grenze handelt. In Anbetracht der bereits erwdhnten

Komma-Trennt-Vorstellung muss diese Darstellungen in Frage gestellt werden, auch wenn hier nicht

unbedingt falsche Inhalte geschildert werden.

Positiv ist wiederum anzumerken, dass weiter unten die richtige Sprechweise erklart wird. Der

GroRenvergleich von Dezimalzahlen wird ebenfalls angesprochen. Dies geschieht mithilfe einer

126




Aufgabe, bei der Uiber acht Dezimalzahlen (darunter 0,7, 0,70, 0,07, 0,007, 0,700 und drei Briiche) eine
Aussage Uber deren Gleichheit getroffen werden soll. Die Losung der Aufgabe wird mithilfe einer

Stellenwerttafel gefunden, in welche die Zahlen eingetragen sind.

Im darauffolgenden Kapitel ,Dezimalzahlen darstellen und vergleichen” wird dann auf den
GroRenvergleich eingegangen. Dazu werden die angefiihrten Zahlen auf einem Zahlenstrahl

eingetragen, um die Ordnung ablesen zu kénnen.

Obwohl wichtigste Aspekte in den Theorieteilen angefiihrt sind, erscheinen mir die Erklarungen in den
Kapiteln recht vage. Nahere Ausfiihrungen, warum beispielsweise 0,7 gleich 0,70 ist, oder wie
begriindet werden kann, dass 2,25 kleiner als 2,5 ist, waren meiner Ansicht nach durchaus angebracht
gewesen. Gerade in Anbetracht der Tatsache, dass der GroRenvergleich von Dezimalzahlen eine

wichtige Grundlage darstellt.

4.2.2.3 _Kommaverschieben” bei Dezimalzahlen

Hierbei handelt es sich um die ersten Rechnungen mit Dezimalzahlen. Die Multiplikation und Division
mit dekadischen Einheiten ist fiir die sogenannte Kommaverschiebung verantwortlich. Auch wenn

diese Thematik in anderen Biichern?®?

erst bei den Rechenoperationen behandelt wird, kann es
dennoch sinnvoll sein, diese einfache aber hilfreiche Art der Manipulation von Dezimalzahlen schon zu
einem friheren Zeitpunkt zu behandeln. Die erste Schwierigkeit, die ich hierbei sehe, ist, dass den
Schiilern und Schilerinnen zu diesem Zeitpunkt noch keinerlei Regel fiir das Multiplizieren oder
Dividieren von Dezimalzahlen bekannt ist und diese auch in dem Abschnitt mit keinem Wort erwahnt
werden. Das Multiplizieren mit einer Zehnerpotenz wird hier also als ,Kommaverschiebung” nach
rechts definiert, die Division durch eine Zehnerpotenz als ,,Kommaverschiebung” nach links. Als
Begriindung wird eine Analogie zu den natirlichen Zahlen verwendet, die eventuell fiir einzelne
Schiler oder Schiilerinnen nicht vollkommen klar sein kdnnte. Es ware also wichtig, nochmals auf die

Regel zuriickzukommen, sobald die allgemeinen Regeln fiir die Multiplikation und Division von

Dezimalzahlen eingefiihrt sind.

AuRerdem fehlt meiner Meinung nach die Erkldrung des Sonderfalles, bei dem eine Null erganzt wird,
wie zum Beispiel bei der Rechnung 0,03:10. Fir jemanden, der Erfahrung im Umgang mit
Dezimalzahlen hat, ist klar, dass eine Null erganzt werden muss und das Ergebnis 0,003 ist. Fiir einen
Schiiller oder eine Schiilerin der ersten Klasse, der beziehungsweise die zum ersten Mal mit
Dezimalzahlen in Beriihrung kommt, kann dieser Fall leicht flir Probleme sorgen, weswegen ich es gut

fande, ihn zu erwdhnen.

262 Sjehe beispielsweise Reichel et. al., 2011
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4.2.2.4 Lidngenmafle

Die folgende Abbildung zeigt, dass fiir die Umrechnung von LangenmaBen nur auf ein
vorangegangenes Kapitel hingewiesen wird. Ein Zusammenhang zur soeben behandelten

Kommaverschiebungsregel wird nicht hergestellt.

4. Malumrechnungen mit Dezimalzahlen

4.1 Laingenmale

Auf den Seiten 102 — 104 hast du dich schon mit einfachen Umrechnungsaufgaben von Langen-
maBen beschaftigt. Du weilt bereits:

km ’ : m dm cm mm
Do R AN AN N N

-
1000 10 10 10
Fiir alle Umrechnungen von GroBen gilt:
< | Beim Umrechnen in kleinere Einheiten Beim Umrechnen in groBere Einheiten
wird multipliziert. wird dividiert.

km - : m dm cm mm kmis : m dm cm mm

e AR O - v - - N TR i o i, SYSY i W

: 1000 30 10 10

1000 oL 108 10

Wenn du beim Umrechnen Schwierigkeiten hast, verwende die Umrechnungstabelle, in der alle
MaBeinheiten Ubersichtlich angeordnet sind.

Abbildung 11: Anfang des Kapitels "Umrechnung von Léngenmafsen mit Dezimalzahlen", [Lewisch et. al., 2015, 136]

Ich finde es duRerst bedenklich, dass hier sehr wenig Wert auf Verstandnis gelegt wird und anstatt
dessen rein ,,mechanisches” Umrechnen in den Mittelpunkt gestellt wird. Nichts Anderes wird in
meinen Augen namlich erreicht, wenn die Regeln in dieser Art formuliert werden. Die Umrechnung
zwischen verschiedenen Langenmalien konnte sehr gut verwendet werden, um den Zusammenhang
zwischen den Stellenwerten nochmals zu erkldren und zu festigen (zum Beispiel ,ein Zentimeter
entspricht einem Hundertstel eines Meters” oder Ahnliches). Ich finde es sehr schade, dass dieses
Potenzial nicht genutzt wird und dass es in diesem Kapitel offenbar um das reine Anwenden einer

Regel geht.

4.2.2.5 Massenmafle

Dieses Unterkapitel ist sehr dhnlich aufgebaut wie das vorherige. Positiv anzumerken ist, dass hier der
direkte Zusammenhang zwischen Tonnen, Kilogramm, Dekagramm und Gramm erklart wird (als
1t=1000kg, 1kg=100 dag und 1dag=10g). Damit ist zumindest ein wenig mehr Einblick in die
Hintergriinde der Umformungen gegeben, jedoch ist hier fir meine Begriffe trotzdem noch
Verbesserungspotential vorhanden. Es kdnnte beispielsweise, wie bereits erwadhnt, der
Zusammenhang mit dem Stellenwertsystem betont werden.
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4.2.2.6 Runden von Dezimalzahlen

Als letztes Kapitel vor den Rechenoperationen, findet sich das Thema ,,Runden von Dezimalzahlen”. Es
wird ein anschauliches Beispiel angefiihrt und genau erklart, wie man auf bestimmte Stellenwerte
runden kann. In Voraussicht auf die folgenden Kapitel finde ich es sehr sinnvoll, diesem Thema extra

zwei Seiten zu widmen. Der Abschnitt ist gut gestaltet und beinhaltet auch einige relevante Beispiele.

4.2.2.7 Multiplizieren mit Dezimalen

Nachdem die Addition und Subtraktion behandelt wurde, geht es in dem Buch mit der Multiplikation
von Dezimalzahlen weiter. Diese wird anhand von drei Musterbeispielen und eines Merksatzes

IM

eingefiihrt. Im ersten Beispiel wird der Fall ,Ein Faktor ist eine Dezimalzahl“ behandelt, im zweiten der
Fall ,Beide Faktoren sind Dezimalzahlen” und im dritten der Fall ,,Ein Faktor ist kleiner als eins”. In allen
drei Beispielen geht es um den Einkauf von verschiedenen Mengen an Broten. Dabei bleibt der Preis
pro Brot immer gleich und es verdndert sich lediglich die gekaufte Menge?®3. AuRerdem wird allen
Beispielen vorerst die Rechnung mit Cent statt Euro durchgefuhrt, um dann auf die Dezimalform (in

Euro) zurlickzukommen.

Positiv anzumerken ist, dass hier eine Uberschlagsrechnung verwendet wird, wenn auch
kommentarlos. Was eindeutig fehlt, ist eine genauere Beschreibung wie multipliziert werden soll. Ein
einfacher Hinweis, dass das Komma bei der Rechnung vernachldssigt beziehungsweise analog zu den
natlrlichen Zahlen vorgegangen werden kann ist in meinen Augen das Mindeste. Gar nichts dazu
anzumerken ist jedoch suboptimal. Zum Schluss des Theorieteiles wird, ohne ndher auf die
Vorgehensweise einzugehen, von den Beispielen direkt auf eine allgemein giiltige Regel geschlossen:
,Beim Multiplizieren mit Dezimalzahlen erhélt das Ergebnis so viele Dezimalstellen wie beide Faktoren

zusammen haben?%4,

Was aullerdem abgeht, ist eine Erklarung zur Multiplikation mit dezimalen Einheiten, also mit 0,1, 0,01
und so weiter. Diese hatte sehr gut in das letzte Segment des Theorieteils gepasst, wo ohnehin die
Multiplikation mit Zahlen kleiner als Eins vorgestellt wurde, welche durchaus wichtig und gut in den
Theorieblock passt. Abgesehen davon hitte auflerdem die bei den Grundlagen besprochene
Kommaverschiebung erweitert und ein einfacher Zusammenhang mit der Division hergestellt werden

kénnen.

263 Die Mengeneinheit fir die Brote ist hier erstaunlicherweise in Metern angegeben. Man kann zwar mehrere
Brotscheiben aneinanderreihen und damit ein LangenmaR erreichen, jedoch halte ich die Sinnhaftigkeit dieser
Angabe fir fragwiirdig.
264 | ewisch et. al., 2015, 149
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4.2.2.8 Dividieren von Dezimalzahlen

Dieser Abschnitt wird in zwei Teile gegliedert, wobei vorerst der Fall ,Dezimalzahl dividiert durch

|II

natirliche Zahl“ behandelt wird. Allgemein fallt auf, dass in diesem Kapitel die Erklarungen

verhaltnismaRig kurz ausfallen.

%5 an die Division der natiirlichen Zahlen

Bei der Division wird vorerst, wenn auch nur sehr knapp
erinnert und auf die Stellenwertbestimmung aufmerksam gemacht, was ich fir gut erachte, da die

Stellenwerte eine sehr wichtige Rolle bei der Kommasetzung spielen.

Im Einflihrungsbeispiel (47,52:3) wird vorerst iberschlagsmaRig gerechnet und dann anhand zweier
Vorgehensweisen veranschaulicht, wie die Aufgabe gel6st werden soll. Einerseits wird eine
ausfiihrliche Durchfiihrung des Divisionsalgorithmus dargestellt, andererseits die verkirzte

Schreibweise. Erstaunlicherweise findet sich kein Kommentar zur Setzung des Kommas im Ergebnis.

Der Fall ,Dividend ist kleiner als Divisor” wird in einem weiteren Einflihrungsbeispiel separat
behandelt. Dieser Abschnitt sollte also gegen die entsprechende Fehlvorstellung Wirkung zeigen. Hier
wird recht gut veranschaulicht, dass es natiirlich auch moglich ist beim Ergebnis eine Zahl zu erhalten,
die kleiner als Null ist. Dabei wird auch eindeutig erklart wo das Komma zu setzen ist, indem
klargemacht wird, dass der erste Stellenwert des Quotienten Zehntel sein missen. Auch eine
Alternative wird erklart, bei der nach der Uberschreitung des Kommas im Dividenden das Komma im

Quotienten gesetzt wird.

AnschlieBend wird der allgemeine Fall behandelt, wobei die Schiiler und Schiilerinnen schon wissen
sollten, dass bei einer Division erweitert (also das Komma bei Dividend und Divisor verschoben)
werden darf. Hier wird auf eines der vorangegangenen Kapitel verwiesen?®, Somit wird der allgemeine

Fall einfach auf den vorherigen zurickgefihrt, indem der Divisor ganzzahlig gemacht wird.

Was in diesem Kapitel meines Erachtens nach fehlt, ist eine Bemerkung liber die Interpretation des
Dividierens. Im Abschnitt, der die Division der natiirlichen Zahlen behandelt®” wird auf die Auslegung
als ,Teilen” und ,Messen” recht ausflihrlich eingegangen. Die Tatsache, dass bei der Division von

Dezimalen nur noch das ,,Messen” sinnvoll ist wird nicht erwahnt.

Auffallend ist auRerdem, dass bei der Division nur eines von drei Einflihrungsbeispielen mit einem
Sachkontext verbunden ist. Abgesehen davon, dass ein gewisser Realitdtsbezug fiir viele Schilern und

Schilerinnen vermutlich hilfreich ist, konnte damit die Umrechnung im allgemeinen Fall gut begriindet

265 Dje Bestimmung des Stellenwertes wird im Kapitel ,Rechnen mit natiirlichen Zahlen“/“Schriftlich dividieren”
(4.3) etwas ausfuhrlicher erklart.
266 Es wir auf das Kapitel 4.2. ,,Geschickt und schnell im Kopf dividieren” verwiesen: Lewisch et. al., 2015, 54f
267 Lewisch et. al., 2015, 49
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und veranschaulicht werden. Anstatt also beispielsweise 5,67 Meter durch 0,8 Meter zu dividieren,
kénnte einfacher 56,7 Dezimeter durch 8 Dezimeter oder 567 Zentimeter durch 80 Zentimeter
gerechnet werden. Das Ergebnis muss immer eine Zahl (keine Ldngeneinheit) sein, was wiederum mit
einer Uberlegung zu den Interpretationsmdglichkeiten begriindet werden kann. Das Verstindnis der
Division von Dezimalzahlen kdénnte also hier mit nur wenig Aufwand durchaus vertieft werden. Des

Weiteren wird, wie schon bei der Multiplikation, die Division durch dezimale Einheiten nicht erwahnt.

4.2.3 Aufgabenstellungen

4.2.3.1 Dezimalzahlen (allgemeiner Teil)

Die Aufgaben zu Beginn des Kapitels scheinen sehr gut gewahlt und sinnvoll, da vorerst hauptsachlich
auf das Grundverstandnis, den Zusammenhang mit Briichen und das Stellenwertsystem Wert gelegt
wird. Dies kann zu einer guten Grundlage fiir die restlichen Abschnitte beitragen. Es sind auflerdem
einige Aufgaben vorhanden, in denen Nullen an diversen Stellen vorkommen (welche laut Literatur
eine groRe Fehlerquelle darstellen), was das Uben dieses verhiltnismaRig schwierigen Aspekts
gewahrleistet. Auch mit einem Zahlenstrahl wird bei drei Aufgaben gearbeitet, was die anschauliche

Vorstellung férdern sollte.

Negativ fallt auf, dass auf den ersten Seiten sehr wenige Aufgaben mit Realitatsbezug oder
Textbeispiele zu finden sind, obwohl diese nach meinem Ermessen eine wichtige Rolle spielen, da den
Schilern und Schiilerinnen klargemacht werden soll, inwiefern die Thematik in ihrem taglichen Leben
Relevanz hat und dass sie schon einiges Gber Dezimalzahlen wissen. Auerdem wirkt sich eine bessere
Vorstellung sicherlich positiv auf das Verstandnis aus. Nur in Bezug auf Langen- und MassenmaRe sind

solche Aufgaben zu finden, wenn auch nur verhaltnismalRlig wenige.

4.2.3.2 Rechnen mit Dezimalzahlen (Multiplizieren und Dividieren)

Die Aufgaben zum Multiplizieren von Dezimalzahlen sind, in Anbetracht haufiger Schiilerfehler, recht
gut gewahlt. Die Fehlvorstellung, dass die Multiplikation stets vergréBere wird bei einer Aufgabe direkt
angesprochen und erklart. Es findet sich auRerdem eine Vielzahl an Textaufgaben, zu verschiedenen

Themengebieten, wo besonders Langen, Massen und Geldbetrage eine wichtige Rolle spielen.

Aus meiner Sicht kénnten dem Kapitel Aufgabenstellungen fehlen, welche die KT-Vorstellung
provozieren. Dabei handelt es sich um vergleichsweise einfache Rechnungen, die aber bei falscher
Regelkenntnis zu Fehlern fihren. Ein Beispiel hierfir ware 2,5 - 3, da der Rechenaufwand sehr gering
ist und die Fehlvorstellung zu einem eindeutig falschen Ergebnis (6,15) fihrt. Aufgaben dieser Art
wiirden sich auch sehr gut als Einfihrung anbieten. Die ersten, im Buch gewahlten Aufgabenstellungen
zur Multiplikation sind deutlich schwieriger (zum Beispiel 346,7 - 8 oder 143,78 - 8).
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Bei den Aufgaben zur Division ist der Einstieg meiner Meinung nach etwas besser gelungen, da die
Rechnungen zu Beginn deutlich einfacher sind. Aufgaben, welche die KT-Vorstellung verstarkt
hervorrufen sind jedoch immer noch nicht zu finden (zum Beispiel 14,21: 7). Auch andere bekannte

Fehlvorstellungen werden nicht gezielt angesprochen, wie das bei der Multiplikation der Fall war.

Was sowohl bei der Multiplikation, als auch bei der Division sehr positiv auffallt ist, dass groRer Wert
auf die Uberschlagsrechnung gelegt wird. Warum das wichtig ist wurde bereits in vorherigen Kapiteln

erldutert.

Im letzten Teil, der sich mit der Verbindung der vier Rechenoperationen mit Dezimalzahlen widmet,
findet sich dann doch noch eine groRere Zahl an Textaufgaben, die recht vielseitig sind und das

Gelernte nochmals zusammenfassen sollen.
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4.3 Mathematik verstehen 1

Salzger, Bernhard/ Bachmann, Judith/ Germ, Andrea/ Riedler, Barbara/ Singer, Klaudia/ Ulovec,
Andreas. (2014). Mathematik verstehen 1 (1. Auflage). Wien: Osterreichischer Bundesverlag
Schulbuch GmbH & Co. KG.

4.3.1 Aufbau

Im Schulbuch ,,Mathematik verstehen” wird das Thema Dezimalzahlen sorgfaltig aufgebaut. Begonnen
wird mit einem sehr allgemeinen Teil, der aufzeigt, woher diese Art von Zahlen bereits bekannt sein
kénnte und wie sie zusammengesetzt sind. Positiv anzumerken ist hierbei, dass zu Beginn jedes
Kapitels eine kurze Aufzahlung angefiihrt ist, die angibt, was in diesem Kapitel gelernt werden soll.

Somit wissen die Lernenden schon zu Beginn worauf der Fokus gerichtet sein soll.

AnschlieBend folgt (wie in anderen Bilichern auch) der GréRenvergleich und ein Blick auf das Runden
von Dezimalzahlen. Ist diese Einflihrung abgeschlossen werden die Rechenoperationen behandelt,
vorerst die Addition und Subtraktion (gemeinsam in einem Kapitel), anschlieRend die Multiplikation
und zum Schluss die Division, wobei die beiden letzten Themen nochmals in zwei Félle unterteilt sind

(siehe unten).

Ein Detail, das bei genauerer Betrachtung des Werks auffallt, mochte ich an dieser Stelle hervorheben.
Es ist hier durchwegs von ,Zahlen in Dezimaldarstellung” anstatt von , Dezimalzahlen” die Rede. Auf
den ersten Blick mag dieser Umstand bedeutungslos erscheinen. Ich denke jedoch, dass die
Formulierung sehr wohl bewusst gewahlt wurde. Man will, meines Erachtens nach, verdeutlichen, dass
es sich bei Briichen und Dezimalzahlen um die gleiche Art von Zahlen handelt, die nur in verschiedenen
Darstellungsformen geschrieben werden. Dafiir spricht auch, dass der Name des Kapitels, in dem
Briiche behandelt werden ,,Zahlen in Bruchdarstellung” lautet. In meinen Augen ist dieser Ansatz sehr

sinnvoll und gut gewahlt.

Auffallend ist, dass Langen-, Massen-, Temperatur- und ZeitmaRe erst anschlieRend in einem
separaten Kapitel behandelt werden. Eine Entscheidung der Autoren, die kritisch hinterfragt werden
kann, da Einheiten eine gute Mdglichkeit bieten, gewisse Rechenregeln zu erklaren und vor allem das
Stellenwertsystem zu untermauern. Inwiefern die diversen Ausflihrungen ohne diesen Aspekt
auskommen, wird im nadchsten Abschnitt besprochen. Meiner Ansicht nach wurde in diesem

Zusammenhang jedoch nicht richtig entschieden.
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Zum Abschluss der beiden Kapitel finden sich jeweils zwei Seiten, die zum Thema passende
Informationen und Anmerkungen beinhalten und zwei Seiten mit Aufgaben, die eine Wiederholung
beziehungsweise Zusammenfassung des Gelernten darstellen sollen. Die Themenseiten, welche als
,Denkwirdiges” (Aufgaben) und ,Merkwirdiges” (Informationen) bezeichnet werden, sind
interessant und informativ entworfen. Nach meinem Ermessen eine gelungene Abwechslung fiir die

Schiiler und Schilerinnen, da der Realitatsbezug auch das Verstandnis férdern kann.

Die Abschlussbeispiele stellen eine gute Moglichkeit dar, zu iberpriifen, ob alle wichtigen Aspekte aus
dem Kapitel verstanden wurden. Dabei geht es bei den Beispielen weniger um das Berechnen von
Ergebnissen, sondern eher um allgemeines Verstandnis, was sehr positiv vermerkt werden kann. Eine

Aufgabe lautet beispielsweise:

,Ein Stapel von 57 gleich dicken Brettern ist 98,6 cm hoch. Was rechnet man sich mit der Division

98,6:57 aus?”

4.3.2 Theorie

4.3.2.1 Die Unterteilung der Einer

Im einflihrenden Kapitel wird vorerst anhand des Geldes gezeigt, dass Zahlen existieren, die zwischen
zwei natlrlichen Zahlen liegen. AnschlieBend werden diese genauer erklart und die Erweiterung des
Stellenwertsystems wird gezeigt. Neben Beispielen und ausfihrlicheren Erklarungen (zum Beispiel in
Form einer Tabelle), wird auch auf die richtige Sprechweise Wert gelegt. Nach meinem Eindruck ist der
Einstieg in das Thema sehr gut gelungen. Es wird Realitdtsbezug hergestellt und die wichtigsten

Aspekte werden ausreichend besprochen und zusammengefasst.

4.3.2.2 Zahlen in Dezimaldarstellung ordnen

Die Erklarungen in diesem Abschnitt sind, nach einer kurzen Darstellung der Problematik, leider sehr
kurz gefasst. Im Grunde wird die Vorgehensweise nur anhand eines Musterbeispiels erklart. Es wird
hier weder auf einen Zahlenstrahl noch auf die zuvor ausfiihrlich erklarten Stellenwerte
zuriickgegriffen, womit der GréRBenvergleich sehr gut zu veranschaulichen wére. Stattdessen wird das

Anhdngen von Endnullen als Erklarung genutzt, was aus bereits erwahnten Griinden nicht optimal ist.

Erst auf der darauffolgenden Seite wird ein Zahlenstrahl gezeigt und es wird erklart, wie dieser
aufgeteilt und verfeinert werden kann. Nach meinem Ermessen hatten diese Informationen
gemeinsam mit dem GréRenvergleich, oder bereits bei der Einflihrung angefiihrt werden sollen, um
schon dort eine Veranschaulichung zu bieten. Natdlrlich ist nicht viel verloren, da nur eine Seite

dazwischenliegt, jedoch ist diese Trennung fiir mich nicht nachvollziehbar.
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AuBerdem bin ich der Meinung, dass man hier Geld-, Laingen- oder Masseneinheiten benutzen hatte
kénnen, um eventuell an Erfahrungswerte anzukniipfen und eine bessere anschauliche Vorstellung zu
schaffen. In denke also, dass dieser Abschnitt durchaus ausfiihrlicher gestaltet hatte werden kénnen,

vor allem in Anbetracht der Tatsache, dass es sich hierbei um ein sehr wichtiges Kapitel handelt.

4.3.2.3 Zahlen in Dezimaldarstellung runden

Das Unterkapitel zum Thema Runden stellt im Grunde eine Wiederholung der Vorgehensweise bei den
nattrlichen Zahlen dar und Ubertragt diese auf Zahlen in Dezimaldarstellung. Die Gelegenheit zur
Wiederholung der Stellenwerte und ihrer Zusammenhange wurde leider nicht genutzt. Dennoch ist es

positiv zu vermerken, dass auf diesen Aspekt Wert gelegt wurde.

4.3.2.4 Zahlen in Dezimaldarstellung multiplizieren

Der erste Fall, der in diesem Abschnitt behandelt wird, ist die Multiplikation von Dezimalzahlen mit
nattrlichen Zahlen. Diese wird als wiederholtes Addieren interpretiert und erklart. Relativ schnell wird
anhand eines Beispiels dann die allgemeine Regel formuliert, welche besagt, dass das Ergebnis
genauso viele Kommastellen aufweisen muss, wie die Dezimalzahl der Multiplikation. Anhand zweier
Musterbeispiele (einmal auch mit Uberschlagsrechnung) wird diese Vorgehensweise veranschaulicht.
Im Zuge dieses Abschnittes hatte meiner Auffassung nach zumindest erwdhnt werden kdnnen, dass
analog zu der Multiplikation natiirlicher Zahlen vorgegangen werden kann. Noch besser ware natiirlich
eine zusatzliche Erklarung oder Veranschaulichung gewesen, die klarstellt, warum dies so ist. Dabei
hatte es sich zum Beispiel angeboten, den Preis, der in der ersten Aufgabe multipliziert wird, in Cent
umzuwandeln, um zu zeigen, dass kein Unterschied zur Rechnung in Euro besteht. Auf eine solche

Unterstilitzung wurde jedoch leider verzichtet.

AnschlieBend wird auch auf die Multiplikation mit Zehnerpotenzen eingegangen, welche auf eine
Verschiebung des Kommas hinauslauft. Veranschaulicht wird dieser Sonderfall mithilfe einer

Wertetabelle und damit mit einem Ruickgriff auf die Stellenwerte.

Nach einigen Aufgabenstellungen wird auf die Multiplikation zweier Zahlen in Dezimaldarstellung
eingegangen. Diese wird anhand zweier Beispiele vorgefiihrt und der vom vorherigen Kapitel bereits
bekannte Satz zur Kommasetzung wird verallgemeinert. Abermals sind meiner Ansicht nach die

Erklarungen zur genauen Vorgehensweise, ahnlich wie zuvor, zu wenig ausfihrlich.

AnschlieBend wird besprochen, dass eine Multiplikation einer Dezimalzahl mit einer natdrlichen Zahl
immer auf zwei Arten interpretiert werden kann. Damit soll wohl eine moglichst geschickte

Rechenstrategie angeregt werden, was an dieser Stelle durchaus sinnvoll erscheint.
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Mithilfe des Zahlenstrahles und der wiederholten Addition wird erklart, dass die Multiplikation 0,5 - 7
Einerseits als das Siebenfache von 0,5 und andererseits als die Halfte von der Zahl Sieben angesehen
werden kann (Siehe Abbildung). Nach meinem Eindruck handelt es sich dabei um eine sehr gute und
anschauliche Erklarung, die aber noch besser ins vorherige Kapitel (Dezimalzahl mal natirliche Zahl)

gepasst hatte.

Bei der schriftlichen Multiplikation zweier Zahlen in Dezimaldarstellung muss das Produkt
ebenso viele Nachkommastellen aufweisen wie beide Faktoren zusammen.

Dies gilt auch bei der Multiplikation mit einer natiirlichen Zahl, zB: 0,5-7= 3,5. Beide Faktoren
haben zusammen eine Nachkommastelle und das gilt auch fiir das Produkt. Diese Rechnung
kdnnen wir uns aufgrund des Kommutativgesetzes auf zwei Arten vorstellen:

1. Art: Die Zahl 0,5 wird sieben Mal genommen, also 05,05 05 05 05 05 05

05+05+05+05+05+05+05=35 L
2. Art: Die Zahl 7 wird nur ein halbes Mal genommen, — |——— |
es wird somit das 0,5-Fache von 7 berechnet. P 7 i

. . - .. !
Das muss kleiner als 7 sein, denn die Halfte :

von 7 ist 3,5.

Wird eine Zahl a mit einer Zahl, die zwischen 0 und 1 liegt, multipliziert, ist das Produkt
kleiner als die Zahl a.

Beispiele: 4-0,2=0,2-4=0,8 15-036=0,36:15=54 23-01=01-23=23

Abbildung 12: Regel zur Multiplikation und Veranschaulichung, [Salzger et. al., 2014, 101]

Sehr positiv anzumerken ist, dass abschlieRend erklart wird, dass es ab diesem Zeitpunkt maoglich ist,
dass eine Multiplikation zu einer Verkleinerung des Multiplikanden fiihren kann. Hier wird auf einen
wichtigen Grundvorstellungsumbruch Bezug genommen, der, wie bereits erwdhnt, auch in der

Literatur 6fters beschrieben wird?®®.

Im Zuge dessen wird auch auf den Spezialfall der Kommaverschiebung (also der Multiplikation mit 0,1,
0,01, 0,001,...) eingegangen, was meines Erachtens nach auch sehr sinnvoll und wichtig ist. Dieser wird

auch anhand einer Stellenwerttafel gut veranschaulicht.

4.3.2.5 Zahlen in Dezimaldarstellung dividieren

Im nachsten Abschnitt wird die Division einer Dezimalzahl durch eine natirliche Zahl erklart. Es wird
zu Beginn kurz erwahnt, dass der Rest bei einer Division zweier natiirlicher Zahlen bedeutet, dass im

Ergebnis Kommastellen vorkommen missen. Diesen Ansatz finde ich sehr sinnvoll, da sich die Schiiler

268 padberg, 2012, 163f
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und Schiilerinnen im Zuge dieses Kapitels abgewdhnen missen, keinen Rest mehr bei den Divisionen

zu notieren, es sei denn, das Verfahren wird abgebrochen.

Bevor die allgemeine Regel formuliert wird (Im Quotienten muss ein Komma gesetzt werden, sobald
die erste Ziffer des Dividenden nach dem Komma heruntergeschrieben wird), ist ein Beispiel angefihrt,
in dem diese angewandt und kurz erklart wird. Obwohl auch hier die Angaben in Euro angefiihrt sind,
wird nicht in Cent umgerechnet, um zu zeigen, dass die Vorgehensweise auch tatsachlich plausibel ist.
In meinen Augen ein recht simpler Zusatz, der ohne viel Aufwand fiir einige Schiler und Schiilerinnen

hilfreich sein kdnnte.

Anschliefend wird die Kommaverschiebung durch die Division durch Zehnerpotenzen erklart. Hierbei
hatte eventuell darauf aufmerksam gemacht werden kdnnen, dass die Vorgehensweise dquivalent zur
Multiplikation mit dezimalen Einheiten ist, welche ja bereits behandelt wurde. Dieser Zusammenhang
der beiden Rechenoperationen ist fiir ein tieferes Verstandnis durchaus wichtig und deshalb auch

erwahnenswert.

Zuletzt wird noch die Division zweier Dezimalzahlen behandelt. Ein Verweis erinnert an die Tatsache,
dass die Multiplikation des Dividenden und des Divisors mit derselben Zahl den Quotienten nicht
verandert. Dies wurde bereits zu einem friitheren Zeitpunkt in dem Buch erklart. Mithilfe dieser
Information ist die Rickfihrung auf die Division mit einer natirlichen Zahl nicht mehr schwierig.
Trotzdem wird hier interessanterweise noch zusdtzlich mit der Umrechnung von Euro in Cent
gearbeitet, was meiner Ansicht nach sehr positiv ist, jedoch wiederum die offensichtliche Frage

aufwirft, warum dieses Hilfsmittel nicht schon friiher benutzt wurde.

Ahnlich wie bei der Multiplikation wird auch hier auf einen Grundvorstellungsumbruch eingegangen.
Es wird erklart, dass die Division durch eine Zahl zwischen 0 und 1 (anders als gewohnt) eine

VergrolRerung bedeutet. In diesem Fall ist also der Quotient gréRer als der Dividend.

AbschlieBend wird die Division durch dezimale Einheiten als Kommaverschiebung erklart. Auch hier ist
meiner Meinung nach abermals verabsdaumt worden, eine Verbindung zur Multiplikation mit

Zehnerpotenzen herzustellen.

Eine Anmerkung zur den Interpretationsmoglichkeiten des Teilens und des Messens ist nicht zu finden,
obwohl zu einem friiheren Zeitpunkt die Division von natlirlichen Zahlen mithilfe dieser beiden

Aspekten erklart wurde.
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4.3.2.6 Ldnge, Masse, Temperatur, Zeit

Das Kapitel fir Malieinheiten zahlt in diesem Schulbuch nicht zum Abschnitt der Dezimalzahlen,
sondern gilt als eigener Teil des Werkes. Aus der Literatur, vor allem aus den Artikeln von Heckmann?®®,
geht hervor, dass die Zusammenhange, die zwischen den beiden Themen bestehen, sehr gut genutzt
werden konnten, um diverse Sachverhalte besser zu erklaren. Wie schon weiter oben angesprochen,
finde ich es schade, dass bei den Ausfliihrungen und den Aufgabenstellungen groRteils darauf
verzichtet wurde, diesen Konnex auszunutzen. Es tauchen zwar immer wieder Sachkontexte auf, bei
denen Einheiten vorkommen, jedoch meistens nicht, um das Potenzial fiir bessere Erklarungen zu
nutzen, sondern nur, um Aufgaben ,einzukleiden” beziehungsweise einen Bezug zur Realitat

herzustellen.

4.3.3 Aufgabenstellungen

4.3.3.1 Dezimalzahlen (allgemeiner Teil)

Die Beispiele in diesem Buch sind meiner Auffassung nach sehr gut gewahlt. Es wird auf sehr vielfaltige
Art und Weise auf einige Aspekte eingegangen, die zuvor auf den Theorieseiten besprochen wurden.
Schon vor den Rechenoperationen ist eine groRe Zahl an Aufgaben von mehreren Schwierigkeitsstufen

angefiihrt, die auch die in der Literatur zu findenden Fehlvorstellungen abdecken.

Weniger positiv anzumerken ist, dass eine Vielzahl der Textaufgaben nur einen rein wirtschaftlichen
Kontext (also Aufgaben, die Geld/Euro beinhalten) abdecken. Damit ist es nicht unbedingt gelungen,
den Schiilern und Schiilerinnen vor Augen zu fithren, wie vielseitig das Thema ist und wie breit die
Anwendungsmoglichkeiten des Gebrauchs von Dezimalzahlen sind. Begriindet werden kann diese
Tatsache dadurch, dass Langen-, Massen-, Temperatur- und ZeitmaRe erst spater in einem eigenen
Kapitel behandelt werden, was die vorzeitige Behandlung der Themen offenbar leider ausschlieRt. Dies

zeigt nochmals welche Nachteile eine getrennte Behandlung dieser Themen nach sich zieht.

Gleichzeitig ist es somit sehr wahrscheinlich, dass einige Schnittstellen mit der Erfahrungswelt der
Lernenden erst spater gefunden werden. Wiirden diese schon friiher aufgezeigt werden, so wiirde dies

meiner Einschatzung nach eine positive Auswirkung haben.

Die ausfihrliche Einflihrung in diese Art der Darstellung von Zahlen liefert nach meinem Ermessen aber
trotzdem eine sehr gute Grundlage fir die spater folgende Ausdehnung auf das Rechnen mit

Dezimalzahlen.

269 Sjehe beispielsweise Heckmann, 2005 oder Thiemann, 2004a
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4.3.3.2 Multiplizieren von Dezimalzahlen

Dieser Abschnitt zeichnet sich durch eine Mischung von reinen Ubungsaufgaben und Textaufgaben
aus. Wahrend die erste Art auf die richtige Durchfiihrung des Algorithmus ausgelegt ist, ist die andere
sehr gut dafiir geeignet, das Gelernte in gewissen Kontexten einzubetten. Auffallend ist auch bei diesen
Aufgaben, dass hierfiir abermals hauptsachlich wirtschaftliche Kontexte zu finden sind. Die Griinde

dafiir sind wohl dieselben, die schon zuvor erwdhnt wurden.

In meinen Augen ist die Anzahl der angebotenen Ubungen (vor allem bei der Multiplikation mit einer
nattrlichen Zahl) zu klein und es gibt zu wenige Aufgaben, deren Rechenaufwand gering ist. Diese
wirden eine gute Moglichkeit bieten zu Uberprifen, ob der Multiplikationsalgorithmus richtig
angewandt wird. Dazu wiirden beispielsweise auch Rechnungen zdhlen, welche die Benutzung von
Fehlerstrategien provozieren. Dies ist in diesem Werk nur bei vergleichsweise wenigen Ubungen der

Fall.

Positiv anzumerken ist, dass an einigen Stellen eine Uberschlagsrechnung verlangt wird, wenngleich

dies bei den Textaufgaben nicht mehr erwahnt wird.

4.3.2.3 Division von Dezimalzahlen

Auch hier findet sich eine gute Mischung aus Ubungs- und Textaufgaben. Die Auswahl| der Aufgaben
finde ich aus ahnlichen Griinden wie im letzten Kapitel nicht ganz ausreichend. Rechnungen wie
beispielsweise 21,49: 7, welche die KT-Vorstellung provozieren, finden sich in diesem Abschnitt leider
nicht. Die Probe und Uberschlagsrechnungen werden nur selten erwahnt, was jedoch durchaus

vorteilhaft ware.

Positiv zu vermerken ist (dies gilt auch fiir die Multiplikation) die Vielzahl und die Kreativitdt der
Textaufgaben, welche die Aufgabenstellungen gut abrunden und vielseitige

Anwendungsmoglichkeiten bieten.

4.3.2.4 Verbindung der Grundrechenarten

Zum Abschluss finden sich zwei Seiten, welche der Verbindung der vier Grundrechenarten und der
Nutzung des Taschenrechners gewidmet sind. In meinen Augen ist dies, wie auch schon in anderen
Blichern, ein gut gewahltes Ende des Kapitels, da hier nochmals die Mdglichkeit geboten wird, alles
Gelernte kurz zu wiederholen und gleichzeitig mehrere Aspekte zu kombinieren. Die Anzahl der

Aufgaben ist jedoch meiner Ansicht nach etwas zu klein.
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4.4 MathematiX 1

Boxhofer, Emmerich/ Huber, Franz/ Lischka, Ulrike/ Panhuber, Brigitta. (2015). MathematiX 1 (4.

Auflage). Linz: Veritas Verlag.

4.4.1 Aufbau

Bei dem Schulbuch MathematiX fallt auf, dass die Bruchzahlen (Grundlagen und
Rechenoperationen?’®) vor den Dezimalzahlen behandelt werden. Es wird also im folgenden Abschnitt
interessant sein, zu beobachten, ob und in welchem Ausmal’ dieses bereits vorhandene Wissen der
Schiiler und Schiilerinnen genutzt werden kann, um diverse Sachverhalte einfacher darzustellen, oder

auf schon bekannte Tatsachen zurickzufthren.

Die Kapitel, welche fiir das Thema dieser Arbeit interessant erscheinen, sind ,Dezimalzahlen 1-3“.
Warum den Abschnitten derart wenig aussagende Namen gegeben wurden, ist unklar. Zwischen den
ersten beiden relevanten Abschnitten gibt es einen kurzen Einschub (iber Diagramme, auf den hier
jedoch nicht genauer eingegangen wird?’!, Zu Beginn jedes Kapitels findet sich eine Aufzihlung, die
Auskunft darlber gibt, was am Ende des Kapitels gekonnt werden soll. Meiner Einschatzung nach ist

diese kurze Ubersicht sehr sinnvoll, da von Anfang an klar ist, welche Aspekte wichtig sind.

Im ersten Teil werden die Grundlagen der Dezimalzahlen erklart. In ,,Dezimalzahlen 2“ werden die
ersten Rechenoperationen behandelt, also die gesamte Addition und Subtraktion. Im Kapitel
,Dezimalzahlen 3“ geht es um die Multiplikation und Division von Dezimalzahlen, wobei die
einfacheren Falle zuerst separat behandelt werden (Multiplikation und Division mit natirlichen Zahlen

und dekadischen Einheiten).

Die Aufgaben sind in drei verschiedene Schwierigkeitsgrade getrennt, Level 1-3. In den Kapiteln
,Dezimalzahlen 2“ und , Dezimalzahlen 3“ sind jedoch auch sogenannte Level-X-Beispiele zu finden.
Hierbei handelt es sich um Seiten, welche ,besondere Aufgaben” beinhalten. Diese sind teilweise
etwas schwieriger als andere, haben ausgefallene Aufgabenstellungen, regen zum Nachdenken an

oder stellen eine Verkniipfung von verschiedenen bereits gelernten Aspekten dar.

270 |nteressant ist dabei, dass zwar die Multiplikation und Division von Briichen mit natiirlichen Zahlen
bearbeitet wird, nicht jedoch die Multiplikation und Division zweier Briiche.
271 Warum sich dieser Abschnitt genau an dieser Stelle befindet ist ganzlich unklar, da die behandelten Aspekte
fir die Dezimalzahlen irrelevant sind und hier auch nicht weiterverwendet werden.
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In jedem Kapitel gibt es zum Abschluss einen kurzen Abschnitt mit dem Namen ,Kompetenz Kontrolle“,
der einer Zusammenfassung der Theorie und Beispielen zur Kontrolle des erworbenen Wissens

gewidmet ist.

442 Theorie

4.4.2.1 Dezimalzahlen 1

Die Einfiihrung der Dezimalzahlen, mithilfe von Realitatsbezug durch den Satz ,Viele Preisangaben in
Geschaften, Prospekten oder Katalogen haben ein Komma“ neben der Abbildung einer Speisekarte, ist
in diesem Werk vergleichsweise diirftig ausgefallen. Gleich darauf folgt eine kurze Definition durch die

Aussage, dass Zahlen mit Komma Dezimalzahlen heiRen.

Was auf dieser Seite auffdllt, ist die Tatsache, dass die umgangssprachlichen Sprechweisen
yzweifinfundfinfzig” und ,,zwei Komma Finfundfiinfzig” fir die Zahl 2,55 angegeben sind. Obwohl
auch die mathematisch korrekte Aussprache angegeben ist, finde ich es trotzdem nicht unbedingt
notwendig, in einem Lehrbuch die genannten Optionen anzubieten. Meiner Meinung nach entsteht
dadurch kein Mehrwert. Vielmehr wird der Eindruck erweckt, es sei unproblematisch, diese Versionen

zu benutzen, was aus bereits angefiihrten Griinden nicht der Fall ist.

Kurz darauf folgt im Zuge derselben Einfilhrung eine weitere Formulierung, die mir unglnstig
erscheint. Es wird erklart, dass das Komma Einer und Zehntel trennt. Obwohl die Aussage nicht
unbedingt falsch ist, wird, wie auch schon im Werk von Lewisch, suggeriert, dass das Komma eine
Grenze darstellt. Eine Ansicht, die bei Schillern und Schilerinnen unter anderem zur Komma-Trennt-

Vorstellung fihren kann, welche nach dem besagten Aspekt benannt wurde.

Es folgt eine Tabelle, welche die unterschiedlichen Schreibweisen fir Dezimalzahlen erldutern soll. Das
Komma wird hier wiederum sehr deutlich als Trennmarke dargestellt (siehe Abbildung 13). Durch die
vorherige Behandlung von Bruchzahlen ergibt sich in diesem Schulbuch die Moglichkeit, Dezimalzahlen

durch Briiche genauer zu beschreiben, was in dem einfiihrenden Theorieteil auch gemacht wird. Dafiir
werden jedoch gemischte Briiche verwendet (zum Beispiel 2110), was meiner Auffassung nach nicht
optimal ist. Neben der Tatsache, dass diese Schreibweise generell problematisch sein kann?’?,
suggeriert sie in diesem Zusammenhang noch deutlicher eine Trennung der Stellen vor und nach dem

Komma. Die Schreibweise hat jedoch auch einen wesentlichen Vorteil, da mithilfe der Zehnerbriche

sehr gut auf die Stellenwerte hingewiesen werden kann.

272 padberg, 2012, 78
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Bedeutung und Schreibweisen

Das Komma trennt Einer und Zehntel.
Links vor dem Komma stehen Einer (E), Zehner (Z) usw.,
rechts neben dem Komma stehen die Zehntel (z), Hundertstel (h), Tausendstel (t} usw.

Du kannst eine Dezimalzahl auf verschiedene Arten anschreiben.

Dezimalzahl Einheitenschreibweise Stellenwerttabelle Dezimalbruch
Z | E Z | hoE
28 2E3z - 23
12,43 1Z2E4z3h T2 E1.2 |8 12 2
0,075 7h5t o T s 2z

Abbildung 13: Schreibweise von Dezimalzahlen, [Boxhofer et. al., 2015, 142]

Neben einer Erklarung unserer Wahrung (dem Euro) und der Vorgehensweise beim Runden von
Dezimalzahlen, findet sich auf der Theorieseite auch ein kurzer Abschnitt zum Darstellen und
Vergleichen von Dezimalzahlen, wo mit Zahlenstrahlen gearbeitet wird. Positiv zu vermerken ist, dass
hier, wenn auch nur kurz, auf die Problematik des Vergleiches zweier Dezimalzahlen mit
unterschiedlicher Anzahl an Nachkommastellen eingegangen wird. Jedoch ware zumindest eine kurze
schriftliche Erkldrung (zum Beispiel anhand der Stellenwerte) wiinschenswert gewesen, da dies eine

wichtige Grundlage darstellt, die an dieser Stelle eventuell ,untergehen” kdnnte.

Nach einigen Beispielen findet sich ein zweiter Theorieteil in dem Kapitel, der sich mit Ldngen und
Massen in Dezimalschreibweise auseinandersetzt. Das Potenzial, welches die Einheiten haben um die
Dezimalschreibweise genauer zu erklaren, wird hier nur zum Teil genutzt, indem in einer Tabelle statt
der Stellenwerte die unterschiedlichen Einheiten angeschrieben sind. Der Bezug zu bekannten GroRen
und Einheiten kdnnte das Verstandnis einiger Schiiler und Schiilerinnen positiv beeinflussen. Die relativ
kurzen Erklarungen in diesem Abschnitt tiberlassen es den Lehrern und Lehrerinnen, diese Notationen

genauer zu erkldren.

4.4.2.2 Dezimalzahlen 2

Nach einem kurzen Einschub Uber Diagramme folgt das nachste Kapitel, welches sich mit
Dezimalzahlen auseinandersetzt. Da es hier ausschlieRlich um die Addition und Subtraktion geht, wird

es in dieser Arbeit nicht genauer besprochen.

4.4.2.3 Dezimalzahlen 3

In diesem Kapitel werden vorerst die Multiplikation und Division von Dezimalzahlen mit natirlichen

Zahlen beziehungsweise mit dekadischen Einheiten (also Zehnerpotenzen) erklart.
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Die Multiplikation einer Dezimalzahl mit einer nattirlichen Zahl ist in diesem Kapitel meines Erachtens
nach sehr gut erklart. Einfihrend ist ein Beispiel genannt, bei dem sechs Flaschen einer Limonade
gekauft werden. Vorerst wird durch Addieren die richtige Losung gefunden, um anschlieBend den

einfacheren und kiirzeren Weg der Multiplikation vorzuschlagen.

Es wird mit einer Uberschlagsrechnung begonnen, was auch spéter oft hilfreich sein kann, um die
Dimension des Ergebnisses einzuschatzen. Danach wird darauf hingewiesen, dass genau wie bei den
natirlichen Zahlen multipliziert werden kann, da das Komma erst nach der Rechnung gesetzt wird.
Hierfiir wird einerseits auf die Uberschlagsrechnung hingewiesen und andererseits die Merkregel
erwahnt, die besagt, dass das Ergebnis gleich viele Kommastellen haben muss, wie der Faktor mit
Dezimalstellen. Zusatzlich wird eine Erklarung anhand der Stellenwerte angeboten, welche die
Ausfihrungen nochmals bestatigt und es wird das Kommutativ- beziehungsweise das Assoziativgesetz
erwdhnt. Es handelt sich also um eine sehr ausfihrliche und verstandliche Erklarung, was in meinen

Augen durchwegs positiv ist.

Der Abschnitt, welcher die Multiplikation einer Dezimalzahl mit dekadischen Einheiten behandelt
enthélt in der benutzten Ausgabe des Buches einen Rechenfehler an einer wichtigen Stelle (siehe
Abbildung), was fir Schiiler und Schiilerinnen sehr verwirrend wirken kann (72,4 - 100 = 724 [sic]).
Die Conclusio, dass beim Multiplizieren mit Zehnerpotenzen das Komma um entsprechend viele Stellen
verschoben wird, ist dennoch wichtig und vorhanden. Zusétzlich wird auch erklart, dass in manchen

Fallen Nullen ergdanzt werden missen.

Multiplizieren einer Dezimalzahl mit dekadischen Einheiten

Multiplizieren mit 10:  7,24-10  oder kurz: 7,24 .10 =72,40 UR: 7 10 = 70
7 240

Multiplizieren mit 100: 72,4-100 7,24 - 100 = 724,00 UR: 7 - 100 = 700
724,00

Kommaregel: Das Produkt hat wieder genau so viele Dezimalstellen wie der Faktor mit Dezimalstellen.

Das Komma riickt beim Multiplizieren mit 10, 100, 1 000 ... um eine, zwei, drei ... Stellen nach rechis.

Manchmal musst du dabei fehlende Nullen ergénzen.

7,24 -1 000 =7 240,00 = 7 240 UR: 7 - 1 000 = 7 000

NPT S/

Abbildung 14: Multiplikation mit dekadischen Einheiten, [Boxhofer et. al., 2015, 164]

Die Division wird mit einem Beispiel eingefiihrt, bei dem es um die Aufteilung eines Geldbetrages auf
mehrere Kinder geht. Begonnen wird erneut mit einer Uberschlagsrechnung, welche die Dimension
des Ergebnisses zeigt. Besonders interessant ist hier, wie die Setzung des Kommas erklart wird. Vor
dem Dividieren werden die Stellen im Dividenden markiert, welche fir die erste Teildivision relevant
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sind (Diese Markierung ist in diesem Werk ein Bogen, der bereits im Kapitel zur Division natirlicher
Zahlen genau erklart wird). AnschlieRend sollen die Stellen von dieser Markierung aus bis zum Komma

abgezahlt werden. Die Zahl entspricht dann der Anzahl an Ziffern im Quotienten vor dem Komma.

Dividieren einer Dezimalzahl durch eine natiirlichen Zahl

Die Abrechnung einer Sportwoche ergab fiir die 1. Klasse ein
Guthaben von 308,40 €. Der Geldbetrag wird auf alle 24
Kinder gleich aufgeteilt. Wie viel Euro erhalt jedes Kind?

1) UR: 300:25 =12
Ermittle zuerst den ungefdhren Betrag durch eine
Uberschlagsrechnung.

2 Rechnung:
Bestimme den Stellenwert des Quotienten!
Zahle dazu die Stellen vom Ende des Bogens bis o
zum Komma. So viele Stellen hat der Quotient vor 20840:29 =, ,,
dem Komma, schreib sie mit Punkten auf und setze das Komma.

Dividiere anschlieBend so wie mit natirlichen Zahlen! 308,40 : 24 = 12,85
Sollte ein Rest tbrig bleiben, so darfst du so viele Nullen in den 68

Dezimalstellen ergdnzen, wie du bendtigst. Wie viele 204

Dezimalstellen du nach dem Komma erhdltst, kannst du zu 120

Beginn der Rechnung nicht wissen. 0 Rest

3 Antwort: Jedes Kind erMalt 12,85 €.

4 Probe:
Multiplikation! 12,05 *2%
285 #0
W Rk 8
30840

Abbildung 15: Verfahren bei der Division einer Dezimalzahl durch eine natiirliche Zahl, [Boxhofer et. al., 2006, 165]

Obwohl eine Erinnerung an die Bedeutung des Bogens wiinschenswert gewesen ware?’3, wirkt die
Vorgehensweise, die hier gewahlt wird, sehr verstandlich. Eine kurze Erklarung dieser Regel, zum
Beispiel anhand der Stellenwerte, ware dennoch durchaus niitzlich gewesen, um das Verstandnis der

Vorgehensweise zu starken, da ansonsten die Gefahr besteht, dass nur auswendig gelernt wird.

Auch Spezialfalle fiir die Regel, wie beispielsweise bei der Division einer Zahl zwischen 0 und 1, missten
noch extra erklart werden, um den Theorieteil zu vervollstandigen. Positiv zu vermerken ist die Probe
durch eine Multiplikation, welche die Richtigkeit des Ergebnisses zeigt und des Weiteren die

Multiplikation nochmals wiederholt.

273 Die Methode wird beim Dividieren natiirlicher Zahlen eingefiihrt und benutzt.
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Abgeschlossen wird dieser Theorieteil durch die Erklarung der Division durch dekadische Einheiten.
Plausibel gemacht wird dies durch die Umkehrung der bereits bekannten Multiplikation mit
dekadischen Einheiten. Diese Vorgehensweise ist sehr einfach und verstandlich und deswegen auch
eine gute Wahl. Abschliefend wird, wie bei der Multiplikation, eine Kommaverschiebungsregel

formuliert und es wird erneut auf Situationen hingewiesen, in denen Nullen erganzt werden mussen.

Nach einigen Aufgaben wird in einem zusatzlichen Abschnitt die Multiplikation und Division zweier
Dezimalzahlen behandelt. Beim Einflihrungsbeispiel zur Multiplikation werden Seemeilen in Kilometer
umgewandelt. Dabei fehlt es nicht an Erklarungen der Vorgehensweise und es werden auch zusatzliche
Aspekte, wie eine Uberschlagsrechnung und die Kommaregel inklusive einer plausiblen Begriindung
angefiihrt. Erganzend wird die Multiplikation mit dezimalen Einheiten behandelt und durch die
Rickfiihrung auf die Division durch Zehnerpotenzen erklart. An dieser Stelle hatte es sich meiner
Einschatzung nach angeboten, zu erwdhnen, dass hierbei ein Fall auftritt, bei dem die Multiplikation
verkleinert, da dies eine Neuerung fir Schiler und Schiilerinnen darstellt, die in manchen Fallen zu

einer bereits erwahnten Fehlvorstellung fiihren kann.

Die Division wird, wie Ublich, durch den Prozess erklart, der hier ,kommafrei machen” genannt wird.
Damit ist die Multiplikation des Dividenden und des Divisors mit derselben Zehnerpotenz gemeint,
sodass der Divisor anschlieRend eine natiirliche Zahl ist. Diese Riickfihrung auf die Division einer
Dezimalzahl durch eine natliirliche Zahl wird hier meiner Auffassung nach nicht ausreichend erklart, da
keine Begriindung fir die Vorgehensweise angefiihrt ist. Auch im Kapitel zur Division natirlicher
Zahlen taucht das Konzept nicht auf, was bedeutet, dass hier eine Methode ohne verstandlichen

Hintergrund angeboten wird.

Abschliefend wird kurz auf die Verbindung der vier Grundrechenarten eingegangen und betont, dass

bereits bekannte Regeln (Vorrang-Regeln und Klammer-Regel) weiterhin gelten.

4.4.3 Aufgabenstellungen

4.4.3.1 Dezimalzahlen 1

Im ersten Kapitel zu Dezimalzahlen in diesem Schulbuch gibt es zwei Abschnitte, denen Aufgaben
zugeordnet werden. Zuerst findet sich eine Vielzahl an Aufgabenstellungen zur allgemeinen Einflihrung

der Dezimalzahlen, anschlieBend wird vor allem mit Ldngen und Massen gearbeitet.

Der erste Teil beinhaltet gut gewahlte Aufgaben, die bei geschickter Anwendung und Uberpriifung
durch den Lehrer beziehungsweise die Lehrerin auf diverse Fehlvorstellungen aufmerksam machen
kénnen. Positiv sind die Ubungen mit Verwendung eines Zahlenstrahls und die Beispiele zum Thema

GroRenvergleich  von Dezimalzahlen hervorzuheben. Abgesehen davon gibt es viele
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Aufgabenstellungen bei denen die Umwandlung in eine andere Darstellung im Vordergrund steht.
Nach meinem Ermessen ware es zusatzlich sinnvoll gewesen auch andere Arten von Aufgaben damit

zu verbinden (zum Beispiel erst umformen, dann ordnen).

Durch die Besonderheit des Werks, dass bereits zu einem friheren Zeitpunkt Briiche behandelt

wurden, finden sich auch Beispiele, die den Zusammenhang zu dem Thema festigen sollen.

Im zweien Abschnitt zu den Grundlagen der Dezimalzahlen werden sehr dhnliche Aufgabenstellungen
wie im ersten benutzt, in diesem Fall jedoch passend zum Thema Langen und Massen. Dies fordert
zwar eventuell weiterhin das Verstandnis von Dezimalzahlen, jedoch fehlt nach meinem Eindruck der
Bezug zur Realitat, der fiir diesen Abschnitt eigentlich entscheidend ware. Was im ersten Teil komplett
verabsaumt wurde, wird in diesem nur sehr sparlich nachgeholt. Lediglich drei Aufgaben finden sich
zum Schluss, die als Textaufgaben beziehungsweise Anwendungsaufgaben bezeichnet werden kénnen.
Das ist in meinen Augen entschieden zu wenig, vor allem, da es sich hier um ein sehr realitdtsnahes

Thema handelt.

4.4.3.2 Dezimalzahlen 3

Auch dieses Kapitel gliedert sich, wie weiter oben beschrieben, in zwei Abschnitte. Vorerst wird die
Multiplikation und Division mit natirlichen Zahlen thematisiert. Wenngleich sofort auffallt, dass hier
(im Gegensatz zu ,,Dezimalzahlen 1“) darauf geachtet wurde Textaufgaben zu verwenden, sind diese
jedoch grofiteils recht kurz formuliert und einfach gestaltet. Sehr viel Kreativitat ist bei der Auswahl

der Beispiele leider nicht zu bemerken.

Die Auswahl an Rechnungen ist meiner Auffassung nach bei beiden Rechenoperationen gut gelungen,
da einige Schwierigkeitsstufen und Eventualitdten abgedeckt werden. Positiv anzumerken ist auch,

dass auf Uberschlagsrechnungen Wert gelegt wird.

Zum zweiten Abschnitt, wo es um die Multiplikation und Division mit Dezimalzahlen geht, kénnen
meiner Meinung nach sehr dhnliche Aussagen getroffen werden. Die Wahl der Aufgaben ist recht
vielseitig und stellt eine gute Sammlung zum Wiederholen der Inhalte des Themengebietes dar. Auf
den ersten Blick stellt sich jedoch die Frage ob die Anzahl der Ubungen auch fiir weiteres,
selbststiandiges Lernen ausreicht. Ohne Erfahrungswerte ist diese Frage jedoch nur sehr schwer zu

beantworten und mit Sicherheit auch von Klasse zu Klasse unterschiedlich auszuwerten.

Positiv fallt auf, dass gegen Ende des Kapitels immer mehr realitatsnahe Aufgaben geboten werden,

die es erlauben, eine etwas vielseitigere Vorstellung mit dem Konzept der Dezimalzahlen zu verbinden.

Allgemein lasst sich zu den Aufgabenstellungen in diesem Schulbuch sagen, dass zwar viele davon mit

Bedacht gewahlt und gut einsetzbar sind, jedoch der Bezug zur Realitdt beziehungsweise die
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Anwendungsorientiertheit an manchen Stellen ausbaufahig waren. Ich denke jedoch, dass mithilfe der

angefiihrten Ubungen ein produktives Arbeiten im Unterricht méglich ist.

4.5 Geniall Mathematik

Beer, Rufolf/ Chelly, Astrid/ llias, Petra/ Jilka, Susanna/ Steffan, Christina/ Varelija, Gordan. (2014).

Genial! Mathematik: Lehr- und Arbeitsbuch fiir die 1. Klasse. Wien: Bildungsverlag Lemberger.

4.5.1 Aufbau

Bei der ersten Betrachtung des Schulbuches fillt sofort auf, dass sich der Aufbau sehr stark von dem
der anderen Blicher unterscheidet. Der erste Grund dafiir liegt darin, dass mehr Wert auf Bilder gelegt
wurde. Dabei handelt es sich grofteils jedoch nicht um Fotos, wie es in den meisten vergleichbaren
Blchern oft der Fall ist, sondern um Zeichnungen. Diese scheinen mir fiir die Altersklasse der Schiler
und Schilerinnen passend, da der Eindruck entsteht, dass die Themen kindgerecht vermittelt werden
kénnen. Mathematik wird oft (sowohl von Kindern, als auch von Erwachsenen) als sehr ,steril”
beziehungsweise ,,exakt” angesehen, was meiner Erfahrung nach schon fiir einige Kinder abschreckend
erscheinen kann. Die Autoren versuchen diesen Eindriicken schon mit dem Layout, aber auch
beispielsweise mit den gewahlten Formulierungen entgegenzuwirken. Zum Teil entsteht dadurch aber
auch der Eindruck, dass die Aufgaben zu leicht waren beziehungsweise, dass das Niveau nicht dem

einer Sekundarstufe entspricht. Das folgende Beispiel kdnnte dies unterstreichen:

443 Carina war heute essen,
a) Was hat sie gegessen?
b} Wie viel hat sie dafiir bezahlt?

c) Was bedeutet die 2, die 9 und die 0 auf dem
Preisschild?

d) Hat sie sich ausgewogen erndhrt?

Abbildung 16: Aufgabe zu Stellenwerten, [Beer et. al., 2014, 158]

Fakt ist aber, dass die meisten anderen Aufgaben sehr wohl gut gewahlt und sinnvoll sind, worauf zu

einem spateren Zeitpunkt noch eingegangen wird.

Ein weiterer Punkt, der sich von einigen anderen Biichern unterscheidet, ist, dass in diesem die

Bruchrechnung vor den Dezimalzahlen behandelt wird. Dies schafft einige didaktische Moéglichkeiten,
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die bei einer anderen Reihenfolge nicht méglich waren. Inwiefern diese genutzt wird soll spater noch

geklart werden.

AuRRerdem fallt auf, dass in dem Buch ein eigenes Kapitel zu GroRen angeboten wird, das aber hinter
das Dezimalzahlkapitel gereiht wurde. Wie schon beim Werk ,,Mathematik Verstehen 1“ (Kapitel 4.3)
ist diese Entscheidung kritisch zu hinterfragen. Meiner Ansicht nach entsteht dadurch fiir das

Dezimalzahlkapitel ein deutlicher Nachteil, weswegen ich diese Einteilung nicht bevorzuge.

Die Kapitel an sich sind ebenfalls etwas anders aufgebaut, als es in den restlichen Schulbiichern der
Fall ist. Anstatt eines Theorieteils und eines Teils mit Aufgaben in jedem Abschnitt, werden in diesem
Schulbuch weniger deutliche Grenzen gezogen. Die wichtigsten Regeln werden anhand von Beispielen
erklart und dann in speziell gekennzeichneten Boxen zusammengefasst. Theorie und Aufgaben sind
also nicht strikt getrennt, sondern gehen in einander tber. Zwischendurch finden sich immer wieder
Aufgaben, die weniger auf Mathematik als auf Allgemeinwissen abzielen sind, bei denen die Kinder

selbststandig tberlegen, oder auch recherchieren miissen. Beispiele dafiir waren:

,Welche Arten von Fieberthermometern gibt es? Welche verwendest du zu Hause?“

,Finde die flinf langsten Tunnel? Wo sind sie und wie lang sind sie ungefahr?“

Diese Aufgaben hangen natlirlich, zumindest inhaltlich, immer mit den weiteren Beispielen zusammen.

Nach dem ersten Teil jedes Kapitels, in dem der Lehrstoff vermittelt wird, gibt es stets einen
sogenannten , Kompetenz Lernen“-Abschnitt. Dieser besteht aus einer Geschichte, bei der ein
Zusammenhang mit dem behandelten Thema hergestellt werden kann. Bei den Dezimalzahlen geht es
beispielsweise um drei Freunde, die Pizza essen gehen. Nachdem die Geschichte (in Form eines
Comics) erzahlt ist werden diverse kompetenzorientierte Fragen zu der Erzdhlung gestellt. In meinen
Augen eine sehr gute Moglichkeit zur Zusammenfassung des Gelernten, die eine Anwendung auf eine
realistische Situation darstellt. Gleichzeitig kann die Behandlung dieser Aufgaben sehr auflockernd

wirken, da sie eine Abwechslung zum sonstigen Unterricht bieten.

Des Weiteren finden sich zu jedem Abschnitt ,spielerische und handlungsorientierte Aufgaben” und

,vernetzendes Wissen und facheriibergreifende Inhalte” auf eigens dafiir gestalteten Themenseiten.

Als Abschluss gibt es in jedem Kapitel eine Lernzielkontrolle. Diese umfasst eine Seite, auf der Aufgaben
angegeben sind, die jeder Schiiler und jede Schiilerin nach dem Durcharbeiten des Kapitels 16sen
kénnen sollte. AuRerdem kann diese Seite auch als gute Orientierung, sowohl fir Schiler und
Schiilerinnen als auch fir Lehrpersonen, vor der Behandlung des Themas dienen, um sich einen

Eindruck zu verschaffen, welche Inhalte vermittelt werden sollen.
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Es kann also schon zu Beginn gesagt werden, dass es sich hierbei um ein recht vielseitiges Buch handelt,
bei dem viel Wert auf Abwechslung und auf die Gestaltung gelegt wurde, welche jedoch meiner
Einschatzung nach nicht immer dem Alter der Zielgruppe entspricht. Aufgrund des Aufbaus des
Kapitels zum Thema Dezimalzahlen wird im Folgenden von der Aufteilung in Theorie- und Aufgabenteil
abgesehen. Stattdessen werden die einzelnen Abschnitte nach der Reihe bearbeitet, wobei beiden

Aspekten gleichermalien Aufmerksamkeit gewidmet werden soll.

4.5.2 Theorie und Aufgabenstellungen

4.5.2.1 Dezimalzahlen

Das Kapitel Dezimalzahlen wird mit einer Doppelseite eroffnet, auf der verschiedene Gegenstande mit
Preisschildern abgebildet sind. Die Aufgabe besteht darin, den Bezeichnungen die passenden Preise
zuzuordnen. Diese Einflihrung soll augenscheinlich dazu dienen, die Schiiler und Schiilerinnen darauf
hinzuweisen, dass sie bereits wissen, was Dezimalzahlen sind und wo sie im taglichen Leben
vorkommen. Die Tatsache, dass dafir ausschlieflich Geldbetrdage verwendet werden ist wohl darauf
zurickzufihren, dass zu einem spateren Zeitpunkt im Buch ein eigenes Kapitel zum Thema GroRRen
folgt. Dennoch hdtte man meiner Meinung nach diesbeziiglich auf etwas mehr Diversitat Wert legen

kénnen.

4.5.2.2 Stellenwert

Zu Beginn wird anhand einer Stellenwerttafel erklart, wie diese im Vergleich zu den natirlichen Zahlen
um Zehntel, Hundertstel, Tausendstel und so weiter erweitert wird. In meinen Augen wurde hier eine
ungtinstige Formulierung fiir die Regel zum Multiplizieren und Dividieren mit der Zahl Zehn gewahlt.

Es wird beschrieben (Siehe auch Abbildung 17):

,Wenn man mit 10 multipliziert, kommt man eine Stelle weiter nach links. Wenn man durch 10

dividiert, kommt man eine Stelle weiter nach rechts.”
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Abbildung 17: Stellenwerttafel, [Beer et. al., 2015, 158]

Gemeint sind hierbei die Werte der einzelnen Stellen in der Stellenwerttafel. Befindet man sich also
zum Beispiel auf der Einerstelle (Im Grunde suggeriert die Formulierung sich vorzustellen, sich
tatsachlich in der Tafel zu befinden), so flihrt eine Multiplikation mit Zehn (was genau hier mit Zehn
multipliziert wird, wird nicht erwahnt) zu einer Positionsveranderung um eine Stelle nach links. Man

befindet sich dann also auf der Zehnerstelle.

Problematisch ist in meinen Augen, dass es fir die Schiler und Schiilerinnen wohl schwierig ist
nachzuvollziehen, welche Bedeutung diese Aussage tatsachlich hat. Noch schwerwiegender ist fir
mich jedoch die Gefahr der Verwechslung mit einer Kommaverschiebungsregel, welche fiir die Schiler

und Schiilerinnen vermutlich einfacher zu verstehen wire. Diese lautet namlich genau umgekehrt.

Didaktisch gesehen ist es vermutlich sogar sinnvoller, sich auf die Veranderung der Stellenwerte und
nicht auf die Verschiebung des Kommas zu beziehen. Letzteres ist genau genommen nur eine Folge
des zuerst genannten. Eine genauere Formulierung ware an dieser Stelle dennoch sehr

wiinschenswert, um einer Verwechslung vorzubeugen.

Es folgen anschlieRend einige Aufgaben, bei denen mit Stellenwerttafeln gearbeitet werden muss.

Diese fuhren zu einer genauen Betrachtung und Zerlegung der Zahlen in ihre Bruchteile. Laut
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Heckmann und anderen?* kann diese Vorgehensweise zu einem tieferen Verstindnis des Aufbaus
einer Dezimalzahl fihren, was flr spatere Themen sehr hilfreich sein kann. Dieser Abschnitt stellt also
eine sehr wichtige Vorarbeit dar. Auch eine Aufgabe, welche die richtige Sprechweise fordert, ist

vorhanden, was positiv vermerkt werden kann.

4.5.2.3 Dezimalzahlen vergleichen und ordnen

Im nachsten Abschnitt wird zu Beginn anhand eines Beispiels gezeigt, welche Bedeutung Nullen am
Ende einer Dezimalzahl haben, woraufhin das Kirzen und Erweitern von Dezimalzahlen (also
Anhdngen und Wegstreichen von Endnullen) erklart wird. Zum Vergleichen von Dezimalzahlen wird
diese Regel jedoch nicht benutzt, was durchaus wichtig ist, da sich beispielsweise Padberg, aus bereits
erwihnten Griinden, gegen diese Vorgehensweise ausspricht?”. Stattdessen wird ein stellenweises
Vorgehen von links nach rechts eingefiihrt. Zuerst werden die Ziffern vor dem Komma verglichen, dann
die Zehntel, Hundertstel, Tausendstel und so weiter. Das Wissen zu den Endnullen ist hierfir dennoch
wichtig, da die Schiiler dann auch mit Fallen umgehen kénnen, wo zwei Dezimalzahlen vorkommen,

die eine unterschiedliche Zahl an Kommastellen besitzen.

Man kénnte jedoch argumentieren, dass dieser Fall bei den folgenden Aufgabestellungen zu wenig oft
auftritt, um dieses Wissen tatsdchlich anwenden zu kénnen. Bei den meisten Aufgaben werden

namlich Dezimalzahlen verglichen, welche dieselbe Anzahl an Kommastellen aufweisen.

Auch der Zahlenstrahl wird hier ausfihrlich thematisiert, was sehr positiv zu vermerken ist. Vor allem,
weil auch die unterschiedlichen Skalierungen angesprochen, gezeigt und anhand von Beispielen

Gberprift werden.

4.5.2.4 Dezimalzahlen runden

Dieser Abschnitt des Werks bezieht sich auf das Runden von Dezimalzahlen. Dies bedarf keiner
umfangreichen Erklarungen, da es analog zu den natirlichen Zahlen funktioniert. Dementsprechend
finden sich hierzu hauptsachlich Beispiele auf den beiden Seiten die dem Thema gewidmet sind. Diese
sind sehr vielseitig gewdhlt und beziehen sich auch auf die bereits gelernten Aspekte (also

Stellenwerte, GroRenvergleich und den Zahlenstrahl).

4.5.2.5 Dezimalzahlen in Briiche umwandeln

Wie bereits erwdhnt bietet sich fiir dieses Schulbuch die Méglichkeit, einen Zusammenhang mit
Briichen herzustellen. In vielen anderen Bichern ist die Reihenfolge der Behandlung umgekehrt,

weswegen analoge Kapitel in diesen wohl im Abschnitt zur Bruchrechnung zu finden sind.

274 Heckmann, 2005
275 padberg, 2012, 185f
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Der Einstieg wird Uber eine Stellenwerttafel gewahlt, indem jedem Stellenwert nach dem Komma ein
Bruch zugewiesen wird (Der Name der Stellenwerte suggeriert ja schon den gesuchten Bruch). Die

folgenden Aufgaben schulen dann auf vielfaltige Art und Weise die Umwandlung von Dezimalzahlen in

N |-
=

Zehnerbriiche. Fiir einige im Alltag haufig verwendete Briiche (zum Beispiel ,...) werden die

Bl w

’ 7

Umrechnungen zusammenfassend gezeigt. Des Weiteren ist positiv anzumerken, dass abermals auf
bereits gelernte Aspekte der Dezimalzahlen zuriickgegriffen wird (Ahnlich wie beim Runden). Diese
sind in einige Beispiele eingebettet, was eine gute Moglichkeit bietet, diverse Zusammenhange

aufzuzeigen.

4.5.2.6 Dezimalzahlen multiplizieren und dividieren

Die Multiplikation von Dezimalzahlen wird anhand eines Musterbeispiels eingefiihrt. In der Aufgabe
geht es um einen Klassenausflug, bei dem die Fahrtkosten pro Person gegeben sind. Vorerst wird durch
eine Addition berechnet wieviel fiir zwei Kinder gezahlt werden muss, anschlieBend sind die
Fahrtkosten fir die gesamte Klasse gesucht. Es wird also vom wiederholten Addieren auf die

Multiplikation geschlossen.

Die darauffolgende Zusammenfassung (Siehe Abbildung 18) stellt parallel die Vorgehensweise bei der
Multiplikation von Dezimalzahlen mit einer natirlichen Zahl und den Fall der Multiplikation zweier
Dezimalzahlen dar. Zur Veranschaulichung wird der bereits gelernte Multiplikationsalgorithmus
durchgefiihrt, wobei jedoch nicht erwdhnt wird, dass vorerst ohne Beachtung des Kommas gerechnet
wird. Obwohl dieser Aspekt durch die vorgerechneten Beispiele vermutlich klar wird, ware er in

meinen Augen dennoch erwdahnenswert gewesen, um Unklarheiten vorzubeugen.
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504 2 L\\g Die Klasse 1d fahrt zur Wienwoche mit dem Bus. Pro
g; .
H1, H2 ,_\‘\1 Person betragt der Fahrpreis 14,70 €.
A a) Wie viel € muss Familie Gawlowski zahlen, wenn
beide Kinder mitfahren? 14,70 + 14,70 = 29,40
oder 14,702 =
b) Wie viel zahlt die Klasse, wenn alle 25 Kinder teil-
nehmen?
14,7025
2940
7:3'5:0
367,50
Fahrtkosten fiir die Klasse betragen s
Multiplikation:
Dezimalzahl - naturliche Zahl Multiplizierst du eine Dezimalzahl mit Dezimalzahl » Dezimalzahl
32531 einer natiirlichen Zahl, so hat einer Dezi 35540
s 7SO r Dezimalzahl, so hat R 2
975 das Ergebnis ger!auso. viele das Ergebnis genauso viele J—_—_‘ 0
325 KorI\ma.stellen e die ur- Kon'_:mastellen wie  beide
1 OO,Z § spriingliche Dezimalzahl. Dezimalzahlen zusammen, ‘

Abbildung 18: Multiplikation von Dezimalzahlen, [Beer et. al., 2015, 168]

Positiv anzumerken ist, dass in einem Beispiel ein Ergebnis mit einer Null als letzte Kommastelle
vorkommt. Diese soll zeigen, dass das Endergebnis genau genommen eine andere Anzahl an
Kommastellen haben kann, als die beiden Faktoren zusammen (was ja eigentlich als Regel formuliert

wird). Dadurch soll klar werden, dass die Endnull fiir das Setzen des Kommas wichtig ist.

Die Erklarungen fallen hier im Allgemeinen &duBerst knapp aus, obwohl Potenzial fir weitere
Anmerkungen und Erlduterungen gegeben wadre. Beispielsweise hdtte eine Umrechnung in Cent das
Verfahren plausibel machen kénnen, oder es hatte eine weitere Aufgabe fiir die Multiplikation zweier

Dezimalzahlen gezeigt werden kénnen.

AnschlieBend finden sich drei Aufgaben, anhand derer die soeben gelernte Multiplikation gelibt
werden kann. Die Auswahl enthalt noch keine Textaufgaben, also geht es in erster Linie nur um die

Wiederholung der Vorgehensweise.

Zum Abschluss des Abschnittes wird die Multiplikation mit dekadischen Einheiten veranschaulicht und
als Kommaverschiebung erklart. Die zuvor erkldrten Stellenwerte werden hier nicht mehr erwahnt,
obwohl dadurch eine zusatzliche, hilfreiche Erklarung moglich ware. Hierzu gibt es ebenfalls einige

Beispiele, wobei nun auch drei kurze Textaufgaben hinzukommen.
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Die Anzahl der Aufgaben, die hier angeboten werden, ist meiner Einschatzung nach nicht ausreichend,
um eine Wiederholung der Inhalte und selbststindiges Uben der Schiiler und Schiilerinnen zu
gewahrleisten. Nachdem die Division behandelt wird, sind zwar noch einige Aufgabenstellungen zum
Thema Multiplikation zu finden, dennoch bezweifle ich, dass dies fir den Unterricht (und

Hauslbungen) genligt.

Die Division wird anhand einer Fortsetzung des oben erwdhnten Beispiels erklart. Nach dem
Klassenausflug sind 88,75 Euro libergeblieben, welche auf die Klasse aufgeteilt werden sollen. Es wird
also eine Division durchgefiihrt, um zu bestimmen, wieviel Euro jedes Kind zuriickbekommt. Hier wird
vorerst noch keine Erklarung beziiglich der Vorgehensweise geboten. AnschlieRend wird gezeigt wie
gerechnet wird, wobei in einem Fall der Dividend groRer ist als der Divisor und im anderen umgekehrt
der Divisor groBer als der Dividend. Dadurch wird sofort geklart, dass das Ergebnis des zweiten Falles
immer zwischen 0 und 1 liegen muss und es wird der entsprechenden Fehlvorstellung

entgegengewirkt.

Die Kommasetzung wird mit der Uberschreitung des Kommas im Dividenden gezeigt (Siehe Abbildung
19). Ansonsten wird nur darauf hingewiesen, dass die Stellenwertbestimmung und der restliche
Divisions-Algorithmus analog zu den natliirlichen Zahlen erfolgen. Auf die Interpretation der Division
durch Messen oder Teilen und andere ergdnzende Aspekte wird hier nicht eingegangen. Der

Theorieabschnitt ist also abermals wenig ausfihrlich gestaltet.

@ Dividieren einer Dezimalzahl durch eine natiirliche Zahl:

Dividend > Divisor

Zz Bz il 75, 56:3=5852 » Bestimme den Stellenwert.

' A
2 Sj » Dividiere bis zum Komma und setze es ebenfalls im Quotienten.
15 |
06 » Dividiere weiter wie bei den natiirlichen Zahlen.
0OR

Dividend < Divisor

z.B: 7,30:25=0,292 » 25 st in 7 nicht enthalten. Vor dem Komma schreibst du daher eine Null.
73
230
50 » Hange eine Null an den Rest an und rechne weiter.
OR

» Dividiere weiter wie bei den natiirlichen Zahlen.

Abbildung 19: Division von Dezimalzahlen, [Beer et. al., 2015, 170]

Die folgenden Aufgaben sollen eine kurze Méglichkeit zum Uben bieten. AnschlieRend folgt, dhnlich
wie bei der Multiplikation, eine Erweiterung der Kommaverschiebung durch die Division mit

dekadischen Einheiten.
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Als letzter Theorieteil findet sich die Division von Dezimalzahlen durch Dezimalzahlen, welche mithilfe
der Erweiterung (beziehungsweise Kommaverschiebung) auf den zuvor behandelten Fall
zurlickgefuhrt wird. Sehr fragwiirdig ist, dass nicht erklart wird, warum diese Vorgehensweise moglich
ist, besonders wenn man bedenkt, dass das Erweitern einer Division auch bei den natiirlichen Zahlen
nicht erklart wurde. Es wird kein Wert darauf gelegt, dass die Schiiler und Schiilerinnen verstehen, was
hinter der Regel steckt, sondern nur darauf geachtet, dass Aufgaben gelost werden kénnen. Abermals
bestatigt sich also die Beobachtung, dass die Erklarungen in diesem Abschnitt des Buches sehr kurz

gestaltet sind und auf viele nitzliche Aspekte verzichtet wird.

Nachdem alle Teilgebiete behandelt wurden, finden sich noch zwei Seiten mit weiteren Aufgaben,
sowohl zur Multiplikation als auch zur Division. Die zuvor sehr kleine Anzahl an Ubungsbeispielen wird
hier zum Abschluss nochmals aufgestockt. Textaufgaben beziehungsweise Beispiele mit Realitdtsbezug

sind leider dennoch nur sehr wenige vorhanden.

Was in dem Kapitel vollstindig fehlt, ist die Uberschlagsrechnung. Diese wire meiner Meinung nach
jedoch duRerst wichtig, da sie sehr einfach zur Uberpriifung der Dimension des Ergebnisses verwendet
werden kann und somit ein wichtiges Hilfsmittel darstellt. Auch die Probe zur Division (durch eine
Multiplikation von Quotienten und Divisor) wird nicht nochmals in Erinnerung gerufen, obwohl diese

Option schon in einem fritheren Abschnitt des Schulbuches erklart wurde.

4.5.2.7 Verbindung der vier Grundrechnungsarten mit Dezimalzahlen

Auf den letzten Seiten des Kapitels geht es um die Verbindung der vier Grundrechenarten, bevor die
Themenseiten zur Abrundung des Kapitels folgen. Hier wird keine Theorie mehr erklart, da alles
Bendtigte bereits zuvor erwahnt wurde. Ansonsten sind diese letzten beiden Seiten nach meinem
Ermessen sehr gelungen, da sich eine ausgewogene Mischung an Aufgaben findet, mit der es moglich

ist, das Gelernte nochmals zu wiederholen.
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4.6 Vergleich ausgewahlter Aspekte der betrachteten
Schulbucher

Es soll nun zum Abschluss dieses Kapitels eine Ubersicht geboten werden, um die soeben gesammelten
Informationen in eine anschauliche Form zu bringen. Dafiir werden die einzelnen Aspekte mit Werten
von 1 bis 10 beurteilt, wobei 10 das beste Ergebnis ist. In die Bewertung flieRen samtliche
Beobachtungen, die in Kapitel 4 gemacht wurden, mit ein. Die unten attestierte Gesamtnote ergibt
sich aus dem arithmetischen Mittel der einzelnen Aspekte. Eine Gewichtung der diversen

Gesichtspunkte wurde nicht vorgenommen.

Es ist klar, dass alle Einzelnoten natirlich sehr subjektiv sind und nur fiir die Behandlung der
Dezimalzahlen eine gewisse Giiltigkeit haben. Keinesfalls diirfen sie als allgemeine Bewertung
verstanden werden, sondern missen immer im Kontext des Themas betrachtet werden. Kurz gesagt,
es handelt sich hierbei um die bescheidene Auffassung des Autors zu den Abschnitten Uber die

Dezimalzahlen. Begriindungen fiir die Bewertung sind aus den jeweiligen Kapiteln herauszulesen.
Die Titel der Schulbiicher werden in der Tabelle wie folgt abgekiirzt:

e Das ist Mathematik 1: DM

e Mathematik — Verstehen + Uben + Anwenden 1: MVUA
o Mathematik verstehen 1: MV

e MathematiX 1: MX

e Genial!l Mathematik: GM

DM MVUA MV MX GM
Aufbau und Einteilung | 9 8 9 7 8
Erklarungen, Theorie 7 4 7 6 4
und Musterbeispiele
Auswahl der 9 8 8 7 7
Aufgabenstellungen?®
Berlicksichtigungvon | 6 6 8 4 5
Fehlvorstellungen
Layout, Abbildungen, | 8 7 8 6 8
Ubersichtlichkeit
Gesamtnote 7,8 6,6 8,0 6,0 6,4

Abbildung 20: Tabelle zur Bewertung der Schulbiicher

276 Dabei wurde in erster Linie auf die Anzahl, die Vielfiltigkeit, und die Beriicksichtigung hiufiger Fehler Wert
gelegt
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Bei der Betrachtung fallt auf, dass vor allem im Bereich der theoretischen Erklarungen und bei der
Beriicksichtigung von Fehlvorstellungen Verbesserungspotenzial besteht. Diese beiden Aspekte
hangen natirlich eng zusammen, wobei jedoch auch im Zuge der Aufgabenstellungen die Mdglichkeit
besteht, auf fehlerhafte Vorstellungen einzugehen. Dabei fillt vor allem das Werk , Mathematik
Verstehen” auf, in dem sowohl bei den Aufgaben auf diesen Aspekt geachtet wird, als auch im Zuge

der Theorie einige Problembereiche angesprochen werden.

Warum die Biicher , Mathemaik — Verstehen + Uben + Anwenden 1“ und ,Genial! Mathematik” vor
allem bei der Theorie eine verhaltnismallig niedrige Bewertung erhalten haben, ist in den

entsprechenden Kapiteln (4.4.2 und 4.5.2) nachzulesen.

Beim Aspekt Layout, Abbildungen und Ubersichtlichkeit wurde vor allem darauf geachtet, ob mit
anschaulichen Bildern, Tabellen und sonstigen Darstellungen gearbeitet wurde und ob die Seiten

schematisch gut aufbereitet wurden.
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Teil 5:

Abschlussbemerkungen

In den Erkenntnissen der Arbeit spiegeln sich einige Punkte wieder, welche einen mdglichen Bedarf an

weiterer Forschung oder Umsetzung von Inhalten aufzeigen. Diese sollen hier in einer kurzen Liste

zusammengefasst werden. Es handelt sich dabei um Ideen beziehungsweise Vorschldage des Autors,

denen absichtlich keine Gewichtung bezlglich der Dringlichkeit beigefligt wurde. Die Auflistung soll

denjenigen als Anstof$ dienen, die sich fiir das behandelte Gebiet besonders interessieren

beziehungsweise die in diese Richtung weiter forschen mochten.

Die Umsetzung der Erkenntnisse in Osterreichs Schulbiichern ist wohl die offensichtlichste der
Entwicklungsmaglichkeiten, da sich gerade im letzten Kapitel gezeigt hat, dass an dieser Stelle
(selbst bei den besten Biichern) noch einiges an Potenzial vorhanden ist. Dabei ist vieles sogar
sehr einfach umsetzbar, da oft einige Ergdnzungen oder kleine Anderungen fiir eine
Verbesserung vollig ausreichen wiirden.

Ein weiterer wichtiger Vorschlag wdre meiner Ansicht nach eine ausgedehnte Studie an
Osterreichischen Schulen zum Thema Dezimalzahlen. Keine der benutzten Untersuchungen
und Diskurse haben ihren Hintergrund im Inland, sondern kommen zu einem groRen Teil aus
dem Nachbarland Deutschland. Gerade die Tatsache, dass in den beiden Lindern
unterschiedliche Schulsysteme und Lehrpldne bestehen, ldsst vermuten, dass eine dhnliche
Studie vermutlich (zumindest teilweise) unterschiedliche Ergebnisse hatte. Ganz abgesehen
davon wiirden vergleichbare Outputs die Moglichkeit bieten, weitere Schliisse zu ziehen, die
beispielsweise Auskunft iber Vor- und Nachteile des Lehrplans geben kénnten. Padberg
schlagt sogar vor, wie Testaufgaben einer solchen Untersuchung aussehen sollten, um einen
guten Querschnitt an Fehlvorstellungen abzudecken?”’.

Der Zusammenhang der Dezimalzahlen mit Briichen ware ebenso ein interessanter Aspekt,
dessen genauere Betrachtung wohl Vorziige fir die Vermittlung in der Schule bringen wirde.
Dabei geht es um die Frage, welche Vor- und Nachteile entstehen, wenn die Reihenfolge der
Behandlung alterniert wird. Dafilir bietet das deutsche Schulsystem eine willkommene
Alternative zum 6sterreichischen, da dort die systematische Behandlung der Bruchzahlen vor

den Dezimalzahlen erfolgt?’®. In den inldndischen Schulbiichern war zwar schon ein Trend

277 padberg, 1991a, 50ff
278 padberg, 1989, 394 bzw. Padberg, 2012, 346
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dahingehend zu erkennen, dass Teile der Bruchrechnung sogar schon vor die Behandlung der
Dezimalzahlen gezogen wurden, jedoch handelt es sich dabei immer nur um einzelne
Teilgebiete.

e Abgesehen von der Reihenfolge bei der Behandlung der beiden Themengebiete, wére es
auBerdem interessant zu untersuchen, ob eine parallele Behandlung von Dezimalzahlen und
Briichen nicht die meisten Vorteile bringen wiirde. Dieser Trend ist in Deutschland bereits
eindeutig zu beobachten?’®, Hiermit wiirde man vor allem betonen, dass es sich lediglich um
verschiedene Darstellungsformen beziehungsweise Schreibweisen derselben Zahlen handelt
(was den meisten Schiilern und Schiilerinnen in vielen Klassen oft unklar sein diirfte)*°. Die
gleichzeitige Behandlung wiirde aber vermutlich noch weitere Vor- und Nachteile mit sich
bringen, deren Auslotung sicherlich einen wichtigen Beitrag fiir die curriculare Entwicklung
leisten wiirde. Padberg beobachtete einen solchen Trend bereits in manchen Bundesldandern
beziehungsweise Schulbiichern in Deutschland®®!, was dafirspricht, dass bereits
Erfahrungswerte bestehen, wenngleich auch keine empirischen Studien vorhanden sind. Ich
personlich halte die parallele Behandlung jedenfalls fiir einen interessanten Ansatz mit viel
Potenzial. Marxer und Wittmann bieten zu diesem Thema einige Vorschldge an, die das
Verstandnis des Zusammenhanges zwischen Dezimalzahlen und Briichen stirken sollen?2,

e Ein zusatzlicher Ansatzpunkt fir eine Verbesserung der Unterrichtsqualitit betreffend
Dezimalzahlen ist bei der Lehrerinnenbildung zu finden. Padberg verortet hier in Deutschland
in diesem Zusammenhang einen Mangel an den Universititen und padagogischen
Hochschulen?®3, der in weiterer Folge auch in Osterreich nicht unrealistisch ist. Studien, die das
belegen, sind mir zwar nicht bekannt, jedoch halte ich es fiir eine gewagte Annahme, dass
diverse Fehlvorstellungen, typische Rechenfehler oder gar Konsequenzen fiir den Unterricht
bei vielen Lehramt-Studierenden bekannt sind. Interessant waren diese Themen natirlich
nicht nur fiir den tertidgren Bildungssektor, sondern auch fir Weiterbildungen fir
praktizierende Lehrer und Lehrerinnen. Zuvor wére aber eine Evaluierung notwendig, welche
diesen Bedarf tatsachlich bestatigen und womdglich auch eingrenzen kann. Eine
Implementierung dieser Inhalte ist natiirlich, nebenbei gesagt, nicht nur fiir den Bereich der

Dezimalzahlen sinnvoll, sondern auch fiir viele andere Themengebiete.

279 \/om Hofe, 2007, 12f
280 Neumann, 2000, 48
281 padberg, 2012, 245f
282 Marxer/Wittmann, 2013, 30ff
283 padberg, 2012, 252
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