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1. Einleitung

Seit dem Schuljahr 2014/15 findet in Osterreich an allen Allgemeinbildenden Héheren Schulen
(AHS) eine standardisierte kompetenzorientierte Reifeprifung statt. Diese zielt in erster Linie
darauf ab, gleiche Bedingungen flr alle Schilerinnen und Schiler zu schaffen und durch
kompetenzorientierte standardisierte Aufgaben Obijektivitat, Vergleichbarkeit und Transparenz

zu gewahrleisten.

Die neue standardisierte schriftiche Reifeprifung in Mathematik (SRPM) wurde von den
Medien am haufigsten diskutiert und z&hlt auch bei den Schilerinnen und Schilern als
Angstfach Nummer 1 (vgl. BRUHL 2016). Der Grund dafiir ist deren neuartige Gestaltung mit

dem Fokus auf grundlegende mathematische Kompetenzen.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht das vom Bundesinstitut flr Bildungsforschung, Innovation
und Entwicklung des 6sterreichischen Schulwesens (BIFIE)' entwickelte Kompetenzmodell,
das O-M-A-Modell, das die Einteilung und die Vergleichbarkeit von Prufungsaufgaben der
SRPM ermdglichen soll.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in die vier Abschnitte: ,Allgemeines zur SRPMY,
,Kompetenzmodelle“, ,Das O-M-A-Modell* und ,Quantitative Untersuchung®, welche

nachfolgend kurz beschrieben werden:

Um einen Einblick in die SRPM zu geben, werden im ersten Teil der Arbeit die wichtigsten
Rahmenbedingungen zur SRPM, die Grundkompetenzen, die beiden Aufgabentypen sowie

die erlaubten Hilfsmittel erldutert und das Beurteilungsschema der SRPM wird kurz erklart.

Der zweite Abschnitt der Arbeit beschaftigt sich mit Kompetenzmodellen. Es soll geklart
werden, wie Kompetenzmodelle aufgebaut sind und wie sich Kompetenzmodelle von
Kompetenzstufenmodellen unterscheiden. Anschlie®Bend werden drei verschiedene

Kompetenzmodelle aus Osterreich, Deutschland und der Schweiz prasentiert.

Im dritten Teil wird das neu entwickelte O-M-A-Modell vorgestellt und dessen Ziele, dessen

Verwendung und die grundlegenden Inhalte werden genauer erldutert.

Der vierte Abschnitt beschaftigt sich mit einer quantitativen Untersuchung zum O-M-A-Modell.

Dabei ordneten Mathematik-AHS-Lehrerinnen und -Lehrer mittels Ratingbdgen Aufgaben des

' Der (hier relevante) Wiener Teil des BIFIE ist seit 1. JAnner 2017 in das Bundesministerium fur
Bildung eingegliedert worden.



Haupttermins 2016 der SRPM dem O-M-A-Modell zu. Diese Ratings wurden ausgewertet und
mit dem Ergebnis des BMB verglichen. Zusatzlich wurde anhand der Losungshaufigkeiten der
Kappa-Wert zur Uberpriifung der Ubereinstimmung der Raterinnen und Rater berechnet.
Einzelne Items der Aufgaben wurden genauer analysiert und das Ergebnis wurde durch eine

personliche Stellungnahme abgerundet.

Die Arbeit schliel3t mit einem Vorschlag fur einen Signalwdrterkatalog und einer Einschatzung
der Funktion des O-M-A-Modells ab.



2. Allgemeines zur standardisierten schriftlichen Reifeprifung in
Mathematik

2.1. Das Konzept

Das aktuelle Konzept der neuen SRPM wurde von der Projektgruppe ,Standardisierte
schriftiche Reifeprifung aus Mathematik — Sicherung von mathematischen Grund-
kompetenzen“ im Auftrag vom BIFIE Wien entwickelt. Die SRPM orientiert sich an
bildungstheoretisch begriindeten, im Lehrplan enthaltenen, grundlegenden mathematischen
Kompetenzen und versucht dem Ruf nach Transparenz, Vergleichbarkeit und Obijektivitat
gerecht zu werden. Im Zuge dieser zentralen, kompetenzorientierten Abschlussprifung sollen
die Grundkompetenzen, also mathematischen Fahigkeiten und Fertigkeiten, die fir das Fach
grundlegend, langerfristig verfigbar und gesellschaftlich relevant sind, Gberpruft werden. Das
Ziel des Mathematikunterrichts muss es jedoch nach wie vor sein, neben dem nachhaltigen
Aufbau dieser Grundkompetenzen gleichzeitig den im Lehrplan enthaltenen Bildungsauftrag

mit allen weiteren festgelegten Kompetenzen zu erfillen. (Vgl. BIFIE 2013d, S.2-4.)

Bildungstheoretische Grundlage des Konzepts
Eine der grundlegendsten Aufgaben der Schule ist die Lebensvorbereitung. Das bedeutet, die
Heranwachsenden mit dem notwendigen Wissen und Kénnen auszustatten, damit sie fur das
Leben in unserer Gesellschaft gewappnet sind.
Die bildungstheoretische Orientierung des Konzepts beruht auf Uberlegungen von Roland
Fischer, der der Frage nach der Erwartungshaltung der Gesellschaft an das Fach Mathematik
nachgeht (vgl. BIFIE 2013d, S.4).
Die Schulerinnen und Schiler sollen die Fahigkeit zur Kommunikation mit Expertinnen und
Experten ebenso wie mit der Allgemeinheit erwerben und auch als Vermittler agieren kdnnen.
Voraussetzung dafir ist ein fundiertes Grundwissen Uber grundlegende mathematische
Begriffe, Konzepte, Darstellungsformen und Anwendungsgebiete. Ein verstandiger Umgang
mit diesem Grundwissen erfordert auch Reflexion(-swissen), um fachliche Expertisen zu
beurteilen und diese in den jeweiligen Kontext zu integrieren. Dabei spielt auch der
Technologieeinsatz eine wesentliche Rolle. Der verstarkte Einsatz elektronischer Hilfsmittel
ermdglicht neue Einblicke in die Schulmathematik. Die Ausfilhrung von Problemlésungen wird
immer seltener, dafir ricken die Planung und die anschliellende Reflexion uUber die
Ergebnisse in den Mittelpunkt.
Ein weiterer wesentlicher Aspekt ist die Weltorientierung: ,Die Schiilerinnen und Schdiler sollen
Mathematik als eine mdgliche Art der Weltbegegnung erfahren [...] und fir die
mathematische Weltbegegnung typische Denktechnologien und Problemlésekompetenz

kennen und anwenden lernen.” (BIFIE 2013a, S.6)



SchlieBlich ist auch das Anknipfen an weiterfiihrende Bildungseinrichtungen (Universitat,
Fachhochschule, Padagogische Hochschule) notwendig. Um diese Anforderungen zu erfiillen,
muss vor allem der Einsatz von elektronischen Hilfsmitteln sowie von Reflexion und
Kommunikation mit und Uber Mathematik verstarkt werden. (Vgl. BIFIE 2013a, S.5 und BIFIE
2013d, S.1-5.)

2.2.Grundkompetenzen

Um dem wesentlichen Ziel der SRPM, der Sicherung mathematischer Grundkompetenzen
an Osterreichs AHS, gerecht zu werden, wurde im Auftrag des BMB ein Katalog von
Grundkompetenzen entwickelt. Dieser ist im Konzept der SRPM ,Die standardisierte
schriftliche Reifepriifung in Mathematik — Inhaltliche und organisatorische Grundlagen zur
Sicherung der mathematischen Grundkompetenzen” (BIFIE 2013c und BIFIE 2013d) enthalten
und somit fur jeden zuganglich.

Diese grundlegenden Kompetenzen muissen den Schilerinnen und Schilern im
Unterrichtsgegenstand Mathematik vermittelt werden. Der Katalog gilt auch als inhaltliche
Basis fur Prifungsaufgaben der SRPM.

Der Grundkompetenzkatalog umfasst die vier Themenbereiche ,Algebra und Geometrie®,
.Funktionale Abhangigkeiten®, ,Analysis® und ,Wahrscheinlichkeit und Statistik“. Jeder
Inhaltsbereich ist bildungstheoretisch begriindet und enthalt mehrere Teilabschnitte, denen die

Grundkompetenzen zugeordnet sind.

Algebra und Geometrie

Die Algebra gilt als die Sprache der Mathematik und verdeutlicht Generalisierung und
operative Beweglichkeit. Im Mittelpunkt stehen Variablen, deren verstandiger Umgang und die
Algebra als ein System von Regeln zur formal-operativen Umformung. Der Bereich ,Algebra
und Geometrie“ beinhaltet Grundkompetenzen zu den Themen Zahlenmengen und
algebraische Begriffe, (Un-)Gleichungen und Gleichungssysteme, Vektoren und
Trigonometrie (vgl. BIFIE 2013d, S.6).

Funktionale Abhangigkeiten

Der Inhaltsbereich ,Funktionale Abhangigkeiten®, speziell der Umgang mit Funktionen sowie
die Beziehung zwischen zwei (oder mehreren) GréRen in verschiedenen Kontexten, erfordert
vor allem entsprechendes Grundwissen und Kommunikationsfahigkeit.

Dieses Grundwissen im Bereich ,Funktionale Abhangigkeiten“ beinhaltet den Funktionsbegriff
(reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften), lineare Funktionen sowie

Potenz-, Polynom-, Exponential-, Sinus- und Cosinusfunktionen (vgl. BIFIE 2013d, S.9).
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Analysis

Im Mittelpunkt der Analysis stehen formale, kalkulatorische Beschreibungen von diskretem
und stetigem Anderungsverhalten, die sowohl in der Mathematik als auch in vielen
Anwendungsgebieten bendtigt werden. Eine Kommunikation mit Expertinnen und Experten
sowie mit der Allgemeinheit ist nur mdglich, wenn mathematische Begriffe in verschiedenste
Kontexte Ubergeleitet werden kénnen und Zusammenhange von Fachbegriffen erkannt,
definiert und benannt werden konnen. Der Inhaltsbereich ,Analysis® umfasst
Grundkompetenzen zu AnderungsmafBen (Differenzen- und Differenzialquotient),
Differenzieren, Ableitungs- bzw. Stammfunktion sowie Summation und Integral (vgl. BIFIE
2013d, S.13).

Wahrscheinlichkeit und Statistik

Fur die Kommunikation mit der Allgemeinheit aber auch mit Expertinnen und Experten spielen
die Interpretation, die Einschatzung und die Bewertung von stochastischen Begriffen und
statistischen Darstellungen im jeweiligen Anwendungsgebiet eine bedeutende Rolle. In den
vierten Inhaltsbereich ,Wahrscheinlichkeit und Statistik“ fallen Grundkompetenzen zur
beschreibenden Statistik, zur Wahrscheinlichkeitsrechnung (Grundbegriffe und Verteilungen)
und zur schlieRenden bzw. beurteilenden Statistik (Konfidenzintervalle) (vgl. BIFIE 2013d,
S.16).

Abbildung 1 veranschaulicht einen Ausschnitt aus dem Kompetenzkatalog, der die vier
Grundkompetenzen zu Potenzfunktionen aus dem Inhaltsbereich ,Funktionale

Abhangigkeiten® beschreibt.

Potenzfunktion mit fix) =a - x* + b, z € Z, oder mit fix) = a - xé +b

FA 3.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhénge die-
ser Art als entsprechende Potenzfunktionen erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen diesen
Darstellungsformen wechseln kdnnen

FA 3.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Potenzfunktionen Werte(paare) sowie die Parameter
a und b ermitteln und im Kontext deuten kénnen

FA 3.3 Die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext deuten kénnen
FA 3.4 Indirekte Proportionalitét als Potenzfunktion vom Typ fix) = )a-((bzw. fix) = a - x ") beschreiben kon-
nen

Anmerkung: Wurzelfunktionen bleiben auf den quadratischen Fall a - Xz + b beschrankt.

Abbildung 1: Ausschnitt aus dem Kompetenzkatalog
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2.3. Aufgabentypen
Bei der SRPM werden zwei Aufgabenformen, die Typ-1-Aufgaben und die Typ-2-Aufgaben,

unterschieden. Die Bearbeitungszeit der Klausur betragt insgesamt 270 Minuten. In Teil 1
mussen 24 Typ-1-Aufgaben, von denen jeweils sechs aus einem Inhaltsbereich stammen,
innerhalb von 120 Minuten bearbeitet und anschlieRend abgegeben werden. Der
anschlieRende Teil 2 umfasst vier bis sechs Typ-2-Aufgaben mit jeweils zwei bis sechs
Teilaufgaben und dauert 150 Minuten. In den zwei folgenden Abschnitten werden die beiden
Aufgabentypen naher erlautert (vgl. BIFIE 2013b, S.21-22 bzw. BIFIE 2013c, S.23, 26-31).

2.3.1. Typ-1-Aufgaben

Typ-1-Aufgaben konzentrieren sich auf die einzelnen Grundkompetenzen, die im
Grundkompetenzkatalog enthalten sind. Jede Typ-1-Aufgabe hat genau eine
Grundkompetenz im Visier. Typ-1-Aufgaben Uberpriifen kompetenzorientiert (Grund-)Wissen
und (Grund-)Fertigkeiten und erfordern keine dariiberhinausgehende Selbststandigkeit. Sie
kénnen acht unterschiedliche Antwortformate aufweisen. Diese gliedern sich in drei offene

sowie funf geschlossene Formate und werden nun kurz vorgestellt:

Offene Antwortformate:

- Das offene Antwortformat erfordert eine eigenstadndige Antwort zur Aufgabenstellung mit

eigenen Worten.

- Beim halboffenen Antwortformat muss die korrekte Antwort oder ein vorgegebenes bzw.
passendes mathematisches Objekt in eine vorgegebene Formel, Funktion etc. eingesetzt
werden. Abbildung 2 zeigt ein Beispiel fur ein halboffenes Antwortformat, bei dem ein Wert

fur einen Parameter angegeben werden muss.

Man kann mithilfe der Geradengleichung X=A +t- AB mitt € R den Mittelpunkt M der Stre-
cke AB bestimmen.

Aufgabenstellung:
Geben Sie an, welchen Wert der Parameter t bei dieser Rechnung annehmen muss!

t=

Abbildung 2: Beispiel fiir das halboffene Antwortformat

- Das Konstruktionsformat erfordert das Eintragen von Graphen, Punkten, Vektoren o. A.
in ein vorgegebenes Koordinatensystem. Beispielsweise kdnnte das Einzeichnen eines
Graphen einer Stammfunktion verlangt sein, wie in der nachfolgenden Abbildung 3

dargestellt ist.
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Die Abbildung zeigt den Graphen einer Polynomfunktion f.
Aufgabenstellung:

Zeichnen Sie den Graphen einer Stammfunktion F der Funktion f in die Abbildung ein!

\ ()

Abbildung 3: Beispiel fiir das Konstruktionsformat

Geschlossene Antwortformate:

- Es gibt drei unterschiedliche Multiple-Choice-Aufgabenformate, bei denen jeweils genau
die richtigen Antworten angekreuzt werden missen.

- 2ausés: Aus funf Antwortmdglichkeiten muissen zwei ausgewahlt werden.
Aufgabenstellung: ,Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!®

- 1ausé: Aus sechs Auswahlmdglichkeiten muss genau eine korrekte gewahlt
werden. Aufgabenstellung: ,Kreuzen Sie die zutreffende Aussage an!“

- xausb5: Aus flinf Moglichkeiten missen eine, zwei, drei, vier oder finf Antworten
angekreuzt werden. Aufgabenstellung: ,Kreuzen Sie alle zutreffende(n)
Aussage(n)/Gleichung(en) ... an!*

Abbildung 4 zeigt ein Multiple-Choice-Beispiel ,x aus 5“. Hier muss erkannt werden, ob

eine, zwei, drei, vier oder funf Antworten korrekt sind.

Fur die Oberflache O eines Zylinders mit dem Radius r und der Hohe h gilt O = 2r2m + 2rmh.
Aufgabenstellung:

Welche der folgenden Aussagen sind im Zusammenhang mit der gegebenen Formel zutreffend?
Kreuzen Sie die zutreffende(n) Aussage(n) an!

O > 2r2mm + rmh ist eine Formel.

2r2m + 2rmh ist ein Term.

Jede Variable ist ein Term.

O = 2rm - (r + h) entsteht durch Umformung aus O = 2r2m + 2rmih.

O o|jo|jo|o

m ist eine Variable.

Abbildung 4: Beispiel fiir eine Multiple-Choice-Aufgabe x aus 5
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Beim Zuordnungsformat missen vier richtige von sechs gegebenen Aussagen korrekt
zugeordnet werden. Abbildung 5 zeigt eine Aufgabenstellung im Zuordnungsformat, bei
dem die Kandidatinnen und Kandidaten den vier Funktionen die richtige Ableitungsfunktion

zuordnen mussen.

Gegeben sind vier Funktionen und sechs Ableitungsfunktionen.
Aufgabenstellung:

Ordnen Sie den Funktionen die richtige Ableitungsfunktion f'zul

f(x) = 2 - cos(x) — sin(x) A | f(x) = —cos(x) + 2 - sin(x)
f(x) = cos(x) + 2 - sin(x) B | f(x) =2 - cos(x) + sin(x)
f(x) = =2 - cos(x) — sin(x) C | f(x) =2 - cosx) - sin(x)
flx) = —cos(x) + 2 - sin(x) D | f(x) =-cos(x) - 2 - sin(x)

E | f(x) =coslx) -2 - sin(x)

F | fx) =2 - sin(x) + cos(x)

Abbildung 5: Beispiel fiir das Zuordnungsformat

Das achte Aufgabenformat, der Liickentext, besteht aus einem Satz mit zwei Liicken. Wie
das nachfolgende Beispiel (Abbildung 6) zeigt, muss fir jede Liicke die korrekte von drei
moglichen Antworten gewahlt werden. (Vgl. BIFIE 2013d, S.26-31 und BIFIE2013b, S.21-
22))

Gegeben ist eine quadratische Gleichung der Form

xX>+px+qg=0mitp geR

Aufgabenstellung:

Ergénzen Sie die Textllicken im folgenden Satz durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile
S0, dass eine mathematisch korrekte Aussage entsteht!

Die quadratische Gleichung hat jedenfalls flr x O] in R, wenn @ gilt.
® @
keine Losung O p#0 und g<0 O
genau eine Losung O p=q O
zwei Losungen O p<0 und g>0 O

Abbildung 6: Beispiel fiir das Lickentext-Format
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2.3.2. Typ-2-Aufgaben

Typ-2-Aufgaben sind ,Aufgaben zur Anwendung und Vernetzung der Grundkompetenzen
in definierten Kontexten und Anwendungsbereichen. Es handelt sich dabei um
umfangreichere kontextbezogene oder auch innermathematische Aufgabenstellungen,
bei denen eine selbststdndige Anwendung von Wissen und Kénnen erforderlich ist”
(BIFIE 2013b, S.21).

Vor allem bei den Typ-2-Aufgaben kommt die bildungstheoretische Orientierung des Konzepts
zum Vorschein. Folgende Charakteristika sind fur Typ-2-Aufgaben bedeutend:
Als Einleitung jeder Typ-2-Aufgabe dient ein informativer (erklarender) Text Uber den
gegebenen (mathematischen) Kontext. Nicht alle Informationen darin sind zwingend fir die
Bearbeitung der Teilaufgaben erforderlich.
Zu einem Kontext gibt es zwischen zwei und sechs inhaltlich zusammenhdngende
Teilaufgaben, wodurch die Aufgaben umfangreicher und komplexer sind.
Diese Teilaufgaben sind jedoch unabhangig voneinander, d. h. die Bearbeitung einer
Aufgabe ist auch mdglich, wenn die vorhergehende nicht geldst werden konnte.
Die  Aufgabenstellungen kbénnen anwendungsorientiert, kontextorientiert oder
innermathematisch sein.
Bei Anwendungsgebieten, die nicht im Kontextkatalog? enthalten sind, werden notwendige
Begriffe, Sachzusammenhéange und Grdéf3en im einleitenden Text erklart.
Die Anwendungs- oder Realitdtsbeziige sollen zu einer inhaltlich sinnvollen und
verstandnisorientierten Anwendung der Mathematik fuhren. (Vgl. BIFIE 2013d, S.23-24.)

2.4. Aufgabenentwicklung

Jede Aufgabe der SRPM durchlduft im Vorhinein eine mehrteilige Qualitatsschleife: Zuerst
wird eine Aufgabe mit Texten, Formeln, Abbildungen und Darstellungen von einer
Aufgabenerstellerin bzw. einem Aufgabenersteller entwickelt. Anschlielend erfolgt eine
Uberprifung der Aufgabe in Kleingruppen. Sie wird auf ihre Versténdlichkeit und die
mathematische Korrektheit hin Uberprift. Bei Typ-1-Aufgaben wird zusatzlich tGberpruft, ob
eine eindeutige Zuordnung zu genau einer Grundkompetenz mdglich ist. Wenn nétig, wird die
Aufgabe nochmals von der Aufgabenerstellerin bzw. dem Aufgabenersteller Uberarbeitet.

Im nachsten Schritt wird die Aufgabe durch eine Expertengruppe, die sich aus
Universitatsprofessorinnen bzw. -professoren, Fachdidaktikerinnen bzw. Fachdidaktikern

sowie Vertreterinnen bzw. Vertretern der Schulaufsicht zusammensetzt, zusatzlich zu den

% Der Kontextkatalog enthalt verschiedene Kontexte, die bei der SRPM vorausgesetzt und nicht erneut
erklart werden. Dieser Katalog ist im Kontextblatt der SRPM enthalten und online unter
https.//www.srdp.at/fileadmin/user_upload/downloads/Bgleitmaterial/07_MAT/srdp_ma_konzept 2013-
03-11.pdf abrufbar.
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Aspekten Qualitat, Verstandlichkeit und Korrektheit auf ihre Lehrplankonformitat und ihren
Schwierigkeitsgrad hin untersucht. SchlieRlich wird die Aufgabe bei Feldtestungen® eingesetzt
und damit nochmals auf Qualitat und Eignung fir die Klausur tberpruft. (Vgl. BIFIE 2013d,
S.25 und BIFIE 2013e, S.8-10)

2.5. Hilfsmittel und Technologie®

Wihrend der gesamten Klausur diirffen gewohnte Hilfsmittel® verwendet werden. Die Aufgaben
in Teil 1 sind jedoch (weitgehend) ohne Technologie I6sbar. Bis zum Haupttermin 2017/18
dirfen in Teil 2 die gewohnten Hilfsmittel verwendet werden.

Ab dem Haupttermin 2018 wird jedoch der Einsatz von hdherwertiger Technologie
verpflichtend. Laut Reifeprifungsverordnung (RPVO) muss diese Technologie mindestens
eine Dynamische-Geometrie-Software, eine Tabellenkalkulation sowie ein Computer-Algebra-
System enthalten. Weitere Minimalanforderungen sind grundlegende Funktionen zur
Darstellung von Funktionsgraphen, zum numerischen Ldésen von Gleichungen und
Gleichungssystemen, zur Ermittlung von Ableitungs- bzw. Stammfunktionen, zur numerischen
Integration sowie zur Unterstltzung bei Methoden und Verfahren in der Stochastik (vgl. BIFIE
2013c, S.24 und BIFIE 2013d, S.24).

2.6. Das Beurteilungsschema

Die Korrektur der Klausur wird durch die Fachlehrerin bzw. den Fachlehrer anhand zentral
vorgegebener Korrektur- und Beurteilungsanleitungen unter Berlcksichtigung der
Bestimmungen der Leistungsbeurteilungsverordnung (LBVO) durchgefiihrt.

Typ-1-Aufgaben spielen dabei eine wesentliche Rolle, da sie laut LBVO den ,wesentlichen
Bereich® darstellen. Dazu kommen lediglich einzelne Komponenten von Typ-2-Aufgaben, die
ebenfalls zur Uberpriifung von einzelnen Grundkompetenzen herangezogen werden und als
Aufgabenteile mit Ausgleichspunkten bezeichnet werden. Typ-1-Aufgaben werden
grundsatzlich mit 0 Punkten (falsch) oder 1 Punkt (richtig) beurteilt.

Die Typ-2-Aufgaben sind fiur die Vergabe der Noten ,Befriedigend®, ,Gut® und
.~Sehr gut relevant. Sie stellen die ,(weit) Uber das Wesentliche hinausgehenden

Bereiche® dar. Bei Typ-2-Aufgaben mit offenen Antwortformaten kénnen zwischen 0 und 2

? Bei Feldtestungen werden verschiedene, neu entwickelte Aufgaben, also potenzielle Matura-

aufgaben, von Schilerinnen und Schilern der 10. und 11. Schulstufe der AHS bearbeitet. AnschlieRend
werden die Ergebnisse statistisch ausgewertet, wodurch Informationen lber die Verstandlichkeit und
die Schwierigkeit der Aufgaben gewonnen werden kénnen (vgl. BIFIE 2013e, S.9-10).
4 Technologie meint in diesem Zusammenhang die elektronischen Werkzeuge wie einfache und
grafikfahige Taschenrechner, CAS-Rechner, Tabellenkalkulation (z. B. Excel) und dynamische
Geometriesoftware (z. B. GeoGebra) (vgl. BIFIE 2013b, S.92-93).
° Als gewohnte Hilfsmittel gelten neben dem Taschenrechner und GeoGebra auch die herkdmmlichen
Schreibgerate — Bleistifte, Lineal, Geo-Dreieck und Zirkel — sowie ab dem Haupttermin 2017/18 eine
standardisierte Formelsammlung des BMB (vgl. BIFIE 2013d, S.24).
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Punkte pro Teilaufgabe erreicht werden. Die untenstehende Grafik (Abbildung 7) zeigt das

Beurteilungsmodell der SRPM. Darin wird versucht, die Notenstufung zu verdeutlichen.

Typ-1-Aufgaben Typ-2-Aufgaben

Stufen —
verbale
Beschreibung

wesentliche Bereiche (iber das Wesentliche

graduelle
Abstufungen Lliberwiegend erfiillt* ,zur Ganze erfillt* Jhinausgehend* ,weit hinausgehend”

* Es werden die jeweiligen Minimalvarianten dargestellt.

Abbildung 7: Beurteilungsmodell der SRPM

Wie in Abbildung 7 erkennbar ist, missen fur ein positives Priifungsergebnis die ,wesentlichen
Bereiche Uberwiegend erflllt“ sein. Fur ein ,Genlgend* missen mindestens zwei Drittel der
Punkte erreicht, also 16 von 24 Aufgaben richtig geldst werden. Schafft die Kandidatin bzw.
der Kandidat im ersten Teil keine 16 Punkte, werden die Ausgleichspunkte aus Teil 2
herangezogen. Werden dadurch 16 Punkte erreicht, ist die Arbeit positiv, bei weniger als 16
Punkten wird sie negativ beurteilt.

Nur jene Kandidatinnen und Kandidaten, die in Teil 1 inklusive der Ausgleichspunkte 16 oder
mehr Punkte erreichen, kdnnen je nach Anzahl der erfolgreich gelésten Teil-2-Aufgaben die
Noten ,Befriedigend (24-32 Punkte), ,Gut” (33—40 Punkte) und ,Sehr gut® (41-48 Punkte)
erhalten. (Vgl. BIFIE 2013d, S.33-35.)
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3. Kompetenzmodelle

3.1. Allgemeines zu Kompetenzmodellen

Die Rechtsvorschrift fir Bildungsstandards im Schulwesen definiert ,Kompetenzmodelle® als
sprozessorientierte Modellvorstellungen (iber den Erwerb von fachbezogenen oder
féacheribergreifenden Kompetenzen. Sie strukturieren Bildungsstandards innerhalb eines
Unterrichtsgegenstandes und stlitzen sich dabei auf fachdidaktische sowie
fachsystematische Gesichtspunkte (VO BIST §2.4.).

Im Allgemeinen kdénnen Kompetenzmodelle unterschiedliche Dimensionen aufweisen. Ein
Beispiel flir ein eindimensionales Kompetenzmodell ist das Kompetenzmodell
Deutsch/Lesen/Schreiben 4. Schulstufe, das in den 0Osterreichischen Bildungsstandards
festgehalten ist. Die nachfolgende Grafik (Abbildung 8) zeigt die wesentlichen Bereiche des

Deutschunterrichts in der 4. Schulstufe.

Haoren, Sprechen
und Miteinander- Verfassen von Texten
reden

Kompetenzbereiche
Deutsch/Lesen/Schreiben 4. Stufe

Einsicht in Sprache
durch
Sprachbetrachtung

Lesen — Umgang mit

Rechtschreiben Texten und Medien

Abbildung 8: Kompetenzmodell Deutsch/Lesen/Schreiben 4.Schulstufe

AK 1 AK 2 AK 3 AK 4

Das Kompetenzmodell Mathematik 4.
Schulstufe kann als zweidimensionales S
Kompetenzmodell betrachtet werden. Wie in
der nebenstehenden Abbildung zu sehen o
ist, stellt eine Kompetenz immer eine
Verknipfung aus einem allgemeinen und A
einem inhaltlichen Bereich dar. Die in Ka
Abbildung 9 dargestellte Kompetenz meint T Kompetenz (K 4, AK3)
das Kommunizieren im Bereich Arbeiten mit
Ebene und Raum (vgl. BIFIE 2017). « AK1:Modelieren | s IK 1: Arbeiten mit Zahien

o AK 2: Operieren e IK 2: Arbeiten mit Operationen

e AK 3: Kommunizieren * |K 3: Arbeiten mit GroRen

e AK 4: Problemlosen ¢ |K 4: Arbeiten mit Ebene und Raum

Abbildung 9: Kompetenzmodell Mathematik 4. Schulstufe
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Hilbert Meyer, ein deutscher Professor flir Schulpadagogik, definiert ein Kompetenz-

stufenmodell als ,ein theoretisches Konstrukt, in dem ein bestimmtes Bildungsverstédndnis und
empirische Einsichten in die Gesetzméligkeiten des Lehrens und Lernens enthalten sind“
(MEYER 2007, S.2).

Gemeinsam mit den Lehrerinnen Liane Paradies und Christel Wopp entwickelte Hilbert Meyer

ein allgemeines Strukturmodell (Abbildung 10) mit normativ-theoretischer und zugleich

praktischer Orientierung mit dem Ziel, die Selbstregulierungskrafte der Schilerinnen und

Schiler zu unterstitzen. Zusatzlich empfiehlt er jedem Lehrenden, ein eigenes fachliches oder

unterrichtsmethodisches Kompetenzstufenmodell zu entwickeln® (vgl. MEYER 2015, S.156).
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Abbildung 10: Allgemeines Strukturmodell

Meyer schldgt vor, sich auf vier Kompetenzstufen zu beschrénken und diese als unreflektiertes
Nachvollziehen einer Handlung, Handeln nach Vorgabe, Handeln nach Einsicht und
selbststandige Prozesssteuerung zu definieren. Zusatzlich betont er, dass die Stufen
aufeinander aufbauen und Kompetenzen einer héheren Stufe nur gemeistert werden kdnnen,
wenn die darunterliegenden Stufen auch beherrscht werden, dies nennt er die , Tektonik® einer
Kompetenz (vgl. MEYER 2015, S.156-257).

® Eine Anleitung dazu gibt Meyer in seinem Buch Leitfaden Unterrichtsvorbereitung (2015) Sechste
Lektion — Abschnitt 3.4. (S.156-158)
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Allgemeine Kompetenzstufenmodelle erfilllen die zwei grundlegenden Funktionen Diagnose
und Bewertung. Sie sollen einerseits die Entwicklung von Kompetenzen beschreibbar und

andererseits den Kompetenzstand der Lernenden messbar machen.

Fur mathematische Kompetenzstufenmodelle werden folgende weitere Ziele formuliert: Sie
sollen die Komplexitat und Art der Vernetzung der in den Grundkompetenzen geforderten
mathematischen Handlungen beschreiben. Des Weiteren kdnnen sie zum Vergleich fir das
Anforderungsniveau der Prifungsaufgaben dienen, bei der Erstellung von Prifungsaufgaben
helfen, aber auch zur Orientierung flr das Anforderungsniveau des Unterrichts verwendet
werden. Zusatzlich eignet sich ein Kompetenzstufenmodell zur Analyse von Kompetenzen, zur
Begleitung eines Lernprozesses und zur Beschreibung sowie zur Analyse von
Kompetenzerwartungen. FiUr Lehrerinnen und Lehrer bietet es ein Konstrukt zur
Kompetenzbeurteilung und es hilft bei der Auswahl von Prifungsaufgaben hinsichtlich einer
vergleichbaren Anforderungsbreite und -tiefe.

Vor allem in internationalen Vergleichsstudien’ zum Mathematikunterricht werden
Kompetenzstufen konkretisiert, wodurch Testleistungen inhaltlich gedeutet werden kénnen.
Erfallen Schilerinnen und Schuler die Anforderungen einer bestimmten Kompetenzstufe, so
Iasst sich daraus schlieBen, dass sie auch Anforderungen niedrigerer Kompetenzstufen
gerecht werden, aber nicht unbedingt jenen einer hdheren Kompetenzstufe. Somit dienen
Kompetenzstufenmodelle auch der Vergleichbarkeit und der Einstufung von vorhandenen
Aufgaben und helfen bei der Erstellung dieser.

Kompetenzmodelle im deutschsprachigen Raum umfassen Inhaltsbereiche, allgemeine
mathematische Kompetenzen und Kompetenzniveaus. Die Kompetenzniveaus sind dabei oft
nicht klar definiert und kdnnen nur anhand der empirischen Schwierigkeit beschrieben werden.
Siller et al. betonen, dass es nicht nur ein einziges Kompetenzstufenmodell geben kann,
sondern sowohl Voraussetzungen als auch Zielsetzungen je nach Einsatzbereich (Lehr-, Lern-
oder Prifungssituation) variabel sind. AuRerdem wirden sie als Stufung in
Kompetenzmodellen nicht nur die empirische Schwierigkeit verwenden, sondern auch auf
fachdidaktische und bildungswissenschaftlich begriindete Vorarbeiten aufbauen. (Vgl. SILLER
et al. 2015, S.77.)

In den folgenden Unterkapiteln werden drei verschiedene Kompetenzstufenmodelle
betrachtet: das Osterreichische Modell der Bildungsstandards in Mathematik am Ende der
8. Schulstufe, ein Kompetenzstufenmodell der Kultusministerkonferenz (KMK) aus

Deutschland und schlie3lich das Schweizer Konzept zu mathematischen Grundkompetenzen.

’ Zu den bekanntesten internationalen Vergleichsstudien zahlen u.a. OECD, PISA und TIMSS.
20



3.2. Das Kompetenzmodell der 6sterreichischen Bildungsstandards am Ende der

achten Schulstufe

Das Modell mathematischer Standards fir den Mathematikunterricht am Ende der achten
Schulstufe baut auf einem Standardkonzept des Bundesministeriums fur Bildung,
Wissenschaft und Kultur (BMBWK) aus dem Jahr 2004 auf und wurde 2006 von einem Team
des Instituts fur Didaktik der Mathematik der Universitat Klagenfurt Gberarbeitet (vgl. IDM 2007,
S.3). Es liegt ebenso wie das Konzept der SRPM den bildungstheoretischen Anforderungen
der Lebensvorbereitung und der Anschlussfahigkeit (vgl. Abschnitt 2.1.) zugrunde. Das Modell
beinhaltet die in den Bildungsstandards fir Mathematik formulierten Kompetenzen und

umfasst wesentliche Kernbereiche des Mathematikunterrichts. (Vgl. IDM 2007, S.7-9.)

Die mathematischen Kompetenzen enthalten drei unterschiedliche Dimensionen: Die erste
Dimension ist die Handlungsdimension. Diese gibt an, welche Art von mathematischer
Tatigkeit die mathematische Kompetenz verlangt — also was getan werden muss. Der zweite
Bereich — die Inhaltsdimension — zeigt, auf welche Inhalte sich die Kompetenz bezieht, also
womit etwas getan wird. Die dritte Dimension ist die Komplexitatsdimension und verdeutlicht
die Art und den Grad der Vernetzung. (Vgl. IDM 2007, S.9.)

Das Modell mathematischer Kompetenzen fasst dhnliche mathematische Handlungen zu vier
Handlungsbereichen (H1-H4) zusammen. ,Verwandte“ Inhalte werden in vier Inhaltsbereiche
(I11-14) gegliedert und die Komplexitatsdimension teilt sich in drei Bereiche (K1-K3) auf.

In diesem Modell kamen neben dem Handlungsbereich Rechnen und Operieren (H2) auch die
drei weiteren Handlungsbereiche Darstellen und Modellbilden (H1), Interpretieren (H3) sowie
Argumentieren und Begrinden (H4) dazu.

Die vier Inhaltsbereiche gliedern sich in Zahlen und MaRe (I1), Variable, funktionale
Abhangigkeiten (12), geometrische Figuren und Koérper (13) sowie statistische Darstellungen
und KenngrofRen (14).

Die drei Komplexitatsbereiche umfassen den Einsatz von Grundkenntnissen und
Grundfertigkeiten (K1), das Herstellen von Verbindungen (K2) und schlie3lich das Einsetzen
von Reflexionswissen bzw. das Reflektieren (K3). (Vgl. IDM 2007, S.9-14.)

Jede mathematische Kompetenz wird also durch genau eine Handlung, einen bestimmten
Inhalt und einen Komplexitatsbereich charakterisiert. Dadurch ergibt sich ein Tripel aus je
einem Handlungs-, Inhalts- und Komplexitatsbereich. Insgesamt gibt es 48 Moglichkeiten fur
ein solches Tripel, also 48 mathematische Kompetenzen. (Vgl. IDM 2007, S.9.) In der
untenstehenden Abbildung 11 wird beispielsweise die Kompetenz H3-12-K2 dargestellt. Diese

mathematische Kompetenz erfordert die Interpretation (H3) von Variablen bzw. funktionalen
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Abhangigkeiten (12) die miteinander in Verbindung gebracht werden mussen (vgl. IDM 2007,
S. 7-14).

f:![l\{“]:

4 Kompetenz
H3-12-K2
__ r

, N \
it N Handlung

H2 H3 H4

Abbildung 11: Kompetenzmodell am Ende der 8. Schulstufe

Im Allgemeinen muissen die Schilerinnen und Schiler bei der Kompetenz H3-12-K2
algebraisch, tabellarisch oder grafisch dargestellte Strukturen und (funktionale)
Zusammenhange beschreiben und im jeweiligen Kontext deuten, wobei dafir auch
Verbindungen mit anderen mathematischen Inhalten (Begriffen, Satzen, Darstellungen) oder

Tatigkeiten hergestellt werden mussen.

Eine Beispielaufgabe zur Kompetenz H3-12-K2 ist die in Abbildung 12 dargestellte Aufgabe
~Polynommultiplikation®. Interpretieren (H3) erfolgt in diesem Zusammenhang, indem der
Flacheninhalt der Gesamtfigur im Kontext als Produkt von Polynomen und die Teilflachen als
Teilprodukte gedeutet werden. Die Aufgabe stammt aus dem Inhaltsbereich Variablen,
funktionale Abhangigkeiten (12) und meint im Speziellen grafisch dargestellte
Rechenoperationen mit Termen. Der Komplexitatsbereich K2, das Herstellen von
Verbindungen, erfordert bei dieser Aufgabe das Wissen um die Berechnung des Flachen-
inhalts eines Rechtecks. Dieses Wissen wird wiederum mit der Fahigkeit verknupft, das

Verbinden mehrerer Strecken als Summe mehrerer Zahlen zu deuten (vgl. BIFIE 2011, S.52).

Die folgende Grafik stellt das Produkt von zwei Polynomen grafisch dar.

Welche Polynome werden miteinander multipliziert?

Lies aus der Grafik auch ab, welche Teilprodukte entstehen. Schreibe die Multiplikation der beiden
Polynome sowie das Ergebnis der Multiplikation an.

ay by cy iy
ax b-x cX |x
a b c

Lésung bzw. méglicher Lésungsweg:

(a+b+0) - (x+y)=a-x+a-y+b-x+b-y+c-x+c-y

Abbildung 12: Beispiel fiir die Kompetenz H3-12-K2
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3.3.Ein Modell mathematischer Kompetenzen der Kultusministerkonferenz in

Deutschland

In Deutschland steht der Mathematikunterricht der gymnasialen Oberstufe im Zeichen einer
vertieften Allgemeinbildung, allgemeiner Studierfahigkeit und wissenschaftspropadeutischer
Bildung. Ziel ist es, Grundlagen zu schaffen, um den Anforderungen der Wissenschaft und der

beruflichen Bildung gerecht zu werden.

Folgende drei Grunderfahrungen sollen den Schilerinnen und Schilern im Unterrichtsfach

Mathematik laut KMK vermittelt werden:
~Mathematik als Werkzeug, um Erscheinungen der Welt aus Natur, Gesellschaft, Kultur,
Beruf und Arbeit in einer spezifischen Weise wahrzunehmen und zu verstehen,

- Mathematik als geistige Schépfung und auch deduktiv geordnete Welt eigener Art,

- Mathematik als Mittel zum Erwerb von auch (lber die Mathematik hinausgehenden,
insbesondere heuristischen Féhigkeiten.” (KMK 2015, S.8)

Die deutschen Bildungsstandards fur die Allgemeine Hochschulreife kdnnen als Fortsetzung
der Bildungsstandards fur den Mittleren Schulabschluss gesehen werden, da die
Kompetenzen der Sekundarstufe | auf jene der Sekundarstufe Il aufbauen. Des Weiteren wird
betont, dass fur den Erwerb der Kompetenzen neben der Vernetzung der mathematischen

Inhalte ebenso eine Kooperation mit anderen Fachern von Bedeutung ist.

Die KMK hat ebenfalls ein Kompetenzstufenmodell zu diesen Bildungsstandards entwickelt.
Es umfasst sechs allgemeine mathematische Kompetenzen und flnf inhaltliche Leitideen. Zu
den allgemeinen mathematischen Kompetenzen werden Mathematisch argumentieren (K1),
Probleme mathematisch l6sen (K2), Mathematisch modellieren (K3), Mathematische
Darstellungen verwenden (K4), Mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umgehen (K5) und schlieRlich Mathematisch kommunizieren (K6) gezahlt. Die
inhaltlichen Leitideen umfassen Algorithmus und Zahl (L1), Messen (L2), Raum und Form (L3),
Funktionaler Zusammenhang (L4) sowie Daten und Zufall (L5). Anfange der Analysis finden
sich dabei in den Inhalten Algorithmus und Zahl, Messen und Funktionale Zusammenhange.
Lineare Algebra baut auf die Inhalte von L1 auf, erste analytische Geometrie findet man in L2
und L3 und Stochastik kommt bereits in den Inhaltsbereichen Messen, Funktionaler

Zusammenhang sowie Daten und Zufall vor.

Allgemein gibt es drei Anforderungsbereiche, die unterschiedliche kognitive Anspriiche

verlangen. Diese werden folgendermalen beschrieben:
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LAnforderungsbereich | umfasst das Wiedergeben von Sachverhalten und Kenntnissen im
gelernten Zusammenhang, die Verstdndnissicherung sowie das Anwenden und

Beschreiben gelibter Arbeitstechniken und Verfahren.

Anforderungsbereich Il umfasst das selbststdndige Auswéhlen, Anordnen, Verarbeiten,
Erkldaren und Darstellen bekannter Sachverhalte unter vorgegebenen Gesichtspunkten in
einem durch Ubung bekannten Zusammenhang und das selbststéndige Ubertragen und

Anwenden des Gelernten auf vergleichbare neue Zusammenhénge und Sachverhalte.

Anforderungsbereich Il umfasst das Verarbeiten komplexer Sachverhalte mit dem Ziel, zu
selbststéandigen Lésungen, Gestaltungen oder  Deutungen, Folgerungen,
Verallgemeinerungen, Begriindungen und Wertungen zu gelangen. Dabei wéhlen die
Schiilerinnen und Schiiler selbststdndig geeignete Arbeitstechniken und Verfahren zur
Bewéltigung der Aufgabe, wenden sie auf eine neue Problemstellung an und reflektieren
das eigene Vorgehen.” (KMK 2015, S.22)

Allgemeine mathematische Kompetenzen kénnen dabei nur in Verbindung mit den Leitideen,
den Fachinhalten, erlangt werden und sind so untrennbar miteinander verknlpft. Jede der
sechs allgemeinen Kompetenzen kann eigens gestuft betrachtet werden, d. h. jede der
mathematischen Kompetenzen besitzt drei Kompetenzstufen, die nicht unbedingt dieselben

sein mussen.

Im Konzept des Kompetenzmodells der Bildungsstandards im Fach Mathematik fur die
Allgemeine Hochschulreife wird jede mathematische Kompetenz mit den jeweiligen
Auspragungen der Anforderungsbereiche genau beschrieben. Abbildung 13 zeigt als Beispiel
dazu eine Beschreibung der zweiten allgemeinen mathematischen Kompetenz K2, ,Probleme
mathematisch I6sen®. Abbildung 14 beschreibt konkrete Ziele zu den drei

Anforderungsbereichen.

Die Kompetenz ,,Probleme mathematisch lésen“ (K2)

Diese Kompetenz beinhaltet, ausgehend vom Erkennen und Formulieren mathematischer Probleme, das Auswahlen
geeigneter Losungsstrategien sowie das Finden und das Ausfiihren geeigneter Losungswege. Das Spektrum reicht
von der Anwendung bekannter bis zur Konstruktion komplexer und neuartiger Strategien. Heuristische Prinzipien,
wie z. B. ,Skizze anfertigen®, ,,systematisch probieren, ,zerlegen und erganzen®, ,,Symmetrien verwenden®, ,,Ex-
tremalprinzip“, ,Invarianten finden“ sowie ,vorwarts und riickwarts arbeiten, werden gezielt ausgewahlt und an-
gewendet.

Abbildung 13: Die Kompetenz Probleme mathematisch lI6sen
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Die drei Anforderungsbereiche zu dieser Kompetenz lassen sich wie folgt beschreiben:
Anforderungsbereich I: Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen

m einen Losungsweg einer einfachen mathematischen Aufgabe durch Identifikation und Auswabhl einer naheliegen-
den Strategie, z. B. durch Analogiebetrachtung, finden

Anforderungsbereich ll: Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

m einen Losungsweg zu einer Problemstellung, z. B. durch ein mehrschrittiges, strategiegestiitztes Vorgehen, fin-
den

Anforderungsbereich lll: Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

B eine Strategie zur Losung eines komplexeren Problems, z. B. zur Verallgemeinerung einer Schlussfolgerung, durch
Anwenden mehrerer Heurismen oder zur Beurteilung verschiedener Lésungswege, entwickeln und anwenden

Abbildung 14: Die Anforderungsbereiche zu Probleme mathematisch I6sen

/ P
Anforderungsbereichdil

y 4
:

Anforderungsbelrich i

Anforderungsbereich !
Leitideen

ad 192 - /1 Z V4 O Datenund Zufall
A ,/f»"
/ / / / =2 % N ————— Raum und Form
77N O e

K1 K2 K3 Ka KS K6 ~ Algorithmus und Zahl

~ Funktionaler Zusammenhang

Mathematisch
kommunizieren

Mit symbolischen, formalen und
technischen Elementen der
Mathematik umgehen

Mathematische Darstellungen
verwenden Allgemeine
Mathematisch modellieren mathematische
Probleme mathematisch losen Kompetenzen
Mathematisch argumentieren I

Abbildung 15: Modell mathematischer Kompetenzen der KMK

Grafisch lasst sich das deutsche Kompetenzstufenmodell ahnlich wie das 6sterreichische
Modell der Bildungsstandards als dreidimensionales Modell (Abbildung 15) darstellen. Jedoch
unterscheidet sich das deutsche vom dsterreichischen Modell dadurch, dass einerseits eine
andere Schulstufe angesprochen wird und andererseits die Anforderungsbereiche von
Kompetenz zu Kompetenz variieren. (Vgl. KMK 2015, S.11-22 und MEYER 2015, S.148-150.)
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Die folgende Abbildung 16 zeigt ein Aufgabenbeispiel zum Kompetenzmodell der KMK. Bei
dieser innermathematischen Aufgabe mit der Leitidee L3, Raum und Form, steht die
Kompetenz K2, ,Probleme mathematisch 16sen” im Mittelpunkt. Um die komplexe raumliche
Situation zu verstehen, missen die Schilerinnen und Schiler durch eine geeignete Strategie
einen Losungsweg finden. Dieser Vorgang wird dem Anforderungsbereich | (siehe Abbildung
14) zugeordnet. (Vgl. KMK 2015, S.11-32.)

In einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem ist der Wiirfel ABCDEFGH durch die Eckpunkte A (000),
B (4/0/0), D (04410) und E (0|0/4) gegeben.

¥

E } H

a)

, Geben Sie die Koordinaten der Eckpunkte C, F, G und H an.

Abbildung 16: Beispielaufgabe zu K2, L3 im Anforderungsbereich |
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3.4. Das Schweizer Modell fir mathematische Grundkompetenzen

In der Schweiz entwickelte die Schweizerische Konferenz der kantonalen
Erziehungsdirektoren ein mehrdimensionales Kompetenzmodell fur mathematische
Grundkompetenzen in Anlehnung an internationale Kompetenzmodelle. Dieses Modell
umfasst Handlungsaspekte, (inhaltsbezogene) Kompetenzbereiche, verschiedene
Kompetenzniveaus, eine Entwicklungsdimension und nichtkognitive Dimensionen.

Abbildung 17 zeigt die flinf Kompetenzbereiche (,Zahl und Variable“, ,Form und Raum®,
,Grolken und Masse®, ,Funktionale Zusammenhange“ und ,Daten und Zufall“) sowie die acht
Handlungsaspekte (,Wissen, Erkennen und Beschreiben®, ,Operieren und Berechnen®,
-verwenden von Instrumenten und Werkzeugen®, ,Darstellen und Kommunizieren®,
.Mathematisieren und Modellieren®, ,Argumentieren und Begrinden®, ,Interpretieren und
Reflektieren der Resultate® und ,Erforschen und Explorieren“). Die Tabelle kann zur
Beschreibung einzelner Grundkompetenzen verwendet werden, indem man einem inhaltlichen

Kompetenzbereich einen Handlungsaspekt zuordnet.

Wissen, Operieren Verwenden | Darstellen | Mathemat- | Argumen- Interpre- Erforschen
Erkennen und von Instru- | und sheren und | beren und tieren und und
und Be Berechnen | menten Kommun Modellieren Begranden | Reflektieren | Explorieren
schredben und Werk- | Zleren der

zeugen Resultate

HANDLUNGSASPEKTE

Zahl und Variable

Form und Raum

Grossen und Masse
Funktionale Zusammenhdnge

Daten und Zufall

Abbildung 17: Beschreibung von mathematischen Kompetenzen

Das Besondere an diesem Modell ist, dass gleich drei Jahrgangsstufen darin behandelt
werden. Es werden Grundkompetenzen nach der vierten Schulstufe sowie nach dem achten
(am Ende der Primarstufe) und nach dem elften Schuljahr (am Ende der Sekundarstufe 1)
beschrieben. Die Entwicklung der mathematischen Kompetenzen im Hinblick auf diese drei

Jahrgangsstufen wird als Entwicklungsdimension bezeichnet.

4. Schuljahr 8. Schuljahr 11. Schuljahr
Zah! und
Variable
Zah! und
Zahl und Variable Funktionale
Variable Zusammenhange
Funktionale Daten und
Zusammenhange Zufall
Gréssen und Gréssen und
Masse Masse
Form und
Raum Form und Form und
Raum Raum

Abbildung 18: Kompetenzbereiche nach Schulstufen
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Abbildung 18 macht deutlich, dass die Kompetenzbereiche im Laufe der Schuljahre
zunehmen. Die Pfeile in der Grafik verdeutlichen die Entwicklung der Kompetenzbereiche,
wodurch wieder neue Kompetenzbereiche entstehen kénnen. Im achten Schuljahr werden die
Kompetenzbereiche ,Zahl und Variable“ und ,Form und Raum® um die Bereiche ,Funktionale
Abhangigkeiten* und ,GréRen und Masse” erweitert. Im elften Schuljahr kommt schlief3lich
noch der Bereich ,Daten und Zufall* dazu. (Vgl. EDK 2011, S.6-9.)

Kompetenzniveaus legen unterschiedliche Auspragungen einer mathematischen Kompetenz
fest. Die folgende Tabelle (Ausschnitt aus LINNEWEBER-LAMMERSKITTEN 2009, S.39)

zeigt die vier Kompetenzniveaus, die fir den Handlungsaspekt ,Erforschen und Explorieren”

der 11. Schulstufe bestimmt wurden.

Kompetenzniveau l;;

Kompetenzniveau Il;;

Kompetenzniveau lil;;

Kompetenzniveau IV,

Erforschen und Explorieren

Zu einer Aussage oder
von einem Sachverhalt
ausgehend von einem
Beispiel weitere
Beispiele finden.
Systeme mit wenigen
Elementen und
einfacher Struktur
durch Variieren
einzelner Elemente
untersuchen.

Zu Aussagen oder
Sachverhalten
Beispiele finden und
daraus Vermutungen
gewinnen bzw.
Vermutungen
bestarken oder
widerlegen.

Die Struktur von
Systemen durch
systematisches
Variieren einzelner
Elemente untersuchen,
dabei wird die Methode
der Untersuchung
durch die
Aufgabenstellung oder
durch Beispiele
angeregt.

Einen Sachverhalt
durch systematisches
Ausprobieren und
Durchspielen mehrerer
oder gar aller
Méglichkeiten
explorieren. Strukturen
durch systematisches
Variieren
verschiedener
Elemente untersuchen
und daraus situativ
gultige Aussagen
gewinnen.

Zu einem Sachverhalt
Hypothesen aufstellen
und durch geeignete
Verfahren testen.
Strukturen durch
systematisches
Variieren
verschiedener
Elemente untersuchen,
optimale Lésungen
identifizieren und
aufgrund der
gewonnenen
Ergebnisse
Vermutungen Uber
allgemeine
GesetzmaRigkeiten
formulieren.

Der Aspekt der ,nichtkognitiven Dimensionen“ bezieht sich auf das Interesse und die
Motivation sowie die Fahigkeit und Bereitschaft von Schilerinnen und Schilern zur

Teamarbeit, welche ebenfalls zur Bildung von mathematischen Kompetenzen beitragen.

Im Konzept wird auch eine Stufung der Grundkompetenzen nach Handlungsbereichen
vorgenommen, dabei kommen auch die Unterschiede zwischen den Jahrgangen sehr deutlich
zum Vorschein. Die folgende Tabelle (Ausschnitt aus EDK 2011, S.44) zeigt, welche
die

und ,Daten und Zufall® je nach Schuljahr

Kompetenzen beim Handlungsaspekt ,Erforschen und Explorieren® fur

Kompetenzbereiche ,Zahl und Variable®
vorausgesetzt werden. Da der Kompetenzbereich ,Daten und Zufall® erst im 11. Schuljahr
dazukommt, gibt es in der Tabelle fur das 4. und 8. Schuljahr keine Auflistung von Zielen. (Vgl.

EDK 2011, S.6-44.)
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Erforschen und Explorieren

ZAHL UND
VARIABLE

DATEN
UND
ZUFALL

Abbildung 19 zeigt ein Aufgabenbeispiel aus dem
Zufall*.  Als

Handlungsaspekt wurde Erforschen und Explorieren

Kompetenzbereich

und als Kompetenzniveau wurde die erste Ebene
zugeordnet (vgl. LINNEWEBER-LAMMERS-KITTEN

2009, S.70)

4. Schuljahr

8. Schuljahr

Die Schilerinnen und Schiler konnen

11.Schuljahr

- Angesichts eines
Problems Versuche
durchflihren und dabei
verschiedene
Lésungsmoglichkeiten
bertcksichtigen.

- Durch systematische
nummerische
Versuche einige
maogliche Falle
bestimmen, die die
Bedingungen einer
gegebenen Situation
erfullen;

Die Giiltigkeit einer
Behauptung mithilfe
vorgegebener oder frei
gewabhlter Beispiele
testen.

- Versuchen, durch

geeignetes
systematisches
Variieren von Zahlen
und Berechnungen
eine LOsung
herauszufinden;
Eine Vermutung
testen, um ein
adaquates und
generalisierbares
Losungsverfahren zu
finden.

Einfache
Zufallsexperimente mit
Wirfeln, Miinzen oder
Karten durchfiihren,
die moglichen Falle
auszahlen und die
Wahrscheinlichkeit
von Ereignissen durch
Versuche bestimmen.

,Daten und

M91804, Aufgabentext:

Jeanine und Olivier streiten sich, wer abwaschen

muss. Sie entscheiden, eine Miinze zu werfen:
«Kopf»: Jeanine wischt ab.

«Zahl»: Olivier wiascht ab.

Die beiden finden aber nur einen Spielwiirfel mit

6 Seiten. Wie konnen Sie den Spielwiirfel wie ei-

ne Miinze verwenden?

Abbildung 19: Aufgabenbeispiel zu Erforschen und

Explorieren
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4. Das O-M-A-Modell

4.1. Ziele

Um eine Einordnung und Vergleichbarkeit von Prifungsaufgaben der SRPM zu gewahrleisten,

wurde das vorliegende Kompetenzstufenmodell O-M-A im Auftrag des BIFIE Wien entwickelt.

Der Name ,0-M-A-Modell* beruht dabei auf den drei grundlegenden Handlungsbereichen

Operieren, Modellieren und Argumentieren (vgl. SILLER et al. 2014, S.1135).

Insgesamt zielt ,das Kompetenzstufenmodell O-M-A [...] darauf ab, alle wesentlichen
Anforderungen hinsichtlich der Konzeption mathematischer Lernergebnisse im
Osterreichischen Mathematikunterricht der Sekundarstufe Il auf der Handlungsebene
abzubilden.” (SILLER et al. 2016, S.7)

Durch dieses Modell werden die Komplexitat und die Art der Vernetzung der mathematischen

Handlungen und Inhalte, die in den Grundkompetenzen beschrieben werden, verdeutlicht.

Wie bereits erwahnt, dient das O-M-A-Modell als Vergleichsgrundlage fiur das

Anforderungsniveau der Prifungsaufgaben. Um auch unterstitzend bei der Erstellung von

Prifungsaufgaben zu sein, orientiert sich das O-M-A-Modell an der Definition eines

Kompetenzstufenmodells nach Leuders, das (i) a priori Stufen beim Erwerb einer bestimmten
Kompetenz postuliert, (ii) durch gestufte Aufgabensituationen und durch (iii) hierarchisch
geordnete, kategoriale latente Féahigkeitsvariablen beschreibt. Dies erlaubt (iv)
Feststellungen dariiber, welche Schiilerinnen und Schiiler welche Kompetenz auf welcher
Stufe besitzen.” (LEUDERS 2014, S.10)

Als Kompetenzstufenmodell konzentriert sich das O-M-A-Modell somit auf die Diagnose

hinsichtlich der Kompetenzentwicklung und auf die Bewertung des Kompetenzstandes der

Lernenden. Es kann zwar zur Orientierung fir das Anforderungsniveau des Unterrichts

verwendet werden, jedoch ist es kein Modell, das die individuelle Kompetenzentwicklung

darstellt (vgl. SILLER et al. 2016, S.3).

4.2. Die drei Handlungsdimensionen

Die Handlungsdimensionen Operieren, Modellieren und Argumentieren sind grundlegende
mathematische Tatigkeiten. Problemlésen und Kommunizieren werden in diesem Modell nicht
als eigenstandige Handlungsbereiche angefihrt, flieRen aber in die anderen Dimensionen ein.
Existierende Modelle beinhalten meist noch den Bereich des Interpretierens. Dieser ist jedoch
bereits im Bereich des Argumentierens (beinhaltet immer vorausgehende
Interpretationsarbeit, wenn es sich um mathematische Texte oder Kontexte handelt) und des
Modellierens (benétigt immer eine Interpretation mathematischer Resultate in der Realitat)

enthalten.

Das BIFIE definiert die drei Handlungsdimensionen wie folgt:
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Operieren meint ,die Planung sowie die korrekte, sinnvolle und effiziente Durchfiihrung von
Rechen- oder Konstruktionsabldufen und schliel3t z. B. geometrisches Konstruieren oder
(...) das Arbeiten mit bzw. in Tabellen und Grafiken mit ein.“ (BIFIE, 2013a, S.21)

Modellieren verlangt ,in einem gegebenen Sachverhalt die relevanten mathematischen
Beziehungen zu erkennen (...), allenfalls Annahmen zu treffen, Vereinfachungen bzw.
Idealisierungen vorzunehmen und Ahnliches.“ (BIFIE, 2013a, S.21)

Argumentieren erfordert ,eine korrekte und addquate Verwendung mathematischer
Eigenschaften, Beziehungen und Regeln sowie der mathematischen Fachsprache.”
(BIFIE, 2013a, S.22)

Beispielaufgabe zum Handlungsbereich Operieren:
Die folgende Abbildung 20 zeigt eine Beispielaufgabe aus dem Handlungsbereich Operieren.
Dabei mussen zuerst korrekte Rechenablaufe durchgeflihrt werden und anschlieRend die

Ldsungen angegeben werden.

Gegeben ist die Gleichung 4x - (x2 - 2x —15) = 0.

Aufgabenstellung:

Geben Sie die Losungen dieser Gleichung an!

Abbildung 20: Beispielaufgabe zu Operieren

Beispielaufgabe zum Handlungsbereich Modellieren:

Die untenstehenden beiden Grafiken (Abbildungen 21 und 22) zeigen eine Aufgabe aus dem
Bereich Modellieren. Ziel ist eine Interpretation der gegebenen Modellierungen, d. h. zuerst
muss der gegebene Sachverhalt realisiert, also die Grafik identifiziert werden. Erst danach

kénnen die Aussagen uUberpruft werden.

In der untenstehenden Graphik wird das Wanderungssaldo — das entspricht der Differenz von
Zuwanderung und Abwanderung — dargestellt. Zusatzlich werden ab dem Jahr 1995 Zu- und
Abwanderung durch Graphen von Funktionen dargestellt. Ab dem Jahre 2012 sind die ange-
gebenen Zahlen als prognostische Werte zu interpretieren.

Angegeben wird jeweils die Anzahl derjenigen Personen, die bundesweit nach Osterreich zu-
bzw. abgewandert sind.

120

100

in Tausend

80 N ng
TN
60 e

Wanderungssaldo | Abwanderung

40

HH [Jmﬂjmf WWWWWWWW

-40
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050

Quelle: Statistik Austria

Abbildung 21: Beispielaufgabe zu Modellieren (Angabe)
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Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Aussagen an!

Werden die Graphen der Funktionen ,Zuwanderung” und ,Abwande-
rung“ bis 1960 weitergezeichnet, verlauft der Graph der Zuwanderung

s- | O
funktion stets oberhalb des Graphen der Abwanderungsfunktion.

Es gibt Jahre, in denen sich die Zuwanderungs- und die Abwande-
) ) . O
rungszahlen um weniger als 5 000 voneinander unterscheiden.

Wird der Graph der Abwanderungsfunktion bis 1960 gezeichnet, ver- O
lauft er genau achtmal unterhalb der Nulltausenderlinie.

Wenn die Graphen der Zuwanderungs- und der Abwanderungsfunktion

Uber einen langeren Zeitraum parallel verlaufen, bleibt der Wanderungs- | [
saldo in diesem Zeitraum konstant.

Ab 2020 wird eine lineare Abnahme der Abwanderungszahlen prognos-

tiziert, d. h., die jahrliche prozentuelle Aonahme der Aowanderungszah- | [
len wird als konstant angenommen.

Abbildung 22: Beispielaufgabe zu Modellieren (Aufgabenstellung)

Beispielaufgabe zum Handlungsbereich Argumentieren:

Die nachfolgende Abbildung 23 zeigt eine Aufgabe aus dem Bereich Argumentieren. Dieses

Beispiel erfordert die Verifizierung bzw. Falsifizierung verschiedener Eigenschaften zur

gegebenen Funktion, dies findet in Form von ,innerem” Argumentieren8 statt.

Die nachstehende Abbildung zeigt den Graphen einer Polynomfunktion f, die vom Grad 4 ist.

1(x)

w

\“

Aufgabenstellung:

Kreuzen Sie die beiden flr die Funktion f zutreffenden Aussagen an!

Die Funktion besitzt drei Wendepunkte. O

Die Funktion ist symmetrisch bezlglich

der y-Achse. =
Die Funktion ist streng monoton steigend O
fur x € [0; 4].

Die Funktion besitzt einen Wendepunkt, O
der gleichzeitig auch Tiefpunkt ist.
Die Funktion hat drei Nullstellen. 0O

Abbildung 23: Beispielaufgabe zu Argumentieren

8 »Inneres” Argumentieren meint, dass fir sich selbst, also in Gedanken, Argumente gepruft werden
muassen.
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4.3. Die Stufung

Das O-M-A-Modell unterscheidet sich von anderen Kompetenzmodellen im Bereich der
normativen Setzung der Stufen, denn die Stufen der einzelnen Handlungsbereiche werden
nicht nur wie nach Leuders empirisch modelliert, sondern tatigkeitstheoretisch
inhaltsspezifisch nach Lompscher (vgl. LINNEMANN et al. 2015, S.588). Die Stufung des
O-M-A-Modells lehnt sich dabei an Theorien des Padagogen Meyer, des Psychologen
Lompscher und des Didaktikers Galperin (vgl. LINNEMANN et al. 2015, S.589-590 und
SILLER et al. 2013, S.951).

Als Grundlage fiir die Stufung des O-M-A-Modells dient das allgemeine Strukturmodell® von
Meyer. Es umfasst die Stufen Ausfihren einer Handlung durch weitgehend unreflektiertes
Nachvollziehen (Stufe 1), Ausfiihren einer Handlung nach Vorgabe (Stufe 2), Ausfiihren einer
Handlung nach Einsicht (Stufe 3) und selbststandige Prozesssteuerung (Stufe 4) (vgl. SILLER
et al. 2013, S.951).

Von Galperin und Lompscher kénnen Inhalte der Tatigkeitstheorie zur Beschreibung von
Lernprozessen nitzlich sein. Galperin pragte den Begriff Orientierungsgrundlage einer
Handlung. Dabei wies er nach, dass der Lernverlauf bzw. die Lernergebnisse von der
Orientierung der Lernhandlung abhangen. Lernhandlungen kénnen auch mit Fragen nach dem
Was, dem Wie, dem Warum und dem Wozu konkretisiert werden. Galperin unterscheidet bei
Lernhandlungen zwischen einem Orientierungs- und Ausfuhrungsteil. Den Orientierungsteil
gliedert Galperin in drei hierarchisch gestufte Typen von Orientierungsgrundlagen (vgl. GIEST
et al. 2006, S.192). Bruder gibt diesen drei Typen die Bezeichnungen Probier-, Muster- und
Feldorientierung (vgl. BRUDER 2006, S.2-3).

Bei Typ 1, der Probierorientierung, wird die Orientierungsgrundlage nach dem Prinzip von
Versuch und Irrtum wahrend einer Handlung erst entwickelt. Lernen findet demnach durch

Probieren und durch gemachte Fehler statt, nicht durch Strategie- oder Verfahrensreflexion.

Die Orientierungsgrundlage ist bei Typ 2, der Musterorientierung, bereits durch vorliegende
Ubertragbare Muster, z. B. Beispiellésungen, direkt entwickelbar und effektiver als bei Typ 1,

jedoch ist noch keine Ubertragung von Kenntnissen ins Allgemeine méglich.

Erst bei der Feldorientierung, dem Typ 3, ist eine vollstandige, allgemeine Orientierungs-
grundlage moéglich. Es kommt zu einer selbstandigen Betrachtung der Anforderungen und zu
einem Transfer vom Allgemeinen zum speziell erforderten Kontext. So wurde etwa das
eigenstandige Generieren von Aufgaben, dhnlich zu Beispielen des Typs Il, in den Bereich der
Feldorientierung fallen. (Vgl. GIEST 2006, S.196-200 bzw. BRUDER 2006, S.2-3 bzw.
SCHMITT 2003, S.895.)

® Meyers allgemeines Strukturmodell wurde bereits in Abschnitt 3.1. genauer erlautert.
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Diese drei beschriebenen Orientierungsgrundlagen kénnen mit Meyers Stufung von
Kompetenzstufenmodellen verknlpft werden: Dabei stimmen Stufe 1 und 2 bei Meyer mit einer
elementaren bzw. schematischen Musterorientierung Uberein und unterscheiden sich nur in
der Komplexitat der Anforderungen durch Mehrschrittigkeit. Die Stufe 3 bei Meyer deckt sich
mit der Feldorientierung, die unter anderem die Entwicklung eigener Beispiele beinhaltet (vgl.
LINNEMANN et al. 2015, SILLER et al. 2013, SILLER et al. 2014).

Die Stufenmodellierung der einzelnen Handlungsbereiche baut teilweise auf Uberlegungen
von verschiedenen Fachdidaktikern auf. Im Bereich Argumentieren bietet das Stufenmodell
zum Kompetenzaufbau von Bruder und Pinkernell eine Grundlage fur das O-M-A-Modell (vgl.
SILLER 2016, S.5). Dabei gliedert sich das Argumentieren in vier Stufen. Die erste Stufe
umfasst das Ausflhren von Begrindungen nach einem von finf Grundtypen zum
Argumentieren bzw. Begrinden im Mathematikunterricht (Bezug auf eine Definition, Bezug auf
einen Satz, Anwenden eines Verfahrens, Widerspruchsbeweis, Angeben eines
Gegenbeispiels). Die zweite Ebene verlangt das Verstehen, Nachvollziehen und Wiedergeben
von mathematischen Argumentationsketten. In der dritten Stufe missen mehrschrittige
Argumentationen Uberprift bzw. vervollstandigt werden und die vierte Stufe erfordert die
selbstandige Bildung von mehrschrittigen Argumentationsketten (vgl. BRUDER 2011,
S.24-32).

Beim Handlungsbereich Modellieren konnte auf Arbeiten von Niss, Bohm, Gtz und Siller
aufgebaut werden (vgl. SILLER 2016, S.5). Bohm formuliert die vier Stufen unmittelbares
Modellieren (Stufe 1), idealisierendes Modellieren (Stufe 2), anzupassendes Modellieren
(Stufe 3) und kritisches Modellieren (Stufe 4). Das unmittelbare Modellieren meint die
Bearbeitung eines Sachproblems mit mathematischen Mitteln. Im Vordergrund steht das
Suchen nach einem sinnvollen und angemessenen mathematischen Lésungsweg flr den
gegebenen Sachkontext. Das idealisierende Modellieren besteht darin, eine
aullermathematische Situation in ein mathematisches Modell zu Ubersetzen, dies kann
mehrere Schritte oder Zyklen enthalten. Das anzupassende Modellieren verlangt zusatzlich
zum idealisierenden Modellieren das Anpassen von Parametern im mathematischen Modell.
Beim kritischen Modellieren ist eine kritische Reflexion der mathematischen Modellierung
erforderlich. Diese Uberlegungen kénnen sich auf verschiedene Aspekte des Kontextes
beziehen. (Vgl. BOHM 2013, S.130,149-150,195,228.)

Fir den Bereich Operieren gibt es laut Siller et al. nur wenig nitzliche Grundlagen. Siller et al.
betonen jedoch, dass eine hdhere Stufe im Bereich Operieren nicht nur den Einsatz
komplexerer Algorithmen notwendig macht, sondern auch das Finden von sinnvollen
Einsatzgebieten fur Verfahren und die Verbindung unterschiedlicher Algorithmen (vgl. SILLER
et al. 2016, S.5).

34



Das Modell

4.4.

Die folgende Abbildung 24 zeigt das O-M-A-Modell mit seinen Operationalisierungen der drei

Handlungsbereiche und den 4 Stufen.
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Abbildung 24: Das O-M-A-Modell
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Die Ubergéange zwischen den einzelnen Stufen verlaufen flieRend und schwierigkeits-
generierende Faktoren (z. B. Verwendung komplexer Sprache oder kognitive Anspriiche beim
Verstehen der Aufgaben) werden nicht explizit beschrieben. Durch die theoretisch
abgesicherte Modellierung (vgl. Abschnitt 4.3.) soll es mdglich sein, Aufgabenschwierigkeiten
abzuschatzen. (Vgl. LINNEMANN et al. 2015, S.589.)

Typ-1-Aufgaben der SRPM sollten die Stufe 1 der drei Handlungsbereiche des O-M-A-Modells
nicht Gberschreiten und immer nur eine Grundkompetenz abprifen (vgl. Abschnitt 2.4.1. und
Abschnitt 2.6.). Bei Typ-2-Aufgaben hingegen kénnten einzelne Items den Stufen 1 bis 3
zugeordnet werden und eine Vernetzung von Grundkompetenzen aufweisen. Stufe 4 wird in
einer Testsituation kaum einsetzbar sein, da diese eine selbststdndige Prozessentwicklung
beinhaltet. Trotzdem sollten Schilerinnen und Schiler im Unterricht eigenstandiges Arbeiten
erlernen. (Vgl. BIFIE 2013a, S.7 und LINNEMANN et al. 2015, S.3-4.)

4.5. Das Kompetenzdreieck

Die drei Handlungsbereiche des O-M-A-Modells lassen sich grafisch in einem
.Kompetenzdreieck® bzw. einem ,mathematischen Handlungsdreieck® darstellen. Wie
Abbildung 25 zeigt, befinden sich an den Eckpunkten des gleichseitigen Dreiecks die drei
involvierten Handlungsbereiche Operieren, Modellieren und Argumentieren. Ziel ist es, darin
die mathematischen Handlungsaspekte einer Aufgabe Ubersichtlich darzustellen (vgl.
LINNEMANN 2014, S.747-749).

Argumentieren

Operieren Modellieren

Abbildung 25: Das Kompetenzdreieck

Die Teil-1-Aufgaben wirden sehr deutlich in den jeweiligen Ecken stehen. Teil-2-Aufgaben
machen jedoch eine eindeutige und exakte Einordnung schwierig, da der Anspruch hinsichtlich

einer Vernetzung von Grundkompetenzen diese erschwert (vgl. SILLER et al. 2014, S.1138).
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Handytarife, (KMK 2014)
,-Katja kauft sich ein Handy. Ihr werden verschiedene Tarife angeboten:

Normaltarif N: Monatsgrundpreis 10,95 €, Kosten pro Minute 0,15€, se-
kundengenaue Abrechnung

Spezialtarif S: Monatsgrundpreis 0€. Kosten pro Minute 0,39€, sekunden-
genaue Abrechnung.

... ¢) Berate Katja bei der Wahl des Tarifs.*

Es braucht eine Modellierung der Gespréachsge-
wohnheiten von Katja, diese wird bezogen auf
die Tarife (modellieren). Dabei wird operiert,
bei der Entscheidung dann argumentiert. Diese
Aufgabe ist also eine komplexere Aufgabe, die o
mehrere Handlungsaspekte anspricht, mit
Schwerpunkt auf dem Modellieren.

Argumentieren

Operieren Modellieren

Abbildung 26: Aufgabe Handytarife und Kompetenzdreieck

Abbildung 26 zeigt im oberen Teil eine Aufgabenstellung, die auf eine Stellungnahme zweier
Handytarife abzielt. Linnemann sieht in dieser Aufgabe alle drei Handlungsaspekte involviert
— jedoch mit dem Schwerpunkt Modellieren — und stellt dies im Kompetenzdreieck dar (vgl.
LINNEMANN 2014, S.747-749).

Ein Kompetenzdreieck kann mithilfe eines Dreiecksdiagramms konstruiert werden. In einem
gleichseitigen Dreieck fungieren die drei Seiten als Achsen, die jeweils Werte von 0 bis 1
(0 = 0 Prozent, 0,2 = 20 Prozent, 1 = 100 Prozent, etc.) annehmen kénnen. Durch Parallel-
scharen zu den jeweiligen Achsen entsteht ein Gitter im Inneren des Dreiecks. Im Hinblick auf
das O-M-A-Modell wird jeder Achse einer der drei Handlungsbereiche zugeordnet.

Abbildung 27 verdeutlicht, dass Linnemann die Aufgabe aus Abbildung 26 zu 50 Prozent dem
Handlungsbereich Modellieren, zu 40 Prozent dem Handlungsbereich Argumentieren und zu

10 Prozent dem Handlungsbereich Operieren zuordnet.

Abbildung 27: Kompetenzdreieck aus Abbildung 26 im Detail
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5. Quantitative Untersuchung

5.1. Die Forschungsfragen

Die folgende Untersuchung zielt auf eine Uberpriifung der Verwendbarkeit des O-M-A-Modells

ab. Folgende Fragestellungen sollen bearbeitet werden:

1. Ermdglicht das O-M-A-Modell eine eindeutige Zuordnung von Aufgaben zu einem
Handlungsbereich und einer Schwierigkeitsstufe?

2. Koénnen mit Hilfe des O-M-A-Modells Kriterien entwickelt werden, um Aufgaben vorab
nach ihrer Schwierigkeit einzustufen?

3. Wurden Aufgaben, die einer hdheren Schwierigkeitsstufe zugeordnet wurden, auch
seltener von den Schulerinnen und Schulern gel6st?

4. Wurden Aufgaben eines bestimmten Handlungsbereiches von den Schilerinnen und

Schuilern haufiger geldst als jene anderer Bereiche?

5.2. Das Rating

Das BMB filhrte bereits im Vorfeld in einem eigenen Rating eine Einordnung der Typ-2-
Aufgaben der SRPM vom Haupttermin 2016 (Abkirzung: SRPM HT 2016) in das
O-M-A-Modell durch. Dabei wurden jeder Teilaufgabe der Typ-2-Aufgaben genau ein
Handlungsbereich und eine Komplexitatsstufe zugeordnet. Die vom BMB dankenswerterweise
zur Verfugung gestellten Ergebnisse wurden als Grundidee fur weitere Ratings verwendet und

auch anschlieliend zum Vergleich herangezogen.

Sechs AHS-Lehrerinnen bzw. AHS-Lehrer stellten sich der Herausforderung und fuhrten
ebenfalls dieses Rating durch. Als Einstieg in die Thematik erhielten die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer ein Handout (siehe Anhang 8.2.) zum O-M-A-Modell mit Definitionen zu Operieren,
Modellieren und Argumentieren sowie eine kurze Erklarung zum Ablauf des Ratings. Um die
genaue Zuordnung der Beispiele zum O-M-A-Modell festzuhalten, wurde ein Ratingbogen
erstellt. Jeder Raterin bzw. jedem Rater wurden die Typ-2-Aufgaben des SRPM HT 2016 und

die dazugehdrigen Lésungserwartungen zur Verflgung gestellt.

In Anlehnung an die Think-Aloud-Methode' wurden die Kandidatinnen bzw. Kandidaten
angehalten, wahrend des Ratings ihre Gedanken und eventuelle Unsicherheiten laut
preiszugeben. Dies wurde mittels Tonaufnahme aufgezeichnet und konnte anschlieRend zur
Analyse der einzelnen Beispiele verwendet werden. Aufgrund vieler Hintergrundgerausche
und Stdérungen (z. B. durch Kolleginnen und Kollegen) wahrend der Ratings wurde auf eine

Transkription dieser Aufnahmen verzichtet.

' Nahere Informationen zur Think-Aloud-Methode (deutsch: Lautes-Denken-Methode) finden sich unter:
https://www.e-teaching.org/didaktik/qualitaet/usability/Lautes%20Denken e-teaching org.pdf, 10.6.2017
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5.2.1. Der Ratingbogen

Der untenstehende Ratingbogen (Abbildung 28) wurde so gestaltet, dass jede Lehrerin bzw.
jeder Lehrer kurze Angaben zur Person machen konnte, anschlieBend zu jeder Teilaufgabe
eine Zuordnung mit je einem Handlungsbereich und einer Komplexitatsstufe wahlen und in die
Tabelle eintragen konnte. War die Kandidatin bzw. der Kandidat unsicher, konnte sie bzw. er
eine weitere Moglichkeit angeben. Schliel3lich wurde noch durch das Feld ,Anmerkungen® ein

Raum fir wichtige Uberlegungen, die wahrend des Ratings auftreten konnten, geschaffen.

Diplomarbeit ,Analyse von Typ-2-Aufgaben nach dem O-M-A-Modell* von Christina Fuchs

Rating von Typ-2-Aufgaben der sRPM HT 2016 Betreuer: Mag. Dr. Stefan Gotz
O mannlich O weiblich Sie sind als Lehrer tétig seit ................ Ihre weiteren Unterrichtsfacher sind ...
Sie waren bereits Betreuer einer Maturaklasse mit sRPM: O Ja O Nein

Bitte ordnen Sie jedem Teilbeispiel jeweils eine Handlungsdimension und eine Stufe des O-M-A-Modells zu!
Sind Sie sich bei der Zuordnung nicht sicher, kdnnen Sie im Feld ,Weitere Mdglichkeiten” eine 2. Wahl angeben!

Beispiel 1 Nr. | Zuordnung | meter | | Beispiel 2 Nr. | Zuordnung | Bewre .| | Beispiel 3 N |FSuoraniing, Feter s
Intercity Express | 1as Wetterballon 2a4 Einkommenssteuer | 3a;
1az 2a; 3a:z
1b4 2b1 3b1
1b2 2b2 3b2
2¢c4 3¢y
Beispiel 4 e ||ZREil | 2c 3ce
:\(/:[l]\:fe?:: Ii'rr:‘:el;néez; len 4a 3d1
4a; 3d2
4b4
4b, Anmerkungen:
4c4
4c2
Herzlichen Dank fiir Inre Unterstitzung!

Abbildung 28: Ratingbogen

5.2.2. Die Auswertung, der Kappa-Wert und erste Eindriicke

Die folgende Abbildung 29 gibt einen Uberblick iber die Ergebnisse der einzelnen Aufgaben
des Ratings und vor allem deren Streuung. Fur jede Teilaufgabe ist ein rotes Kreuz zu finden,
das fur die Zuordnung des BMB steht. Die restlichen, schwarzen Kreuze stehen fir die
Zuordnung der Lehrerinnen und Lehrer. Um die Lesbarkeit der Tabelle zu verbessern, wurden

die einzelnen Teilaufgaben (Zeilen) mit unterschiedlichen Farben markiert.

Beim Betrachten dieser Grafik fallt auf, dass nur bei einem Beispiel, 3a,, alle Kandidatinnen
und Kandidaten mit dem BMB einer Meinung sind. Hinsichtlich der restlichen Aufgaben ist die
Streuung meist sehr grol3: Es gibt nicht nur Unterschiede bei der Wahl der Komplexitatsstufe
innerhalb eines Handlungsbereiches, sondern auch die Zuordnung zu einem

Handlungsbereich stellt bereits eine Hirde dar.
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Abbildung 29: Auswertung der Ratings

Um die Zuverlassigkeit und Objektivitat der Zuordnungen der Ratings einzuschatzen, wurde
ein statistisches Verfahren zur Berechnung der Beurteiler-Ubereinstimmung (auch Interrater-
Reliabilitat genannt) verwendet. Als Messverfahren wurde der Fleiss’ Kappa gewahlt, da dieser
die Berechnung der Ubereinstimmung von mehreren (und nicht nur zwei) Raterinnen und
Ratern zulasst und die zufallig erwartete Ubereinstimmung beriicksichtigt.
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Zuerst werden der gemessene Ubereinstimmungswert der Rater p, und die zuféllig erwartete

Ubereinstimmung p. berechnet. AnschlieBend wird mittels der Gleichung =Pt der Kappa-

Wert berechnet.

Zur Einschatzung des Kappa-Werts gibt es verschiedene Uberlegungen. Laut Greve und
Wentura sind k-Werte von 0,40 bis 0,60 ,noch annehmbar®, Werte von 0,75 bis 1 scheinen
»-gut® bis ,ausgezeichnet®. Landis und Koch hingegen sprechen bei k-Werten zwischen 0 und
0,20 von ,etwas Ubereinstimmung®, bei Werten zwischen 0,21 und 0,40 von ,ausreichender
(fairer) Ubereinstimmung®, zwischen 0,41 und 0,60 von ,mitteimaRiger Ubereinstimmung®,
zwischen 0,61 und 0,80 von ,beachtlicher Ubereinstimmung“ und zwischen 0,81 und 1 von
.(fast) vollkommener Ubereinstimmung*“. Bortz und Déring (2006) bezeichnen den Bereich
zwischen 0,60 und 0,75 als eine ,gute Beurteiler-Ubereinstimmung®“. Brennan und Prediger
(1981) sprechen ab 0,70 von einer angemessenen Ubereinstimmung. (Vgl. HAMMANN et al.
2014, S.1-4, und WIKIPEDIA 2017.)

Fir die Berechnungen der Kappa-Werte gilt die Rater-Anzahl d = 7 (BMB-Zuordnung und
sechs Ratings) und die Anzahl an Aufgaben N = 24,

Nr. 01 02 03 M1 M2 M3 A1l A2 A3
Intercity- 1a1 5) 1 1
Express (ICE) | 1a, 2 5)
1b4 2 1 2 2
1b2 4 3
ZAMG- 2a1 6 1
Wetterballon 2az 2 4 1
2b1 2 5
2b; 4 1 1
2C1 1 4 2
2Co 5 1
Einkommen- 3a4 2 2 2 1
steuer 3az 7
3b1 1 2 1 3
3b, 2 4 1
3¢ 2 1 4
3c2 2 1 4
3d1 3 1 3
3d> 6 1
Wirfel mit 4a4 4 2 1
unter- 4a, 4 1
schiedlichen 4b4 2 2 2 1
Zahlen 4b, 2 3
4c4 3 2 2
4c; 3 3 1

Abbildung 30: Auswertung der Ratings mit Anzahlen
Zuerst wird der Kappa-Wert anhand der Auswertung des Ratings des reguldren
0O-M-A-Modells mit drei Handlungsbereichen und jeweils drei Stufen (siehe Abbildung 30)
berechnet. Zum Vergleich werden auch jeweils alle drei Stufen der einzelnen
Handlungsbereiche zu einer Kategorie zusammengefasst (siehe Abbildung 31) und davon der

Kappa-Wert bestimmt.""

" Die Berechnungen wurden nach Anleitungen auf https://de.wikipedia.org/wiki/Cohens Kappa#Fleiss.27 Kappa durchgefiihrt.
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Nr. Operieren Modellieren Argumentieren
Intercity-Express 1a1 6 0 1
(ICE) 1a 0 2 5
1b+ & 2 2
1b2 7 0 0
ZAMG-Wetterballon | 2a1 7 0 0
2ar 0 2 5
2b4 0 2 5
2bs 6 1 0
2¢4 0 7 0
2C 7 0 0
Einkommensteuer 3a4 4 3 0
3az 0 7 0
3b1 4 3 0
3b2 0 2 5
3¢t 0 0 7
3c2 0 0 7
3d1 0 3 4
3d> 0 7 0
Wiirfel mit unter- 4a4 4 2 1
schiedlichen Zahlen | 4a, 4 2 1
4b4 6 1 0
4b2 2 5 0
4cq 5 2 0
4cy 5 1 0

Abbildung 31: Auswertung der Ratings mit drei Handlungsbereichen ohne Stufung

Ziel ist es, neben der Ubereinstimmung der Ratings festzustellen, inwiefern sich der Kappa-
Wert bei einer Zuordnung zu lediglich den drei Handlungsbereichen verandert und ob die
Beurteiler-Ubereinstimmung dadurch bedeutend steigt.

Der berechnete Kappa-Wert fir die Auswertung des Ratings des O-M-A-Modells betragt
0,284, d. h. nach Greve und Wentura ist die Ubereinstimmung nicht annehmbar, Landis und
Koch sprechen hingegen von ,ausreichender Ubereinstimmung®. Betrachtet man hingegen
den Kappa-Wert mit nur drei Handlungsbereichen ohne Stufung, liegt er bei x = 0,481 und gilt
daher nach Greve und Wentura als ,noch annehmbar® und bei Landis und Koch als
mittelmaRige Ubereinstimmung.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass sowohl die Berechnung mit drei
Handlungsbereichen und drei Stufen als auch die Berechnung mit nur drei

Handlungsbereichen eine zu niedrige Beurteiler-Ubereinstimmung ergibt.

Beim Rating aulerten die AHS-Lehrerinnen und AHS-Lehrer folgende allgemeine

Anmerkungen:

- Bei mehreren Aufgaben wurde das Fachvokabular, allen voran das Signalwort
.Begrinden®, als nicht passend empfunden.

- Generell empfanden die Befragten die Zuordnung zu genau einem Handlungsbereich als
sehr schwierig. Da die Stufen der einzelnen Handlungsdimensionen oft flieRend ineinander
Ubergehen, stellte auch die Zuordnung zu einer Stufe eines Handlungsbereiches eine

Herausforderung dar.
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5.3.

Die Losungshaufigkeiten

Die folgende Tabelle in Abbildung 32 zeigt die Lésungshaufigkeiten der einzelnen Typ-2-

Aufgaben. Diese stammen von der SRPM vom Haupttermin 2016 und wurden vom BMB

dankenswerterweise zur Verfligung gestellt. Um die weniger haufig gelésten Aufgaben

deutlich zu machen, wurden in der Tabelle jene Aufgaben, die eine Lésungshaufigkeit von 0

bis 15 Prozent aufweisen, dunkelrot markiert und jene mit einer Lésungshaufigkeit zwischen

16 und 30 Prozent mit hellrot. Zusatzlich wurden sowohl die Handlungsbereiche als auch die

Stufen in unterschiedlichen Farben hinzugefiigt.

Dadurch ist eine allgemeine Interpretation der Losungshaufigkeiten in Bezug auf die vom BMB

getatigte Zuordnung der Beispiele zum O-M-A-Modell méglich. In Abschnitt 5.4. folgt eine

Analyse der einzelnen Aufgabenstellungen unter Einbezug der Losungshaufigkeiten.

Losungshaufigkeiten der einzelnen Typ-2-Aufgaben

Aufgabe (Nummer und Titel) Lésungshaufigkeit Handlungsbereich  Stufe
1a, Intercity-Express (ICE) 0,62 I
1a; Intercity-Express (ICE) 0,83 I
1b, Intercity-Express (ICE) 0,53 I
1b, Intercity-Express (ICE) 0,40 Il
2a ZAMG-Wetterballon 0,65 |
2a, ZAMG-Wetterballon 0,42 |
2b, ZAMG-Wetterballon 0,70 |
2b, ZAMG-Wetterballon 0,37 Il
2¢cq ZAMG-Wetterballon 0,25 ]
2¢cy ZAMG-Wetterballon 0,26 |
3ay Einkommensteuer 0,57 M Il
3a, Einkommensteuer 0,41 M Il
3b; Einkommensteuer 0,22 M |
3b, Einkommensteuer 0,25 M ]
3c4 Einkommensteuer 0,26
3¢y Einkommensteuer
3d Einkommensteuer 0,29 M ]
3d, Einkommensteuer 0,20
4a, Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen 0,86
4a, Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen 0,22
4b, Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen
4b, Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen
4c4 Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen
4c, Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen

Abbildung 32: Lésungshaufigkeiten und Zuordnung des BMB
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Die Losungshaufigkeiten wurden der Zuordnung der Aufgaben zum O-M-A-Modell durch das
BMB gegenibergestellt (siehe Abbildung 32). Folgende Schliisse kbnnen gezogen werden:
Abbildung 32 zeigt, dass jene Aufgaben, die am seltensten gelést wurden, aus den
Komplexitatsstufen 2 und 3 stammen. Die Aufgaben 2a,, 2c, und 3b4, welche der ersten
Komplexitatsstufe zugeordnet wurden, stechen aufgrund ihrer niedrigen Ldésungshaufigkeit
heraus. Bis auf diese drei Ausnahmen wurden alle Aufgaben mit der Komplexitatsstufe 1 von
Uber 50 Prozent der Maturantinnen und Maturanten gelést. Somit kann die Hypothese, dass
ein Zusammenhang zwischen der Losungshaufigkeit und der Komplexitatsstufe besteht,
erhartet werden.

Betrachtet man ferner nur die Zuordnung durch das BMB, wurden im Durchschnitt'?

Aufgaben
im Bereich Operieren von 45 Prozent der Kandidatinnen und Kandidaten geldst. Im Vergleich
dazu konnten im Bereich Modellieren nur 36 Prozent und im Bereich Argumentieren nur 35
Prozent die Aufgaben korrekt I6sen. Diese Reihenfolge kann wieder damit begriindet werden,
dass Operieren fur die Schulerinnen und Schiler die bekannteste Handlungsdimension ist und
im Unterricht am besten geschult wird. Die beiden Bereiche Modellieren und Argumentieren
weisen einen ahnlichen Lésungserfolg auf, dieser liegt jedoch fast 15 Prozentpunkte unter

dem des Operierens.

Eine weitere interessante Beobachtung zu den Losungshaufigkeiten ergibt sich im Hinblick auf
die Reihenfolge der Aufgaben. Die ersten acht Aufgaben des Prifungsbogens wurden von
mehr als 37 Prozent der Kandidatinnen und Kandidaten im Durchschnitt gelést. Danach fallt
die L6sungshaufigkeit bis auf vier Ausnahmen auf unter 30 Prozent. Eine Vermutung dazu ist,
dass die Schulerinnen und Schiler zu Beginn des zweiten Teils noch konzentrierter und
bemuhter sind, diese Aufmerksamkeit jedoch im Laufe der Bearbeitung der Aufgaben
abnimmt.

Eine andere These dazu ist, dass je nach Aufgabenthematik ein Unterschied in der
Lésungshaufigkeit besteht. So wurden beispielsweise alle Teilaufgaben der Aufgabe 1, dem
Intercity-Express (ICE), und drei von sechs ltems des Beispiels 2, dem ZAMG-Wetterballon,
jeweils von Uber 40 Prozent geldst. Bei den beiden anderen Aufgaben zur Einkommensteuer
und zu den Wirfeln mit unterschiedlichen Zahlen konnten dann nur mehr zwei von acht bzw.
zwei von sechs Aufgaben jeweils von Uber 40 Prozent der Kandidatinnen und Kandidaten

richtig beantwortet werden.

12 Im Durchschnitt meint in diesem Zusammenhang das arithmetische Mittel der Lésungshaufigkeiten aus allen

Aufgaben, die vom BMB dem Handlungsbereich Operieren zugeordnet wurden und in Abbildung 30 ,griin“ hinterlegt
. . 0,62+0,4+0,65+0,37+0,26+0,86+0,15+0,52+0,18
sind. (Berechnung: ~ 0,45)

9
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5.4.  Analyse einzelner Typ-2-Aufgaben

Im folgenden Abschnitt werden einzelne Teilaufgaben der Typ-2-Aufgaben vom Haupttermin
2016 der SRPM analysiert. Dabei wird zu Beginn die Aufgabe einem Inhaltsbereich und einer
(oder mehreren) Grundkompetenz(en) zugeordnet. Danach wird die Zuordnung zum O-M-A-
Modell durch das BMB betrachtet und versucht, diese anhand des Modells zu begriinden.
Anschliefend werden die Ergebnisse der sechs Ratingkandidatinnen und -kandidaten mit der
Zuordnung des BMB verglichen und analysiert. Letztlich wird noch zur Lésungshaufigkeit

Stellung genommen.

Die eingerahmten Aufgabenstellungen und die dazugehdrigen Losungserwartungen (teilweise
mit Lésungsschlissel) im folgenden Abschnitt wurden mit Genehmigung des BMB aus den
veroffentlichten Dokumenten ,Standardisierte kompetenzorientierte schriftliche Reifeprifung.
AHS. 10. Mai 2016. Mathematik. Teil-2-Aufgaben*'® (BIFIE 2016a) und ,Standardisierte
kompetenzorientierte schriftliche Reifeprifung. AHS. 10. Mai 2016. Mathematik. Teil-2-

«13

Aufgaben. Korrekturheft*'® (BIFIE 2016b) Gbernommen und werden daher nicht explizit im

Abbildungsverzeichnis angefuhrt.

Die zitierten Tabellenausschnitte beziehen sich auf Abbildung 29 (siehe S.40) und alle

verwendeten Diagramme wurden von der Autorin selbst erstellt.

Aufgabe 1

Intercity-Express (ICE)

Als ICE werden verschiedene Baureihen von Hochgeschwindigkeitszligen der Deutschen Bahn
bezeichnet. Mit einer Héchstgeschwindigkeit von bis zu 330 km/h (rund 91,7 m/s) handelt es sich
dabei um die schnellsten Zige Deutschlands. Sie sind ca. 200 Meter lang und ca. 400 Tonnen
schwer und bestehen aus jeweils acht Wagen. Im Rahmen von Zulassungsfahrten missen
Beschleunigungs- und Bremstests absolviert werden. Ergebnisse dieser Tests kdnnen grafisch
dargestellt werden.

Aufgabenstellung 1b+:

Bei einem Bremstest werden Daten aufgezeichnet. Diesen Daten kann man flr den zurlck-
gelegten Weg s(t) entnehmen: s(t) = 70 - t = 0,25 - t2 mit t in Sekunden und s(t) in Metern ab
Bremsbeginn.

Geben Sie die Zeit-Geschwindigkeit-Funktion v, fir den Bremstest in Form von
v,(t) =k -t +d an und deuten Sie die auftretenden Parameter k und d im gegebenen Kontext!

' Die vollstandigen Dokumente befinden sich im Anhang.
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Ldsungserwartung zu 1by:

V() =70-05 -t

Mdgliche Deutungen von k:
Die Geschwindigkeit nimmt wahrend des Bremsvorgangs in jeder Sekunde (konstant) um
0,5 m/s ab.

oder:
Die Beschleunigung (ist konstant und) betragt —0,5 m/s2.
oder:

Die Verzdgerung durch das Bremsen (ist konstant und) betragt 0,5 m/s2.

Mdgliche Deutung von @:
Die Geschwindigkeit zu Beginn des Bremsvorgangs betragt 70 m/s.

Diese Aufgabe wird dem Inhaltsbereich Analysis zugeordnet und erfordert laut BMB die
Grundkompetenz AN 3.2. Diese verlangt die Beschreibung des Zusammenhangs zwischen
Funktion und Ableitungsfunktion in deren grafischer Darstellung.

Da im zweiten Teil der Fragestellung explizit die Deutung der Parameter k und d formuliert
wird, pruft diese Aufgabe auch die Grundkompetenz FA 2.3., die aus dem Inhaltsbereich
Funktionale Abhangigkeiten stammt und die Deutung der Parameter in unterschiedlichen
Kontexten erfordert. Moglicherweise hat das BMB nur die Uberwiegende Grundkompetenz
angegeben, da fir eine Deutung der Parameter die Ableitung der Wegfunktion vorausgesetzt

wird.

Laut BMB fallt diese Teilaufgabe in den Handlungsbereich Modellieren mit der
Komplexitatsstufe 1. Das BMB sieht somit in diesem Beispiel als Uberwiegende Anforderung
das Identifizieren bzw. Realisieren eines Darstellungswechsels zwischen Kontext und
mathematischer Reprasentation und umgekehrt.

Zuerst muss die Schilerin bzw. der Schiler die erste Ableitung der gegebenen Funktion s
bilden. Dies kann als Ausfiihren einer vertrauten Vorschrift gesehen werden, was dem Bereich
Operieren auf Stufe 1 zuzuordnen ware. Die Herausforderung dieser Aufgabe besteht jedoch
viel mehr in der Deutung der Parameter k und d im Kontext, was eigentlich dem Modellieren
auf der 2. Komplexitdtsebene entspricht. Angenommen, dieses Beispiel wirde dem
Modellieren auf Stufe 2 zugeordnet werden, dann kénnte auch das Bilden der ersten Ableitung
als die Verwendung vertrauter und direkt erkennbarer Standardmodelle unter der

Berucksichtigung von Rahmenbedingungen begrindet werden.

Beim Rating durch die AHS-Lehrerinnen und AHS-Lehrer hat keine eindeutige Zuordnung zu
M1 stattgefunden. Wie im nachfolgenden Tabellenausschnitt erkennbar ist, gab es nur eine
Ubereinstimmung mit dem BMB. Es wurden auch die Handlungsbereiche Operieren auf Stufe

1 und 2 und Argumentieren auf Stufe 2 gewahlt.
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Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3

Intercity-Express (ICE) | 1bj XX X XX XX

Die untenstehende Abbildung 33 zeigt die durchschnittliche Zuordnung der Aufgabe 1b,

dargestellt in einem Kompetenzdreieck'. Da von den AHS-Lehrerinnen und AHS-Lehrern alle

drei Handlungsbereiche gewahlt wurden, liegt der Punkt ,Rating” eher mittig im Dreieck.

BMB
$ 0

Abbildung 33: Kompetenzdreieck zu Aufgabe 1b,

Folgende Uberlegungen kénnten daflr ausschlaggebend sein:

Einige Befragte duerten Unsicherheiten bei der Zuordnung zu einem Handlungsbereich
aufgrund der Tatsache, dass zwei Signalworter (,angeben® und ,deuten®) in einer
Fragestellung auftreten. Einerseits wirden sie der Aufgabe aufgrund der Bildung der
Geschwindigkeitsfunktion den Handlungsbereich Operieren zuordnen, andererseits
verbinden sie mit der Beschreibung der Parameter den Handlungsbereich Argumentieren.
Auffallend ist, dass der Bereich Modellieren, der eigentlich der Uberwiegende
Handlungsanteil ist, nur einmal gewahlt wurde.

Wie bereits erwahnt, |6ste die Zahl von zwei erforderlichen Grundkompetenzen in einem
Beispiel Bedenken aus. Die Befragten waren sich nicht sicher, ob in einer Teilaufgabe, die

mit nur einem Punkt bewertet wird, mehrere Grundkompetenzen abgeprift werden durfen.

Lésungshaufigkeit:

Die Aufgabe 1bs wurde von 53 Prozent aller Teilnehmerinnen und Teilnehmer erfolgreich

bearbeitet. Es ist Uberraschend, dass die Aufgabe so selten gelést wurde, da den

Kandidatinnen und Kandidaten die Begriffe Wegfunktion und Geschwindigkeitsfunktion und

deren Verbindung aus dem Physikunterricht bekannt sein sollten. Des Weiteren ist die

Beziehung zwischen diesen Funktionen auch im Kontextkatalog der SRPM enthalten und

sollte den Schilerinnen und Schulern daher vertraut sein.

" Eine Erlduterung zum Begriff Kompetenzdreieck befindet sich im Abschnitt 4.5.
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Aufgabenstellung 1b,:

Bestimmen Sie die Lange derjenigen Strecke, die der ICE vom Bremsbeginn bis zum Still-
stand zurUcklegt!

Ldsungserwartung zu 1b.:

v()=0 > t=140s = s(140)=4900m

Diese Aufgabenstellung wird laut BMB dem Inhaltsbereich Funktionale Abhangigkeiten
zugeordnet und Uberprift die Grundkompetenz FA 2.3., das Kennen der Wirkung der

Parameter k und d und die Deutung der Parameter in unterschiedlichen Kontexten.

Das BMB gliedert dieses Beispiel in den Handlungsbereich Operieren auf der zweiten
Komplexitatsstufe ein. Diese Zuordnung kann folgendermalen belegt werden: Im ersten
Schritt muss die Geschwindigkeitsfunktion gleich null gesetzt werden, um die Zeit fir den
Bremsvorgang zu berechnen. Zur Berechnung der Lange des Bremsweges muss die Zeit noch
in die Wegfunktion eingesetzt werden. Diese zwei Berechnungen sind eindeutig dem
Operieren auf Stufe 2 zuzuordnen, da ein Abarbeiten bzw. Ausfiihren mehrschrittiger
Verfahren stattfindet.

Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
Intercity-Express (ICE) | 1by | XXXX | XXX

Wie im Tabellenausschnitt zu erkennen ist, wahlten alle Teilnehmerinnen und Teilnehmer des
durchgefiihrten Ratings ebenfalls den Handlungsbereich Operieren. Lediglich bezlglich der
Bewertung der Stufe gibt es leichte Unterschiede: Vier Beurteilerinnen bzw. Beurteiler wahlten
die Komplexitatsstufe 1, da sie nur eine Abarbeitung bzw. Ausflhrung einer vertrauten
Vorschrift erkannten.

Zu betonen ist, dass flr die Bearbeitung dieser Aufgabe eine korrekte Bildung der

Geschwindigkeitsfunktion aus der vorherigen Aufgabe, 1b4, vorausgesetzt wird.

Lésungshaufigkeit:

Diese Aufgabe konnten nur 40 Prozent aller Kandidatinnen und Kandidaten erfolgreich 16sen.
Das sind um 13 Prozentpunkte weniger als bei Aufgabe 1b4. Klar ist, dass der Lésungsanteil
bei dieser Aufgabe geringer sein muss, da, wie bereits erwahnt, die Geschwindigkeitsfunktion
des vorigen Beispiels vorausgesetzt wird.

Madoglicherweise stellt bei dieser Fragestellung die Einbettung in den Kontext eine Schwierigkeit
dar, obwohl dieser bereits in vorherigen Teilaufgaben verlangt wird. Eine weitere Hirde kénnte

der Ansatz v(t) = 0 sein.
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Aufgabe 2:

ZAMG-Wetterballon

Ein Wetterballon ist ein mit Helium oder Wasserstoff beflllter Ballon, der in der Meteorologie zum
Transport von Radiosonden (Messgeréaten) verwendet wird. Die Zentralanstalt fir Meteorologie
und Geodynamik (ZAMG,) lasst an 365 Tagen im Jahr zwei Mal am Tag einen Wetterballon von der
Wetterstation Hohe Warte aufsteigen. Wahrend des Aufstiegs werden kontinuierlich Messungen
von Temperatur, Luftfeuchtigkeit, Luftdruck, Windrichtung und Windgeschwindigkeit durchge-
fahrt.

Die bei einem konkreten Aufstieg eines Wetterballons gemessenen Werte fur den Luftdruck und
die Temperatur in der Hohe h Uber dem Meeresspiegel liegen in der nachstehenden Tabelle vor.

Sgr:el\ge(;?:szgilfgesl E::?T:) Luftdruck p (in hPa) | Temperatur (in °C)

1000 906 1,9

2000 800 -3,3
3000 704 -8,3
4000 618 -14,5
5000 544 -21,9
6000 479 -30,7
7000 421 -39,5
8000 370 —-48,3

Aufgabenstellung 2a,:

Die Abhangigkeit des Luftdrucks von der Hohe kann naherungsweise durch eine Exponential-
funktion beschrieben werden. Beschreiben Sie, wie dies anhand obiger Tabelle begrindet
werden kann!

Ldsungserwartung zu 2a;:

Eine Exponentialfunktion eignet sich in diesem Fall, da eine gleiche Zunahme der Hhe h
stets eine Verminderung des Luftdrucks um den annédhernd gleichen Prozentsatz vom jewei-
ligen Ausgangswert bewirkt (z. B. HShenzunahme um 1000 m «— Luftdruckabnahme um
ca. 12 %).

Diese Aufgabe fallt in den Inhaltsbereich Funktionale Abhangigkeiten und UGberprift die
Grundkompetenz FA 5.6., welche die Bewertung der Angemessenheit einer Beschreibung

mittels Exponentialfunktion beinhaltet.

Das BMB ordnet diesem Beispiel den Handlungsbereich Argumentieren auf der ersten
Komplexitatsebene zu. Die Kandidatinnen und Kandidaten mussen typische Eigenschaften
einer Exponentialfunktion wissen und mittels der gegebenen Tabelle Uberprifen, ob eine
annahernd gleiche prozentuelle Abnahme des Luftdrucks erfolgt. Dabei werden einfache
fachsprachliche Begriindungen ausgefiihrt, um die ndherungsweise Exponentialfunktion zu
begrinden bzw. die Passung der Exponentialfunktion auf die gegebenen Situationen zu

Uberprifen.
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Im folgenden Tabellenausschnitt wird die Rating-Auswertung dieses Beispiels dargestellt. Sie
zeigt, dass zwei der Befragten nicht den Bereich des Argumentierens, sondern den Bereich

Modellieren auf der Stufe 2 gewahlt haben.

Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
ZAMG-Wetterballon 2a, XX XXXX X

Folgende Begriindungen wurden fir die Zuordnung zu M2 gegeben:

- Man sah als notwendigen Handlungsbereich das Modellieren, da die Exponentialfunktion
als mathematische Beziehung erkannt werden musste. Dies wird jedoch bereits in der
Angabe deutlich.

- Die Aufgabe wurde dem Punkt ,Erkennen, unter welchen Voraussetzungen die erzielten
Ergebnisse unter Einsatz des mathematischen Standardmodells zur Situation passen®

zugeordnet.

Lésungshaufigkeit:

Nur 42 Prozent aller Teilnehmerinnen und Teilnehmer konnten diese Aufgabe erfolgreich
I6sen. Mdglicherweise hatten die Maturantinnen und Maturanten Probleme mit dem Begriff
.beschreiben®. Vermutlich war es flr sie auch schwierig zu erkennen, welche Eigenschaft der
Exponentialfunktion sie fur die Prifung der Daten verwenden mussen. Wahrscheinlich hielten
sie an den Grundvorstellungen y=e* und dem Graphen der Exponentialfunktion fest und

verwendeten nicht die Eigenschaft der konstanten prozentuellen Anderung.

Aufgabenstellung 2c+:

Das Volumen des Wetterballons ist ndherungsweise indirekt proportional zum Luftdruck p.
In 1000 Metern Hohe hat der Wetterballon ein Volumen von 3 md.

Beschreiben Sie die funktionale Abhangigkeit des Volumens (in m®) vom Luftdruck (in hPa)
durch eine Gleichung!

Ldsungserwartung zu 2c:

Aufgabe 2c¢ wird nicht ndher analysiert, da alle Raterinnen und Rater den Handlungsbereich
Modellieren wahlten und sich nur hinsichtlich der Komplexitatsstufen vom BMB unterschieden.
Dennoch wird die Aufgabenstellung hier dargestellt, um die nachste analysierte

Aufgabenstellung — 2c¢,, welche mit 2¢4 verknilpft ist — besser nachvollziehen zu kénnen.
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Aufgabenstellung 2c.:

Berechnen Sie die absolute Anderung des Ballonvolumens im Hoéhenintervall
[1000 m; 2000 m]!

Ldsungserwartung zu 2c:

V(800) - V(906) = 0,3975

Die absolute Anderung des Ballonvolumens in diesem Héhenintervall betragt 0,3975 m?.

Diese Aufgabe fallt in den Inhaltsbereich Analysis und tberprift die Grundkompetenz AN 1.1.,

welche die Berechnung von absoluten und prozentuellen Anderungsmalien beinhaltet.

Das BMB ordnet diesem Beispiel den Handlungsbereich Operieren auf der ersten
Komplexitatsebene zu. Um die Aufgabe erfolgreich zu 16sen, wird eine korrekt erarbeitete
Formel aus Aufgabe 2¢4 bendtigt. Wie die Lésungserwartung zeigt, muss danach nur noch das
Volumen des Luftdrucks in 2000m vom Volumen des Luftdrucks in 1000m subtrahiert werden,

wodurch die absolute Anderung des Ballonvolumens berechnet wird.

Nr. 01 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
ZAMG-Wetterballon 2Cy | XXXXXX X

Wie der Tabellenausschnitt zeigt, ist auch bei diesem Beispiel eine eindeutige Zuordnung zum
Handlungsbereich Operieren gegeben und lediglich eine Person wahlte fir diese Aufgabe die

zweite Komplexitatsstufe.

Lésungshaufigkeit:

Das Interessante an diesem Beispiel ist jedoch die trotz der Zuordnung zur ersten
Komplexitatsstufe niedrige Losungshaufigkeit. Diese liegt bei nur 26 Prozent und ist somit eine
der drei in Abschnitt 5.3 genannten Ausnahmen. Der Grund dafur liegt mit hoher
Wahrscheinlichkeit darin, dass die korrekte Lésung der Aufgabe 2c4, die Gleichung fur das
Volumen des Ballons, vorausgesetzt wird. 2c; wurde jedoch nur von 25 Prozent der
Teilnehmerinnen und Teilnehmer geldst. Interessant ist aber, dass die vorliegende Aufgabe

um einen Prozentpunkt ofter geldst wurde als 2c;.
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Aufgabe 3:

Einkommensteuer

Erwerbstétige Personen mussen einen Teil inrer Einkunfte in Form von Einkommensteuer an den
Staat abfilihren. Im Steuermodell fir das Kalenderjahr 2015 unterscheidet man vier Steuerklassen
mit den sogenannten Steuersatzen: 0 %, 36,5 %, 43,2 % und 50 %.

Modellhaft wird angenommen:
Jahresnettoeinkommen = steuerpflichtiges Jahreseinkommen — Einkommensteuer

Die Berechnung der Einkommensteuer bezieht sich auf das steuerpflichtige Jahreseinkommen
und unterliegt fur das Kalenderjanr 2015 den folgenden Regeln:

¢ Einkommen bzw. Einkommensteile bis € 11.000 sind steuerfrei.

« Einkommensteile tber € 11.000 bis € 25.000 werden mit 36,5 % besteuert. Das heil3t: Liegt
das Einkommen Uber € 11.000, sind die ersten verdienten € 11.000 steuerdrei, die dartber hin-
ausgehenden Einkommensteile bis € 25.000 werden mit 36,5 % besteuert.

« Einkommensteile tiber € 25.000 bis € 60.000 werden mit 43,2 % (genau: 43% %) besteuert.

« Einkommensteile tber € 60.000 werden mit 50 % besteuert.

Am 7. Juli 2015 wurde vom Nationalrat das Steuerreformgesetz 2015/2016 beschlossen. Das ab
dem 1. Janner 2016 gultige Steuermodell ist ein Modell mit sieben Steuerséatzen.

Das 2015 guitige Modell (mit vier Steuerklassen) und das ab 2016 gultige Modell (mit sieben
Steuerklassen) sind in der nachstenenden Grafik dargestellt.

. n
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steverpfichtiges Einkommen pro Jahr in Eure
*++ guitig fir das Kalanderahr 2015

------ gt ab dem Kakendadate 2016

Datenquele: http//www.partament.gv.at/ZUSD/BUDGET/BD_-_Steusrreform_2015_und_2016.pdf, 8. 15[11.11.2015]

Aufgabenstellung 3by:

Der sogenannte Durchschnittssteuersatz ist wie folgt definiert:

gezahlte Einkommensteuer
steuerpflichtiges Jahreseinkommen

Durchschnittssteuersatz =

Jemand bezog im Jahr 2015 ein steuerpflichtiges Jahreseinkommen von € 40.000.
Berechnen Sie fur diese Person fur das Jahr 2015 den Durchschnittssteuersatz!

Ldsungserwartung zu 3by:

14000 - 0,365 + 15000 - 0,432
40000

~ 0,29, d.h. ca. 29 % Durchschnittssteuersatz




Diese Aufgabe wird vom BMB dem Inhaltsbereich Algebra und Geometrie zugeordnet und
erfordert die Grundkompetenz AG 2.2. Diese Grundkompetenz beinhaltet das Aufstellen,
Interpretieren, Umformen bzw. das Lésen von Gleichungen sowie die Deutung der Lésung im
gegebenen Kontext.

Zusatzlich kann die Grundkompetenz WS 1.1. aus dem Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und
Statistik als erforderlich betrachtet werden. Diese beinhaltet das Ablesen von Werten aus

elementaren grafischen Darstellungen.

Laut BMB fallt diese Teilaufgabe in den Handlungsbereich Modellieren mit der
Komplexitatsstufe 1. Dies lasst sich folgendermalen begriinden: Zuerst muissen die
Zusammenhange bzw. die Struktur der Formel fir den Durchschnittssteuersatz erkannt
werden. Die Aufgabe erfordert im nachsten Schritt die Berechnung der gezahlten
Einkommensteuer anhand des einleitenden Textes und der grafischen Darstellung. Dies kann
als Identifizieren eines Darstellungswechsels zwischen dem Kontext, also dem einleitenden
Text und der Grafik, und mathematischer Reprasentation gesehen werden und daher der
Komplexitatsstufe 1 des Bereiches Modellieren zugeordnet werden. Schliel3lich wird durch
Einsetzen der gezahlten Einkommensteuer in die Formel der Durchschnittssteuersatz
berechnet. Diese Abarbeitung der gegebenen Vorschrift entspricht dem Operieren auf Stufe
1. Die dominierende mathematische Handlung in dieser Aufgabe ist jedoch das Modellieren
auf der ersten Stufe, denn erst dadurch kann der gesuchte Durchschnittssteuersatz berechnet

werden.

Der Ausschnitt aus der Rating-Ergebnis-Tabelle zeigt, dass eine eindeutige Zuordnung zu M1
nicht mdglich ist und mehrmals auch der Bereich Operieren auf den unterschiedlichen Stufen

gewahlt wurde.

Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
Einkommensteuer 3b, X XX X XXX

Eine befragte Person wahlte Operieren auf der ersten Komplexitatsstufe mit der Begriindung,
dass man keine Formel aufstellen, sondern nur in die Formel einsetzen und diese berechnen

muss.

Folgende Uberlegungen kénnten in diesem Zusammenhang von Bedeutung sein'®:

- Einerseits Uberwiegt in dieser Aufgabe der Operier-Anteil, d. h. bis auf die Erstellung des
mathematischen Modells zur gezahlten Einkommensteuer sind die weiteren Schritte der
Aufgabe (die anschlieBende Berechnung dieser gezahlten Einkommensteuer und die

Berechnung des Prozentsatzes) dem Bereich des Operierens zuzuordnen.

'® Die Aufnahmen der entsprechenden Ratings geben dariiber keine Auskunft.
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- Anhand des Tabellenausschnittes sieht man, dass eine eindeutige Zuordnung zu einer
bestimmten Komplexitatsstufe im Bereich des Operierens ebenfalls nicht erfolgte.
Dies kdnnte einerseits dadurch begrindet sein, dass sowohl die Berechnung der gezahlten
Einkommensteuer als auch die Berechnung des Durchschnittssteuersatzes als
mehrschrittige Operierprozesse gesehen werden kénnen und so dem Bereich O2
zuzuordnen waren. O3 verlangt das Passendmachen eines Verfahrens und die
anschlieBende Berechnung, was ebenfalls mit den Anforderungen dieser Aufgabe
Ubereinstimmen wurde. Andererseits kdnnte man auch annehmen, dass erst die gezahlte
Einkommensteuer als bestimmtes Verfahren passend gemacht und anschlieRend
berechnet werden muss. Dies deutet aber eher auf ein Modellbilden hin. Méglicherweise
sah man die Berechnung mithilfe der gegebenen Formel flir den Durchschnittssteuersatz

als ein Ausfluihren einer gegebenen Vorschrift an und ordnete die Aufgabe daher O1 zu.

Lésungshaufigkeit:

Diese Aufgabe wurde beim Haupttermin 2016 der SRPM von 22 Prozent der Teilnehmerinnen
und Teilnehmer geldst.

Ein Grund fir das seltene Ldsen dieser Aufgabe koénnte darin liegen, dass die
Einkommensteuer fur die Kandidatinnen und Kandidaten einen véllig neuen Kontext darstellt.
Zudem ist gut vorstellbar, dass die Schilerinnen und Schuler vor allem bei der Deutung und
der Interpretation der Grafik Schwierigkeiten hatten und nicht ausreichend Zeit flr das
Verstehen der Angabe und der damit verbundenen Grafik investierten. Eine weitere
Begrindung konnte sein, dass der etwas langere Text bereits abschreckte, zu oberflachlich
gelesen wurde oder das notige Textverstandnis fehlte. Insgesamt zeigt dieses Beispiel, wie
wichtig es ist, die Schulerinnen und Schuler bereits im Mathematikunterricht auf

umfangreichere, in Kontexte eingebettete Aufgaben vorzubereiten.

Aufgabenstellung 3b,:

Interpretieren Sie unter Verwendung der gegebenen Grafik, was fur diese Person mit dem
Term 7000 - 0,115 + 7000 - 0,015 + 6000 - 0,082 + 9000 - 0,012 berechnet wird!

Ldsungserwartung zu 3b.:

Mit dem Term wird die Steuerersparnis (in Euro) dieser Person durch das neue Steuermodell
(im Vergleich zum 2015 gultigen Modell) berechnet.

Diese Aufgabenstellung fallt ebenfalls in den Inhaltsbereich Algebra und Geometrie und pruft
die Grundkompetenz AG 2.1. ab. Diese meint das Aufstellen, das Umformen und die Deutung

im Kontext von einfachen Termen und Formeln.
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Das BMB ordnete dieser Teilaufgabe den Handlungsbereich Modellieren auf der zweiten
Komplexitatsstufe zu. Dies lasst sich folgendermal3en begrinden: Um richtig interpretieren zu
kénnen, was mit dem Term berechnet wird, muss der mathematische Term im gegebenen
Kontext, also anhand der Grafik, gedeutet werden. Beim Lésen der Aufgabe muss erkannt
werden, dass eine Person mit einem steuerpflichtigen Jahreseinkommen von € 40.000

gemeint ist und sich der Term darauf bezieht.

Das nachfolgende Dreiecksdiagramm (Abbildung 34) zeigt sowohl die BMB-Zuordnung der
Aufgabe (BMB) zum Handlungsbereich Modellieren als auch den durchschnittlichen
Handlungsbereich, den das Rating durch die AHS-Lehrerinnen und AHS-Lehrer (,Rating®)
ergab. Die Grafik bringt den grolRen Unterschied zwischen BMB und Rating deutlich zum

Ausdruck.

Abbildung 34: Kompetenzdreieck zu 3b,

Eine konkrete Aufschlisselung der Zuordnungen sowohl zu einem Handlungsbereich als auch
zu einer Kompetenzstufe zeigt der untenstehende Tabellenausschnitt. Darin wird ersichtlich,
dass der Groldteil der Befragten den Handlungsbereich Argumentieren auf der zweiten bzw.

dritten Komplexitatsstufe wahlte und nur eine Person mit dem BMB Ubereinstimmte.

Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
Einkommensteuer 3b, XX XXXX X

Folgende Griinde kdénnten dafiir von Bedeutung sein'®:

- Das Signalwort ,Interpretieren® konnte ausschlaggebend sein: Oft wird Interpretieren sofort
mit Argumentieren verbunden. Argumentieren meint jedoch laut Definition (siehe 4.2.,
S.31) die Verwendung mathematischer Eigenschaften, Beziehungen und Regeln sowie
der mathematischen Fachsprache. Dieses Beispiel erfordert jedoch vielmehr das
Erkennen von relevanten mathematischen Beziehungen in einem gegebenen Sachverhalt,

was auf die Definition des Modellierens zurtckfuhrt.

'® Die Aufnahmen der entsprechenden Ratings geben dariiber keine Auskuntft.
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- Generell wird durch diese Aufgabe sehr deutlich, dass Interpretieren viel zu Gberhastet mit
Argumentieren verbunden wird, obwohl im Bereich Modellieren ebenfalls vorausgehende

Interpretationen mathematischer Resultate in der Realitat erforderlich sind.

Lésungshaufigkeit:

Dieses Beispiel wurde beim Haupttermin 2016 der SRPM nur von einem Viertel aller
Teilnehmerinnen und Teilnehmer geldst. Interessant ist, dass diese Aufgabenstellung ofter
geldst wurde als das vorherige Beispiel 3bs, obwohl es einem hdheren Komplexitatsgrad
zugeordnet wird. Dies kdnnte daran liegen, dass bei langerer Auseinandersetzung mit der

Grafik die Bedeutung des Terms klar wird.

Aufgabenstellung 3¢ und 3c;:

Jemand behauptet:

(1) ,Bei einem steuerpflichtigen Jahreseinkommen von € 100.000 tritt trotz der Gesetzesande-
rung keine Veranderung hinsichtlich der abzufihrenden Einkommensteuer ein.”

(2) ,Der Steuersatz fur steuerpflichtige Jahreseinkommen von Uber € 11.000 bis € 18.000
andert sich um 11,5 Prozent.”

Sind diese Behauptungen richtig? Formulieren Sie jeweils eine mathematisch begrindete
Antwort!

Ldsungserwartung zu 3c4 und 3c:

Beide Behauptungen sind falsch.

(1) Auch Bezieher/innen von einem steuerpflichtigen Jahreseinkommen von € 100.000 be-
zahlen beim neuen Steuermodell weniger Einkommensteuer, namlich fir die Einkommens-
anteile unter € 90.000.

(2) Tats&chlich &ndert sich der Steuersatz flr das steuerpflichtige Jahreseinkommen um

11,5 Prozentpunkte, das sind % ~ 31,5 Prozent.

Auch diese beiden Aufgabenstellungen fallen in den Inhaltsbereich Algebra und Geometrie
und Uberprifen die Grundkompetenz AG 2.1., die das Aufstellen, das Umformen und die

Deutung im Kontext von einfachen Termen und Formeln erfordert.

Das BMB einigte sich bei beiden Teilaufgaben auf den Handlungsbereich Argumentieren
jeweils auf der dritten Komplexitatsstufe (,inneres“ Argumentieren, siehe S.32). Dies lasst sich
folgendermaflen begrinden:

Bei Behauptung 1 muss anhand der Grafik erkannt werden, dass das Steuermodell ab dem
Kalenderjahr 2016 stets unter bzw. gleich jenem des bis zum Kalenderjahr 2015 geltenden
Modells ist. Durch diese mathematisch argumentierte Stellungnahme muss die Behauptung
korrigiert werden. Dieser Vorgang ist eindeutig der dritten Komplexitatsstufe des O-M-A-
Modells zuzuordnen.

Bei Behauptung 2 wirde als Argumentation reichen, dass sich der Steuersatz nicht um 11,5

Prozent, sondern um 11,5 Prozentpunkte andert. Es kann aber auch zuerst die prozentuelle
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Anderung berechnet oder 25 - 1,115 < 36,5 abgeschatzt werden, und erst dann eine

mathematisch begriindete, auf den Kontext bezogene Stellungnahme erfolgen.

Da die Zuordnung der beiden Teilaufgaben ident ist, kann die Auswertung der Ratings sowohl
in einer Grafik (Abbildung 35) dargestellt als auch gemeinsam betrachtet werden.

Es zeigt sich, dass bei dieser Aufgabe zwar eine eindeutige Zuordnung zum Handlungsbereich
Argumentieren vorgenommen wurde, dass jedoch im Hinblick auf die Komplexitatsstufen

Unterschiede bestehen.

Einkommensteuer 3c,und 3c,
Argumentieren

Abbildung 35: Kreisdiagramm zu 3¢, und 3c;

Folgende Ursachen kdnnen fur die unterschiedliche Stufung ausschlaggebend sein:

- Eine befragte Lehrperson ordnete die Aufgabe 3c, der Komplexitatsstufe 1 zu, da sie bzw.
er eine einfache Berechnung (Anmerkung: Eine Berechnung ist bei diesen Beispielen nicht
zwingend notwendig!) und eine anschlieRende Schlussfolgerung erkannte, was sie dem
Punkt ,durch die Verwendung eines Verfahrens ein Ergebnis begrinden“ zuordnete.

- Eine weitere befragte Person sieht im Beispiel 3c; ein Nachvollziehen und Erlautern

mathematischer Verfahren im Kontext und ordnet es daher der Stufe 2 zu.

Lésungshaufigkeit:

Aufgabe 3c; wurde insgesamt von 26 Prozent aller Teilnehmerinnen und Teilnehmern geldst.
Dass diese Aufgabe so selten gelost wurde, kdnnte daran liegen, dass diese Art der
Uberprifung einer Aussage und die anschlieRende zugehdrige Argumentation fir die
Schilerinnen und Schiiler eine neue, ungewohnte Situation darstellt.

Die zweite Aufgabe 3c, wurde sogar nur von insgesamt 14 Prozent erfolgreich beantwortet.
Das schlechte Ergebnis deutet darauf hin, dass die Kandidatinnen und Kandidaten
Schwierigkeiten bei der exakten Unterscheidung zwischen prozentueller Anderung und dem
Begriff Prozentpunkten hatten.

Méoglicherweise war es den Schilerinnen und Schilern zu aufwandig oder es war ihnen nicht
klar, dass vor der Argumentation eine Berechnung erforderlich ist. Eine weitere Uberlegung
ist, dass Lerninhalte der Unterstufe sowie der 5. und 6. Klasse AHS weniger prasent sind als

Themen aus der 7. und 8. Klasse.
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Aufgabenstellung 3d+:

Das Bundesministerium fur Finanzen gibt auf seiner Website die Berechnung der Einkom-
mensteuer 2015 (ESt) flr die Einkommensklasse Uber € 25.000 bis € 60.000 steuerpflichtiger
Jahreseinkommen mit folgender Formel an:

(steuerpflichtiges Jahreseinkommen — 25000) - 15125
35000

. 15125
Deuten Sie den Faktor 5000

der Einkommensteuer!

+5110

ESt =

und den Summanden 5110 im Hinblick auf die Berechnung

Ldsungserwartung zu 3d:

—:132 (13(2)8 ~ 0,432 ist der Steuersatz flr diese Einkommensklasse.

5110 ist die Einkommensteuer flr die ersten € 25.000 an steuerpflichtigem Jahreseinkom-
men.

Das BMB ordnet dieser Aufgabe den Inhaltsbereich Funktionale Abhangigkeiten sowie die
Grundkompetenz FA 2.3., welche die Deutung der Parameter k und d in unterschiedlichen

Kontexten Uberprift, zu.

Dieses Beispiel fallt laut BMB in den Bereich Modellieren auf der 2. Komplexitatsstufe. Dies
Iasst sich folgendermalen begriinden: Der Summand 5110 meint die Einkommenssteuer fir
die ersten € 25.000 an steuerpflichtigem Jahreseinkommen und kann als Parameter d
gedeutet werden. Der Faktor === ergibt gerundet 0,432 und muss als Steuersatz fur die
Einkommensklasse tber € 25.000 bis € 60.000 erkannt werden. Das Deuten mathematischer
Resultate, in diesem Fall der Parameter k und d, fallt anhand des O-M-A-Modells eindeutig in

den Bereich Modellieren auf der zweiten Stufe.

BMB

Abbildung 36: Kompetenzdreieck zu 3d,

Im Dreiecksdiagramm (Abbildung 36) stellt der Punkt BMB die Zuweisung der Aufgabe zum
Handlungsbereich Modellieren durch das BMB dar. Der Punkt Rating ergibt sich aus dem
Durchschnitt der zugeordneten Handlungsbereiche. Da keine Ratingteilnehmerin bzw. kein
Ratingteilnehmer Operieren gewahlt hat, befindet sich dieser Punkt auf der Dreiecksseite

»LArgumentieren®.
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Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
Einkommensteuer 3d; XXX X XXX

Wie der obige Tabellenausschnitt zeigt, ergibt die Auswertung des Ratings nur zwei
Ubereinstimmungen mit dem BMB. Die anderen vier Teilnehmerinnen und Teilnehmer
ordneten diese Aufgabe dem Bereich Argumentieren zu und begrindeten dies wie folgt:

- Eine teilnehmende Person wahlte den Komplexitatsbereich 1 des Argumentierens und sah
als Anforderung das Ausfiihren einer fachsprachlichen Begrindung.

- Die restlichen drei Teilnehmerinnen bzw. Teilnehmer gliederten diese Aufgabe in die Stufe
3 des Argumentierens ein. Dies begriindeten sie teilweise damit, dass sie eine bereits
vorgegebene Formel erkannten und als Lo&sungsanforderung eine mathematische
Argumentationskette sowie eine Begrindung eines Sachverhaltes verstanden. Wo die
Kandidatinnen und Kandidaten eine ,Argumentationskette“ sehen, geht aus der Umfrage
leider nicht hervor und kann nicht nachvollzogen werden. Generell fehlt flr eine Zuordnung

zum Handlungsbereich Argumentieren der Bezug zum Kontext.

Lésungshaufigkeit:
Diese Aufgabe wurde von nur 29 Prozent aller Kandidatinnen und Kandidaten bei der SRPM
geldst. Moglicherweise stellte die Deutung der Parameter k und d eine Schwierigkeit dar, da

eine vorausgehende Berechnung dieser Parameter erforderlich ist.
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Aufgabe 4

Wiirfel mit unterschiedlichen Zahlen

Gegeben sind die Netze von drei fairen Wurfeln, deren Seitenflachen auf unterschiedliche Weise
mit verschiedenen Zahlen beschriftet sind. (Ein Wirfel ist ,fair“, wenn die Wahrscheinlichkeit, nach
einem Wurf nach oben zu zeigen, fUr alle Seitenflachen gleich groB ist.)

Wiirfel A Wiirfel B Wiirfel C
3 5 0
1 2 1 2 112 |-1]2 OO0 |6 |6
3 5 6

Aufgabenstellung:

a) Herr Fischer wirft Wirfel A zweimal. Die Zufallsvariable X gibt die Summe der beiden geworfe-
nen Zahlen an. Die Zufallsvariable X kann die Werte 2, 3, 4, 5 und 6 annehmen.
Frau Fischer wirft die Wurfel A und B. Die Zufallsvariable Y gibt die Summe der beiden gewor-
fenen Zahlen an.

Geben Sie fur die Zufallsvariable Y alle méglichen Werte an!
mogliche Werte fur Y:

Lésungserwartung zu 4ay:

mdgliche Werte fir ¥: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8

Aufgabenstellung 4ay:

Es gibt Werte der Zufallsvariablen, die bei Herrn Fischer wahrscheinlicher auftreten als bei Frau
Fischer. Geben Sie denjenigen Wert an, bei dem der Unterschied der beiden Wahrscheinlich-
keiten am gréBten ist, und berechnen Sie diesen Unterschied!

Losungserwartung zu 4a,:

Bei Y hat jeder Wert die gleiche Wahrscheinlichkeit (= %) bei X hat 4 die groBte Wahrschein-
lichkeit (: 3- % . % = 13) Der Unterschied ist bei 4 am groBten, er betragt %
oder:

Die Wahrscheinlichkeit fUr 4 ist bei Herrn Fischer dreimal so groB wie bei Frau Fischer.

Diese Aufgabenstellung fallt in den Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und Statistik und
Uberpruft die Grundkompetenz WS 3.1., welche die Deutung sowie den Einsatz des Begriffes

Zufallsvariable beinhaltet.

Zur Lésung der Aufgabe soll einerseits verstanden werden, dass bei der Zufallsvariable Y alle
Werte gleich wahrscheinlich sind. Andererseits muss bei der Zufallsvariable X zuerst erkannt
werden, welche Werte wie oft vorkommen. AnschlieBend kénnen beide
Wahrscheinlichkeitsverteilungen bestimmt und der Unterschied kann berechnet werden. Die
Aufgabe gilt nur dann als richtig geldst, wenn sowohl der gesuchte Wert als auch der korrekte

Unterschied angegeben werden.
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Das BMB ordnete dieser Teilaufgabe den Handlungsbereich Argumentieren auf der
zweiten Komplexitatsstufe zu. Dieser Bereich umfasst das Nachvollziehen und Erlautern
mathematischer Begriffe, Satze, Verfahren sowie Darstellungen in Argumentationsketten und
Kontexten.

Diese Zuordnung wirkt auf den ersten Blick nicht gleich ganzlich nachvollziehbar, doch bei
genauerer Betrachtung zeigt sich, dass bei dieser Aufgabe Argumentieren in Form eines
inneren Monologes erforderlich ist, da der entscheidende Aspekt der richtigen Lésung das

Finden der maximalen Differenz ist.

BMB

Abbildung 37: Kompetenzdreieck zu 4a2

Das Dreiecksdiagramm aus Abbildung 37 zeigt die vdllig kontrare Zuordnung der AHS-
Lehrerinnen und Lehrer im Vergleich zur BMB-Zuordnung. Es gibt keine Ubereinstimmung bei
der Wahl des Handlungsbereiches, daher liegt der Punkt ,Rating“ im Dreiecksdiagramm

~-gegenuber‘ vom Punkt ,BMB*.

Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
Wiirfel mit unt. Zahlen 4a, XXXX XX X

Bei Betrachtung des obigen Tabellenausschnitts ist zu erkennen, dass vier Teilnehmerinnen
bzw. Teilnehmer des Ratings Operieren auf der zweiten Komplexitatsstufe wahlten, da sie in
der Aufgabenstellung eine Abarbeitung eines mehrschrittigen Verfahrens sehen. Die anderen
beiden Lehrerinnen bzw. Lehrer ordneten die Aufgabe dem Handlungsbereich Modellieren auf
der zweiten Stufe zu. Die Begrindung daflir war, dass die Schilerinnen und Schiler erst
erkennen mussen, welches Modell zur Situation passt (Anmerkung: Obwohl sehr deutlich zu
erkennen ist, dass es sich um eine Laplace-Wahrscheinlichkeit handelt.), und anschlielend

die Wahrscheinlichkeiten bzw. deren Unterschied berechnen missen.

Lésungshaufigkeit:
Dieses Beispiel wurde von 22 Prozent aller Teilnehmerinnen und Teilnehmer geldst.

Interessant ist, dass diese Aufgabe eher schlecht ausfallt, obwohl die Aufgabe 4a,, die als
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Voraussetzung flr das Lésen der vorliegenden Aufgabe gilt, von 86 Prozent der Kandidatinnen
und Kandidaten gel6ést wurde. Dies wird aber eher daran liegen, dass das vorige Beispiel als
Ausgleichspunkt gezahlt wurde.

Im Allgemeinen ist die Fragestellung 4a, eher ungewdhnlich und kommt so (Berechnung von
Unterschieden) im Mathematikunterricht nur selten vor. Zusatzlich ist diese Aufgabe sehr

aufwandig und umfangreich, wenn man bedenkt, dass es dafir nur einen Punkt gibt.

Aufgabenstellung 4c:

Peter wirft den Wurfel C 100-mal. Die Zufallsvariable Z beschreibt die Anzahl der gewlrfelten
Sechser.

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von Z!

Ldsungserwartung zu 4c:

n=100und p=0,5

Erwartungswert: E(Z) = 50
Standardabweichung: V V(2) = 5

Da die Aufgabe 4c, auf 4c, aufbaut, werden die Aufgabenstellung der Aufgabe 4c4 und ihre

Lésungserwartung hier zum besseren Verstadndnis und Nachvollziehen eingefugt.

Aufgabenstellung 4c.:

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der geworfenen Zahlen gréBer als 350 ist!

Ldsungserwartung zu 4c:

Madgliche Berechnung (z. B. durch Approximation durch die Normalverteilung ohne
Stetigkeitskorrektur):

Die Summe ist gréBer als 350, wenn die Anzahl der Sechser mindestens 59 ist.

Es ist mdglich, die (fur die Anzahl der Sechser) zugrunde liegende Binomialverteilung mit
n =100 und p = 0,5 durch die Normalverteilung mit 1 = 50 und 0 = 5 zu approximieren.

P(Z > 59) ~ 0,036 = 3,6 %

Losungsschlissel zu 4c:

— Ein Punkt fur die richtige L&sung, wobei Ergebnisse durch Berechnung mit Stetigkeitskor-
rektur oder exakt mittels Binomialverteilung ebenfalls als richtig zu werten sind.
Die Aufgabe ist auch dann als richtig geldst zu werten, wenn bei korrektem Ansatz das
Ergebnis aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.
Toleranzintervall: [0,035; 0,045] bzw. [3,5 %; 4,5 %]

Laut BMB fallt diese Aufgabe in den Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und Statistik und
Uberprift die Grundkompetenz WS 3.4., welche die Interpretation und die Anwendung der

Normalapproximation der Binomialverteilung verlangt.
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Um die Aufgabe erfolgreich 16sen zu kdénnen, missen die Kandidatinnen bzw. Kandidaten
zuerst erkennen, dass die Anzahl der Sechser mindestens 59 sein muss, um eine Summe
grofer als 350 zu erreichen. Dann kann die im Beispiel 4c, verwendete Binomialverteilung mit
n =100 und p = 0,5 durch die Normalverteilung mit u = 50 und ¢ = 5 approximiert werden und
schlieBlich kann die Wahrscheinlichkeit berechnet werden.

Wie der Ldsungsschlissel zu 4c, zeigt, kann das richtige Ergebnis nicht nur mittels
Normalapproximation der Binomialverteilung, sondern auch mittels Stetigkeitskorrektur oder
exakt mittels Binomialverteilung berechnet werden. Da die Ergebnisse je nach Rechenart
variieren, wurde im Lésungsschlissel ein Toleranzintervall angegeben.

Mittels Technologieeinsatzes minimieren sich sogar die Anforderungen fiir diese Aufgabe.
Wird der Wahrscheinlichkeitsrechner von GeoGebra verwendet, erhalt man bei einer
Binomialverteilung mit n = 100, p = 0,5 und P (59 < X < 100) die exakte Wahrscheinlichkeit
0,0443 (Abbildung 38).

Statistik |

k PX = k)
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90
91
92
93
(94
95
96
97

10 20 30 40 50 60 70 80 90 99
u=50 o=5 |100

[=l=l=l =] =] =} =]))=]) =) =} =} =]

|| Binomial

n 100 p 0.5

)@ (E

P( 59 =X =100 ) = 0.0443

Abbildung 38: Ausschnitt aus GeoGebra-Wahrscheinlichkeitsrechner

Das BMB ordnet diese Aufgabe anhand des O-M-A-Modells dem Handlungsbereich Operieren
auf der zweiten Komplexitatsstufe zu. Dies lasst sich folgendermaflen begrinden: Im
Losungsverfahren findet ein Ausfihren eines mehrschrittigen Verfahrens statt. Beide
Tatigkeiten werden eindeutig dem Operieren auf Stufe 2 zugeordnet. Auch die Nutzung einer
Technologie wirde zur zweiten Komplexitatsstufe passen, jedoch ist die Aufgabe auch mit

einer Wahrscheinlichkeitstabelle l0sbar.

Die Auswertung des Ratings ergibt, dass flnf der sechs Teilnehmerinnen bzw. Teilnehmer

den Handlungsbereich Operieren wahlten und nur eine Person den Bereich Modellieren.
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Im nachfolgenden Dreiecksdiagramm (Abbildung 39) befindet sich daher der Punkt ,Rating®

sehr nahe beim Punkt ,BMB*.

Rating

BMB

Abbildung 39: Kompetenzdreieck zu 4c,

Nr. o1 02 03 M1 M2 M3 A1 A2 A3
Wiirfel mit unt. Zahlen 4c, XXX XXX X

Der obige Tabellenausschnitt zeigt zusatzlich, dass zwei Teilnehmerinnen bzw. Teilnehmer
mit der vom BMB gewabhlten Stufe des Operierens libereinstimmten, drei von ihnen Operieren
auf der ersten Stufe wahlten und dass nur eine Lehrperson die Aufgabe dem

Handlungsbereich Modellieren auf zweiter Stufe zuordnete.

Folgende Uberlegungen waren fiir eine andere Zuordnung als die des BMB bedeutend:

- Drei Teilnehmerinnen bzw. Teilnehmer sahen in der Fragestellung ein Identifizieren der
Anwendbarkeit eines vertrauten Verfahrens (mit Technologieunterstiitzung) sowie das
Abarbeiten dessen und ordneten die Aufgabe daher dem Operieren auf Stufe 1 zu. Eine
Approximation mittels Normalverteilung zieht allerdings ein mehrschrittiges Verfahren
(Stufe 2) nach sich.

- Eine befragte Person wahlte den Bereich Modellieren auf zweiter Komplexitatsstufe, da sie
die Aufgabe dem Punkt ,Erkennen, unter welchen Voraussetzungen die erzielten
Ergebnisse unter Einsatz des mathematischen Standardmodells zur Situation passen®

zuordnete. Dies scheint aufgrund der Normalapproximation einleuchtend.

Lésungshaufigkeit:
Diese Aufgabe konnte nur von 18 Prozent aller Kandidatinnen bzw. Kandidaten geldst werden
und war somit im Hinblick auf die Losungshaufigkeit die viertschlechteste bei der SRPM des

Haupttermins 2016.
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6. ResUmee

In Bezug auf die in Abschnitt 5.1. formulierten Uberlegungen und Forschungsfragen lassen
sich folgende Beobachtungen festhalten: Eine eindeutige Zuordnung zu einem der drei
Handlungsbereiche des O-M-A-Modells gestaltet sich schwierig. Meist werden in einer
Aufgabe mehrere Kompetenzen aus verschiedenen Handlungsbereichen bendtigt, aber nur
selten alle drei Handlungsbereiche verlangt. Dann ist es wichtig, den Kernbereich bzw. den
wichtigsten Handlungsaspekt herauszufinden, um der Aufgabe den passenden
Handlungsbereich zuzuordnen. AnschlieBend wird dem jeweiligen Handlungsbereich die

passende Komplexitatsstufe zugewiesen.

Die Auswertung des Ratings (siehe Abschnitt 5.2.2.) zeigt, dass bei allen Aufgaben, denen
das BMB den Handlungsbereich Operieren zugeordnet hat (1a4, 1b, 2a4, 2b,, 2c,, 4a4, 4by,
4c4, 4cy), fast immer alle Teilnehmerinnen und Teilnehmer des Ratings zumindest mit dem
Handlungsbereich Operieren, haufig aber auch mit der Komplexitatsstufe Gbereinstimmten.
Daraus lasst sich schlussfolgern, dass Aufgaben des Handlungsbereiches Operieren am
einfachsten und eindeutigsten zu erkennen sind. Diesem Umstand kdnnten folgende
Uberlegungen zugrunde liegen:
- Einerseits kbnnen die in den Aufgaben verwendeten Signalworter wie z. B. bestimmen,
angeben, berechnen und ermitteln eindeutig dem Bereich Operieren zugeordnet werden.
- Andererseits war vor der Erneuerung des Lehrplans und der Matura in Osterreich das
Operieren die dominierende mathematische Handlung. Moglicherweise ist durch die
jahrelange Erfahrung im Umgang mit dem ,Operieren® dieser Bereich vertrauter und somit
besser erkennbar. Der Bereich des Operierens rickt im Rahmen der neuen SRPM jedoch
immer mehr in den Hintergrund und wird von einer Nutzung des Grundwissens und des
Reflektierens abgeldst (vgl. Abschnitt 2.1.).
Bei den Beispielen 2a; und 2c, des Haupttermins 2016 der SRPM ordneten lediglich jeweils
eine AHS-Lehrerin bzw. ein AHS-Lehrer die Aufgaben nicht der ersten Stufe des Operierens,
sondern der zweiten Komplexitatsstufe zu. Weitere Beispiele flr diese Beobachtung, mit nur
je einem Ausreiller in einem anderen Handlungsbereich, sind 1a;, 2b, und 4c,. Alle

Aufgabenstellungen dazu befinden sich im Anhang (Kapitel 8).

Im Vergleich zum Operieren sind die Handlungsbereiche Modellieren und Argumentieren
vielen noch eher unbekannt bzw. neu. Haufig wurde im Rating der Handlungsbereich
Modellieren anstelle des Operierens gewahlt, interessanterweise aber der Bereich
Argumentieren anstelle des Modellierens. Wie bereits in Abschnitt 4.2. (siehe S.31) erlautert,
wird das Interpretieren durch die zwei Handlungsbereiche Argumentieren und Modellieren

aufgefangen.
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Als Unterstitzung bei der Zuordnung der Handlungsbereiche kdnnte ein Signalworter-Katalog,

dhnlich jenem aus dem Bereich der Angewandten Mathematik', entworfen werden. Dabei

werden jedem Signalwort die passende(n) Handlungskompetenz(en), eine Beschreibung und

Beispiele zugeordnet. Abbildung 40 zeigt dazu einen Entwurf, der anhand der Aufgaben der
SRPM des Haupttermins 2016 und der Zuordnung durch das BMB entwickelt wurde.

Signalwort Hir;?;uigﬁs Beschreibung Beispiel
- Werte (nicht zwingend numerisch) | 7a+: Bestimmen Sie die mittlere
von einem Ansatz ausgehend Anderungsrate ...
bestimmen Operieren gewinnen 1b2: Bestimmen Sie die Lange ...
2aq: Bestimmen Sie die relative
(prozentuelle) Anderung ...
- numerische Werte von einem 2b,: Berechnen Sie fur diese
Ansatz ausgehend unter Funktion ...
Umsténden auch mit 2c2: Berechnen Sie die absolute
berechnen Operieren Technologieeinsatz gewinnen Anderung ...
bzw. algebraische Symbole durch | 3bs: Berechnen Sie [...] den
Umformen mit gezielten Durchschnittssteuersatz!
Rechenschritten ermitteln
- Werte numerisch, algebraisch 4c2: Ermitteln Sie die
ermitteln Operieren oder grafisch von einem Ansatz Wahrscheinlichkeit, dass ...
ausgehend gewinnen
- numerische Werte von einem 1ay: [...] geben Sie einen Zeitpunkt
angeben Operieren Ansatz ausgehend gewinnen an, ... (in Bezug auf

momentane Anderungsrate)

interpretieren

mathematisch formale Ergebnisse
und Abhangigkeiten auf einen
inhaltlichen Bezug zurlckfihren

3by: Interpretieren Sie unter
Verwendung der Grafik ...

1az: Interpretieren Sie das
bestimmte Integral ...

deuten

den Einfluss von Parametern
abschatzen und beschreiben

1b41: Deuten Sie die auftretenden
Parameter kund d ...
3d4: Deuten Sie den Faktor ...

beschreiben

Beschreibung eines Vorgangs
oder Sachverhalts durch Formeln
oder Gleichungen

2c+. Beschreiben Sie die funktionale
Abhangigkeit ... durch eine
Gleichung!

mathematische Darstellungen
finden und fiir das Problem
adaptieren

3dy: Stellen Sie eine Formel zur
Berechnung ... aufl

aufstellen - einen Sacherhalt als Gleichung,
Gleichungssystem oder Formel
formulieren
- einen Sachverhalt als Gleichung 1b1: Geben Sie die Zeit-Geschwin-
oder Formel angeben digkeits-Funktion an ...
angeben 3ay: Geben Sie die Formel fiir das
Jahresnettoeinkommen an ...
- mathematische Begrindungen 3¢t und 3c2: Formulieren Sie jeweils
formulieren Argumentieren entwickeln eine mathematisch begriindete

Antwort!

beschreiben

Argumentieren

Beschreibung eines Vorgangs
oder Sachverhalts

2ay: Beschreiben Sie, wie dies
anhand der [...] Tabelle
begrindet werden kann!

begriinden

Argumentieren

den Einsatz mathematischer
Modelle und Rechenverfahren
erlautern und begrinden

2b+: Begriinden Sie dies anhand der
[...] Tabelle!

Abbildung 40: Entwurf Signalwérter-Katalog SRPM

' Siehe Angewandte Mathematik. Signalwérter-Katalog. (2014), online abrufbar unter:

https://www.srdp.at/fileadmin/user upload/downloads/Bgleitmaterial/08 AMT/srdp am_signalwoerter 2014-09-29.pdf,

12.6.2017
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Die Betrachtung des Signalwortes ,Beschreiben® zeigt, dass das BMB ,Beschreiben“ sowohl
dem Modellieren als auch dem Argumentieren zugeordnet hat. Hierbei ist es wichtig, die
komplette Fragstellung und den gegebenen Kontext genau zu betrachten. Dann ist erkennbar,
dass einmal ein ,Beschreiben durch eine Gleichung“ (Modellieren) und das andere Mal ein
.Beschreiben anhand von Begrindungen® (Argumentieren) erforderlich ist. Dieses Beispiel
verdeutlicht einmal mehr die Problematik der Unterscheidung zwischen Modellieren und

Argumentieren.

Aber auch fur die Handlungsbereiche Operieren und Modellieren wahlte das BMB ein gleiches
Signalwort: ,Angeben®. In Form einer Berechnung soll ein Zeitpunkt berechnet werden, dies
wird dem Operieren zugeordnet. Das ,Angeben einer Formel“ (3a,) bzw. das ,Angeben einer

Funktion® (1b,) fallen in den Bereich Modellieren.

Dies verdeutlicht, dass das Signalwort allein nicht ausreicht, um eine Aufgabe einem
Handlungsbereich zuzuordnen. Es kann zwar als Unterstitzung dienen, jedoch sind meist

genauere Uberlegungen zur Handlungsabsicht einer Aufgabe notwendig.
Abschlielend kann festgehalten werden, dass es schwierig ist, Aufgaben nur anhand des

0O-M-A-Modells und einer kurzen Definition von Operieren, Modellieren und Argumentieren

und der drei Komplexitatsstufen einzuordnen.
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8. Anhang

8.1. Grundkompetenzkatalog

Die folgende Auflistung der Grundkompetenzen fir die SRPM wurden aus dem Dokument
,Die standardisierte schriftliche Reifepriifung in Mathematik. Inhaltliche und organisatorische
Grundlagen zur Sicherung mathematischer Grundkompetenzen — giiltig fir alle Schiler/Innen,
die ab dem Haupttermin 2018 maturieren (Stand: Oktober 2015)“ (BIFIE 2013d) Gbernommen.

Inhaltsbereich Algebra und Geometrie (AG)

Grundbegriffe der Algebra
AG 1.1 Wissen Uber die Zahlenmengen N, Z, Q, R, C versténdig einsetzen kénnen
AG 1.2 Wissen Uber algebraische Begriffe angemessen einsetzen koénnen: Variable, Terme, For-

meln, (Un-)Gleichungen, Gleichungssysteme, Aquivalenz, Umformungen, Lésbarkeit

Anmerkungen:

Bei den Zahlenmengen soll man die Mengenbezeichnungen und die Teilmengenbeziehungen kennen, Elemente an-
geben sowie zuordnen kénnen und die reellen Zahlen als Grundlage kontinuierlicher Modelle kennen. Zum Wissen
Uber die reellen Zahlen gehdért auch, dass es Zahlenbereiche gibt, die Uber R hinausgehen.

Die algebraischen Begriffe soll man anhand von einfachen Beispielen beschreiben/erklaren und verstandig verwenden
koénnen.

(Un-)Gleichungen und Gleichungssysteme

AG 2.1 einfache Terme und Formeln aufstellen, umformen und im Kontext deuten kénnen

AG 2.2 lineare Gleichungen aufstellen, interpretieren, umformen/lésen und die Lésung im Kontext
deuten kénnen

AG 2.3 quadratische Gleichungen in einer Variablen umformen/i6sen, Uber Lésungsfélle Bescheid
wissen, Losungen und Lésungsfélle (auch geometrisch) deuten kdnnen

AG 24 lineare Ungleichungen aufstellen, interpretieren, umformen/lésen, Lésungen (auch geomet-
risch) deuten kénnen

AG 2.5 lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen aufstellen, interpretieren, umformen/iésen, Uber
Lésungsféalle Bescheid wissen, Lésungen und Losungsfélle (auch geometrisch) deuten kén-
nen

Anmerkungen:

Einfache Terme kénnen auch Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, Sinus etc. beinhalten.

Mit dem Einsatz elektronischer Hilfsmittel kénnen auch komplexere Umformungen von Termen, Formeln und Glei-
chungen, Ungleichungen und Gleichungssystemen durchgefiihrt werden.

Vektoren

AG 3.1 Vektoren als Zahlentupel verstandig einsetzen und im Kontext deuten kénnen

AG 3.2 Vektoren geometrisch (als Punkte bzw. Pfeile) deuten und versténdig einsetzen kdnnen

AG 3.3 Definition der Rechenoperationen mit Vektoren (Addition, Multiplikation mit einem Skalar,
Skalarmultiplikation) kennen, Rechenoperationen versténdig einsetzen und (auch geomet-
risch) deuten kdnnen

AG 3.4 Geraden durch (Parameter-)Gleichungen in R? und R® angeben kdénnen; Geradengleichun-
gen interpretieren kdnnen; Lagebeziehungen (zwischen Geraden und zwischen Punkt und
Gerade) analysieren, Schnittpunkte ermitteln konnen

AG 3.5 Normalvektoren in R? aufstellen, verstandig einsetzen und interpretieren kdnnen

Anmerkungen:

Vektoren sind als Zahlentupel, also als algebraische Objekte, zu verstehen und in entsprechenden Kontexten ver-
sténdig einzusetzen. Punkte und Pfeile in der Ebene und im Raum missen als geometrische Veranschaulichung
dieser algebraischen Objekte interpretiert werden kénnen.

Die geometrische Deutung der Skalarmultiplikation (in R? und R® meint hier nur den Spezialfall a - b = 0. Geraden
sollen in Parameterform, in R? auch in parameterfreier Form, angegeben und interpretiert werden kénnen.
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Trigonometrie

AG 4.1 Definitionen von Sinus, Cosinus und Tangens im rechtwinkeligen Dreieck kennen und zur
Auflésung rechtwinkeliger Dreiecke einsetzen kdnnen

AG 4.2 Definitionen von Sinus und Cosinus fur Winkel gréBer als 90° kennen und einsetzen kénnen

Anmerkungen:

Die Kontexte beschranken sich auf einfache Félle in der Ebene und im Raum, komplexe (Vermessungs-)Aufgaben
sind hier nicht gemeint; Sinus- und Cosinussatz werden dabei nicht benétigt.

Inhaltsbereich Funktionale Abhangigkeiten (FA)

Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften

FA1.1 fir gegebene Zusammenhange entscheiden kdnnen, ob man sie als Funktionen betrachten
kann

FA1.2 Formeln als Darstellung von Funktionen interpretieren und dem Funktionstyp zuordnen kénnen

FA1.3 zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen funktionaler Zusammenhéange wech-
seln kénnen

FA1.4 aus Tabellen, Graphen® und Gleichungen von Funktionen Werte(paare) ermitteln und im

Kontext deuten kénnen

FA1.5 Eigenschaften von Funktionen erkennen, benennen, im Kontext deuten und zum Erstellen
von Funktionsgraphen einsetzen kénnen: Monotonie, Monotoniewechsel (lokale Extrema),
Wendepunkte, Periodizitdt, Achsensymmetrie, asymptotisches Verhalten, Schnittpunkte mit
den Achsen

FA1.6 Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen grafisch und rechnerisch ermitteln und im Kontext
interpretieren kdnnen

8 Der Graph einer Funktion ist als Menge der Wertepaare definiert. Einer verbreiteten Sprechweise folgend nennen wir die grafische
Darstellung des Graphen im kartesischen Koordinatensystem jedoch ebenfalls kurz ,Graph*.

FA1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und damit versténdig arbeiten kénnen

FA1.8 durch Gleichungen (Formeln) gegebene Funktionen mit mehreren Veranderlichen im Kontext
deuten kénnen, Funktionswerte ermitteln kénnen

FA 1.9 einen Uberblick Uber die wichtigsten (unten angefiihrten) Typen mathematischer Funktionen
geben, ihre Eigenschaften vergleichen kénnen

Anmerkungen:

Auf eine sichere Unterscheidung zwischen funktionalen und nichtfunktionalen Zusammenhéangen wird Wert gelegt,
auf theoretisch bedeutsame Eigenschaften (z. B. Injektivitat, Surjektivitat, Umkehrbarkeit) wird aber nicht fokussiert.
Im Vordergrund steht die Rolle von Funktionen als Modelle und die verstandige Nutzung grundlegender Funktionsty-
pen und deren Eigenschaften sowie der verschiedenen Darstellungsformen von Funktionen (auch f: A - B, x » f(x)).

Die Bearbeitung von Funktionen mit mehreren Verénderlichen beschrénkt sich auf die Interpretation der Funktions-
gleichung im jeweiligen Kontext sowie auf die Ermittlung von Funktionswerten.

Der Verlauf von Funktionen soll nicht nur mathematisch beschrieben, sondern auch im jeweiligen Kontext gedeutet
werden kénnen.

Lineare Funktion [f(x) =k -x+ d]

FA 2.1 verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene lineare Zusam-
menhénge als lineare Funktionen erkennen bzw. betrachten kdnnen; zwischen diesen Dar-
stellungsformen wechseln kénnen

FA2.2 aus Tabellen, Graphen und Gleichungen linearer Funktionen Werte(paare) sowie die Para-
meter k und d ermitteln und im Kontext deuten kénnen

FA2.3 die Wirkung der Parameter k und d kennen und die Parameter in unterschiedlichen Kontex-
ten deuten kénnen
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FA2.4 charakteristische Eigenschaften kennen und im Kontext deuten kénnen:

flx+ 1) = f(x) + k; 22280 _ g /()]

X = Xq
FA2.5 die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer Funktion bewerten kénnen
FA2.6 direkte Proportionalitat als lineare Funktion vom Typ f(x) = k - x beschreiben kénnen
Anmerkungen:

Die Parameter k und d sollen sowohl firr konkrete Werte als auch allgemein im jeweiligen Kontext interpretiert werden
kénnen. Entsprechendes gilt fiir die Wirkung der Parameter und deren Anderung.

1
Potenzfunktion mit f(x) =a-x*+ b,z € Z odermitf(x) =a-x2+b

FA 3.1 verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhénge
dieser Art als entsprechende Potenzfunktionen erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen
diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

FA 3.2 aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Potenzfunktionen Werte(paare) sowie die Pa-
rameter a und b ermitteln und im Kontext deuten kénnen

FA 3.3 die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext deuten kénnen

FA 3.4 indirekte Proportionalitét als Potenzfunktion vom Typ f(x) = ; (bzw. f(x) = a - x™') beschrei-
ben kénnen

Anmerkungen:

Wurzelfunktionen bleiben auf den quadratischen Fall a - xz + b beschrankt.
n

Polynomfunktion [ f(x) = Z ai-x'mitn € N|
i=0

FA 4.1 typische Verlaufe von Graphen in Abhéngigkeit vom Grad der Polynomfunktion (er)kennen

FA 4.2 zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen von Zusammenhéngen dieser Art
wechseln kdnnen

FA 4.3 aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Polynomfunktionen Funktionswerte, aus Tabel-
len und Graphen sowie aus einer quadratischen Funktionsgleichung Argumentwerte ermit-
teln kénnen

FA 4.4 den Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion und der Anzahl der Null-,

Extrem- und Wendestellen wissen
Anmerkungen:

Der Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion und der Anzahl der Null-, Extrem- und Wendestellen
sollte fiir beliebige n bekannt sein, konkrete Aufgabenstellungen beschranken sich auf Polynomfunktionen mit n < 4.

Mithilfe elektronischer Hilfsmittel kénnen Argumentwerte auch fur Polynomfunktionen héheren Grades ermittelt werden.

Exponentialfunktion [ f(x) = a - b* bzw. f(x)=a-e** mit a,b € R, A € R]

FA5.1 verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene exponentielle
Zusammenhénge als Exponentialfunktion erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen die-
sen Darstellungsformen wechseln kénnen

FA5.2 aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Exponentialfunktionen Werte(paare) ermitteln
und im Kontext deuten kénnen

FA5.3 die Wirkung der Parameter a und b (bzw. e”) kennen und die Parameter in unterschiedlichen
Kontexten deuten kénnen

FA 5.4 charakteristische Eigenschaften (f(x + 1) = b - f(x); [e’]' = e*) kennen und im Kontext deuten
kénnen

FA 5.5 die Begriffe Halbwertszeit und Verdoppelungszeit kennen, die entsprechenden Werte be-
rechnen und im Kontext deuten kénnen

FA 5.6 die Angemessenheit einer Beschreibung mittels Exponentialfunktion bewerten kénnen

Anmerkungen:

Die Parameter a und b (bzw. e”) sollen sowohl fur konkrete Werte als auch allgemein im jeweiligen Kontext interpre-
tiert werden kénnen. Entsprechendes gilt fiir die Wirkung der Parameter und deren Anderung.
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Sinusfunktion, Cosinusfunktion

FA 6.1 grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhdnge der Art
f(x) =a - sin(b - x) als allgemeine Sinusfunktion erkennen bzw. betrachten kénnen; zwischen
diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

FA 6.2 aus Graphen und Gleichungen von allgemeinen Sinusfunktionen Werte(paare) ermitteln und
im Kontext deuten kénnen

FA 6.3 die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext deuten kénnen
FA 6.4 Periodizitat als charakteristische Eigenschaft kennen und im Kontext deuten kénnen

FA 6.5 wissen, dass cos(x) = sin(x + g)

FA 6.6 wissen, dass gilt: [sin(x)]" = cos(x), [cos(x)]" = —sin(x)

Anmerkungen:

Wahrend zur Auflésung von rechtwinkeligen Dreiecken Sinus, Cosinus und Tangens verwendet werden, beschrankt
sich die funktionale Betrachtung (weitgehend) auf die allgemeine Sinusfunktion. Wesentlich dabei sind die Interpreta-
tion der Parameter (im Graphen wie auch in entsprechenden Kontexten) sowie der Verlauf des Funktionsgraphen und
die Periodizitat.

Inhaltsbereich Analysis (AN)

AnderungsmaBe

AN 1.1 absolute und relative (prozentuelle) AnderungsmaBe unterscheiden und angemessen ver-
wenden kénnen

AN 1.2 den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) — Differenzialquotient
(,momentane” Anderungsrate) auf der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes kennen
und damit (verbal sowie in formaler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden kénnen

AN 1.3 den Differenzen- und Differenzialquotienten in verschiedenen Kontexten deuten und ent-
sprechende Sachverhalte durch den Differenzen- bzw. Differenzialquotienten beschreiben
koénnen

AN 1.4 das systemdynamische Verhalten von GréBen durch Differenzengleichungen beschreiben

bzw. diese im Kontext deuten kénnen

Anmerkungen:

Der Fokus liegt auf dem Darstellen von Anderungen durch Differenzen von Funktionswerten, durch prozentuelle Ver-
anderungen, durch Differenzenguotienten und durch Differenzialquotienten, ganz besonders aber auch auf der Inter-
pretation dieser VeranderungsmaBe im jeweiligen Kontext.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist auch die Berechnung von Differenzen- und Differenzialquotienten beliebi-
ger (differenzierbarer) Funktionen maéglich.

Regeln fUr das Differenzieren

AN 2.1 einfache Regeln des Differenzierens kennen und anwenden kénnen: Potenzregel, Summen-
regel, Regeln fiir [k - f(x)) und [f(k - x)]" (vgl. Inhaltsbereich Funktionale Abhéngigkeiten)

Ableitungsfunktion/Stammfunktion

AN 3.1 den Begriff Ableitungsfunktion/Stammfunktion kennen und zur Beschreibung von Funktionen
einsetzen kénnen

AN 3.2 den Zusammenhang zwischen Funktion und Ableitungsfunktion (bzw. Funktion und Stamm-
funktion) in deren grafischer Darstellung (er)kennen und beschreiben kénnen

AN 3.3 Eigenschaften von Funktionen mithilfe der Ableitung(sfunktion) beschreiben kénnen: Mono-
tonie, lokale Extrema, Links- und Rechtskrimmung, Wendestellen

Anmerkungen:

Der Begriff der Ableitung(sfunktion) soll verstandig und zweckmaBig zur Beschreibung von Funktionen eingesetzt
werden.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist das Ableiten von Funktionen nicht durch die in den Grundkompetenzen
angeflhrten Differenziationsregeln eingeschréankt.
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Summation und Integral

AN 4.1 den Begriff des bestimmten Integrals als Grenzwert einer Summe von Produkten deuten
und beschreiben kénnen

AN 4.2 einfache Regeln des Integrierens kennen und anwenden kénnen: Potenzregel, Summenregel,
[ k- f(x)dx, [ f(k - x)dx (vgl. Inhaltsbereich Funktionale Abhéngigkeiten), bestimmte Integrale
von Polynomfunktionen ermitteln kénnen

AN 4.3 das bestimmte Integral in verschiedenen Kontexten deuten und entsprechende Sachverhal-
te durch Integrale beschreiben kénnen

Anmerkungen:

Analog zum Differenzialquotienten liegt der Fokus beim bestimmten Integral auf der Beschreibung entsprechender
Sachverhalte durch bestimmte Integrale sowie vor allem auf der angemessenen Interpretation des bestimmten Integ-
rals im jeweiligen Kontext.

Durch den Einsatz elektronischer Hilfsmittel ist die Berechnung von bestimmten Integralen nicht durch die in den Grund-
kompetenzen angefiihrten Integrationsregeln eingeschrénkt.

Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und Statistik (WS)

Beschreibende Statistik
WS 1.1 Werte aus tabellarischen und elementaren grafischen Darstellungen ablesen (bzw. zusam-
mengesetzte Werte ermitteln) und im jeweiligen Kontext angemessen interpretieren kénnen

Anmerkungen:

(un-)geordnete Liste, Strichliste, Piktogramm, S&ulen-, Balken-, Linien-, Stangel-Blatt-, Punktwolkendiagramm, Histo-
gramm (als Spezialfall eines Saulendiagramms), Prozentstreifen, Kastenschaubild (Boxplot)

WS 1.2 Tabellen und einfache statistische Grafiken erstellen, zwischen Darstellungsformen wechseln
kdénnen
WS 1.3 statistische Kennzahlen (absolute und relative Haufigkeiten; arithmetisches Mittel, Median,

Modus, Quartile, Spannweite, empirische Varianz/Standardabweichung) im jeweiligen Kon-
text interpretieren kénnen; die angefihrten Kennzahlen fir einfache Datensétze ermitteln
kdénnen

WS 1.4 Definition und wichtige Eigenschaften des arithmetischen Mittels und des Medians angeben
und nutzen, Quartile ermitteln und interpretieren kdnnen, die Entscheidung flur die Verwen-
dung einer bestimmten Kennzahl begriinden kénnen

Anmerkungen:

Wenn auch statistische Kennzahlen (fir einfache Datensétze) ermittelt und elementare statistische Grafiken erstellt
werden sollen, liegt das Hauptaugenmerk auf verstandigen Interpretationen von Grafiken (unter Beachtung von Mani-
pulationen) und Kennzahlen. Speziell fir das arithmetische Mittel und den Median (auch als Quartile) missen die
wichtigsten Eigenschaften (definitorische Eigenschaften, Datentyp-Vertraglichkeit, AusreiBerempfindlichkeit) gekannt
und verstandig eingesetzt bzw. beriicksichtigt werden. Beim arithmetischen Mittel sind allenfalls erforderliche Ge-
wichtungen zu beachten (,gewogenes arithmetisches Mittel“) und zu nutzen (Bildung des arithmetischen Mittels aus
arithmetischen Mitteln von Teilmengen).

Wahrscheinlichkeitsrechnung

Grundbegriffe
WS 2.1 Grundraum und Ereignisse in angemessenen Situationen verbal bzw. formal angeben kénnen
WS 2.2 relative Haufigkeit als Schatzwert von Wahrscheinlichkeit verwenden und anwenden kénnen

WS 2.3 Wahrscheinlichkeit unter der Verwendung der Laplace-Annahme (Laplace-Wahrscheinlich-
keit) berechnen und interpretieren kénnen, Additionsregel und Multiplikationsregel anwenden
und interpretieren kénnen

Anmerkungen:

Die Multiplikationsregel kann unter Verwendung der kombinatorischen Grundlagen und der Anwendung der Laplace-
Regel (auch) umgangen werden.

WS 2.4 Binomialkoeffizient berechnen und interpretieren kénnen



Wahrscheinlichkeitsverteilung(en)

WS 3.1

WS 3.2

WS 3.3

WS 3.4

die Begriffe Zufallsvariable, (Wahrscheinlichkeits-)Verteilung, Erwartungswert und Standard-
abweichung verstandig deuten und einsetzen kénnen

Binomialverteilung als Modell einer diskreten Verteilung kennen — Erwartungswert sowie
Varianz/Standardabweichung binomialverteilter ZufallsgroBen ermitteln kénnen, Wahrschein-
lichkeitsverteilung binomialverteilter ZufallsgréBen angeben kénnen, Arbeiten mit der Bino-
mialverteilung in anwendungsorientierten Bereichen

Situationen erkennen und beschreiben kénnen, in denen mit Binomialverteilung modelliert
werden kann

Normalapproximation der Binomialverteilung interpretieren und anwenden kénnen

Anmerkungen:

Kennen und Anwenden der Faustregel, dass die Normalapproximation der Binomialverteilung mit den Parametern n
und p dann anzuwenden ist und gute Naherungswerte liefert, wenn die Bedingung n - p - (1 = p) 2 9 erflllt ist. Die
Anwendung der Stetigkeitskorrektur ist nicht notwendig und daher flr Berechnungen im Zuge von Prifungsbeispie-
len vernachlassigbar. Kennen des Verlaufs der Dichtefunktion ¢ der Standardnormalverteilung mit Erwartungswert u
und Standardabweichung o. Arbeiten mit der Verteilungsfunktion @ der Standardnormalverteilung und korrektes
Ablesen der entsprechenden Werte.

SchlieBende/Beurteilende Statistik

WS 4.1

Konfidenzintervalle als Schatzung fir eine Wahrscheinlichkeit oder einen unbekannten Anteil p
interpretieren (frequentistische Deutung) und verwenden koénnen, Berechnungen auf Basis
der Binomialverteilung oder einer durch die Normalverteilung approximierten Binomialvertei-
lung durchfihren kénnen
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8.2.

Handout zum Rating

Diplomarbeit ,Kompetenzorientierte Analyse von Typ-2-Aufgaben nach dem O-M-A-Modell*
von Christina Fuchs
Betreuer: Mag. Dr. Stefan Gotz

,Kompetenzorientierte Analyse von Typ-2-Aufgaben nach dem O-M-A-Modell*

Die Diplomarbeit beschaftigt sich mit dem O-M-A-Modell. Dies ist ein Kompetenzmodell mit
drei Handlungsbereichen (Operieren, Modellieren und Argumentieren) und jeweils 4 Stufen
(je nach Komplexitat).

Ziel dieses Modells ist es, alle wesentlichen Anforderungen hinsichtlich der Konzeption
mathematischer Lernergebnisse im dsterreichischen Mathematikunterricht der Sekundarstufe
Il auf der Handlungsebene abzubilden.

Operieren meint ,die Planung sowie die korrekte, sinnvolle und effiziente Durchfiihrung von
Rechen- oder Konstruktionsablaufen und schlieRt z.B. geometrisches Konstruieren oder (...)
das Arbeiten mit bzw. in Tabellen und Graphiken mit ein.*"

Modellieren verlangt ,in einem gegebenen Sachverhalt die relevanten mathematischen
Beziehungen zu erkennen (...), allenfalls Annahmen zu treffen, Vereinfachungen bzw.
Idealisierungen vorzunehmen und Ahnliches.“ "

Argumentieren erfordert ,eine korrekte und adaquate Verwendung mathematischer
Eigenschaften, Beziehungen und Regeln sowie der mathematischen Fachsprache.

Stufe 1 beinhaltet das Ausflihren einer Handlung durch weitgehend unreflektiertes
Nachvollziehen, Stufe 2 das Ausfiihren einer Handlung nach Vorgabe, Stufe 3 das Ausfiihren
einer Handlung nach Einsicht und Stufe 4 eine selbststéandige Prozesssteuerung.
Typ-1-Aufgaben sollen die Stufe 1 dieses Kompetenzmodelles nicht Giberschreiten und jeweils
genau eine Grundkompetenz abdecken.

Typ-2-Aufgaben hingegen kénnen den Stufen 1 bis 3 zugeordnet werden und eine Vernetzung
von Grundkompetenzen aufweisen.

Stufe 4 wird in einer Testsituation kaum einsetzbar sein, sollte jedoch im Unterricht umgesetzt
werden.

Im folgendem Rating, welches von AHS-Lehrerinnen und AHS-Lehrern durchgefuhrt wird, soll
jede Teilaufgabe der Typ-2-Aufgaben der schriftichen standardisierten Reifeprifung in
Mathematik (SRPM) vom Haupttermin 2016 genau einer Handlungsdimension und einer Stufe
des O-M-A-Modells zugeordnet werden.

(Anmerkung: Das Rating wurde ebenfalls von einer Arbeitsgruppe des Bundesministeriums
fur Bildung durchgefiihrt und fiir diese Diplomarbeit zur Verfugung gestellt.)

Ziel ist es, die Ergebnisse der Ratings zu analysieren und anschlieBend diese Erkenntnisse

mit den Losungshaufigkeiten der Schilerinnen und Schiler zu vergleichen.

Folgende Fragen sollen geklart werden:

- Ist die Zuordnung anhand des O-M-A-Modells eindeutig?

- Wurden Aufgaben, die einer hdheren Schwierigkeitsstufe zugeordnet wurden, auch von
den Schilerinnen und Schiilern seltener gelést wurden?

- Wurden Aufgaben eines bestimmten Handlungsbereiches von den Schilerinnen und
Schiilern haufiger geldst als in den anderen?

Vielen Dank fiir hre Unterstiitzung.

" BIFIE (Hrsg.), Praxishandbuch Mathematik AHS Oberstufe. Auf dem Weg zur standardisierten
kompetenzorientierten Reifepriifung. Teil 1. Wien 2013, S.21-22
(online unter: https://www.bifie.at/system/files/dl/srdp_ma_praxishandbuch_mathematik_2013-11-05.pdf , 27.11.2016)
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8.3. Typ-2-Aufgaben des Haupttermins 2016 der standardisierten schriftlichen

Reifeprifung in Mathematik

Die folgenden Aufgabenstellungen bzw. die anschlieBenden Lésungserwartungen und
Lésungsschlissel  wurden  den  verdffentlichten Dokumenten .Standardisierte
kompetenzorientierte schriftliche Reifeprifung. AHS. 10. Mai 2016. Mathematik. Teil-2-
Aufgaben® (BIFIE 2016a) bzw. ,Standardisierte kompetenzorientierte schriftliche Reifeprifung.
AHS. 10. Mai 2016. Mathematik. Teil-2-Aufgaben. Korrekturheft® (BIFIE 2016b) entnommen.

8.3.1. Aufgabenstellungen
Aufgabe 1

Intercity-Express (ICE)

Als ICE werden verschiedene Baureihen von Hochgeschwindigkeitsziigen der Deutschen Bahn
bezeichnet. Mit einer Hochstgeschwindigkeit von bis zu 330 km/h (rund 91,7 m/s) handelt es sich
dabei um die schnellsten Zlge Deutschlands. Sie sind ca. 200 Meter lang und ca. 400 Tonnen
schwer und bestehen aus jeweils acht Wagen. Im Rahmen von Zulassungsfahrten missen
Beschleunigungs- und Bremstests absolviert werden. Ergebnisse dieser Tests kdnnen grafisch
dargestellt werden.

Aufgabenstellung:

a) Die Daten eines Beschleunigungstests vom Stillstand bis zur Hochstgeschwindigkeit (die Ge-
schwindigkeit v.(t) ist in Metern pro Sekunde und die Zeit t in Sekunden angegeben) sind im
nachstehenden Zeit-Geschwindigkeit-Diagramm né&herungsweise dargestellt.

v,(t) in m/s
90

80 )
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60
50
40
30
20

10
tins

0
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700

Bestimmen Sie die mittlere Anderungsrate der Geschwindigkeit im Zeitintervall [0 s; 700 s]
und geben Sie einen Zeitpunkt an, zu dem die momentane Anderungsrate der Geschwindig-
keit groBer ist als die ermittelte mittlere Anderungsrate!

Interpretieren Sie das bestimmte Integral Lmo v,(t) dt im gegebenen Kontext!
b) Bei einem Bremstest werden Daten aufgezeichnet. Diesen Daten kann man flr den zurlick-

gelegten Weg s(t) entnehmen: s(t) = 70 - t — 0,25 - t? mit t in Sekunden und s(t) in Metern ab
Bremsbeginn.
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Geben Sie die Zeit-Geschwindigkeit-Funktion v, flir den Bremstest in Form von
v,(t) =k - t + d an und deuten Sie die auftretenden Parameter k und d im gegebenen Kontext!

Bestimmen Sie die Lange derjenigen Strecke, die der ICE vom Bremsbeginn bis zum Still-
stand zurtcklegt!

Aufgabe 2

ZAMG-Wetterballon

Ein Wetterballon ist ein mit Helium oder Wasserstoff befliliter Ballon, der in der Meteorologie zum
Transport von Radiosonden (Messgeréaten) verwendet wird. Die Zentralanstalt flr Meteorologie
und Geodynamik (ZAMG) lasst an 365 Tagen im Jahr zwei Mal am Tag einen Wetterballon von der
Wetterstation Hohe Warte aufsteigen. Wahrend des Aufstiegs werden kontinuierlich Messungen
von Temperatur, Luftfeuchtigkeit, Luftdruck, Windrichtung und Windgeschwindigkeit durchge-
fuhrt.

Die bei einem konkreten Aufstieg eines Wetterballons gemessenen Werte fir den Luftdruck und
die Temperatur in der Hohe h Gber dem Meeresspiegel liegen in der nachstehenden Tabelle vor.

::;e,\;’e‘;f:sgz:g; ;i‘:f;) Luftdruck p (in hPa) | Temperatur (in °C)

1000 906 1,9

2000 800 33
3000 704 8,3
4000 618 145
5000 544 21,9
6000 479 30,7
7000 421 39,5
8000 370 483

Aufgabenstellung:

a) Bestimmen Sie die relative (prozentuelle) Anderung des Luftdrucks bei einem Anstieg des
Wetterballons von 1000 m auf 2000 m!

Die Abhangigkeit des Luftdrucks von der H6he kann nédherungsweise durch eine Exponential-
funktion beschrieben werden. Beschreiben Sie, wie dies anhand obiger Tabelle begriindet

werden kann!

b) Die Temperatur in Abhéngigkeit von der Héhe lasst sich im Hohenintervall [5 000 m; 8000 m]
durch eine lineare Funktion T beschreiben.

Begriinden Sie dies anhand der in der obigen Tabelle angegebenen Werte!
Berechnen Sie flr diese Funktion T mit T(h) = k - h + d die Werte der Parameter k und d!

c) Das Volumen des Wetterballons ist ndherungsweise indirekt proportional zum Luftdruck p.
In 1000 Metern Hohe hat der Wetterballon ein Volumen von 3 m?.

Beschreiben Sie die funktionale Abhangigkeit des Volumens (in m®) vom Luftdruck (in hPa)
durch eine Gleichung!

V(p) =

Berechnen Sie die absolute Anderung des Ballonvolumens im Hoéhenintervall
[1000 m; 2000 m!



Aufgabe 3

Einkommensteuer

Erwerbstatige Personen mussen einen Teil ihrer Einkinfte in Form von Einkommensteuer an den
Staat abflihren. Im Steuermodell fir das Kalenderjahr 2015 unterscheidet man vier Steuerklassen
mit den sogenannten Steuersatzen: 0 %, 36,5 %, 43,2 % und 50 %.

Modellhaft wird angenommen:
Jahresnettoeinkommen = steuerpflichtiges Jahreseinkommen — Einkommensteuer

Die Berechnung der Einkommensteuer bezieht sich auf das steuerpflichtige Jahreseinkommen
und unterliegt fur das Kalenderjahr 2015 den folgenden Regeln:

* Einkommen bzw. Einkommensteile bis € 11.000 sind steuerfrei.

* Einkommensteile Uber € 11.000 bis € 25.000 werden mit 36,5 % besteuert. Das heiBt: Liegt
das Einkommen Uber € 11.000, sind die ersten verdienten € 11.000 steuerfrei, die dartiber hin-
ausgehenden Einkommensteile bis € 25.000 werden mit 36,5 % besteuert.

¢ Einkommensteile Uber € 25.000 bis € 60.000 werden mit 43,2 % (genau: 43% %) besteuert.

¢ Einkommensteile Uber € 60.000 werden mit 50 % besteuert.

Am 7. Juli 2015 wurde vom Nationalrat das Steuerreformgesetz 2015/2016 beschlossen. Das ab
dem 1. Janner 2016 guiltige Steuermodell ist ein Modell mit sieben Steuerséatzen.

Das 2015 gitige Modell (mit vier Steuerklassen) und das ab 2016 guiltige Modell (mit sieben
Steuerklassen) sind in der nachstehenden Grafik dargestellt.
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steuerpficntiges Einkommen pro Jahr in Euro

------------- gliltig fUr das Kalenderjahr 2015
------ glltig ab dem Kalenderjahr 2016

Datenquelle: http://www.parlament.gv.at/ZUSD/BUDGET/BD_-_Steuerreform_2015_und_2016.pdf, S. 15 [11.11.2015]

Aufgabenstellung:

a) Berechnen Sie mithilfe der 2015 geltenden Steuersétze das Jahresnettoeinkommen einer
Person, deren steuerpflichtiges Jahreseinkommen € 20.000 betrégt!

Geben Sie (flr das Jahr 2015) eine Formel flr das Jahresnettoeinkommen N einer Person an,
deren steuerpflichtiges Jahreseinkommen E zwischen € 11.000 und € 25.000 liegt!

b) Der sogenannte Durchschnittssteuersatz ist wie folgt definiert:

gezahlte Einkommensteuer
steuerpflichtiges Jahreseinkommen

Durchschnittssteuersatz =

Jemand bezog im Jahr 2015 ein steuerpflichtiges Jahreseinkommen von € 40.000.
Berechnen Sie flr diese Person fiir das Jahr 2015 den Durchschnittssteuersatz!

Interpretieren Sie unter Verwendung der gegebenen Grafik, was flr diese Person mit dem
Term 7000 - 0,115 + 7000 - 0,015 + 6000 - 0,082 + 9000 - 0,012 berechnet wird!
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c)

d)

Jemand behauptet:

(1) ,Bei einem steuerpflichtigen Jahreseinkommen von € 100.000 tritt trotz der Gesetzesande-
rung keine Veranderung hinsichtlich der abzufiihrenden Einkommensteuer ein.”

(2) ,Der Steuersatz fir steuerpflichtige Jahreseinkommen von tber € 11.000 bis € 18.000
andert sich um 11,5 Prozent.”

Sind diese Behauptungen richtig? Formulieren Sie jeweils eine mathematisch begriindete
Antwort!

Das Bundesministerium flr Finanzen gibt auf seiner Website die Berechnung der Einkom-
mensteuer 2015 (ESt) fur die Einkommensklasse Uber € 25.000 bis € 60.000 steuerpflichtiger
Jahreseinkommen mit folgender Formel an:

ESt = (steuerpflichtiges Jahreseinkommen — 25000) - 15125
- 35000

Deuten Sie den Faktor ;gﬂ und den Summanden 5110 im Hinblick auf die Berechnung

000
der Einkommensteuer!

+5110

Stellen Sie eine Formel zur Berechnung der Einkommensteuer (ESt_ ) flr ein steuerpflichtiges

neu

Jahreseinkommen von Uber € 31.000 bis € 60.000 fur das ab 2016 gultige Steuermodell auf!

ESt =

neu

Aufgabe 4

Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen

Gegeben sind die Netze von drei fairen Wirfeln, deren Seitenflachen auf unterschiedliche Weise
mit verschiedenen Zahlen beschriftet sind. (Ein Wurfel ist ,fair”, wenn die Wahrscheinlichkeit, nach
einem Wurf nach oben zu zeigen, fr alle Seitenflachen gleich groB ist.)

Wirfel A Wiirfel B Wiirfel C
3 5 0
1 2 1 2 112|112 0O|lO0 |6 |6
3 5 6

Aufgabenstellung:

a)

b)

Herr Fischer wirft Wirfel A zweimal. Die Zufallsvariable X gibt die Summe der beiden geworfe-
nen Zahlen an. Die Zufallsvariable X kann die Werte 2, 3, 4, 5 und 6 annehmen.

Frau Fischer wirft die Wurfel A und B. Die Zufallsvariable Y gibt die Summe der beiden gewor-
fenen Zahlen an.

Geben Sie flr die Zufallsvariable Y alle moglichen Werte an!
mdgliche Werte fiir Y:

Es gibt Werte der Zufallsvariablen, die bei Herrn Fischer wahrscheinlicher auftreten als bei Frau
Fischer. Geben Sie denjenigen Wert an, bei dem der Unterschied der beiden Wahrscheinlich-
keiten am gréBten ist, und berechnen Sie diesen Unterschied!

Bei einem Spiel wird Wrfel B dreimal geworfen. Der Einsatz des Spiels flr eine Spielerin/ei-
nen Spieler betragt € 2. Die jeweilige Auszahlung ist von der Summe der drei geworfenen
Zahlen abhangig und wird in der nachstehenden Tabelle teilweise angegeben.
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Summe der drei geworfenen Zahlen Auszahlung an die Spielerin/den Spieler
positiv 0
null 2
negativ ?

Eine Person spielt dieses Spiel finfmal. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dabei
genau zweimal die Summe der drei geworfenen Zahlen genau null ist!

Berechnen Sie, welchen Betrag der Anbieter des Spiels flr das Wrfeln einer negativen Sum-
me hdchstens auszahlen darf, um langfristig mit keinem Verlust rechnen zu mussen!

Peter wirft den Wirfel C 100-mal. Die Zufallsvariable Z beschreibt die Anzahl der gewurfelten
Sechser.

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von Z!

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der geworfenen Zahlen gréBer als 350 ist!
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8.3.2. Losungserwartungen und Losungsschlissel

Aufgabe 1

Intercity-Express (ICE)

a)

b)

Lésungserwartung:

mittlere Anderungsrate: 0,131 m/s?
méglicher Zeitpunkt firr die momentane Anderungsrate: t = 150 s

Der Wert des angegebenen bestimmten Integrals entspricht dem im Zeitintervall [0 s; 700 s]
zurlickgelegten Weg (in Metern).

Lésungsschlussel:

— Ein Punkt fiir die Angabe sowohl einer korrekten mittleren Anderungsrate als auch eines
entsprechenden Zeitpunkts, wobei die Einheiten ,m/s?* bzw. ,s" nicht angefiihrt sein
mussen.

Toleranzintervall fiir die mittlere Anderungsrate: [0,130 m/s2; 0,133 m/s?|
Toleranzintervall fir den Zeitpunkt: [0 s; 230 s]
— Ein Ausgleichspunkt flr eine (sinngemaB) korrekte Interpretation.

Lésungserwartung:
v,()=70-0,5-1

Mdogliche Deutungen von k:
Die Geschwindigkeit nimmt wéhrend des Bremsvorgangs in jeder Sekunde (konstant) um
0,5 m/s ab.

oder:

Die Beschleunigung (ist konstant und) betragt —0,5 m/s2.

oder:

Die Verzégerung durch das Bremsen (ist konstant und) betragt 0,5 m/s2.

Mdogliche Deutung von @
Die Geschwindigkeit zu Beginn des Bremsvorgangs betragt 70 m/s.

v(t)=0 = t=140s = s(140) =4900 m
Lésungsschlussel:
— Ein Punkt fUr eine korrekte Gleichung und eine (sinngemaB) korrekte Deutung beider Para-

meter. Aquivalente Gleichungen sind als richtig zu werten.
— Ein Punkt flr die richtige L&sung, wobei die Einheit ,m* nicht angeflhrt sein muss.

Aufgabe 2

ZAMG-Wetterballon

a)

Lésungserwartung:
800-906 _
006~ 0,117

Der Luftdruck nimmt bei diesem Anstieg um ca. 11,7 % ab.
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b)

c)

Eine Exponentialfunktion eignet sich in diesem Fall, da eine gleiche Zunahme der Hohe h
stets eine Verminderung des Luftdrucks um den annéhernd gleichen Prozentsatz vom jewei-
ligen Ausgangswert bewirkt (z.B. Hohenzunahme um 1000 m «— Luftdruckabnahme um
ca. 12 %).

Lésungsschliussel:

— Ein Ausgleichspunkt flr die richtige L&sung.
Toleranzintervall: [-0,12; —0,115] bzw. [-12 %; -11,5 %]
— Ein Punkt fUr eine (sinngemaB) korrekte Begriindung.

Lésungserwartung:

Eine lineare Funktion eignet sich in diesem Fall, da eine gleiche Zunahme der Hohe h stets
eine gleiche Verminderung der Temperatur vom jeweiligen Ausgangswert bewirkt (z. B. H6-
henzunahme um 1000 m « Temperaturverminderung um 8,8 °C).

k =-0,0088

d=22,1

Lésungsschlussel:

— Ein Punkt fUr eine (sinngemaB) korrekte Begrindung.
— Ein Punkt die korrekte Angabe beider Parameterwerte k und d.
Toleranzintervall fUr k: [-0,009; —0,0088]

Lésungserwartung:

vip) = 2718
V(800) — V(906) = 0,3975

Die absolute Anderung des Ballonvolumens in diesem Hohenintervall betragt 0,3975 m?.
Lésungsschlussel:
— Ein Punkt fiir eine korrekte Gleichung. Aquivalente Gleichungen sind als richtig zu werten.

— Ein Punkt fur die richtige L&sung, wobei die Einheit ,m** nicht angefihrt sein muss.
Toleranzintervall: [0,39 m?; 0,4 md]

Aufgabe 3

Einkommensteuer

a)

Lésungserwartung:
20000-9000- 0,365 =167156 = €16.715

Mdégliche Formeln:
N=E-(E-11000) - 0,365
oder:

N =11000 + (E-11000) - 0,635

Lésungsschliussel:

— Ein Ausgleichspunkt fUr die richtige L&sung, wobei die Einheit ,€" nicht angegeben sein
Muss.
Toleranzintervall: [€ 16.700; € 16.720]

— Ein Punkt flr die Angabe einer korrekten Formel flr das Jahresnettoeinkormmen.
Aquivalente Formeln sind als richtig zu werten.
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b)

c)

d)

Lésungserwartung:

14000 - 0,365 + 15000 - 0,432
40000

~ 0,29, d.h. ca. 29 % Durchschnittssteuersatz

Mit dem Term wird die Steuerersparnis (in Euro) dieser Person durch das neue Steuermodell
(im Vergleich zum 2015 gtiltigen Modell) berechnet.

Lésungsschlussel:

— Ein Punkt fUr die richtige L&sung.
Toleranzintervall: [0,28; 0,29] bzw. [28 %; 29 %]
— Ein Punkt fUr eine (sinngeman) richtige Interpretation.

Lésungserwartung:
Beide Behauptungen sind falsch.

(1) Auch Bezieher/innen von einem steuerpflichtigen Jahreseinkommen von € 100.000 be-
zahlen beim neuen Steuermodell weniger Einkommensteuer, ndmlich flr die Einkommens-
anteile unter € 90.000.

(2) Tatsachlich andert sich der Steuersatz fir das steuerpflichtige Jahreseinkommen um
11,5 Prozentpunkte, das sind % ~ 31,5 Prozent.

Lésungsschlussel:

— Ein Punkt fUr eine (sinngemaB) richtige Begriindung, warum die Behauptung (1) falsch ist.
— Ein Punkt fUr eine (sinngeman) richtige Begriindung, warum die Behauptung (2) falsch ist.

Lésungserwartung:
15125 _ 0,432 ist der Steuersatz fiir diese Eink K
35000 ~ ¥ ISt der oteuersalz tur aiese cinkommenskiasse.

5110 ist die Einkommensteuer flr die ersten € 25.000 an steuerpflichtigem Jahreseinkom-
men.

ESt ., = (steuerpflichtiges Jahreseinkommen — 31 000) - 0,42 + 6300
Lésungsschlussel:

— Ein Punkt fUr eine (sinngeman) richtige Interpretation beider Zahlenwerte.
— Ein Punkt fiir eine korrekte Formel. Aquivalente Formeln sind als richtig zu werten.

Aufgabe 4

Wirfel mit unterschiedlichen Zahlen

a)

Lésungserwartung:
mdogliche Werte fur ¥: 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8

Bei Y hat jeder Wert die gleiche Wahrscheinlichkeit (: 13), bei X hat 4 die gréBte Wahrschein-
ichkeit (=3 &+ 4 =). Der Unterschied ist bei 4 am gréBten, er betrégt 2~

oder:

Die Wahrscheinlichkeit flir 4 ist bei Herrn Fischer dreimal so groB wie bei Frau Fischer.

89



b)

c)

Lésungsschlussel:

— Ein Ausgleichspunkt flr die vollstdndige Angabe der korrekten Werte flr Y.

— Ein Punkt fUr die Angabe des gesuchten Wertes und einer korrekten Berechnung des Un-
terschieds.

Lésungserwartung:

Mégliche Berechnung:

Zufallsvariable X = Anzahl der Spiele, bei denen die Summe der drei geworfenen Zahlen ge-

nau null ist
P(,Summe der drei geworfenen Zahlen ist null“) = p = % . % . % - 8= %
Binomialverteilung mit den Parameternn=5,k=2,p = %

1 8

2 3
PX=2)= (2) . <—> . <—> ~ 0,087 = Die gesuchte Wahrscheinlichkeit liegt bei ca. 8,7 %.

9 9

Mégliche Berechnung:
X ... Auszahlung fUr das Wrfeln einer negativen Summe

1 1
2-§+x-§<2 => x<48
Die Auszahlung flrr das Wirfeln einer negativen Summe darf héchstens € 48 betragen, damit
der Anbieter des Spiels langfristig mit keinem Verlust rechnen muss.

Lésungsschlissel:

— Ein Punkt fUr die richtige L&sung. Andere Schreibweisen des Ergebnisses sind ebenfalls als
richtig zu werten.
Toleranzintervall: [0,08; 0,09] bzw. [8 %; 9 %]

— Ein Punkt fUr die richtige L&sung, wobei die Einheit ,€" nicht angegeben sein muss.
Die Aufgabe ist auch dann als richtig gelost zu werten, wenn bei korrektem Ansatz das
Ergebnis aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.

Lésungserwartung:
n=100und p=0,5

Erwartungswert: E(Z) = 50
Standardabweichung: VW2 =5

Mégliche Berechnung (z. B. durch Approximation durch die Normalverteilung ohne
Stetigkeitskorrektur):

Die Summe ist groBer als 350, wenn die Anzahl der Sechser mindestens 59 ist.

Es ist mdglich, die (fur die Anzahl der Sechser) zugrunde liegende Binomialverteilung mit
n =100 und p = 0,5 durch die Normalverteilung mit = 50 und 0 = 5 zu approximieren.

P(Z >59) ~ 0,036 = 3,6 %
Lésungsschlussel:

— Ein Punkt fUr die Angabe der beiden korrekten Werte flr den Erwartungswert und die Stan-
dardabweichung.

— Ein Punkt fUr die richtige L&sung, wobei Ergebnisse durch Berechnung mit Stetigkeitskor-
rektur oder exakt mittels Binomialverteilung ebenfalls als richtig zu werten sind.
Die Aufgabe ist auch dann als richtig geldst zu werten, wenn bei korrektem Ansatz das
Ergebnis aufgrund eines Rechenfehlers nicht richtig ist.
Toleranzintervall: [0,035; 0,045] bzw. [3,5 %; 4,5 %)
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