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Abstract: On the construction of
Minimal Linear Representations

of Elements in the Free Field

(of Free Associative Algebras)

aka “Calculating with Free Fractions”

Long before we learn to construct the (field of) rational numbers (out of the ring
of integers) at university, we learn how to calculate with fractions at school. When
it comes to “numbers”, we are used to a commutative multiplication, for example
2.3 =06 = 3-2. On the other hand —even before we can write— we learn to talk
(in a language) using words, consisting of purely non-commuting “letters” (or sym-
bols), for example xy # yx (with the concatenation as multiplication). Now, if we
combine numbers (from a field) with words (from the free monoid of an alphabet)
we get non-commutative polynomials which form a ring (with “natural” addition and
multiplication), namely the free associative algebra. Adding or multiplying polyno-
mials is easy, for example (3xy + z) + 32y = 2y + 2 or 2z(yx + 3z) = 2xyx + 6zz.
Although the integers and the non-commutative polynomials look rather different,
they share many properties, for example the unique number of irreducible factors:
z(1 —yz) = ¢ — zyx = (1 — zy)z. However, the construction of the free field (this
is the “universal” field of fractions of the free associative algebra, that is, the non-
commutative counterpart to the field of rational numbers) is very difficult, the devel-
opment of the theory took almost four decades. And until now —that is, since almost
additional five decades— its practical application was hardly possible, because there
were —except for special cases— no algorithms to minimize linear representations
(“generalized non-commutative fractions”), corresponding to cancelling of “classical”
fractions. In this work a comprehensive theory is derived that permits to calculate
with elements in the free field by means of free fractions (that is, to add, multiply or
—if non-zero— invert them). Additionally, algorithms are developed which facilitate
an implementation in computer algebra systems, with a multitude of applications.

Remark. Appendix E is a detailed introduction (with references to the main
papers) and an extended table of contents with additional information in English.

Remark. The development of a theory is hardly ever linear. Inconsistencies be-
tween the publications should therefore be seen as an indication of a mathematical
voyage of discovery. The presentation here however is from a different perspective
(looking back, putting everything into a more general context) and —at least the
German version— should be sufficiently coherent to be useful.

Remark. Judging the importance of single results in a highly interwoven theory is
difficult. Talking about the visibility is easier. Beside Theorem 2.5.13, Theorem 3.3.6
and Algorithm 4.5.15 some are less visible: Remark 2.3.12, Proposition 3.3.7 and
Lemma 4.2.2 for the implementation, Corollary 2.5.15 and Theorem 3.4.9 from an al-
gebraic point of view and Lemma 2.3.2 and its role in Theorem 4.5.9 for the underlying
concepts.



Zusammenfassung: Uber die Konstruktion
minimaler linearer Darstellungen

von Elementen des freien Schiefkorpers
(freier assoziativer Algebren)

alias ,,Das Rechnen mit freien Briichen®

Lange bevor wir uns mit der Konstruktion (des Kérpers) der rationalen Zahlen (aus
dem Ring der ganzen Zahlen) an der Universitéiit beschéftigen, lernen wir in der Schu-
le mit Briichen zu rechnen. Bei ,,Zahlen“ sind wir eine kommutative Multiplikati-
on gewohnt, z.B. 2-3 = 6 = 3 - 2. Auf der anderen Seite —sogar noch vor dem
Schreiben— lernen wir das Sprechen mit Wartern, die aus nicht-kommutierenden
»,Buchstaben“ (oder Symbolen) bestehen, z.B. xy # yx (mit der Aneinanderreihung
als Multiplikation). Nun, wenn wir Zahlen (eines Korpers) mit Wortern (des freien
Monoids eines Alphabets) kombinieren, erhalten wir nicht-kommutative Polynome,
die einen Ring (mit ,natiirlicher® Addition und Multiplikation) bilden, ndmlich die
freie assoziative Algebra. Addieren oder multiplizieren zweier Polynome ist einfach,
z.B. (%xy +2)+ %xy = a2y + z oder 2z(yx + 3z) = 2zyx + 6zz. Obwohl die gan-
zen Zahlen und die nicht-kommutativen Polynome ziemlich verschieden sind, teilen
sie viele Eigenschaften, zum Beispiel die Eindeutigkeit der Anzahl irreduzibler Fak-
toren: z(1 — yx) = z — xyx = (1 — zy)z. Allerdings ist die Konstruktion des freien
Schiefkorpers (das ist der ,universelle Quotientenkdrper der freien assoziativen Al-
gebra, also das nicht-kommutative Pendant zum Koérper der rationalen Zahlen) sehr
schwierig, die Entwicklung der Theorie hat beinahe vier Jahrzehnte gedauert. Und
bis dato —also seit weiteren knapp fiinf Jahrzehnten— war dessen praktische An-
wendung kaum moglich, weil es —aufler fiir Spezialfiille— keine Algorithmen gab, um
lineare Darstellungen (,verallgemeinerte nicht-kommutative Briiche*) zu minimieren
(was in etwa dem Kiirzen ,klassischer” Briiche entspricht). In dieser Arbeit wird eine
umfassende Theorie hergeleitet, die es erlaubt, mit Elementen des freien Schiefkorpers
mittels freier Briiche zu rechnen (das heift, sie zu addieren, multiplizieren oder —
wenn ungleich Null— invertieren). Zusétzlich werden Algorithmen entwickelt, die eine
Implementierung in Computer-Algebra-Systemen ermoglichen, mit einer Vielzahl an
Anwendungen.

Bemerkung. Die Entwicklung einer Theorie verlduft kaum jemals linear. Die Pri-
sentation hier jedoch ist aus einer anderen Perspektive (zuriickblickend, in grofieren
Kontext stellend) und sollte hinreichend kohérent sein, um sie auch nutzen zu kénnen.

Bemerkung. Die Wichtigkeit einzelner Resultate in einer hochgradig verwobenen
Theorie zu beurteilen ist schwierig. Uber die Sichtbarkeit zu sprechen ist einfacher.
Neben Satz 2.5.13, Satz 3.3.6 und Algorithmus 4.5.15 sind ein paar weniger sichtbar:
Bemerkung 2.3.12, Proposition 3.3.7 und Lemma 4.2.2 fiir die Implementierung, Ko-
rollar 2.5.15 und Satz 3.4.9 aus einer algebraischen Perspektive und Lemma 2.3.2 und
seine Rolle in Satz 4.5.9 fiir die zugrundeliegenden Konzepte.
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Zitierungen, Textstruktur und Orthographie

In Bezug auf die saubere wissenschaftliche Praxis alle externen Quellen penibel auf-
zulisten mache ich nur eine Ausnahme, nimlich bei Ubersetzungen von kleineren Be-
merkungen beziehungsweise von Flieftext und Beispielen meiner eigenen (relevanten)
Arbeiten, weil das —meiner Ansicht nach— mehr stéren als helfen wiirde. Eigene we-
sentliche Aussagen werden natiirlich klar gekennzeichnet, damit nachvollziehbar ist,
wo etwas zum ersten Mal formuliert oder bewiesen wurde, weil dort der Kontext und
auch das damalige ,, Wissen® viel klarer erkennbar ist. Trotzdem beharre ich nicht auf
der alten, manchmal schwerer zu lesenden Darstellung, merke aber an, wenn etwas
verdndert oder verallgemeinert wurde.

Im wesentlichen halte ich mich an die mathematische Praxis, nicht vorzugreifen.
Kleinere Ausnahmen sind dem Kompromiss geschuldet, den wesentlichen Teil der
Theorie moglichst kurz zu halten und Ergénzungen in den Anhang zu verschieben.
LKurz“ heiit aber nicht, dass es keinerlei Uberlappungen mehr gibt. Anhand von
nicht-trivialen Spezialfillen lassen sich die grundlegenden Konzepte meist viel besser
nachvollziehen. Diese sind dann —mit den Beispielen— in die allgemeine Theorie
eingebettet.

Fiir das Einfiigen von Gedanken verwende ich die spanische Variante von Gedan-
kenstrichen, in der klarer hervorgeht, was eingefiigt wurde. Zusétzliche Information
kann auch in Klammern stehen, vor allem dann, wenn etwas in den Hintergrund —
als Gegensatz zur Betonung— riicken soll. Begriffe in Anfithrungszeichen kénnen je
nach Kontext verschiedenes bedeuten: die Einfithrung beziehungsweise die Vorweg-
nahme von Definitionen, eine Abgrenzung zu einer exakten Definition im Sinne einer
Verallgemeinerung oder die Verwendung im {ibertragenen Sinn. Dort, wo es moglich
ist, werden Begriffe in Anfithrungszeichen durch kursive Schrift ersetzt. Um die Les-
barkeit zu verbessern, werden Teile von Eigennamen (z.B. Adjektive) nur dann mit
groflem Anfangsbuchstaben geschrieben, wenn es sich um einen alleinstehenden Be-
griff handelt oder eine exakte Abgrenzung notwendig ist. Wenn also zum Beispiel von
der ,freien assoziativen Algebra“ die Rede ist, sollte spiitestens nach dem Vorwort
klar sein, dass es sich hier um einen Fachbegriff handelt. Akronyme und Abkiirzun-
gen werden dann verwendet, wenn sie sehr hiufig vorkommen, die Lesbarkeit erhoht
wird und sie allgemein verstandlich sind.

Was nicht hier steht

Hier gibt es keinerlei Einfithrung in die mathematischen Grundlagen. Mit linearer
Algebra sollte man jedenfalls gut vertraut sein, eine Einfithrung in die Algebra sollte
man nicht nur zur Hand haben, sondern sich darin gut zurecht finden. Nichi-kommu-
tative Algebra und Faktorisierung in Ringen sind mathematische Spezialgebiete und
als solche etwas schwerer zugénglich, das heift, man muss sich die Theorie mit ei-
nigem Aufwand selbst erarbeiten. Das Literaturverzeichnis sollte dabei helfen, einen
individuellen Weg zu finden.



Vorwort

Oder: Uber die Sprache dieser Arbeit und warum sich jemand die Miihe macht, be-
reits (in englischer Sprache) versffentlichte Arbeiten véllig anders zu prisentieren,
wo es doch mancherorts reicht, alles zusammenzuklammern (um einen Doktor zu be-
kommen) und bereits ein gemeinsames Literaturverzeichnis unter den Begriff Luxus
fallt.

Doch wo sonst wére Raum fiir das ,Herz der Mathematik“? [Hal80] Wie soll
man sich in der Fiille von Details und Literatur zurechtfinden, insbesondere dann,
wenn man nicht gerade Mathematiker mit Spezialgebiet ,,nicht-kommutative Algebra*
ist? Hier soll der Versuch unternommen werden, mehrere ,,Sprachen® miteinander zu
verweben. Alle einzuladen, Bleistift und Papier zur Hand zu nehmen, um die Schoén-
heit der Mathematik zu entdecken.

Keinesfalls soll es so wie in Robert Musils ,,Die Verwirrungen des Zéglings Torless®
sein, als es um die komplexen Zahlen geht, und die Schwierigkeit sich etwas Imaginéres
vorzustellen. Denn schliellich gibt es ja noch , komplexere®, ndmlich die Hamilton-
schen Quaternionen, deren Entdeckung (vor iiber 150 Jahren) alles andere als einfach
war [vdW73]. Oft hilft es etwas zu verstehen, wenn man sieht, was nicht funktioniert.
Und dafiir sollte es irgendwo auch Platz geben.

Wer —aufler den Mathematikern— denkt beim Bruchrechnen dariiber nach, mit
was man da eigentlich rechnet? Und ob man sich auch sicher sein kann, dass man jede
ganze Zahl! als Produkt von Primzahlen (z.B. 12 = 2-2-3) schreiben kann, um dann
gegebenenfalls (Zdahler und Nenner) zu kiirzen? Ja selbst bei den Mathematikern weify
man sofort, in welchem Fach sie zuhause sind, wenn sie bei den ganzen Zahlen an
einen ZPE-Ring? (ja sogar Hauptidealring) denken.

Es war eine an sich unscheinbare Bemerkung von Roland Speicher im Februar 2017

IKlarerweise sind hier ganze Zahlen ohne der Null und den Einheiten (d.h. inventierbarer Ele-
mente) +1 gemeint. Und eine Faktorisierung (in Primzahlen) ist natiirlich modulo dem Einfiigen von
Einheiten, z.B. 12=2-2-3 =2(—1) - (—1)2 - 3, zu verstehen

2Ein ZPE-Ring ist ein Ring, in dem nicht-invertierbare Elemente (mit Ausnahme der Null) ,ein-
deutig® in Primelemente zerlegt werden kénnen. Zur Wiederholung: In einem Ring kann man addie-
ren und multiplizieren, aber nicht notwendigerweise ,,dividieren“. Zur Verwirrung: Leider wird man
spiter Primelemente vergeblich suchen, weil (unter anderem) im Ring der ganzen Zahlen Primele-
mente und irreduzible Elemente (Atome) zusammenfallen, das heift, zwei unterschiedliche Konzepte
stimmen iiberein. Im allgemeinen ist das nicht der Fall und im Nicht-Kommutativen gibt es ,,oft*
iiberhaupt ,,zu wenige“ Primelemente.

vii
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in Saarbriicken, die mich viel beschiftigt hat. Sinngem&8 meinte er (in Bezug auf
die nicht-kommutativen rationalen Funktionen) ob es nicht an der Zeit wire, an die
grundlegende Theorie zu glauben® (so, wie es ja auch bei den rationalen Zahlen ist)
und einfach einmal damit zu rechnen? Nach und nach kann man dann tiefer und tiefer
in die schier bodenlose Welt der nicht-kommutativen Algebra eintauchen.

Und in gewisser Weise ist mein Beitrag nur das Zusammenstellen von anwendbaren
Rechenregeln fiir ,,nicht-kommutative Briiche*, insbesondere fiir die Implementierung
in Computer-Algebra-Systemen (CAS) zur praktischen Verwendung. Die grundlegen-
de Theorie gibt es zum Teil schon seit vielen Jahrzehnten, viele Fragestellungen gehen
an den Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts zuriick. Streifziige durch die Literatur
zeigen eine bunte Welt der Mathematik, in der natiirlich die Gefahr besteht, dass man
sich verliert . ..

Auch soll es niemandem so wie (der Romanfigur) Torless gehen, dem der Kopf
schon nach den ersten Seiten von Kant schwirrte. Zwar kann ich das in Bezug auf
»,Die Kritik der reinen Vernunft® nur teilweise nachvollziehen, doch an die ersten
Seiten von Cohn kann ich mich noch sehr gut erinnern. Es waren ein paar Anlédufe
notwendig, um so weit im Vorwort zu kommen, dass ich etwas erahnte, das mich nicht
mehr los lie3. Mit dafiir verantwortlich war sicher auch, in zwei seiner Biicher, ndmlich
[Coh77, Coh95], auf folgendes Zitat aus Goethes Faust zu stoflen:

O gliicklich, wer noch hoffen kann,

aus diesem Meer des Irrtums aufzutauchen!
Was man nicht weif}, das eben brauchte man,
Und was man weif}, kann man nicht brauchen.

In diesem Sinne soll der Ubergang zwischen umgangssprachlich und mathema-
tisch verwendeten Begriffen flieflend sein. Mit Wértern/Monomen (unser Alphabet
hier besteht iiblicherweise nur aus den drei Buchstaben x, y und z) beziehungswei-
se Polynomen kann man ,rechnen®, z.B. (%xy +2z)+ %xy = xy + z # yx + z oder

z-(yx+z) = zyz+xz. Und unser Ziel wird es sein, auch Polynome (iiblicherweise mit
p oder ¢ bezeichnet) zu invertieren, z.B. (zy —yz)~! = Iyiym Bei diesem ,,einfachen®
Beispiel sollte man ldnger innehalten. Schon die Darstellung mit dem Bruchstrich ist

nicht immer geeignet, weil pg~! im allgemeinen eben nicht ¢~ 'p ist. Und was passiert,

3Hier wiirden bei der Verwendung des Wortes ,,glauben nicht einmal Anfiihrungszeichen helfen.
Glauben bedeutet nicht, sich blind auf irgendetwas zu verlassen. Es geht darum, sich selbst von der
Plausibilitét zu iiberzeugen. Auch darum geht es in dieser Arbeit. Die Details kann man dann sukzes-
sive nachlesen. Aber das ist eben keine Kleinigkeit. Nur zur Orientierung: Wihrend eine vierstiindige
(allgemeine) Algebravorlesung in jedem Mathematikstudium vorkommen sollte, fillt eine vertiefen-
de Vorlesung iiber nicht-kommutative Algebra, das heifit, eine Finfihrung in die nicht-kommutative
Algebra, meist schon unter eine Spezialisierung. Und wéhrend in letzterer die Konstruktion von Quo-
tientenkdrpern laut Ore [Ore31] Platz hat, ist es alleine schon aufgrund des Stoffumfanges unméglich,
tiber eine allgemeinere Einbettung zu diskutieren.

Das soll keinesfalls entmutigen! Ganz im Gegenteil. Wohl dosiert ist es herrlich, all das, was man
aus dem Kommutativen kennt (z.B. Euklidscher Algorithmus, Hauptidealringe) allgemeiner zu be-
trachten (z.B. Schwacher Algorithmus, freie Idealringe).

Und 'mal ehrlich: Wer von den (nicht aktiv lehrenden) Mathematikern kann zum Beispiel die —im
Studium gelernte— Konstruktion der reellen Zahlen jemand anderem aus dem Stegreif erklidren?
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wenn man fiir z, y und z —betrachtet als Variablen, die nicht kommutieren— Zahlen
einsetzt? Fiir ¢ = xy — yx sollte man das unbedingt probieren! Und mit der Zeit
gewohnt man sich daran, dass es beliebig viele ,,Bruchstriche* geben kann, z.B. bei
f = 27 'yz~!, das man noch irgendwie als ,2\y/z“ schreiben konnte (allgemeinere
Elemente werden oft mit f oder g bezeichnet).

Nun, nachdem ja die Hamiltonschen Quaternionen bekanntlich einen Schiefkorper
bilden, werden sich manche fragen, ob denn nicht auch das Rechnen mit rationa-
len Quaternionen als nicht-kommutatives Bruchrechnen bezeichnet werden kann. Ja.
Diese ,Art“ der Nicht-Kommutativitit wird manchmal mit schwach nicht-kommuta-
tiv* als Abgrenzung zur , freien“ Nicht-Kommutativitit bezeichnet. Tatséchlich wiirde
man mit einem einzigen Bruchstrich auskommen, im Z#hler und im Nenner wiirden
dann ganze Quaternionen stehen. Gibt es denn irgendetwas ,,dazwischen“? Interes-
sierte seien auf [Reu96a], [HS07] und [HS15] als mégliche Ausgangspunkte verwiesen.

Da selbst der Sprachgebrauch im Englischen alleine zu Verwirrung und mitunter
zu falschen Aussagen fithrt, muss man natiirlich besonders bei Ubersetzungen vor-
sichtig sein. Aber zum einen erklért Paul M. Cohn jedes noch so winzige Detail —so
ist fiir ihn ein Kodrper nicht notwendigerweise kommutativ und ,eindeutig® kann et-
was grofiziigiger verstanden werden, um ein Konzept sinnvoll zu verallgemeinern—
und zum anderen kann man iiber seine ausfiihrlichen Literaturverweise beliebig tief
eintauchen (und sich total verlieren). UberblicksmiiBig kann man viel in seinen Kom-
mentaren am Ende jedes Kapitels erfahren, z.B. in [Coh85, Kapitel 7], ndmlich wie-
lange es gedauert hat (und wieviele Mathematiker daran mitgewirkt haben), um eine
Theorie zu entwickeln: ,,Bis 1970 basierten die einzigen rein algebraischen Methoden
der Einbettung von Ringen in Korpern auf Ores Methode [Ore31].“® Von Cohn gibt
es auch eine kleinere Arbeiten in deutscher Sprache, z.B. [Coh82b].

Als Ubersetzung fiir , free field* verwende ich ,,freier Schiefkérper® (anstatt ,, freier
Korper®) fiir eine klarere Abgrenzung zum kommutativen (Grund-)Kérper (z.B. der
rationalen, reellen oder komplexen Zahlen). Damit bekdme man folgende Kette der
»Inklusionen“: (kommutativer) Kérper C Schiefkérper C freier Schiefkorper.

Die ,Einbettung“ der ganzen Zahlen Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} (als Briiche mit
Nenner Eins) in die rationalen Zahlen @ sollte einigermaflen geldufig sein. Salopp for-
muliert starten wir hier mit einem kommutativen Korper K und erzeugen gemeinsam
mit einem Alphabet X die nicht-kommutativen Polynome K(X), die dann in deren
freien Schiefkorper F eingebettet werden. Priziser formuliert: Fiir die Algebra der
nicht-kommutativen Polynome K(X), das heift, die freie assoziative Algebra (iiber K
und X), gibt es einen Ring-Homomorphismus in einen ,,universellen® Quotientenkér-
per F = K((X)). Die Theorie dazu ist alles andere als trivial.®

4Im Englischen sagt man meist ,,mild non-commutativity* dazu.

5Die Ubersetzung stammt von mir. Im folgenden werde ich nicht mehr extra darauf hinweisen.
Auch bitte ich um Versténdnis, nicht auf den Ursprung einzelner deutscher mathematischer Fach-
begriffe (und in welchem Lehrbuch man sie findet) zu verweisen. Dort, wo es wesentlich ist, werde
ich die englischen Begriffe anfithren. Manchmal erwihne ich auch Fachworter aus anderen mathe-
matischen Bereichen um Verwechslungen oder Fehlinterpretationen zu vermeiden. Dass das in der
gesamten Arbeit verwendete Fachvokabular sehr umfangreich ist, sollte nicht unterschétzt werden.

6Nachdem vorher bereits Oystein Ore erwiihnt wurde: Seine Konstruktion sollte in allen Biichern



Damit ist immerhin schon der halbe Titel dieser Arbeit erklirt. Wenn man mit
Briichen rechnet, z.B. § + ¢ = ad;{;bc, denkt man nicht notwendigerweise daran, dass
man damit Elemente eines Korpers (z.B. der rationalen Zahlen) darstellt. Aber klar
ist, dass es mehrere verschiedene Darstellungen fiir ein und das selbe Element gibt”,
z.B. _71 = %6 = —%. Kaum jemand wiirde es als Wortproblem bezeichnen, festzu-
stellen, ob zwei Briiche ,,gleich* sind, das heif3t sie das selbe Element reprdsentieren.
Das ,eigentliche Wortproblem hier ist einfach, weil man Buchstabe fiir Buchstabe
vergleichen kann, z.B. um festzustellen, dass zyz # zyx ist. Und fiir Polynome ergibt
sich das quasi natiirlich, in dem man Koeffizienten und Worter iiberpriift. Im allge-
meinen, ndmlich fiir Elemente des freien Schiefkorpers F, ist das nicht mehr ganz so
einfach, weil die Darstellungen komplizierter werden. Wie man hier vorgehen kann,
ist Inhalt dieser Arbeit.

Der erste Schritt ist die Einfithrung linearer Darstellungen (von Elementen des
freien Schiefkérpers). Ein Bruch kann direkt als lineare Darstellung betrachtet werden.
Und das ist auch ein einfacher Einstieg, ndmlich die vielleicht komplizierteste Art,
mit Briichen zu rechnen. (In der Einleitung kommen wir darauf zuriick.) Als zweiten
Schritt kann man damit nicht nur mit (nicht-kommutativen) Polynomen® rechnen,
man kann sie auch verwenden, um sie zu faktorisieren, z.B.  — xyzx = z(1 — yx) =
(1 — zy)x, dhnlich der Zerlegung von ganzen Zahlen in Primfaktoren. Hier sollte man
dann —wenn man so weit gekommen ist— etwas innehalten, denn bis hier her ist es
relativ einfach zu sehen, was ,,in* der linearen Darstellung passiert. Als dritten Schritt
kann man iiber Elemente nachdenken, die man als ,,Bruch“ von zwei Polynomen pg !
mit ,rechtem® Nenner ¢ € K(X) darstellen kann, nachdenken. Wobei hier zuniichst
q eine spezielle Form hat, nadmlich der konstante Term, das ist der Koeffizient vom
leeren. Wort, darf nicht verschwinden, z.B. ¢ = 1 — xy. Warum ist ¢! = 1 + 2y +
(zy)? + (zy)® +...7 (Wer das noch nie héindisch gerechnet hat, sollte das unbedingt
selbst nachpriifen: g¢g=' = ... und ¢~ 'q = ... Ein paar Terme geniigen, um zu sehen,
was hier gemeint ist. Gegebenenfalls kann man z.B. x =y = % einsetzen.)

Als vierten Schritt kann man einen allgemeineren Nenner ¢ # 0 betrachten. Im
einfachsten Fall kann man dann auch schon ,innen“ kiirzen, z.B. (z — zyr)(z2) ! =
(1 —ay)xr - 271271 = (1 — ay)z~'. Auch hier sollte man etwas innehalten, denn
was in einem konkreten Beispiel so selbstverstindlich aussieht, ist es nicht. Zu guter
Letzt kann man dann den letzten Verallgemeinerungsschritt machen, ndmlich beliebige

zu finden sein, in denen es um nicht-kommutative Algebra geht. Der Abstraktionsgrad ist aber
zum Teil sehr unterschiedlich. Als Einstieg ist seine Originalarbeit [Ore31] besonders zu empfeh-
len, da er tatséchlich Briiche verwendet. Fiir eine ,modernere® Schreibweise kénnte man [Coh03b,
Abschnitt 7.1] oder [CohO6a, Abschnitt 0.7] heranzichen. Ublicherweise beginnt man mit der Kon-
struktion von Schiefpolynomringen [GW89, Kapitel 1] die man dann in ihren jeweiligen Schiefkérper
einbetten kann.

"Man spricht deshalb von Aquivalenzklassen. Alle Darstellungen fiir ein (einzelnes) Element fasst
man in einer Aquivalenzklasse zusammen.

8Nicht-Kommutativiit wird im folgenden nicht extra erwihnt. Nur in wenigen Abschnitten kom-
men auch kommutative Polynome vor, dort wird dann darauf hingewiesen. Tatséchlich entspricht
die Faktorisierung in Atome (irreduzible Elemente) der Faktorisierung in Atome im Kommutativen.
Und (nicht nur) in den ganzen Zahlen sind die Atome genau die Primelemente. Diese beiden Begriffe
sauber zu trennen ist am Anfang nicht so einfach, weil einem iiblicherweise die Beispiele fehlen.
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Elemente des freien Schiefkorpers (via linearer Darstellungen) betrachten.

In der Prisentation ist eine Trennung in so kleine Teilschritte nicht moéglich. Viel
mehr geht es darum, sich —vor allem in den Beispielen— bewusst zu machen, wo man
gerade steht und welche Information man eigentlich braucht. An einzelnen Stellen
wird explizit darauf hingewiesen. Zum Schluss hat man sozusagen eine ,,Black Box“,
in die man in Spezialfillen hineinschauen kann. Diese Vorgehensweise ist auch die
empfohlene fiir die Implementierung am Computer. Zwar ist die Programmierung
ziemlich aufwindig und technisch, dafiir kann man dann tatsichlich fast wie mit
Briichen rechnen ...

Und zum Trost fiir all jene, die Stunden, Tage und Wochen damit verbringen, um
halbwegs nachvollziehen zu kénnen, was im folgenden eigentlich steht, sei daran erin-
nert, wieviele Wochen, Monate und Jahre notwendig waren, um etwas zu finden, von
dem man nicht wusste, was es eigentlich ist, geschweige denn, wo man danach suchen
soll. Und das aufbauend auf eine Theorie, deren Entwicklung mehrere Jahrzehnte dau-
erte. In diesem Sinne wiinsche ich viel Spafl beim Rechnen mit (nicht-kommutativen)
»freien Briichen®!
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Kapitel 1

Einleitung

Die Konstruktion des universellen Quotientenkirpers F = K((X)) einer freien asso-
ziativen Algebra K(X) (iiber einem kommutativen Korper K und einem endlichen Al-
phabet X) ist alles andere als einfach. Neben verschiedenen , theoretischen“ Zugéingen
(siehe z.B. [Reu99] oder [Coh06b]) gibt es zwei ,,praktische”: Entweder gibt man (ra-
tionalen) Ausdriicken der Form (zy —yx) ™! einen Sinn, indem man Matrizen einsetzt
[KVV14] oder ,volle* Matrizen invertiert [Coh03b, Abschnitt 9.3]. Beide Zugénge sind
sehr diffizil. Fiir das Beispiel, den Kommutator f(x,y) = zy—yx, findet man 2 x2 Ma-
trizen T und g, sodass f(Z,y) = Ty — yZ # 0 ist. (Bitte probieren vorm Weiterlesen.)
Doch fiir ein Alphabet X = {w,z,y, z} und g(w, z,y, 2) = wryz — zwyz+...— zyzw
(alle Permutationen der Buchstaben mit dem ,richtigen® Vorzeichen, das heift, 4! =
24 Terme) reichen 2x 2 Matrizen nicht mehr aus [AL50]. Daher muss man mit Matrizen
aller GroBen arbeiten. Um den Zugang iiber , volle“ Matrizen! richtig zu verstehen,
muss man tiefer eintauchen [Coh95, Abschnitt 4.2], [Coh06a, Kapitel 7].

Hier begniigen wir uns daher mit einer Illustration, basierend auf [Coh03b, Ab-
schnitt 9.3]. Die notwendigen Grundlagen folgen dann in Abschnitt 2.1. Die Einfach-
heit der Definition wvoller Matrizen soll aber nicht dariiber hinwegtéuschen, dass da-
hinter etwas sehr Fundamentales steckt. Bei den rationalen Zahlen wissen wir, dass der
Nenner nicht Null werden darf. Und so etwas Ahnliches brauchen wir. Betrachten wir
zunéchst ein lineares Gleichungssystem As = v der Dimension n € N = {1,2,3,...},
das heifit, wir haben n unbekannte Komponenten si, ss, ..., s, im Losungsvektor s
(und auch v ist ein Spaltenvektor der Gréfie n). Wenn A invertierbar? ist, kénnen wir
s = A71lv schreiben. Sei zunichst n = 1 mit A = a € Z und v € Z (Eintriige mit
ganzen Zahlen). Dann ist s = a~1v = 2 fiir a # 0 eine Darstellung fiir eine rationale
Zahl s € Q. Nun, wie kann man ,umsténdlich® mit diesen Darstellungen von ratio-

nalen Zahlen rechnen? Angenommen, wir haben s; = 7+ und sy = 72 gegeben. Um

INicht zu verwechseln mit voll (bzw. dicht) besetzten Matrizen.
2Es dauert ein Weile, bis man sich daran gewéhnt, immer , mitzudenken®, diber welchem Ring
man Invertierbarkeit versteht.
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deren Summe s; + s2 € Q zu berechnen, kénnen wir sofort das Gleichungssystem

ay —ai| [s1+s2| _ |u1
0 as S9 e

hinschreiben und 16sen. Ublicherweise sind wir an der ersten Komponente im Lésungs-
vektor s interessiert. In diesem Fall nennen wir As = v ein zuldssiges lineares System?
(abgekiirzt ZLS). In anderen Worten: Mit einem ZLS konnen wir eine rationale Zahl
darstellen. Man kann sich ein ZLS auch als ,verallgemeinerten Bruch® vorstellen.
Wenn klar ist, was gemeint ist, wird auch nur der Begriff ,, System® verwendet.

Wichtig: A muss ,invertierbar® sein (fiir n = 1 heifit das, dass A # 0 sein muss,
fiir n > 1 miissen wir dem erst noch einen Sinn geben). Nun kann man die erste
Komponente einfach iiber den ersten Einheits(zeilen)vektor u = e¢] = [1,0,...,0]
extrahieren. Das heift, dass das gewiinschte Element f = s; = A~ v ist. Man nennt
dann 7y = (u, A,v) eine lineare Darstellung von f. Lineare Darstellungen koénnen
noch allgemeiner formuliert werden [CR99]. Und Cohn definiert zuldssige Systeme
viel allgemeiner [Coh72].

Fir den Antikommutator f = xy + yx ist ein ZLS Ay = (u, A,v) der Dimen-
sion n = 4 gegeben durch (die Nullen sind durch Punkte ersetzt, um die Struktur
hervorzuheben)

1 -z —y . . Yy + yx
1 o=yl B Y
) e D x
1 1 1

Sei A = (ai;). Die Losung kann sehr einfach (von unten nach oben) berechnet werden:
sqg =1 und s; + a; i418i4+1 + ... + @i nsy = 0 fiir ¢ = 3,2, 1. Fiir diese spezielle Form
ist die Invertierbarkeit sichergestellt. Ist es moglich, f = xy + yx durch ein kleineres
System darzustellen? Und wie kénnte man ein solches minimales ZLS gegebenenfalls
konstruieren? Das sind zentrale Fragen dieser Arbeit, deren endgiiltige Beantwortung
einige Geduld abverlangt.

Spéter werden wir den Rang eines Elementes f € T iiber die Dimension eines
minimalen zuldssigen linearen Systems (fiir f) definieren. Fiir ein Wort/Monom,
z.B. g = zyz, lasst sich ein System einfach hinschreiben:

1 -z . . . TYZ
1 -y . . | yz

1 —| %7 T -

1 1 1

Zwar ist es hier intuitiv irgendwie klarer (als beim System fiir f oben), dass das
minimal ist, aber das muss prézisiert werden. Das erste Ziel wird sein, ,,einfache® ra-
tionale Operationen mit diesen Darstellungen (Systemen) zu definieren, zum Beispiel

3Was mit ,linear® gemeint ist, muss natiirlich noch definiert werden. Vorerst begniigen wir uns
damit, dass wir auch ,,Buchstaben® in die Systemmatriz A einsetzen konnen. Der englische Begriff
ist ,admissible linear system*, abgekiirzt ALS.



um Elemente zu skalieren, zu addieren oder zu multiplizieren. Das ist vergleichswei-
se einfach. Allerdings schnell etwas umsténdlich, weil die Systeme grofier und grofer
werden. Bevor wir ein Element invertieren (den Kehrwert bilden) miissen wir sicher
sein, dass das erlaubt ist. Wenn ein System minimal ist, ist auch das einfach. Ein ZLS
fiir die Summe von f; = 2z und fo = 3y wire

1 —z -1 . .
1 . . 2

Wie schaut der Losungsvektor s aus? Ist dieses System fir f = f1 + fo = 22+ 3y
minimal?

Obwohl es in jedem der drei Hauptkapitel einen Abschnitt ,Grundlagen® gibt,
wird es davor jeweils entweder eine informelle Einfithrung mit Beispielen und den
wichtigsten Begriffen geben oder einen ,typischen® Abschnitt, mit dem man vorab
einfacher in das Kapitel eintauchen kann.

Ein kleines Beispiel mit rationalen Zahlen erklidrt sofort die Strukturierung in
»Rechnen®, | Faktorisieren“ und ,,Minimieren“ (oder ,Standardisieren beziehungs-
weise ,, Kiirzen*):

23 6 23 1
3 4 12 2-2.3 2
1+3_4_2.2_2
2 2 2 2 7

Irgendwann wird diese Schleife abgebrochen und man kann die Zahl anwenden. Z#hler
und Nenner sind koprim (oder relativ prim), das heifit, der grofite gemeinsame Teiler
(ggT) ist 1 oder —1. Hinweis: Das sind die einzigen ganzen Zahlen, die in Z selbst
invertiert werden konnen. Invertierbare Elemente nennt man Finheiten.

Die Grundidee ist tatséchlich so einfach. Die Umsetzung ist es nicht. Zwar kann
man relativ einfach (auf Basis von zuléssigen linearen Systemen) addieren und multi-
plizieren, praktikabel ist das nicht. Abgesehen davon lisst sich schwer feststellen, ob
ein Ausdruck nicht zwischendurch zu Null wurde und man dann eben nicht invertie-
ren darf. Fiir einen einfachen konkreten Ausdruck f = 2712z lyz~! = 27 tyz~! wird
man sofort einen einfacheren (und damit ein kleineres ZLS) finden, zum Beispiel

z oyl .
Y-l
Aber was macht man zum Beispiel mit

g=z— (e 4 (y o)),

wenn man nicht schon weif}, dass es sich dabei um die linke Seite von Huas Identitét
[Ami66] handelt? (In Kapitel 2 (Rechnen), konkret im Beispiel 2.6.1, werden wir diese



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Identitét mit Hilfe von rationalen Operationen und einfachen Minimierungsschritten
beweisen.) Spitestens in Kapitel 3 (Faktorisieren) werden wir sehen, dass wir auf
minimale Systeme angewiesen sind. Bréuchten wir also die Faktorisierung fiir die
Minimierung (in Kapitel 4), stiinden wir vor einem Henne-Ei-Problem.

Den Schliissel dazu kann man aber auch bereits beim normalen Bruchrechnen
(siehe Beispiel oben) erahnen: Man merkt sich die Faktorisierung (von Zéhler und
Nenner), damit man bei der Multiplikation sofort kiirzen kann und bei der Addition
nur mehr den Zéhler faktorisieren muss (um dann zu kiirzen). In unserem Fall heifit
das, dass wir eine spezielle Form eines zuléissigen linearen Systems benétigen, die es
uns ermoglicht ,einfach“ zu minimieren. Mit der Faktorisierung ldsst sich ein ZLS
dann in eine Form bringen, mit der man einfacher rechnen kann. (Tatséchlich ist es
etwas komplizierter, weil eine Faktorisierung alleine nicht reicht um ein ZLS in eine
Standardform zu bringen.) In (der folgenden) Abbildung 1.1 findet man (fast) alles
auf einen Blick.

Womboglich schwirrt jetzt der Kopf erst recht. Doch dafiir sollte es nun moglich
sein, sich vorwiegend anhand der Beispiele ,,durchzuschlagen®. Tatséchlich wird sich
die eine oder der andere spéter fragen, ob das nicht alles viel einfacher ginge, weil doch
eh alles schon beim Hinschauen klar ist. Spéatestens dann ist der richtige Zeitpunkt
gekommen, genauer die Definitionen, Lemmata, Bemerkungen, Propositionen, Sétze
und —in letzter Konsequenz— auch deren Beweise zu studieren. Das alles gibt es
némlich nur deswegen, weil ich mir vor {iber zwei Jahren dachte, dass das eh alles
so einfach ist. Erst ganz zum Schluss, ndmlich mit dem Schreiben (eines Entwurfs)
dieses Textes, ist mir diese verbliiffende Ahnlichkeit (zum Rechnen mit den Briichen)
aufgefallen.

Und ich hoffe, dass diese kleinen, unscheinbaren und zum Teil (mathematisch)
unprézisen Bemerkungen helfen, den Zugang zu einem etwas verborgeneren Bereich
der Mathematik etwas zu erleichtern ...

George M. Bergman hat etwas schon auf den Punkt gebracht [Ber78]: ,,Die Haupt-
resultate in dieser Arbeit sind trivial. Aber was trivial ist, wenn es abstrakt beschrie-
ben ist, kann im Kontext einer komplizierten Situation, wo es gebraucht wird, alles
andere als klar sein. Daher scheint es sich zu lohnen, explizite Formulierungen und
Beweise dieser Resultate niederzuschreiben.

Dieses Zitat ist hier durchaus mehrdeutig zu verstehen. Denn zum einen schildert
es die Situation, wie es einem gehen kann, wenn man (scheinbar) einfache Resultate
(ein Korollar aus Cohns Theorie wird uns hier —als Lemma formuliert— o6fter begeg-
nen) versucht anzuwenden. Und zum anderen sind zwar einzelne Beweise vollkommen
elementar und verbliiffend einfach, (z.B. der des ,linearisierten* Wort-Problems in
Abschnitt 4.2), der Kontext, in dem es dann gebraucht (beziehungsweise implemen-
tiert) wird, ist aber nicht immer so iiberschaubar.
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1.1 Wie man sich zurechtfinden kann

Niemand sollte sich von der zunehmenden Komplexitéit abschrecken lassen. In konkre-
ten praktischen Situationen findet man die notwendigen Umformungen relativ einfach
durch ,Hinschauen“ (auf das zulissige lineare System, ZLS). Die volle Systematisie-
rung (am Computer) hat ihren Preis. Nur sollte man sich in Erinnerung rufen, dass
man es hier nicht mit einem ,klassischen“ Zahlenkorper, sondern mit einem (iiber
dem Grundkérper) unendlichdimensionalen nicht-kommutativen ,, Funktionenkorper*
zu tun hat. Zum Vergleich: Die rationalen Hamiltonschen Quaternionen sind wvierdi-
mensional iiber dem Korper der rationalen Zahlen Q.

Kapitel 2 kénnte auch ,,Darstellen und Rechnen, insbesondere Invertieren“ hei-
Ben. Denn neben den Grundlagen wird dort eine minimale Inverse entwickelt und da
man fiir Monome und einzelne Polynome bereits minimale Systeme kennt, lassen sich
schon nicht-triviale rationale Identitéiten zeigen. Natiirlich vorausgesetzt, dass man
alle notwendigen Umformungs- und Minimierungsschritte auch erkennt.

Kapitel 3 kénnte auch ,, Faktorisieren und Multiplizieren® heiflen. Fiir zwei (durch
minimale Systeme gegebene) Polynome lisst sich eine minimale Multiplikation defi-
nieren. Der ,umgekehrte* Schritt ist dann die Faktorisierung. Einer der schwierigsten
Teile ist die allgemeine Faktorisierungstheorie, weil zunéchst einmal geklirt werden
muss, was eigentlich ein Faktor ist (schlieflich ist in einem Korper jedes Element
—mit Ausnahme der Null— invertierbar). Letztlich lassen sich drei Typen der mi-
nimalen Multiplikation formulieren, vorausgesetzt man weify bereits, dass es sich um
»Faktoren“ handelt. Als Einstieg in dieses Kapitel sind die Abschnitte 3.2 (Polynom-
multiplikation) und 3.3 (Polynomfaktorisierung) geeignet.

Kapitel 4 konnte auch ,Minimieren und Addieren® heiflen. Nicht ganz, denn der
allgemeine Fall der Multiplikation muss auch noch gelost werden. Der Schliissel dazu
sind zwei fundamentale Techniken: Die Linearisierung des Wortproblems und die Fak-
torisierungstheorie (beziehungsweise die Verfeinerung der ,,Pivotblocke* in der Dia-
gonale der Systemmatrix als eine Art ,lokale* Faktorisierung). Fiir ein zulissiges
lineares System eines Polynoms kann man Zeilen und Spalten priifen und gegebenen-
falls (nach entsprechender Transformation) entfernen. Im allgemeinen kann es sein,
dass man nur mehrere Zeilen (oder Spalten) gemeinsam eliminieren kann. Man muss
,lokale“ Wortprobleme 16sen. Aber dazu miissen diese Probleme ,klein genug* sein.
Als Einstieg in dieses Kapitel ist besonders Abschnitt 4.3 zu empfehlen.

Im Anhang A gibt es eine fragmentarische und bei weitem nicht vollstdndige Illus-
tration von moéglichen Anwendungen des Rechnens mit (nicht-kommutativen) , freien
Briichen“. Und im Anhang B finden sich ergédnzende Bemerkungen, insbesondere fiir
eine Implementierung in Computer-Algebra-Systemen. Méchte man eine Idee von der
Definition des freien Schiefkérpers bekommen, kann man von Anhang C aus in die
umfangreiche Literatur von Cohn eintauchen. Und schlielich gibt es im Anhang E
noch eine englische Zusammenfassung mit einem erweiterten Inhaltsverzeichnis mit
Referenzen zu den Hauptarbeiten. Wenn man mit dieser Einleitung fertig ist und alles
noch einmal wiederholen mochte, bevor man mit Kapitel 2 (Rechnen) weitermacht,
bietet sich also alternativ Abschnitt E.1 an.
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(reine) lineare Darstellung, Definition 2.1.4
e rationale Operationen [CR99, Abschnitt 1]

zuliissiges lineares System (ZLS), Definition 2.1.10
e rationale Operationen, Proposition 2.3.1

verfeinertes ZLS, Definition 4.1.3

o Polynome, Definition 2.1.13

e Addition, Proposition 2.3.1

e Multiplikation Typ (0,0), Proposition 2.3.1
e Multiplikation Typ (1, %), Proposition 2.3.9
e Multiplikation Typ (x, 1), Proposition 2.3.6

yzuldssige” Transformation <

standardisiertes ZLS (minimal und verfeinert), Definition 4.1.8
o linke und rechte Begleitsysteme, Definition 2.2.3

e minimale Polynommultiplikation, Proposition 3.2.7

e minimale Faktormultiplikation, Satz 3.5.2

,faktorisiertes“ standardisiertes ZLS

o minimales Monom, Proposition 2.2.1

e skalare Multiplikation, Proposition 2.3.1

e minimale Inverse (ev. mit Verfeinerung), Satz 2.5.13
e minimale Multiplikation, Satz 3.5.2

Minimieren, Kapitel 4 <
Verfeinern (von Pivotblécken), Abschnitt 4.4 <

atomares (bzw. irreduzibles) ZLS,
Definition 3.3.2 bzw. 4.1.9

Faktorisieren, Kapitel 3 <

Abbildung 1.1: (Fast) alles auf einen Blick. Da jedes Element des freien Schiefkérpers
F durch eine reine lineare Darstellung reprasentiert werden kann und unser Koeffizi-
entenring K ein kommutativer Korper ist, reichen (hier) zulissige lineare Systeme aus.
Alle Elemente, die hier in den Operationen verwendet werden sind von Null verschie-
den. Nachdem man sich in Abschnitt 1.2 mit zuléssigen linearen Systemen vertraut
gemacht hat, kann man nach Abschnitt 1.3 auch selbst ,einfache” minimale Systeme
konstruieren.
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In der Abbildung ist der Weg skizziert, den wir gehen wollen. Das grofie Ziel ist
eine Standardform, die es uns ermoglicht mit Elementen zu rechnen und einfach (mit
linearen Techniken) zu minimieren.

1.2 Freie Briiche: Eine Darstellung,
zwei Gleichungssysteme

Oder: Ein Schnellstart fiir jene, die es nicht mehr erwarten kénnen. Im Abschnitt 2.1
gibt es jede Menge an Begriffen (und Definitionen). Fiir einen Uberblick werden die,
die uns sténdig begegnen werden, anhand eines Beispiels eingefithrt. Wir betrachten
ein Element f im freien Schiefkorper F, das durch die lineare Darstellung A = (u, A, v)
der Dimension n = 4 gegeben ist. Bevor wir zu der etwas geldufigeren Sichtwei-
se der ,Zeilengleichungen“ kommen, schauen wir uns die der ,Spaltengleichungen®
u = tA an, in der f als Linearkombination der Komponenten des Zeilenlosungsvek-
tors t = [t1,ta,...,t,] ausgedriickt werden kann. In dieser Kurzeinfithrung bedeuten
unterstrichene Eintrige, dass diese statisch sind, das heifit, nicht verdndert werden
diirfen. Wenn im folgenden dann (elementare) Umformungen beschrieben werden,
beziehen sich diese immer auf die Systemmatrix A.

l—2 . —2 —=x

. 1 y 1 =2 Dimension

[l 00 Q] o [tl fa 13 t4] 1 . -z dim(A) =n
u, linke Seite ¢, rechte Familie . - 1

Die Gleichungen (von links beginnend) lauten also

1= tl(]. — (E) +t2,
0= t2y + t3a
0= —tix+tsy und
0= —tix — 2ty — tgx + 4.
Anstatt die Losung ¢ sofort zu berechnen, werden wir das System so umformen, dass

dies ,einfacher* wird. Zunichst aber schauen wir uns das Gleichungssystem As = v
genauer an:

l—2z . -2 —=x 5 .
1 y 1 =2 So B —4
) 53 o .
1 S4 2
—
A, s, linke v, rechte
Systemmatrix Familie Seite

Eine Gleichung, nédmlich s4 = 2, ldsst sich besonders einfach 16sen. Hier haben wir
K181+ KoSo+ K33+ Kass = 1 fiir kK1 = ko = k3 = 0und Ky = %, deshalb schreiben wir
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1 € L(A), dem linearen Span (iiber K) der linken Familie. (Gébe es keine solche Line-
arkombination, wiirden wir 1 & L(.A) schreiben.) Analoges gilt fiir den linearen Span
der rechten Familie R(A). Normalerweise miissen wir zwischen dem Element f und
der Darstellung A unterscheiden. Wenn A minimal ist (was hier der Fall ist), konnen
wir den Rang von f als die Dimension von A definieren, rang(f) := dim(A). In die-
sem Fall sagen wir ,, f ist vom Typ (x,1)“ oder 1 € L(f) fiir 1 € L(A) beziehungsweise
»f ist vom Typ (1,%)“ oder 1 € R(f) fiir 1 € R(A).

Nun werden wir diese Darstellung Schritt fiir Schritt so umformen, dass die Losung
beider Gleichungssysteme, das heifit die Bestimmung von s und ¢, einfacher wird. Denn
diese beiden Familien spielen eine entscheidende Rolle bei der Charakterisierung der
Minimalitét einer Darstellung, siehe Proposition 2.1.8. Tatséchlich wird das Ziel aber
sein, diese Losungen gar nicht erst ausrechnen zu miissen, weil uns das im allgemeinen
Fall gar nicht weiterhelfen wird. Ublicherweise schreiben wir s und ¢ (ohne ihrer
Komponenten) in ,,generischer” Form. Der Blick , hinein“ (in die Darstellung) dient
nur der Erklirung. Nach den folgenden Umformungen sollte man nicht auf diesen
Blick vergessen und die ,neuen® Losungen s und ¢ ausrechnen, weil er einem auch
eine Eselsbriicke fiir die Bezeichnungen linke beziehungsweise rechte Familie erdffnet.

Zunéchst addieren wir 2-mal Zeile 4 zu Zeile 2 (fiir den Losungsvektor ¢ bedeutet
das, dass wir 2-mal ¢o von ¢4 subtrahieren miissen). Danach vertauschen wir die
Spalten 2 und 3 (fiir s heifit das, s; und s vertauschen) und subtrahieren (die neue)
Spalte 2 von Spalte 1. Diese elementaren Umformungen fassen wir in der zuldssigen
Transformation (P, @), das heifit, die erste Komponente im Losungsvektor s dndert
sich nicht, mit

P=1 '2undQ:
1 . |

zusammen. Damit erhalten wir eine neue Darstellung A" = (v/, A’,v") = PAQ,

1 —z —x
. 1 vy .
A'=@uQ PAQ Pv)=|[L 0 0 0], | ~ | .|
1 2

Die erste Komponente des Losungsvektors s ist (immer noch) f = 22 — 2zyz. Wer
damit noch nicht zufrieden ist, kann entweder Zeile 3 von Zeile 1 oder Spalte 2 von
Spalte 4 subtrahieren und sich unser Element alternativ als 2(2 —2yz) oder (1—zy)2z
denken.? Das wird uns in Kapitel 3 beschiiftigen. Fiir Polynome findet man immer so
eine Form mit n (skalaren) ,,Pivotblécken® der Gréfie 1x 1. Im allgemeinen ist das nicht
moglich, wir werden aber versuchen, moéglichst , kleine“ Pivotblocke zu bekommen.

4Eine noch nicht erwihnte Annahme ist, dass Skalare und Wérter/Monome miteinander kommu-
tieren. Skalare werden iiblicherweise links geschrieben.
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Darum wird es in den Kapiteln 3 (Faktorisieren) und 4 (Minimieren) gehen. Das
soll uns aber nicht davon abhalten, bereits frither damit zu rechnen. Die Beispiele zu
Beginn sind so gestaltet, dass man sie einfach ,,hdndisch® minimieren beziehungsweise
deren Minimalitéit priifen kann.

Fehlt noch eine Anmerkung zur Systemmatrix A. Wir schreiben sie immer in der
kompakten Form mit (maximal) linearen Eintrdgen (nicht-kommutativer Polynome).
Tatsiichlich kann A auch als lineares Matrizbiischel® A = (Ag, A, ..., Ag) mit Koeffi-
zientenmatrizen A; € K"*™ fiir ein Alphabet X = {x1,...,24} interpretiert werden,
geschrieben auch als A = Ay + A1z + ... + Agry. Wenn man die Elemente als
Funktionen betrachtet, z.B. f(z,y) = 22 — 2zyx, und Matrizen (gleicher Grofle) fiir
die nicht-kommutativen Variablen einsetzt, muss man natiirlich das Tensorprodukt
verwenden, z.B. A; ® 1.

1.3 Linke und rechte Minimierungsschritte

Fiirs praktische Rechnen miissen wir natiirlich auch immer wieder ein ZLS , verklei-
nern“. In konkreten Féllen schafft man auch die Minimierung. Dass da einiges im
Verborgenen liegt, kann man an Kapitel 4 erahnen. Aber dazu spéter. Gehen wir
zuriick zum Beispiel 2z + 3y von vorhin:

1 —z -1 . . 2z + 3y
1 . . |2 - 2
1 -y S B R 3y
1 3 3

Zuerst versuchen wir einen , linken“ Minimierungsschritt, das heifit, eine Komponente
in der linken Familie zu eliminieren. Dazu subtrahieren wir 2-mal Zeile 4 von Zeile 2

und addieren %—mal Spalte 2 zu Spalte 4: ’
1 —z -1 —%x . 2z + 3y
1 0 0 |0 - 0
1 -y |77 T 3y
1 3 3

In der zweiten Zeile steht nun s = 0. Das heifit, dass fiir die Losung s; kein Beitrag
von so kommt. Und daher konnen wir sowohl die Gleichung sy = 0 als auch die Va-
riable so aus unserem Gleichungssystem loschen. Damit erhalten wir folgendes (noch

5Englisch , linear matrix pencil“. In der Ubersetzung von Gantmachers Klassiker [Gan66] wird der
Begriff ,,lineares Matrizenbiischel vom Typ (m,n)* (fiir m Zeilen und n Spalten) verwendet. Da in un-
serem Fall alle Matrizen die gleiche Grofie haben, kann man dann den Begriff ,, Matrizenbtischel“ fiir
allgemeinere Biischel verwenden. Lineare Matrixbiischel spielen eine wichtige Rolle bei nicht-linearen
Eigenwertproblemen. Aus Sicht der Matrixbiischel wére [Ikr91] ein méglicher Einstieg. Algorithmen
und weitere Literatur findet man in [MV04].
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nicht minimales) ZLS fiir 22 + 3y:

2
1 -1 —3z . 2z + 3y
1 -y |s=1|.|, s= 3y
1 3 3

Man sieht sofort, dass man nun einen ,rechten“ Minimierungsschritt durchfithren
kann, um ¢2 (in der rechten Familie) zu eliminieren. Tatséchlich braucht man weder
die linke noch die rechte Familie ausrechnen, um zu ,minimieren“ (ohne dariiber
nachzudenken, ob das Resultat auch minimal ist).

Eine Minimierung ist manchmal nur in ,Blocken® moglich. Wir betrachten nun
das ZLS A = (u, A,v)° fiir ff~! =1 mit f =2y — 2,

Hier kénnen wir in A einen 3 x 2 Nullblock rechts oben erzeugen, indem wir (als ersten
Schritt) Spalte 3 zu Spalte 4 und Zeile 4 zu Zeile 2 addieren:

1 —x =z z

1 —y -1
A = [1 }, 1 0 01,
y —1
—z 1

Und (als zweiten Schritt) Spalte 2 zu Spalte 5 und Zeile 5 zu Zeile 1 addieren:

1 —x =z 0 0 1
1 -y 0 0

A'=1[1 . . . ], .1 0 0 ,
y -1
—z T 1

Nun kénnen wir den unteren 2 x 2 Diagonalblock invertieren (weil die Systemmatrix
sinvertierbar® ist) und erhalten t] = ¢t = 0 (weil die entsprechenden Eintrige in u
Null sind). Damit bekommen wir das (nicht minimale) ZLS der Dimension 3,

A= 1 -,

—
o O

6 Dieses zulissige lineare System kann man wie folgt konstruieren: Zunichst startet man mit einem
manimalen ZLS der Dimension 3 fiir das Monom zy (Proposition 2.2.1). Nachdem zy vom Typ (1, 1)
ist, kann man dort sofort z rechts oben in der Systemmatrix eintragen, um ein System fiir zy — z zu
bekommen. Ein System fiir die Inverse erhélt man iiber Satz 2.5.13. Und mit der Multiplikation in
Proposition 2.3.1 bekommt man dann ein System der Dimension 5 fiir ff~1.
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Man beachte, dass die unteren Komponenten in der rechten Seite Null sind. Wir
konnen also sofort einen linken Block-Eliminierungs-Schritt durchfithren und bekom-
men das minimale System A" = (1,[1],1) fiir 1 € F.

Bemerkung. Der andere Fall f~'f = 1 ist etwas schwieriger, weil man die erste
Komponente, die mit anderen , verkniipft* ist, in der linken Familie nicht verdndern
darf. Der Trick ist hier, stattdessen 1- f~! f iiber ein ,,erweitertes* ZLS zu betrachten.
Mit der Multiplikation in Abschnitt 2.3 ist dann auch das kein grofies Problem mehr.
Wie man mit einem erweiterten ZLS arbeitet, ist in Beispiel 4.5.6 illustriert.

Bemerkung. In manchen Féllen kann man auch einen linken und rechen Mini-
mierungsschritt gemeinsam machen. In Abschnitt A.1 wird das verwendet, um den
linken ggT zweier Polynome p und ¢ iiber die Minimierung eines ZLS fiir p~1q zu
bestimmen.






Kapitel 2

Rechnen

Eine der zentralen Teile dieses Kapitels ist die Konstruktion von minimalen zuldssigen
linearen Systemen fiir die Inverse in Abschnitt 2.5. Die folgende (einfache) Konstruk-
tion findet sich (davor) in Proposition 2.3.1 (Rationale Operationen). Angenommen
wir haben die Inverse eines Monoms [ = xyz gegeben durch das ZLS A" = (u/, A’,v"),

-1 . . 27y ~lp7t
y —1|ls=|.|, s=| yla7!

x 1 x 1

z

Die Minimalitét (laut Proposition 2.1.8) ist sofort klar, wenn man auch die K-lineare
Unabhéingigkeit der rechten Familie priift. Ein (minimales) ZLS fiir f ist zum Beispiel
gegeben durch

z =1 . . TYZ
y -1 11
-1 . P I I L A
1 . . 1 Yz

die Systemmatrix wurde links durch —v und unten durch u ,erweitert. Will man
die uns bereits geldufige Form (aus Proposition 2.2.1) haben, muss man die Reihen-
folge der Zeilen 1,2,3 und Spalten 2,3,4 vertauschen und die Zeilen 1,2,3 mit —1
multiplizieren. Als neues System A = (u, A, v) fiir f erhalten wir

/T I R A

Hier sieht man auch sofort, dass 1 € L(f) und 1 € R(f) ist, das heifit, f ist vom
Typ (1,1). Eine nochmalige Anwendung dieser ,, Erweiterung® wiirde zwar wieder ein
ZLS fiir f~! ergeben, aber das hitte dann bereits Dimension 5. Daher wird eine

13
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wichtige (technische) Aufgabe die Priifung sein, wie man ,besondere* Formen (der
Systemmatrizen) erkennt.

Um spéter minimieren zu kénnen, wollen wir eine moglichst ,,einfache® Struktur,
das heifit, die (diagonalen) Pivotblécke sollten so klein wie moglich sein. Fiir das
Beispiel hier, ein ZLS fiir ein Monom, trifft das auch fiir die Standardinverse (Propo-
sition 2.5.1) zu.

Notation. Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N = {1, 2, ...}, die inklusive
der Null mit Ny bezeichnet. Nulleintrdge in Matrizen werden {iiblicherweise durch
Punkte ersetzt, um die Struktur der anderen Eintrige hervorzuheben, aufler eine
Null entsteht nach einer Operation dort, wo vorher ein Nicht-Null-Eintrag war. Die
Identitétsmatrix wird mit I (wenn die Grofle aus dem Zusammenhang klar ist) oder
I, (der GroBe n) bezeichnet. Mit 3 beziehungsweise Y, wird die Permutationsmatrix
bezeichnet, die die Reihenfolge der Zeilen/Spalten umkehrt.

2.1 Grundlagen

Sei K ein kommutativer Korper, K dessen algebraischer Abschluss und X = {zy, 2,
...,xq} ein endliches (nicht-leeres) Alphabet. K(X) bezeichnet die freie assozia-
tive Algebra (oder freie K-Algebra) und F = K({(X)) ihren wuniverseller Quotien-
tenkorper (oder ,freien Schiefkorper®) [Coh95, CR99]. Ein Element in K(X) heift
(nicht-kommutatives) Polynom. In unseren Beispielen ist das Alphabet iiblicherweise
X = {z,y, z}. Die Algebra der (nicht-kommutativen) rationalen formalen Potenzrei-
hen einschliefend, haben wir folgende Kette von echten Inklusionen:

K ¢ K(X) € K™ (X)) C K(X)) = F.

Das von X erzeugte freie Monoid X* ist die Menge aller endlichen Worter x;, - - - x;,
mit i, € {1,2,...,d}. Ein Element des Alphabets heifit Buchstabe, eines des freien
Monoids Wort. Die Multiplikation auf X* ist das Zusammenfiigen von Wortern, das
heiBt, (z;, ---xi,,) - (x5, - - 25,) = Xy - T4y, Tjy - - T4, , Wit neutralem Element 1,
dem leeren Wort. Die Linge eines Wortes w = x;, @4, - - - T;,, ist m, mit |w| = m oder
¢(w) = m bezeichnet. Ausfiihrliche Einleitungen finden sich unter anderem in [BR11,
Kapitel 1] oder [SS78, Abschnitt I.1].

Definition 2.1.1 (Innerer Rang, volle und hohle Matrizen [Coh85], [CR99]). Gegeben
eine Matrix A € K(X)™*" ist der innere Rang von A die kleinste Zahl m € N sodass
eine Faktorisierung A = TU mit T € K(X)™*™ und U € K(X)™*" existiert. Die
Matrix A heifit voll wenn m = n gilt, ansonsten nicht-voll. Sie heif3t hohl wenn sie
eine Null-Untermatrix der GroBle k£ x [ mit k + [ > n enthélt.

Definition 2.1.2 (Assoziierte und stabil assoziierte Matrizen [Coh95]). Zwei Matri-
zen A und B iiber K(X) (der gleichen Grifie) heifien assoziiert iiber einem Unterring
R C K(X) wenn es invertierbare Matrizen P, Q@ iiber R gibt, sodass A = PBQ ist.
A und B (nicht notwendigerweise der gleichen Grofie) heiflen stabil assoziiert wenn
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A @ I, und B @ I, assoziiert sind fiir Einheitsmatrizen I, und I,. Hier bezeichnet
C @ D die diagonale Summe [© ;].

Lemma 2.1.3 ([Coh95, Korollar 6.3.6]). Eine nicht-volle lineare quadratische Matriz
dber K(X) ist iber K zu einer linearen hohlen Matriz assoziiert.

Bemerkung. Eine volle (engl. full) Matrix kann dinn besetzt (engl. sparse) sein.
Eine hohle quadratische Matrix kann nicht voll sein [Coh85, Abschnitt 3.2], illustriert
anhand eines Beispiels:

z .. z
A=z . .| =z
y —x 1 0

Definition 2.1.4 (Lineare Darstellungen, Dimension, Rang [CR94], [CR99]). Sei
f € F. Eine lineare Darstellung von f ist ein Tripel 7y = (u, A,v) mit u € K*",
voller Matrix A = Ag®@1+A1®@x1+...+ Ag®x4, das heilit, A ist invertierbar iiber F,
Ap e K™ v € K" und f = uA~'v. Die Dimension von s ist dim (u, A,v) = n.
Eine Darstellung (u, A, v) heifit minimal wenn A die kleinst mogliche Dimension unter
allen linearen Darstellungen von f besitzt. Die ,leere Darstellung = = (,,) ist die
minimale fiir 0 € F mit dim(7) = 0. Sei f € F und 7 eine minimale lineare Darstellung
von f. Dann ist der Rang von f definiert als rang(f) = dim(m).

Notation. Wenn in einer linearen Darstellung m = (u, A,v) der Zeilenvektor die
Form u = [k,0, ..., 0] und der Spaltenvektor die Form v = [0, ..., 0, \]" (fiir , A € K)
hat, schreiben wir auch m = (k, 4, A).

Bemerkung. Der Zusammenhang der Konzepte Rang, Inversionshéhe und Tiefe
wird in [Reu96a] diskutiert, ndmlich Inversionhdhe < Tiefe < Rang. Mehr zur , Tiefe*
findet sich zum Beispiel in [Coh06a, Abschnitt 7.7].

Bemerkung. Cohn und Reutenauer definieren lineare Darstellungen etwas allge-
meiner, nimlich f = ¢ + vA~'v mit moglicherweise von Null verschiedenem ¢ € K
und nennen sie rein wenn ¢ = 0 gilt.

Definition 2.1.5 ([CR99]). Zwei lineare Darstellungen heiflen dquivalent, wenn sie
das selbe Element reprasentieren.

Satz 2.1.6 ([CR99, Satz 1.4]). Wenn 7’ = (u', A",v") und " = (u”, A", V") dqui-
valente (reine) lineare Darstellungen sind, wobei die erste minimal sei, dann ist die
zweite isomorph zu einer Darstellung m = (u, A,v) mit einer Block-Zerlegung

% % s
u=[ u x|, A=|. A x| und v= |V

Bemerkung. Nun, was hindert uns daran, nach Transformationen zu suchen, um
sofort diese Form zu bekommen? Theoretisch nichts, fiir ein Alphabet mit d Buch-
staben, dim(7”) = n und einen entsprechenden Nullblock mit k Zeilen links unten (a
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priori weil man nicht, wie grofi dieser Block ist) brauchten wir ,nur® (d+1)k(n—k)+k
nichtlineare Gleichungen mit maximal quadratischen Termen und zwei vom Grad n
(damit die Invertierbarkeit der Transformationsmatrizen sichergestellt ist) in 2n? kom-
mutativen Unbekannten. Praktisch ist das bereits fiir n = 5 schwierig. Das Ziel ist
daher, so weit wie moglich lineare Techniken zur Minimierung zu verwenden. Und
dabei kann es helfen, eine (oder mehrere) Faktorisierung(en) eines Elementes in seine
,verallgemeinerten“ Atome zu kennen. Ist die linke untere Blockstruktur hinreichend
Hfein®, kann man mit linearen Techniken minimieren. Direkte Verkniipfungen gibt es
unter anderem zu den Abschnitten 3.3 (Polynomfaktorisierung), 3.6 (Faktorisierung),
4.2 (Wortproblem) und insbesondere 4.5 (Minimierung).

Definition 2.1.7 (Linke und rechte Familien [CR94]). Sei m = (u, A, v) eine lineare

Darstellung von f € F mit der Dimension n. Die Familien (s1, s2,...,s,) C F mit s; =
(A7'); und (t1,ta,...,t,) € F mit t; = (uA™'); heiBen linke Familie beziehungs-
weise rechte Familie. L(mw) = span{si,sa,...,s,} und R(m) = span{ty, ta,...,tn}

bezeichnen ihren jeweiligen linearen Span (iiber K).

Proposition 2.1.8 (Minimalitdtscharakterisierung [CR94, Proposition 4.7]). FEine
lineare Darstellung m = (u, A,v) eines Elementes f € F ist genau dann minimal,
wenn beide, die linke Familie und die rechte Familie jeweils K-linear unabhdngig sind.
In diesem Fall hingen L(m) und R(w) nur von f ab.

Notation. ([Sch17a, Abschnitt 1]) Fiir zwei beliebige minimale lineare Darstellun-
gen 71 und 7o eines Elementes f € F gilt 1 € L(m) genau dann, wenn 1 € L(mg) weil
sie sonst nicht mit invertierbaren Matrizen {iber K ineinander iibergefiihrt werden
konnten. Mit 1 € L(f) (bzw. 1 € R(f)) bezeichnen wir 1 € L(w) (bzw. 1 € R(m)) fiir
jede minimale Darstellung « von f.

Definition 2.1.9 (Typen). Ein Element f € F heifit vom Typ (1,x) (bzw. (0,x)),
wenn 1 € R(f) (bzw. 1 € R(f)) ist. Es heifit vom Typ (*,1) (bzw. (*,0)), wenn
1€ L(f) (bzw. 1 € L(f)) ist. Beide Teiltypen kénnen miteinander kombiniert werden.

Definition 2.1.10 (Zuléssige lineare Systeme, zulédssige Transformationen [Sch17b]).
Eine lineare Darstellung m = (u, A, v) von f € F heifit zuldssiges lineares System (ZLS)
fiir f, auch geschrieben als As = v, wenn u = e; = [1,0,...,0] ist. Das Element f ist
dann die erste Komponente des (eindeutig bestimmten) Losungsvektors s. Gegeben
eine lineare Darstellung m = (u, A,v) der Dimension n von f € F und invertierbare
Matrizen P,Q € K"*" ist die transformierte P7Q = (uQ, PAQ, Pv) wieder eine
lineare Darstellung (von f). Fiir ein ZLS 7 heifit die Transformation (P, Q) zuldissig
wenn die erste Zeile von @) der Einheitszeilenvektor e; = [1,0,...,0] ist.

Bemerkung 2.1.11. Cohn definiert zulissige Systeme viel allgemeiner [Coh85, Ab-
schnitt 7.1] mit nicht notwendigerweise skalaren Eintrégen in der rechten Seite von
As = v (der Dimension n) und schreibt dieses System als Block B = [—v, A] der
Grofle n x (n + 1). Die ersten n Spalten von B dienen dann als Zihler, die letzten n
Spalten als Nenner. Damit kann er ein Analogon zur Cramerschen Regel formulieren
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[Coh82al. Allerdings kann in diesem Fall —selbst fiir eine lineare Systemmatrix A—
fiir regulére Elemente die Dimension eines solchen (minimalen) Systems vom Hankel
Rang [F1i74], [SS78, Abschnitt I1.3] abweichen.

Definition 2.1.12. Sei M = M; @ 1 + ... + Mg ® x4 mit M; € K" " fiir ein
n € N. Ein Element in F heifit regulir, wenn es eine lineare Darstellung (u, A, v) mit
A = I — M gibt, das heifit, Ag = I in Definition 2.1.4, oder dquivalent, wenn Ag
regulér (invertierbar) ist.

Bemerkung. Die linke Familie (A~'v); (bzw. die rechte Familie (uA~!);) und der
Losungsvektor s von As = v (bzw. ¢ von u = tA) werden synonym verwendet.

Bemerkung. Ein zuléssiges lineares System m = (u, 4, v) wird iiblicherweise mit A
bezeichnet. Minimale zuléssige lineare Systeme fiir ein und das selbe Element kénnen
mit zuléssigen Transformationen ineinander iibergefiihrt werden (siehe dazu den Be-
weis des ,linearen® Wortproblems, Satz 4.2.3). Im allgemeinen trifft das nicht zu.
Daran wiirde selbst eine etwas verallgemeinerte Form der Transformationsmatrizen
(in Abhéngigkeit eines gegebenen Elementes) nichts dndern:

RN ) R RN e )

Es gibt keine (invertierbaren) Matrizen P und @), sodass A; = PA>(Q ist.

Bemerkung. Die folgende Definition eines polynomiellen ZLS ersetzt [Sch17¢, De-
finition 2.1], weil spéter ein verfeinertes ZLS allgemeiner (nicht nur fiir Polynome)
definiert wird. Die einer polynomiell zulissigen Transformation ist etwas allgemeiner
formuliert, weil fiir die Faktorisierung ohnehin eine spezielle Transformation verwen-
det wird.

Definition 2.1.13 (Polynomielles ZLS, polynomielle Transformation). Ein ZLS A =
(u, A,v) der Dimension n mit einer Systemmatrix A = (a;;) fiir ein Polynom 0 # p €
K(X) heiit polynomiell, wenn

(1) v=10,...,0,\]" fiir ein A\ € K und
(

2) aj; =1firi=1,2,...,nund a;; = 0 fiir ¢ > j gilt, das heifit, A ist eine obere
Dreiecksmatrix.

Ein polynomielles ZLS wird auch geschrieben als A = (1, 4,\) mit 1, A € K. Eine
zuliissige Transformation (P, Q) heifit polynomiell, wenn sie von der Form

1 04172 . alm—l al,n 1 0 0 . 0
1 fBas - Pon
(P; Q) = 1 Ozn_27n_1 Oén_27n ) 1
! An—ln 6n—1n

1 1
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(2.1.14)

ist. Gilt zusétzlich a1, = agpn = ... = ap_1,, = 0 heilt (P, Q) Polynomfaktorisie-
rungstransformation, sieche dazu auch Abschnitt 3.3.

2.2 Minimale Systeme

Fiir Monome kann man sofort ein minimales ZLS angeben. Darum geht es in der gleich
folgenden Proposition. Mit diesen minimalen zuléssigen linearen Systemen kann man
bereits (im néchsten Abschnitt) rechnen. Fiir bestimmte Polynome ist das iiber eine
verallgemeinerte , Begleitmatrix* moglich, die gleich im Anschluss entwickelt wird.
Die Minimalitét wird in Proposition 2.2.6 gezeigt.

Proposition 2.2.1 (Minimales Monom [Sch17b, Proposition 4.1]). Sei k € N und
f =z xi, - x;, ein Monom in K(X) CF. Dann ist

1 —Tiy
1 —Tiqy

1 —Lqy, .
1 1

ein minimales polynomielles ZLS der Dimension dim A = k + 1.

Beweis. Fiir Zeilen- und Spaltenindizes [1, x;,, %, T4y, - - ., T4, - - - 4, ] beziehungsweise
(1,24, Tif_ iy s+ -y Tiy -+ 4, ) ist die Hankel-Matrix [F1i74], [SS78, Abschnitt I1.3]
von f

mit Rang k+1. Die Systemmatrix von A ist voll und klarerweise ist A polynomiell. O

Bemerkung. Trivialerweise ist A = (1,[1],1) ein minimales ZLS fiir das (multipli-
kative) Einheitselement, das leere Wort.

Fiir einen speziellen Fall, namlich einem Alphabet mit nur einem Buchstaben,
liefert die Begleitmatrix eines Polynoms p(x) sofort eine minimale lineare Darstellung
von p € K{({z}).

Bemerkung. Wenn p das charakteristische Polynom einer (quadratischen) Matrix
B € K™*™ jst, dann konnen die Eigenwerte mit den Techniken von Abschnitt 3.3
(wenn notwendig zu K iibergehend) berechnet werden, illustriert in Beispiel 3.3.1.
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Fiir eine allgemeinere Klasse von (nicht-kommutativen) Polynomen kénnen linke
und rechte Begleitsysteme definiert werden. Im allgemeinen sind minimale polyno-
mielle zuléssige lineare Systeme notwendig, um Begleitmatrizen zu verallgemeinern,
vergleiche Definition 2.2.7.

Definition 2.2.2 (Begleitmatrix, Charakteristisches Polynom, Normalform [Gan65,
Abschnitt 6.6]). Sei p(x) = ag+a1z+...+am_12™ 1 +2™ € K[z]. Die Begleitmatriz
L(p) ist definiert als

0 0 0 —ap
1 0 . —a
L(p) = 0 :
1 0 —Qm—2
1 —am-1

Dann ist p(x) das charakteristische Polynom von L = L(p):

T 0o ... 0 ao
-1 z . a
det(zI — L) = det 0
-1 =z [ p——

-1 x+am-1

Gegeben eine quadratische Matrix M € K™*™ kann die Normalform fir M iiber die
Begleitmatriz L(M) ihres charakteristischen Polynoms p(M) = det(xzI — M) definiert
werden.

Bemerkung. In [Coh95, Abschnitt 8.1] wird C(p) = 2 — L(p)" auch Begleitmatriz
genannt. Das ist gerechtfertigt in dem man C(p) als lineares Matrizbiischel C(p) =
Co®14C,®x sieht. Das kann direkt fiir nicht-kommutative Polynome verallgemeinert
werden.

Nun verlassen wir K[z] = K({z}) und betrachten Polynome p € K(X). Es gibt zwei
Félle, in denen ein minimales ZLS direkt angegeben werden kann, ndmlich wenn der
Tréger (des Polynoms) von links (in der linken Familie) oder von rechts (in der rechten
Familie) mit strikt ansteigendem Rang ,erzeugt” werden kann. Zum Beispiel ist ein
minimales polynomielles ZLS fiir p = ag+a1 (v+2y)+az(x—2)(z+2y)+y(z—z) (x+2y)
gegeben durch

1 —y—as —ay —agp . p

1 —(z —2) (x — 2)(z +2y)
T+ 2y
1 1 1

S = ’ s S =
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Definition 2.2.3 (Linke und rechte Begleitsysteme [Schl7c, Definition 3.2]). Fiir
i=1,2,...,msei ¢ € K(X) mit rang(¢;) = 2 und a; € K. Fiir ein Polynom p € K(X)
der Form

P=Gqmidm-1"""q1 + @m-1Gm-1-"-q1 + ...+ a2q2q1 + a1q1 + ag

heifit das polynomielle ZLS

1 —qm—Gm-1 —Qm-2 ... —a1 —ap 0
1 —(qm—1 0 e 0 0
E E : s= |- (2.2.4)
1 —q2 0 0
1 —q1 0
L 1 - _1_

linkes Begleitsystem. Und fiir ein Polynom p € K(X) der Form

p=ap+aiqr+axqiqe+ ...+ am-1q192 """ gm-1+ G142 - Gm

heifit das polynomielle ZLS

1 —q 0 .. 0 —ayp 0T
1 —q2 B . —aq 0
0 : s=|" (2.2.5)
1 —qm—1 —Am—2 0
1 —qm — Am—1 0
1 [1]

rechtes Begleitsystem.

Proposition 2.2.6 ([Schl7c, Proposition 3.5]). Firi = 1,2,...,m sei ¢; € K(X)
mit rang(g;) = 2. Dann haben die Polynome

PI= qmGm—-1""" @ + Gm-1Gm—-1-""q1 + ...+ a2q2q1 + a1q1 +ag und
pr=ag+a1q1 +a2q1q2 + ...+ @m-1q1q2 - Gm—-1 + q192 - * " Gm

jeweils Rang m + 1.

Beweis. Beide, die linke Familie (p, ¢m-1--q1,-..,q2¢1,41, 1) und die rechte Familie
(L, gm + am—1, (¢m + @Gm—-1)gm—-1+ @Gm—2,...,p) sind fiir (2.2.4) K-linear unabhéngig.
Damit ist das linke Begleitsystem (fiir p;) minimal mit der Dimension m + 1. Also gilt
rang(p) = m + 1. Mit einem dhnlichen Argument erhalten wir rang(p,) = m + 1 fiir
das rechte Begleitsystem. [l

Fiir ein allgemeines Polynom p € K(X) mit rang(p) = n > 2 kénnen wir jedes
minimale polynomielle ZLS A = (1, A, \) verwenden, um ein ZLS der Form (1, A", 1)
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zu bekommen, in dem wir die letzte Zeile mit 1/A und die letzte Spalte mit A multipli-
zieren. Nun kénnen wir eine (verallgemeinerte Version der) Begleitmatrix definieren.
Dieses Begleitmatrizen konnen als Bausteine verwendet werden um Begleitmatrizen
fiir Produkte von Polynomen zu erhalten. Das ist nur ein anderer Blick auf die mini-
male Polynommultiplikation, Proposition 3.2.7.

Bemerkung. Obwohl im allgemeinen nichts iiber die Minimalitéat von linearen Dar-
stellungen fiir kommutative Polynome (in mehreren Variablen) gesagt werden kann,
ldsst sich Proposition 2.2.6 verwenden um minimale lineare Darstellungen fiir den
kommutativen Fall zu konstruieren. Denn in diesem Fall ist der Rang das Maximum
der Riinge der Monome, zum Beispiel p = 2%y + zyz = xyz + 2yz = vy(r + 2).

Definition 2.2.7 (Begleitmatrizen [Sch17¢, Definition 3.6]). Sei p € K(X) mit
rang(p) = n > 2 gegeben durch das minimale polynomielle ZLS A = (1, A,1) und
bezeichne C(p) die obere rechte Teilmatrix der Grofie (n — 1) x (n — 1). Dann heifit
C(p) (nicht-kommutative) Begleitmatriz von p.

2.3 Rationale Operationen

Proposition 2.3.1 (Rationale Operationen [CR99, Abschnitt 1]). Seien 0 # f,g €
F gegeben durch die zuldssigen linearen Systeme Ay = (uy, Ay, vy) beziehungsweise
Ag = (ug, Ag,vg) und sei 0 # p € K. Dann kénnen zulissige lineare Systeme fir die
rationalen Operationen folgendermafen konstruiert werden:

Die skalare Multiplikation uf ist gegeben durch

,U.Af = (uf,Af,/wf).

Die Summe f + g ist gegeben durch
Ay —Apulu v
A+ = ([ 3 [Y A [0]).

Das Produkt fg ist gegeben durch

Ap - Ay = ([“f 15 [Af _Z{g“g} 7 [UJ) .

Und die Inverse f~1 ist gegeben durch

= L)

Bemerkung. Alternativ ist die Summe f+ g auch gegeben durch das zuléssige linea-
re System A, + Ay, das damit trivialerweise zu Ay + A, dquivalent ist. Warum gibt es
in diesem Fall (unabhéngig von der Minimalitéit) immer eine zuléssige Transformation
(P,Q), sodass Ay + Ay = P(Ay + Ay)Q ist?
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Bemerkung. Es lasst sich einfach priifen, dass die entsprechenden Losungsvektoren
(linken Familien) der oben definierten zuléssigen linearen Systeme

s¢+ul s ht
R S O v B

sind. Vergewissern sollte man sich noch, ob die jeweiligen Systemmatrizen tatséchlich
voll sind. Die Details dazu finden sich in [Coh95, Abschnitt 4.3].

Die folgenden zwei Bemerkungen sollte man beim ersten Mal lesen iiberspringen.
Wenn man sich am Ende des Intermezzos noch an diese Stelle erinnert, kann man
hierher zuriickkehren um etwas tiefer in die nicht-kommutative Algebra einzutauchen.

Bemerkung. Alternativ dazu kann man es sich auch folgendermafien iiberlegen
[Sch17b, Abschnitt 1]: Fiir die Summe und das Produkt ist die Vollheit (der Sy-
stemmatrix) aus der Tatsache klar, dass die freie assoziative Algebra —als ein freier
Idealring (FIR)— wunbeschrinkte Erzeugungsnummer (UGN fiir unbounded genera-
ting number) hat und deshalb die diagonale Summe voller Matrizen wiederum voll
ist [Coh85, Abschnitt 7.3]. Die grundlegenden Begriffe finden sich in [Coh85, Ab-
schnitt 0.2]. Die Systemmatrix fiir die Inverse ist voll weil A # 0 ist und damit die
Linearisierung (der ,,Block*) von 4, voll ist [CR99].

Bemerkung. Eine Diskussion, welche Bedingungen notwendig fiir die Einbettbar-
keit eines Rings in einen Schiefkérper sind, findet man in [Coh95, Abschnitt 1.4].
Ein Ring hat unbeschrinkte Erzeugungsnummer (UGN) genau dann, wenn jede in-
vertierbare Matrix voll ist [Coh95, Proposition 1.4.3]. In unserem Fall, ndmlich der
Einbettung der freien assoziativen Algebra in den freien Schiefkérper, passt alles
wunderschon zusammen. Aber das alles im Detail nachzuvollziehen ist mit einigem
Aufwand verbunden. Das wird unter anderem auch im Kapitel 4 in Lams zweitem
,nicht-kommutativen® Lehrbuch [Lam99] klar, in dem einige Details von Cohn zu-
sammengefasst sind.

Bevor wir zwei Varianten einer Konstruktion fiir die Multiplikation (Propositi-
on 2.3.6 und 2.3.9) formulieren, die —unter bestimmten Voraussetzungen— zu einem
kleineren System fiir das Produkt fithrt, brauchen wir Techniken um ein minimales
System A in eine spezielle Form zu bringen, falls 1 € L(A) und/oder 1 € R(A)
ist. Dazu brauchen wir zunéchst ein paar technische Hilfsmittel. Die Lemmata 2.3.2
und 2.3.3 sind so formuliert, dass sie auch den trivialen Fall enthalten. Lemma 2.3.4
wird mit Hilfe von Lemma 2.3.2 bewiesen.

Lemma 2.3.2 ([Schl7¢, Lemma 2.3]). Sei A = (u, A,v) ein ZLS der Dimension
n > 1 mit K-linear unabhingiger linker Familie s = A~'v und B = By ® 1+ B1 ®
21+ ...+ Bi®xg mit By € K"™*™ sodass Bs = 0 ist. Dann ezistiert eine (eindeutige)
Matriz T € K™*™ sodass B =T A ist.

Beweis. Fiir n = 1 gilt trivialerweise B = 0 und damit 7" = 0. Also sei n > 2 und
wir nehmen —ohne Beschrinkung der Allgemeinheit— an, dass v = [0,...,0,1]" und
m = 1 ist. Nachdem A voll ist und daher iiber dem freien Schiefkérper invertiert
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werden kann, existiert eine eindeutige Matrix T sodass B = T'A, ndmlich T = BA~!
in F1*", Die letzte Spalte in T ist Null, weil 0 = Bs = BA~'v = Tv. Nun bezeichne
A" die Matrix A deren letzte Zeile entfernt wurde und Ay die Matrix, die man erhiilt,
wenn man die letzte Zeile in A durch B ersetzt. A’z kann nicht voll sein, da s € ker A’
den Widerspruch s = (A’%5)710 = 0 liefert.

Dabher ist, wegen Lemma 2.1.3, A’ assoziiert iiber K zu einer linearen hohlen Ma-
trix. Und wir behaupten, dass es nur eine einzige Méglichkeit gibt, A5 in eine hohle
Matrix zu transformieren, ndmlich mit (letzter) Nullzeile. Wenn wir (mit invertier-
baren Transformationen) keinen Nullblock der Grofle (n —4) X 4 in den ersten n — 1
Zeilen von A’y erzeugen konnen, dann kénnen wir auch keinen Nullblock der Gréfle
(n —i+1) x i erzeugen und wir sind fertig.

Nun nehmen wir gegenteilig an, dass es invertierbare Matrizen P’ € K(»—1x(n=1)
und (zulissiges) Q € K™ mit (Q~1s); = s; gibt, sodass P’ A’Q einen Nullblock der
Grofle (n —1i) x ¢ fiir ein ¢ = 1,...,n — 1 enthilt. Es gibt zwei Fille. Wenn die ersten
n—1i FEintrége in der ersten Spalte nicht zu Null gemacht werden kénnen, konstruieren
wir einen rechten oberen Nullblock:

A= [ii A'22], §=Q's und 9=Pv=v
wobei Ay; die Grofle (n — i) x (n — i) hat. Wére Aj; nicht voll, dann wire auch
A nicht voll (die letzte Zeile ist nicht in der Transformation involviert). Daher ist
dieser Pivotblock invertierbar (iiber F). Somit wiirde §; = 83 = ... = §,_; = 0
gelten. Im anderen Fall konstruieren wir einen oberen linken Nullblock in PAQ. Aber
dann wiirde $;+1 = §j42 = ... = §, = 0 gelten. Beides widerspricht der K-linearen
Unabhéngigkeit der linken Familie.

Daher ist A’ iiber K zu einer linearen hohlen Matrix mit einem 1 x n Nullblock
assoziiert, sagen wir in der letzten Zeile (die Spalten bleiben unberiihrt):

Lo .| A A’
T 1| |B|T .|
Die Matrix T' = [-T",0] € K!*" erfiillt B = T A. O

Bemerkung. Obwohl das ZLS in Lemma 2.3.2 nicht minimal sein muss, ist die
Annahme der K-linearen Unabhéngigkeit der linken Familie aus zwei Griinden wichtig.
Einer betrifft ,,pathologische® Situationen, vergleiche mit Beispiel 4.2.4. Ein zu einem
sj = 0 korrespondierender Eintrag (in der Systemmatrix), sagen wir fiir j = 3, kann
beliebig sein:

Fiir B = [2, —2x, y] hat die Transformation T nicht-skalare Eintriige: T' = [2,y2 "1, 0].
Der andere Grund betrifft den Ausschluss anderer Moglichkeiten der Hohlheit ausge-



24 KAPITEL 2. RECHNEN
nommen der letzten Zeile. Fiir B = [0, 0, 1] ist die Matrix

/

hohl. Jedoch ist die Transformation, nach der wir suchen 7' = [0, 21, 0].

Lemma 2.3.3. Sei A = (u, A,v) ein ZLS der Dimension n > 1 mit K-linear un-
abhéngiger rechter Familie t = uA™" und B=By®1+4+ B ® 1 + ...+ By ® x4 mit
B, € K™™ sodass tB = 0 ist. Dann existiert eine (eindeutige) Matriz U € K<™
sodass B = AU ist.

Bemerkung. Wenn es nicht gerade um die Zuléssigkeit einer Transformation geht,
ist weder zwischen der Formulierung einer Aussage iiber die linke und die rechte
Familie noch deren Beweis ein wesentlicher Unterschied. Der Grund, Aussagen zur
rechten Familie zu , wiederholen* liegt darin, dass das Nachvollziehen in Beweisen, wo
diese Resultate gebraucht werden, einfacher wird (und man nicht jedes Mal umdenken
muss).

Lemma 2.3.4 (fiir Typ (%, 1) [Sch17b, Lemma 4.18]). Sei A = (u, A, v) ein minimales
ZLS der Dimension n = dim(A) > 2 und 1 € L(A). Dann existiert eine zuldissige
Transformation (P, Q) sodass die letzte Zeile von PAQ die Form [0,...,0,1] und Pv
die Form [0,...,0,\]" fiir ein A € K hat.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass v = [0,...,0,1]"
und die linke Familie (s1,s2, ...,8,—1,1) ist. Andernfalls kann sie mit einer zuléssi-
gen Transformation (P°,Q°) auf diese Form gebracht werden. Nun bezeichne A den
oberen linken Block der Grofle (n — 1) x (n — 1) von A, bezeichne § = (s1,...,8,-1)
und schreibe As = v als

A bl [5] [0

c d| |1 |1]°
Nun wenden wir Lemma 2.3.2 auf B = [¢,d — 1] an um die Matrix T = [T, 7] € K}*"
mit der Eigenschaft B = T'A zu erhalten. Somit haben wir die Transformation

va- ([ -]ra)

Lemma 2.3.5 (fiir Typ (1, %) [Sch17b, Lemma 4.19]). Sei A = (u, A, v) ein minimales
ZLS der Dimension n = dim(A) > 2 und 1 € R(A). Dann existiert eine zuldissige
Transformation (P, Q) sodass die erste Spalte von PAQ die Form [1,0,...,0]" und
Puv die Form [0,...,0,\]" fiir ein A € K hat.

O

Multipliziert man zwei Polynome auf der Ebene (minimaler) zuldssiger linearer
Systeme, sieht man sofort, dass man das resultierende System der Dimension n auf
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n — 1 verkleinern kann, vergleiche auch Beispiel 3.2.1. Spéter, in Satz 3.5.2 (Minimale
Faktormultiplikation), werden wir formulieren, unter welchen Voraussetzungen die
folgenden Konstruktionen zu einem minimalen ZLS fiir das Produkt fiihren.

Proposition 2.3.6 (Multiplikation Typ (1, %) [Sch17a, Proposition 2.8]). Seien f, g €
F\ K gegeben durch die zulissigen linearen Systeme Ay = (us, Af,vy) = (1, Af, Af)
der Dimension ny der Form

a bV b )
Ay = [1 . } e B bV, (2.3.7)
1 )\f

beziehungsweise Ag = (ug, Ag,vg) = (1, Ag, Ng). Dann ist ein ZLS fir fg der Dimen-
sion n =nys +ng — 1 gegeben durch

a bV Apbug
A=1[[1 . ], |[d B Xbug|,]|. . (2.3.8)
. A, Vg

Beweis. Konstruiere das ZLS A’ = (u/, A’,v’) der Dimension ny + n, fiir das Pro-
dukt fg laut Proposition 2.3.1. Addiere Ay-mal Spalte ny zu Spalte (ny + 1) (in der
Systemmatrix A’). Entferne Spalte ny von A’ und v" und Zeile ny von A’ und v’ um
das ZLS (2.3.8) der Dimension ny +ny — 1 zu erhalten. O

Proposition 2.3.9 (Multiplikation Typ (*, 1) [Sch17a, Proposition 2.9]). Seien f, g €
F\ K gegeben durch die zulissigen linearen Systeme Ay = (us, Ay, vy) = (1, Af, Af)
der Dimension ny beziehungsweise Ay = (ug, Ag,vy) = (1, Ag, Ay) der Dimension ng
der Form

10 b .
A= - 1. B w|.|.|] (2.3.10)
d e Ag

Dann ist ein ZLS fir fg der Dimension n = ny +mng — 1 gegeben durch

Af enf)\fb’ enf)\fb .
. B 7 R A I I (2.3.11)
d c Ag

A= [uf . ],

Beweis. Konstruiere das ZLS A’ = (u/, A’,v") der Dimension ny +n, fiir das Produkt
fg laut Proposition 2.3.1. Addiere Ay-mal Zeile (ny + 1) zu Zeile ny (in der System-
matrix A’). Entferne Zeile (ny + 1) von A’ und v’ und Spalte (ny 4+ 1) von A’ und v’
um das ZLS (2.3.11) der Dimension ny + ny, — 1 zu erhalten. O

Bemerkung 2.3.12 ([Sch17b, Abschnitt 4]). Wenn 1 € R(A) fiir ein minimales ZLS
A = (u, A,v) gilt, sagen wir dim(A4) = n, dann existiert wegen Lemma 2.3.5 eine
zuldissige Transformation (P, Q) sodass die erste Spalte in PAQ gleich [1,0,...,0]"
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ist. Wenn die erste Spalte von A = (a;;) nicht bereits diese Form hat, kann eine
zuliissige Transformation in zwei Schritten gefunden werden: Zuerst stellen wir ein
lineares Gleichungssystem mit einem (n — 1)-Tupel an Skalaren (uso, s, ..., ft,) auf
sodass a;1 + 2o + psas + ...+ ppay, € K fur alled = 1,2, ... n gilt. Und danach
koénnen wir mit elementaren Zeilentransformationen (Gaufische Elimination in der ers-
ten Spalte) und —wenn notwendig— Permutationen die gewiinschte Form der ersten
Spalte erreichen. Zusammen ergeben diese Zeilen- und Spaltentransformationen eine
(zuléissige) Transformation (P, Q’).

Fiir den Fall 1 € L(A) kann man #hnlich (Zeilen und Spalten vertauscht) vor-
gehen, wenn die letzte Komponente der rechten Seite ungleich Null ist. Klarerweise
kénnen beide Félle kombiniert werden, zum Beispiel fiir die Anwendung der Mini-
malen Inversen Typ (1,1), Satz 2.5.13. Diese Vorgehensweise kann auch allgemeiner
fiir nicht-minimale Systeme funktionieren, aber in ,,pathologischen“ Féllen versagen,
vergleiche auch mit Beispiel 4.2.4.

Bemerkung. Ist f in Proposition 2.3.6 (bzw. g in Proposition 2.3.9) durch ein
minimales ZLS gegeben, kann es einfach in die Form (2.3.7) (bzw. (2.3.10)) gebracht
werden.

Bemerkung. Die in Bemerkung 2.3.12 beschriebene Vorgehensweise sollte ,,behut-
sam* ausgefithrt werden um eine mégliche Blockstruktur nicht zu zerstéren. Das heif3t,
dass man in solchen Fillen mit einem , kleineren“ Gleichungssystem auskommen oder
teilweise ganz darauf verzichten kann. Letzteres ist in Beispiel 4.1.4 illustriert.

2.4 Disjunkte Addition

Definition 2.4.1 (Disjunkte Elemente, Primérelemente [CR99]). Zwei Elemente
fig € T heiflen disjunkt wenn rang(f + g) = rang(f) + rang(g) ist. Ein Element
f € F heiBt primdr (oder unzerlegbar), wenn es keine minimale lineare Darstellung
w5 = (u,A,v) mit einer zerlegbaren Systemmatrix A = A; @ Ay = [A} A‘z} von f
gibt.

Satz 2.4.2 (Primérzerlegung [CR99, Satz 2.3]). Jedes Element des freien Schief-
korpers kann eindeutig als Summe disjunkter Primdrelemente geschrieben werden;
maximal eines davon ist ein Polynom.

Bemerkung. Die Annahme der Minimalitit in Definition 2.4.1 kann weggelassen
werden, wenn man die ,,zuldssige* Zerlegbarkeit der linearen Darstellung

= (il [ ) [2)

mit ug,ue # 0 und vy, vy # 0 betrachtet.

Fiir disjunkte Elemente lidsst sich sofort eine minimale Addition (Proposition 2.4.3)
formulieren. Zu testen, ob zwei Elemente in F disjunkt sind, ist schwierig, weil man



2.5. MINIMALE INVERSE 27

Techniken zur Minimierung linearer Darstellungen braucht. Darum wird es in Kapi-
tel 4 gehen.

Da aber Minimalitéit einer linearen Darstellung zur K-linearen Unabhéngigkeit
ihrer linken beziehungsweise rechten Familie dquivalent ist (Proposition 2.1.8), sind
zwei Elemente disjunkt, wenn alle Komponenten ihrer linken beziehungsweise rechten
Familien von linear unabhingigen Klassen des freien Schiefkorpers sind, das heifit, die
Vereinigung zweier K-linear unabhéngigen Teilmengen unterschiedlicher Klassen ist
K-linear unabhéngig, zum Beispiel

F=K(X) ¥ K™ (X)) \K(X) & F\K™(X).

Fir f=x+ ((1 —z) 4+ x’l) ist ein minimales ZLS —konstruiert laut Propositi-
on 2.4.3— gegeben durch

1 -z -1 . . f
1 1
(1+a2)t+a71

1

s = , §=

l—z x+1
T

I

Proposition 2.4.3 (Minimale disjunkte Addition). Seien f,g € F disjunkt und ge-
geben durch die minimalen zuldssigen linearen Systeme Ay = (uy, Ay, vy) der Dimen-
sion ny beziehungsweise Ay = (ug, Ag,vg) der Dimension ng. Dann ist das ZLS

A —Apul
et ([ 4] )

der Dimension ny + ng (von Proposition 2.5.1) fir f 4+ g minimal.

2.5 Minimale Inverse

Bevor die wesentlichen Ergebnisse dieses Abschnitts in Satz 2.5.13 (Minimale Inver-
se) zusammengefasst werden, erfolgt die Herleitung in zwei Stufen: Zuerst geht es
darum, die ,,Form* eines zuléssigen linearen Systems nach zweimaliger Anwendung
f = (f~1)"! weitestgehend zu erhalten. Danach kann man mehrere Fille unterschei-
den, um ein minimales ZLS fiir die Inverse zu konstruieren.

Proposition 2.5.1 (Standardinverse [Schl17b, Proposition 4.2]). Sei 0 # f € F
gegeben durch das zulissige lineare System A = (u, A,v) der Dimension n. Dann
ist ein ZLS der Dimension n + 1 fiir f=' gegeben durch

Al = ([1 ], F” _igz] : M) : (2.5.2)

Beweis. Es ist einfach zu priifen, dass der Losungsvektor von A ™!

f—l
{Znsffl]

ist. Vergleiche mit Proposition 2.3.1. O
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Definition 2.5.3 (Standardinverse). Sei A ein ZLS fiir ein Element ungleich Null.
Das ZLS (2.5.2) heifit Standardinverse von A, bezeichnet mit A~

Lemma 2.5.4 (Inverse Typ (1,1) [Sch17b, Lemma 4.5]). Angenommen 0 # f € F
habe ein minimales zuldssiges lineares System der Dimension n der Form

L b
A=1|[1 . ], |. B v]|,.|.
1] (A

Dann ist ein minimales ZLS fiir f~' der Dimension n — 1 gegeben durch

e=(0 12 2R

mit 1 ¢ R(A") und 1 ¢ L(A).

Beweis. Die Standardinverse von A ist

A -1 .
¥ —¥BY o
O X N | A

1 1

Addiert man Zeile 4 zu Zeile 3 und A-mal Spalte 2 zu Spalte 1 erhilt man

0 1 . .
—ASY -3y —uBY .|, .
Y A T R
1 1

Es folgt, dass s, = 0 ist und s, nichts zur Losung s} beitrégt. Daher kann man
sowohl die erste und die letzte Zeile als auch die zweite und die letzte Spalte entfer-
nen. Wire A’ nicht minimal, wiirde ein ZLS A” der Dimension m < n — 1 fiir f—!
existieren. Die Standardinverse (A”)~! ergiibe ein System der Dimension m + 1 < n
fiir f, was der angenommenen Minimalitit von A widersprechen wiirde. Es bleibt zu
zeigen, dass 1 ¢ R(A') und 1 & L(A’) ist. Sei t = (t1,t2,...,t,) die rechte Fami-
lie von A, die (wegen der Minimalitéit) K-linear unabhéngig ist. Dann ist die rechte
Familie von A~! gleich (f~1t,,..., f 'ta, f~'t1, f71), die nach der ersten Zeilenope-
ration ist f~(tn,...,ta2,t1,1 — t1). Entfernt man die erste und die letzte Kompo-
nente (entsprechend der ersten und der letzten Zeile), erhdlt man die rechte Familie
Y tn—1,...,ta,t1). Daher ist 1 &€ R(A’), weil sonst f € span{t,_1,...,t2,t1} der
K-linearen Unabhiingigkeit von ¢ widersprechen wiirde. Ahnliche Argumente zeigen,
dass 1 ¢ L(A) ist. O
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Lemma 2.5.5 (Inverse Typ (1,0) [Sch17b, Lemma 4.8]). Angenommen 0 # f € F
habe ein minimales zuldssiges System der Dimension n der Form

1 v b
A={[n . .| B v,
d ¢ A

mit 1 ¢ L(A). Dann ist eine minimales ZLS fiir f~1 der Dimension n gegeben durch

1 —3c -3¢ .
A= . ). - -uB3|,|. (2.5.6)
—b —b'E 1

mit 1 ¢ L(A).

Beweis. Die Standardinverse von A ist

A —c —®
—S) —%BY. .
Y S | e
1 1

und hat Dimension n + 1. Nachdem man Zeile n 4+ 1 zu Zeile n addiert hat, kann
man Zeile n 4+ 1 und Spalte n + 1 entfernen, weil 5,1 nichts zur Losung 5; = f~*
beitrégt. Nun dividieren wir die erste Zeile durch A und erhalten (2.5.6). Es ist noch
zu zeigen, dass A’ minimal und 1 ¢ L(A’) ist. Sei (s1, Sa,. .., $,) die linke Familie von
A, die (wegen der Minimalitdt) K-linear unabhingig ist. Dann ist die linke Familie
von A~ ! gleich (f~1,s,f7 %, ..., 521, 1). Man beachte, dass (zulissige) Zeilenopera-
tionen keinen Einfluss auf die linke Familie haben. Nachdem wir den letzten Eintrag
s1f7! = 8,41 = 1 entfernt haben, ist die linke Familie von A’ gleich (1, s,,...,s2)f L.
Laut Annahme ist 1 ¢ L(A). Daher ist 1 & span{sa, $3,...,Sn}, also ist (1, sn, ..., S2)
K-linear unabhéngig. Klarerweise ist 1 ¢ L(A’), weil f ¢ span{1, s, ..., s2} ist. Ana-
log sei (t1,t2,...,t,) die rechte Familie von A, die ebenfalls K-linear unabhéngig ist.
Dann ist die rechte Familie von A~! gleich (f~'t,,..., f~ o, f~'t1, 1), die nach
der Zeilenoperation (f~‘t,,...,f ‘ta, f~1t1, f~' — f~'t1). Nachdem wir den letz-
ten Eintrag entfernt haben, ist die rechte Familie von A’ gleich f=1(t,,..., ta,t1)f*
und daher klarerweise K-linear unabhéingig. Damit ist A’ laut Proposition 2.1.8 mi-
nimal. O

Lemma 2.5.7 (Inverse Typ (0,1) [Sch17b, Lemma 4.11]). Angenommen 0 # f € F
habe ein minimales zuldssiges lineares System der Dimension n der Form

a b b .
A={[n . ]|« B W], ]| (2.5.8)
1 A
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mit 1 € R(A). Dann ist ein minimales ZLS fiir f=1 der Dimension n gegeben durch

-2y —¥XBY. -Xd.
A=) -w s —a |
. . 1 1
mit 1 ¢ R(A").

Beweis. Die Standardinverse von A ist

A -1 . .
~Sy —%BY -%d| .
b ¥y —a |7 .

1 1

Nachdem man A-mal Spalte 2 zu Spalte 1 addiert, kann man Zeile 1 und Spalte 2
entfernen, weil 5o = 0 ist. Das Zeigen der Minimalitit und 1 ¢ R(A’) ist &hnlich
zum Beweis von Lemma 2.5.5 (Spaltenoperationen wirken sich auf die linke Familie
aus). O

Lemma 2.5.9 (Inverse Typ (0,0)). Sei A= (u, A,v) ein minimales zulissiges linea-
res System der Dimension n fir 0 # f € F mit 1 ¢ R(A) und 1 & L(A). Dann liefert
die Standardinverse A% ein minimales ZLS der Dimension n + 1 fiir f=1.

Beweis. Wire A~! nicht minimal, dann gibe es ein System A’ der Dimension m < n+
1 fiir f~!. Die Anwendung von Lemma 2.5.4 wiirde ein ZLS der Dimension m —1 < n
fiir f und damit einen Widerspruch zur angenommenen Minimalitét von A liefern. O

Beispiel 2.5.10. Verwenden wir das minimale ZLS (fiir den Antikommutator) von

der Einleitung, erhalten wir laut Lemma 2.5.4 (Inverse Typ (1, 1)) ein minimales ZLS

fiir (zy + yx) "L

U R I T B
Yy ox 1

Lemma 2.5.9 (Inverse Typ (0,0)) ergibt wieder ein minimales System fiir xy + yx.
Beispiel 2.5.11. Das Element zyz~! kann mittels des minimalen ZLS

1 —=x

A=t . ], |. 1 -y|,

mit rechter Familie t = (1,2, 2yz~!) und linker Familie s = (zyz~!,y2~1 27 1) dar-
gestellt werden. Nun kann Lemma 2.5.5 (Inverse Typ (1,0)) angewendet werden, um
das minimale ZLS
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fiir 2y~ t2~! zu erhalten. Nachem 1 ¢ L(A’) ist, kann Lemma 2.5.5 erneut angewendet
werden.

Proposition 2.5.12 ([CR99, Proposition 2.1]). Sei f € K(X)).

(i) f ist eine Potenzreihe genau dann, wenn in jeder minimalen linearen Darstel-
lung der konstante Term Aq ihrer Systemmatric A = Ag®@ 1+ A1 Qx1+...+ Ag@xy
invertierbar ist. In diesem Fall gibt es eine minimale lineare Darstellung mit Ag = I
beziehungsweise A =1 — M.

(i) f ist ein Polynom genau dann, wenn in jeder minimalen linearen Darstellung
mit einer Systemmatriz der Form A =1 — M die Matriz M nilpotent ist. In diesem

Fall gibt es eine minimale lineare Darstellung mit einer strikten oberen Dreiecksmatrixz
M.

Satz 2.5.13 (Minimale Inverse [Sch17b, Satz 4.20]). Sei f € F\K gegeben durch das
minimale zulissige lineare System A = (u, A,v) der Dimension n. Dann erhdlt man
ein minimales ZLS fiir f~' folgendermaflen:

f vom Typ (1,1) ergibt f=1 vom Typ (0,0) mit dim(A’) =
, ANV —%BY ’
A = <1, { Y yy ,1 fir A= B b A

f vom Typ (1,0) ergibt f=1 vom Typ (1,0) mit dim(A’) =

[1 —3c -1 boob
. Zb” -¥BY|,1 fir A= B V|, A
| —b > d ¢
f vom Typ (0,1) ergibt f=1 vom Typ (0,1) mit dim(A") =
-\ —¥BY —Xd'. a b b
—Ab > —a |,1 fir A= 11,{d B V|, 6\
1 . . 1

f vom Typ (0,0) ergibt f=1 vom Typ (1,1) mit dim(A’') =n + 1:

, Yv —YAY
A<1,L s }1>

(Die Permutationsmatriz X dreht die Reihenfolge der Zeilen/Spalten um.)
Beweis. Siehe Lemmata 2.5.4, 2.5.5, 2.5.7 und 2.5.9. O
Korollar 2.5.14. Sei p € K(X) mit rang(p) =n > 2. Dann ist rang(p~ ') =n — 1.

Beweis. Diese Aussage folgt aus Proposition 2.5.12 und der Inversen Typ (1,1). O
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Korollar 2.5.15. Sei 0 # f € F. Dann ist f € K genau dann, wenn rang(f) =
rang(f~1) =1 ist.

Bemerkung. Diese einfache Konsequenz aus Satz 2.5.13 ermoglicht die Unterschei-
dung zwischen trivialen Einheiten (skalare Elemente ungleich Null) und nicht-trivialen
Einheiten, das heifit, Elemente in F \ K. Darauf kommen wir (indirekt) in der Fak-
torisierungstheorie in Abschnitt 3.4 zuriick, wo wir nur (das Einfiigen von) trivialen
Einheiten (in Faktorisierungen) erlauben, formuliert in Lemma 3.4.7.

Bemerkung. Klarerweise ist n > 2 fiir die Typen (1,1), (1,0) und (0, 1). Der Block
B ist immer quadratisch und von der Groflie n — 2. Fiir n = 2 ist die Systemmatrix
von A

o [1P] fiir Typ (1,1),
e [1%] fiir Typ (1,0) und
e [@?] fiir Typ (0,1).

Bemerkung. Wie bereits vorher in Bemerkung 2.3.12 erwahnt, kann ein minima-
les ZLS in Abhéngigkeit des Typs in die entsprechende Form gebracht werden. Die
Umkehrung ist trivial. Wenn ein ZLS A zum Beispiel die Form von (2.5.8) hat, folgt
sofort 1 € L(A).

2.6 Rationale Identititen

Bereits mit Hilfe der minimalen Inversen von Satz 2.5.13 kann man —ausgehend
von Proposition 2.2.1— relativ systematisch rationale Identitidten zeigen. ,Relativ*
bedeutet hier, dass man meist sofort sieht, welche Umformungen notwendig sind.
Fiir die Implementierung (Programmierung) ist bereits das folgende Beispiel eine
kleine Herausforderung, wenn man —abgesehen von der Inversen— nur die rationalen
Konstruktionen laut Proposition 2.3.1 verwendet.

Beispiel 2.6.1 (Huas Identitdt [Ami66]). Es gilt:

z—(z7 '+ @yt - x)*l)fl = zyx. (2.6.2)
Beweis. Minimale lineare zulissige Systeme fiir 5! und z sind
W]s=[1] baw. [1 ‘1"5] o= H .
Das ZLS fiir die Differenz y~! — z,
y -y . 1 y -
1 —z|s=| .|, s= —x , t:[y_l -1 y_l—x]
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ist minimal, weil sowohl die linke Familie s als auch die rechte Familie ¢ K-linear
unabhingig sind (Proposition 2.1.8). Klarerweise gilt 1 € R(y~! — ). Daher gibt es
laut Lemma 2.3.5 eine zuléssige Transformation

S T I
P =1t . 1],[1 1 .|],
. .1

die man einfach findet, indem man die Spalte 2 zu Spalte 1 addiert, die beiden ersten
Zeilen vertauscht und dann Zeile 3 zu (der neuen) Zeile 2 addiert. Wir bekommen
also

und kénnen (erneut) die Inverse vom Typ (1,1) anwenden:

1oy [ _ [t =)
{—m —1} 5= L] » = {—(1 —xy)
Dieses System reprisentiert ein regulires Element (y~! — 2)~! = (1 — yx) "'y, kann
also in ein regulidres ZLS (Definition 2.1.12) transformiert werden, indem man die

zweite Zeile mit —1 multipliziert. Danach addieren wir z=! ,,von links“:
r -z . 1 4+ (y )7t
1 yls=|.1], s= (y= ' —a)7!
x 1 -1 —(1—ay)~t

Dieses System ist minimal und —nachdem wir Zeile 3 zu Zeile 1 addiert haben (um
den oberen Nicht-Null-Eintrag in der rechten Seite zu eliminieren)— wenden wir die
(minimale) Inverse vom Typ (0,0) an:

-1 -1 —x
-y -1 . IRE
10 2157 |- (2.6.3)

Nun multiplizieren wir Zeile 1 und die Spalten 2 und 3 mit —1 und vertauschen die
Spalten 2 und 3 um folgendes System zu erhalten:

1 —z -1 . . T — xYyx
1 Y . R . —yT
1 -7 T x
1 1 1

Der néchste Schritt wire eine Skalierung mit —1 und der Addition von z (laut Propo-
sition 2.3.1). Mit zwei Minimierungsschritten erreicht man wieder Minimalitét. Alter-
nativ kann die Addition eines linearen Terms zu einem Polynom (einem polynomiellen
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ZLS) —in Abhéngigkeit des Eintrags v, der rechten Seite— direkt im rechten oberen
Eintrag der Systemmatrix ausgefithrt werden:

1 —z -1 =z . —xyx
1 Y . - |~y
Y e I A x
1 1 1

Die systematische Minimierung von polynomiellen zuldssigen linearen Systemen ist
in Abschnitt 4.3 beschrieben. Fiir eine allgemeine Minimierung ist etwas mehr an
Vorbereitung notwendig. Darum geht es dann in Kapitel 4. O

Bemerkungen. Die Umformung vom ZLS (2.6.3) ist ein einfacher Fall der Verfeine-
rung eines Pivotblocks und wird im Abschnitt 4.4 im Detail diskutiert. Huas Identitét
kommt auch in [CR94] als Beispiel vor. Es lohnt sich, beide Vorgehensweisen mitein-
ander zu vergleichen.



Intermezzo

Spétestens hier sollte man eine Pause einlegen und sich den Fragen widmen, die
in der Zwischenzeit aufgetaucht sind. Von einem linearen Weiterlesen rate ich aus-
driicklich ab, weil die Fiille an Details in den beiden folgenden Kapiteln sehr grof3
ist. Eine Moglichkeit, den Uberblick nicht zu verlieren, wiire, mit dem Beispiel 3.3.1
(Eigenwertberechnung) zu beginnen und dann die beiden Abschnitte 3.2 (Polynom-
multiplikation) und 3.3 (Polynomfaktorisierung) durchzugehen, bevor man sich in
Abschnitt 4.3 (Minimieren eines polynomiellen ZLS) vertieft. Das wire sozusagen
eine Minimalvariante, in der die wesentlichen Konzepte vorkommen.

Bevor man dann tiefer in die folgenden Kapitel 3 (Faktorisieren) und 4 (Mini-
mieren) eintaucht, empfiehlt es sich, noch einmal Kapitel 2 (Rechnen), insbesonde-
re dessen Grundlagen, zu wiederholen. Die Abschnitte 3.4 (Faktorisierungstheorie),
3.5 (Faktormultiplikation) und 3.6 (Allgemeine Faktorisierung) sollte man sich eher
fiir den Schluss aufsparen. Diese sind weniger fiir die Minimierung relevant —dafiir
geniigt der Abschnitt 4.4 (Verfeinern)— als fiir ein tieferes Versténdnis linearer Dar-
stellungen (von Elementen des freien Schiefkorpers).

Abgesehen vom etwas hoheren Aufwand —schliellich benétigt man jetzt eine Ma-
trix (und einen Vektor) statt eines einfachen Bruches— sollte nun die Uberzeugung
eingetreten sein, dass man (fast) ganz normal mit Elementen des freien Schiefkérpers
rechnen kann. Der Illusion, zu verstehen, was denn dieser Koérper nun tatsédchlich wire,
sollte man sich allerdings nicht hingeben, wenn man noch nicht damit begonnen hat,
in der (zitierten) Literatur zumindest etwas zu stébern.

Da es so viele Ankniipfungspunkte zu verschiedenen Bereichen der Mathematik
gibt, empfiehlt es sich, seinen eigenen Weg zu finden. Vielleicht hilft der folgende
Auszug eines Artikels von C. Reutenauer dabei:

,Der Ring der rationalen Reihen (mit seinem nicht-kommutativen Produkt) ist
per Definition der Ring, der die nicht-kommutativen Polynome und die Inverse je-
der Reihe mit nicht-verschwindendem konstanten Term enthélt. Jedoch ist er kein
Schiefkorper; zum Beispiel haben die Variablen kein Inverses in diesem Ring. Aber es
existieren Korper, die die nicht-kommutativen Polynome enthalten. Unter diesen gibt
es einen kanonischen, und dieser hat die ,geringst moglichen Relationen‘. Er wurde
von P. M. Cohn konstruiert und heifit der freie Schiefkorper. Er ist nicht einfach zu
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beschreiben.! [...] Eine natiirliche Frage taucht auf: Tatséchlich sind rationale Reihen
im freien Schiefkorper enthalten; umgekehrt, wenn eine Reihe —im {iblichen Sinn—
im freien Schiefkdrper enthalten ist, ist sie rational? Das wurde positiv von Fliess
beantwortet [F1i70], der damit die Vorstellung klargestellt hat.“ [Reu08, Abschnitt 9]

Selbst, wenn man im Studium viel mit Algebra (z.B. fiir Zahlentheorie) zu tun
hatte, braucht es seine Zeit, um sich in der nicht-kommutativen Welt? zurechtzufinden.
Ein erster Test ist (a + b)%. Ohne weitere Information —abgesehen der, dass die
Addition {iblicherweise kommutativ ist— sollte man das als a? + ab+ ba + b? auflésen.
Tatséchlich gibt es eine ganze Reihe an Konzepten aus dem Kommutativen, die sich
verallgemeinern lassen. Aber diese sind selten offensichtlich, wie man sich selbst —
nur um ein paar zu nennen— in [Ore31] (Lineare Gleichungen), [Tay73] (Funktionen)
oder [GGRWO05] (Determinanten) iiberzeugen kann.

Etwas anderes, das den freien Schiefkérper eher schwer zugénglich macht, ist das
Auftauchen von Phidnomenen und Konzepten, die zundchst ungewohnt sind. Dazu
gehort das identische Verschwinden von bestimmten Polynomen, selbst dann, wenn
man Matrizen einsetzt [AL50], zum Beispiel um Ausdriicken wie (zy — yz)~! einen
Sinn zu geben. Oder das der Inversionshohe [Reu96a, HS07, HS15]. Schnell entstehen
viele weitere Fragen und so ist es kaum moglich, sich nicht zu verlieren.

Ein neues Phiinomen betrifft die Moglichkeit, dass zwei (verallgemeinerte) Atome
(irreduzible Elemente) zu einem neuen Atom ,verschmelzen“ kénnen. So ist z.B. f =
(1 — 2y)(1 — zy)~! irreduzibel, das heifit, dass die beiden urspriinglichen , Faktoren®
nicht mehr aus einem minimalen ZLS fir f rekonstruiert werden kénnen. Wie soll
oder kann man sich das vorstellen? Im Ring der ganzen Zahlen wére ,2 -3 = 5
volliger Unsinn. Natiirlich miisste man hier etwas préziser (mit der Sprache) sein,
schlieBlich muss man ja zwischen Element und Darstellung unterscheiden.? Trotzdem
darf man den Zeitaufwand nicht unterschitzen, der anfillt, wollte man das genauer
untersuchen. AuBerdem lisst sich nicht abschiitzen, welche weiteren Uberraschungen
die nicht-kommutative Welt in sich birgt. Das ist auch der Grund weshalb man sich
insbesondere fiir die (allgemeine) Faktorisierungstheorie viel Zeit nehmen sollte.

Um die allgemeine Theorie der (nicht-kommutativen) Divisionsringe im Detail
nachvollziehen zu kénnen, braucht man entsprechende Grundlagen. So liest man in
der Einleitung des Kapitels {iber Divisionsringe in Lams ,,zweiten“ Buch iiber nicht-
kommutative Algebra auf Seite 287 [Lam99]: ,Nach der Entwicklung von genug Mo-
dultheorie? in den letzten drei Kapiteln, ist nun die Biihne frei, um die Theorie von
Divisionsringen zu studieren. Das aktuelle Kapitel ist eine allgemeine Einleitung in

IDie Hervorhebung stammt von mir.

?Eigentlich befindet man sich in der Rubrik ,, Assoziative Algebra®.

3Das scheinbare Paradoxon hier 16st sich auf, wenn man sich von rationalen Ausdriicken als
,Darstellung® 16st. Im Abschnitt 2.6 (Rationale Identitiiten) ist uns bereits der Ausdruck (y~=! —z)~?!
untergekommen, dessen Regularitit erst im dquivalenten (1 — yz)~ !y sichtbar wird. Dagegen ist die
Invertierbarkeit des konstanten Teils der Systemmatrix eines minimalen ZLS sofort erkennbar.

4 Moduln sind eine Verallgemeinerung von Vektorrdumen, daher ist auch der (Euklidsche) dreidi-
mensionale Raum R? ein Modul. Viel von dem, was in Vektorrdumen selbstverstiandlich ist, gilt in
Moduln nicht automatisch.



diese Theorie, im Rahmen nicht-kommutativer Ringe.“ Grob werden dann drei Fille
unterschieden: Der ,,Gute“, der ,,Schlechte“ und der , Hissliche“®. In letzteren fallt die
freie assoziative Algebra (fiir ein Alphabet mit mindestens zwei Buchstaben). Weiters
schreibt Lam: , Es ist keineswegs klar, dass K(X) in einen Divisionsring eingebettet
werden kann.“

Nun mag zwar die Einbettung (des Rings) der nicht-kommutativen Polynome in
einen Divisionsring (beziehungsweise Schiefkorper) etwas ,sperriger” zu formulieren
sein, die Eigenschaften der freien assoziativen Algebra sind alles andere als hésslich.
So hat sie zum Beispiel einen distributiven Faktorverband [Coh82b] bzw. [Coh85,
Abschnitt 3.5], das ist der ,Verband* aller Teiler eines (vorgegebenen) Polynoms.
Am schonsten sieht man das am Beispiel (1 — yz) = 2 — zyz = (1 — zy)x, das
uns im néchsten Kapitel in unterschiedlichen Varianten begegnen wird. Es kann im
allgemeinen viele ,,verschiedene Wege* geben, ein Polynom (in irreduzible Elemente)
zu faktorisieren, aber alle , Wege“ sind gleich lang! Auch das ist etwas, das man von
den ganzen Zahlen her bereits kennt: 2 -3 = 6 = 3 - 2. Richard Dedekind hat sich
dariiber vor iiber hundert Jahren den Kopf zerbrochen ...

5Im Original heifit es , The Ugly“, das man in diesem Zusammenhang vielleicht auch mit der
»operrige“ oder der ,, Vertrackte® iibersetzen kénnte.






Kapitel 3

Faktorisieren

Nachdem die gesamte Faktorisierungstheorie einem , kleinen“ Problem aus der Mini-
mierung von linearen Darstellungen entsprungen ist, soll dieses auch als Roter Faden
durch das Kapitel fiihren. In gewisser Weise hat sich diese Theorie verselbstindigt
und ist mittlerweile auch rein algebraisch interessant, ermoglicht sie doch, den freien
Schiefkorper als ,,Ring“ zu interpretieren. Nicht in der trivialen Sicht, wonach jeder
Korper ein Ring ist, sondern in der reichhaltigen , Struktur®, die man erhélt, wenn
man nicht-kommutative Faktorisierungstheorie und die Theorie der Einbettung von
freien Idealringen® in ihren jeweiligen universellen Quotientenkdrper miteinander ver-
kniipft. Die Fiille an Fragestellungen ist enorm, weil man nun iiber verallgemeinerte
Monome, Links- und Rechtsideale, mégliche Invarianten in Bezug auf die Faktorisie-
rung, etc. nachdenken kann.

Um den Faden nicht zu verlieren, kehren wir zuriick zu einem einfachen Beispiel:
Angenommen, wir haben ein Element f durch das zuléssige lineare System Ay,

r 1
-1 s=
-1 =z 1

gegeben. Mittels Proposition 2.3.6 konstruieren wir fiir fo das System A,

Ist A minimal? Nun wiederholen wir diesen Schritt fiir f gegeben durch ein anderes

!Einen freien Idealring (FIR) kann man sich als ,verallgemeinerte“ freie assoziative Algebra vor-
stellen. Details findet man in [Coh85, Abschnitt 1.2].

39
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System A’ und konstruieren wiederum ein System A’ fiir fz, nédmlich
z 1 .
1 vy -1
xr -z

in dem man .A} direkt ablesen kann. Hier sicht man sofort, dass Zeile 3 und Spalte 3
entfernt werden konnen, nachdem man Spalte 3 zu Spalte 4 addiert hat. Also kann
A’ und damit auch A nicht minimal sein. Was das mit der Faktorisierung zu tun
hat, sieht man dann viel deutlicher im Beispiel 3.2.1, sobald man sich mittels der
minimalen Inversen vergewissert hat, dass f = (pg)~! fiir p = v und ¢ = 1 — yx ist.
Der 2 x 1 Nullblock (links unten) in der Systemmatrix von Ay wird zu einem
Nullblock rechts oben in der Systemmatrix von AJIl, der Standardinversen von Ay,

1 —x 1 0 0
1 -y 0 10

1 —z|®7 ’
-1 1

die hier minimal ist, weil f vom Typ (0,0) ist. Und dieser Nullblock rechts oben ist
der, der bei der Multiplikation (*, 1) oder (1, %) entsteht, vergleiche Propositionen 2.3.6
bzw. 2.3.9. Damit ergibt sich eine ,natiirliche“ Korrespondenz zwischen Faktorisie-
rungen und rechter oberer Nullblock-Struktur in der Systemmatrix (vorausgesetzt die
entsprechenden Eintrige in der rechten Seite sind Null).

Mit anderen Worten: Man kann (nicht-triviale) Faktoren in einem Polynom fin-
den, indem man nach ,passenden® Transformationen (eines minimalen ZLS) sucht.
Darum geht es in Abschnitt 3.3. Faktorisiert man auf diese Art ein Polynom in zwei
(nicht notwendigerweise irreduzible) Faktoren, sind ,,deren® zuliissige lineare Systeme
notwendigerweise minimal. Umgekehrt, und das ist der Kern von Abschnitt 3.2, gilt
das auch. So ,offensichtlich® die minimale Polynommultiplikation auch sein mag, der
Beweis ist hochgradig nicht-trivial. (Was vermutlich daran liegt, dass aufler der Mi-
nimalitéit keine weiteren Annahmen, wie z.B. Invertierbarkeit der Systemmatrix iiber
den formalen Potenzreihen, notwendig sind.)

Als praktischer Zugang bietet sich Beispiel 3.3.1 an, in dem die (nicht-kommu-
tative) Polynomfaktorisierung verwendet wird, um die Eigenwerte einer Matrix iiber
das charakteristische Polynom auszurechnen.

Die allgemeine Faktorisierungstheorie in Abschnitt 3.4 ist sicherlich schwerer zu-
ginglich. Zwar bekommt man durch die Polynome schnell eine Idee, wie es sein sollte,
aber die ,,Stolpersteine® bis hin zum Satz 3.4.9 sind zahlreich. Dafiir kann man dann
die freie assoziative Algebra ,vergessen“ und Elemente direkt im freien Schiefkorper
faktorisieren. Und auch hier gibt es wieder zwei Sichten, nédmlich die der (minima-
len) Multiplikation in Abschnitt 3.5 und die der (eigentlichen) Faktorisierung iiber
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das Aufspiiren von Nullblocken in Abschnitt 3.6. Dariiber hinaus ist das (multipli-
kative) ,,Verschmelzen“ zweier (verallgemeinerter) Atome zu einem (neuen) Atom
etwas gewohnungsbediirftig. Das dem zugrundeliegende Phinomen miisste jedenfalls
genauer untersucht werden, weil das die (algorithmische) Minimierung (ohne ,, Verfei-
nerung“?) schwierig macht.

Dieses Kapitel schliefit mit Abschnitt 3.7, in dem anhand zweier Beispiele detail-
liert die einzelnen Schritte fiir die Faktorisierung erldutert werden. In Beispiel 3.7.1
geht es um die Faktorisierung eines Polynoms und in Beispiel 3.7.6 um die (allgemei-
ne) Faktorisierung eines reguliren Elementes. Dariiber hinaus gibt es Anmerkungen
zur grundsétzlichen Vorgehensweise.

3.1 Grundlagen

Die folgenden Definitionen folgen hauptsiichlich [BS15], sind aber fiir unsere Zwecke
angepasst. Wir brauchen hier nicht die volle Allgemeinheit. Wihrend es im Kommu-
tativen eine ziemlich einheitliche Faktorisierungstheorie gibt [GHK06, Abschnitt 1.1],
ist der ,einfachste” nicht-kommutative Fall, der eines ,eindeutigen Faktorisierungs-
bereiches (UFD) wie der freien assoziativen Algebra, nicht so klar. Fiir einen allge-
meinen (algebraischen) Blickwinkel empfiehlt sich die Zusammenfassung [Smel5]. Die
Faktorisierung in freien Idealringen (FIRs) wird ausfiihrlich in [Coh85, Kapitel 3] dis-
kutiert. Freie Idealringe spielen eine wichtige Rolle bei der Konstruktion von freien
Schiefkérpern. Mehr zur ,,nicht-kommutativen* Faktorisierung findet man in [Jor89]
und [BHL17] (nur um zwei zu nennen) und der dort erwihnten Literatur. Zur Ab-
grenzung der Faktorisierung in freien assoziativen Algebren siehe auch Abschnitt B.4.

Definition 3.1.1 (Ahnliche Rechtsideale, #hnliche Elemente [Coh85, Abschnitt 3.2]).
Sei R ein Ring. Zwei Rechtsideale a,b C R heiflen dhnlich, geschrieben als a ~ b, wenn
R/a = R/b als rechte R-Moduln ist. Zwei Elemente p,q € R heiflen dhnlich, wenn
ihre Rechtsideale pR und ¢R &hnlich sind, das heifit, pR ~ ¢R. Siehe auch [Smel5,
Abschnitt 4.1].

Definition 3.1.2 (Links-/Rechtsteilbarkeit, koprime Elemente [BS15, Abschn. 2]).
Sei R ein Integrititsbereich und H = R®* = R\{0}. Ein Element p € H teilt ¢ € H von
links, geschrieben als p|; ¢, wenn g € pH = {ph | h € H} ist. Zwei Elemente p, ¢ heilen
links koprim wenn fiir alle & mit der Eigenschaft h|;p und k| g bereits h € H* =
{f € H | f ist invertierbar} ist, das heifit, h ist ein Element der Einheitengruppe.
Teilbarkeit von rechts p |, ¢ und die Notation von rechts komprim wird in #hnlicher
Weise definiert. Zwei Elemente heiflen koprim wenn sie links und rechts koprim sind.

Definition 3.1.3 (Atomare Integritétsbereiche, irreduzible Elemente [BS15, Ab-
schnitt 2]). Sei R ein Integrititsbereich und H = R°®. Ein Element p € H \ H*,

2Der Abschnitt 4.4 (Verfeinern von Pivotblécken) im folgenden Kapitel 4 (Minimieren) wiirde
genau so gut hierher passen. Allerdings wéire das fiir jene, die hauptsidchlich an der Minimierung
interessiert sind, wohl nicht ganz so iibersichtlich.
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das heift, eine nicht-null Nicht-Einheit (in R), heiit Atom (oder irreduzibel) wenn
p = qi1q2 mit q1,q2 € H impliziert, dass entweder ¢; € H* oder ¢go € H* ist. Die
Menge der Atome in R wird mit A(R) bezeichnet. Das (kiirzbare) Monoid H heifit
atomar, wenn jede Nicht-Einheit als endliches Produkt von Atomen in H geschrieben
werden kann. Der Integritéitsbereich R heifit atomar, wenn das Monoid R® atomar
ist.

Definition 3.1.4 (Ahnlichkeits-eindeutige Faktorisierungsbereiche [Smel5, Definiti-
on 4.1]). Ein Bereich R heifit dhnlichkeits-faktoriell (oder ein Ahnlichkeits-UFD?),
wenn R atomar ist und die folgende Bedingung erfiillt: Wenn p1ps -+ pm = q1G2 - * - Gn
fiir Atome (irreduzible Elemente) p;, ¢; € R gilt, dann ist m = n und es existiert eine
Permutation o € &,, sodass p; dhnlich zu q,(; fiir alle i € {1,2,...,m} ist.

Bemerkung. Ahnlichkeit zweier Elemente a,a’ in einem schwachen Bezout-Ring
R ist dquivalent zur Existenz von b,b’ € R sodass ab’ = ba’ mit ab’ und ba’ koprim
ist, das heifit, @ und b sind links koprim und b’ und a’ sind rechts koprim. Die freie
assoziative Algebra K(X) ist ein schwacher Bezout-Ring [Coh63, Proposition 5.3 und
Satz 6.2].

Beispiel. Die Polynome p = 1 — 2y und ¢ = 1 — yx sind dhnlich, weil px =
(1 —ay)xr =2 — zyxr = 2(1 — yx) = xq ist. Siehe auch Beispiel 3.2.1.

Beispiel. Im freien Monoid X* sind die Atome genau die Buchstaben z; im Al-
phabet X.

Proposition 3.1.5 ([Coh63, Satz 6.3]). Die freie assoziative Algebra K(X) ist ein
Ahnlichkeits-UFD.

Bemerkung 3.1.6. In Abschnitt 3.4 wird die Teilbarkeit und die Irreduzibilitit mit-
tels der Definitionen 3.4.4 bzw. 3.4.10 auf den freien Schiefkérper iibertragen. Um
auch die ,, Ahnlichkeit* sinnvoll verallgemeinern zu kénnen, ist noch einiges zu tun.
Als Zwischenschritt konnte man die Ahnlichkeit im Sinne der vorherigen Bemerkung
(iitber schwache Bezout-Ringe) auch im freien Schiefkorper definieren, weil Koprim-
heit bereits zur Verfiigung steht. Gegeben zwei Elemente f,g € F, wie findet man
gegebenenfalls hy, ho € F sodass fhy = heog ist, f und hs links koprim und hy und g
rechts koprim sind? Ein Spezialfall davon ist das Konjugationsproblem: Existiert ein
0# h €T, sodass fh = hg bezichungsweise f = hgh~! ist?

3.2 Minimale Polynommultiplikation

Beispiel 3.2.1 ([Sch17c, Beispiel 2.7]). Die Polynomep =z € K(X) und ¢ = 1—yzx €
K(X) konnen durch die minimalen polynomiellen zuléssigen linearen Systeme

1 — 1 y -1
Ap:(l,[. 1},1) bzw. A, =(1,|. 1 —-=z|,1

3Wir verwenden in der Folge diesen weniger ,sperrigen® Begriff, auch wenn das Akronym vom
Englischen ,,unique factorization domain* kommt.
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dargestellt werden. Ein polynomielles ZLS fiir pg = 2(1 — yx) ist gegeben durch

1 -z . [2(1 — ya)]
1 -1 . 1—yx
1 —1|s= s = 1—yx
—x . T
1 1 1

Addiert man Spalte 2 zu Spalte 3 (und subtrahiert s3 von s3) bekommt man

1 —x -z [2(1 — yx)]
1 0 . 0
1 y —1|s= , s=| 1—-yz |,
1 —x . T
i 1] 1] L 1 l
also das polynomielle ZLS
1 —=z 0 O
. 1 vy -1 .
A=1[1 . . ], 1 ol . (3.2.2)
1 1

Nachdem auch die rechte Familie ¢t = [1, 2, —zy, z(1 —yx)] K-linear unabhéngig ist, ist
dieses System laut Proposition 2.1.8 (Minimalitétscharakterisierung) minimal. Man
beachte den rechten oberen 1 x 2 Nullblock in der Systemmatrix von A.

Um zu zeigen, dass die Konstruktion in Proposition 3.2.7 zu einer minimalen Dar-
stellung (fiir das Produkt zweier Polynome) fiihrt, ist einige Vorbereitung notwendig.
Eines der wesentlichen Werkzeuge ist (wieder einmal) Lemma 2.1.3 [Coh95, Korol-
lar 6.3.6]. Obwohl wir hier nur mit reguliren Elementen arbeiten, muss die Invertier-
barkeit der konstanten Koeffizientenmatrix Ay (in der Systemmatrix) in Lemma 2.3.2
nicht angenommen werden. Zunéchst ist nicht klar, ob es nicht auch einen viel einfa-
cheren Beweis geben konnte. Erst spéter, nach der allgemeinen Faktorisierungstheorie
und der etwas allgemeineren (minimalen) Multiplikation zeigt sich, dass hier viel mehr
dahintersteckt, ndmlich dass polynomielle Faktoren immer verallgemeinerte Faktoren
(siche Definition 3.4.1) sind.

Mit anderen Worten: Beim Ubergang vom Ring (der freien assoziativen Alge-
bra) zu seinem Quotientenkorper (dem freien Schiefkérper) muss man —gegeben ein
Element— fast alle Elemente, das heif3t, alle bis auf endlich viele, als Faktoren aus-
schlielen. Dabei ist es keineswegs selbstverstéindlich, dass ein irreduzibles Polynom
keine weiteren echten Faktoren (im freien Schiefkorper) hat. Darum geht es dann in
Abschnitt 3.4.

Lemma 3.2.3 ist eine etwas verallgemeinerte Version von [Schl7c¢, Lemma 2.4].
Der Beweis selbst muss kaum angepasst werden. Der Beweis der (folgenden) Pro-
position 3.2.7 wird wesentlich einfacher iiber die Lemmata 3.2.5 und 3.2.6, die aus
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dem Originalbeweis (der Polynommultiplikation) extrahiert wurden. Sie sind spéter
niitzlich, besonders in Lemma 3.4.7.

Bemerkung. Die Transformation im folgenden Lemma ist nicht notwendigerweise
zuléissig. Aber, aufler fiir n = 2 (die iiber eine Permutation der letzten beiden Elemente
in der linken Familie, das heifit, eine Permutation der letzten beiden Spalten in der
Systemmatrix, zuléssig wird) kann sie so gewihlt werden, dass sie zulissig ist.

Lemma 3.2.3 ([Schl7a, Lemma 2.14]). Sei A = (u, A,v) = (1, A, \) ein ZLS der
Dimension n > 2 und K-linear abhdingiger linker Familie s = A~ 'w. Sei m €
{2,3,...,n} der minimale Index sodass die linke Teilfamilie s = (A=) K-linear
unabhdingig ist. Fir A = (a;;) sei a;; =1 fir 1 <i<m und a;; =0 firj <i<m
(oberer m x m Dreiecksblock) und a;; = 0 fir j < m < i (Nullblock der Grife
(n —m) x m links unten). Dann existieren Matrizen T,U € K> (+1=m) sodgss

U+ (am—1,)fm = T(ai)} jom = [0 ... 0] und T(v;)i,, =0 ist.
Beweis. Laut Annahme ist die linke Teilfamilie (s,,—1, Sm, - - - , $n) K-linear abhiingig.
Also gibt es Koy, ..., kn € K, sodass s;,—1 = KmSm + Km41Sm+1 + - -+ + EnSy ist.
Sei U = [Km, Km—41s - - - s Kn). Dann ist 8,1 — Us = 0. Laut Annahme ist v,,—; = 0.
Nun kénnen wir Lemma 2.3.2 mit B = U + [@m—1,m, Gm—1,m+1s - - - Gm—1,n] und s

anwenden. Daher gibt es eine Matrix 7' € K'*(?*+1=m) die folgende Gleichung erfiillt:

Umym -+ Gmon
U+ [am-tm - Gm—1n| =T | =0 ... 0. (324

T s
Da die letzte Spalte von T' Null ist, gilt auch T'(v;),,, = 0. O

Lemma 3.2.5 ([Sch17a, Lemma 2.15]). Seien p € K(X) \ K und g € F\ K durch
die minimalen zuldssigen linearen Systeme A, = (up, Ap,vp) der Dimension n, be-
ziehungsweise Ay = (ug, Ag,vq) der Dimension ng mit 1 € R(g) gegeben. Dann ist
die linke Familie des ZLS A = (u, A,v) laut Proposition 2.3.9 fiir pg der Dimension
n = n, +ng — 1 K-linear unabhdingig.

Beweis. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei v = [0,...,0,1]", A, in polyno-

mieller Form und [1,0,...,0]" die erste Spalte von A,. Seien s, = (s¥,..., sﬁp) und
sg=(sY,..., s%q) die jeweiligen linken Familien von A, und A,. Wir miissen zeigen,
dass die linke Familie

§=(81,82,...,8,) = (s79,..., 8 _19,9,53,....50 ).
von A K-linear unabhéingig ist. Wir nehmen gegenteilig an, dass es einen Index 1 <
m < n, gibt, sodass (Sm—1, Sm, - - ., Sn) K-linear abhéngig ist, wihrend (s, .. ., $n) K-

linear unabhiingig ist. Dann existieren laut Lemma 3.2.3 Matrizen T, U € K!*(=m+1)
als Blocke in (invertierbaren) Matrizen P, Q € K"*",

Im72 . . Imfz . .
P= . 1 T und Q = . 1 U ,
In—m+1 . . In—m+1
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die die Gleichung s,,—1 = 0 (in Zeile m — 1) in PAQ erzeugen. (Diese , potentielle®
Transformation (P, Q) ist nicht notwendigerweise zuliissig. Aber das spielt hier keine
Rolle, weil wir nur die lineare Unabhéingig der linken Familie zeigen.) Sei P (bzw. Q)
der obere linke Teil von P (bzw Q) der Grofle ng x ny. Dann ist s? | = a € K die
Gleichung in Zeile m —1in PA Q und, da s} = A € K ist, wiirde das der K-linearen
Unabhéngigkeit der linken Familie von A, w1dersprechen Also gibt es keinen solchen
Index 1 < m < n, und damit ist s = (s1, S, ..., s,) K-linear unabhéngig. O

Bemerkung. Uber die Minimalitit von A kann nichts gesagt werden, da die rechte
Familie t = uA~"! nicht notwendigerweise K-linear unabhiingig ist. Als Beispiel neh-
men wir p = 2y und g = y~ ! + z. Ein, laut Proposition 2.3.9 konstruiertes, ZLS fiir

pg ist

1 1
Dessen rechte Familie ist t = [1, z, zy, x, x + xyz].

Lemma 3.2.6. Seien f € F\ K und ¢ € K(X) \ K gegeben durch die minimalen
zuldssigen linearen Systeme Ay = (uy, Ay, vy) der Dimension ny mit 1 € L(f) bezie-
hungsweise Aq = (uq, Ag,vq) der Dimension ng. Dann ist die rechte Familie des ZLS
A = (u, A,v) laut Proposition 2.5.6 fir fq der Dimension n = ny + ng — 1 K-linear
unabhdngig.

Proposition 3.2.7 (Minimale Polynommultiplikation [Sch17¢, Proposition 2.6]). Sei-
en p,q € K(X) gegeben durch die minimalen polynomiellen zulissigen linearen Sys-
teme A, = (1, A,, \p) beziehungsweise A, = (1, Aq, Ay) der Dimensionen n,,ng > 2.
Dann ist das ZLS A laut Proposition 2.3.6 fiir pq minimal (und polynomiell) mit der
Dimension n = ny, +ng — 1.

Beweis. Die Félle p € K oder ¢ € K sind trivial. Die linke Familie von A ist K-linear
unabhingig laut Lemma 3.2.5 und die rechte Familie ist K-linear unabhéngig laut
Lemma 3.2.6. Proposition 2.1.8 liefert die Minimalitéit. Durch die Konstruktion ist A
ein polynomielles ZLS. O

3.3 Polynomfaktorisierung

Das hier entwickelte Faktorisierungskonzept basiert auf minimalen polynomiellen
zuldissigen linearen Systemen. Ein paar Moglichkeiten, wie man solche direkt erhilt,
haben wir in Abschnitt 2.2 (und fiir die Multiplikation im vorherigen Abschnitt)
kennengelernt. Wie man diese (fiir Polynome) im allgemeinen konstruiert, wird in
Abschnitt 4.3 beschrieben.
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Bemerkung. Obwohl wir hier (allgemeine) zulédssige lineare Systeme verwenden,
mit einer Beschrinkung der Anwendung rationaler Operationen mit Ausnahme der
Inversen in Proposition 2.3.1 auf ausschliefllich (Systeme fiir) Polynome, erhilt man
wieder Polynome. Wenn die Inverse beschriankt wird auf (Systeme fiir) rationale for-
male Potenzreihen mit nicht-verschwindenden konstanten Koeffizienten, erhilt man
wieder rationale formale Potenzreihen. Nachdem wir nur die Multiplikation verwen-
den, ist die Giiltigkeit der Polynomfaktorisierung in Satz 3.3.6 unabhdngig von der
Konstruktion des freien Schiefkérpers.

Obwohl es auf den ersten Blick so aussieht, als wollte man mit Kanonen auf Spat-
zen schieflen indem man Polynome als Elemente des freien Schiefkérpers (der freien
assoziativen Algebra) betrachtet, gibt es —mneben der ,Sichtbarkeit* der Faktorisie-
rung (in zuldssigen linearen Systemen)— auch andere Vorteile. So kann man spéter
den linken (oder rechten) grofiten gemeinsamen Teiler zweier Polynome p, ¢ berech-
nen, indem man die lineare Darstellung fiir p~'¢ minimiert, das heifit, gemeinsame
linke Faktoren eliminiert. Das wird im Anhang in Abschnitt A.1 illustriert.

Beispiel 3.3.1 ([Schl7c, Beispiel 3.7]). Sei

6 1 3
B=|-7 3 14
1 0 1

Dann ist p(x) = det(x] — B) = 2® — 102% + 31z — 30 das charakteristische Polynom
von B. Das linke Begleitsystem A, von p (laut Definition 2.2.3) ist

1 —z+10 —-31 30 . p(x)
1 —x R . 22
1 =7 T =
1 1 1

Die Anwendung der Transformation (P, Q) mit

1 . . M1 =5 6 . 1 =5 6
1 -3 . 1 .. 1 -3
P= 1 . 1 .| 1
i 1 1 1
und
(1 1 1 . )
1 5 . 1 . . 15 9
Q p— 6 =
18 12 13
| 1 1 1

ergibt das zuléssige lineare System P.A,Q,

1 56—z . . . p(x)
1 2—z . IR | (x—=2)(z—3)
T ) e Y x—3
1 1 1
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Also ist die Menge der Eigenwerte von B gleich {2,3,5}. Fiir den Fall, dass das
Polynom nicht in Linearfaktoren zerféllt, vergleiche auch mit Beispiel 3.3.4.

Definition 3.3.2 (Atomare zulissige lineare Systeme). Ein minimales polynomielles
ZLS A = (1, A, \) der Dimension n > 2 heifit atomar (oder irreduzibel), wenn es keine
Polynomfaktorisierungstransformation (P, Q) gibt, sodass PAQ einen rechten oberen
Nullblock der Gréfle (n —i— 1) x i fiir ein i = 1,2,...,n — 2 hat.

Wenn wir im minimalen ZLS (3.2.2) fir pg = z(1 — yx) aus dem Beispiel 3.2.1
Spalte 2 zu Spalte 4 addieren, erhalten wir

1 —z . -z . z(1 —yzx)
1 vy O s=1"1], s= —yT
1 —z . x
1 1 1

Subtrahieren der Zeile 3 von Zeile 1 ergibt

1 -z -1 0 : (1 —zy)x
1 Y 0 s=1"1, s= —yT
1 —=z . T
1 1 1

mit einem rechten oberen 2 x 1 Nullblock in der Systemmatrix. Wir wiirden das
gleiche System (bezogen auf die Nulleintriige) via minimaler Polynommultiplikation
von 1 —zy und x erhalten. Das illustriert, dass wir die Faktoren von Polynomen finden
konnen, indem wir nach polynomiell zuldssigen Transformationen suchen, die einen
entsprechenden Nullblock rechts oben in der (transformierten) Systemmatrix ergeben.

Satz 3.3.6 wird die Korrespondenz zwischen einer Faktorisierung in Atome und
der Struktur der rechten oberen Nullblécke herstellen. Also, um ein Polynom p vom
Rang n > 3 in nicht-triviale Faktoren p = ¢1g2 mit rang(¢;) = n; > 2 und n =
ni + no — 1 zu zerlegen, miissen wir Transformationen der Form

1 aq.2 e a1,n—1 0 10 0 e 0
. . . 1 /3273 tte BQ,TL
(P.Q) = 1 apana Of I (3.3.3)
! 0 6n—1,n
1 1

mit Eintrégen o;j, ;; € K finden, siehe Definition 2.1.13. Im allgemeinen ist das ein
nicht-lineares Problem mit (n — 2)(n — 1) (kommutativen) Unbekannten.

Beispiel 3.3.4 ([Sch17c, Beispiel 2.12]). Sei p = 2% — 2 € K(X) gegeben durch das
minimale polynomielle ZLS

1 —x 2
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Wenn K der Korper der rationalen Zahlen Q ist, dann ist A atomar (irreduzibel).
Wenn K der Korper der reellen Zahlen R ist, dann existiert die polynomiell zuldssige
Transformation

LV o
(PaQ): . 1 L A 1 _\/i
o1 . 1

der Form (3.3.3) sodass A’ = PAQ gleich

1 —z++2 0
a=(p 0 1 vl
. . 1 1

ist, also p = 22 — 2 = (x — v2)(z + v/2) in R(X).

Bemerkung. Es ist einfach zu priifen, dass p = zy — 2 ein Atom in K(X) ist,
weil beide Eintrdge, a2 in P und f23 in @, Null sein miissen (sonst koénnte der
obere rechte Eintrag in A’ nicht verschwinden) und daher gibt es keine nicht-triviale
polynomielle zulissige Transformation, das heif3t, eine Transformation die die obere
rechte Block-Struktur dndert.

Lemma 3.3.5 ([Sch17¢, Lemma 2.13]). Seien 0 # p,q1,q2 € K(X) durch die mini-
malen polynomiellen zulissigen linearen Systeme A = (1, A, \), A1 = (1, A1, A1) und
Ay = (1, As, \2) der Dimensionen n = rang(p) bezichungsweise n; = rang(q;) > 2
mit p = q1qa gegeben. Dann existiert eine (Polynomfaktorisierungs-) Transformation
(P, Q) der Form (3.3.3), sodass PAQ einen rechten oberen Nullblock der Grifie (nq —
1) X (ng — 1) = (n —n2) X (n —ny) hat.

Beweis. Sei A" = (u/, A’,v") = (1, A’, \) das laut Proposition 3.2.7 aus %Al und
)\%Ag konstruierte (minimale) ZLS fiir p = ¢1¢2. Klarerweise gilt dim(A") = n; +
ny — 1 =n = rang(p). Und laut Konstruktion hat A’ einen rechten oberen Nullblock
der Grofle (ny — 1) x (ng — 1). Beide Systeme, A und A’, reprisentieren das gleiche
Element p, daher existiert laut Satz 2.1.6 eine zulissige Transformation (P, @), sodass
PAQ = A’ ist. Nachdem A’ polynomiell ist und sich die rechte Seite Pv = v’ nicht
dndert, ist (P, Q) eine Transformation der Form (3.3.3). O

Satz 3.3.6 (Polynomfaktorisierung [Schl7c, Satz 2.14]). Sei p € K(X) durch das
minimale polynomielle ZLS A = (1, A, \) der Dimension n = rang(p) > 3 gegeben.
Dann kann p genau dann in qiga mit n; = rang(q;) > 2 faktorisiert werden, wenn
es eine Polynomfaktorisierungstransformation (P, Q) gibt, sodass PAQ einen rechten
oberen Nullblock der Grifie (ny — 1) x (ng — 1) hat.

Beweis. Gibt es so eine Faktorisierung, kann Lemma 3.3.5 angewendet werden. Um-
gekehrt, wenn es so eine (polynomiell zuldssige) Transformation fiir einen Nullblock
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der Grofle k1 X ko gibt, erhalten wir ein ZLS A’ in Blockform (p ist der erste Eintrag
von s1)

Al,l ALQ . . S1
1 A273 S = . s s=1|g
A373 U3 S3

mit Blocken A;; und Asz s der GroBen ki x ki beziehungsweise kg x ko. In diesem
ZLS duplizieren wir den Eintrag s, 11 indem wir eine Zeile (und Spalte) einfiigen,
um folgendes ZLS der Grofie k1 + ko +2 = n + 1 zu erhalten:

Al,l ALQ 0 . . S1

0 1 -1 0 , . ’ g
s = s s =

1 A2,3 . g

0 A3’3 U3 53

Entsprechend der Konstruktion der Multiplikation in Proposition 2.3.1 steht p = fg
in der ersten Komponente von s; (dem ersten Block in §') fiir f,g € K(X) gegeben
durch die (polynomiell) zuldssigen linearen Systeme

A A Rk 1 Ass e
e O I DR

der Dimension n; = k1 + 1 beziehungsweise no = ks + 1. O

Die praktische Umsetzung der Faktorisierung erfolgt dann mit einer einfachen
Variante des Satzes 4.2.1 [CR99, Satz 4.1]. Die Invertierbarkeit der Transformations-
matrizen P und @ in (3.3.3) ist durch ihre Form sichergestellt. Ein Beispiel findet
sich in Abschnitt 3.7. In unserem Fall ist der kommutative Polynomring

K[Oé, 6] = K[Oélyg, N ,Oélynfl, a273, ceey agm,l, ey an,Q’n,h

ﬂ2,3; e a62,n; 63,4; e 753,717 cee 7Bn71,n]~

Allerdings garantiert ein nicht-triviales Ideal keine Losung {iber K, obwohl Losungen
iiber K existieren. Will man nur testen (ohne sie zu berechnen), ob es Losungen
(itber K) gibt, kann man das Konzept der Resultanten verwenden. Eine Einleitung
findet man in [CLO15, Abschnitt 3.6]. Dieses Buch beinhaltet auch eine Einleitung
in Grobner-Basen und einen Uberblick iiber Computer-Algebra-Systeme um sie zu
berechnen. Zusitzlich zur Arbeit von [Buc70], kann der Uberblick iiber Grobner—
Shirshov-Basen von [BK00] konsultiert werden.

Bemerkung. Um im allgemeinen die Multiplikation (Proposition 3.2.7) umzudre-
hen, um Faktoren zu finden, brauchen wir auch einen Nullblock entsprechender Grofie
links unten. Diese wichtige Voraussetzung ist in der Form eines polynomiellen ZLS
versteckt. Siehe auch Abschnitt 3.6 (Allgemeine Faktorisierung).
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Proposition 3.3.7 ([Sch17c, Proposition 2.15]). Sei p € K(X) gegeben durch das
minimale polynomielle ZLS A = (1, A, \) der Dimension n = rang(p) > 3 und sei
(P, Q) wie in (3.3.3). Fiziere ein k € {1,2,...,n — 2} und bezeichne mit I}, das Ideal
von K|, ], das durch die Koeffizienten von jedem x € {1}UX in den (i, j)-Eintrigen
der Matriz PAQ fir 1 < i<k undk+ 2 < j <n erzeugt wird. Dann kann p iiber
K(X) in qiq2 mit rang(q1) = k + 1 und rang(qz) = n — k faktorisiert werden, genau
dann, wenn das Ideal I}, # Ko, 8] ist.

Bemerkung 3.3.8 ([Schl7c, Abschnitt 2]). Es sei ein Polynom p € K(X) durch ein
minimales polynomielles ZLS der Dimension n = rang(p) > 2 gegeben. Dann gibt
es maximal ¢(n) = 2772 (minimale) Standardsysteme (in Bezug auf die Struktur
der oberen rechten Nullblocke). Fiir n = 2 ist das klar. Fiir n > 2 kann das ZLS
atomar (bezogen auf den algebraisch abgeschlossenen Grundkorper K) sein oder einen
Nullblock der Grifie 1x (n—2) oder (n—2)x 1 haben, also gilt ¢(n+1) = 1+2¢(n)—1 =
2¢(n), weil das System mit der ,feinsten® oberen rechten Struktur doppelt gezéhlt
wird.

Bemerkung. Modulo Ahnlichkeit hat jedes Element p € K(X)\ K nur eine Fakto-
risierung in Atome. Wenn man an der Anzahl der Faktorisierungen (nicht unbedingt
in Atome) modulo Permutationen (und Multiplikation der Faktoren mit Einheiten)
interessiert ist, kann die Abschétzung 2"2"&()=2 der Bemerkung 3.3.8 verwendet wer-
den. Jedoch kann die Anzahl der Faktorisierungen im Sinne von [BHL17, Definiti-
on 3.1] grofer sein. Als Beispiel diene das Polynom p = (z — 1)(z — 2)(z — 3), das
3! = 6 verschiedene Faktorisierungen (modulo dem Einfiigen von Einheiten) besitzt,
wihrend die Anzahl der polynomiellen zuliissigen linearen Systeme mit 2:2°&(®) =2 = 4
beschrankt ist.

Sei p ein Polynom mit der Faktorisierung p = q1g2 - - ¢, in Atome ¢; € K(X).
Da K(X) ein Ahnlichkeits-UFD ist (Proposition 3.1.5), hat jede Faktorisierung von
p in Atome m Faktoren. Daher kann man die Léinge von p mit m definieren, ge-
schrieben als ¢(p) = m. Fiir ein Wort w € X* C K(X) ist die Liange ¢(w) = |w|.
Ein Blick auf Proposition 3.2.7 (Minimale Polynommultiplikation) zeigt, dass die
Lénge eines Elementes p € K(X)® mit dem Rang abgeschiitzt werden kann, némlich
¢(p) < rang(p) — 1. Mehr iiber Lingenfunktionen —und Transfer-Homomorphismen
im Kontext nicht-eindeutiger Faktorisierungen— (in nicht-kommutativer Umgebung)
findet man in [Smel5, Abschnitt 3] oder [BS15].

3.4 Faktorisierungstheorie

InF=K(X) gilt F\ {0} =F* =F* = {f € F| f ist invertierbar}, das heiit, es gibt
keine von Null verschiedenen Nicht-Einheiten. Daher werden wir die Elemente iiber
ihre minimalen linearen Darstellungen betrachten. Wir erinnern uns, dass der Rang
(Abschnitt 2.1) eines Elementes f € F durch die Dimension eines minimalen ZLS von
f definiert ist.
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Zuerst, definieren wir Faktoren basierend auf dem Rang, in Definition 3.4.1. Ob-
wohl diese Definition ausreichen wiirde, um die klassische Teilbarkeit fiir Polynome
zu definieren, ist sie im allgemeinen zu starr. Nachdem das alles andere als offen-
sichtlich ist, wird das detailliert anhand eines Beispiels vor Definition 3.4.4 (Links-
und Rechts-Teilbarkeit) erklidrt. Danach ist einige Vorbereitung notwendig, um das
Einfiigen von nicht-trivialen Einheiten auszuschlieflen. Das ist das Wesen von Lem-
ma 3.4.7. Zuletzt liefert der Satz 3.4.9 die Aquivalenz der ,klassischen® Teilbarkeit (in
der freien assoziativen Algebra) und der neuen (im freien Schiefkérper) fiir Polynome.

Fiir eine Faktorisierung eines Polynoms p = q1¢2 -+ - ¢, in Atome ¢; wollen wir
auch eine Faktorisierung seiner Inversen p~! = (q1q2 - qm) " = ¢} - 'qgqul in
Atome q[l haben. Fiir zwei Polynome p, ¢ gilt rang(p) + rang(q) = rang(pq) + 1 laut
Proposition 3.2.7 (Minimale Polynommultiplikation). Laut Definition 3.1.2 gilt p |} h
wenn h = pq fiir ein ¢ € K(X) ist. Satz 2.5.13 (Minimale Inverse Typ (1, 1)) liefert

rang(q~ ") + rang(p~') = rang(q) — 1 + rang(p) — 1 = rang(q”'p~ "),

oder ¢! ,teilt* h~! von links fiir h = pg. Um das Einfiigen von nicht-trivialen

Einheiten von F \ K zu vermeiden, miissen wir die Summe der Rénge der Faktoren
beschrénken:

rang(pz) + rang(s~q) = rang(pg) + 2.
Definition 3.4.1 (Linke und rechte Faktoren [Schl17a, Definition 3.1]). Sei h € H =
F*® gegeben. Ein Element f € H heifit linker Faktor von h wenn
rang(f) + rang(f~'h) < rang(h) +1 und
rang(h™1 f) + rang(f ') < rang(h™') + 1.
Ein Element g € H heifit rechter Faktor von h wenn
rang(hg ') + rang(g) < rang(h) +1 und
rang(g~') + rang(gh™') < rang(h ') + 1.
Skalare und skalare Vielfache von h heiflen triviale Faktoren. Nicht-triviale linke oder
rechte Faktoren heiflen echt. Linke und rechte Faktoren heilen auch dufere Faktoren

um sie —wenn es notwendig ist— von (allgemeinen) Faktoren einer Faktorisierung zu
unterscheiden.

Bemerkung. Unmittelbar gilt: f ist genau dann ein linker Faktor von h, wenn
g = f~'h ein rechter Faktor von h ist. Und f ist genau dann ein linker Faktor von h,
wenn ! ein rechter Faktor von h™' ist.

Fiir zwei Polynome p und ¢ sagt die vorhergehende Definition nichts anderes als:
p (bzw. q) ist ein linker (bzw. rechter) Faktor von pg. Allerdings, im allgemeinen ist
f kein linker Faktor von h = fg. Als Beispiel diene f = (zyz)~! und g = x. Es ist

rang(f) + rang(g) = rang(z"y~'z~1) + rang(z)
=342
> rang(z 'y ™) + 1.
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Obwohl hier einfach zu sehen ist, dass f~! und g einen nicht-trivialen linken Teiler
in K(X) haben (im Sinne der Definition 3.1.2), kann das im allgemeinen viel diffiziler
sein, illustriert in Beispiel 3.4.2. Dieses Beispiel wird auch zeigen, dass die Definition
von dufleren Faktoren ziemlich restriktiv ist und nicht direkt angewandt werden kann.
Spéter werden linke und rechte Teiler allgemeiner definiert, sodass duflere Faktoren
in zumindest einer Folge ,abgespalten® werden kénnen (siehe Definition 3.4.4). Ob-
wohl wir spéter sehen werden, dass das eine Verallgemeinerung der Faktorisierung
in der freien assoziativen Algebra ist, ist sie aus zwei Griinden sehr viel schwieri-
ger anzuwenden: Zum einen muss man alle moglichen ,, Folgen“ von Faktorisierungen
testen, um die Atome (modulo ,,Ahnlichkeit“) zu erhalten. Zum anderen muss die
Invertierbarkeit der Transformationsmatrizen —um das ZLS in so einer Art zuléssig
zu transformieren, dass die Faktoren ,,extrahiert* werden kénnen— iiber eine Bedin-
gung fiir nicht-verschwindende Determinanten sichergestellt werden. Letzteres konnte
die praktische Anwendbarkeit auf Rang < 6, #hnlich zum Test ob eine Matrix voll
ist [Jan18], beschrénken. Die Abschnitte 3.5 (Minimale Faktormultiplikation) und 3.6
(Allgemeine Faktorisierung) enthalten weitere Details. Experimente zeigen, dass das
Testen von (Ir-)Reduzibilitdt von Polynomen unter der Verwendung einer polynomi-
ellen Form praktisch fiir Rang < 12 und in einigen Féllen bis Rang < 17 funktioniert
[Jan18].

Bemerkung. Selbst in ,einfachen* Féllen ist es schwierig zu entscheiden, ob ein
Element irreduzibel ist oder nicht, basierend auf reguldren Ausdriicken. Als Beispiel
diene f =1 —xy und g = (1 — zy)~!. Dann ist fg irreduzibel wihrend gf reduzibel
ist. Man muss deren jeweilige minimale lineare Darstellungen betrachten. Minimale
zuléissige lineare Systeme fiir fg und g f sind

1 -1 —=x . v 1
1 z —xz -1
Y 1 1s=1{. bzw. § =
1z 1 - by

1 1
Das Prinzip, wie man einen (echten) linken Teiler (in einem ZLS) findet, wird im

Detail im folgenden Beispiel erklért.

Beispiel 3.4.2 ([Sch17a, Beispiel 3.2]). Sei f = fifafs, mit fi = (xy)™!, fo=1—z2
und f3 = (yz) !, gegeben durch das minimale ZLS

y —1 =z 0 0

x =1 0 0
o o0 = -1l 1o (3.4.3)
0 O Y 1

Dann sieht man sofort (nachdem man sich die Konstruktion eines ZLS fiir das Produkt
laut Proposition 2.3.1 in Erinnerung ruft), dass f3 ein rechter Faktor von f ist, indem
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man s3 dupliziert, das heifit, eine Zeile (zwischen Zeile 2 und Zeile 3) einfiigt:

y —1 =z 0 . . S1
.. x =1 0 . . So
0 0 1 —1 0/]s=10], s=]|s3
0 z -1 . S3
0 Y 1 Sy

Wenn also ein minimales ZLS A = (u, A, v) fir f nicht die Form von (3.4.3) hat,
miissen wir eine zuléissige Transformation (P, Q) finden, sodass die (transformierte)
Systemmatrix PAQ einen Nullblock der Grofle 2 x 2 links unten und einen der Grofie
2 x 1 rechts oben hat und nur die letzte Komponente der rechten Seite Pv von Null
verschieden ist, um den rechten Faktor fs zu erkennen. In dhnlicher Weise, wenn man
in (3.4.3) Zeile 3 von Zeile 1 subtrahiert und Spalte 2 zu Spalte 4 addiert, bekommt
man

y —1 0 0 0

.o -1 =z 0
S =

0 0 z -1

0 0 Y 1

Vergleiche mit Abbildung 3.1, k£ = 2 in Typ (*, 1). Indem man ¢t dupliziert, das heifit,
eine Spalte (zwischen Spalte 2 und 3) einfiigt, sieht man, dass f1 = (zy)~! ein linker
Faktor von f = (zy) (1 — z2)(yz) ! ist:

y —1 0 .
z -1 0 0
[1 0 }:[tl tQ tQ f,g t4] 0 0 1 -1 xX
0 z -1
0 Yy

Allerdings ist f1 (bzw. f2) kein linker (bzw. rechter) Faktor von fifo wihrend y—!
ein linker Faktor von f;fo und 2! ein linker Faktor von ! f5 ist. Nun schauen wir
uns dieses Phénomen genauer an. Ein minimales ZLS fiir f/ = fi fo ist gegeben durch

y —1 2z . T G
z —1lls=|.], s= T
1 1 1

1

Der Grund ist, dass sich der Rang nicht erhoht (wenn fo mit 2= und y~! von links

multipliziert wird), weil 1 € R(z~1 f5) ist:

z —x -1
1. J=¢t]. 1 =z, t=[z7" 1 a7t-2z].
1

Nachdem man Spalte 2 zu Spalte 1 addiert und die ersten beiden Zeilen vertauscht
hat (das fithrt dazu, dass die ersten beiden Spalten in ¢ vertauscht werden) erhilt
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man [1,0,0]" in der ersten Spalte der Systemmatrix (fiir die Existenz dieser Trans-
formationen siche Lemma 2.3.5):

1 1 z
1 . J=t]|0 -z -1, t=[1 ' a7'—2].
. . 1

Nachdem man 2! f, von links mit y~! multipliziert, gilt 1 ¢ R(f’). Daher erhoht
eine weitere Multiplikation mit (zum Beispiel) 2~! von links den Rang:

z -1 : Zz7Lf!
y -1 2| _ _|f

e 1| %70 T et
1 1 1

Zusammenfassend gibt es im wesentlichen zwei verschiedene Faktorisierungen von
f = (zy)~1(1 — 22)(yz)~! (auf der Ebene von #uferen Faktoren in Definition 3.4.1),
némlich

F= (e 0= 22) ) ) = ) (= 2)=7 )y ™).

Nun kommen wir zur Hauptdefinition, die die Definition 3.1.2 von linken und
rechten Teilern in der freien assoziativen Algebra verallgemeinert. Um in Satz 3.4.9
zeigen zu konnen, dass diese Definitionen tatsichlich auf K(X) dquivalent sind, ist
ein wenig Vorbereitung notwendig.

Notation. Sei m € N und eine Permutation o = (i1,42,...,%m) € &, fixiert.
Fiir k € 1,2,...,m sei g, = min{iy,ia,...,4} und 7 = max{iy,iz,...,i5}. Wir
schreiben o, fir das j-te Element in der (geordneten) Folge g, = 015 < o2k <
e < Ok = Ok.

Definition 3.4.4 (Links- und Rechtsteilbarkeit, koprime Elemente [Schl7a, Defi-
nition 3.4]). Sei H = F°. Ein Element H > g teilt f € H wvon links, geschrieben

als g [[' f, wenn, fiir ein m’ < m € N, fi, fa,..., fm € H und eine Permutation
o = (i1,%2,...,0m) € &, existieren, sodass g = fifa -+ frr und [ = gfr1- fm
ist und fiir alle k = 2,3, ..., m entweder

o fi, ein linker Faktor von fo, , fo,, "+ fo,, ist, wenn iy < o, gilt oder
o fi, ein rechter Faktor von fo, , fo,, =" fo,, ist, wenn ix > o)1 gilt.

Zwei Elemente f, g € H heifien links koprim (in H) wenn fiir alle h € H mit A[{ f und
hHF g gilt, dass h € K* ist, das heif3t, h ein Element der trivialen Einheitengruppe ist.
Rechte Teilbarkeit f|¥¢g und die Notation rechts koprim (in H) ist in #hnlicher Weise
definiert. Zwei Elemente (in H) heilen koprim wenn sie links und rechts koprim sind.

Beispiel. Fiir g = (zy)~! und f = g(1 — z2) haben wir m’ =2, m =3, fi =y~ !,

fo=2"1und f3 =1 — 2z und die Permutation o = (3,2,1): f = f1(f2f3), das heifit,
g teilt f von links (in F) weil g = f1fs ist, fo ist ein linker Faktor von fsfs und fi
ist ein linker Faktor von f1fof3.
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Lemma 3.4.5 (Rang-Lemma [Sch17a, Lemma 3.5]). Sei 0 # p,q € F. Dann gilt
(i) rang(pq) = rang(p) + rang(q) — 1, wenn p,q € K(X) sind,
(ii) rang(p) = rang(p~t) + 1, wenn p € K(X) ist,

(iii) rang(p~lq) < rang(p~!) + rang(q) — 1, wenn 1 € R(q) ist,

1

ang(p~!)+rang(q) — 1, wenn p~! ein linker Faktor von p~1q ist,

(
(

p) +rang(¢~t) — 1, wenn 1 € L(p) ist und

(iv) rang(p~'q

(v) rang(pq~

(
(
(
(
( ang
(

1 —1

(vi) rang(pq~ ng(p) + rang(q~!) — 1, wenn ¢~! ein rechter Faktor von pq

15t.

Beweis. Die Rang-Identitédten (i) und (ii) sind unmittelbare Konsequenzen der mi-
nimalen Polynommultiplikation (Proposition 3.2.7) beziehungsweise der minimalen
Inversen (Satz 2.5.13). Die Ungleichungen (iv) und (vi) folgen direkt aus der Definiti-
on 3.4.1. Um (iii) zu beweisen seien p~! und ¢ durch die minimalen zulissigen linearen
Systeme Aj, = (uj,, A},,v;,) der Dimension n;, beziehungsweise A, = (uq, A, vq) der
Dimension n, gegeben. Die Konstruktion laut Proposition 2.3.9 ergibt ein ZLS der
Dimension n’ (fiir p~1q), daher gilt rang(p~'q) < n’ = rang(p~!) + rang(q) — 1. Der
Beweis von (v) ist —abgesehen von der Anwendung der Proposition 2.3.6— #hnlich
dem von (iii). O

Bemerkungen. Die Rang-Abschétzungen (iii) und (v) gelten insbesondere fiir Po-
lynome. Weiters, das Beispiel 3.4.2 in Erinnerung rufend, ist es notwendig aber nicht
hinreichend, dass p und q links koprim sind, damit (iv) hélt.

Um die Idee des folgenden Lemmas zu illustrieren, nehmen wir p = xyz und ein
beliebiges f mit rang(f) = 2. Es ist einfach zu sehen, dass rang(pf~!) > rang(p) —
rang(f) = 2 (mit Gleichheit fiir f = yz) ist, weil wir sonst ein ZLS der Dimension
rang(pf~!) + rang(f~!) — 1 < rang(p) konstruieren konnten. Nun sei f = xz. Dann
ist rang(pf~1) = rang(zyx~!) = 3. Jedoch, fiir ein weiteres Polynom ¢ bekommen
wir rang(fq) = 2 + rang(q), daher gilt rang(pf ') + rang(fq) = 3 + 2 + rang(q) >
3 + rang(q) = rang(pq) + 1.

Was in einem konkreten Beispiel verhiltnisméfig einfach ist, ndmlich zu verifizie-
ren, dass wir keine nicht-triviale Einheit ,einfiigen“ konnen, ist im allgemeinen sehr
technisch, weil wir die linke und rechte Familie im Detail untersuchen miissen. Ein
subtiler Schritt wird im folgenden Beispiel diskutiert.

Beispiel 3.4.6. Sei h = 2y + 2! (vom Typ (1, 1)) gegeben durch das minimale ZLS

1 —z 1 0
_ _ 0 =z 1
1z 27t ay+z27t =1 ] 10—y
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Insbesondere ist die rechte Familie t = (t1,t2,t3,t4) K-linear unabhingig. Daher
koénnen wir ¢3 nicht als Linearkombination (iiber K) von h, t; und to schreiben. Das
ist trivial. Das folgende nicht: Wenn wir ein Polynom ¢ invertieren (in Bezug auf die
minimale Inverse), z.B. ¢ = z, bekommen wir ¢~ vom Typ (0,0). Was kann passieren,
wenn wir ein Polynom p mit einem Element vom Typ (1,1) multiplizieren, das eine
nicht-triviale Inverse eines Polynoms (additiv) ,,enthélt“?

Lemma 3.4.7 ([Schl7a, Lemma 3.7]). Sei p € K(X)\ K und f € F\ K sodass
DigPio+1 " Pmf L & KX fiir alle Faktorisierungen p = pipa -+ pm in Atome und alle
io € {1,2,...,m} gilt. Dann ist rang(pf ') + rang(f) > rang(p) + 1.

Beweis. Fiir ein festgehaltenes nicht-skalares Polynom p betrachten wir die Fakto-
risierungen p = pip2---pm in m Atome p;. Um die Notation zu vereinfachen sei
Po = Pm+1 = 1. Hier bezeichnen p1,ps, ..., p, immer Atome. Sei

r= min{rang(piopioJrl o 'pWLfil) | pP=DPipP2° " Pm und i € {1a 2,.. 7m}}

und ip und p1ps - - - P, sodass dieses Minimum angenommen wird. Laut Annahme gilt
h = pigPig+1 - pmf L € F\ K mit rang(h) = r. Also ist f = h™1p; piy+1 - Pm mit
nicht-skalarem h. Laut Satz 2.5.13 (Minimale Inverse) gibt es vier Félle:

1

e r > 2 und rang(h~ r—1 fir Typ (1,1),

e 7 > 2 und rang(h~!

( (

( r fiir Typ (1,0),
( )

(

e r > 2 und rang(h~ r fiir Typ (0,1) und

)
)=
)=
)=

e 7 > 1 und rang(h~ r + 1 fiir Typ (0,0).

Nun fixieren wir eine beliebige Faktorisierung von p (in Atome ¢;) und einem 1 <
¢ < m und setzen p’ = qiqo2---q—1 und p”’ = quqes1- - @n mit den Réngen n’
beziehungsweise n’/. Wir miissen zeigen, dass

/1

rang(p'h) + rang(h™'p") > rang(p'p”) + 1 = rang(p') + rang(p”)

ist. Wir gehen wie folgt vor: In Abhéingigkeit der vier Félle konstruieren wir —unter
Verwendung der Propositionen 2.3.6 und 2.3.9— zuléissige lineare Systeme fiir n'h be-
ziehungsweise h~!n” und leiten eine obere Schranke fiir die Anzahl der Zeilen/Spalten
her, die (wegen der K-linearen Abhéngigkeit der Eintrége in der rechten beziehungs-
weise linken Familie) eliminiert werden konnen.

Wir beginnen mit der Annahme von Typ (1, 1). Fiir n’h konstruieren wir ein ZLS
A’ der Dimension ny = n’ + r — 1 mit der Block-Zerlegung (als lineare Darstellung
laut Satz 2.1.6)

I ! !
A1,1 A1,2 A1,3 .
r_ / / / !
= [0 n .], . /1272 A273 , v
! 0
3,3



3.4. FAKTORISIERUNGSTHEORIE o7

Fiir h~'n'’ konstruieren wir A" der Dimension ny = n’'+r—2 mit der Block-Zerlegung

" " 1
1,1 1,2 1,3

=0 u ],| . Af, Ays|,|v”

Az 5 0
Sei k; (bzw. k) d1e GroBe des Blocks A’1 1 (bzw. A3 5) in 7" und &) (bzw. k) die
GroBe des Blocks A7 ; (bzw. Aj ;) in 7" . Zuerst schreiben wir die hnke und die rechte
Familie von A~! in Bezug auf die jeweilige Familie von h: Seien (s, sk, ... s") und
(th th ..., th) die linke beziechungsweise rechte Familie eines minimalen ZLS fiir h.
Dann sind s,-1 = (1,s" ;,...,s8)h=! und t,-» = h=1(tP_,,...,th 1) die Familien

eines minimalen ZLS fiir =1, konstruiert laut Satz 2.5.13 (Minimale Inverse). Wir
erinnern uns, dass Zeile/Spalte n’ in einem System der Dimension n’ + r eliminiert
wurde um A’ zu erhalten und Zeile/Spalte r in einem System der Dimension r—1+4n"
eliminiert wurde um A” zu erhalten. Danach werfen wir einen genaueren Blick auf die
linken Familien von A’ und A”. Diese sind (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit)

’ ’ ’
s = (sy hysh hy...,st, |h,sh sh ... ") baw.
"o 1 Lyt Lyt p” »"
= (Y, s" | h o shhTp sh s,
r—1 n—1

Die erste Beobachtung ist, dass k. = 0 ist, das heifit, die linke Familie von A’ ist K-
linear unabhiingig, weil 1 € R(h) ist und Lemma 3.2.5 angewendet werden kann. Die
ersten r — 1 und die letzten n” — 1 Komponenten von s” sind K-linear unabhiingig.
Maximal r — 1 (Linearkombinationen von) Komponenten in s” kénnen eliminiert
werden. Daher gilt k7 < r — 1. Jedoch behaupten wir, dass

k! <r—2

ist. Wir nehmen gegenteilig an, dass (der Rang von n” grof} genug ist und) k7 =r—1
ist, das heifit, der Block A% 5 hat Dimension k. Dann kénnen alle zu h™' korrespon-
dierenden (Linearkombinationen von) Komponenten in s” mittels der letzten n” — 1
polynomiellen Eintrige eliminiert werden. Daher ist insbesondere die erste Komponen-
te h~1p” ein Polynom mit rang(h~1p”) < rang(p”) = n". Das heifit, h = kquqer1 - qor
fiir ein ¢' sodass £ < ¢/ < m und x € K ist, was der Minimalitit von rang(h) wider-
spricht. Daher ist k7 < r — 2. Als néchstes werfen wir einen genaueren Blick auf die
rechten Familien

= (8, Pt baw.
>,
= (M e R R )
=R L ).

r—1
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Laut Annahme sind die ersten » — 1 und die letzten n”” Komponenten in ¢’ K-linear
unabhingig. Nachdem die ¢¥ s Polynome sind, kénnen wir maximal & < r — 2 po-
lynomielle (Linearkombinationen von) Komponenten in ¢ eliminieren. Aber dann
sind die entsprechenden k (Linearkombinationen von) Komponenten in ¢’ K-linear
unabhéingig von (t’l’ e ,tfb/_l) weil sie von der Form p't? sind (siche Lemma 3.2.6
oder die minimale Polynommultiplikation). Laut Annahme sind die ersten n’ und die
letzten » Komponenten in ¢’ K-linear unabhiingig. Also kénnen maximal r — 1 — k
Komponenten eliminiert werden. Daher gilt k; + k' < r — 1. Jedoch behaupten wir,
dass

ki + Kk <r—2

ist. Wir nehmen gegenteilig an, dass k, + k} = r — 1 ist. Dann wiirde p't" auch
,verschwinden®, das heif}t,

r—1 n'—1
Pg=vh+) Bt = Zaz =
Jj=2

mit rang(q) < rang(p’). Daher ist g = kg, L qg/l fiir ein ¢/ mit 1 < ¢ < -1
und £ € K. Laut Annahme ist A vom Typ (1,1), aber g ist vom Typ (0,0) laut
Satz 2.5.13. Daher ist g = h — hg fiir ein (nicht—verschwindendes) ho vom Typ (1,1).
Aber das wiirde der K-linearen Unabhingigkeit der rechten Familie (¢}, ¢4 ... th)
widersprechen. Fiir eine Illustration siehe Beispiel 3.4.6. Schliefilich haben wir, fiir h
vom Typ (1,1),

rang(p'h) +rang(h™'p") =n' +r—1— (K, + k) +n" +r—2— (K + k)
>n'—|—n"—|—2r—3—(r—2)—(r—2)
=n'+n"+1>rang(p'p”) + 1.
Wenn h vom Typ (0,0) ist, dann ist A~ vom Typ (1,1) und #" ist K-linear un-
abhéngig, daher kénnen wir dhnliche Argumente verwenden. Wenn h vom Typ (1,0)

ist, haben die Systeme A’ und A” die Dimensionen n'+r—1 beziehungsweise n” +r—1.
Thre linken Familien sind

/ ’ ’
(P P P h _h h
s'=(sy h,shh,...,sh,_h,s],s5,...,5') bzw.
" 1.1 1 1 —1,.n p’ "
= (h ', sthtp" L shh T sh L sh).
r n//_l

Mit dhnlichen Argumenten wie fiir den Fall A vom Typ (1,1) —s’ ist K-linear un-
abhiéngig— bekommen wir £ <7 — 1. Die rechten Familien sind

= (Pt Pt baw.

n’ r—1
1

= h ).

’n

T
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Nachdem weder h noch h~! ein Polynom ist, kénnen maximal » — 2 Komponenten in
t" oder " eliminiert werden, das heift, k; + k;' < r — 2. Daher, fiir h vom Typ (1,0),
gilt

rang(p'h) + rang(h ™ 'p") =n' +r—1— (K, + k) +n" +r—1— (K + k)
>n'+n"+2r—2—(r—1)—(r-2)
=n"+n" +1>rang(p'p”) + 1.

Wenn h vom Typ (0, 1) ist, dann ist die rechte Familie ¢ (laut Lemma 3.2.6) K-linear
unabhéngig. Mit dhnlichen Argumenten erhalten wir k; < r—1 und £, + k% < 2. Also
haben wir schlussendlich gezeigt, dass rang(pf~1) + rang(f) > rang(p) + 1 ist. O

Lemma 3.4.8 ([Sch17a, Lemma 3.8]). Sei ¢ € H = K(X)® und p € H = F*. Dann
gilt: p|¥ q impliziert ¢ = ph mit p,h € H.

Beweis. Fiir ein m’ < m, selen p = fifo-+ fr und ¢ = pfons1-- frn und o =
(1,42, .. .,4m) eine Permutation sodass f;, fur alle k € {2,3,...,m} ein &uBlerer Fak-
tor von fo, , fou, * fop, ist. Wir miissen zeigen, dass qx = fo, oo, for, € H
und f;, € H fiir alle k = 1,2,...,m ist, tiber Induktion nach k von m bis 2. Fiir
k =m gilt ¢, = ¢ € H. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass
fi, ein echter rechter Faktor von gy ist (fiir triviale Faktoren ist nichts zu zeigen),
also

rang(qx f;, ') + rang(fi,) <1+ rang(qr) und
rang(fizl) + rang(f;, qgl) <1+ rang(qgl).

Laut Annahme ist g, ein Polynom und daher haben alle Faktorisierungen in Ato-
me die gleiche Lénge, sagen wir £;. Wir behaupten, dass f;, = kg, - - - ge, fiir eine
Faktorisierung ¢ = g1g2- - ge,, €in o € {1,2,...,¢;} und x € K ist. Wir nehmen
das Gegenteil an und wenden Lemma 3.4.7 mit p = ¢, und f = f;, an, um den
Widerspruch

rang(qi f;, ') + rang(fi,) > 1+ rang(qr)

zu erhalten. Also ist f;, € H und qr—1 = ¢ izl € H. Insbesondere gilt p =

fifor--fl, € Hund h = fryi1fmrgo- - fm € H. =

Satz 3.4.9 (Teilbarkeitsiquivalenz [Sch17a, Satz 3.10]). Seien p,q € H = K(X)*.
Dann pliq (bzw. plrq) genau dann, wenn p|f q (bzw. p|¥q) in F.

Beweis. Gelte p || q, das heiit, ¢ € pH = {ph | h € H}. Wir zeigen, dass p ein
linker Faktor von ¢ = ph ist. Mittels Lemma 3.4.5 (i) bekommen wir rang(q) =
rang(p) + rang(p~1q) — 1 und laut (i) bekommen wir rang(¢~!) + 1 = rang(p~!) +
1+ rang(q~'p), also ist p ein linker Faktor von ph = ¢ und damit (m’ = 1 und m = 2
in Definition 3.4.4) p| ¢ (in F). Umgekehrt miissen wir zeigen, dass g € pH ist. Aber
das folgt direkt aus der Annahme p|f ¢ und Lemma 3.4.8. O
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Notation. Nachdem die linke (bzw. rechte) Teilbarkeit in K(X') der in FF entspricht,
konnen wir die Notation vereinfachen, indem wir im folgenden f || g statt f || ¢
(bzw. fl. g statt f|Fg) schreiben.

Definition 3.4.10 (Atome, Irreduzible Elemente [Sch17a, Definition 3.11]). Sei H =
F*. Ein Element f € H\ K, das heifit, eine nicht-triviale Einheit (in F), heifit (ver-
allgemeinertes) Atom (oder irreduzibel) wenn f = g1go mit ¢g1,92 € H und ¢1 |1 f
impliziert, dass entweder g; € K* oder go € K* ist. Analog wie in Definition 3.1.3
wird die Menge der Atome in F mit A(F) bezeichnet.

Bemerkung. Man bemerke die zusétzliche Bedingung gy | f verglichen mit Defini-
tion 3.1.3. Sie ist entscheidend. Ohne ihr wire f =1 — 2z =z - (z7! — 1) kein Atom.
(Tatséichlich wiirde es iiberhaupt keine Atome geben.) Jedoch gilt = 4 (1 — z) weil
rang(z) + rang(z~ (1 —2)) =4 >3 =1 + rang(1 — x) ist.

Bemerkung. Ein reduzibles Polynom hat ausschlieflich ,,polynomielle“ Teiler. Die
Aussage von Lemma 3.4.8 ist stirker als die Voraussetzung fiir die Teilbarkeitséiqui-
valenz in Satz 3.4.9, in dem ein Teiler ein Polynom ist.

Proposition 3.4.11. Ein Polynom ist ein Atom genau dann, wenn es ein verallge-
meinertes Atom ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass A(K(X)) = A(F) N K(X) ist. Laut Lemma 3.4.8
gilt fiir ein Polynom p aber bereits: g1 |1 p impliziert p = g1 g2 mit Polynomen ¢; und
g2. Nun sind beide Implikationen unmittelbar. O

Notation. Im folgenden verwenden wir ,Atom* als den allgemeinen Begriff und
,polynomielles Atom* um zu betonen, dass das Atom ein Element der freien assozia-
tiven Algebra ist.

Bemerkung 3.4.12. Wie bereits in der Einleitung erwéhnt (und vor Beispiel 3.4.2
illustriert), konnen (verallgemeinerte) Atome im freien Schiefkoérper auch multiplika-
tiv (aus Atomen) ,erzeugt® werden. Dieses Phinomen sollte jedenfalls genauer un-
tersucht werden. Denn wenn man das besser versteht kann man moglicherweise das
in Abschnitt 4.5 entwickelte Minimierungskonzept (zumindest teilweise) verbessern,
indem man zwischen Addition und Multiplikation unterscheidet.

3.5 Minimale Faktormultiplikation

Bevor wir im folgenden Abschnitt die Korrespondenz von (linken unteren und rechten
oberen) Nullblécken in der Systemmatrix eines minimalen zuléissigen linearen Systems
und einer nicht-trivialen Faktorisierung beschreiben, befassen wir uns mit der Kon-
struktion eines minimalen ZLS A = (u, A,v) = (1, A, \), A = (a;5), fiir das Produkt
von zwei (nicht-skalaren) Elementen f und g, die durch minimale zuldssige lineare
Systeme (der Dimension ny bzw. ny) gegeben sind.

Tatséchlich miissen wir uns hier auf den Fall beschrinken, in dem f ein linker
Faktor von fg (laut Definition 3.4.1) ist. Der allgemeine Fall kann nur algorithmisch
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n—k+1 n—k n—k

Typ (1, %) Typ (*,1) Typ (0,0)

Abbildung 3.1: [Sch17a, Abbildung 1] Es gibt drei Typen der Faktorisierung eines
Elementes h = fg mit rang(h) = n, rang(f) = k und rang(g) = n — k fir Typ
(0,0) beziehungsweise rang(g) = n — k + 1 sonst. Diese Typen entsprechen denen
der minimalen Faktormultiplikation. Fiir Typ (1,*) und (x,1) muss die Kopplung
nicht-skalar fiir alle Transformationen sein, die entsprechende Nullblocke erzeugen.

gelost werden, das heifit, gegebenenfalls miissen Blocke eliminiert werden, siehe dazu
Abschnitt 4.5. Entsprechend Satz 3.5.2 gibt es drei Félle (siehe auch Abbildung 3.1):

Typ  Nullen links unten »Kopplung* Nullen rechts oben
(1, %) ng X (ny —1) Ellg‘z'<nf:ai,nf¢K (nf—1) x (ng—1)
(x,1) (ng —1) x ny 31<j<ng:an;n €K (np—1) x(ng—1)
(0,0) Ng X nf Vi=1,...,n5:0in;41 €K nyx(ng—1)

Man beachte, dass die ,Kopplungsbedingung® fiir Typ (1,%) und (x,1) fiir jedes
(zuléissig) transformierte System gelten muss, weil sonst diese beiden Typen einfach
von Typ (0,0) ,abgeleitet werden konnten. Siehe dazu auch Beispiel 3.6.2.

Um die Multiplikation ,,umzukehren“ miissen wir ein zuléssiges lineares System
entsprechend der Transformationen

g1 NN a1 n—1 0 1 0 ‘e 0
: : | | B2r B2 ... Bage
(PQ)= : - 1. . , (3.5.1)
On—1,1 cee Op_1n—1 0 : .
Q1 cee Qp n—1 1 ﬁn,l ﬁn,Q e Bn,n

mit Eintrégen ay;, 8;; € K umformen. Um die Invertierbarkeit zu garantieren, brau-
chen wir —im Unterschied zu den Transformationen (3.3.3) fiir die Polynomfaktori-
sierung— die zusétzlichen Bedingungen det(P) # 0 und det(Q) # 0.

Bemerkung. Die minimale Polynommultiplikation (Proposition 3.2.7) kann als Ko-
rollar des folgenden Satzes formuliert werden. Die Schwierigkeit des Beweises der
ersteren (minimalen Multiplikation) ist in der Definition der dufSeren Faktoren (De-
finition 3.4.1) versteckt. Um im allgemeinen zu testen, ob f ein linker Faktor von
fg ist, benotigt man Techniken zum Minimieren von linearen Darstellungen. Dem ist
Kapitel 4, im speziellen Abschnitt 4.5, gewidmet.
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Satz 3.5.2 (Minimale Faktormultiplikation [Schl7a, Satz 4.2]). Seien f,g € F\
K gegeben durch die minimalen zuldssigen linearen Systeme Ay = (uy, Ay, vy) der
Dimension ny beziehungsweise Ay = (ug, Ag,vyg) der Dimension ng. Sein =ng+ng.
Wenn f ein linker Faktor von fg ist, dann ist ein minimales ZLS fiir fg gegeben
durch

Proposition 2.5.6 mit dimA=n—1, wenn 1€ L(f),
A = < Proposition 2.3.9 mit dimA=n—1, wenn 1€ R(g),
Proposition 2.3.1 mit dim A = n, wenn 1 € R(g) und 1 & L(f) ist.

Beweis. Nachdem f ein linker Faktor von fg ist, gilt rang(f)+rang(g) < rang(fg)+1
und damit

rang(fg) > rang(f) + rang(g) — 1 = dim A > rang(fg).

Also ist A minimal, wenn 1 € R(g) oder 1 € L(f) ist, das heifit, fiir die ersten beiden
Félle/Typen (x,1) und (1, %). Fiir den letzten Fall/Typ (0,0) unterscheiden wir vier
Teilfélle. Laut Satz 2.5.13 (Minimale Inverse) gilt

rang(h) — 1, wenn h vom Typ (1, 1),
rang(h~ ') = { rang(h), wenn h vom Typ (1,0) oder (0, 1), und
rang(h) + 1, wenn h vom Typ (0,0) ist.

Nachdem f ein linker Faktor von fg ist, gilt also
rang(g~'f7) +1 > rang(¢™ ") + rang(f )

und daher —laut der minimalen Inversen angewandt auf der rechten Seite—

rang(g) + rang(f), wenn 1 € R(f), 1 € L(g),
11 rang(g) + 1 + rang(f), wenn 1 € R(f), 1 € L(g),
rang(gfT) 412 rang(g) + rang(f) + 1, wenn 1 &€ R(f), 1€ L(g), und
rang(g) + 1 +rang(f) +1, wenn 1 ¢ R(f), 1 & L(g) ist

Hier ist zu beachten, dass wir a priori nicht Minimalitit von A fiir fg annehmen
konnen, weil wir das zeigen miissen. Deswegen kénnen wir nicht die minimale Inverse
auf der linken Seite anwenden, weil wir nur wissen, dass (zum Beispiel) 1 € L(g) laut
Konstruktion 1 € L(.A) impliziert. Jedoch, unter Verwendung der minimalen Inversen,
wissen wir —nachdem g vom Typ (0, ) ist—, dass g~! vom Typ (1,1) oder (0,1)
und =% vom Typ (1,1) oder (1,0) ist. Also kénnen wir einen der ersten beiden
(bereits bewiesenen) Fiille verwenden um schliefflich rang(fg) > rang(f) +rang(g) zu
zeigen. O

Bemerkung. Sei A = (a;;) die Systemmatrix des zuldssigen linearen Systems
von Satz 3.5.2 (Minimale Faktormultiplikation). Fiir Typ (1,x*) existiert ein i €
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{1,2,...,ny — 1} sodass a; n, nicht-skalar ist. Fiir Typ (x,1) existiert ein j € {ny +
I,ng +2,...,n} sodass a,, ; nicht-skalar ist. Und fiir Typ (0,0) sind die Eintrége
Qi1 skalar firi € {1,2,...,ny}. Wir beziehen uns darauf als Kopplungsbedingun-
gen. Man beachte, dass es beim Typ (1, *) (bzw. Typ (*, 1)) keine Transformation der
Form (3.5.1) gibt, die die Nullblécke respektiert und eine ,skalare Kopplung® ergibt,
weil das der Minimalitdt von Ay (bzw. Ay) widersprechen wiirde. Vergleiche dazu
auch Beispiel 3.6.2.

3.6 Allgemeine Faktorisierung

Lemma 3.6.1 ([Sch17a, Lemma 4.3]). Seien h, f,g € F\K gegeben durch die minima-
len zuldssigen linearen Systeme A = (1, A, \) der Dimension n, Ay = (uy, Ap,vp) =
(1,Af,A\¢) der Dimension ny beziehungsweise Ag = (ug, Ag,vg) = (1,A44,7g) der
Dimension ny sodass f ein linker Faktor von h = fg ist.

Typ (1,%): Wenn f vom Typ (x,1) ist, dann existiert eine zulissige Transformation
(P,Q) der Form (3.5.1) sodass PAQ = (a; ;)

o links unten einen Nullblock der Grifle ng x (ny — 1) und
e rechts oben einen der Grifie (ny — 1) X (ng — 1) hat, und
o s existiert eini € {1,2,...,ny — 1}, sodass a;nf nicht-skalar ist.

Typ (x,1): Wenn g vom Typ (1,%) ist, dann existiert eine zulissige Transformation
(P,Q) der Form (3.5.1) sodass PAQ = (aj ;)

e links unten einen Nullblock der Grifle (ng — 1) x ny und

e rechts oben einen der Grifie (ny — 1) X (ng — 1) hat, und

o s existiert ein j € {ny +1,ny +2,...,n}, sodass a:lf!j nicht-skalar ist.
Typ (0,0): Wenn [ vom Typ (x,0) und g vom Typ (0,x) ist, dann existiert eine
zulissige Transformation (P,Q) der Form (3.5.1) sodass PAQ = (a; ;)

e links unten einen Nullblock der Grifie ng X ny und

e rechts oben einen der Grifle ny x (ng — 1) hat, und

o aj, 41 €K firallei€{1,2,...,ns} ist.

Beweis. Sei A" = (u/, A',v") = (1, A’, X) das jeweilige laut Satz 3.5.2 aus )‘—)f'.Af und
)\%Ag konstruierte (minimale) ZLS fiir h = fg. Die Systemmatrix A" = (a;;) hat —
laut Konstruktion— entsprechende Nullblécke (links unten und rechts oben) und —fiir
Typ (0,0)— skalare Eintrége a;,, . fiir i € {1,2,...,ns}. Nachdem beide Systeme
A und A’ fiir A minimal sind, existiert laut Satz 2.1.6 eine zuldssige Transformation
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(P, Q) sodass PAQ = A’ ist. Die rechte Seite Pv = v’ dndert sich nicht, also ist (P, Q)
von der Form (3.5.1). Die Kopplungsbedingungen sind wegen der Konstruktion der
minimalen Multiplikation erfiillt. O

Beispiel 3.6.2. Sei h = 2~ 'zy~'2~! gegeben durch das minimale zulissige lineare
System

r —z .
y —1|s=
x 1

Die Multiplikation des Typs (0, 1) fiir ny = ngy = 2 verletzt die Kopplungsbedingung,
weil dadurch ein nicht-minimales ZLS fiir g in h = fg ,erzeugt® wiirde.

Lemma 3.6.3 (Faktorisierung Typ (1, *) [Sch17a, Lemma 4.5]). Sei h = fg € F\ K
gegeben durch das minimale zulissige lineare System A = (u, A,v) = (1, A, \) der
Dimension n > 2. Fiziere ein 1 < k < n. Angenommen, A habe einen Nullblock der
Grafie (n —k+ 1) x (k — 1) links unten und einen der Grifle (k—1) x (n — k) rechts
oben. Fiir eine Transformation (P, Q) bezeichne a;j die Eintrdge der transformierten
Systemmatriz PAQ. Wenn fiir jede Transformation (P, Q) der Form (3.5.1), die diese
Nullblocke respektiert, ein i € {1,2,...,k — 1} ezistiert, sodass a;  nicht-skalar ist,
dann ist [ ein linker Faktor vom Typ (x,1) von h mit rang(f) = k und rang(g) =
n—k+1.

Beweis. Laut Annahme hat A die Blockform

A171 ALQ . S1
A2,2 A2,3 Skl = | -
Aso Ass| |s3 U3

mit quadratischen Diagonalblocken Ag 1, Az o und Az s der GroBen k& — 1, 1 bezie-
hungsweise n — k — 1. Wir duplizieren den Eintrag sj in der linken Familie, indem wir
eine Zeile (und eine Spalte) einfiigen um das folgende ZLS der Dimension n + 1 zu
erhalten:

A171 ALQ 0 . S1
0 1 —1 0 Sk| _
0  Aso Asgs| |sk| ’
0 Azz Asz| |s3 U3

das heifit, die Konstruktion laut Proposition 2.3.6 ,,umdrehen®. Die Teilsysteme der
Dimension &k und n — k + 1 sind minimal fir f (wegen der Kopplungsbedingung)
beziehungsweise g = usy, denn sonst kénnte man ein ZLS fiir i der Dimension n’ < n
konstruieren, was der Minimalitéit von A widerspriiche. Klarerweise ist 1 € L(f). Laut
Konstruktion gilt rang(f) + rang(g) = rang(h) + 1, also miissen wir nur zeigen, dass
auch rang(g~!) + rang(f~!) < rang(h~') + 1 gilt, damit f ein linker Faktor von h
ist. Dafiir unterscheiden wir vier Fille (wie in der minimalen Faktormultiplikation)
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und wenden die minimale Inverse an. Wenn h vom Typ (1,1) ist, dann ist f vom
Typ (1,1) und g vom Typ (x,1). Also gilt rang(¢g~!) < rang(g) und wir erhalten
rang(g~') + rang(f 1) < rang(g) + rang(f) — 1 = rang(h~!) + 1. Die anderen Fille
sind genau so einfach. O

Lemma 3.6.4 (Faktorisierung Typ (*,1) [Sch17a, Lemma 4.6]). Sei h = fg € F\ K
gegeben durch das minimale zulissige lineare System A = (u, A,v) = (1, A, \) der
Dimension n > 2. Fiziere ein 1 < k < n. Angenommen, A habe einen Nullblock der
Grofte (n—k) xk links unten und einen der Grifie (k—1)x (n—Fk) rechts oben. Fir eine
Transformation (P, Q) bezeichne agj die Eintrige der transformierten Systemmatriz
PAQ. Wenn fir jede Transformation (P, Q) der Form (3.5.1), die diese Nullblocke
respektiert, ein j € {k+1,k+2,...,n} existiert, sodass aj,_; nicht-skalar ist, dann ist
f ein linker Faktor vom Typ (x,1) von h mit rang(f) = k und rang(g) =n — k + 1.

Beweis. Laut Annahme hat A die Blockform

A A
[uy . ] =[t1 tx ts] |[Az1 Asz Aag
) As 3

mit quadratischen Diagonalblocken A; 1, Az 2 und As s der Gréflen k — 1, 1 bezie-
hungsweise n — k. Wir duplizieren den Eintrag ¢ in der rechten Familie, indem wir
eine Spalte (und eine Zeile) einfiigen, um das folgende ZLS der Dimension n + 1 zu
erhalten:

Ain A O .

A271 A272 -1 0

= = 0 0 1 Ass
0 A373

das heifit, die Konstruktion laut Proposition 2.3.9 ,umdrehen®. Die Teilsysteme der
Dimension k und n — k + 1 sind minimal fiir f = uty beziehungsweise g (wegen der
Kopplungsbedingung), denn sonst kénnte man ein ZLS fiir & der Dimension n’ < n
konstruieren, was der Minimalitdt von A widerspréche. Klarerweise ist 1 € R(g).
Ahnlich wie im Beweis von Lemma 3.6.3 zeigt man, dass f ein linker Faktor von
h = fg ist. O

Lemma 3.6.5 (Faktorisierung Typ (0,0) [Sch17a, Lemma 4.7]). Sei h = fg e F\K
gegeben durch das minimale zulissige lineare System A = (u, A,v) = (1, A,\) der
Dimension n > 2. Fiziere ein 1 < k < n. Angenommen, A = (a;;) habe einen
Nullblock der Grifie (n—k) x k links unten und einen der Grife kx (n—k—1) rechts
oben. Wenn a; 41 € K fiir alle i € {1,2,...,k} gilt, dann ist f ein linker Faktor vom
Typ (%,0) von h mit rang(f) = k und g ist vom Typ (0,*) mit rang(g) = n — k.

Beweis. Wir erhalten die Teilsysteme Ay (fiir f) und A, (fiir g) direkt aus der Kon-
struktion laut Proposition 2.3.1 (Multiplikation). Wire eines der Teilsysteme nicht
minimal, wiirde das der angenommenen Minimalitit von A widersprechen. So, wie
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1 € L(f) oder 1 € R(g) und die Anwendung der Multiplikation Typ (x,1) bezie-
hungsweise (1,*) der Minimalitéit widersprechen wiirde. Die Argumente, um zu zei-
gen, dass f ein linker Faktor von h = fg ist, sind @hnlich zu denen im Beweis von
Lemma 3.6.3. (|

Satz 3.6.6 (Freie Faktorisierung [Sch17a, Satz 4.8]). Sei h € F mit n = rang(h) >
2 gegeben durch das minimale zulissige lineare System A = (u, A,v). Dann hat h
einen echten linken Faktor f mit rang(f) = k genau dann, wenn es eine zulissige
Transformation (P, Q) der Form (3.5.1) gibt, sodass PAQ vom ,Typ“ (1,%), (x,1)
oder (0,0) ist, wie in Abbildung 3.1.

Beweis. Einen echten linken Faktor vom Rang k angenommen, liefert Lemma 3.6.1
die entsprechende Transformation. Umgekehrt, eine entsprechende Transformation
angenommen, erhalten wir einen echten linken Faktor vom Rang k laut Lemma 3.6.3
fiir Typ (1, %), laut Lemma 3.6.4 fiir Typ (*,1) und laut Lemma 3.6.5 fiir Typ (0,0).

O

Einen Rang eines moglichen linken Faktors in K((X)) fixierend, kann wiederum eine
Variante von Satz 4.2.1 [CR99, Satz 4.1] verwendet werden, um Nullblécke (links unten
und rechts oben in der Systemmatrix) der entsprechenden Gréfie (in Abhiingigkeit des
Typs der Faktorisierung) zu erzeugen. Hier haben wir den kommutativen Polynomring

K[a,ﬁ] = K[al,h .. .70417n_1,0é271, .. .,Oégm_l, e ,Ozml, e ;an,n—h

/82,17-- -752@;63,1;- e 563,7“- --an,lv-- '75%,”]-

Um die Invertierbarkeit der Transformationsmatrizen P und @ sicherzustellen, brau-
chen wir —im Gegensatz zu Proposition 3.3.7— jedenfalls eine Bedingung der Art
det(P) = 1 beziehungsweise det(Q) = 1. Die Kopplungsbedingungen fiir Typ (0,0)
miissen direkt implementiert werden indem man den Gleichungen, die das Ideal er-
zeugen, die Koeffizienten entsprechend x € X fiir den ,,Kopplungsvektor* hinzufiigt.
Fiir Typ (1, %) und (%, 1) kann man zuerst auf eine ,skalare“ Kopplung testen. Wenn
es hier keine Losung gibt, kann man versuchen eine entsprechende Transformation fiir
die Nullblécke alleine zu finden.

3.7 Beispiele Faktorisierung
Beispiel 3.7.1 (Polynomfaktorisierung [Sch17¢, Abschnitt 4]). Gegeben seien p =

(1 —yz)(3 —yx) und ¢ = (zy — 1)(2zy — 3)z in Q(X). Unter Verwendung von Be-
gleitsystemen (Definition 2.2.3) fiir die Faktoren erhilt man iiber die minimale Poly-
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nommultiplikation (Proposition 3.2.7) das minimale ZLS (fiir p):

1 —x . . . . . (1 —yx)(3 —yx)
1 -y -1 . . . (1 —yz)(3 —yx)
. 1 =z . . IR - —z(3 — yx)
Y el B R 3 yr (3.7.2)
1 T . —x
1 1 1

Klarerweise gilt p = zyxyzr—4xyr+3x = gq. Nun betrachten wir das folgende minimale
ZLS (rechtes Begleitsystem) fiir p = zyxyx + (3x — dayz):

1 —x . —
1 —y .
4
RS PR
1 —%a: .
1 3

Wir versuchen, einen oberen rechten Nullblock der Gréfie 3 x 2 zu erzeugen. Das
entspriiche einer Faktorisierung in p = ¢1¢2 mit rang(q1) = 4 und rang(gz) = 3. Dafiir
wenden wir die (zulédssige) Transformation (P, Q) direkt auf die Koeffizientenmatrizen
Ap, Ay und Ay in A = Ag®1+ A, @2+ Ay ®y an, um die Gleichungen zu bekommen.
Fiir y erhalten wir

10 O 0 0 0

Co=1 . 1 Baos Poa Bas Bog
S 1 B3a B35 Bse

PA =P ’ ’ ’
@ .o—=1 . 1 Bas Bags
. 1 Bse

1

1 12 a13 a14 a1
1 a3 g aos
1 aza azs

-1 B34 —PB35 —fze

_ o O o OO

1 aus -1 P55
1 . .
I —a12 —ai2f34 —a12035 — 14 —a1afs6 — Q12036
-1 —B3.4 —f35 — Qo4 —a2,405.6 — P36
. —34 —a3,.405.6

-1 —B5.6
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Davon nehmen wir den oberen rechten 3 x 2 Block. Somit haben wir die folgenden
6 Gleichungen fiir y:

(19835 +a14 a14P56+ 12836 0 0
B35+ azy agafs6+ P36 | =10 0
3.4 03,4356 0 0

Mit einer dhnlichen Vorgehensweise erhalten wir die folgenden 6 Gleichungen fiir z:

(13845 + P25 13816+ B2+ %041,5 — %041,3 +1
a2,304,5 Q23046 + :lOtz,s — é042,3
Ba,s Bae + 3035 — 3

Und schlieBlich die fiir 1 (ohne der Terme, die a3 4 = 4,5 = 0 enthalten):

— 03><2.

(a1 3835 + 12825 + a1 15856 + a1.aBae + 13836 + 12826
230335 + Pa5 + 25 a2,505.6 + a2,4B1,6 + @23036 + P26 = 0%%2,
B35+ ass as 5056 + P36

Eine Grobner-Basis fiir das von diesen 18 Gleichungen erzeugte Ideal (berechnet
via FRICAS [Fril8], unter Verwendung der lexikographischen Termordnung) ist
(12 —14Ba6, 1,3 —isba6, Q2,3 — 25046,
agq+ 3846 —4, 34, o35+ 3046 —4,
P25, B2+ 1, B35 —3Bse+4,
Bs.6 — 3BasBs6 +4Bs6, Bas, Big— 38u6+ 3)-

Der letzte Erzeuger ist (84,6 — 1)(B4,6 — 3), also ist B4 € {1,3}. Wir setzen unsere

Berechnung mit dem Fall 846 = 1 fort. Damit bekommen wir ass = azs = 1,
,8276 = 5375 = —1 und wéihlen Q12 = 1,4 = O7 Q13 = 1,5 = 3, Q23 = Qg5 = 0,
B36 = —PBs,6 = 0. Da die Variablen ay 5, 82,3, 2,4 und 3 4 nicht vorkommen, kénnen
wir sie auf Null setzen. Damit ist eine mogliche Transformation
1 0 3 0 3 1 . .
1 01 0 1 0 0 0 -1
1 0 1 1 0 -1 0
1 . 1 -0
1 1

Durch deren Anwendung erhiilt man das zuliissige lineare System A" = PAQ
1 = 3 =3z O 0
1 —y 1 0
1 -z 0
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das —so wie das ZLS (3.7.2)— rechts oben einen 3 x 2 Nullblock hat. Daher ist A’
das (minimale) Produkt von

1 -z 3 =3z . TYr — T

1 —y 1 - | yr—1

P e B . (3.7.3)
i 1 1 1
und

(1 —y . yr — 3

1 —dzls=|.|, s= x . (3.7.4)
i 1 3 3

Also ist p = (xyx —z)(yz—3). Der erste Faktor ist nicht atomar, weil wir (polynomiell
zuléissig) rechts oben einen Nullblock entweder der Grofie 1x2 (indem wir 3-mal Zeile 3
von Zeile 1 subtrahieren) oder der Gréfie 2 x 1 (indem wir Spalte 2 von Spalte 4 und
2-mal Zeile 3 von Zeile 1 subtrahieren) in der Systemmatrix von (3.7.3) erzeugen
konnen. Andererseits geniigt ein kurzer Blick auf das ZLS (3.7.4) um festzustellen,
dass der rechte Faktor irreduzibel ist.

Bemerkung 3.7.5. Bevor man diesen allgemeinen Weg (mit dem nicht-linearen Glei-
chungssystem) beschreitet, sollte man jedenfalls mit linearen Methoden versuchen,
einen entsprechenden Nullblock rechts oben zu erzeugen. Die Grundidee entspricht
der von Lemma 4.2.2 (fiir das linearisierte Wortproblem). Entscheidend ist, dass sich
die Zeilen- und Spaltentransformationen nicht ,,iiberlappen®. Fiir den Nullblock der
GroBe 3 x 2 im vorherigen Beispiel hiefle das, entweder die Zeilen {4,5} und die
Spalten {2,3} oder die Zeilen {5} und die Spalten {2,3,4} zu verwenden.

Beispiel 3.7.6 ([Schl17a, Beispiel 4.9]). Sei f € QX)) gegeben durch das minimale
ZLS A = (u, A,v),

-1 .o —1
142z = -1 . .
Y 1 oz —1|°7
T .2 1

Nun versuchen wir einen linken Faktor fi; vom Typ (x,0) mit Rang n; = 2 und einen
rechten Faktor fo vom Typ (0,*) mit Rang no = 2 zu finden, das heifit, die minimale
Faktormultiplikation Typ (0,0) ,,umzukehren“. Dazu brauchen wir eine invertierbare
Transformation (P, Q) der Form (3.5.1) sodass PAQ = (a; ;) einen Nullblock der
GroBe 2 x 2 links unten und einen der GroBe 2 x 1 rechts oben hat und a} 3,a5 ;3 € K
ist. Zusétzlich zu det(P) = 1 und det(Q)) = 1 haben wir 12 + 6 + 4 Gleichungen.

Eine Grobner-Basis fiir das von diesen 24 Gleichungen erzeugte Ideal (berechnet via
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FRICAS [Fril8], unter Verwendung der lexikographischen Termordnung) ist

(a1 + 12822033034 + 01,3, Q12093031 — Q130022031 — 1,

ag 1+ a2 222033034+ 23, 32, Q33, Qa2, 043,

B2.283 5834 — P23, Bo2B33Baa — Po2BsaBas— 1, B3s,  P2,3Bs4,
B2,384,4 — B33B3.4, P24, P31, P32 55,47 Bai+1, PBa2).

Nachdem 5 4 = 0 ist, ist die Transformation (P, () von der Form

Q11 (12 —Q1,1 . 1 . . .

. Q21 Qo2 —O021 . B21 B2 O 0

(P’ Q) o Qa3 1 0 0 N 0 0 53,3 0
ag1 0 0 1 -1 0 P43 Bas

mit einer Losung iiber Q:

2 0 -2 .

0 1 0 0 100
FQ=1110 0o |'|o 010

000 0 1] [-1 00 1

Das transformierte System PAQ ist

—2-2y -2 . 0

1+ zr —1 0 IRE
0 0 le LT
0 0 -2 = 1

das heiBt, f = f1f2, mit fi = (1 —ay)~ und fo = (2% —2)~!, was man einfach sieht,
wenn man die minimale Inverse auf die zwei Teilsysteme der Dimension ny = ny = 2
anwendet. Beide Faktoren f; und fo sind Atome. Uber C((X)) zerfillt der zweite
Faktor f in (z —+/2)™! und (z ++/2)7 L.

Bemerkung 3.7.7. Bevor man mit ,,Gewalt“ versucht, eine (zulissige) Transforma-
tion (P, Q), zum Beispiel fiir die Multiplikation vom Typ (0,0) und zwei Systemen
der Dimension 2, zu finden, kann man einfach herausfinden, dass f reguldr ist. Wenn
das System nicht in eine polynomielle Form gebracht werden kann, das heifit f kein
Polynom ist, kénnte man priifen, ob f~! ein Polynom ist. Gegebenenfalls kann man
dann die Techniken aus der Polynomfaktorisierung anwenden. Siehe dazu insbeson-
dere Bemerkung 3.7.5.

Bemerkung. Um eine Losung (von polynomiellen Gleichungssystemen) im allge-
meinen (systematischer) zu finden, kann die Primérzerlegung von Idealen verwendet
werden, siehe dazu zum Beispiel [Stu02, Kapitel 5], [CLO15, Abschnitt 4.8] und/oder
[Coh03a, Abschnitt 10.8]. Fiir eine umfassende Diskussion empfichlt sich [Mor05].
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Bemerkung 3.7.8. Wenn die Faktorisierung an der Berechnung einer Grébner-
Basis scheitert, kann man versuchen, mehrstufig vorzugehen, das heiflt, zuerst einen
Nullblock links unten zu erzeugen und dann die (Suche nach) Transformationen auf
»Blockfaktorisierungstransformationen (siehe Abbildung 4.1) einschriinken. Das gilt
insbesondere dann, wenn das ZLS bereits eine ,,passende” Struktur (links unten)
aufweist. Unter welchen Voraussetzungen man auf diese Art eine Aussage dariiber
bekommt, ob es nicht-triviale Faktoren gibt, wenn man keine entsprechende Trans-
formation (bei gegebener Blockstruktur) findet, wére noch zu kldren.






Kapitel 4
Minimieren

Die Grundidee der Minimierung (einer linearen Darstellung) mit den linken und rech-
ten Minimierungsschritten ist denkbar einfach. Wenn die Blockstruktur grober wird
und das ,,Hinschauen“ nicht mehr reicht, kénnen die Zeilen- und Spaltentransforma-
tionen iiber ein lineares Gleichungssystem ermittelt werden. Das ist im wesentlichen
der Inhalt von Abschnitt 4.2 (Wortproblem) dem letztlich die gesamte Theorie (hier)
entsprungen ist. Meine naive Idee war, ,lokale“ Wortprobleme zu 16sen. Die vielen
Fragen, die dabei entstanden, haben dann unter anderem zur Faktorisierungstheorie
gefiihrt . ..

Aber wann, das heifit, unter welchen Voraussetzungen, ist ein zuléissiges linea-
res System (konstruiert aus zwei minimalen laut Proposition 2.3.1) minimal? Wenn
es keine linken und rechten —mit linearen Techniken durchzufithrende— Minimie-
rungsschritte mehr gibt? Reicht es aus, eine ,feinste* Struktur zu finden, sodass die
Systemmatrix eine obere rechte Block-Dreiecksmatrix mit einer maximalen Anzahl
an (quadratischen) Diagonalbldcken ist?

Fiir Polynome, das heif3t, polynomielle zuléssige lineare Systeme, ldasst sich das
verhéltnisméfBig einfach in einem Algorithmus beschreiben. Darum geht es im Ab-
schnitt 4.3, in dem viele der bis jetzt manuell durchgefithrten Schritte formalisiert
werden. Kennt man ,alle“ Faktorisierungen eines Polynoms, so kennt man auch al-
le ,,feinsten* Pivotblock-Strukturen der minimalen zuldssigen linearen Systeme ihres
Inversen und kann so ,einfach® weiter rechnen, weil man weiterhin (verhdltnisméBig)
einfach minimieren kann.

Bereits zu Beginn des Kapitels 2 (Rechnen) haben wir uns mit den Anforderun-
gen an die Konstruktion eines ZLS fiir die Inverse eines Elementes beschiiftigt. Im
Abschnitt 4.4 werden wir den Zusammenhang zwischen einer Faktorisierung und der
Verfeinerung von Pivotblocken im System der Inversen etwas genauer untersuchen
und die Vorgehensweise fiir letzteres beschreiben.

Dieses ,,einfach“ zu prézisieren wird ein zentraler Teil von Abschnitt 4.5 sein. Zwar
ist das Grundprinzip der allgemeinen Minimierung #hnlich der von polynomiellen
zuléissigen linearen Systemen, doch die Fragestellungen rund um die ,Minimalit&t*

73
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von Pivotblocken ist wesentlich subtiler. Die zentrale Frage ist die einer hinreichenden
Bedingung fiir die Minimierung mit linearen Techniken.

Tatséchlich ldsst sich ein allgemeinerer Minimierungs-Algorithmus entwickeln, in
dem dann gegebenenfalls auch nicht-lineare Gleichungssysteme gelost werden miissen.
Diese Vorgehensweise ist unabhingig vom Konzept der Faktorisierung im vorheri-
gen Kapitel 3, man kann es sich aber als eine Art ,lokale“ Faktorisierung vorstel-
len. Warum das dennoch die Faktorisierungstheorie fiir die Minimierung nicht iiber-
fliissig macht, wird noch (anhand eines Beispiels) zu kliren sein. Eine Frage dazu
sei vorab verraten: Kann man sicherstellen, dass nicht unnétigerweise nicht-lineare
Techniken angewendet werden? Diese Frage ist deswegen so fundamental, weil das
Fehlen einer Aussage iiber die (Nicht-)Existenz einer entsprechenden Losung (iiber
dem Grundkorper) eines nicht-linearen Gleichungssystems impliziert, dass man kei-
nerlei Aussagen iiber die Minimalitdt des zuldssigen linearen Systems treffen kann.
(Die Kenntnis einer Faktorisierung in Atome 16st dieses Problem freilich auch nicht
immer. Jedenfalls sollte man versuchen, linke untere und rechte obere Nullblocke —
so, wie sie zum Beispiel bei der Multiplikation laut Proposition 2.3.1 entstehen—
weitestgehend zu erhalten.)

Da es in diesem Kapitel im wesentlichen um die ,, Minimierung® der Addition und
der Multiplikation geht, sollen noch ein paar Gedanken aus diesen Blickwinkeln einflie-
Ben. Aus multiplikativer Sicht ist die Sinnhaftigkeit der Kenntnis einer Faktorisierung
eines Elementes in seine jeweiligen (verallgemeinerten) Atome unmittelbar klar: Bei
der Multiplikation kann man dann gegebenenfalls kiirzen. Das kann man sich zum
Beispiel auch zu Nutze machen, um den linken ggT zweier Polynome zu finden (Ab-
schnitt A.1). Gangz so trivial ist das aber trotzdem nicht, weil das entsprechende Atom
mit seinem Inversen nicht unbedingt ,,nebeneinander* liegen muss, zum Beispiel

r(l—yx) -2t =1—ay)z- -2~ =1—ay.

Dazu kommt, dass zwei Atome miteinander zu einem ,verschmelzen“ konnen (siehe
Bemerkung 3.4.12) und man daher auf eine Verfeinerung von Pivotblécken ,,innerhalb®
eines Atoms angewiesen sein kann. Aber auch aus additiver Sicht spielt die Faktori-
sierung eine entscheidende Rolle, weil man ,,gemeinsame® linke und rechte Faktoren
zweier Summanden nur ,einmal® im ZLS braucht. Dariiber hinaus ist natiirlich die
Verfeinerung von Pivotblécken (aus einer Faktorisierung) besonders wichtig. Mit einer
(linearen) Technik haben wir uns bereits (indirekt) im Abschnitt der rationalen Ope-
rationen in Form der Lemmata 2.3.4 und 2.3.5 beziehungsweise der Bemerkung 2.3.12
beschiftigt. Diese Technik spielt wiederum eine Rolle fiir die minimale Faktormul-
tiplikation in Abschnitt 3.5 (und die minimale Inverse, Satz 2.5.13). Aus Sicht der
algorithmischen Minimierung verschwindet also die Grenze zwischen Addition und
Multiplikation.

Etwas, das in diesem Zusammenhang nur am Rande eine Rolle spielt, aber aus
algebraischer Sicht hochst interessant ist, ist die Frage, ob der freie Schiefkdrper ein
»Ahnlichkeits-UFD* ist (analog zur Definition 3.1.4). In weiterer Folge lieBen sich
vielleicht verfeinerte Techniken entwickeln, um aus einer Faktorisierung (in Atome)
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alle Faktorisierungen (aus Sicht der Struktur der Nullblécke in der Systemmatrix ei-
nes ZLS) zu erhalten. Im allgemeinen werden lineare Techniken nicht ausreichen, aber
vielleicht kann man die Berechnung einer Grobner-Basis vereinfachen und insbeson-
dere deren Losbarkeit iiber dem Grundkérper (und nicht iiber dessen algebraischen
Abschluss) ,,vereinfacht“ feststellen.

Zur Erinnerung: Hier operieren wir direkt in (der Systemmatrix) der linearen Dar-
stellung und sind deswegen unabhingig von deren Regularitit (das heifit, Invertier-
barkeit iiber den formalen Potenzreihen). Und das hat natiirlich seinen Preis. Die
,klassischen“ Methoden zur Minimierung linearer Darstellungen fiir requlire Elemente
arbeiten im wesentlichen indirekt, in dem sie die linke beziehungsweise rechte Familie
,berechnen“, siche dazu Abschnitt B.3.

So #hnlich wie mit den Abschnitten 3.2 (Polynommultiplikation) und 3.3 (Poly-
nomfaktorisierung) im letzten Kapitel verhilt es sich mit den Abschnitten 4.2 (Wort-
problem) und 4.3 (,,polynomielle* Minimierung) hier. Sie kénnten zum Teil wesentlich
gekiirzt werden indem die Aussagen und Resultate als Spezialfille der allgemeineren
Theorie betrachtet werden. Aber darunter wiirde die Klarheit leiden, die besonders
in diesen Abschnitten richtig zur Geltung kommt. In diesem Sinne kann man Ab-
schnitt 4.3 auch als Einleitung verstehen um danach mit den Grundlagen und den
anderen Abschnitten weiter in die Tiefe zu gehen.

Bemerkung. In der Literatur findet man neben dem Begriff ,,minimieren® (einer
linearen Darstellung) auch ,reduzieren®. Da der Begriff ,reduziert” in [Coh95, Ab-
schnitt 6.3] in einem anderen Zusammenhang (fiir allgemeinere Systemmatrizen be-
ziehungsweise zuléssige lineare Systeme) verwendet wird, héitte dessen Verwendung
statt ,,verfeinert” (in Bezug auf Pivotblécke) woméglich zur Verwirrung beigetragen.
Man denke an ,Die Minimierung eines verfeinerten zuléssigen linearen Systems fiir
ein irreduzibles Element.“ Statt des Begriffs ,,Blockzerlegung®“ wire auch ,,Blockpar-
titionierung® (Cohn verwendet letzteren) moglich.

4.1 Grundlagen und eine Standardform

Definition 4.1.1 (Pivotblsécke, Blocktransformation [Sch18a, Definition 3.1]). Sei
A = (u, A,v) ein zuléssiges lineares System und bezeichne A = (A;;)7"_, die Block-
zerlegung (mit quadratischen Diagonalbldcken A;;) mit mazimalem m sodass A;; =0
fiir ¢ > j gilt. Die Diagonalblocke A;; heiflen Pivotblicke und die Anzahl m wird
mit #pb(A) = #pb(A) bezeichnet. Fiir ¢ = 1,2,...,m heiit dim;(A) die Dimensi-
on (oder Grifle) des Pivotblocks A;;. Fiir ¢ < 1 oder ¢ > m sei dim;(A) = 0. Eine
(zuldssige) Transformation (P, Q) heifit (zuléssige) Blocktransformation (fiir A), wenn
P; = Q; =0 fur ¢ > j (fiir die Blockstruktur von A) gilt.

Notation. Sei A = (u, A,v) ein ZLS mit m Pivotblécken der GréBen n; = dim;(A).
Dann bezeichnet n;,; = dim;.;(A) = n; + niqp1 + ... + n; die Summe der Gréflen der
Pivotblocke A;; bis Aj; (mit der Konvention n;,; = 0 fiir j < ¢). Fiir ein vorgegebenes
System wird die Einheitsmatrix der Grole n;.; mit I;.; bezeichnet. Wenn (P, @) eine
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Zuléssige Transformation, Definition 2.1.10

o1 e op3 Qg 1 0 0 0
Q21 Qa2 Q23 Qo4 P21 P22 P23 P24
Q31 (32 Q33 Q34 B31 Bzz2 B33 B34
Q41 42 43 4y Bax Baz Paz Baa
Blocktransformation, Definition 4.1.1
Q11 12 13 Q14 1 0 0 0
Qa1 Q22 Q23 Qo4 P21 P22 P23 Poa
0 0 o33 aza|’| O 0 P33z Bza
0 0 ous aua 0 0 PBaz Baa
Polynomielle Transformation (2.1.14), Definition 2.1.13
1 Q12 Q13 Q14 1 0 0 0
1 az3 o4 1 P2z Poa
1 Qa3 4 1 63,4
1 1
Faktorisierungstransformation (3.5.1)
_041’1 Q12 (13 0_ I 1 0 0 0 T
as1 g azsz 0 P21 B22 P23 Poa
az1 azz azz 07831 P32 B33 B34
a1 aa2 oag3 1] |[Ba1 Paz Baz B
Blockfaktorisierungstransformation, Bemerkung 3.7.8
_041’1 Q12 (13 0_ I 1 0 0 0 T
asy g azsz 0 P21 B22 P23 Poa
0 0 az3 0|70 0 fs33 B34
| 0 0 ag3 1] | O 0 Baz Paa]
Polynomfaktorisierungstransformation (3.3.3), Definition 2.1.13
1 Q12 013 0 1 0 0 0
1 a3 O 1 P23z fPoa
1 0|’ 1 ,8374
1 1

Abbildung 4.1: Die invertierbaren Transformationsmatrizen P = (a;;) € K™ und
Q = (Bi;) € K*™ als Paar (P, (), angewandt auf ein (nicht notwendigerweise mini-

males) zuliissiges lineares System A = (u, A,v)

der Dimension n fiir ein Element f

des freien Schiefkorpers, ergeben ein dquivalentes ZLS A’ = PAQ = (u@Q, PAQ, Pv)
fir f. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei hier, der Ubersicht halber, n = 4.
Gegebenenfalls stellen det(P) # 0 und det(Q) # 0 die Invertierbarkeit sicher.
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zuléssige Transformation fiir A ist, bezeichnet (PAQ);; den (der Blockzerlegung von
A entsprechenden) Block (7, j) der Gréfie n; x nj in PAQ und (Pv); den der Grofe
n; x 1in Pv und (uQ); den der Grofle 1 x n; in u(@.

Notation. Komponenten in der linken Familie s = A~'v werden (wie immer)
mit s; bezeichnet. Die j-te Komponente fiir 1 < j < dim;(.A) des i-ten Blocks fiir
1 < i < #pp(A) wird mit s;;) bezeichnet. Eine Teilfamilie von s beziiglich des
Pivotblocks k& wird mit s, bezeichnet, s;.; = (s, Si+1,--.,5;). Analog gilt das auch
fiir die rechte Familie ¢t = uvA~".

Notation. Eine ,,Gruppierung® von Pivotblocken {i,i+1,..., 7} der Systemmatrix
wird mit Aj;.; ;5 bezeichnet. Wenn aus dem Kontext klar ist, wo so ein Blockbereich
endet oder anfangt, wird auch nur A;. ;. beziehungsweise A.;.; geschrieben, insbeson-
dere bei einer Blockzerlegung beziiglich eines bestimmten Pivotblocks. Zum Beispiel
A1:71:, A;“k und A:m,:m-

Definition 4.1.2 (Zulissige Pivotblocktransformation [Sch18a, Definition 3.2]). Sei
A = (u, A,v) ein ZLS mit m = #p1(A) Pivotblocken der GroBen n; = dim;(A). Eine
zuldissige Transformation (P, Q) der Form (I1.x—1 ® T @ Iy 1.ms l1k—1 ©U @ Tyt 1.m)
mit T,U € K> heiflt zulissig fiir Pivotblock k oder (zuldssige) k-te Pivotblock-
transformation.

Definition 4.1.3 (Verfeinerter Pivotblock, verfeinertes ZLS [Sch18a, Definition 3.3]).
Sei A = (u, A,v) ein ZLS mit m = #,,(A) Pivotblocken der Grofien n, = dim;(A).
Ein Pivotblock Ay (fiir 1 < k < m) heifit verfeinert, wenn es keine zuldssige Pivot-
blocktransformation (P, Q) gibt, sodass (PAQ)gk links unten einen Nullblock der
Grofle @ x (n — 1) fiir ein ¢ € {1,2,...,n, — 1} hat. Das zuliissige lineare System A
heifit verfeinert, wenn alle Pivotblocke verfeinert sind.

Bemerkungen. Zum einen ist die ,,Form* eines verfeinerten ZLS nicht eindeutig.
Das wird im folgenden Beispiel illustriert. Zum anderen ist ein verfeinertes ZLS nicht
notwendigerweise verfeinert iiber dem algebraischen Abschluss des Grundkorpers K.
Zum Beispiel sei

a=(0 051G

Addiert man v/2-mal Zeile 1 zu Zeile 2 und subtrahiert man v/2-mal Spalte 2 von
Spalte 1, erhélt man

L alef)

Siehe auch Beispiel 3.3.4 (Irreduzibilitéit in Abhéngigkeit des Grundkorpers).

Beispiel 4.1.4 ([Sch18a, Beispiel 3.4]). Sei f = (y~' — z)~! gegeben durch das
minimale ZLS
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Durch die Propositionen 2.2.1 (Minimales Monom) und 2.4.3 (Disjunkte Addition)
erhélt man fiir f + 3z sofort das minimale und wverfeinerte ZLS

1 -y -1

A= [1 .}’ —x 1 x . 1

Da 1 € R(A) ist und dieses System iiber die Addition entstanden ist, kann sehr einfach
—in einer kontrollierten Weise— eine andere verfeinerte Pivotblock-Struktur erzeugt
werden (vergleiche dazu Bemerkung 2.3.12). Zuerst addiert man Spalte 3 zu Spalte 1,

0 -y -1 . .
0 1 x . 1
A= [1 1 1. 1 =z

und dann vertauscht man die Zeilen 1 und 3:

1 . 1 —=z .

1 T . 1

A'=1[1 . . ], Sy o1 .
1 3

Definition 4.1.5 (Blockzerlegung eines ZLS, Blockzeilen- und -spaltentransforma-

tion [Sch18a, Definition 3.5]). Sei A = (u, A,v) ein ZLS der Dimension n mit m =

#ob(A) > 2 Pivotblécken der GréBen n; = dim;(A). Fiir ein 1 < k < m ist die
Blockzerlegung beziiglich Pivotblock k das System

Al:,l: Al:,k Al:,:m V1.
.A[E] = [UL . ] s . Ak,k Ak,:m s UE
. A:m,:m V.3

mit (quadratischen) Diagonalblocken Aj. 1., Ak i und A.y, . der Groen nig—1, ng
beziehungsweise 1y 1., (k wird hier verwendet um zu betonen, dass k ein Blockindex
ist.) Mit A7 wird das ZLS A%l ohne Blockzeile/-spalte k (der Dimension n — ny)
bezeichnet (A7 ist nicht notwendigerweise dquivalent zu AE):

B A 5 1: A m v
A= (g [ g o)),

Eine zuldssige Transformation (P, Q) = (P(T, T),Q(U, U))E der Form

Tig—1 - . Tik—1

(P.Q), = T T || . 0 v (4.1.6)
IkJrl:m . . IkJrl:m
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heiBt k-te Blockzeilentransformation fiir A%l eine (P, Q)k = (P(T7 T),Q(U, U))E der

Form

L T . Ly U .
(P,Q)E = . T . . U . (4.1.7)
Ik-i-l:m . . Ik—i—l:m

heit k-te Blockspaltentransformation fir AlEl, Fir T = U = I,,, schreiben wir auch
nur P(T) bzw. Q(U) und nennen eine Blocktransformation (P(T),Q(U)) dann auch
speziell.

Definition 4.1.8 (Standardisiertes ZLS [Sch18a, Definition 3.8]). Ein minimales und
verfeinertes ZLS A = (u, A,v) = (1, A, \), das heifit, v = [0,...,0, A], heiBit standar-
disiert (oder Standard-ZLS).

Mit (der allgemeinen) Definition 3.4.10 (von Atomen) und Proposition 3.4.11 kann
Definition 3.1.3 (atomare zuliissige lineare Systeme) verallgemeinert werden:

Definition 4.1.9 (Atomares ZLS). Ein standardisiertes zuléssiges lineares System
fiir ein Atom (im freien Schiefkorper) heifit atomar (oder irreduzibel).

4.2 Das Wortproblem

Seien f, g € F gegeben durch die linearen Darstellungen 7y = (uy, Ay, vy) der Dimen-
sion ny beziehungsweise 7, = (uq, Ay, v4) der Dimension n,. Die Matrix

. uf Ug
L= ’Uf Af
vg . —Ay

ist eine Linearisierung von f — g der Gréfle n = ny +ny 4+ 1. Nun ist f = g genau
dann, wenn L nicht voll ist [Coh95, Abschnitt 4.5]. Beziiglich Linearisierung siehe auch
Abschnitt B.1, beziiglich Wortproblem [Coh95, Abschnitt 6.6]. Ob die Matrix L voll
ist (oder nicht), kann mittels des folgenden Satzes festgestellt werden. Fiir P = (o)
und @ = (B;;) ist der kommutative Polynomring

K[O‘aﬂ] = K[al,la RN S PN 5 I RIIINN 0 R IR € 2735 IRIPIPIN 0 79 o

Bias-- By B0y Boms - Bty -« Bl

Satz 4.2.1 ([CR99, Satz 4.1]). Fir jedes k € {1,2,...,n} bezeichne I}, das Ideal
von Ko, 8], das von den Polynomen det(P) — 1, det(Q) — 1 und den Koeffizienten
von jedem x € {1} U X in den (i,7)-Fintrigen der Matriz PLQ fir 1 < i <k und
k < j <mn erzeugt wird. Dann ist die lineare Matriz L genau dann voll, wenn jedes
Ideal I, = K[a, f] firr € {1,2,...,n} ist.
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Bemerkung. In [CR99] ist an dieser Stelle ein Druckfehler, die Koeffizienten von
Ly, den Koeffizienten beziiglich des leeren Wortes, fehlen.

Bemerkung. Eine Variante dieses Satzes (ohne Bedingung an die Determinanten
der Transformationsmatrizen), ndmlich Proposition 3.3.7, wird fiir die Faktorisierung
von Polynomen iiber K(X) verwendet.

Bemerkung. Eine Losung fiir das Wortproblem (im freien Schiefkdrper) findet sich

bereits in [Coh73, Coh75b].

Die praktische Anwendbarkeit dieses Satzes stoft bereits fiir n > 5, wo 50 oder
mehr Unbekannte involviert sind, an ihre Grenzen. Hat man jedoch irgendein ZLS
(oder eine lineare Darstellung) fiir f — g, zum Beispiel laut Proposition 2.3.1, dann
kann man priifen, ob es (zulédssig) in ein kleineres System, zum Beispiel A's’ = 0,
transformiert werden kann. Fiir Polynome (mit A = I — M und M einer oberen (nil-
potenten) Dreiecksmatrix) kann das Zeile fiir Zeile (bzw. Spalte fiir Spalte) gemacht
werden. Tatséchlich steckt diese Idee in Algorithmus 4.3.8 (im folgenden Abschnitt).
Im allgemeinen kénnen die Pivotblécke (die quadratischen Blécke in der Diagonalen)
beliebig grof} sein. Daher muss die Eliminierung (von Zeilen bzw. Spalten) blockweise
erfolgen, indem man ein einzelnes lineares Gleichungssystem fiir Zeilen- und Spalten-
operationen aufstellt (und 16st). Diese Idee steckt im folgenden Lemma.

Bemerkung. Die Existenz einer Losung fiir dieses lineare Gleichungssystem ist in-
variant unter zuléssigen Transformationen (der Teilsysteme). Das ist eine Schliisselan-
forderung, da die Normalform [CR94] nur modulo Ahnlichkeitstransformationen ein-
deutig ist. Fiir nicht-minimale lineare Darstellungen ist die stabile Assoziation (Defi-
nition 2.1.2) relevant.

Lemma 4.2.2 ([Sch17b, Lemma 2.3]). Seien f,g € F gegeben durch die zulissi-
gen linearen Systeme Ay = (uy, Ap,v¢) der Dimension ny beziehungsweise Ay, =
(ug, Ag,vy) der Dimension ng. Wenn Matrizen T,U € K™ *"s existieren, sodass
uU=0,TA; — AU = Afu—]':ug und Tvy = vy gilt, dann ist [ = g.

Beweis. Die Differenz f — g kann durch das ZLS As = v mit

T T
= [Af —Afufug} Cos— [sf—ufg] and v = [vf}
. Ay —Sg —g

dargestellt werden. Wir definieren die (invertierbaren) Transformationsmatrizen

_ Inf T _ Inf _U
F= |: : I”g:| und Qi [ : I”g]
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und erhalten mit A’ = PAQ, s’ = Q~'s und v' = Pv das neue ZLS A’s’ = v':

s I, T} P@~ —Afuyuﬂ Pﬁf —{q

L I”g Ag I"s'
_ Af —Afu—;ug + TAg:| |:Inf —U]
L Ag I"s'
_ Af —Afu—'];ug—l—TAg—AfU] _ |:Af 0]
L Ag Ag ’
o — _Inf U sf—u—;g _ sf—u—']:g—Usg
L In, —5g —Sg ’

Y — I, T} [vf] _ [vf—Tvg].
. In,| |—vy —g

Die Invertierbarkeit von A’ iiber dem freien Schiefkérper impliziert s ¢ —u} g—Usy, =0,
insbesondere gilt

0=wuyssy — ufu;g —upUsg
=f-9
weil upU = 0 ist. O

Sei d die Anzahl der Buchstaben im Alphabet X, dim(Ay) = ny und dim(A,) =
ng. Um die Transformationsmatrizen T, U € K"/ *"s vom vorherigen Lemma zu be-
stimmen, brauchen wir nur ein lineares Gleichungssystem mit (d+ 1)ny(ng +1) Glei-
chungen in 2nyn, Unbekannten 16sen. Wenn es eine Losung gibt, ist f = g. Weder

Ay noch A, miissen minimal sein. Computerexperimente zeigen, dass Huas Identitét
[Ami66)

_ _ _1y-1
Py ) T) =y

T — (x
positiv mittels Lemma 4.2.2 getestet werden kann, wenn das ZLS fiir die linke Seite
iiber die rationalen Operationen von Proposition 2.3.1 konstruiert wird. Jedoch ohne
der Annahme der Minimalitét impliziert das Fehlen einer Losung nicht, dass f # g ist,
siehe dazu das folgende Beispiel 4.2.4. Huas Identitéat wird in Beispiel 2.6.1 schrittweise
iiber zuldssige lineare Systeme bewiesen. Ist eine der beiden linearen Darstellungen
nicht minimal, kann auch die Gaufische Elimination (iiber dem freien Schiefkorper)
verwendet werden, siehe dazu Abschnitt A.2.

Satz 4.2.3 (,Lineares“ Wortproblem [Sch17b, Satz 2.4]). Seien f,g € F gegeben
durch die minimalen zuldssigen linearen Systeme Ay = (uy, Ay, vy) beziehungsweise
Ay = (ug,Ag,vg) jeweils der Dimension n. Dann ist f = g genau dann, wenn es
Matrizen T,U € K"*™ gibt, sodass u;U =0, TA; — AyU = Afu—'}ug und Tvg = vy
gilt.
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Beweis. Wenn f = g ist, dann existieren —nachdem zuléssige lineare Systeme (reine)
lineare Darstellungen sind— laut Satz 2.1.6 invertierbare Matrizen P,Q € K"*" so-
dass Ay = PA,Q und vy = Py ist. Sei T = Pund U = Q! — u;ug. Die zuldssigen
linearen Systeme sind minimal. Daher ist die linke Familie s; K-linear unabhéngig.
Nachdem die erste Komponente von s, gleich der ersten von sy = Q_lsg ist und die
linke Familie s, ebenfalls K-linear unabhéingig ist, muss [1,0, ..., 0] die erste Zeile von
Q" sein. Deshalb ist usU = uf(Q ™' — ufuy) = 0. Klarerweise gilt vy = Tv, und
TAy— AU =PAy — A;Q ™" + Ajujuy
=A fu;ug.
Die andere Implikation folgt aus Lemma 4.2.2. [l

Beispiel 4.2.4 ([Sch17b, Beispiel 2.5]). Seien f = 27! und g = 27! gegeben durch
die zuldssigen linearen Systeme

le]s; = [1] baw. {‘” ‘12] sgzm.

Dann ist das zuléssige lineare System

r —-x . 1 0
r —zls=1|-1|, s=|—-2!
1 . 0

eine lineare Darstellung von f — g = 0.

Obwohl es hier offensichtlich ist, dass die zweite Komponente im Losungsvektor
54 Null ist, ist es im allgemeinen nicht klar, wie man solche ,,pathologischen® linearen
Darstellungen ohne Annahme der Minimalitdt ausschlieffen kann.

Bemerkung 4.2.5 ([Sch17b, Abschnitt 2]). Man konnte sich fragen, fiir welche
Art der Konstruktion (rationale Operationen [CR99], Higmans Trick [Hig40, Coh85],
selbstadjungierter Linearisierungstrick [And13], etc.) es hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz von Matrizen T, U (iiber K) in Lemma 4.2.2 gibt, wenn f = g ist. Leider
scheint das —einige Beispiele ausgenommen— unmoglich, wie das folgende zuldssige
lineare System (konstruiert mittels der rationalen Operationen von Proposition 2.3.1)
fir # — xyy~! = 0 zeigt (einige Nullen wurden belassen, um die Blockstruktur zu

betonen):
1 -z -1 . . . . . ] [ ]
0 1 . . . . . . . 1
1 —z
0 1 -1 .
0 1 —y s =
-1 0 1 .
0o 1 0 -1 .
I -y
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Hier gibt es keine Matrizen T, U und damit auch keine Transformationen P, Q) (zulis-
sig, mit Blocken T, U), sodass PAQ einen oberen rechten Nullblock der Grofle 2 x 7
hat und die ersten beiden Komponenten von Pv Null sind.

4.3 Minimieren eines polynomiellen ZLS

Ein genauer Blick auf den Beweis von Proposition 3.2.7 (Minimale Polynommultipli-
kation) bringt einen iiberraschend einfachen Algorithmus fiir die Konstruktion eines
minimalen polynomiellen zulédssigen linearen Systems zum Vorschein, vorausgesetzt
es ist in dieser Form gegeben. Er kann fiir die Minimierung der Summe in Proposi-
tion 2.3.1 verwendet werden. ,,Einfach“ heif3t, dass er auch fiir ziemlich grofle diinn
besetzte Systeme leicht manuell umgesetzt werden kann. In Abhéngigkeit der Da-
tenstruktur ist die Implementierung (siche dazu auch Abschnitt B.5) selbst etwas
technisch. Man muss sehr vorsichtig sein, wenn die Skalare (des Grundkérpers K)
nicht exakt dargestellt werden kénnen, insbesondere wenn lineare Gleichungssysteme
(siehe weiter unten) geldst werden miissen.

Um die zugrundeliegende Idee zu illustrieren, minimieren wir (teilweise) ein nicht-
minimales ,fast* polynomielles ZLS A = (u, A,v) der Dimension n = 6 fiir p =
—zy + (zy + z). Man beachte, dass man dazu keinerlei Wissen iiber die linke oder die
rechte Familie benotigt. Sei

Zuerst fithren wir einen linken Minimierungsschritt durch, das heiflt, wir entfernen
(wenn moglich) ein Element der K-linear abhingigen linken Familie s = A~'v und
konstruieren ein neues System. Wir fixieren ein 1 < k < n, sagen wir k£ = 3. Wenn
wir eine zuléssige Transformation (P, Q) der Form

I—1 . . I—1 . .
(P,Q) = 1 T, . 1 U (4.3.1)
Ik . R PR

finden, sodass Zeile k in PAQ gleich [0,0,1,0,0,0] und (Pv); = 0 ist, kénnen wir
Zeile k und Spalte k in PAQ eliminieren, weil (Q7's), = 0 ist. Wie kénnen wir
diese Blocke T,U € K**(™=F) finden? Wir schreiben A in Blockform —Blockzeilen-
und Blockspaltenindizes sind unterstrichen um sie von Komponentenindizes zu unter-
scheiden— beziiglich Zeile/Spalte k

Arg A A UL
AM =y ], 1 Assl|, |v2 (4.3.2)
A373 U&
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und wenden die Transformation (P, Q) an:

(11 . . A A Avs| ([ Ii-r - .
PAQ=| . 1 T R I R T
I,k . . A373 . R S

Aiq Ao AU+ A3
= . 1 U4 As3+TAs3],

i Az
-Ik-—l . . U1 U1
Pv = . 1 T vy | = |v2 +Tvs
Infk U3 V3

Nun kénnen wir eine hinreichende Bedingung fiir (Q~'s), = 0 ablesen, némlich die
Existenz von T, U € K'*"~* sodass

U+ A273 + TA373 =0 und vy + TU& =0 (433)

gilt. Sei d die Anzahl der Buchstaben in unserem Alphabet X. Die Blocke T =
[Qkt1, Qhta, -y an] und U = [Brt1, Br+2,- -, On) in der Transformation (P, Q) ha-
ben die Grofle 1 x (n — k) und die beiden Matrizen T und U sind ,,entkoppelt®, daher
bekommen wir ein lineares Gleichungssystem (iiber K) mit 2(n — k) Unbekannten (fiir
k> 1)und (d+1)(n — k) + 1 Gleichungen:

[Br+1 Brtz Brrs] +[0 0 0] +

1 —z —Z]
+ [k argz awys] |1 —y|=1[0 0 0],
. . 1
[—1} + [Oék+1 Q42 OékJrB} | = [0} .
1

Eine Losung ist 7 = [0,0,1] und U = [0,0, —1]. Wir ermitteln A; = P.AQ und
entfernen Blockzeile 2 und -spalte 2, das heifit, Zeile k£ und Spalte k, um das neue
dquivalente ZLS

1 —z -1 .
o1 . . Y
Ay = (u, Av) = [1 R .}, . 1 —x —z|,
1 —y .
1 1

zu erhalten. Als néchstes fithren wir einen rechten Minimierungsschritt durch, das
heifit, wir entfernen (wenn moglich) ein Element der K-linear abhéingigen rechten
Familie ¢t = ©A~! und konstruieren ein neues System. Dazu fixieren wir ein 1 < k <
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n =5, sagen wir k = 3. Nun suchen wir eine Transformation (P, Q) der Form

L. T . L. U .
(P,Q) = A D N (4.3.4)
Infk . . Infk

sodass die Spalte k in PAQ gleich [0,0,1,0,0]" ist (fiir eine zulissige Transformation,
das heiBt, die erste Zeile von U ist Null, ist der entsprechende Eintrag u in u Null).
Eine hinreichende Bedingung fiir (tP~1);, = 0 ist die Existenz von T,U € K(k—1x1
sodass

AU+ A2+T=0 (4.3.5)

ist. (In Bemerkung 4.3.9 gibt es eine weniger , komprimierte“ Version dieses linearen
Gleichungssystems.) Eine Losung ist 7 = [1,0]" und U = [0,0]". Wir ermitteln Ay =
PA;Q und entfernen Zeile k und Spalte k£ um das neue (noch nicht minimale) ZLS

1 —x —x —z

Ay =(u, Av)=|[1 . . ], ! ) y ,

zu erhalten. Wenn man einen linken (beziehungsweise rechten) Minimierungsschritt
mit k& = 1 (beziehungsweise k = n und v = [0,...,0,A\]") durchfithren kann, dann
reprisentiert das ZLS Null und wir kénnen sofort aufhéren.

Das Folgende ist die einzige nicht-triviale Beobachtung: Wir erinnern uns, wenn
Zeilen- (bzw. Spalten-) Blocke T, U existieren, sodass (4.3.3) (bzw. (4.3.5)) eine Lo-
sung besitzt, dann ist die linke (bzw. rechte) Familie K-linear abhingig. Um Mini-
malitdt laut Proposition 2.1.8 zu garantieren, brauchen wir die andere Implikation,
das heif3t, die Existenz entsprechender Zeilen- oder Spaltenblocke fiir nicht-minimale
polynomielle zuldssige lineare Systeme.

Obwohl die Argumente im Beweis von Proposition 3.2.7 (Polynommultiplikation)
zu finden sind, wiederholen wir sie hier, weil sie der entscheidende Teil des Mini-
mierungsalgorithmus sind: Sei A = (u, A,v) ein polynomielles ZLS der Dimension
n > 2 mit linker Familie s = (s1, s2,...,5,). Wir nehmen an, dass ein 1 < k < n
existiert, sodass die Teilfamilie (Sg41, Sk+2,- - ., Sn) K-linear unabhéngig ist, wihrend
(Sky Sk+1,- -, Sn) K-linear abhiéngig ist. Dann existieren laut Lemma 3.2.3 Matrizen
T,U € KM*("=k) sodass (4.3.3) gilt. In anderen Worten: Wir miissen mit ks = n — 1
fiir einen linken (und k; = 2 fiir einen rechten) Minimierungsschritt starten.

Wenn wir einen Minimierungsschritt ausfithren, miissen wir die jeweils andere
Familie ,,erneut® priifen. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel, das nicht aus zwei
minimalen Systemen konstruiert wurde:

1 -z -y o4y
o1 . . -z
A=, Av)=|[1 . . . ], |. . 1 . —z|,
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Klarerweise ist sowohl die linke Teilfamilie (s3,s4,s5) von s = A~'v als auch die
rechte (t1,t2,t3) von t = uA~! K-linear unabhiingig. Subtrahiert man Zeile 3 von
Zeile 2 und addiert man Spalte 2 zu Spalte 3 erhilt man das ZLS

1 -z —ox—y x4y

. 1 0 . 0
A =@, A0)y=[t . . . ], |. . 1 . —z|,
I —y
1 1

Die rechte Teilfamilie (¢/,t5,t4) von A” = A’ =2 st (hier) nicht mehr K-linear un-
abhéingig, man muss also erneut einen rechten Minimierungsschritt fiir k = 3 probie-
remn.

Definition 4.3.6 (Minimierungsgleichungen). Sei A = (u, A,v) ein polynomielles
ZLS der Dimension n > 2. Beziiglich der Blockzerlegung (4.3.2) bezeichne A=*! das
—nicht notwendigerweise équivalente— ZLS A ohne Zeile/Spalte k (der Dimension
n—1):

AFH = <[“; 15 {A.Ll i;j ’ Bﬂ) '

Fiir k € {1,2,...,n—1} heiflen die Gleichungen (4.3.3), das heifit, U+ A3 3+T A3 3 =0
und vy + Twvs = 0 beziiglich der Blockzerlegung Al k-te linke Minimierungsglei-
chungen. Sie werden mit L = Li(A) bezeichnet. Eine Losung durch das Zeilen-
paar (T,U) wird mit L;(T,U) = 0 bezeichnet, die induzierte Transformation als
(P(T),Q(U)) geschrieben. Fiir k € {2,3,...,n} heifien die Gleichungen (4.3.5), das
heifit, A1 1U + Ay 2 + T = 0 beziiglich der Blockzerlegung A k-te rechte Minimie-
rungsgleichungen. Sie werden mit Ry, = Ry (A) bezeichnet. Eine Losung durch das
Spaltenpaar (T, U) wird mit Ry (T,U) = 0 bezeichnet, die induzierte Transformation
als (P(T),Q(U)) geschrieben.

Nun fehlt nur noch ein wichtiges Detail, ndmlich die Tatsache, dass wir Lem-
ma 3.2.3 nicht im folgenden (ersten) linken Minimierungsschritt anwenden konnen,
weil (P(T), QU )) nicht notwendigerweise zulissig ist. Das ldsst sich aber folgender-
maflen umgehen: Fiir 0 # a € K betrachten wir das ZLS A:

-

Wir transformieren die Systemmatrix A (zuléssig) in der folgende Weise:

G b -6 b -6 )

=:P =:Q
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Mit dieser zulissigen Transformation (P, Q) erhalten wir das System A" = PAQ),

F _O‘OJ s = [OBA] , (4.3.7)

in dem wir die letzte Zeile und Spalte 16schen konnen. Man beachte, dass fiir die rechte
Familie kein Sonderfall zu beriicksichtigen ist.

Algorithmus 4.3.8 (Minimieren eines polynomiellen ZLS).
Eingabe: A = (u, A,v) = (1, A, X) polynomielles ZLS (fiir ein Polynom p)
der Dimension n > 2.
Ausgabe: A" = (,,), wenn p =0 ist, oder
ein minimales polynomielles ZLS A" = (v, A’,v") = (1, A’, \') wenn p # 0 ist.

1: k:=2
2:  while k < dim(A) do
3: n:= dim(.A) . .
4 k/ =n+ 1—k lin. unabhéngig
Ist die linke Teilfamilie (sg, Sg/41, ..., Sp) K-linear abhéngig?
5: if 37,U € KM= gulissig : Ly (A) = L (T,U) = 0 then
6: if ¥ =1 then
7: return (,,)
endif ,
8: A= (P(T)AQ(U)) ™"
9: if k> max{2, "TH} then
10: k=k—1
endif
11: continue
endif
12: if k=2 and s,_1 = as, (fiir ein o € K) then
13: find zulissiges (P, Q) sodass (Q~'s),, = 0 und PAQ polynomiell ist
14: A= (PAQ)"
15: continue _ o
endif lin. unabhéngig
Ist die rechte Teilfamilie ( t1,...,tk—1 , ) K-linear abhiingig?
16: if 3T, U € KE=DX1 zuliissig : Ri(A) = Ry (T,U) = 0 then
17 A= (P(T)AQ(U))™H
18: if k> max{2, "TH} then
19: k=k—-1
endif
20: continue
endif
21: k=k+1
done

22:  return PA, mit P, sodass Pv =[0,...,0,\]"
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Beweis. Das zuléissige lineare System A représentiert p = 0 genau dann, wenn sy =
(A=1v); = 0 ist. Da alle Systeme zu A dquivalent sind, wird dieser Fall fiir &’ = 1
erkannt, weil es dann laut Lemma 3.2.3 eine zuldssige Transformation gibt, sodass
die erste linke Minimierungsgleichung erfiillt wird. Nun sei p # 0. Wir miissen zeigen,
dass sowohl die linke Familie s' als auch die rechte Familie ¢’ von A" = (u/, A’,v")
K-linear unabhéngig ist. Sei n’ = dim(A’) und fir £ € {1,2,...,n'} bezeichne
S(ky = (Snig1—p> Sprga—pr - -5 Sypy) die linke und ¢, = (#1,15,. .., ;) die rechte Teil-
familie. Laut Annahme ist A ein polynomielles Zig} und daher ist sowohl s/, # 0 als
auch t} # 0, das heifit, 521) ist K-linear unabhéngig und t/(1) ist K-linear unabhéngig.
Die Schleife beginnt mit k& = 2. Nur, wenn sowohl s’(k) als auch tzk) K-linear un-
abhéngig sind, wird &k inkrementiert. Fiir k& = 2 gibt es den Spezialfall (4.3.7) fiir
die linke Familie. Ansonsten war ein linker (Lemma 3.2.3) oder rechter (Variante von
Lemma 3.2.3) Minimierungsschritt erfolgreich und die Dimension des aktuellen ZLS
ist echt kleiner als die des vorhergehenden ZLS. Nachdem k von unten beschrankt
ist, bricht der Algorithmus in endlich vielen Schritten ab. Wir miissen uns nur noch
vergewissern, dass es eine zuliissige Transformation gibt, wenn ein Spaltenpaar (T',U)
existiert, sodass die rechten Minimierungsgleichungen Ry (T, U) = 0 erfiillt sind. Wére
jedoch die erste Spalte notwendig, um den ersten Eintrag in Spalte k zu eliminieren,
kann stattdessen die k-te Zeile verwendet werden. Klarerweise ist A" polynomiell. O

Bemerkung. Bei der Implementierung kann man zusétzliche Abfragen einbauen,
um die auftretenden Gleichungssysteme nicht unnétigerweise mehrfach zu losen.

Bemerkung 4.3.9. Dieser Algorithmus kann sehr effizient implementiert werden,
vorausgesetzt die Zeilen- und Spaltentransformationen werden direkt, das heifit, oh-
ne Matrix-Matrix-Multiplikationen, durchgefiihrt. Sei d die Anzahl der Buchstaben
in unserem Alphabet X. Fiir £ = 0,1,...,d bezeichne Az(-f) die Teilmatrix entspre-
chend des Buchstabens x; und der (aktuellen) Blockzerlegung von Al¥l. Die rechten
Minimierungsgleichungen A; 1U + A1 2 + T = 0 koénnen als

0 0
_— A
I A1,1 T\ _A1,2
oW

d d
IoAY —Af)

mit 2(k — 1) Unbekannten, k < n, geschrieben werden. Uber die GauBsche Eli-
mination erhilt man die Komplexitit O(dn3) um solch ein System zu lésen, siehe
[Dem97, Abschnitt 2.3]. Das Erstellen dieses Systems und das Arbeiten mit linearen
Matrixbiischeln [2 Z] mit d+ 1 quadratischen Koeffizientenmatrizen der Grofie n+ 1
(Transformationen, etc.) hat Komplexitiit O(dn?). Nachdem maximal 2(n — 1) Schrit-
te anfallen, erhilt man Gesamtkomplexitit O(dn?*). Der Algorithmus von Cardon und
Crochemore [CC80] hat Komplexitit O(dn?). Mit einem direkten Vergleich muss man
vorsichtig sein. Letzterer funktioniert allgemeiner auch fiir regulire Elemente, das
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heifit, rationale formale Potenzreihen. Jedoch ldsst sich die Idee hier direkt fiir grofie-
re Blscke verallgemeinern, zum Beispiel fiir eine Block-Zerlegung AF-F+1-k+1 fijp
k,l < n und sie kann teilweise fiir nicht-reguldre Elemente im freien Schiefkérper ver-
wendet werden, zum Beispiel um das Wortproblem zu l6sen, das Komplexitit O(dn®)
hat. Abschnitt 4.2 ist dem Wortproblem gewidmet.

Bemerkung. Dieser Abschnitt ist zeitlich vor [Sch18a] entstanden und wird in einer
erweiterten Version von [Sch17¢] im ,, Journal of Symbolic Computation® erscheinen.

Bemerkung 4.3.10. Tatséichlich kann man den Teil mit den Zeilen 12-15 im vorhe-
rigen Algorithmus auch weglassen, weil bei einem (polynomiellen) zuléssigen linearen
System der Dimension 2 K-lineare Abhéngigkeit der linken Familie &quivalent zur
K-linearen Abhéngigkeit der rechten Familie ist, das heifit, der Fall in Zeile 12 wiirde
(indirekt) in Zeile 16 erkannt.

4.4 Verfeinern von Pivotblcken

Bereits in Beispiel 2.6.1 (Huas Identitét) standen wir beim ZLS (2.6.3) vor der Aufga-
be, einen Pivotblock zu verfeinern. Obwohl hier offensichtlich ist, welche Transforma-
tion notwendig ist, soll die Vorgehensweise in einer systematischen Art gezeigt werden.
Davor aber werfen wir noch einen Blick darauf, wie dieser 2 x 2 Block entstanden ist,
nédmlich durch die Invertierung des durch das System

gegebene Element. Vertauscht man die Spalten 2 und 3 sieht man sofort, dass dieses
Element das Produkt der beiden atomaren zulissigen linearen Systeme

A= (0] ) wa = (1 30 )

ist. Wenden wir die minimale Inverse auf

z 1 0 0
A= w1
1 =z -1
an, erhalten wir sofort ein verfeinertes (und minimales) ZLS —das sehr einfach in ein
polynomielles umgeformt werden kann—, nédmlich

-1 -z -1 .
wolp oo
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Die Faktorisierung ist hier also sehr einfach. Nun zuriick zur Verfeinerung. Um den
zweiten Pivotblock im ZLS (2.6.3) —mit —1 skalierten Zeilen 1, 2 und 3—

1 1
-y
A= 1Y

3

T
1

O =R

1
(gegebenenfalls) verfeinern zu koénnen, suchen wir nach einer (zuléssigen Transforma-
tion) (P, Q) der Form

1 . . . 1 . .
(P,Q) = - Qo2 Q23 . . Bao Pogs
’ ago oazz .| |. P32 B33

1 1

Insbesondere miissen die beiden Matrizen P und Q invertierbar sein, das heifit, wir
benétigen die Bedingungen det(P) # 0 und det(Q) # 0, wie fiir die Faktorisierungs-
matrizen (3.5.1). Um einen 1 x 1 Nullblock links unten in (PAQ)22 erzeugen zu
konnen, miissen wir das folgende nicht-lineare Gleichungssystem losen:

Q0033 — Qg 3039 = 1,

B2,2033 — P2,3032 =1,
ag 2392+ aszzfBae =0 firl, und

0&372,8272 =0 fur Y.

Die letzten beiden Gleichungen erhilt man aus der Multiplikation der Transforma-
tionsblocke mit den Koeffizientenmatrizen der Pivotblocke (irrelevante Gleichungen
sind auf der rechten Seite mit ,,*“ gekennzeichnet):

agzo gzl |- 1| |B22 B2 * ok )
’ ’ ’ 2l = fiir 1, und
{043,2 043,3] [1 ] [53,2 53,3} {0 *} e
azo ags| |1 .| [B22 [ag3 * ok )
' ' ’ 2l = fiir y.
[043,2 043,3} { ] [53,2 53,3} {0 *} e
Zur Losung kann man wiederum Grobner—Shirshov-Basen verwenden, siehe insbe-
sondere Abschnitt 3.7 (Beispiele Faktorisierung). Im allgemeinen ist das bereits fiir
Pivotblocke der Grofle 5 schwierig. Dazu kommt —im Vergleich zum Test auf Voll-

heit einer Matrix [CR99, Abschnitt 4], dass eine Losung iiber dem algebraischen
Abschluss K des Grundkorpers nicht notwendigerweise eine iiber K ist.

Daher ist eine der zentralen Anforderungen an einen Minimierungsalgorithmus
(wie er im nichsten Abschnitt entwickelt wird) das Respektieren der Verfeinerung
eines zuléssigen linearen Systems. Und bevor man invertiert, sollte man faktorisieren,
weil man dann (gegebenenfalls) kleinere Pivotblocke bekommt. Das heiit natiirlich
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nicht, dass das immer einfacher ist. Jedenfalls sollte man es mit linearen Techniken
versuchen. Der Kreativitit sind dabei keine Grenzen gesetzt. Selbst Varianten der in
Bemerkung 2.3.12 beschriebenen Vorgehensweise konnte man sich iiberlegen ...

Bemerkung. Eine umfassende(re) Diskussion inklusive algorithmischer Aspekte
wird in Kiirze folgen [Sch18b].

4.5 Minimieren eines verfeinerten ZLS

Zuniichst leiten wir —analog zu Definition 4.3.6— die linken beziehungsweise rechten
Blockminimierungsgleichungen her. Dazu betrachten wir ein zuléssiges lineares Sys-
tem A = (u, A,v) der Dimension n mit m = #,,(A) > 2 Pivotblocken der Gréfien
n; = dim;(A). Fiir 1 < k < m transformieren wir dieses System mit der Blockzeilen-
transformation (P, Q) = (P(T, T),Q(U, U))k, némlich

_Ilzkfl - . Al:,l: Al:,k Al:,:m Il:kfl - .
PAQ=| . T T o Ak Apem .U U

L Ik—i—l:m . A:m,:m . . Ik—i—l:m
(A A Aiom Lig—1 - .

= . T}hﬁ’;€ TAk,:m + TA:m7:m . U U
L . A:m,:m . . Ik+1:m,
_Alz,lz fh:,klz _ Al:,k_U + Al:,:m

= . TAU TAU+TAgm+TAm m| und
L . A:m,,:m,
_Ilzkfl . . V1. B V1.

Pv = . T T v | = |Tvg +Tvm

L Ik-i—l:m V:m V.m,

Analog zu den linken Minimierungsgleichungen (4.3.3) erhalten wir eine hinreichen-
de Bedingung fiir (Q71ls), = 0"*1 ndmlich die Existenz von Matrizen T,U €
K™k *me+1:m und invertierbaren Matrizen T, U € K" *™ sodass

TA U +TAk o + T Ay, = 0" 754 0m ynd - Ty, + Ty = Qrex1

gilt. Nachdem T invertierbar ist (als Diagonalblock einer invertierbaren Matrix P),
ist diese Bedingung dquivalent zur Existenz von Matrizen T”, U € K" *"+1:m godass

Ak,kU+Ak,:m,+T_1T A:m,:m = OnkxnkJrl"" und UE—FT_lT Vi = OnkX1 (451)
=T —.T
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gilt. Mit der Blockspaltentransformation (P, Q) = (P(T, T),Q(U, U))E erhalten wir

_Ilzkfl :Z: . Al:,l: Al:,k Al:,:m Il:kfl q
PAQ=| . T . o Ak Apem .U

L Ik—i—l:m . . A:m,:m . . Ik-l—l:m
_Alz,lz Al:,kf"‘ TAk,k Al:,:'rrl + TAk,:m Il:kfl q

= . TA]C’]C TAk’:m . U .
L . A:m,:m . . IkJrl:m
_Alz,lz Al:,l:U+{11:,kUi+ TAk,kU Al:,:'rrl +TAk,:m

= . TA]C’]CU TAk’;m
L . A:m,:m

und damit —analog zu den rechten Minimierungsgleichungen (4.3.5)— eine hinrei-
chende Bedingung fiir (tP~1), = 017%™+ ndmlich die Existenz von Matrizen T, U’ €
Km—1%m"k godass folgendes gilt:

Al . UU 4 Ay o+ T A g = Qnk—1 Xm0, 4.5.2

15,: 00 +A1 , +TA =0 (4.5.2)
=:U’

Bemerkung. Eine Variante des linearen Gleichungssystems (4.5.1) kommt auch

in Lemma 4.2.2 beziehungsweise Satz 4.2.3 (Lineares Wortproblem) im vorherigen
Abschnitt vor.

Bemerkung 4.5.3 (Erweitertes ZLS [Sch18a, Bemerkung 4.3]). In manchen Fillen
ist es notwendig, ein erweitertes ZLS zu betrachten, um alle erforderlichen linken Mini-
mierungsschritte ausfiihren zu kénnen, zum Beispiel fiir f~!f wenn f vom Typ (1,1)
ist. Sei A = (u, A,v) = (1, A, \) ein ZLS mit m = #p(A) > 2 Pivotblocken und
k = 1. Die ,erweiterte Blockzerlegung ist dann (die Blockzeile A;. 1. verschwindet)

[ Aos - ][]

Alk]l — [1| .}, Ak Ak || -
. . A:m,:m U:m

mit Agy = [~1,0,...,0]. Die erste Zeile in AL wird nur indirekt (iiber zulissige
Spaltenoperationen) veriindert und bleibt daher skalar, man kann sie deswegen (ge-
gebenenfalls) sehr einfach wieder eliminieren. Das ist in Beispiel 4.5.6 illustriert.

Notation. Gegeben ein zuliissiges lineares System A, bezeichnen wir mit A = A0
das erweiterte (zu A #quivalente) ZLS. Umgekehrt ist Al-0 = (AHO])[_O] = A. Die
zusiitzliche Zeile und Spalte wird mit 0 indiziert. Wurde A zulissig transformiert,
bezeichnet Al=% ein ZLS.

Definition 4.5.4 (Minimierungsgleichungen und -transformationen [Sch18a, Defini-
tion 4.4]). Sei A = (u, A,v) ein ZLS der Dimension n mit m = #p,(A) > 2 Pivot-
blocken der Grofle n; = dim;(A). Fiir k € {1,2,...,m — 1} und die Blockzerlegung
AlE] heiBen die Gleichungen (4.5.1),

AU+ Ao + T Ay = 075 2m und vy, + T,y = 0051
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Blocktransformation
Q11 Q12 Q13 Q14 51,1 51,2 51,3 51,4
Q21 Q22 Q23 Q24 B2, P22 P23 Poa

0 0 ag3 asza|’ | O 0 fsz Bza
0 0 o433 o4 0 0 Baz Baa

Allgemeine Blockzeilentransformation, Definition 4.1.5

a1l 013 4 Bi1 B2 Pz Bia
Q21 Q22 Q23 Q24 P21 B22 P23 Poa
0 0 1 0 0 1 .
0 0 1 0 0 . 1
Spezielle Blockzeilentransformation
1 a13 Q14 1 . Bz Pia
1 as3 a4 1 Bz fPoa
0 0 1 . 100 1 .
0 0 1 0 0 1

Allgemeine Blockspaltentransformation, Definition 4.1.5

1 . ais aid] [1 . Bz Bial
.1 a3 asga .1 Baz Poa
0 0 ass asa|’ |0 O B33 fsa
10 0 as3 asa| [0 O PBas Baa]
Spezielle Blockspaltentransformation
1 . o113 aig 1 . Bz Pia
1 a3 agas 1 Bz Poa
0 0 1 . 10 0 1 .
0 0 1] oo 1

Blockfaktorisierungstransformation, Bemerkung 3.7.8

Q11 Q12 Q13 . 1 . . .

Q1 Qo2 Q23 . P21 B22 P23 Poa
0 0 a3 .|| O 0 fs33 B34
0 0 a3 1 0 0 Baz Baa

93

Abbildung 4.2: Die invertierbaren (nicht notwendigerweise zulidssigen) Transformati-
onsmatrizen P = (a;;),Q = (8i;) € KUFUX(+) als Paar (P, Q) fiir ein zulissiges
lineares System der Dimension 4 mit zwei Pivotblocken der Grofle 2. Die Invertier-

barkeit muss gegebenenfalls mit det(P) # 0 und det(Q) # 0 sichergestellt werden.
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beziiglich der speziellen Blockzeilentransformation (P(T),Q(U)),, linke Blockmini-
mierungsgleichungen. Sie werden mit £, = L;(A) bezeichnet. Eine Losung durch das
Blockzeilenpaar (7', U) wird mit L (T,U) = 0 bezeichnet. Fiir & € {2,3,...,m} und
die Blockzerlegung A%l heiien die Gleichungen (4.5.2),

Al:,l:U + Al:,k + TAk,k = (kX

beziiglich der speziellen Blockspaltentransformation (P(T), QU ))E rechte Blockmi-
nimierungsgleichungen. Sie werden mit Ry = Ry (A) bezeichnet. Eine Losung durch
das Blockspaltenpaar (T, U) wird mit Ry (T,U) = 0 bezeichnet. Siehe auch Definiti-
on 4.3.6.

Beispiel 4.5.5 (Nicht-kommutatives Kiirzen, Verschmelzen von Atomen). Wir grei-
fen das Beispiel aus Abschnitt 3.4 wieder auf: Seien f =1 — a2y und g = (1 — zy) ™!
gegeben durch die minimalen linearen zuléssigen Systeme

1 —x -1

Ar=[r . ], : 1 g | bzw. Ag:([l }[’1/ jH)

1 1

A priori ist nicht klar, dass fg ein Atom ist. Laut Proposition 2.3.6 (Multiplikation
Typ (1,%)) ist

A= @ Av) =1 . . ],

ein ZLS fiur fg. Laut Konstruktion ist die linke Teilfamilie s3 = (sg, s4) der linken
Familie s = A~'v K-linear unabhiingig. Hier sieht man sofort, dass man Zeile 2 und
Spalte 2 eliminieren kann, nachdem man Zeile 3 von Zeile 2 subtrahiert und Spalte 2
zu Spalte 4 addiert hat:

!/ / / !/ 0 0 0
A =@ AW)y=11 . . ], y o1
1 1
Wihrend es fiir die Bestimmung des linken ggT zweier Polynome geniigt, Atome zu
Hkiirzen“ (siehe das Beispiel in Abschnitt A.1), kann es im allgemeinen Fall passieren,
dass (gewohnungsbediirftigerweise) zwei Atome zu einem (neuen) Atom h := fg
,verschmelzen®. Daher gilt hier insbesondere weder f| fg noch g|. fg.

Im folgenden Beispiel schauen wir uns genauer an, welche Rolle die Faktorisierung
spielt und wie wir die Anwendung méglicherweise nicht-linearer Techniken vermei-
den kénnen. Die einzelnen Schritte sind sehr detailliert erklért und entsprechen (mit
Ausnahme der Losung von linearen Gleichungssystemen) denen des Algorithmus.
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Beispiel 4.5.6 ([Sch18a, Beispiel 4.5]). Fiir f = 27 !1(1 — 2y)~! und g = = betrach-
ten wir h = fg gegeben durch das (nicht-minimale) ZLS (konstruiert laut Propositi-
on 2.3.9)

A=@Aan=[0 2 T ]

dessen Pivotblocke verfeinert sind. Tatséichlich gibt es hier die (zuldssige) Transfor-
mation (mit 7= 0, U = 1 und invertierbaren Blocken T,U € K3*3)

1 0 0 . 1 00
01 0 . 0 1 0 .
(PQ) = 101 T|’(-1 0 1 U ’
1 1
deren Anwendung auf A zum ZLS
z 1
_ A — Iy -1 -1
PAQ=A =1 . . ], 00 =+ o0l
1 1

fithrt, in dem man Zeile 3 und Spalte 3 (und in weiterer Folge —nach einer entspre-
chenden Zeilenoperation— auch die letzte Zeile und Spalte) eliminieren kann.

Tatséchlich ist das aber viel einfacher moglich. Zunéchst stellt man fest, dass die
linke Teilfamilie s9.3 K-linear unabhéngig ist. Auch die rechte Teilfamilie ¢;.5 ist K-
linear unabhéngig. Fiir die linke Familie beziiglich des ersten Pivotblocks betrachten
wir das erweiterte ZLS (siehe auch Bemerkung 4.5.3)

[|-1

von A, die obere Zeile und die linke Spalte indizieren wir mit Null. Nun addieren
wir Zeile 3 zu Zeile 1, subtrahieren Spalte 1 von Spalte 3 und addieren Spalte 1 zu
Spalte 4:

1

|

|—1 .
T 0 0
. Y
e |
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Nun kénnen wir Zeile 1 und Spalte 1 entfernen:

. 1

(4.5.7)

Bevor wir den letzten (rechten) Minimierungsschritt durchfithren, wandeln wir das
erweiterte ZLS zuriick in ein ,normales®, indem wir die Spalten 1 und 2 vertauschen,
die (neue) Spalte 1 mit —1 skalieren und von Spalte 3 subtrahieren:

[L[-1 . 0]

- -1 0

(Gegebenenfalls konnen solange rechte Minimierungsschritte ausgefiihrt werden, bis
man bei einem Pivotblock angelangt ist, der einen korrespondierenden Nicht-Null-
Eintrag in Zeile 0 hat.) Nun kann man Zeile 0 und Spalte 0 wieder entfernen. Der
letzte Schritt zu einem minimalen ZLS fiir fg = (1 —yz)~! ist trivial:

1 y 0 1

—x -1 0{s=].

1 1

Nach dem Entfernen der letzten Zeile und Spalte vertauscht man die verbleibenden
beiden Zeilen um ein standardisiertes ZLS zu erhalten.

Zumindest eine Frage sollte sich jetzt ergeben haben: Wie priift man —fiir einen
gegebenen Blockindex k— die K-lineare Unabhingigkeit der linken (bzw. rechten)
Teilfamilie Sk (bzw. t1.4) im allgemeinen, vorausgesetzt Sgi1.m (bzw. t1.5-1) ist K-
linear unabhéngig? Um diese zu beantworten ist ein wenig Vorbereitung notwendig.

Lemma 4.5.8 ([CR99, Lemma 1.2]). Sei f € F gegeben durch die lineare Darstellung
7wy = (u, A,v) der Dimension n. Dann ist f = 0 genau dann, wenn es invertierbare
Matrizen P,Q € K"*™ gibt, sodass

i A 01109
PrpQ = <[UL 9, L&i A, j ’ L@D

fir quadratische Matrizen 121171 und 1[1272 18t.

Satz 4.5.9 (Linke Blockminimierung [Sch18a, Satz 4.8]). Sei A = (u, A,v) = (1, 4, \)
ein ZLS der Dimension n mit m = #,,(A) > 2 Pivotblécken der Griflen n; =
dim;(A). Sei k € {1,2,...,m — 1} so, dass die linke Teilfamilie Syi1.n beziglich
der Blockzerlequng A K-linear unabhingig ist, wihrend Si:m K-linear abhdngig ist.
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Dann gibt es eine Blockzeilentransformation (P,Q) = (P(T7 T),Q(U, U))k, sodass
A= PAQ die Form B
Al:,l: A{ll:,k/ Al:,k” Al:,:m ~£
Aww 0 0 0
Ak”,k' Ak”,k” Ak”,:m k"
A:m,:m
hat. Ist der Pivotblock Ay i verfeinert, gibt es eine spezielle Blockzeilentransformation
(P,Q) = (P(T),Q(U))y, sodass die linken Blockminimierungsgleichungen

= (4.5.10)

w

m Uim,

Ap U+ Apom + T Aoy, = 0" X4 tm ynd g + T,y = 071
erfillt werden.
Beweis. Wir beziehen uns auf die Blockzerlegung

Al:,l: Al:,k Al:,:m
A[E] == [’U,l_ . } s . Ak,k Ak,:m s
. A:m,:m U:m

Wegen der K-linearen Abhéngigkeit der linken Teilfamilie s, gibt es eine inver-
tierbare Matrix Q mit den Blocken U° € K™ und U° € K" X™+um  sodass

(Q78)ny.p_,+1 = 0 ist, das heiBt, die erste Komponente in s, eliminiert werden kann.
Seien

; [Aer Apw | [O° U° P
A |: . A:m,:m Ipt1m und o= U:m '

Dann ist A" = (u/, A’,v") ein ZLS fiir 0 € F und wir kénnen Lemma 4.5.8 anwenden,
um eine Transformation

. T T oo v
(P 7Q ) - (|:T1;m,k Tmm:| ’ |:U:m,k U:m,:m:|>

zu erhalten, sodass P’A’Q’ rechts oben einen entsprechenden Nullblock hat und
—ohne Beschrinkung der Allgemeinheit— P’v/ = v’ ist. Klarerweise kénnen wir
U.n,:m = Ijy+1:m wéhlen. Und da s, K-linear unabhéngig ist, ist der Nullblock in
T T A Al
P’A/ — k.k k,m
|:T:m,k T:m,:m] [ . A:m,:m]
_ [ T4, TA} oy + T Ao
Tm,kA;§7k Tm,,kA9¢7;m, + T:m,:mA:m,:m

unabhdngig von Ty, . und Ty, ., also kénnen wir Thy, p = 0 und Ty i = Ipg1:m
wéahlen. Nun ist klar, dass die Spalten im linken unteren Block von

diey [ TA TA  +TAm| [ U U
PAQ a |: ' A:M,:m U:m,k 1
B {TA§€7,€U’ + (T A + T A o) Ui e TA U +TA L+ T A
- A:m,:mU:m,k A:m,:m
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Linearkombinationen der Sp_alten_vo_n A im sin&i und wir deshalb auch U, = 0
annehmen kénnen. Sei nun U = U°U’ und U = U°U’ + U°. Dann hat PAQ fiir die
(fiir k£ > 1 zuléissige) Blockzeilentransformation

Lig—1 - : Lig—1

rQ=\ . T T |,| . U U
Ik-l—l:m . -Ik—i-l:m

die gewiinschte Form (4.5.10). Fiir den zweiten Teil miissen wir zuerst zeigen, dass
jeder Eintrag in s; durch eine Linearkombination von Komponenten in Syyi.p, eli-
miniert werden kann, das heifit, ny» = 0 ist. Wir nehmen gegenteilig ni» > 0 an.
Aber dann hiitte T'Ag ;U laut (4.5.10) einen rechten oberen Nullblock der GroBe
(ng — ngr) X ngr und damit (nach entsprechender Permutation) einen linken unteren
dieser Grofie, was ein Widerspruch zur Annahme eines verfeinerten Pivotblocks Ay, g
wire. Daher gibt es eine Matrix U € K" *"k+1:m sodass sg — U[Sk41, .- ., Sm] = 0 ist.
Laut Annahme ist vy = 0. Nun kénnen wir —so, wie in Lemma 3.2.3— Lemma 2.3.2
mit dem ZLS (1, Ao, A) und B = — Ay U — Aj . (und s.,,) anwenden. Deshalb
gibt es eine Matrix T' € K™ > +1m die Ap U + Agm + T Ao = 0 erfiillt. Da
die letzte Spalte von T' Null ist, gilt auch T, = 0. Mit T = U = I,,, ist (P,Q) die
gesuchte spezielle Blockzeilentransformation. O

Bemerkung. Fiir den Beweis des zweiten Teils des Satzes kann man alternativ Lem-
ma 4.5.8 verwenden. Zwar ist es viel allgemeiner, aber die Méglichkeit der Verwendung
linearer Techniken ist nicht so klar ersichtlich.

Bemerkung. Man beachte, dass die linke Teilfamilie (3, s.m) nicht notwendiger-
weise K-linear unabhéngig ist. Gegebenenfalls kann man —nachdem man die Block-
zeile und -spalte &’ entfernt hat— den Satz erneut anwenden.

Bemerkung. Fiir k = 1 muss man gegebenenfalls ein erweitertes ZLS betrachten,
siehe Bemerkung 4.5.3.

Bemerkung 4.5.11. Unter Voraussetzung der K-linearen Unabhéngigkeit der linken
Teilfamilie sj11.; und eines verfeinerten Pivotblocks Ay, bedeutet der zweite Teil
des vorherigen Satzes nichts geringeres als die Moglichkeit der Priifung der K-linearen
(Un-)Abhiingigkeit der linken Teilfamilie sy.,, mit linearen Techniken! Dass ein po-
lynomielles ZLS trivialerweise verfeinert ist, haben wir uns also bereits implizit im
Abschnitt 4.3 zunutze gemacht.

Satz 4.5.12 (Rechte Blockminimierung [Sch18a, Satz 4.10]). Sei A = (u, A,v) =
(1, A, X\) ein ZLS der Dimension n mit m = #p,(A) > 2 Pivotblicken der Grifien
n; = dim;(A). Sei k € {2,3,...,m} so, dass die rechte Teilfamilie t1.,—1 beziiglich
der Blockzerlegung A% K-linear unabhingig ist, wihrend ti.x K-linear abhdngig ist.
Dann gibt es eine Blockspaltentransformation (P,Q) = (P(T,T),Q(U, U))E, sodass
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A= PAQ die Form

A {11,2' 0 {11,3

7 7 . Ao o 0 Ay 3

=t tor 0t < - 0
] [ 1 2 3} . A2//’2/ A2//’2// AQ”,B
) ) Az 3

(4.5.13)

hat. Ist der Pivotblock Ay ) verfeinert, gibt es eine spezielle Blockspaltentransforma-
tion (P,Q) = (P(T), Q(U))E, sodass die rechten Blockminimierungsgleichungen

Al:,l:U + Al:,k + TAk,k = (ko1 X Mk
erfillt werden.

Wenn man dann fiir die Minimierung abwechselnd linke und rechte Blockmini-
mierungsschritte ausfiithrt, das heifit, die Sétze 4.5.9 und 4.5.12 anwendet, muss man
darauf achten, dass die jeweilige K-lineare Unabhéingigkeit der entsprechenden Teil-
familie gewahrleistet ist. Das wird im folgenden Beispiel illustriert.

Beispiel 4.5.14. Sei A = (u, 4,v) = (1, A,\) ein ZLS mit m = 5 Pivotblécken.
Fiir k¥’ = 2 sei die linke Teilfamilie sg41., K-linear unabhingig und wir nehmen an,
dass es eine spezielle Blockzeilentransformation (P, Q) = (P(T), QU )) gibt, sodass
die linken Blockminimierungsgleichungen erfiillt werden, das heifit PAQ die Form

Ay 0 0 0
Ass Asa Ass =
Aya Aus :
As s Us

hat. Ist die rechte Teilfamilie ;.3 K-linear unabhéngig, so gilt das nicht notwendi-
gerweise fiir die rechte Teilfamilie #].; des verkleinerten ZLS A’ = (P.AQ)[_E]. Das
heifit, man muss Satz 4.5.12 auf A’ mit k = 3 anwenden um das zu ,erneut® priifen.

Bemerkung. Der Beweis des folgenden Algorithmus unterscheidet sich —abgesehen
von der Verwendung eines erweiterten ZLS— nicht wesentlich von dem des Algorith-
mus 4.3.8 fiir polynomielle zulédssige lineare Systeme, wo die Anzahl der Pivotblocke
mit der Dimension iibereinstimmt. Die Rolle von Lemma 3.2.3 (und seiner Variante
fiir die rechte Familie) iibernimmt hier Satz 4.5.9 (beziehungsweise Satz 4.5.12).
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Algorithmus 4.5.15 (Minimieren eines verfeinerten ZLS [Sch18a, Algorithmus 4.13]).

FEingabe: A = (u, A,v) = (1, A, \) verfeinertes ZLS (fiir ein Element f)
mit m = #pp(A) > 2 Piwotblocken der Griflen n; = dim;(A) und
K-linear unabhingigen Teilfamilien s,, und t;.
Ausgabe: A" = (,,), wenn f =0 ist, oder
ein minimales verfeinertes ZLS A" = (u/, A", v") = (1, A", X'), wenn f # 0 ist.

1: k:=2
2:  while k < #p1(A) do
3 m = #pb(A) . -
2 k/ =m + 1 — ]{I lin. unabhéingig
Ist die linke Teilfamilie (sj/, Sg/41, ..., Sm) K-linear abhingig?
5: if 37,U € Kme*met1m guldssig : Ly (A) = Ly (T,U) = 0 then
6: if ¥’ =1 then
return (,,)
endif )
A= (P(T)AQ(U)) ]
: if k> max{Z, mT“} then
10: k:=Fk—-1
endif
11: continue
endif
12: if /¥ =1 and 3T,U € K" X"ettm 2 [}, (A0 = Ly (T,U) =0 then
13: A= (P(T)AFOIQ(U)) T+
14: A= A=
15: continue ) o
endif lin. unabhéingig
Ist die rechte Teilfamilie (¢i,...,t5_1 ,%;) K-linear abhingig?
16: if AT, U € K™e—1mXme guliissig : Ry (A) = Ri(T,U) = 0 then
17: A= (P(T)AQ(U))™H
18: if k> max{Z, mT‘H} then
19: k=Fk—-1
endif
20: continue
endif
21: k=Fk+1

done
22:  return PA, mit P, sodass Pv = [0,...,0,\N]"

Beweis. Das zulissige lineare System A reprisentiert f = 0 genau dann, wenn s; =
(A=1v); = 0 ist. Da alle Systeme Hquivalent zu A sind, wird dieser Fall auch fiir
k' = 1 erkannt, weil es laut Satz 4.5.9 eine zuldssige Transformation gibt, sodass
die ersten linken Blockminimierungsgleichungen erfiillt werden. Nun sei f # 0. Wir
miissen zeigen, dass sowohl die linke Familie s’ als auch die rechte Familie ¢’ von
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A" = (v, A’,v") K-linear unabhéngig ist. Sei m’ = #,,(A’) und fiir k € {1,2,...,m'}
bezeichne

Szk) = (S;n’Jrlfka S;n’+2fka LR S;ni’) und tzk) - (tiv t/gv s 7t;c)

die linke beziehungsweise die rechte Teilfamilie. Laut Annahme sind 5’(1) beziehungs-
weise tzl) K-linear unabhéngig. Die Schleife beginnt mit £ = 2. Nur wenn beide s'(k)
und tzk) jeweils K-linear unabhéngig sind, wird k£ inkrementiert. Im anderen Fall war
ein linker (Satz 4.5.9) oder ein rechter (Satz 4.5.12) Minimierungsschritt erfolgreich
und die Anzahl der Pivotblocke des aktuellen ZLS ist echt kleiner als die des vorhe-
rigen. Nachdem k von unten beschrénkt ist, bricht der Algorithmus in endlich vielen
Schritten ab. Nun schauen wir uns die Zeilen 12-15 genauer an. Wenn es eine spezi-
elle zuléssige Blockzeilentransformation fiir das erweiterte ZLS fiir £/ = 1 gibt, dann
ist die Anzahl der Pivotblocke vom ZLS gleich 2, weil sonst ein Widerspruch zur K-
linearen Unabhéngigkeit der entsprechenden rechten Teilfamilie entstiinde. Daher ist
nach Zeile 14 nur mehr ein Pivotblock iibrig und der Algorithmus stoppt. (Wie Zeile 0
und Spalte 0 von einem erweiterten ZLS entfernt werden, wird in Beispiel 4.5.6 illus-
triert.) Alle Transformationen sind derart, dass A’ ein verfeinertes ZLS (und daher
in Standardform) ist. Fiir #,,(A") = 1 ist laut Annahme a priori nur die linke (oder
die rechte) Familie K-linear unabhiingig. Aber wiire das nicht auch der Fall fiir die
jeweils andere Familie, ergéibe das —laut Satz 4.5.12 bzw. 4.5.9— einen Widerspruch
zur Annahme eines verfeinerten Pivotblocks. O

Bemerkung. Auch hier gibt es —in Bezug auf die Vermeidung der mehrfachen
Losung von linearen Gleichungssystemen— noch Verbesserungspotential, was freilich
nichts an der Laufzeitkomplexitit &ndern wird. Fiir eine Groflie der Pivotblocke von
dim;(A) ~ y/n und d Buchstaben bekiime man die Gesamtkomplexitit O(dn®), was
zwischen dem Spezialfall (fiir polynomielle Systeme, Bemerkung 4.3.9) und dem Wort-
problem (Abschnitt 4.2) liegt. Im Normalfall wird man ein aus zwei minimalen zuléssi-
gen linearen Systemen konstruiertes ZLS (zum Beispiel Addition und Multiplikation
laut Proposition 2.3.1) minimieren. Dafiir kénnte man dann den hier vorgestellten
Algorithmus anpassen.

Bemerkung. Die Losung des Wortproblems fiir zwei durch minimale zulissige li-
neare Systeme gegebene Elemente ist unabhdingig von der Verfeinerung. Wird der
Algorithmus 4.5.15 auf ein ZLS angewendet, von dem man nicht weif3, ob es verfei-
nert ist, kann man in manchen Fillen trotzdem einfach feststellen, ob das ZLS A’
minimal ist, zum Beispiel wenn dim(A’") = #,,(A’) ist. Sind die Pivotblécke grofer,
aber die rechte obere Struktur ist ,feiner”, kann man stattdessen —fiir f # 0— ver-
suchen, die Standardinverse (A’)~! zu minimieren. In konkreten Situationen gibt es
sicher noch weitere Moglichkeiten, Minimalitéit zu erreichen beziehungsweise sie fest-
zustellen. Hat man das Kapitel 3 (Faktorisieren) iibersprungen, kann man das nun
nachholen.

Bemerkung 4.5.16. Abgesehen von der eigentlichen Minimierung kann dieser Al-
gorithmus verwendet werden, um festzustellen, ob ein Element f ein linker Faktor
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eines Elementes fg ist. Das ist fiir die minimale Faktormultiplikation (Satz 3.5.2)
relevant. Und klarerweise kann man mit diesem Algorithmus zwei Elemente auf Dis-
junktheit (Definition 2.4.1) testen. Das spielt dann besonders bei der Primérzerlegung
(Satz 2.4.2) eine Rolle.

Zusammenfassend soll nun noch ein anderer Aspekt des Algorithmus 4.5.15 (be-
ziehungsweise der Sitze 4.5.9 und 4.5.12) beleuchtet werden, der sich unmittelbar
aus Proposition 2.1.8 und Bemerkung 4.5.11 erschliefit. Die Bedeutung des folgenden
Satzes wird klar, wenn man vor der Aufgabe steht, die K-lineare (Un-)Abhéngigkeit
einer beliebigen Familie (f1, fo,..., fn) iiber dem freien Schiefkérper zu priifen und
nicht (mehr) auf eine Darstellung als formale Potenzreihe zuriickgreifen kann.

Satz 4.5.17 (,Lineare” Minimalitdtscharakterisierung). Fin verfeinertes zulissiges
lineares System A = (1, A, \) fir ein Element im freien Schiefkorper F mit m =
#pp(A) > 2 Pivotblicken und X # 0 ist genau dann minimal, wenn es weder fir die
linken Blockminimierungsgleichungen Ly (A) fir k € {1,2,...,m — 1} noch fir die
rechten Blockminimierungsgleichungen RE(A) fir k € {2,3,...,m} eine Lisung gibt.

Beweis. Aus der Existenz einer Losung folgt sofort Nicht-Minimalitéit, weil in diesem
Fall —mach der entsprechenden Umformung— Zeilen und Spalten entfernt werden
konnen. Und aus der Nicht-Minimalitét folgt aus Proposition 2.1.8, dass entweder die
linke oder die rechte Familie K-linear abhéingig ist. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit sei es die linke s = (s1,82,. .., Sy) mit einem minimalen & € {1,2,...,m — 1},
sodass die linke Teilfamilie (Sgx41, ..., Sn) K-linear unabhéngig ist. Aufgrund der ver-
feinerten Pivotblscke erfolgt nun aus Satz 4.5.9 die Existenz einer speziellen Block-
zeilentransformation (P, @), und damit die Losung der k-ten linken Blockminimie-
rungsgleichungen. [l



Nachwort

Fiir ein Grundverstindnis vom freien Schiefkdrper sollte man sich zumindest zwei
Fragen stellen: Gibt es fiir jedes Element eine (reine) lineare Darstellung? Und, kann
man diese Darstellung iiber rationale Operationen ,erreichen“? Antworten darauf
findet man sehr kompakt in der Arbeit von Cohn und Reutenauer [CR99]. Die Frage
nach der Minimalitdt taucht frither oder spiter ganz natiirlich auf. Und in einer
gewissen Weise sieht man in dieser Arbeit nicht mehr als die Spitze eines Eisberges.

Was sich jedenfalls verdndert haben sollte, ist der Blick auf das Rechnen mit
,hormalen“ Briichen und den Konzepten, die das erst ermoglichen. Und bei allen
Unterschieden im Detail ist es erstaunlich, wieviele Parallelen es zwischen den ganzen
Zahlen und den nicht-kommutativen Polynomen gibt.

Der Einstieg in die nicht-kommutative Welt ist sicherlich nicht einfach. Dabei
kann der Kopf schon einmal schwirren. Aber die reale (nicht zu verwechseln mit der
reellen) Welt ist durch und durch nicht-kommutativ: Von einfachen Bewegungen im
Raum' bis hin zur Quantenphysik. Und in der mathematischen kennt man jedenfalls
die (nicht-kommutative) Multiplikation zweier Matrizen. Setzt man in einer grofien
Matrix unabhéngige Gaufische Zufallszahlen ein, kann man die Catalan-Zahlen ent-
decken. (Wie, ist im Anhang A .4 skizziert.)

Aber er lohnt sich schon alleine deshalb, weil er einem die kommutative mit ande-
ren Augen sehen lisst. Und zu entdecken gibt es ohnehin iiberall genug. Wusste man
vorher nicht, wo man anfangen sollte, ist nun bereits der erste Schritt getan ...

Bevor es an einen kleinen Ausblick geht, sollte es noch einen Blick zuriick geben.
Aber nicht in Form einer langen Zusammenfassung, sondern auf etwas, das wahr-
scheinlich —ob all der Theoreme— untergegangen ist. Und zwar Lemma 2.3.2. Es
gibt andere mit ldngeren und schwierigeren Beweisen. Es ist nicht so allgemein wie
Lemma 4.5.8 [CR99, Lemma 1.2]. Aber ohne blieben von dieser Arbeit moglicherweise
nicht viel mehr als einzelne Fragmente iibrig, es ist eines der Herzstiicke in der Anwen-
dung linearer Techniken (fiir das Rechnen mit ,nicht-kommutativen“ Briichen). Dabei
verkniipft es ,nur® zwei bereits bekannte Konzepte, ndmlich das linearer (nicht-voller)
Matrizen und das minimaler zuldissiger linearer Systeme. So praktisch volle Matrizen
fiir das Rechnen mit Elementen im freien Schiefkorper auch sind, sie entziehen sich

IMan denke an den unterschiedlichen Effekt, ein volles Glas Wasser auszuschiitten und es dann
jemanden zu reichen oder es zuerst jemanden zu reichen und dann auszuschiitten.
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jedem Versuch, direkt etwas (allgemein) zu zeigen.? Sollte also jemand an etwas rund
um minimale lineare Darstellungen im freien Schiefkdrper interessiert sein, das nicht
hier steht, konnte dieses Lemma (oder die Idee des Beweises) vielleicht weiterhelfen.

Der ,,Hamiltonsche* freie Schiefkérper?

Sei H der Schiefkorper der Hamiltonschen Quaternionen®. Kann man auch H(X) in
einen freien Schiefkérper einbetten? Ist man daran interessiert, sollte man unbedingt
[CR94] und [Coh95, Abschnitt 6.3] im Detail lesen. Tatséchlich ist die Theorie von
Cohn und Reutenauer noch viel allgemeiner, eher stellt sich die Frage, in wie weit man
damit noch ,praktisch“ rechnen kann. Statt K-linearer Unabhéngigkeit muss man
dann zwischen links- und rechts-H-linearer Unabhéngigkeit unterscheiden. Die ersten
konkreten Aufgabenstellungen kénnten die algorithmische Losung des Wortproblems
und der Versuch einer ,Linearisierung” sein. Was umgesetzt werden kann und wie
schwierig das gegebenenfalls ist, ldsst sich derzeit noch nicht beurteilen. Vielleicht
muss man zuerst einen Schritt ,,zuriick“ gehen und mit der ,Hamiltonschen® freien
assoziativen Algebra H(X) beginnen um festzustellen, ob man auch dort direkt in den
linearen Darstellungen arbeiten kann und ob sich die —in Abschnitt 3.3 préisentierte—
Faktorisierung von Polynomen verallgemeinern lésst.

Das Rechnen mit nicht-kommutativen Wurzeln?

Wollte man dem —iiber ,regulére algebraische Elemente, das heiflt, Elemente die
eine Darstellung als formale Potenzreihe haben, hinaus— zumindest teilweise eine
Bedeutung geben, miisste man sich jedenfalls mit den drei Definitionen algebraischer
Abschliisse von Schiefkérpern auseinandersetzten [Coh95, Abschnitt 8.1]: charakteris-
tisch algebraisch abgeschlossen (CAC)*, polynomiell algebraisch abgeschlossen (PAC)
und vollstindig algebraisch abgeschlossen (FAC).

Nachdem es regulire algebraische Systeme (PAS)® [SS78, Abschnitt IV.1] oder
[Coh85, Abschnitt 2.9] bereits gibt, stellt sich natiirlich die Frage, ob beziehungsweise
wie man diese so mit zuléssigen linearen Systemen (ALS) verkniipfen kann, dass man
yzuliissige algebraische Systeme“ (AAS) beschreiben kann, mit denen sich tatsiichlich
,rechnen® ldsst. Aus meiner Sicht wire das (im allgemeinen) nicht allzu aussichts-
reich, man denke nur an das Wortproblem fiir allgemeine algebraische Elemente im
Korper der komplexen Zahlen C. Dariiber nachzudenken scheint mir dagegen eine

2Wer schon einmal versucht hat, etwas fiir lineare volle Matrizen der GréBe 3 x 3 zu zeigen, weif,
wovon ich spreche.

3Nicht zu verwechseln mit dem kiirzbaren Monoid H in Abschnitt 3.4.

4Die Akronyme hier sind alle von der englischen Bezeichnung abgeleitet:
characteristically /polynomially/fully algebraically closed.

5Englisch fiir ,,proper algebraic system®. Die Abweichung von der wortlichen Ubersetzung héngt
mit der (Wahl der) Bezeichnung ,regulires lineares System“ (engl. PLS) fiir reguldire Elemente
zZusammen.



auflerst inspirierende Quelle fiir Fragen zu sein, sowohl rein algebraisch als auch rein
algorithmisch.

In diesem Sinne ist eine meiner naiven Fragestellungen, ob man (wenn man mit
der Implementierung des freien Schiefkérpers am Computer halbwegs fertig ist) zu-
mindest mit ,periodischen* zuléssigen linearen Systemen (als Verallgemeinerung von
»periodischen* Kettenbriichen) rechnen beziehungsweise dem einen Sinn geben kann.
Voraussetzung dafiir ist natiirlich, dass man sich in der (vergleichsweise iiberschauba-~
ren) Literatur nicht verliert. Als Ausgangspunkt(e) konnten unter anderem diese Ar-
beiten dienen: [Wed14], [Niv41], [EN44], [ML85], [Woo85], [Kol00] und/oder [Kol01].
Jedenfalls kommen darin die Hamiltonschen Quaternionen nicht zu kurz . ..






Anhang A

Anwendungen

Die Maoglichkeiten der Anwendung des Rechnens mit Elementen des freien Schief-
korpers (alias ,freien Briichen®) sollten so zahlreich sein, dass sie kaum vollstindig
aufgelistet werden konnen. Da ist es natiirlich einfacher, wenn man iiberhaupt nur
wenige kennt . ..

Im folgenden Anhang B (Bemerkungen) findet man dann noch weitere Ankniip-
fungspunkte. Hier sollen nur zwei (nicht-kommutative algebraische) ,, Grundtechniken®
erwiahnt werden: die Bestimmung des linken ggT zweier nicht-kommutativer Polyno-
me in Abschnitt A.1 und die des Ranges einer Matrix iiber die ,freie* Gauflsche
Elimination in Abschnitt A.2. Erstere sollte dabei helfen, eigene Techniken zu entwi-
ckeln (und gegebenenfalls zu implementieren). Letztere sollte einfach an die lineare
Algebra mit all ihren Einsatzgebieten erinnern.

Bevor wir zu zwei konkreteren Anwendungen kommen, sollte noch erwahnt wer-
den, dass es auch kontextspezifische Einschrinkungen geben kann. So ist die (hier
prisentierte) Faktorisierung von rationalen formalen Potenzreihen eben nicht notwen-
digerweise eine Faktorisierung von reguldren Sprachen. Gemeinsamkeiten und Unter-
schiede (insbesondere in den Begriffsdefinitionen) herauszuarbeiten kénnte durchaus
fir beide Seiten lohnenswert sein. Als konkreten Einstieg bieten sich [MSY02] und
[BRS15], aber auch die Bemerkungen im Abschnitt B.3, an. Ist man mit der Theorie
formaler Sprachen gut vertraut, ist [Coh75a] als Briicke zur (nicht-kommutativen)
Algebra sehr empfehlenswert.

Konkret ist das Rechnen mit rationalen Funktionen (hier meist im Sinne von re-
guldren Elementen) in der Steuerungstheorie relevant. Hier einen Bogen zwischen
der , kommutativen® Anwendung und der umfangreichen mathematischen ,nicht-
kommutativen“ Theorie zu spannen, ist schwierig. Der Abschnitt A.3 ist daher nur
eine Art Minimalkompromiss, um die wichtigsten Begriffe einzufiihren und ein paar
Bemerkungen zum Arbeiten mit matrizwertigen Elementen loszuwerden.

Etwas, das vielleicht allgemein weniger bekannt ist, ist die freie Wahrscheinlich-
keitstheorie. Das soll sich nach dem ersten Teil von Abschnitt A.4 dndern, in dem
illustriert wird, wie man die Catalan-Zahlen in Zufallsmatrizen ,findet* und welch
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verbliiffenden Zusammenhang es zwischen der kommutativen und der freien Wahr-
scheinlichkeitstheorie (als zwei Vertreter von mehreren nicht-kommutativen Theorien)
gibt. Dafiir, dass einem das in ein paar Jahren helfen wird, wenn es die sechste Mobil-
funkgeneration gibt, kann ich allerdings keine Garantie geben. Als Einstieg in dieses
spannende Thema wire [MAZd13] viel besser geeignet.

A.1 Linker grofiter gemeinsamer Teiler

Sind zwei Polynome p,q € K(X) \ K gegeben, kann man den linken (bzw. rech-
ten) grifiten gemeinsamen Teiler von p und ¢ bestimmen, indem man ein zuliissi-
ges lineares System fiir p~1q (bzw. pg~!) minimiert. Die Vorgehensweise soll nun
an einem Beispiel illustriert werden. Sei p = ya(l — yz)z = yrz — yryrz und
q=y(1—xy)y = y* — yzy?, gesucht ist h = lged(p, q). Ein ZLS fiir p~'q (konstruiert

laut Proposition 2.3.6 aus je einem minimalen fiir p~* und ¢) ist

[z 1 . | (]

z -1

-1 vy -1 .

z -1 .
y o -y § =
1 -z 1
1 -y .
1y .

- 1_ _1_

Ein verfeinertes zulissiges lineares System fiir p~! erhilt man durch die Polynomfak-

torisierung (Abschnitt 3.3). Als ersten Schritt addieren wir Spalte 5 zu Spalte 6 und
Zeile 6 zu Zeile 4,

[z 1 . 0 ] [.]
r -1 0
-1y -1 . 0 . .
z —1 0 —x 1
y 0 0 0 0]s= ,
1 —z 1
1 -y .
1 .
- 1_ _1_
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entfernen die Zeilen und Spalten 5 und 6,

x -z 1 |s=/|. (A.1.1)

L 1_ _1_
und merken uns den ersten (linken) Teiler h; = y, den wir eliminiert haben. (Beim
néchsten Schritt mit einem grofleren Block sieht man dann sofort, wie man diesen Tei-
ler direkt aus dem ZLS ,ablesen® kann.) Nun gibt es zwei verschiedene Vorgehenswei-
sen: Ist es nicht méglich einen ,,L“-Nullblock (wie zuvor) zu erzeugen, kann man ver-
suchen, die obere Pivotblock-Struktur zu verindern um einen ,,Doppel-L*“-Nullblock
zu erzeugen. Hier ist das moglich, indem man Spalte 4 von Spalte 2 subtrahiert und
Zeile 2 zu Zeile 4 addiert. Danach wendet man folgende (zulissige) Transformation

e

eo={ . .1 . .1

an und erhilt das ZLS

z 1 o 0 .
z -1 . 0 0 y
y —1 0 0 O .
-1 z 0 0 0|s=1].]|. (A.1.2)
I -y
1 .
L 1_ ._1_

Wie man diese Transformation (P, () erhilt, ist im Prinzip in Abschnitt 4.5 be-
schrieben. Man kann direkt nach einer ,,Doppel-L“ Blocktransformation suchen. Im
dritten Pivotblock von (A.1.2) sicht man sofort, dass ein weiterer (gemeinsamer) Fak-
tor hy = 1 —ay ist, weil in der zweiten Gleichung xsy —hy ' = 0 steht. Zur Erinnerung:
Ein minimales ZLS fiir ho wire zum Beispiel

1 —z 1
1 —yls=].
1 -1
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Nachdem wir die Zeilen und Spalten {3,4,5,6} im ZLS (A.1.2) entfernen, erhalten
wir fiir p~'q das minimale ZLS

z 1 . .
x yls=1.]. (A.1.3)
1 1

Also ist h = hihe = y(1 — xy) = lged(p, ). Die zweite Vorgehensweise ist, dass man,
ausgehend von ZLS (A.1.1), einen rechten Minimierungsschritt bezogen auf Spalte 5
durchfiihrt, danach einen linken bezogen auf die Zeilen 2 und 3 und zum Schluss
noch einen rechten. Wieder erhélt man das ZLS (A.1.3) (modulo zuléssige Skalierung
von Zeilen und Spalten), in dem der rechte Faktor y von ¢ iibrig bleibt. Damit ist
lged(p, q) = y — yay. Details zur minimalen Polynommultiplikation finden sich in
Abschnitt 3.2.

Bemerkung. Es kann vorkommen, dass —nachdem kein ,, L“-Minimierungsschritt
mehr moglich ist— das ZLS noch nicht minimal ist, das heift, ein zusétzlicher linker
oder rechter Minimierungsschritt moglich ist. Die Details dazu finden sich im Ab-
schnitt 4.5 (Minimieren eines allgemeinen ZLS). Um dieses subtile Phiinomen richtig
zu verstehen, muss man tiefer in die allgemeine Faktorisierungstheorie in Abschnitt 3.4
eintauchen. Hier geniigt allerdings ein nochmaliger Blick auf das ZLS (A.1.3): Beide
rechte Faktoren von p (hier zz) beziehungsweise ¢ (hier y) kénnen noch , direkt“ ab-
gelesen werden. Mit anderen Worten: Der ,Bruchstrich® ist noch erkennbar. (Dieser
wiirde gegebenenfalls bei einem weiteren Minimierungsschritt ,,verschwinden*).

A.2 Freie lineare Algebra

Oder: GauBBsche Elimination iiber dem freien Schiefkérper. Klassische Techniken kon-
nen verwendet werden, um den (nicht-kommutativen) Rang [FR04] von Matrizen
iber dem freien Schiefkérper zu bestimmen, oder die Inverse (wenn moglich) oder
Quasideterminanten [GGRWO05] zu berechnen. In Bezug auf die Lésung von linearen
Gleichungssystemen sei die Bruhat Normalform [Coh03b, Satz 9.2.2] als eine verall-
gemeinerte LU-Zerlegung erwihnt.

Das Wortproblem fiir Elemente, die nicht durch minimale zuldssige lineare Syste-
me gegeben sind, kann geldst werden, indem man den Rang der Linearisierung (der
Differenz) durch Gaufische Elimination ermittelt. Jeder Eintrag in dieser Matrix kann
durch ein minimales zuléissiges lineares System dargestellt werden. Fiir das ,,patholo-
gische“ Beispiel 4.2.4 ist die Linearisierung

1
-1 =z —=z
1 . T —z
1

L =
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nicht-voll, daher reprisentiert das entsprechende ZLS das Nullelement: Wendet man
die (Zeilen-)Transformation

von links an, erhdlt man

-1 x —=x
0

Der Preis, den man zahlen muss, ist, dass jede Operation mit einem einzelnen Ma-
trixeintrag nun eine Operation mit zuldssigen linearen Systemen ist. Vielleicht ist es
in manchen Féllen moglich, eine ,,bessere* Eliminationstechnik zu verwenden, die die
Struktur der Matrix beriicksichtigt (eventuell kombiniert mit Spaltenoperationen) um
das Rechnen mit den Darstellungen zu vereinfachen.

Bemerkung. Obwohl Lemma 2.1.3 die Existenz von invertierbaren Matrizen P, Q) €
K™*™ fiir eine nicht-volle lineare Matrix L € K(X) garantiert (siehe Satz 4.2.1, [CR99,
Abschnitt 4]), sodass PLQ hohl ist, ist das Finden solcher Matrizen eine schwierige
Aufgabe, weil alle moglichen (linken unteren) Nullblocke der Grofie (n + 1 —4) x i
fir ¢ = {1,2,...,n} getestet werden miissen. Wéhrend die Gaufische Elimination
immer zumindest eine Nullzeile (oder Nullspalte, wenn sie von rechts auf den Spal-
ten durchgefithrt wird) liefert (allerdings moglicherweise ebenfalls mit nicht-linearen
Techniken). Interessant wére natiirlich, ob man eine ,Klasse“ solcher Probleme be-
schreiben kann, in der sich die Gréfie der Pivotblocke so beschrinken lédsst, dass man
immer einfach minimieren kann.

A.3 Steuerungstheorie

Oder: Das Rechnen mit rationalen Funktionen. In diesem Abschnitt hat der Begriff
»System* nichts mit einem ZLS zu tun. Auch bei der anderen Notation (Systemma-
trix, Buchstaben im Alphabet, etc.) gibt es Abweichungen.

In der Steuerungstheorie macht man es sich zunutze, dass man mit Ubertragungs-
funktionen von ,Systemen“ (unter bestimmten Voraussetzungen) ganz einfach rech-
nen kann: Die Multiplikation (von Ubertragungsfunktionen) entspricht dabei der Seri-
enschaltung, die Addition der Parallelschaltung und eine bestimmte Kombination von
rationalen Operationen (inklusive der Inversen) der Riickkoppelung [HDO04, Kapitel 3].

Dabei spielt die Minimalitdt einer Realisierung beziehungsweise einer linearen
Darstellung (sieche auch Abschnitt B.2) eine entscheidende Rolle in Bezug auf Beob-
achtbarkeit und Steuerbarkeit (siche auch Abschnitt B.3) eines Systems. Solange man
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nur mit einem Buchstaben im Alphabet X = {{} arbeitet, ist der freie Schiefkérper
K(X)) kommutativ. Fiir mehrere kommautierende Variablen &1, s, ..., &4 ist es im all-
gemeinen schwierig, minimale lineare Darstellungen zu konstruieren. Fiir bestimmte
kommutative Polynome ist es moglich, siehe Proposition 2.2.6 und die ihr folgende
Bemerkung.

Im folgenden betrachten wir (fiir n, p, ¢ € N) das kontinuierliche und zeitinvariante
System (fiir eine angewandte Sicht siehe zum Beispiel [HD04], fiir eine operatortheo-
retische [BGKROS])

mit dem (zeitabhéngigen) Ldsungs- oder Zustandsvektor x = x(t) = [x1(t), ..., zn(t)],
dem Ausgangsvektor y = y(t) = [y1(t),...,yp(t)], dem Steuervektor u = u(t) =
[ui(t), ..., uq(t)], der Systemmatric A € K"*™ der Steuermatric B € K"*9, der
Beobachtungsmatrizc C € KP*™ und D € KP*?. Die (fir p,q > 1 matrixwertige)
Ubertragungsfunktion ist dann

G(€) = (9ii(€)) =D+ C(EI - A)7'B, €€ p(A),

wobei p(A) die Resolventenmenge von A bezeichnet.

Das Viertupel R = (£ — A, B,C, D) heifit Realisierung, siehe auch Definiti-
on B.2.1. Der einfachste Fall ist p = ¢ = 1. Rein algebraisch ist aber auch das Rech-
nen mit matrixwertigen Ubertragungsfunktionen (mit kommutierenden oder nicht-
kommutierenden Komponenten) nichts Besonderes. Die Frage nach der Minimalitéit
der Systemmatrix (hier £7— A) dagegen schon. (Bis jetzt sind mir dazu in der Literatur
weder entsprechende Fragen noch Diskussionen aufgefallen.)

Seien F' € F™*P und G € FP*? fir F = K((X)) mit einem allgemeinen (nicht-
kommutativen) Alphabet X. Dann ist H = F'G € F™*9 mit den Komponenten h;; €
F. Nun kann man laut Satz 2.4.2 (Primérzerlegung) jedes h;; in seine Primdrkompo-
nenten zerlegen. Fine Systemmatrix der Dimension

rang(hij )

m g
; —1

)

i=1j

erhiilt man sehr einfach iiber die diagonale Summe der einzelnen Systemmatrizen der
minimalen (reinen) linearen Darstellungen der jeweiligen Elemente h;;. Fiir nicht-dis-
junkte Primérkomponenten (verschiedener Elemente) liefle sich eine minimale ,,Ver-
einigung® mit einer linearen , matrixwertigen* Darstellung, zum Beispiel

1 -z —2| |. . .
m. J],/.- 1 .|, . -1
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firx H = [z, 2z, —x], konstruieren. Fiihrt diese Vorgehensweise schon zu einer mini-
malen Realisierung (zum Beispiel fiir D = 0 und skalaren Matrizen B, C) fiir H?
Wie miisste eine (neue) Darstellungsform beschaffen sein, sodass man damit prakti-
kabel rechnen kann? Diese Fragestellungen koénnte auch in Zusammenhang mit Ab-
schnitt A.2 interessant sein, zum Beispiel wenn man die Inverse (einer invertierbaren
Matrix F' € F™*™) berechnen méchte.

A.4 Freie Wahrscheinlichkeitstheorie

Als Schnelleinstieg fiir jene, die mit der , klassischen* Wahrscheinlichkeitstheorie ver-
traut sind, bietet sich die Einleitung von Biane [Bia98] an. Fiir jene, die mehr mit der
Operatortheorie vertraut sind, auch die von Shlyakhtenko [Sh105]. Uber beide Litera-
turverzeichnisse bekommt man dann gleich einen Eindruck iiber die Vielfalt rund um
,hicht-kommutative* Wahrscheinlichkeit. Detaillierte Einfithrungen bieten die Biicher
von Nica und Speicher [NS06] beziehungsweise Hiai und Petz [HP0O0], ersteres insbe-
sondere aus kombinatorischer Sicht.

Eine andere Art Schnelleinstieg wire das ,,zwolfte Problem“ von Rota [Rot01].
Nachdem man tiefer in die nicht-kommutative Welt eingetaucht ist, kann man sich
—mnach dem Auftauchen— némlich selbst fragen, ob man mit den gefundenen Er-
klarungen zufrieden ist.

Hier soll ein eher spielerischer Zugang —im Sinne eines Paddelns an der Ober-
fliche— iiber Zufallsmatrizen skizziert werden, der mit wenigen Programmzeilen in
OcTAVE [Oct18] nachvollzogen werden kann. Damit kann man sich sofort die Ver-
teilung des eigenen nicht-kommutativen Lieblingspolynoms' ,,anschauen“, wenn man
zum Beispiel , Halbkreis-Variablen“ (Gaussian Unitary Ensemble, GUE) einsetzt.

Der zweite Teil betrifft dann eine kleine konkrete Anwendung einer minimalen
linearen Darstellung und ist keinesfalls als Einstieg geeignet, obwohl nur ein sehr spe-
zieller (ja fast trivialer) Fall behandelt wird. Um dieses Beispiel —das man in gewisser
Weise als Tor zur aktuellen Forschung sehen kann— nachvollziehen zu kénnen, muss
man sich jedenfalls in [BMS17] oder [HMS15] einlesen und das Buch [NS06] zum Nach-
schlagen bei der Hand haben. Tatséchlich ist der (algebraische) Weg, diese Technik fiir
»einfache“ polynomielle Operatoren wie dem Kommutator oder dem Antikommutator
anzuwenden noch weit. Das Ziel ist die Herleitung eines (nicht-linearen) Gleichungs-
systems, dessen ,eindeutige” Losung die Verteilung ,,beschreibt®“. Andere Wege, wie
zum Beispiel den (analytischen) von Vasilchuk [Vas03] oder den (kombinatorischen)
von Nica und Speicher [NS98], gibt es bereits.

Zunéchst definieren wir ein paar Funktionen: make_sa um eine Matrix selbstadjun-
giert zu machen und ,richtig” zu skalieren, norm_tr um die normalisierte Spur einer
Matrix zu berechnen und catalan um die Catalan-Zahlen [Slo18a] zu berechnen.

IDie Fragen, die auftauchen, wollte man das auch fiir reguliire nicht-kommutative Funktionen
versuchen, sind zahlreich. Sehr schnell kommt man damit tief, sehr tief in die Operatortheorie ...
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Abbildung A.1: Empirische Eigenwertverteilung einer GUE-Matrix (selbstadjungierte
Matrix mit ,richtig® skalierten normal-verteilten unabhdingigen Eintrigen) der Grofle

n=1

500 (links) und des Antikommutators (rechts).

make_sa = Q(A) (A + A’) / sqrt(2*rows(A));
norm_tr = Q(A) trace(A)/rows(A);
catalan = @(n) factorial(2#*n) / (factorial(n+1) * factorial(m));

Danach erzeugen wir jeweils eine Zufallsmatrix (GUE) fiir die nicht-kommutativen
Variablen unseres Alphabets:

n = 1500;
X = make_sa(randn(n));
Y = make_sa(randn(n));

Die Eigenwertverteilung einer Variable lisst sich folgendermaflen plotten:

figure(101);

hist(eig(X), 50, 50/4.0);
axis([-2.5 2.5 0 0.5]);
grid;

%set(gca(), ’fontsize’, 20);
%print (Ceig_x.eps’)

Damit kann man schliellich auch die Eigenwertverteilung eines nicht-kommutativen
Polynoms, zum Beispiel des Antikommutators p = p(x,y) = zy + yx inspizieren (die
,Norm* fiir das Histogramm muss entsprechend angepasst werden):

figure(102);

P = XAY + YX;
hist(eig(P), 50, 50/6.5);
axis([-3.5 3.5 0 0.5]);
grid;

Die Ergebnisse sind in Abbildung A.1 zusammengefasst. Vergleiche auch mit [BMS17,
Abbildung 1].
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Bemerkung. Hier fehlen natiirlich viele Details, die man aber in der bereits erwéhn-
ten Literatur findet. Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, was fiir ,,grofles“ n passiert,
sollte man zumindest Zufallsmatrizen der Gréflen n € {1000,2000,4000} erzeugen
und einsetzen. Die Matrizen X und Y werden frei® fiir n — oo. Das heiBt, dass alle
gemischten Momente fiir zentrierte Zufallsvariablen verschwinden [NS06].

Bemerkung. Die normalisierte Spur ¢(x)=norm_tr(X) kann man sich als einen
Erwartungswert ,E(x)“ denken. Tatséchlich gibt es viele Parallelen zwischen der klas-
sischen und der freien Wahrscheinlichkeitstheorie. Der Grund aber, dass ich hier vor-
sichtiger formuliere als es notwendig wiire, liegt darin, dass es doch einige Stolpersteine
gibt, weil die zugrundeliegenden Konzepte unterschiedlich sind.

Schaut man sich die GUE-Zufallsmatrizen (alias ,,approximierte Halbkreis-Variab-
len*) genauer an, entdeckt man die Catalan-Zahlen

1 2k
Or =53 ( k ) '
Tabelle A.2 zeigt die ersten 6 Catalan-Zahlen und die ersten 12 Momente fiir GUE-
Matrizen der Groflen 750, 1500 und 3000 gegeniibergestellt. In dieser Tabelle findet
man auch die Momente der Normalverteilung, nimlich die Zahlenfolge 1, 3 =1 - 3,
15=1-3-5,105=1-3-5-7, 945, 10395, ...[Slo18b]. Und diese Folge ist etwas
versteckt und erschliefit sich erst aus dem Zusammenhang zwischen der Anzahl der

Paarpartitionen und der der nicht-kreuzenden Paarpartitionen. Mehr zu den Catalan-
Zahlen findet man unter anderem in [Aig01].

Y k=Y,

momente_Y = zeros(8,1);

for k=1:8

momente_Y (k) = norm_tr(Y_k);

Y k=Y k x VY,

endfor

gem_moment_XY = norm_tr (X*Y);
gem_moment_XYX = norm_tr (X*Y*X) ;
gem_moment_XYXY = norm_tr (XxY*X*Y) ;

Was passiert mit den ,,gemischten Momenten p(zy), ¢(yx), p(zyx), p(zyzy), ete. fir
freie Variablen x und y (hier)? Und was muss man tun, um die , Freiheit“ zu sehen,
wenn die Variablen @ und y nicht zentriert sind? (Hier empfiehlt sich ein Blick ins
Buch [NS06].)

Bemerkung. Will man in sein Polynom andere Zufallsvariablen (z.B. ,Antikom-
mutator“-Variablen) einsetzen, kann man sich diese entsprechend ,,zusammenbauen®.
Allerdings muss man dabei beachten, dass man jede der ,,Zufallsmatrizen* nur einmal
verwendet, weil XxY+Y*X und X*Z+Z*X nicht frei sind.

2 Frei“ ist eine Kurzform fiir ,frei unabhiingig® als Pendant zur klassischen Unabhingigkeit von
(kommutativen) Zufallsvariablen.
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k (k=1 Cyp n=750 n=1500 n=3000
1 0.001 0.000 0.000
2 1 1 0.998 1.001 1.000
3 -0.000  -0.002 0.001
4 3 2 1.993 2.006 1.999
5 -0.006  -0.010 0.004
6 15 5 4.974 5.024 4.993
7 0.026  -0.042  0.0140
8 105 14  13.895  14.089  13.969
9 0.088  -0.179 0.049
10 945 42 41556 42339  41.871
11 0240  -0.732 0.170

12 10395 132 130.150 133.290 131.470

Tabelle A.2: Die Momente der Normalverteilung, die Catalan Zahlen und die Momente
my = @(Y*) fir GUE-Zufallsmatrizen.

Marchenko-Pastur via Linearisierung
Sei z eine selbstadjungierte nicht-kommutative Zufallsvariable mit Verteilung p = ..

Die Linearisierung Ly einer nicht-kommutativen rationalen Funktion f = f(x) kann

verwendet werden, um die Verteilung von f zu berechnen [BMS17]. Fiir f(z) = 22 =

—x(—1)"'z ist eine (minimale) Linearisierung gegeben durch

.o
Ly = [m _1] |
Fiir Definition und Konstruktion siehe Abschnitt B.1. Die operatorwertige Cauchy-
Transformierte ist dann

o= [ ([n b [ 1)) e
A S i IR0

_ / 1 boo + 1 —bia +t d,u(t)
r b11(baz + 1) — (b1a — t)(b21 — 1) —ba1 +1 b11

:_/ 1 bao +1 —bia+t dp(t)
R ()\1 — t)()\g — t) _b21 +1 bll .
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Die Anwendung der Partialbruchzerlegung ergibt

a+ Bt _ a az
/]R (A1 —t)(A2 — 1) du(t) = /]R AL —t du() +/]R Ao —t du(t)

B o+ B\ o+ B
BV G(\) + S G(A2).

Das heif3t, dass sich unter Beriicksichtigung der Bedingungen

A+ A2 =bi2+ b2 und
AAg = bi2bar — bi1(ba2 + 1)

die operatorwertige Cauchy-Transformierte durch die skalare Cauchy-Transformierte
darstellen ldsst. Fiir

B=A(z) = ["‘ :]

liefert der Eintrag (1,1) der operatorwertigen Cauchy-Transformierten die Cauchy-
Transformierte fiir f(z). Die Bedingungen A\ + A2 = 0 und A\ A2 = —z ergeben

Al =z und A\ = —/2.
G,2(2) = (61, (A(2))

s

-1
= mg()q) + mg(AQ)
1 1

= 2—\/590\1) - mg(Aﬂ

Fiir z mit einer Halbkreis-Verteilung heifit das:
1 1
Gp2(2) = mg(\/;) - Wzg(—\/g)

e A
T4z 4/z
_z—/z(z—4)
N 2z '
Vergleiche [NS06, Kapitel 12]. In der Formel (12.14) dort ist allerdings ein Druck-
fehler. Es sollte v = (1 — X\)dp + 7 fiir 0 < A < 1 heiBen. Siche [BLS96] oder [MP67].

Bemerkung. Auf diese Art die Cauchy-Transformierte eines rationalen Operators
(in einer Variablen) zu berechnen ist zugegebenermafien etwas umstidndlich. Aller-
dings tauchen selbst in diesem sehr einfachen Fall viele Fragen auf, die gerade beim
Einarbeiten helfen konnen. Unter anderem muss man besonders auf die Wahl des
Zweiges bei der Wurzel aufpassen, weil man hier zwei Punkte in verschiedenen Halb-
ebenen der komplexen Zahlen hat. Und anhand dieses Beispiels kann man auch einfach
zur R-Transformierten wechseln und sieht dann spétestens beim Versuch, die opera-
torwertige R-Transformierte zu berechnen, welche Hiirden es noch gibt ...







Anhang B

Bemerkungen

Alternativ zu (den hier verwendeten) linearen Darstellungen beziehungsweise den
zuléissigen linearen Systemen gibt es noch andere Darstellungsméglichkeiten (insbe-
sondere fiir nicht-kommutative rationale Potenzreihen). Dazu gibt es in den Abschnit-
ten B.1 (Linearisierung), B.2 (Realisierung) und B.3 (Reguliire lineare Systeme) wei-
tere Information. Ein paar Anmerkungen zur Faktorisierung (und zur Abgrenzung
von der Faktorisierung in Schiefpolynomringen) finden sich in Abschnitt B.4. Die Im-
plementierung des ,, Rechnens mit freien Briichen* in Computer-Algebra-Systemen ist
relativ aufwindig. Die mathematischen und algorithmischen Details findet man in den
vorherigen Kapiteln. Ein paar Tipps in Abschnitt B.5 sollen bei der Strukturierung
helfen.

B.1 Linearisierung

Sowohl im allgemeinen als auch im speziellen fiir regulére Elemente kann man auch mit
Linearisierungen (siehe folgende Definition) arbeiten. In diesem Zusammenhang sei
Andersons ,,selbstadjungierter Linearisierungstrick” [And13] erwéhnt, ohne auf das
Vorhandensein einer Involution n#her einzugehen. Mit Linearisierungen kann man
auch ,,rechnen*.

Definition B.1.1 (Linearisierung [BMS17], [CR99]). Eine Linearisierung von f ist
eine Matrix L=Lo® 1+ L1 ®@x1+ ...+ Lg® xg, mit L, € K™*™ der Form

| u mxm
L= [U A] € K(X) ,

sodass A woll ist, das heifit invertierbar iiber F, und f = ¢ — uA~'v das Schur-

Komplement ist. Ist ¢ = 0, heifit L reine Linearisierung. Die Grif$e der Linearisierung
ist size(L) = m, die Dimension ist dim(L) = m — 1.

119
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Proposition B.1.2 ([BMS17, Proposition 3.2]). Seien A € FF*k B € FF>*l C ¢
FXF und D € T gegeben und D invertierbar in FYX'. Dann ist die Matriz [é g]
invertierbar in FEHOXEHD genau dann, wenn das Schur-Komplement A — BD~1C
in FF¥E invertierbar ist. In diesem Fall gilt:

{é IBD]I_[: D'—l]*{—pjflc} (A-BD7'C)" [In —BD7Y].

Bemerkungen. Sei f € F gegeben durch die Linearisierung L. Dann ist f = |L|1 1
die (1,1)-Quasideterminante von L [GGRWO05]. Wenn man iiber minimale Lineari-
sierungen spricht, muss man spezifizieren, welche Klassen von Matrizen man meint:
Skalare Eintréige in der ersten Zeile oder Spalte? Rein? Und, wenn zutreffend, selbst-
adjungiert?

Proposition B.1.3 ([Sch17b, Proposition 1.18]). Sei
c u
e=[0
eine Linearisierung der Grifle n fir ein Element f € F und ein weiteres Element
g € F dber die reine Linearisierung

. i . ¢ u
L—[; } mit A=|v A .|, a=10,...,0,1], o=a"
-1 . .

der Grofie n + 2 definiert. Dann ist g = f.

Beweis. Unter Anwendung der Proposition B.1.2 —Schur-Komplement beziiglich des
Block-Eintrages (2,2)— und b = [-1,0,...,0], kann die Inverse von A = [% b.T]
geschrieben werden als

A= [L.l :} = [_Lllq (bL7) "t [~oLt 1],

Daher folgt

—ad o=~ ([ )= (L) bt 1)) H
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Wenn die erste Zeile oder die erste Spalte einer Linearisierung fiir ein f € F
nicht-skalare Eintrége hat, kann Proposition B.1.3 verwendet werden, um eine lineare
Darstellung von f zu konstruieren. Umgekehrt, gegeben eine lineare Darstellung der
Dimension n (von f), die in eine solche Form gebracht werden kann, lidsst sich eine
Linearisierung der Grofle n — 1 konstruieren.

Beispiel B.1.4. Fiir den Antikommutator zy + yx ist ein minimales ZLS durch

1 -z —y .
S
U P Y

gegeben. Dreht man die Reihenfolge der Spalten um und multipliziert man die Sy-
stemmatrix mit —1, erhilt man die Linearisierung

mit der Form wie in Proposition B.1.3 und erhilt eine minimale (reine) Linearisierung
des Antikommutators

B.2 Realisierung

Um hier die Gefahr des Sich-Verlierens zu vermeiden, gibt es nur eine Definition, die
aber fir p = ¢ = 1 viele Ahnlichkeiten mit (nicht notwendigerweise reinen) linea-
ren Darstellungen aufweist. Weitere Literatur findet man (aus Sicht der Steuerungs-
theorie) in [BGMO5] und (aus Sicht der ,nicht-kommutativen® Funktionentheorie) in
[KVV14].

Definition B.2.1 (Realisierung [HMV06]). Eine Realisierung einer Matrix F € FP*4
ist ein Viertupel (4, B,C, D) mit A = Ag®@1+41@x1+...+ Ag®xq, Ay e K" B €
Km*4 C € KP*™ und D € KP*? sodass A iiber dem freien Schiefkérper invertierbar ist
und F' = D — CA™!B gilt. Die Dimension der Realisierung ist dim (A, B, C, D) = n.

Bemerkung. Eine Realisierung R = (4, B, C, D) kann auch in Blockform geschrie-
ben werden:

Ly = {g Z] c K<X>(p+n)x(q+n).
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Hier ist die Definition so, dass F' = |Lg|1,,1- die (1,1)-Block-Quasideterminante (in
Bezug auf Block D) ist [GGRWO05]. Fiir A = —J 4+ L 4(X) erhélt man die Deskriptor-
Realisierung in [HMV06]. Realisierungen in denen B und/oder C' auch nicht-skalare
Eintrége enthalten, werden manchmal als ,,Schmetterlings-Realisierungen bezeichnet
[HMVO06]. Ein anderer Zugang zur Minimierung (iiber Modultheorie) von Realisie-
rungen wird in [Voll8] beschrieben. In diesem Zusammenhang kénnte auch [KLI8]
interessant sein.

B.3 Regulires System

Fiir requlire Elemente (rationale formale Potenzreihen) kénnen minimale lineare Dar-
stellungen alternativ tiber den Erweiterten Ho-Algorithmus [FM80] aus der Hankel-
Matrix oder iiber die Minimierung einer gegebenen linearen Darstellung iiber den
Algorithmus von Cardon und Crochemore [CC80] konstruiert werden. Letzterer ermit-
telt linear abhéngige Zeilen in der Steuerbarkeitsmatriz und linear abhéingige Spalten
in der Beobachtbarkeitsmatriz. Die grundlegende Idee geht auf Schiitzenberger [Sch61]
zuriick. Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit wird in [KFAGY, Kapitel 10] diskutiert.
Berstel und Reutenauer beschreiben eine Minimierung unter Verwendung prdfiz-ab-
geschlossener Mengen (des freien Monoids X*) [BR11, Kapitel 2].

Erwihnenswert ist hier vielleicht noch, dass Schiitzenberger Erkennbarkeit (engl.
recognizable) iiber endliche deterministische Automaten (engl. DFA) definiert [Sch61],
wihrend das nun iiber lineare Darstellungen iiblich ist [BR11]. Jedenfalls kann man
dann auch iiber Algorithmen zur Minimierung von Automaten nachdenken [BBCF10],
vorausgesetzt man achtet auf den Koeffizientenring (-kérper). Vorsicht: In diesem
Kontext sind lineare Darstellungen der Form 7 = (u, M, v) iiblich, die hier als 7’ =
(u, I — M,v) gedacht werden miissen.

Das Pendant zu einem ZLS fiir diese Art von Darstellung ist dann ein reguldres
lineares System (PLS fiir engl. proper linear system) [SST8, Abschnitt I1.1]. Ein PLS
s = v+ Ms ist also eine spezielle Form eines zuléssigen linearen Systems As = v mit
A =1— M. Mit Konjugationen (der Systemmatrix) bleibt diese Form erhalten. Den
(eindeutigen) Losungsvektor s erhiilt man einfach iiber die Quasiinverse von M:

s=I-M)"'v=UT+M"Nv=T+M+M?+M+.. )

U fiir ein reguliires lineares System der Dimension n die K-lineare (Un-) Abhéingigkeit
der linken Familie (,,Steuerbarkeitsmatrix®) beziehungsweise rechten Familie (,, Beob-
achtbarkeitsmatrix“) zu priifen, geniigen die ersten n — 1 Matrixpotenzen von M
[Coh95, Lemma 6.6.3]. Ruft man sich in Erinnerung, dass man eine Vektorraum-
struktur (mit dem freien Monoid X* als Basis) zur Verfiigung hat, kann man sehr
einfach minimieren. Das ist in [Sch17¢, Abschnitt 4] illustriert. Mit dieser naiven Vor-
gehensweise kann man aber fiir | X| > 2 schnell an (praktische) Grenzen stoflen. Aber
sie kann helfen, die Details des (optimalen) Algorithmus [CC80] besser zu verstehen.

So man eine Wahl hat, wird man von Fall zu Fall unterscheiden miissen, wel-
cher Algorithmus der praktikabelste oder beste ist. Ein paar Aspekte werden in der
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Bemerkung 4.3.9 angesprochen. An weiterer Literatur sollte noch die kleine Zusam-
menfassung iiber (nicht-kommutative) rationale formale Potenzreihen [Reu96b], die
algebraische Sicht auf formale Sprachen [Coh75a] und das Buch [KS86] erwéhnt wer-
den.

B.4 Faktorisierung

Zunichst scheint eine Abgrenzung der hier prisentierten Faktorisierung (in freien
assoziativen Algebren) zu der in Schiefpolynomringen (bzw. -bereichen), oder —
allgemeiner— Ringen, die die Ore-Bedingung [Coh03b, Abschnitt 7.1], [Coh85, Ab-
schnitt 0.8] oder [Lam99, Abschnitt 10.B] erfiillen, angebracht. In diesem Zusam-
menhang wiren [HL13] und [LHI18] als mogliche Ausgangspunkte zu nennen. Die
Faktorisierung von Schiefpolynomen hat viele Verbindungen zu anderen Bereichen.
Hier seien nur zwei Arbeiten beispielhaft genannt: [Ret10] und [GRWO1]. In letzterer
kommen auch Quasideterminanten [GGRWO05] und der freie Schiefkorper vor. Fiir
die Faktorisierung aus dem Blickwinkel von ,,polynomiellen Operatorbiischeln sollte
noch [Isa73] erwidhnt werden.

Polynomfaktorisierung —und damit sind wir wieder zuriick in der freien assozia-
tiven Algebra— aus der Sicht von Realisierungen (Abschnitt B.2) wird in [HKV17]
diskutiert. Dort sollte man auch starten, wenn man an (matrixwertigen) ,Nullstel-
len“ von Polynomen und deren Interpretation aus geometrischer Sicht interessiert ist.
Ansonsten ist die Literatur diesbeziiglich relativ iiberschaubar: Caruso [Carl0] be-
schreibt Ideen von J. Davenport, die auf Homogenisierung beruhen. Ein Vergleich,
wie sich diese verschiedenen Vorgehensweisen verhalten, steht noch aus. Ein paar
Spezialfille (z.B. variablen-disjunkte Faktorisierung) werden in [ARJ15] behandelt.

Fiir den hier priasentierten Weg gibt es schon ein paar praktische Anhaltspunkte
in der Diplomarbeit von Birgit Janko [Jan18]: Irreduzibilitét (iiber dem algebraischen
Abschluss des Grundkérpers) lidsst sich bis Rang 12 testen. Bei reduziblen Polyno-
men ist es bis Rang 17 moglich, die Rénge der Faktoren (einer Faktorisierung) zu be-
stimmen. Die Bestimmung konkreter Transformationsmatrizen freilich ist damit noch
nicht sichergestellt. (In konkreten Féllen sollte man daher jedenfalls lineare Techniken
probieren, siche Bemerkung 3.7.5.)

Eine Aussage dariiber, in wie weit spezielle Verfahren —wie zum Beispiel signatur-
basierte Algorithmen [EF17]— bei der Berechnung von Grébner—Shirshov-Basen hel-
fen konnen, ist noch nicht moglich.

Die Faktorisierung regulirer Elemente auf Basis von Realisierungen wird zum
Beispiel in [KVV09] und [BGKRO8] diskutiert. A priori ist nicht klar, wie weit das
hier prisentierte Konzept fiir regulire Elemente (als ein Spezialfall der allgemeinen
Faktorisierung im freien Schiefkérper) mit dem der minimalen Faktorisierung iiber-
einstimmt. Zunéchst miisste man einmal priifen, welche der hier beschriebenen Phéno-
mene (Unterschied zwischen duflerem Faktor und Teiler, Verschmelzen von Atomen,
etc.) sich wie (eingeschriinkt auf rationale formale Potenzreihen) verhalten und was
man {iber matrixwertige Nullstellen beziehungsweise Singularitéiten sagen kann.
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B.5 Implementierung

Hier muss ich mit einer Warnung beginnen: Der Aufwand fiir eine Implementierung
des freien Schiefkorpers in Computer-Algebra-Systemen fiir die ,,praktische® Nutz-
barkeit sollte keinesfalls unterschétzt werden. Denn sobald man in die Nédhe von
nicht-linearen Gleichungssystemen kommt und versucht sie —aufler fiir konkrete ein-
zelne kleine Beispiele— zu 16sen, muss man tief, sehr tief in die (hoffentlich) teilweise
verfiigharen Algorithmen eintauchen.

Spétestens hier kommt das Zitat (in der Einleitung) von Bergman voll zur Geltung.
Schnell kommen dutzende (an sich einfache) Programme und Algorithmen zusammen,
die im Gesamten eine entsprechende Komplexitiit entwickeln. (Hier ist noch nicht von
den eigentlichen mathematischen Konzepten die Rede). Die grundlegende Schwierig-
keit liegt wohl darin, dass man kaum je eine ,,Black-Box“ wird implementieren kénnen,
die alles vollautomatisch erledigt. Und das impliziert, dass man die Méglichkeit haben
muss, auf verschiedenen Ebenen manuell einzugreifen (was wiederum dazu fiihrt, dass
man viel iiberpriifen und viele zusétzliche Prozeduren programmieren muss).

Neben der reinen Programmierzeit sollte es genug Zeit fiir das Nachvollziehen
von Konzepten geben. Die ,selbstverstindlichsten* Funktionen von (mathematischen)
Computerprogrammen muss man dahingehend hinterfragen, welche Auswirkungen sie
auf den Algorithmus haben. Insbesondere muss man auch iiber solche ,, Trivialititen*
wie das Losen von linearen Gleichungssystemen (in Bezug auf die verwendete Daten-
struktur) nachdenken.

Insbesondere hier gilt, dass alles auf einmal nicht geht. Deshalb ist es wichtig, sich
ein paar konkrete (erreichbare) Ziele zu setzen, wie zum Beispiel das Rechnen mit
Polynomen (und darauf aufbauend die Faktorisierung). Oder: Das Rechnen mit re-
gulidren Elementen, bei denen man die Minimalitdt noch mit klassischen Algorithmen
iiberpriifen kann. Oder: Die Beschrinkung der Inversionshshe (fiir die Bestimmung
des linken grofiten gemeinsamen Teilers zweier Polynome) beziechungsweise eine Pi-
votblockgrofle, die man noch systematisch auf mogliche Verfeinerungen untersuchen
kann.

Zusitzlich zu den vielen Fragen, die (hoffentlich) bis jetzt —beim Lesen dieser
Arbeit— aufgetaucht sind, wird es viele weitere (in Bezug auf die Implementierung)
geben. Dafiir sollte man genug Zeit zur Verfiigung haben und auch in der Lage sein,
zu improvisieren. , Nicht-Kommutativitit* ist zwar de facto iiberall (in Form der Ma-
trixmultiplikation) in Softwaresystemen vorhanden, (allgemeine) nicht-kommutative
algebraische Funktionalitdt ist eher selten. Das ist etwas, das man sich vorher gut
iiberlegen muss, ndmlich welches System man wihlt und wo die Vor- und Nachteile
liegen. (So etwas sollte man auch nicht auf Student*Innen abwiilzen, es sei denn sie
sind versiert im Programmieren und es geht genau um diese Problemstellung.)

Also los! Es gibt einiges zu tun. In der gesamten Arbeit gibt es verstreut —
oft auch versteckt in Beispielen— jede Menge an kleineren Algorithmen, wie zum
Beispiel die Bemerkung 2.3.12. Sich eine Liste anzulegen und zu iiberlegen, ob und
wann man sie braucht, wére eine gute Vorbereitung. Um das zu erleichtern ist das
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Stichwortverzeichnis etwas dichter als iiblich, auch um nach Beispielen suchen zu
konnen. Die Palette an Beispielen ist relativ breit, dienen sie doch auch als Test fiir
die Implementierung (einzelner Teile).

Die folgende grobe (mogliche) Strukturierung kann nur eine Orientierungshilfe
sein. Und die eher lose aneinandergereihten Anmerkungen sind keinesfalls vollstéindig.
Bewéhrt hat sich eine klare Trennung zwischen Datenstruktur (im Hintergrund) und
skompakter® Darstellung (fiir das Arbeiten). So praktisch es ist, am Computer mit
einer Liste an Matrizen zu programmieren, so ungeeignet ist es fiir einen Menschen,
damit zu arbeiten (zumal in konkreten Beispielen die Nicht-Null-Eintrége oft mit einer
Hand abzihlbar sind).

Lineare Matrixbiischel

Ein zulissiges lineares System der Dimension n = 3 fiir f = (x — xyx) ! als lineares
(multivariantes) Matrixbiischel der Dimension n+1 (bezogen auf die Monome (1, z,y))
ware

T 1 .

A= (u,Av)=|[1 ], —1,.]

-1 =z 1
[0]1 0 07 [0o]o 0 0] [0]0 0 0]
_“[Ou}_0010 0(1 0 0 00 0 0
7w Al |lojo 0 —1/"1]0|l0 0 O]’ |0l0O 1 O
110 =1 0 00 0 1 00 0 0

Ohne viel zu beschreiben sollte klar sein, was alles an elementaren Funktionen notwen-
dig ist. Klarerweise braucht man nur Koeffizientenmatrizen fiir Buchstaben, die auch
verwendet werden. Das lisst sich alles programmieren, kann aber schnell dazu fithren,
dass man sich verzettelt. Schlieflich muss man jede Menge an , Kleinigkeiten* imple-
mentieren, wie zum Beispiel die rationalen Operationen (Proposition 2.3.1) —wobei
hier nicht die Arithmetik gemeint ist, sondern die grundlegende Moglichkeit des Ar-
beitens mit Blocken— oder auch das Extrahieren von Teilsystemen. Dartiber, wieviele
,,Zwischenebenen® praktikabel sind, muss man sich —abhéngig von der Anwendung—
Gedanken machen. Die Grundiiberlegung ist, dass man —aufbauend auf eine Daten-
struktur LMMP (engl. fiir ,linear multivariate matrix pencil®)— verschiedene Pakete
wie zum Beispiel NCPOLY, NCRATS oder FSF (engl. fiir ,,free skew field“) implementieren
kann.

Freie assoziative Algebra

Mit den (nicht-kommutativen) Polynomen zu beginnen hat den Vorteil, dass man re-
lativ schnell Ergebnisse sieht, das heifit, damit arbeiten und alle Zwischenschritte ein-
fach tiberpriifen kann. Selbst ohne nicht-kommutativer (algebraischer) Funktionalitét
lassen sich die Monome und deren Koeffizienten extrahieren und man kann eine Ausga-
beform programmieren, in der die Monome dann tatséchlich Worter (bzw. ,,Strings®)
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sind. Da verschiedene Minimierungsalgorithmen zur Verfiigung stehen, die verhélt-
nismifig einfach (aber etwas technisch) implementiert werden koénnen, lassen sie sich
auch vergleichen. Mit ein paar weiteren Funktionen, wie dem Erzeugen von , gene-
rischen* Transformationsmatrizen, um die Gleichungen fiir die Faktorisierung zu er-
stellen, kann man dann bereits viel machen ...

Rationale Potenzreihen

Wenn ein ZLS nicht in der Form (u, I — M, v) ist, muss man es entsprechend trans-
formieren, kann dann aber gut mit den Matrixpotenzen MP* arbeiten (natiirlich vor-
ausgesetzt, dass man deren Eintrige —Polynome mit Monomen der Lange k— auch
darstellen kann. Im Prinzip kénnte man gleich die (zuvor) programmierte Version
von K(X) verwenden und hat dann eine Matrix voller ,Listen an Matrizen®. Welche
Laufzeitkomplexitit wiirde sich fiir M* € K(X)"*" ergeben? Natiirlich kann man
alternativ auch mit Listen von Tupeln (Koeffizient und Wort) arbeiten. Fiir ein Al-
phabet mit mehr als 2 Buchstaben stof3t man so oder so schnell an die Grenzen ...

Freier Schiefkérper

Hat man sich schon im Detail mit den Spezialfillen (Polynome, regulire Elemente)
auseinandergesetzt und sie implementiert, kann man ein ZLS gegebenenfalls entspre-
chend umformen um so mehr Funktionalitit (Anzeige, Berechnung bzw. ,, Approxi-
mation“ der linken oder rechten Familie, etc.) verwenden zu kénnen. Im wesentlichen
stehen drei Aufgaben(pakete) an:

Rationale Operationen: Schwierig ist das nicht, nur man muss alle méglichen Spe-
zialfille unterscheiden, damit man wirklich nur dann minimieren muss, wenn es un-
bedingt notwendig ist. Dabei ist es natiirlich hilfreich, wenn man weif}, ob ein ZLS
tatsidchlich minimal ist (Flag) und welche Form es hat. Weifl man nicht, ob ein Pivot-
block verfeinert ist, sollte man auch das kennzeichnen.

Minimierungsschritte: Dazu gehort die Analyse der Blockstruktur und die An-
wendung eines ,,Blockgleichungslosers® (fiir die linearen Minimierungsschritte). Die
Minimierung selbst ist dann verhéltnisméfig einfach. Wie man damit umgeht, wenn
man die Minimalitit nicht feststellen kann (bei reguléiren Elementen kann man sich
helfen), muss man sich gut {iberlegen. Ein Spezialfall ist die Priifung, ob zwei Ele-
mente gleich sind (Wortproblem). Dabei spielt die Verfeinerung der Pivotblécke keine
Rolle.

Verfeinerung von Pivotblocken und Faktorisierung: Im allgemeinen sind nicht-
lineare Techniken (Berechnung von Grébner-Basen) notwendig. Je nachdem, welche
Félle (bei konkreten Berechnungen) auftreten, kann man Alternativen versuchen.
Spétestens hier sollte man sich daran erinnern, dass die rechte obere Blockstruktur
bei der Invertierung die neue Pivotblockstruktur ergibt. Hat man also rechts oben ei-
ne feine Struktur (so wie zum Beispiel bei Inversen von Polynomen), fithren vielleicht
lineare Techniken (keine ,Uberlappung® von Zeilen- und Spaltentransformationen,
Bemerkung 3.7.5) zum Erfolg.
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Numerische Stolpersteine

Verwendet man FlieBkomma-Zahlen fiir die Darstellung des Skalarenkorpers K, muss
man besonders vorsichtig in Bezug auf Rundungsfehler sein. Das gilt insbesondere bei
der Losung von linearen Gleichungssystemen. Ad hoc ldsst sich nicht sagen, ob man
etwas liber deren Konditionierung aussagen kann. Gegebenenfalls muss man etwas
tiefer in die numerische lineare Algebra eintauchen [Dem97]. Uber die Verwendung
von 96-bit Zahlen (long double) sollte man nachdenken. Eine vollsténdige Liste mit
den Dingen, die zu beachten sind, kann es kaum geben. Stellvertretend sei ein , kleines*
Detail erwéhnt: Wir betrachten das Monom zy. Wie kann man verhindern, dass —
nach vielen einzelnen Berechnungsschritten— nicht folgendes ZLS

1 -1z

—ey| s= 1.
1 1

—m

mit 0 < ¢ < 1 entsteht? Fiir das Rechnen mit einzelnen Beispielen (wie den hier
vorgestellten) wird das keine grofie Rolle spielen. Solange man die linearen Darstel-
lungen noch ,sieht*, wird einem das auffallen. Gegebenenfalls muss man iiber eine
Art ,Normalisierung“ der Eintrédge nachdenken.

Rationale Ausdriicke

Das Grundprinzip ist sehr einfach: Die Struktur der Systemmatrix eines ZLS zu un-
tersuchen um rekursiv Summanden, Faktoren und Inverse von Elementen zu detektie-
ren. So lange, bis man bei Polynomen angekommen ist und diese konkret hinschreiben
kann. Was man macht, wenn das nicht vollstdndig moglich ist (weil man nicht-lineare
Gleichungssysteme 16sen miisste, um Faktoren oder Summanden zu bestimmen) ist
allerdings nicht so klar. Das Beispiel von der Einleitung von Kapitel 3 (Faktorisieren)
sollte folgendermaflen angezeigt werden:

r 1

y —1ls=1.], f=z'1—-ay) "
-1 =z 1

Und formt man es um, indem man Spalte 3 von Spalte 1 subtrahiert und Zeile 1 zu
Zeile 3 addiert, sollte sich die Anzeige folgendermaflen verdndern:

z 1 . .
1y —1ls=1|.|, f=0—-yz)ta™l.
T 1

Diese ,,Kleinigkeit“ hat es in sich. Die Motivation dazu ist dem Wunsch entsprun-
gen, ganz ,normale“ lineare Algebra (mit Matrizen iiber dem freien Schiefkorper) zu
betreiben, siehe zum Beispiel Abschnitt A.2. Die lineare Darstellung wird dann bei
Elementen in einer Matrix , ausgeblendet*.
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Epilog

Um aus dem theoretischen freien Schiefkorper einen angewandten zu machen, muss
man damit arbeiten kénnen. Dabei ist es bereits eine enorme Vereinfachung, wenn
man manuell einzelne Blockminimierungsschritte (am Computer) , kontrolliert* aus-
fiihren kann. Im Zweifelsfall sollte man mit der Automatisierung nicht zu weit gehen
und stattdessen zur Intervention (des Benutzers) auffordern.

Die Entwicklung der gesamten Theorie hier wire ohne (experimenteller) Imple-
mentierung (in FRICAS [Fril8]) nicht mdglich gewesen. Nicht, weil es einem das
,hiandische“ Rechnen —oder das Vertiefen in die Theorie— ganz erspart, sondern
weil es einen viel schneller an die Grenzen dessen bringt, was man (gerade noch) ver-
steht. Wieviele tausende Zeilen ich programmiert und wieder verworfen habe, ldsst
sich nicht mehr sagen. Aber sollte ich die Zeit finden, werde ich noch einmal von vor-
ne (mit der Implementierung) anfangen. Das mag —aufler als Antwort auf die Frage,
warum es den freien Schiefkérper (noch) nicht im Standard (als Black-Box) gibt—
irrelevant erscheinen.

Doch es ist eher als Aufforderung gedacht, sich an eine (teilweise) Implementie-
rung heranzuwagen (jedenfalls dann, wenn man gerne programmiert) um selbst ein
tieferes Versténdnis vom freien Schiefkorper zu bekommen. Denn es werden viele Fra-
gen auftauchen, denen man sich dann konkret widmen kann. So kann man Schritt fiir
Schritt in die —zum Teil sehr abstrakte— Theorie eintauchen. Bis man (hoffentlich)
zu Fragen kommt, auf die man hier (in dieser Arbeit) keine Antworten findet ...



Anhang C

Cohns Konstruktion des
freien Schiefkorpers

Der freie Schiefkorper K(X)) ist das nicht-kommutative Pendant zum Korper der
rationalen Funktionen K([X]) := K(X), wenn man den kommutativen Polynomring
K[X] durch den nicht-kommutativen, das heifit, die freie assoziative Algebra K(X),
(in den nicht-kommutierenden Variablen X = {x1,z9,...,24}) ersetzt. Da es im
nicht-kommutativen Fall verschiedene Quotienten(schief)korper geben kann [Lam99,
Kapitel 4], muss zunéichst einmal geklidrt werden, was unter einem ,,universellen* Quo-
tientenkorper zu verstehen ist. Die folgende kurze Zusammenfassung ist aus [Coh06a,
Kapitel 7] extrahiert. Eine etwas detailliertere findet sich in [Coh06b, Abschnitt 6].

C.1 Der universelle Quotientenkorper

Sei R ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Ring (mit Eins) und f : R — K
ein Homomorphismus in einen Koérper K, sodass K durch das Bild von f erzeugt
wird. Dann heifit das Paar (K, f) epischer R-Kdérper. (f ist ein Epimorphismus in
der Kategorie der Ringe.) Ist f injektiv, so heiit (K, f) Quotientenkdrper (von R).
Ein epischer R-Korper (U, g) heifit universell, wenn es fiir jeden epischen R-Kérper
(K, f) einen lokalen Unterring! Uy C U mit im(g) € Uy und einen Homomorphismus
ho : Uy — K gibt, sodass f = hg o go ist, wobei gy = g, aufgefasst als Abbildung
R — Uy. Als Diagramm:

g0

RL>U<T Uo
\\f /
ho
K

IEin Ring S heift lokal, wenn das Komplement der Einheitengruppe S\ S* ein Ideal in S bildet.

129



130 ANHANG C. COHNS KONSTRUKTION DES FREIEN SCHIEFKORPERS

Der freie Schiefkorper F = K(X)) ist der universelle Quotientenkorper der freien
assoziativen Algebra K(X). Der Begriff ,free field“ geht auf Amitsur zuriick [Ami66].
Eine quadratische Matrix A der Dimension n iiber R heifit voll, wenn fiir jede Faktori-
sierung A = PQ mit P € R™*™ und Q € R"™*" gilt, dass m > n ist (Definition 2.1.1,
[CR99]). Die Konstruktion des freien Schiefkérpers erfolgt iiber die Invertierung voller
Matrizen [Coh0O6a, Abschnitt 7.4]. Nicht-volle Matrizen werden singulér iiber einem
R-Kérper und bilden ein Primmatrizideal [Coh06a, Abschnitt 7.3].

Satz C.1.1 ([CohO6a, Spezialfall von Korollar 7.5.14]). Sei X ein Alphabet und K
ein kommutativer Korper. Die freie assoziative Algebra K(X) hat einen universellen
Quotientenkorper F tiber dem jede volle Matriz invertiert werden kann.

C.2 Von der Allgemein- iiber die
Normal- zur Standardform

Wie bereits in Bemerkung 2.1.11 erwiihnt, definiert Cohn zuléssige Systeme viel allge-
meiner. Fiir jedes Element f im freien Schiefkérper F = K((X)) gibt es ein ,allgemei-
nes® zuléissiges System, sodass f die erste Komponente dessen (eindeutig bestimmten)
Losungsvektors ist [Coh85, Abschnitt 7.1].

Die hier verwendete ,lineare” Variante in Definition 2.1.10 baut auf die (reinen)
linearen Darstellungen von Cohn und Reutenauer [CR99] auf und kann sich somit die
Vorteile beider Sichtweisen zunutze machen.

Fiir jedes Element f im freien Schiefkdrper gibt es eine (reine) lineare Darstellung
7 = (u, A,v) fiir ein n € N mit u',v € K**! und einer vollen Matrix A € K(X)"*"
mit (maximal) linearen Eintrégen (in den Buchstaben des Alphabets X)), sodass f =
uA~ v ist. Zwei lineare Darstellungen heiBen dquivalent, wenn sie das selbe Element
reprasentieren [CR99].

Mit beliebigen Vertretern der sich aus dieser A quivalenzrelation ergebenden Aqui-
valenzklassen zu arbeiten ist im allgemeinen sehr schwierig. Zwei minimale lineare
Darstellungen m = (u1, A1,v1) und ma = (ug, A, v2) reprisentieren das selbe Ele-
ment genau dann, wenn es invertierbare Matrizen P und @ {iber dem Grundkdérper
K gibt, sodass (u1, A1,v1) = m = Pm@Q = (u2@, PA2Q, Pvs) gilt [CRI9]. Alle ,,mi-
nimalen“ Vertreter einer Aquivalenzklasse bilden die Normalform eines Elementes
[CRY4]. In diesem Fall ldsst sich das Wortproblem sehr einfach 16sen (Satz 4.2.3).

Die ,verfeinerten® Vertreter einer Aquivalenzklasse lassen sich —formuliert als
zuliissige lineare Systeme— sehr einfach minimieren (Algorithmus 4.5.15) beziehungs-
weise ldsst sich deren Minimalitét mit linearen Techniken feststellen (Satz 4.5.17). Und
die ,,minimierten“ darunter bilden schlieflich die Standardform (Definition 4.1.8). In
wie weit eine weitere Spezialisierung (z.B. bei Kenntnis einer oder mehrerer Fakto-
risierungen oder fiir Elemente vom Typ (1, *) oder (x,1)) sinnvoll ist, muss sich erst
noch zeigen ...



Appendix E

English Summary

Since all the main results are available in English already, we just provide an intro-
duction here, mainly following [Sch18b]. The sections here correspond to the main
chapters (in German) and serve as an extended table of contents to the main publica-
tions [Sch17b] (word problem, minimal inverse), [Sch17¢] (polynomial factorization),
[Schl7a] (general factorization theory) and [Sch18a] (constructing minimal linear rep-
resentations).

For convenience we refer —additional to the internal reference— to the latest
work whenever this is possible, for example “Theorem 2.5.13/[2.18]” means “[Sch18a,
Theorem 2.18]”.

Remark. Additional to the publications cited in the main papers, there is a perfect
theoretical introduction to fractions [Coh84] and a very rich theoretical resource with
focus on free associative algebras [Coh74].

E.1 Introduction

First of all, we need a suitable representation for the elements in the free field
F = K({(X)) of the free associative algebra K(X) over the commutative field K (for
example the rational numbers Q or the real numbers R) and the (finite) alphabet
X ={x1,22,...,24} (usually X = {z,y,2}). Here we use a special form of a linear
representation of Cohn and Reutenauer [CR94], namely admissible linear systems.
To illustrate such a system, we consider a linear system of equations As = v of
dimension n € N = {1,2,3,...}, that is, we have n unknown components s1, s2, ..., $p,
in the solution vector s (and also v is a column vector with n rows). If A is invertible,
we can write s = A7!v. Now let n = 1 with A = a € Z and v € Z (integer entries).
Then s = a 'v = 2 is a representation for a rational number s € Q for a # 0. Now,
given s1 = % and so = Z—i, we can compute the sum s1 + s3 € Q by solving the linear
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system A's’ =/,

ap —ap| |s1+s2| _ |un1

o -]
(Notice the upper triangular form of the system matriz A’, the “blocks” in the diag-
onal —here they have size 1 x 1-— are called pivot blocks.) Usually we are interested
in the first component of the solution vector s. If a; and as are invertible, then A is
invertible. In that case we call As = v an admissible linear system (ALS for short).
In other words: An ALS can represent a rational number. More general, one can view
an ALS as a “generalized” fraction.

Important: A has to be “invertible” (for n = 1 we need A # 0, for n > 1 we need
to clarify the meaning). One can extract the first component using the first identity
(row) vector u = e] = [1,0,...,0], that is, the desired element f = s; = uA~1v. The
triple 7y = (u, A, v) is called a linear representation of f € F. (Recall that usually we

represent a rational number 7 by a tuple of integers (v,a), that is, r = & = va~t =

a v =1-a"tv. So here we could write 7, = (1,a,v).)

For the polynomial f = a2y +yr —yz € K(X) an ALS Ay = (u, 4, v) of dimension
n =4 is (the zeros are replaced by lower dots to emphasize the structure)

1 -z -y . . xy +ylr —z)
1 . —y s= ||, s= Y
1 z—=x . Tr—z
1 1 1

Let A = (a;;). The solution can be easily computed (starting from the bottom):
s4 =1and s; + aj 1541 + ...+ ainsy, =0 for ¢ = 3,2,1. For this special form we
have invertibility of A (already over K(X)). Is it possible to represent f = xy+yzr—yz
by a smaller system? And, if necessary, how could one construct a minimal ALS?
These are fundamental questions here, their (general) answering needs some patience.

Later we will define the rank of an element f € F by the dimension of a minimal
admissible linear system (for f). For a word/monomial, for example g = xyz, an ALS
can easily be stated:

1 -z . TYZ
1 -y . . | yz

1 —| %7 T -

1 1 1

Intuitively here it is somehow clearer (compared to the system for f before) that this
ALS is minimal, but we have to make that more precise. The first goal will be to
define “simple” rational operations on the level of these representations (systems), for
example to scale, to add or to multiply elements (Proposition 2.3.1/[2.2]). That is
not difficult but soon ponderous since the systems become bigger and bigger. And
before we invert (take the reciprocal value of) an element, we have to ensure that this
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is allowed. If a system is minimal, also that is easy. An ALS for the sum of f; = 2z
and fo = 3y is

1 —x -1 . .
1 . . 2

What is the solution vector s? Is that system minimal for f = f1 + fo = 2z + 3y?

Let R = K(X). A (square) matrix A € R™*™ is called full, if A = PQ with
P e R and @Q € R™*" implies m > n [CR99]. To show that the full matrices
over the free associative algebra are those which are invertible over the free field (and
vice versa) is very difficult. For details we refer to [Coh85]. Important for us is that
we can “address” each element f in the free field via a linear representation [CR99],
that is, m¢ = (u, A,v) with (for some n € N) u € K'*", full A € R™*" with entries of
the form Ao 4+ A121 + ... 4+ Agzg with \; € K and z; € X, v € K®*! and f = uA~'v.
If w=1[1,0,...,0] we call 7y an admissible linear system and write Ay = my.

Remark. The only non-invertible element in the rational numbers is zero. In our
case, the non-invertible (square) matrices are the non-full matrices. Although the
definition (of full matrices) is simple, testing fullness is very hard even for a linear
matrix. An example for a non-full matrix is

z . . z 0
A= |z . .:xO[ e 1
Y 0o 1|

100]
—z 1

Free Fractions

The main idea (of free fractions) is as simple as in the usage of “classical” fractions (for
elements in Q): calculating, factorizing and minimizing (or cancelling), for example
6 2-3

3
171

N = Wl N

2

3 4
+ 2 2
At some point one stops this loop and uses the fraction (with coprime numerator
and denominator, that is, their greatest common divisor is 1 or —1). However, the
application (in our context) is not that easy. For a concrete expression like f =
r7 1227 y27t = 7 1yz7! one can find a simpler (and therefore a smaller ALS), for
example

gl
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But what should one do with g = 2 — (z 714 (y —x)_l)f1 from Example 2.6.1/[5.1]7?

Additionally, we need minimal admissible linear systems for the factorization,
therefore we would run into troubles if we need the factorization for the minimization.
The key idea to resolve this “dependencies” can be guessed already in the classical
setting: One can remember the factorization of the numerator (for the product)
and the denominator (for the sum and the product). The latter corresponds to the
standard form (Definition 4.1.8/[3.8]).

There are a lot of definitions in Section 2.1/[1]. For an overview the mostly used
will be introduced by examples. We take an element f in the free field F given by the
admissible linear systems A = (u, A,v) of dimension n = 4. (For a rational number
r € Q we can write A, = (1,a,v), that is, » = 1-a~'v = £.) Recall that f = uA~ .
If we write s = A~ 'v, then f is the first component of the solution vector s in the
system of “row” equations As = v. The n-tuple (s1, s2, ..., s,) of entries in s is called
left family. (The column solution vector s and the left family are used synonymously.)

But before we take a closer look on these system of equations, we examine the
“column” equations u = tA, in which f can be expressed as a linear combination
of the components of the row solution vector ¢ = [t1,¢a,...,t,]. Here, underlined
entries mean that they are static, that is, they must not be changed. If we describe
(elementary) transformations in the following, they always refer to the system matrix

A.

l—2 . —2 —=x

B 1 y 1 =2 dimension

L 00 0= t2 ts ] | = 7 e A=y
u, left hand t=uA"", . : : 1

side right family

The equations (starting from the left) are

1=t1(1—2)+to,

0 = toy + 13,

0= —t1x +1ty and

0= —t1x — 2ty — tgx + t4.

Instead of computing the solution ¢ immediately, we will transform the system in such
a way that this will be easier. Now we take a look on the system As = v:

l—-2 . —2 —x E .
1 y 1 =2 So _ —4
1 . - 53 - )
1 S4 2
—
A, system matrix s = A", v, right

left family ~ hand side
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One equation, namely s4 = 2, is especially easy to solve. Here we have k151 + KaS2 +
K383 + K4Sy = 1 for kK1 = Ko = k3 = 0 and Ky = %, therefore we write 1 € L(A), the
linear span (over K) of the left family. (If there were not such a linear combination,
we would write 1 ¢ L(A).) We use an analogous notation for the linear span of the
right family R(A). Normally, we must distinguish between the element f and the
representation A. If A is minimal (which is the case here), we can define the rank of
f as the dimension of A, rank(f) := dim(.A). In this case we say “f is of type (x,1)”
or1 € L(f)if 1 € L(A) respectively “f is of type (1,%)” or 1 € R(f) if 1 € R(A).

Now we will transform this representation step by step such that the solution of
both systems of equations, that is, the computation of s and ¢, becomes easier. Those
families play a crucial role in characterizing minimality of a linear representation.
However, the goal in fact will be, that we do not have to compute these solutions at
all because, in general, this would not help us. Usually we write s and ¢ (without
its components) in “generic” form. The look “inside” (into the representation) is
only for explanation. After the following transformation one should not forget this
“inspection” and the computation of the “new” solutions s and t because this helps
to understand the naming in left respectively right family.

Firstly we add 2-times row 4 to row 2 (for the solution vector ¢ this means that
we subtract 2-times to from ¢4). Then we exchange columns 2 and 3 (for s this means
to exchange sy and s3) and subtract (the new) column 2 from column 1. We collect
these elementary transformations in the admissible transformation (P, @), that is, the
first component in the solution vector s does not change, with

P=| 'ZandQ:
1 R |

(Figure 4.1 on page 76 gives an overview of different transformation matrices.) Ap-
plying this transformation we obtain a new representation A" = (u/, A’,v") = PAQ,

1 — —x
;L _ . 1 vy .
A'=@Q PAQ . Pv)=|[1 0 0 o, | ~ | .|
1 2

The first component of the solution vector s is (still) f = 22 — 2zyx. Those who are
not yet satisfied, can either subtract row 3 from row 1 or column 2 from column 4
and imagine our element alternatively as x(2 — 2yz) or (1 — 2y)2x. This will be closer
investigated in Section E.3 (factorizing). For polynomials we always find such a form
with n (scalar) “pivot blocks” of size 1 x 1. This is not possible in general, but we will
try to obtain small pivot blocks. Either by factorization or by “abstract” refinement
(Section E.4). But we should not worry here. The examples in the beginning are such
that we can easily minimize them by “hand” respectively check their minimality.
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A last note concerning the system matrix A. We always write it in the compact
form with (at most) linear entries (of non-commutative polynomials). In fact, A
can also be interpreted as linear matriz pencil A = (Ao, A, ..., Aq) with coefficient
matrices A; € K"*™ for an alphabet X = {x1,..., 24}, also written as A = Ay +
Arxy + ...+ Agzg. For an implementation one can use a list of (square) matrices
of size n + 1. For the example (x — xyz)~! from the beginning of Section E.3 with
respect to the monomials (1, z,y) we have

z 1 .
A= @ Av)=(1 . ],|. y -1,
.o =1 =z 1
[0/]1 0 07 [0]0o 0 0] [0]0 0 0]
w» |0 ul _[]ojo 1 0 0|1 0 0 0/0 0 0
LJA} 000—1’0000’[0010
10 -1 0 0/]0 0 1 0/0 0 0

Left and Right Minimization Steps

For practical computations we repeatedly have to make admissible linear systems
smaller. In concrete situations it is possible to minimize them. Later, in Section E.4
we will see that there are some subtle details behind the rather simple looking (left
and right) “minimization steps”. Let us take a closer look on the example 2z + 3y
from before:

1 —x -1 . . 2z 4+ 3y
1 . . 12 - 2
1 o—y|® T T 3y
1 3 3

First we try a “left” minimization step, that is, eliminate a component of the left
family. For that we subtract %—times row 4 from row 2 and add %—times column 2 to
column 4:

2
1 -z -1 —3x . 2z + 3y
1 0 0 .- 0 o — 0
1 —y IR - 3y
1 3 3

The second row reads s; = 0. That is, for the solution s; there is no contribution
from (the new) sp. Therefore we can remove the equation so = 0 and the variable sy
from our system of equations. Hence we get the following (not yet minimal) ALS for
2z + 3y:

2
1 -1 -3z . 2z + 3y
1 -y |s=1.]1, s= 3y

1 3 3
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It is obvious that now it is possible to apply a “right” minimization step to eliminate
to (in the right family). In fact it is not necessary to compute the left or the right
family at all to “minimize” (without checking minimality).

Minimality of a linear representation can be characterized by K-linear indepen-
dence of the entries of the column solution vector s = A~tv (the left family) and
K-linear independence of the entries of the row solution vector t = uA~! (the right
family) [CR94, Proposition 4.7].

Since in general this is not easy to check we will investigate conditions (on the
structure of the system matrix) in Section E.4 such that we can guarantee minimality
if no more (block) row and column minimization steps are possible.

Sometimes a minimization is only possible in “blocks”. Now we consider the ALS
A= (u,A,v)* for ff~t =1 with f =ay — 2,

1 —x =z
A=|p oo o 0

—z 1

Here we can create an upper right block of zeros of size 3 X 2 in A by (as a first step)
adding column 3 to column 4 and row 4 to row 2:

1 —» =z z

1 —y -1
A = [1 ], 1 0 01,
y —1
-z oz 1

And (as a second step) adding column 2 to column 5 and row 5 to row 1:

1 —x 2 0 0| |1
1 —y 0 0

A=t . . . ], .1 0 0 ,
y  —1
—z T 1

Now we can invert the lower 2 x 2 diagonal block (over the free field F) and obtain
1 =t =0 (due to the zeros in the corresponding entries in u). Hence we get the
(non-minimal) ALS of dimension 3,

1 —x =z 1
A" = [1 . .], .1 —z|, |0
1 0

IThis ALS can be constructed in the following way: One starts with a minimal ALS of dimension 3
for the monomial zy (Proposition 2.2.1/[2.1]). Since zy is of type (1,1), one can immediately
“add” z in the upper right entry of the system matrix to get a minimal ALS for zy — z. For the
inverse we use the minimal inverse (Theorem 2.5.13/[2.18]). And finally, using the multiplication
(Proposition 2.3.1/[2.2]) we obtain an ALS of dimension 5 for ff~1.
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Notice, that the lower entries in the right hand side are zero. Therefore a left block
minimization step yields immediately the minimal system A" = (1,[1],1) for 1 € F.

Notation. Given an ALS A = (u, A,v) with v = [0,...,0,\]" we write also write
A=(1,4,)\).

Remark. The other case f~'f = 1 is somewhat more difficult because we must
not change the first component, which is ,tied together” with others, in the left
family. The trick here is, to work with an “extended” ALS for 1- f~!f, using Propo-
sition 2.3.1/[2.2] to multiply “1 from the left”. For details and an illustration see
Remark 4.5.3/[4.3] respectively Example 4.5.6/[4.5].

Remark. In some cases it is possible to do a left and a right minimization step
simultaneously. This is used in Section A.1/[5] to compute the left greatest common
divisor of two polynomials p and ¢ by minimizing an ALS for p~'q.

E.2 Calculating

One of the main parts of this section is the construction of a minimal admissible
linear system for the inverse (of an element in the free field). The following (simple)
construction (of an ALS for the inverse) is from Proposition 2.3.1/[2.2]. We assume
that we have given the inverse of a monomial f = zyz by the ALS A" = (u/, A’,v'),

-1 . ) 2 ly 71t
y —1lis=1.|{, s= y ozt

T 1 xt

z

Checking also the K-linear independence of the right family, the minimality is clear
immediately. A (minimal) ALS for f is given by

z —1 . . TYZ
y -1 |1
-1 . . o I I LA P
1 . . 1 Yz

with —v in the upper left and w in the lower right part of the (new) system matrix. To
get the form from Proposition 2.2.1/[2.1] we are already used to, we have to reverse
the rows 1,2,3 and columns 2, 3,4 and multiply the rows 1,2,3 by —1. As a new
system A = (u, A,v) for f we obtain

A=|p ooty

Here it is immediate, that 1 € L(f) and 1 € R(f), that is, f is of type (1,1). The
application of the inverse from Proposition 2.3.1/[2.2] again yields an ALS for f~1,
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however with dimension 5 already. Therefore an important (technical) task will be to
check, how one can detect “special” forms (of the system matrices).

To be able to minimize, we would like to have a very “simple” structure, that is,
the (diagonal) pivot blocks should be as small as possible. For the example here, an
ALS for a monomial, this is respected by the minimal inverse (Theorem 2.5.13/[2.18]).

Preliminaries

For details see Section 2.1/[1] (or [Sch17b, Section 1]). The main definitions are
Definition 2.1.4/[1.4] (linear representation), Definition 2.1.10/[1.9] (admissible linear
system) and Definition 2.1.13/[1.11] (polynomial ALS).

Minimal Systems

The main idea is to start with minimal admissible linear systems and construct min-
imal ones for the rational operations (scalar multiplication, sum, product, inverse).
We already have seen the minimal monomial (Proposition 2.2.1/[2.1]). More general
it is possible to state minimal systems for a class of polynomials by a (generalized)
“companion” system (Definition 2.2.3, [Sch17c, Section 3]).

Rational Operations

“Basic” rational operations (on the level of admissible linear systems) are easy to
formulate (Proposition 2.3.1/[2.2]). For the multiplication we can provide alterna-
tive constructions yielding minimal admissible linear systems immediately in special
cases, for example the minimal polynomial multiplication (Proposition 3.2.7/[2.16] or
[Sch17¢, Proposition 2.6]).

Disjoint Addition

For disjoint elements f,g € F [CR99], that is, rank(f) + rank(g) = rank(f + g), the
addition from Proposition 2.3.1/[2.2] is minimal. For further details we refer to the
remarks after [Sch17a, Definition 2.2]. An important result of Cohn and Reutenauer
is the primary decomposition (of elements in the free field) [CR99, Theorem 2.3],
Theorem 2.4.2. .

Minimal Inverse

The derivation of the minimal inverse in Section 2.5/[Sch17b, Section 4] consists of
two major steps (motivated in the beginning of this section): keeping the form for
f = (f~1)~! and distinguishing different cases to ensure minimality. Notice especially
the remark before [Sch17b, Theorem 4.20] how to transfer admissible linear systems
into the appropriate form. The main result is Theorem 2.5.13/[2.18] respectively
[Sch17b, Theorem 4.20].
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Rational Identities

Using the minimal inverse and the rational operations (Proposition 2.3.1/[2.2]) one
can already show non-trivial rational identities very systematically by “hand”, illus-
trated in Example 2.6.1/[5.1].

E.3 Factorizing

Since the whole factorization theory originated from a “small” problem of the min-
imization of linear representations, it should lead as a thread through this section.
Somehow this theory has become independent and is interesting now from a purely
algebraic point of view since it enables to view the free field as a “ring”. Not in the
trivial sense, where each field is a ring, but using the richer “structure” by combining
the non-commutative factorization theory and the embedding of non-commutative
rings (to be more precise: free ideal rings, FIRs [CohO6a]) into their respective uni-
versal field of fraction. There are a lot of open questions, for example, is the free field
a “similarity unique factorization domain”? Or, is the extension of the “classical”
factorization theory (in free associative algebras) to the free field —assuming that
polynomial atoms (and their inverse) remain irreducible— unique?

To not loose the thread, we come back to a simple example: Assume that we have
given an element f by the admissible linear system Ay,

z 1 .
y —1|s=
-1 = 1

By Proposition 2.3.9/[2.10] we construct an ALS A for fz, namely

Is A minimal? Now we repeat this step for f given by a different system A'f and
construct again a system A’ for fz, namely
z 1 .
1 vy —1
r -z
in which one can read A’f directly in the upper left 3 x 3 block of the system matrix.

Here it is immediate that row/column 3 can be eliminated after adding column 3
to column 4. Therefore A" and hence A cannot be minimal. The connection to
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factorization will become much clearer in Example 3.2.1/[Sch17¢, Example 2.7], as
soon as one verifies by the minimal inverse that f = (pq)~! for p = z and ¢ = 1 — yz.

The (lower left) 2 x 1 block of zeros in the system matrix of A; becomes an upper
right block of zeros in the system matrix of A;l, the standard inverse of Ay,

1 —z 1 0 0
1 -y 0 |0

1 —z|%7 ’
-1 1

which is minimal here because f is of type (0,0) and Ay is minimal. And this
upper right block of zeros is that one coming from multiplication (1, %) or (x, 1), see
Proposition 2.3.6/[2.7] respectively Proposition 2.3.9/[2.10]. This yields a “natural”
correspondence between factorizations and upper right zero block structure in the
system matrix (assuming zero entries in the corresponding components of the right
hand side).

In other words: One can find (non-trivial) factors of a polynomial by looking
for “appropriate” transformations (of a minimal ALS). This is the main topic in
Section 3.3/[Sch17¢, Section 2]. If one factorizes a polynomial in two (not necessarily
irreducible) factors, “their” admissible linear systems are minimal. The converse —
and that is the core of Section 3.2— is also true. Example 3.3.1/[Sch17¢, Example 3.7]
could serve as an appetizer. There the polynomial factorization is used to compute
the eigenvalues of a matrix via the factorization of its characteristic polynomial.

Preliminaries

The main definitions are in Section 3.1/[Sch17¢, Section 1, Page 5].

Minimal Polynomial Multiplication

As an introduction one could take the multiplication of x and 1 — yx from Exam-
ple 3.2.1/[Sch17¢, Example 2.7]. To show minimality of the polynomial multiplication
(Proposition 3.2.7/[2.16] or [Sch17c, Proposition 2.6]) some preparation is necessary.
One of the key tools is (again) Cohn’s [Coh95, Corollary 6.3.6] (Lemma 2.1.3/[1.3]).
The proof for the minimal polynomial multiplication developed in Section 3.2/[Sch17a,
Section 2] is slightly more general than that of [Sch17c, Proposition 2.6]. The main
result is Proposition 3.2.7/[2.16].

Polynomial Factorization

The polynomial factorization theory depends on minimal (polynomial) admissible
linear systems. How to obtain such systems directly is discussed in Section 2.2.
How to construct them in general is discussed in Section 4.3. The main result is
Theorem 3.3.6/[Sch17¢, Theorem 2.14]. The practical application is by Proposi-
tion 3.3.7/[Sch17¢, Proposition 2.15], a simple variant of [CR99, Theorem 4.1].
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Factorization Theory

Once one can factorize polynomials (in the free associative algebra) on the level of
minimal admissible linear systems, one can ask if it is possible to “factorize” general
elements (in the free field) in a similar way in “generalized” atoms such that the
“classical” factorization (of polynomials) does not change. A detailed discussion can
be found in Section 3.4/[Sch17a, Section 3].

Minimal Factor Multiplication

Given two minimal admissible systems, under which conditions are the multiplica-
tions from Proposition 2.3.1/[2.2], Proposition 2.3.6/[2.7] and Proposition 2.3.9/[2.10]
minimal? The answer is given in Theorem 3.5.2/[Sch17a, Theorem 4.2] within the
(framework of the) general factorization theory.

General Factorization

Like in the general (minimal) multiplication (in Section 3.5) we have to distinguish
several cases for the factorization in Theorem 3.6.6/[Sch17a, Theorem 4.8]. Looking
for zero (lower left and upper right) blocks (of appropriate size) in the system matrix
of a minimal ALS (similar to the polynomial factorization) is rather natural when
we want to “reverse” the multiplication. The main difficulties however are far away
from obvious and therefore one of the first steps in the general factorization theory
in Section 3.4/[Sch17a, Section 3] is to define, what we mean by a “factor” (since in
a field there are no non-zero non-units, that is, each non-zero element is invertible).

Examples Factorization

Polynomial factorization is illustrated in detail in Example 3.7.1/[Sch17c, Section 4].
The general factorization (of a regular element) is discussed briefly in Example 3.7.6/
[Sch17a, Example 4.9].

E.4 Minimizing

The basic idea of the minimization (of a linear representation) with left and right
minimization steps is surprisingly simple. If the block structure becomes coarser
and a “look” is not sufficient any more, row and column transformations can be
found by solving a linear system of equations. That is the essential content of Sec-
tion 4.2/[Sch17h, Section 2] (word problem), the foundation stone of the whole the-
ory. The naive idea was to solve “local” word problems, producing plenty of questions
which —among other things— led to the factorization theory ...

But when, that is, under which conditions, is an admissible linear system (con-
structed out of two minimal ones by Proposition 2.3.1/[2.2]) minimal? If there are
no more left or right “linear” minimization steps possible? Is it sufficient to find one
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“finest” structure such that the system matrix is an upper block triangular matrix
with a maximal number of (quadratic) diagonal blocks?

For polynomials (given by polynomial admissible linear systems) this can be done
by a relatively simple algorithm which is formulated in Section 4.3. If one knows “all”
factorizations of a polynomial, one also knows all “finest” pivot block structures of
the minimal admissible linear systems of its inverse and one can continue to calculate
“easily” because it is still rather simple to minimize.

Already in the beginning of Section E.2 (calculating) we have discussed assump-
tions on the construction of an ALS for the inverse of an element. In Section 4.4/[3] we
investigate the connection between a factorization and the refinement of pivot blocks
in the system of the inverse a little more thoroughly and describe the approach of the
latter. One of the central question in Section 4.5/[4] is that of a sufficient condition
for the minimization with linear techniques.

In fact one could develop a general minimization algorithm using non-linear sys-
tems of equations. However, these are usually difficult to solve. And if we do not
know anything about the existence of a solution, we do not know anything about min-
imality. Therefore non-linear techniques should be avoided whenever this is possible
by “keeping” a fine block structure.

Since the main goal of this section is to “minimize” addition and multiplication,
some thoughts from this point of view should be summarized. That the factorization
of an element does make sense for the multiplication is immediately clear: In case
one can cancel factors. This is used for example to find the left greatest common
divisor of two polynomials Section A.1/[Schl8a, Example 5.4]. But it is not that
trivial since an atom might not necessarily lie “beside” its inverse. Additionally
it can happen that two irreducible elements “fusion” to one (Section 3.4/[Schl7a,
Section 3]) and therefore we need a refinement of pivot blocks “inside” an atom
(irreducible element). But also from an additive point of view the factorization plays
a crucial role because one needs “common” left and right factors of two summands
only “once”. Notice that there are also linear techniques for refinement, for example
to bring an ALS to a suitable form for the minimal inverse (Theorem 2.5.13/[2.18] or
[Sch17b, Theorem 4.20]).

Recall that here we operate directly in the (system matrix of the) linear represen-
tation and therefore we are independent of its regularity (that is, invertibility over
the formal power series). And that has its price. The “classical” methods for the
minimization of linear representations for regular elements work mainly indirectly by
computing the left and right families, see for example Section B.3 respectively [Sch17b,
Section 3].

Preliminaries and a Standard Form

To be able to formulate statements —in particular for the minimization— in a con-
venient way, we need some notation which formalizes what we have already used,
namely to describe an ALS (and admissible transformations) in terms of block rows
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and columns instead of (single) rows and columns. Then it is possible to define a
standard form which plays an important role when we want to minimize admissible
linear systems coming from addition or multiplication (later in Section 4.5/[4]). This
is the first part in [Sch18a, Section 3]. To construct a standard admissible linear sys-
tem out of a minimal ALS we need to “refine” it. This is the goal of Section 4.4, the
second part in [Schl8a, Section 3.

Remark. For a polynomial p given by a standard ALS A (of dimension n > 2) the
minimal inverse of A (of dimension n — 1) is refined if and only if A is obtained by
the minimal polynomial multiplication of its irreducible factors ¢; in p = q1g2 -+ - ¢
For a detailed discussion of polynomial factorization (in free associative algebras) we
refer to Section 3.3/[Sch17¢, Section 2].

The Word Problem

One of the difficulties in free fields is (that of) the word problem, that is, to check
whether two admissible linear systems represent the same element. A solution to the
word problem is [CR99, Theorem 4.1]. Unfortunately it is hard to apply practically
already for two systems of dimension 3. If those systems are given by minimal ad-
missible linear systems however, the word problem can be “linearized”, that is, it is
equivalent to the solution of a linear system of equations. For a detailed discussion we
refer to Section 4.2/[Sch17b, Section 2]. The main result is Theorem 4.2.3/[Sch17b,
Theorem 2.4]. The techniques used for the minimization in Section 4.3 and 4.5/[4]
can be interpreted as solving “local” word problems. The other way around one can
view the word problem as one “big” minimization step.

Minimizing a Polynomial ALS

For a polynomial ALS (which is refined by definition) the minimization can be done
easily row by row respectively column by column. The details are in Section 4.3.
The main idea is derived from the proof of the minimal polynomial multiplication
(Proposition 3.2.7/[Sch17¢, Proposition 2.6]).

Pivot Block Refinement

To be able to minimize an ALS using linear techniques only the pivot blocks have to
be refined, that is, none can be (admissibly) transformed such that it splits in two
(smaller) pivot blocks. For an illustration we refer to Section 4.4/[3]. A comprehensive
discussion including algorithmic aspects will follow in [Sch18D].

Minimizing a Refined ALS

The core of the minimization is to establish the equivalence of minimality and the
non-existence of solutions of certain linear systems of equations. Firstly we need to
formalize what we have already done, namely to apply (left and right) minimization
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steps (as “solutions” to linear systems of equations). This is somewhat technical (to
implement) but rather simple. The other direction is difficult, namely to show that
there is always a “linear” minimization step as long as the refined admissible linear
system is not minimal. For the theoretical details we refer to Section 4.5/[4]. The
main results are Algorithm 4.5.15 and Theorem 4.5.17 (“linear” characterization of
minimality).
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dhnliche Rechtsideale, 41
Ahnlichkeits-UFD, 42
algebraisch abgeschlossen
charakteristisch ~, 104
polynomiell ~, 104
vollstéindig ~, 104
Alphabet, 14
ALS, siehe ZLS
dquivalente lineare Darstellungen, 15
assoziierte Matrizen, 14
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~ im freien Monoid, 42
polynomielles ~, 61
verallgemeinertes ~, 61
atomarer Bereich, 42
atomares Monoid, 42
atomares ZLS, 47, 79
duBerer Faktor, 52

B
Begleitmatrix, 19, 21
Begleitsystem
linkes ~, 20
Beispiel
(1—2y)(1 —2y)~L, 53,94
(zy) ' (1 —z2)(y2) ", 53
2z + 3y, 3
3z + (y71 - x)ila 78
ff/t=1,10
z(1 —yx), 42
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x 2y, 65

x? — 2, 48
zy + yz, 2, 30, 121
zy —yz, 1
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Ahnlichkeit, 42
Antikommutator, 2, 30
Eigenwertberechnung, 46
Faktorisierung, 70
Huas Identitét, 32
Kommutator, 1
Linearisierung, 116
Polynomfaktorisierung, 67
Typ (1,1), 56
verfeinertes ZLS, 77
Beobachtbarkeitsmatrix, 122
Blocktransformation, 79
Blockzerlegung, 78
Bruhat Normalform, 110
Buchstabe, 14

C

CAC, siehe algebraisch abgeschlossen
charakteristisches Polynom, 19

D

Dimension eines Pivotblocks, 75
Dimension eines ZLS, 15
disjunkte Elemente, 26

E

echter Faktor, 52

Einheitengruppe, 41
triviale ~, 55

Einheitselement
multiplikatives ~, 18

Element
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Primér ~, 26
Elementtypen, 16

endlicher deterministischer Automat, 122

endliches Wort, 14
erkennbare formale Potenzreihe, 122
Erweiteter Ho-Algorithmus, 122

F
FAC, siehe algebraisch abgeschlossen
Faktor, 52
Faktorisierungsbereich
dhnlichkeits-eindeutiger ~, 42
Familie
linke und rechte ~, 16
FIR, siehe freier Idealring, 41
freier Idealring, 22, 41
freies Monoid, 14
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grofiter gemeinsamer Teiler, 46, 108
Gruppe der Einheiten, 41
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Hamiltonsche Quaternionen, 104
Hankel Rang, 17
Hankel-Matrix, 122

Higmans trick, 82

hohle Matrix, 14

Huas Identitét, 32
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Ideal

Rechts ~, 41
innerer Rang, 14
Inverse

Standard ~, 27
Inversionshohe, 15
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Kommutator, 113
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Kopplungsbedingung, 64
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L

Lénge eines Polynoms, 51

Lénge eines Wortes, 14

leeres Wort, 14, 18

lineare Darstellung, 15

lineares Matrixbiischel, 9, 19

Linearisierung, 79, 119

Linearisierungstrick
selbstadjungierter ~, 119

linke Familie, 16

linke Minimierungsgleichungen, 86

linker Faktor, 52

linker ggT, 46, 108

linkes Begleitsystem, 20
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Linksteiler, 55

LU-Zerlegung, 110

M
Matrix
assoziierte Matrizen, 14
hohle ~, 14
stabil assoziierte Matrizen, 14
volle ~, 14, 130
Matrixbiischel
lineares ~, 9, 19
Minimierungsgleichungen
linke ~, 86
linke Block ~, 94
Monoid
atomares ~, 42
freies ~, 14

N

nicht-triviale Einheiten, 31
Normalform, 80, 130

Bruhat ~, 110
Normalform (einer Matrix), 19

P

PAC, siehe algebraisch abgeschlossen
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PAS, siehe reguliires algebraisches System  teilt von links, 41, 55

Pivotblock, 8, 75 Tiefe, 15
verfeinerter ~, 77 Transformation
Pivotblock-Dimension, 75 ~ fiir Faktorisierung, 62
PLS, siehe reguléres lineares System Blockzeilen ~, 79
polynomielle zuldssige Transformation, 17 Faktorisierungs ~, 48
polynomielles ZLS, 17 Pivotblock ~, 77
Potenzreihe Polynomfaktorisierungs ~, 18
erkennbare ~, 122 polynomielle ~, 17
rationale ~, 122 triviale Einheiten, 31
Primérelement, 26 triviale Einheitengruppe, 55
Primérzerlegung, 26, 102 trivialer Faktor, 52
Primérzerlegung von Idealen, 71 Typen, 16
Q U
Quasiinverse, 122 Ubertragungsfunktion, 111
UFD, 42
R UGN, 22
Rang, 15 universeller Quotientenkérper, 1, 14, 129
Hankel ~, 17 unzerlegbar, siehe Primérelement
Rang einer Matrix, 110
rationale formale Potenzreihe, 122 A\Y
Realisierung, 111, 121 verallgemeinertes Atom, 61
Deskriptor ~, 122 verfeinerter Pivotblock, 77
Schmetterlings ~, 122 verfeinertes ZLS, 77
reguléres algebraisches System, 104 Verschmelzen von Atomen, 94
regulédres Element, 17 volle Matrix, 14, 130
reguléres lineares System, 122
reine lineare Darstellung, 15, 130 \%\%
reine Linearisierung, 119 Wort, 14
Resultanten, 50 Wortproblem, 79
S Z
Schmetterlings-Realisierung, 121 ZLS, 16
Schur-Komplement, 120 atomares ~, 47, 79
schwacher Bezout-Ring, 42 erweitertes ~, 92
selbstadj. Linearisierungstrick, 82 irreduzibles ~, 47, 79
spezielle Blocktransformation, 79 polynomielles ~, 17
stabil assoziierte Matrizen, 14 standardisiertes ~, 79
Standardform, 130 verfeinertes ~, 77
Standardinverse, 27 zuléissige Pivotblocktransformation, 77
standardisiertes ZLS, 79 zuléssige Transformation, 16
Steuerbarkeitsmatrix, 122 zuldssiges lineares System, 16
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