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1 Einleitung

Ein grofles Anwendungsgebiet der Mathematik ist es, Situationen der realen Welt mithilfe
von Modellen zu beschreiben. In Situationen, in denen zwei oder mehr Personen (=Spie-
ler) mit unterschiedlichen Interessen verschiedenen Moglichkeiten (=Strategien) haben wie
sie sich einander gegeniiber verhalten sollen, liefert die Spieltheorie einige niitzliche Werk-
zeuge. Je nachdem, fiir welches Verhalten sich die einzelnen Spieler entscheiden hat die
Situation fiir jeden einen guten oder schlechten Ausgang (= Gewinn). Wir wollen in dieser
Arbeit einige Konzepte der Spieltheorie kennenlernen.

In Kapitel 2 beschéftigen wir uns hierfiir zuerst mit der einfachsten Form von Spielen:
Zwei-Spieler Nullsummenspiele. Diese Spiele zeichnen sich dadurch aus, dass der Gewinn
des einen immer zugleich auch der Verlust des anderen Spielers ist. Wir werden in die-
sem Zusammenhang das Minimax Theorem beweisen und anschlielend einige Methoden
kennenlernen um sogenannte Nash-Gleichgewichte zu finden. Zwei Namen die zu diesem
Kapitel erwidhnt werden sollten sind John von Neumann und Oskar Morgenstern - der
Namensgeber des Platzes an welcher die Fakultédt fiir Mathematik der Universitdt Wien
zuhause ist. Diese schrieben 1944 zusammen mit dem Buch "Theory of Games and Econo-
mic Behavior’ [5] eines der bekanntesten Werke der Spieltheorie.

In Kapitel 3 verallgemeinern wir die Konzepte aus Kapitel 2 auf n-Spieler und allgemeinere
Gewinnfunktionen. Wir werden beweisen, dass jedes dieser Spiele mindestens ein Nash-
Gleichgewicht besitzt. Im Fall von zwei Spielern sehen wir mit dem Lemke-Howson Algo-
rithmus schliefSlich auch einen Weg ein solches zu finden. In diesem Kapitel ist der Name
John Nash zu nennen, welcher mit seiner Dissertation ’Non-cooperative Games’ [3] an der
Princeton University im Jahr 1950 einen Beweis fiir die Existenz eines, nach ihm benann-
ten, Nash-Gleichgewichts in einem n-Spieler Spiel brachte. Fiir die breite Offentlichkeit ist
Nash insbesondere durch den Film A Beautiful Mind - Genie und Wahnsinn (auf welchen
wir in Kapitel 4.4 kurz eingehen werden) und den Gewinn des Nobelpreises bekannt ge-
worden. Im 4. und letzten Kapitel der Arbeit wollen wir uns kurz mit der Evolutioniren
Spieltheorie (Falken-Tauben ’Spiel”’ von Maynard Smith), einer Anwendung im Bereich der
Wirtschaft und dem vermutlich bekanntesten Spiel, dem Gefangenendilemma beschéftigen.

Abbildung 1: Oskar Morgenstern, John von Neumann und John Nash



Nachdem nun angegeben ist womit sich die Arbeit beschéftigt, hier auch einige Informatio-
nen, was nicht abgedeckt wird beziehungsweise welche Einschrankungen/Voraussetzungen
getroffen wurden: Wir betrachten nur endliche Spiele (d.h. sowohl die Anzahl der Spieler
als auch die Anzahl deren moglichen Strategien sind endlich) mit kompletter Informati-
on (d.h. jedem Spieler sind bekannt welche Strategien seine Gegner zur Wahl haben und
die Gewinne jedes einzelnen (= vollstindige Gewinnfunktion)). In Kapitel 3 beschrinken
wir uns in den Beispielen, aufgrund der einfachen Notation mithilfe einer Bimatrix, auf
Zwei-Personen Spiele. Mithilfe der Methoden in 2.5 und 3.5 kénnen wir zwar stets ein
Nash-Gleichgewicht in einem Zwei-Spieler Spiel finden, allerdings muss dieses nicht ein-
deutig sein, womit wir nicht alle finden werden. Fiir die Utility Theory, also der Theorie
die hinter dem Aufstellen von Gewinnfunktionen steht, sei auf das Buch von Morton Davis
‘Game Theory A Nontechnical Introduction’ [4] verwiesen.

Nun wollen wir aber beginnen, denn:

"Game theory is hot.’
-Wall Street Journal, 13.2.1995, p.14.



2 Zwei Spieler Nullsummenspiele

In diesem Abschnitt widmen wir uns jenen Spielen welche zwei Personen spielen und bei
denen der Gewinn von Spieler 1 gleich grof} ist wie der Verlust von Spieler 2.

2.1 Was ist ein Nullsummenspiel?

Definition. Als ein Zwei Spieler Nullsummenspiel bezeichnen wir ein Tripel (X,Y, A),
wobei X und Y nichtleere endliche Mengen sind (Menge der Strategien von Spieler 1 und
2) und A: X XY — R eine Funktion ist.

FEin Element in X bzw. Y nennen wir reine Strategie. Der Wert A(x,y) (x € X,y €Y)
ist der Gewinn (bzw. Verlust) von Spieler 1 (bzw. Spieler 2), wenn Spieler 1 die Strategie
x € X und Spieler 2 die Strategie y € Y wdhlt. Daher nennen wir A die Gewinnfunktion
des Spiels.

Ordnen wir den verschiedenen Strategien von Spieler 1 und 2 natiirliche Zahlen zu, d.h.
X ={1,2,....,m} und Y = {1,2,...,n}, so konnen wir uns die Gewinnfunktion A als eine
m x n Matrix vorstellen, bei der Spieler 1 eine Zeile und Spieler 2 eine Spalte auswihlt.
Wir sprechen dann von A als der Gewinnmatrix.

Zu Beginn des Spiels kennen beide Spieler alle ihre verschiedenen Strategien, jene des
Gegners und auch die Gewinnmatrix. Spieler 1 und Spieler 2 wihlen dann gleichzeitig
(ohne Absprache) eine Strategie aus. Spieler 1 bekommt anschlieBend den entsprechenden
Gewinn. Falls ein Eintrag in der Gewinnmatrix negativ ist, bedeutet das, dass bei dieser
Wahl von Strategien Spieler 2 Gewinn und Spieler 1 Verlust macht. Der Begriff Nullsumme
kommt daher, da Gewinn des einen Spielers + Verlust des anderen Spielers gleich Null ist.
Im Folgenden wollen wir nun solche Spiele ldsen, d.h. wir suchen moglichst gute Strategien
beziehungsweise plausible Vorhersagen fiir das Verhalten der Spieler eines solchen Spiels.
Hierfiir treffen wir die Annahmen, dass jeder Spieler seinen Gewinn (Verlust) maximieren
(minimieren) mochte.

Bei manchen Nullsummenspielen ist es einfach solch ein Strategienpaar zu finden, ndmlich
dann wenn das Spiel einen so genannten Sattelpunkt besitzt:

Definition. Wir nennen einen Eintrag a;; (i € X,j € Y) der Gewinnmatriz A Sattel-
punkt, falls a;; > ap; Yk und a;; < aig Yk, d.h. falls a;; der grofite Wert in seiner Spalte
und der kleinste Wert in seiner Zeile ist.

Beispiel 2.1. Betrachten wir die Gewinnmatriz (vgl.. Ferguson [15], S. II-9)
1 -3
2 5
1 6

A:

O W

Hier ist ass = 2 ein Sattelpunkt.



Fassen wir kurz in Worten zusammen warum ein solcher Sattelpunkt eventuell eine gute
Vorhersage fiir das Verhalten der beiden Spieler liefert: Spieler 1 mochte seinen Gewinn
maximieren, d.h. egal welche Spalte Spieler 2 wahlt, er hétte gern jene Zeile in welcher
der Gewinn maximal ist. Umgekehrt mochte Spieler 2 seinen Verlust minimieren, d.h.
egal welche Zeile Spieler 1 wahlt, Spieler 2 hétte gern jene Spalte in welcher sein Verlust
minimal ist. Ein Sattelpunkt erfiillt beide diese Wiinsche. Anders kénnten wir auch sagen:
Ein Sattelpunkt ist ein Strategienpaar, bei welchem es keinem der Spieler etwas bringt,
wenn er alleine seine Strategie dndert.

2.2 Gemischte Strategien

Wird ein Spiel nicht nur einmal sondern mehrmals gespielt, so kann es in manchen Fillen
sinnvoll sein, nicht immer die gleiche Strategie zu spielen sondern die verschiedenen Stra-
tegien mit gewissen Wahrscheinlichkeiten zu wahlen um seinen durchschnittlich zu erwar-
tenden Gewinn zu maximieren. Somit kommen wir zum Begriff der gemischten Strategien.

Definition. Ein m-Tupel p = (p1,p2,....,0m) € RY (bzw. n-Tupel ¢ = (q1,q2, ..., ¢») € RY)
nennen wir gemischte Strategie von Spieler 1 (bzw. Spieler 2) falls

i=1 =1

gilt. Die Menge der gemischten Strategien fiir Spieler 1 schreiben wir als

Ay ={peR}|> pi=1}
=1

Fiir Spieler 2 wird Ao analog definiert.

p; gibt somit die Wahrscheinlichkeit mit welcher Spieler 1 Strategie ¢ wéahlt an. Man kann
also die reinen Strategien ebenfalls als Spezialfall der gemischten Strategien sehen, d.h.
beispielsweise zu der reinen Strategie ¢ € X gehort das zugehorige gemischte Strategietu-
pel p=1(0,...,0, 1 ,0,..0)=:¢; € R™.

~—
i—teStelle

Bemerkung: A, ist beschriankt, konvex und abgeschlossen. Ein Beweis hierfiir findet sich
in Kapitel 3.2.

Beispiel 2.2. (aus Ferguson [15], S.1I-5) Betrachten wir nun ein Spiel: Gerade/Ungerade.
Beide Spieler wihlen zeitgleich die Zahl 1 oder 2. Spieler 1 (bzw. Spieler 2) gewinnt, falls
die Summe (ist zugleich auch der Gewinnbetrag) der beiden Zahlen ungerade (bzw. gerade)
15¢.

Somit kommen wir auf die Strategiemengen X = {1,2}, Y = {1,2} und auf die Gewinn-

matrix
-2 3
A_(3 _4).



Angenommen Spieler 1 spielt in 3 von 5 Spielen '1" und in den restlichen Spielen '2" so

konnen wir uns seinen durchschnittlichen Gewinn berechnen:

1. Wenn Spieler 2 Strategie ’1’ wdhlt, so gewinnt Spieler 1 in % der Fille -2 und in %
der Fille 3. Also: - —2+2.3=0.

2. Wenn Spieler 2 Strategie ’2° wdihlt, so gewinnt Spieler 1 in % der Fille 8 und in %
der Fille -4. Also: -3+ 2. —4=1.

Somit kann Spieler 1 durch das Verwenden gemischter Strategien zumindest sicherstellen,
dass er durchschnittlich keinen Verlust haben wird.

Als ndchstes wollen wir eine Verteilung der Wahrscheinlichkeiten finden, so dass Spieler
1 immer den gleichen durchschnittlichen Gewinn bekommt, unabhdingig davon welche Stra-
tegie Spieler 2 wdhlt. Sei nun p die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 1 Strategie 1 wdhlt.
Dann kommen wir auf die folgenden Gleichung:

—2-p+3-(1-p)=3-p—4-(1-p)

wobei auf der linken Seite der durchschnittliche Gewinn von Spieler 1 steht, wenn Spieler
2’1’ spielt bzw. auf der rechten Seite falls Spieler 2 °2° spielt. Lisen wir diese Gleichung
nach p auf, so bekommen wir

7

=13
Wihlit Spieler 1 diesen Wert fiir p so erwartet ithn der durchschnittliche Gewinn: —2 - % +
3- % =3 1—72 -4 % = %, una?hdngig von dem was Spieler 2 macht.
Nun konnten wir eine analoge Uberlequng fiir Spieler 2 anstellen mit welcher Wahrschein-
lichkeit q er ’1” wdhlen miisste. Fiihren wir die Rechnung durch so kommen wir auf ¢ = 1—72,
was thm einen durchschnittlichen Verlust von 1—72 (=1) + & -3 = 5 bringt. Somit kann
Spieler 2 durch wdhlen dieser Strategie verhindern, dass sein durchschnittlicher Verlust
grofier als % ist.
FEin solches Paar von Strategien werden wir ausgleichende Strategien nennen (vgl. De-

finition in 2.5.2).

Was wir bei dem letzten Beispiel bereits stillschweigend verwendet haben, ist die Aus-
zahlung wenn die Spieler gemischte Strategien verwenden. Dies wollen wir uns nun etwas
genauer ansehen. Spieler 1 soll nun wieder m (d.h. X = {1,2,...,m}) und Spieler 2 n
(d.h. Y ={1,2,...,n}) mogliche Strategien haben. Angenommen Spieler 2 spielt die reine
Strategie 7 und Spieler 1 die gemischte Strategie p = (py, ..., pn). Dann ist die Auszahlung
fiir Spieler 1:

k=1

wobei auf der rechten Seite eine Matrixmultiplikation steht und e; jener Einheitszeilenvek-
tor ist, der an der i-ten Stelle eine 1 stehen hat, also ¢; = (0, ...,0,1,0,...0) € R™. ¢! steht

6



fiir den transponierten Vektor.

Denn jede Strategie ¢ € X wird von Spieler 1 mit einer Wahrscheinlichkeit von p; gewéhlt.
Somit ist der zu erwartende Gewinn genau die oben geschriebene Summe. Nun umgekehrt:
falls Spieler 1 die reine Strategie e; € R™ und Spieler 2 die gemischte Strategie ¢ € R”
spielt so gilt fiir den Gewinn von Spieler 1 analog:

Allq) =D A(ik)-qe=re;-A-q'
k=1
Zusammen bekommen wir also das folgende Ergebnis: Spielt Spieler 1 die gemischte Stra-
tegie p € Ay und Spieler 2 ¢ € A, so ist der Gewinn fiir Spieler 1 gleich:

Alp.q)=p-A-¢ (1)

2.3 Nash-Gleichgewicht

Am Anfang dieses Kapitels wollen wir eine Uberlegung anstellen, welche uns zu den pas-
senden Definitionen fithren wird: Angenommen Spieler 1 gibt aus irgendeinem Grund die
gemischte Strategie p € A; vor dem Spiel an, welche er vor hat zu wihlen, dann wiirde Spie-
ler 2 jene Spalte wihlen die Spieler 1’s Gewinn (somit auch Spieler 2’s Verlust) minimiert.
Das heifit er wiirde ¢* € A, wéhlen, fiir welches folgende Gleichung gilt:

* p— 1 — 1 . . t
Alp,q") = min Alp,q) = min p A-q". (2)

Spieler 1, in dessen Interesse es liegt moglichst viel Gewinn zu machen, moéchte somit den
Ausdruck (2) maximieren. Er wiirde daher jenes p* € A; bekannt geben fiir welches

% * : 3 t
Alp*, q") = max ;glAr;A(p,q) =mex minp-A-q (3)
gilt.
Umgekehrt: Angenommen Spieler 2 gibt jene gemischte Strategie ¢ bekannt welche er
wiéhlen wird. Dann wird Spieler 1 jene Zeile wéhlen fiir welche Spieler 2’s Gewinn moglichst
klein wird, also Spieler 1’s Gewinn (= Eintrige in der Gewinnmatrix) moglichst grof3 ist.
Das heifit er wiirde jenes p* € Ay wihlen fiir das

* _ _ A At
Ap*,q) = pHelng(p, q) = max p A-q (4)

gilt. Spieler 2, der seinen Verlust moglichst gering halten mochte, wiirde daher als an-
gekiindigte Strategie ¢* € As jene wahlen fiir welche:

A(p*.¢*) = mi A — mj A gt 5
(p*,q") min max (p,q) min max p q (5)

gilt.



Definition. Den Wert V. := max,ca, mingea, p-A-q" nennen wir den unteren Wert des
Spiels und jenes p* das Gleichung (3) erfillt nennen wir mazimin Strategie fir Spieler
1. Den Wert V := mingea, Maxpen, p - A-q" nennen wir den oberen Wert des Spiels
und jenes q* das Gleichung (5) erfillt nennen wir minimax Strategie fiir Spieler 2.

In Zukunft werden wir zur Vereinfachung nur von den minimaz Strategien der beiden
Spieler sprechen.

Lemma. In einem Nullsummen Zwei-Spieler Spiel haben beide Spieler eine minimax Stra-
tegie.

Beweis. (vgl. Ferguson [15], S.II-36) Wir fiithren den Beweis nur fiir die minimax Strategie
von Spieler 1. Jene von Spieler 2 folgt auf analoger Weise.

Fiir ein fixes q ist A(p,q) = p- A-¢" die Summe von n linearen Funktionen in Abhéngigkeit
von p. Somit ist die Funktion mingea, p- A - ¢" in (2) stetig (in Abhéngigkeit von p) und
da A; abgeschlossen und beschriankt ist muss das Maximum in einem Punkt p* € A,
angenommen werden (Satz vom Minimum und Maximum). O

Wie man schon vermuten konnte, besteht zwischen dem unteren und dem oberen Wert
eines Spiels ein Zusammenhang;:

Lemma. Fir den unteren Wert V. und den oberen Wert V eines Zwei Spieler Nullsum-
menspiels gilt

V<V

Beweis. Sei f: (x,y) € R? — R eine beliebige reelle Funktion, dann gilt ganz allgemein:
min f(z,y) < f(z,y) < max f(z',y)
y/ :Bl

An dieser Ungleichungskette dndert sich auch nichts, wenn wir links das Maximum bzw.
rechts das Minimum nehmen, was uns in unserem Fall zu diesem Ergebnis fiihrt:

maxmin A(p*,¢*) < minmax A(p*,q") (6)
p* g g P

[

Definition. Gilt in einem Zwei Spieler Nullsummenspiel V.=V =:V so nennen wir die-
sen gemeinsamen Wert den Wert des Spiels V. In diesem Fall nennen wir die minimaz
Strategien der beiden Spieler optimale Strategien.

Definition. Ein Paar (p*,q*) nennen wir ein Nash-Gleichgewicht eines Zwei Personen
Nullsummenspiels, falls

A(p,q*) < A(p*,¢") Vp € Ay

Alp*,q*) < A(p*,q) Vg€ Ay
qgilt.



Bemerkungen:

1. Die erste Ungleichung in der Definition eines Nash-Gleichgewichts besagt, dass Spie-
ler 1 seinen Gewinn nicht vergréflern kann indem er alleine seine Strategie &ndert.
Analog fiir Spieler 2: dieser kann seinen Verlust nicht verringern, indem er alleine
seine Strategie verdndert. Also konnte man ein Nash Gleichgewicht als ein Paar von
Strategien beschreiben, bei dem keiner der Spieler einen Vorteil hat, wenn er eigen-
sinnig von der Strategie abweicht.

2. Es ist klar, dass die beiden Ungleichungen in der Definition dquivalent zu

A * :A * * — : A *
max (p.q") (p*,q") min (p*,q)

sind.

3. Wir wollen hier bemerken, dass, wenn wir ein Nash-Gleichgewicht fiir ein Spiel ge-
funden haben, wir damit zugleich auch optimalen Strategien fiir das Spiel haben. Fiir
einen Beweis dieser Aussage vgl. Schritt (1. = 2.) im n#chsten Beweis.

4. Ein Nash-Gleichgewicht muss nicht eindeutig sein, wie wir an folgendem Gegenbei-
spiel sehen konnen: M = {i € N:¢ <10} und N = {0} mit der Gewinnfunktion

. T
Alp,q) = Sm(§ +p-7).

Dann hat die Gewinnfunktion fiir jedes gerade p € M ein Maximum. Fiir jedes von
diesen gilt, dass keiner der beiden Spieler sich verbessern kann (da Spieler 2 nur eine
mogliche Strategie hat) indem er alleine seine Strategie dndert. Diese sind somit alle
Nash-Gleichgewichte dieses Spiels.

2.4 Minimax Theorem
Satz. Fiir ein Zwei-Spieler Nullsummenspiel sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:
1. Es existiert ein Nash Gleichgewicht
2. Das Spiel hat einen Wert V., dh. V. =V =V
3.3V eR, p9 e Ay, ¢ e A, so dass
(i) S ai; PV >V, j=1,2,..;
(i) D51 aij qj(.o) <V,i=1,2,..m

Bemerkung: 3.(i) sagt aus, dass Spieler 1 mindestens V' als durchschnittlichen Gewinn
bekommen kann, egal welche reine Stratgie Spieler 2 wihlt. Umgekehrt 3.(ii) bedeutet,
dass Spieler 2 verhindern kann, dass sein durchschnittlicher Verlust gréfler als V' ist, egal
welche reine Strategie Spieler 1 wéhlt.



Beweis. (vgl. Angell [27])

(1. = 2.): Sei (x*,y*) ein Nash-Gleichgewicht. Dann gilt:

V = mi A < Alp, q") = Alp*, ¢
min max (p,q)_ggg (p,q*) = Alp*. q")

R APNO <y A =V

Da aber nach dem Lemma zuvor V. < V gelten muss, muss hier iiberall Gleichheit gelten.

(2. = 3.): Nun nehmen wir an, dass das Spiel einen Wert V =V =V hat. Weiters sollen
p@ und ¢° die minimax Strategien der beiden Spieler sein. Des weiteren wollen wir mit «;
(i=1,...,m)und f5; (j = 1,...,n) die reinen Strategien der beiden Spieler und mit a;; die
Eintrage der Gewinnmatrix bezeichnen.

Damit gilt nun:

(k) )
> in A(p? q) = in A
> min ", q) max min (P, q)

Y ap” = AP, 5))
=1

(%%) (%) . ) 0
(k) i

> Alai ) = Z aijqj(o)

=1

Die Gleichheitszeichen bei (x) kommen direkt von der Definition der minimax Strategien.
Jene bei (xx) entsprechen genau 2., was wir hier als giiltig voraussetzen. Die Ungleichheits-
zeichen (xx*) sind klar, da die reinen Strategien eine Teilmenge der gemischten Strategien
sind.

(8. = 1.): Aus den beiden Gleichungen (i) und (7i) sehen wir, dass
AP©q) =V > Ap,q?) Ype A, ge A

gilt. Setzt man nun rechts p = p(®) und links ¢ = ¢\® so sehen wir, dass V = A(p(?, ¢()
gelten muss, was somit 1. zeigt. O]

Nun kommen wir zu dem wichtigsten Theorem in diesem Kapitel, dem sogenannten Mini-
max Theorem. Um dieses zu beweisen werden wir eine bestimmte Funktion bauen, welche
gemischte Strategien auf gemischte Strategien abbildet. Wir werden dann zeigen, dass,
wenn diese Funktion einen Fixpunkt hat, das Spiel ein Gleichgewicht besitzt. Um die
Existenz eines solchen Fixpunktes zu beweisen werden wir den Fixpunktsatz von Brouwer
verwenden, welchen wir hier kurz formulieren wollen. Auf einen Beweis wird an dieser Stelle
aber verzichtet.

10



Satz. (Brouwer’s Fixpunktsatz) Sei K C R™ abgeschlossen, beschrinkt und konvex
und f: K — K stetig, dann gibt es einen Punkt & € K mit f(z) = &.

Theorem 1. (Minimax Theorem) Sei (X,Y,A) ein Zwei-Spieler Nullsummenspiel. Das
Spiel hat einen Wert V' und es existiert ein Paar von gemischten Strategien, welche opti-
male Strategien fir die beiden Spieler sind.

Notation. Fiir eine reelle Funktion f wird mit f*(z) die folgend definierte Funktion
bezeichnet:
f(z) falls f(x) >0
f-l— (:L“) — ( ) ( )
0 falls f(z) <0

Beweis. Wir betrachten die Menge Ay x Ay C R™". Von unseren vorherigen Uberlegungen
wissen wir bereits, dass diese Menge abgeschlossen, beschréinkt und konvex ist.

Auf dieser Menge wollen wir uns nun eine Abbildung 7" : A; x Ay — A; X Ay definieren.
Dafiir definieren wir uns zuerst die Hilfsfunktionen ¢; (¢ = 1,...m) und d; (j=1,...,n) wie
folgt:

¢i(p,q) == (A(as, q) — Alp, q))*
d;i(p,q) == (A(p,q) — Alp, 5;))"

wobei a; und 3; die reinen Strategien der Spieler sind. Die Funktionen ¢; sind ein Maf
dafiir, wie sehr sich Spieler 1 verbessert, falls er von der gemischten Strategie p zur reinen
Strategie v wechselt. Analoges gilt fiir Spieler 2.

?
Nun kénnen wir die Funktion T": (p,q) € A; X Ay — (P, ¢") € Ay X Ay definieren: (um
das Fragezeichen kiimmern wir uns in Kiirze)

! 1 + Zznzl Ck<p7 Q)
und
, 4 +di(p.q)
q; =

L+ > di(p,q)

wobei p; bzw. ¢; jeweils die Eintrége in jenem Vektor sind, welcher die gemischte Strategie
p bzw. q reprasentiert.

Dap;, >0, ¢, >0und 1+ ), ¢, > 1 wissen wir, dass p; > 0 sein muss. Was wir noch
iiberpriifen miissen, damit wir sicher sein kénnen, dass T" tatséchlich wieder auf den Raum
Ay x Ay abbildet, ist dass die Summe iiber alle p} wieder 1 ergibt:
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N = pitalpg o 1 -
Pi = m = i - pi+ailp,q) =
2r= 2 +2 om0 el q) z;

=1 =1

s v M PYD NI B

(*:*)1

Bei (%) kénnen wir den Nenner aus der Summe herausziehen, da dieser nicht von ¢ abhéngt
und bei (xx) verwenden wir, dass p € A; ist. Eine analoge Rechnung zeigt: ¢, > 0 und
Y or ¢, =1 woraus ¢’ € A, folgt. Also arbeitet T' tatséchlich wie gewiinscht.

Im n#chsten Schritt wollen wir zeigen, dass ein Fixpunkt der Abbildung 7T - falls er existiert
- ein Nash-Gleichgewicht ist und umgekehrt, wenn wir ein Nash-Gleichgewicht gefunden
haben, dass dieses ein Fixpunkt von 7T sein muss, d.h. wir wollen folgende Behauptung
iiberpriifen:

T(p,q) = (p,§) <= (p,q) sind ein Nash-Gleichgewicht

Um (<) zu sehen miissen wir nur folgende Uberlegung anstellen: Sei (p,3) ein Nash-
Gleichgewicht. Wie oben bereits festgestellt kann ¢;(p,¢) > 0 nur dann auftreten, wenn
es eine reine Strategie gibt, die einen hoheren Gewinn (gegen ) als p fiir Spieler 1 bringt.
Wiirde es eine solche geben wire das aber ein Widerspruch zu: (p, ) sind Nash-Gleichgewicht.
Analog fiir d;(p, ¢). Somit gilt in diesem Fall T'(p, ) = (p, q).

Um (=) zu zeigen miissen wir etwas mehr arbeiten. Zuerst werden wir die folgende Behaup-
tung zeigen: Sei (p, ¢) ein Fixpunkt der Abbildung 7', dann 3¢* : p;« > 0 und ¢« (p, ¢) = 0.
Um das zu sehen, betrachten wir nochmals den Gewinn von Spieler 1 bei gemischten Stra-

tegien:
Z i A, § (7)

Aus dieser Gleichung kénnen wir folgern, dass es unmoglich ist, dass Vi : A(p, ¢) < A(a, Q)
ist, denn sonst: Sei M := min; A(«;, ¢) und es gilt m > A(p, ) Dann wiére aber

> pi Alai, g >Zp,M MZpZ—M>Ap,)

=1

was nun aber ein Widerspruch zu (7) ist. Das heift, es gibt mindestens einen Index ¢*, fiir
welchen p;+ > 0 und A(p, ¢) > A(wy, q) gilt, was zu ¢;«(p, ¢) = 0 fiihrt.
Da wir davon ausgehen, dass (p, ) ein Fixpunkt der Abbildung 7" ist, muss

=0
. Pprta®q) Pis
1 + Z?:l Ck(ﬁ: Q) 1 + ZZLZI Ck(ﬁa (j)

Pix =
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gelten, was zu » " (P, ) = 0 = Vi : ¢(p,q) = 0 fihrt. Das heiBt Vi : A(p,q) >
Alas,d) = Alp,d) > A(p, ) ¥p € X.

Analoge Uberlegungen und Rechnungen fiithren auf: A(p,q) < A(p,q) Vg € Y. Somit ist
(p, ¢) ein Nash-Gleichgewicht.

Um den Beweis zu beenden miissen wir nur noch zeigen, dass T tatsdchlich mindestens
einen Fixpunkt hat. Hier kommt der Fixpunktsatz von Brouwer ins Spiel: Da T": (p,q) €
Ay X Ag = (P, q) € Ay x Ay stetig ist und der Raum A; x Ay abgeschlossen, beschriankt
und konvex ist, garantiert uns dieser die Existenz. Da wir zuvor schon gezeigt haben, dass
ein Nash-Gleichgewicht ein Paar von optimalen Strategien ist haben wir somit das Minimax
Theorem bewiesen. n

Somit haben wir nach dem Satz zuvor bewiesen, dass jedes Zwei-Spieler Nullsummenspiel
ein Nash-Gleichgewicht besitzt.

2.5 Phantastische Nash-Gleichgewichte und wo sie zu finden sind

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels wollen wir uns ansehen wie wir in einigen (ein-
fachen) Fallen Nash-Gleichgewichte eines Spiels finden, bevor wir dann einen Algorithmus
kennenlernen, der bei allgemeinen Zwei-Spieler Nullsummenspielen ein Nash-Gleichgewicht
finden kann.

2.5.1 Sattelpunkte

Den allereinfachsten Fall haben wir schon kennen gelernt, ndmlich jenen wenn das Spiel
einen Sattelpunkt besitzt.

Satz. Ein Sattelpunkt eines Zwei-Spieler Nullsummenspiel ist ein Nash-Gleichgewicht.

Beweis. Vergleichen der Definition von Sattelpunkt und Nash-Gleichgewicht zeigt direkt
die Behauptung. n

2.5.2 Allgemeine 2x2 Gewinnmatrizen

Nun betrachten wir Zwei-Spieler Nullsummenspiele, bei welchen jeder Spieler genau 2
mogliche Strategien hat, die Gewinnmatrix A also von der Grofie 2 x 2 ist.

Ist der Test auf Sattelpunkte negativ ausgefallen so konnen wir analog wie in Beispiel 2.2
jene ausgleichenden Strategien finden, welche, egal fiir welche Strategie der jeweils andere
Spieler sich entscheidet, auf den gleichen durchschnittlichen Gewinn bzw. Verlust fiithren.
Wir wollen diese nun auch formal definieren:

Definition. Ein Paar (p,q) von gemischten Strategien nennen wir ausgleichende Stra-
tegien, fallsVq € Ay : A(D,q) =V und Vp € Ay : A(p,q) =V gilt, wobei V' der Wert des
Spiels ist.

Satz. Jedes Zwei-Spieler Nullsummenspiel mit einer 2 x 2 Gewinnmatrix A ohne Sattel-
punkt hat ein Paar von ausgleichenden Strategien.
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Beweis. (vgl. Ferguson [15]) Sei

-2

die Gewinnmatrix unseres Spiels. Angenommen a > b dann muss d > b gelten, da b sonst
ein Sattelpunkt wére. Daraus folgt mit derselben Begriindung, dass d > ¢, da sonst d ein
Sattelpunkt wére. Analog sieht man, dass ¢ < a und a > b gelten muss. Dies konnen wir
zu folgender Ungleichungskette zusammenfassen:

a>b<d>c<a.
Die gleichen Uberlegungen nur mit a < b fithren zu einer #hnlichen Kette:
a<b>d<c>a.

(Der Fall a = b fithrt bei der Annahme, dass es keinen Sattelpunkt gibt, zu einem Wider-
spruch.)

Da wir davon ausgehen, dass das Spiel keinen Sattelpunkt besitzt muss einer dieser beiden
Félle eintreten.

Nun wollen wir Gleichungen zum Berechnen der ausgleichenden Strategien finden. Ange-
nommen Spieler 1 wahlt Zeile 1 mit Wahrscheinlichkeit p, was auf den gemischten Strate-
gievektor (p, 1 — p) fithrt. Nach der Definition von ausgleichenden Strategien soll Spieler 1
den gleichen durchschnittlichen Gewinn bekommen unabhéngig von der Wahl der Spalte
von Spieler 2 was uns zu der Gleichung

prat(l—p)c=pb+(1-p)-d

fithrt. Auf der linken Seite steht der durchschnittliche Gewinn wenn Spieler 2 die erste
Spalte wahlt, auf der rechten Seite falls sich Spieler 2 fiir die zweite Spalte entscheidet.
Diese kéonnen wir nun leicht auf p umformen:

d—c
a—0b)+(d—c)

T

Dieser Ausdruck macht Sinn, da die beiden Summanden (a —b) und (d—c) im Nenner nach
den vorangegangenen Uberlegungen entweder beide positiv oder negativ sind und somit
der Nenner niemals 0 wird. Nun soll Spieler 2 die erste Spalte mit der Wahrscheinlichkeit
g withlen. Wir stellen analoge Uberlegungen an, welche auf die Gleichung

grat(l—q-b=qg-ct(l-q)-d

fiihrt welche man ebenso leicht umformen kann:

d—>b
a—0b)+(d—c)

7T
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Da wir hier nun den gleichen Nenner wie zuvor haben, macht auch dieser Ausdruck Sinn.
Berechnen wir nun den durchschnittlichen Gewinn bzw. Verlust der beiden Spieler so sehen
wir durch einsetzen der beiden Losungen fiir p bzw. ¢:

a-d—>b-c

) 1—p)-c=q- 1—q) - b= —— 7 = _.
prat(l—p)-c=q-a+(l-q) P ——

Sei nun V' der Wert des Spiels. Um zu sehen, dass k = V' gilt, zeigen wir nun noch, dass die
gefundenen Strategien ein Nash-Gleichgewicht bilden. Dies ist aber ganz offensichtlich, da
wenn Spieler 1 eine Strategie wihlt, sodass es fiir seinen durchschnittlichen Gewinn (und
somit auch den durchschnittlichen Verlust von Spieler 2) nicht relevant ist was Spieler
2 fiir eine wahlt, so kann, egal was Spieler 2 wéhlt, er den durchschnittlichen Gewinn
nicht dndern, d.h. sich nicht verbessern indem er alleine seine Strategie édndert. Da dies
umgekehrt auch fiir Spieler 1 gilt, haben wir mit diesem Paar also ein Nash-Gleichgewicht
gefunden. [

Somit wissen wir nun nach den abschliefenden Uberlegungen im Beweis, dass wir auf diese
Weise immer ein Nash-Gleichgewicht finden kénnen.

2.5.3 Dominante Strategien

In manchen Féllen ist es moglich, dass man eine Gewinnmatrix, welche ‘grofler’ als 2 x
2 ist wverkleinert indem man dominierte Strategien entfernt. Bevor wir diese Ausdriicke
prézisieren, iiberlegen wir sie anhand eines Beispiels.

Beispiel 2.3. (vgl. Peham, Haslinger [26]) In diesem ’Spiel’ spielt ein Girtner gegen
die Natur. Die Strategien des Girtners entsprechen verschiedenen Unkrautvernichtern (4
verschiedene Firmen stellen ein solches Produkt her) und jene der Natur entsprechen ver-
schiedenen Arten von Unkraut (3 verschiedene Arten kénnen in diesem speziellen Garten
wachsen).

In der folgenden Tabelle ist angegeben (in % ) wie wirkungsvoll Unkrautvernichter Uy, Uy, Us
bzw. Uy gegen die verschiedenen Arten von Unkraut Py, Py bzw. P3 sind.

P1 P2 P3

U | 80% | 40% | 45 %
Uy | 30% | 60 % | 70 %
Us | 75% | 30 % | 30 %
Uy | 30% | 60 % | 50 %

Wir interpretieren das ganze als ein Nullsummenspiel und wollen nun die obere Tabelle in
eine 'Gewinnmatriz’ fir den Gdrtner umschreiben:

80 40 45
30 60 70
75 30 30
30 60 50

Alz
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Ein hoher Eintrag in der Matriz A, bedeutet gute Chancen fiir den Girtner seinen Garten
frei von Unkraut zu halten und somit zu gleich schlechte Chancen fiir die Natur. Schau-
en wir uns nun die Optionen des Gartners an und vergleichen diese, so sehen wir, dass
Unkrautvernichter Uy gegen jeden Typ bessere Erfolgschancen hat als Us. Es wdre fiir den
Gartner - der seine Chancen mazimieren maéchte - somit keine gute Wahl U zu wdhlen, da
er in jedem Fall mit Uy besser abschneidet. Wir konnen daher diese Option ausschlieffen.
Wir sagen in diesem Fall, dass die erste Zeile die dritte strikt dominiert.

Eine analoge Uberlequng fihrt dazu, dass wir die vierte Zeile ausschliefien konnen, da sie
von der zweiten dominiert wird. Hier ist allerdings keine strikte Dominanz mehr, da es
Fille gibt wo beide Optionen gleich gut abschneiden wiirden (z.B. gegen Py). Dies fiihrt
somit zu folgender neuer Gewinnmatrix:

A — 80 40 45

27 \30 60 70
Betrachten wir nun die Situation aus der Sicht der Natur. Ihr Interesse besteht darin dem
Gartner maglichst schlechte Chancen fiir Erfolg mit seinem Mittel zu geben. Es wire also,
egal fiir welches Mittel sich der Gdrtner entscheidet, Py immer die bessere Wahl als Ps.

Wir kénnen somit die dritte Spalte aus der Matrixz Ay entfernen und erhalten somit eine
2 x 2 Gewinnmatrix fir welche wir die Methode aus Kapitel 2.5.2 verwenden kénnen.

80 40
A= (30 60)
Wir wollen also den gemischten Strategievektor p = (p1, p2) fir den Gdrtner finden, sodass
es egal ist welchen Typ Unkraut die Natur wahlt. Dazu missen wir die Gleichung
80-p1+30-(1—p1) =40-p; +60- (1 —p1)
nach p1 auflésen, was auf p = (%, ‘—71
Spiel den gemischten Strategievektor p; = (

) fiihrt. Somit sollte der Gdartner fir das urspringliche

%, ‘—;, 0,0) spielen.

Mit diesem Beispiel haben wir nun schon eine gute Idee davon bekommen, was wir unter

(strikt) dominanten Strategien verstehen. An dieser Stelle dennoch nochmals eine formale
Definition:

Definition. Sei A die Gewinnmatrixz eines Zweispieler Nullsummenspiels und wir notieren
die Eintrige dieser mit (A);; = a;;. Wir sagen die Zeile k wird von der Zeile | dominiert,
falls ar; > a;; Vj, beziehungsweise strikt dominiert, falls ay; > a;; Vi gilt. Eine analoge
Definition verwenden wir fir die (strikte) Dominanz von Spalten.

Diese Definition von dominanten Zeilen und Spalten bezieht sich nur auf reine Strategien.
Wir wollen diese nun auf gemischte Strategien erweitern.

Definition. Wir sagen die reine Strategie k von Spieler 1 (= k-te Zeile von A) wird von
der gemischten Strategie p = (p1, ...pm) mit p, = 0 dominiert falls Y " | a;j-p; > ay; bzw.
strikt dominiert falls Y ;" | a;; - p; > ag; gilt. Eine analoge Definition verwenden wir fir
die (strikte) Dominanz von gemischten Strategien von Spieler 2.
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Bevor wir diesen Abschnitt {iber Dominante Strategien beenden, sollten wir noch eine
Uberlegung anstellen ob wir nicht durch das Entfernen von (strikt) dominierten Spalten und
Zeilen mogliche Nash-Gleichgewichte verlieren. Bei strikt dominierten Spalten und Zeilen
ist die Antwort Nein. Dies sehen wir, wenn wir uns die Definition eines Nash-Gleichgewichts
nochmals vor Augen fiihren, diese besagt, dass kein Spieler sich verbessern kann indem er
alleine die Wahl seiner Strategie dndert. Angenommen es sei (p,§) € A; X Ay ein Nash-
Gleichgewicht, wobei es eine Strategie p* € A; gibt, die p strikt dominiert. Das heifit nach
Definition, dass Y ", a;; - pf > > .o, a;; - p;. Somit sieht man, dass egal was Spieler 2 fir
eine Strategie wihlt, Spieler 1 immer besser p* wéhlt, was ein Widerspruch zur Annahme
ist. Bei keiner strikten Dominanz sieht man durch analoge Uberlegung, dass man eventuell
eine Zeile/Spalte eliminiert die zu einem Nash Gleichgewicht fithrt, aber zumindest immer
eines iiber bleibt.

2.5.4 Lo6sen von 2xn bzw. mx2 Matrizen

Fiir das Losen von Nullsummenspiele, bei welchen die Gewinnmatrix A die Form 2 xn oder
m x 2 hat kénnen wir eine geometrische Uberlegung verwenden um ein Nash-Gleichgewicht
zu finden. Wir wollen uns dies auch wieder an einem konkreten Beispiel iiberlegen. (vgl.
Ferguson [15])

Beispiel 2.4. Gegeben ist die Gewinnmatriz
2 315
A= <4 16 0)

Die Uberlequng ist dhnlich wie in Beispielen zuvor: Wenn Spieler 1 seine erste Strate-
gie mit Wahrscheinlichkeit p und seine zweite mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) spielt, wie
viel durchschnittlichen Gewinn, hier mit G abgekiirzt, kann er erwarten, je nachdem wel-
che Spalte Spieler 2 wdahit? Wir bekommen hier 4 lineare Funktionen (pro Spalte eine):
Gi=2-p+4-(1—-p); Go=3-p+(1—p); Gs=p+6-(1—p) und Gy, =5-p

Das heifit fir jedes p € [0,1] kann er von einem minimalen durchschnittlichen Gewinn
G(p) = min;{G,(p)} ausgehen.

Bemerkung und Definition: Sehen wir die linearen Funktionen als Geraden (p, G;(p))
im R? so kénnen wir diesen wie folgt in 2 disjunkte Teilmengen zerlegen:

M :={x = (zy,25) € R : 3j € {1,2,3,4} : 29 > G(21)}
My = {33' = (1’1,.1’2) € R? VJ € {1,2,3,4} Ty < Gj<£[}1)}

Wir nennen OM, = OM, die untere Hiille der Funktionen G;.

Das heifit fiir jeden Wert von p bekommen wir mit (p,G(p)) einen Punkt auf der un-
teren Hiille der Funktionen G;. Wir missen nun jenen Wert p finden fir den, G(p) =
max, G(p) = max, min; G;(p ) gilt (vgl. Minimax Strategien in 2.3). Betrachten wir die
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Abbildung 2: Untere Hiille der Funktionen G;

Funktionsgraphen (in Abbildung 2) so sehen wir, dass dies genau dort der Fall ist wo
sich die Graphen von Gy und G5 schneiden. Durch losen der linearen Gleichung Gy =
3-p+(1—p) =p+6-(1—p) = Gsinp bekommen wir als Lisung p = % Dies st
die optimale Strategie von Spieler 1. Um die optimale Strategie von Spieler 2 zu finden
tberlegen wir uns, dass Spieler 2 seinen Verlust maglichst gering halten mdchte, also Spie-
ler 1 Gewinn mdéglichst klein sein soll. Nachdem wir nun wissen, was Spieler 1 fir eine
Wahrscheinlichkeit fiir jede Strategie wdhlt, muss Spieler 2 Spalte 2 oder 3 wdhlen, da
Ga(2) > G1(2) > G2(2) = G3(2) gilt. Wir kommen also zu der vereinfachten Gewinnma-

trix
~ 3 1
i=(1 o)

fiihrt. Ein solches Spiel konnen wir bereits losen was auf die optimale Strategie ¢ =

(0, %, %, 0) fir das urspringliche Spiel fihrt.

Bemerkung: Betrachten wir die Funktionsgraphen nochmals, so sehen wir, dass die Funk-
tion G keinen Beitrag zur unteren Hiille hat. Das bedeutet, dass die erste Spalte von den

anderen auf irgendeiner Art und Weise dominiert wird. Im Beispiel zuvor von der gemisch-
ten Strategie, welche Spalte 2 und 3 mit der Wahrscheinlichkeit je % spielt, denn:



Dass wir so wirklich ein Nash-Gleichgewicht finden ist klar, da diese Methode nur eine
Moglichkeit ist die minimaz Strategie von Spieler 1 zu finden.

2.5.5 Pivot Methode zum Lo&sen eines allgemeinen Zwei-Spieler Nullsummen-
spiels

In diesem letzten Abschnitt des Kapitels werden wir einen Algorithmus zum Losen eines
Zwei-Spieler Nullsummenspiele aus Williams [6] kennenlernen. Den Beweis werden wir, so
wie auch in der zuvor genannten Quelle, auslassen und die Methode lediglich an einem
Beispiel iiberpriifen und veranschaulichen.

Die Schritte des Algorithmus:

1. Wir iiberpriifen die Gewinnmatrix A auf negative Zahlen. Sollten einer oder mehrere
Eintrdge negativ sein, so addieren wir eine natiirliche Zahl zu allen Eintrigen der
Gewinnmatrix A. Der Autor empfiehlt auch, etwaige Briiche durch Multiplikation
aller Eintrage zu beseitigen. Wichtig ist hier anzumerken, dass durch addieren einer
Konstanten zu allen Eintrédgen sich die optimalen Strategien nicht &ndern, der Wert
des Spiels allerdings schon. Um diesen zu bekommen miissen wir am Ende diese
Konstante vom Wert wieder abziehen.

2. Wir erweitern die Matrix A um eine Spalte rechts und eine Zeile unten. Die untere
Zeile fiillen wir mit —1 und die rechte Spalte mit 1 auf. In die rechte untere Ecke
schreiben wir eine 0. Neben der Matrix notieren wir auch noch die Zahl D = 1. Diese
Erweiterung der Matrix nennen wir das erste Schema. Dieses ist nun unterteilt in
zwei Bereiche: den Gewinnmatrizbereich und den ’dufleren’ Bereich. Wir wollen die
Matrix nun noch um einen dritten Bereich erweitern: den Strategienbereich. Hierfiir
beschriften wir die Strategien von Spieler 1 und 2 mit aufsteigenden natiirlichen
Zahlen 1,2,....m bzw. 1,2, ...,n. Diese nennen wir im Folgenden die Strategienamen.
Rechts neben und unterhalb der erweiterten Matrix lassen wir noch je eine Spalte
bzw. Zeile frei.

3. In diesem Schritt werden wir ein sogenanntes Pivot-Element P aus unserem Schema
wéhlen, hierfiir gehen wir wie folgt vor:

(a) Das Pivot-Element P muss positiv sein.

(b) Die Zahl in der Spalte von P im &ufleren Bereich der Matrix muss negativ sein.
Wir nennen diese c.

(c) Die Zahl in der Zeile von P im &ufleren Bereich der Matrix nennen wir r. Fiir
jedes bis jetzt in Frage kommende Pivot Element P berechnen wir nun das

Pivot-Kriterium: —%¢
Im ersten Schritt sind alle moglichen ¢ < 0 und alle moglichen r > 0. Hier
=D _ 1

vereinfacht sich das Pivot-Kriterium auf: —I'T = 5.
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()
(e)

In jeder Spalte markieren wir jenes mogliche Pivot-Element mit dem kleinsten
Pivot-Kriterium.

Von allen markierten Zahlen markieren wir die gréfite. Dies ist unser Pivot-
Element P.

4. In diesem Schritt bilden wir nun aus unserem vorherigen Schema und dem Pivot-
Element P das neue Schema.

(e)

Die Zahl D kommt an die Position wo zuvor das Pivot-Element stand.
Die Zeile des Pivot-Element bleibt gleich (bis auf D - siehe Schritt 4.(a)).

Die Elemente in der Spalte des Pivot-Elements wechseln Vorzeichen, bleiben
betragsmifig aber gleich (bis auf D - siehe Schritt 4.(a)).

Wir ersetzen jede andere Zahl N in unserem Schema (Gewinnmatrixbereich und

duBerer Bereich) durch
N-P-R.C
D
wobei C' bzw. R jene Zahlen (aus dem vorherigen Schema) sind, die mit N in
der selben Spalte und mit P in der selben Zeile bzw. umgekehrt lagen.

Wir setzen D = P.

5. In diesem Schritt brauchen wir nun den dritten Bereich unserer erweiterten Matrix
- den Strategienbereich. Mit Schritt 5 beenden wir nun auch den Ubergang vom
vorherigen Schema zum neuen Schema.

(a)

(b)

Wir vertauschen den Strategienamen von Spieler 1, welcher links neben der
Pivot-Element Zeile steht mit dem Strategienamen der unterhalb der Pivot-
Element Spalte steht. (Beim ersten Schritt, steht unterhalb der Pivot-Spalte
nichts, wir vertauschen also das leere Feld mit dem entsprechenden Strategie-
namen von Spieler 1)

Wir vertauschen den Strategienamen von Spieler 2, welcher oberhalb der Pivot-
Element Spalte steht mit dem Strategienamen der rechts neben der Pivot-
Element Zeile steht. (Beim ersten Schritt, steht rechts neben der Pivot-Zeile
nichts, wir vertauschen also das leere Feld mit dem entsprechenden Strategie-
namen von Spieler 2)

6. In diesem Schritt iiberpriifen wir, ob wir mit unserem Algorithmus fertig sind oder
nochmals mit unserem derzeitigen Schema bei Schritt 3 starten miissen. Hierfiir
iiberpriifen wir, ob der 'duflere’ Bereich unserer erweiterten Matrix ein negatives
Element beinhaltet.

(a)

Falls eine oder mehrere negative Zahlen im dufleren Bereich sind, miissen wir
auf unser Schema nochmals Schritt 3.,4.,5. und 6. anwenden.
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(b) Falls im &ufBleren Bereich keine negative Zahlen zu finden sind haben wir eine
Losung fiir unser Spiel gefunden. Diese sieht so aus: Der Wert des Spiels ist die
Zahl D dividiert durch die "Eckzahl im dufleren Bereich’. Hier darf man nicht
vergessen, jene zuvor addierte Zahl (Schritt 1) wieder vom Wert des Spiels ab-
zuziehen. Finen passenden gemischten Strategievektor erhalten wir, indem wir
den Strategiebereich betrachten. Steht ein Strategiename unterhalb oder rechts
daneben so bekommt dieser einen Wert > 0 zugeordnet (d.h. jene Strategien
die links daneben oder oberhalb der Matrix stehen werden mit der Wahrschein-
lichkeit O gespielt). Der duflere Bereich gibt an in welchem Verhéltnis man die
direkt daneben stehende Strategie im Bezug zu den anderen spielen soll.

Bemerkung: Ist man an mehr Nash-Gleichgewichten interessiert, so kann man den Algo-
rithmus noch um einige Schritte ergénzen, nachzulesen in Williams [6], S.245.

Dies ist nun alles sehr abstrakt, daher wollen wir es an einem Beispiel durchrechnen,
welches wir zuvor schon betrachtet haben und schauen, ob wir tatsiachlich auf das gleiche
Gleichgewicht wie zuvor kommen:

Beispiel 2.5. In diesem Beispiel wollen wir den Algorithmus anhand der Gewinnmatrix
aus Beispiel 2.2 testen. Dort hat die Gewinnmatriz wie folgt ausgesehen:

(-2 3\ 4 (27
(3 8) =60

Im ersten Schritt des Algorithmus tiberpriifen wir, ob alle Fintrdge positiv sind. In unserer
Gewinnmatriz gibt es zwei negative Eintrage, wir addieren nun also eine Zahl (hier 4) zu
jedem FEintrag in der Matrix A, damit nun alle nicht negativ sind. Hierdurch verdindern
sich die optimalen Strategien fiir das Spiel nicht, der Wert aber schon. Deshalb werden wir
am Ende des Algorithmus die 4 vom Wert des neu bekommenen Spiels abziehen. In Schritt
2. erweitern wir die Matriz:

Spieler 2
1 2
Spieler 1 2 |7
710 |1

—-1|-1|0| D=1

Dies ist unser erstes Schema. Um nun von diesem auf das zweite zu kommen, miissen
wir zuerst unser Piot-Element P finden. Wie im Algorithmus bereits bemerkt, vereinfacht
sich beim ersten Mal das Pivot-Kriterium fiir potenzielle Kandidaten auf }%. Berechnen
wir dies und suchen uns in jeder Spalte jenen Kandidaten aus, fiir den dieses in der Spalte
das Kleinste ist, so bekommen wir in der ersten als auch in der zweiten Spalte die 7. Da
fiir beide das Pivot-Kriterium gleich grof§ ist wdhlen wir eine von beiden, z.B. jene in der
zweiten Spalte - zuvor schon mit * markiert. Fiihren wir nun die Schritte 4.(a) - 4.(b)
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(D ersetzt das Pivot-Element, Elemente in der Zeile von P bleiben gleich, Elemente in der
Spalte von P wechseln Vorzeichen), so kommen wir auf:

Spieler 2
1 2
. 2 1 1
Spieler 1 T g |9
21 || Y D=1
Berechnen wir nun die noch fehlenden Elemente gemdf$ der Formel %*RC so erhalten
wir 1) T2 =49, 2) =112 — 5 9) LT20 — 7 ynd 4) w =1, anschliefiend setzen
wir D = P. Somit bekommen wir:
Spieler 2
1 2
Spieler 1 2 L)1
49 1 0 || 7
5| 1 ||1|D=7

Als letzten Schritt, bevor wir zum zweiten Schema kommen, miissen wir noch die Strategien
wie im Algorithmus beschrieben vertauschen: P lag in der Zeile von Strategie 1 von Spieler
1, diese wird daher jetzt unterhalb der Spalte von P geschrieben. Analog dazu: P lag in der
Spalte von Strategie 2 von Spieler 2, wir schreiben diese daher rechts neben die Zeile von
P:

Spieler 2
1
Spieler 1 2 L1 2
49 1 0 || 7
5|1 ||1|D=7
1

Wir dberpriifen nun den dufSeren Bereich unseres neuen Schemas auf negative Zahlen und
werden findig: —5. Wir miissen daher die Schritte 3. - 5. des Algorithmus auf dieses
neue Schema erneut anwenden. Zuerst beginnt abermals die Suche nach unserem Pivot-
Element. Da nach 3.(b) die Zahl in der Spalte des Pivot-Elements im dufleren Bereich
negativ sein muss, bleibt nur die erste Spalte 1ibrig mit den beiden Kandidaten 2 und 49.
Um zu entscheiden, welche der beiden unser neues P sein wird, berechnen wir fir beide
das Pivot-Kriterium und sehen, dass —% = g > % = —%9'7 gilt, was uns auf P = 49
fihrt. Fihren wir nun analog zu vorhin die Schritte 4.(a)-(e) aus und berechnen dabei 1)
&;*0 =17, 2) —1'49*&5)'0 =7,38) —1'497’7'2 =5 und 4) —1'497;5)'7 = 12 so bekommen wir:
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Spieler 2

1
_ 1) 3)

Spieler 1 217 > 2
710 7
5 |72 || 129 | D =49

1

Abermals miissen wir auch wieder die Orte der Strategienamen tauschen. Das Pivot-Element
ist diesmal in der ersten Spalte und der zweiten Zeile was die Strategie 2 von Spieler 1 dazu
bringt unter die erste Spalte zu wandern und die Strategie 1 von Spieler 2 dazu bringt rechts
neben die zweite Zeile zu wandern.

Spieler 2

Spieler 1 —2 7 > 2
710 7 1
5 71112 | D=49
2 1

Uberpriifen wir nun den dufSeren Bereich unseres dritten Schemas so sehen wir, dass kei-
ne negativen Zahlen mehr aufzufinden sind - wir haben somit das FEnde des Algorithmus
erreicht. Wir miissen nun nur noch die gemischten Strategien und den Wert des Spiels ab-
lesen: Spieler 1 soll fiir eine optimale Strategie seine Strategien 1 und 2 mit dem Verhdltnis
7 : 5 spielen, da die Fintrdge in einem gemischten Strategievektor in Summe stets 1 ergeben
miissen ergibt sich somit: p = (%, 15—2) Analog fiir Spieler 2: q = (1—72, %) Der Wert des
SpielsistV = 2 -4 =B —4 = L “wobei (—4) von der Addition zu Beginn des Algorithmus
her kommdt.
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3 n-Spieler Spiele

In diesem Kapitel wollen wir uns mit allgemeineren Spielen auseinandersetzen. Bei den
meisten Definitionen und Sétzen werden wir eine beliebige Anzahl von Spielern zulassen,
bei Beispielen werden wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit und guten Darstellung nur
Zwei-Spieler Spiele betrachten. Einschrankung wie auch im vorherigen Kapitel wird sein,
dass es nur endlich viele Spieler mit je endlich vielen Strategien gibt. Die Notationen und
Definitionen werden fiir dieses Kapitel grofiteils aus dem Buch 'Evolutionary Game Theo-
ry’ von Weibull [1] stammen.

3.1 Gleichgewichte in reinen Strategien fiir n-Spieler Spiele

Die Begriffe, die wir nun definieren, erarbeiten und verwenden werden, kamen grofiteils
bereits in Kapitel 2 vor und werden hier verallgemeinert. Den Beginn macht der Begriff
des Spiels.

Definition. Sei I = {1,2,...,n} die Menge der Spieler. Fiir jeden Spieler i € I haben
wir eine Menge S; = {1,2, ..., m;} der (reinen) Strategien von Spieleri. Den Raum aller
moglichen Kombinationen von reinen Strategien bezeichnen wir mit S = X,er S;. Finen
Vektor s = (s1,...,8,) € S (Vi : s; € S;) nennen wir einen reinen Strategievektor.
Des weiteren bezeichnen wir fir jeden Spieler i die Gewinnfunktion von Spieler i € I
mit m; © S — R. Unter m : s € S+ (m,...,m,) € R™ verstehen wir die (Gesamt-)
Gewinnfunktion.

Das Tripel (1,5, ) nennen wir dann ein n-Spieler Nichtnullsummenspiel oder kirzer
ein n-Spieler Spiel.

Bemerkung: Der grofie Unterschied in der Definition hier zu jener in Kapitel 2 ist, dass
es bei zwei Spielern nicht so sein muss, dass der Gewinn des einen gleich dem Verlust des
anderen entspricht. Dies macht die Spiele folglich um einiges komplexer.

Betrachtet man Zwei-Personen Spiele, so konnen wir die Gewinnfunktionen, wie auch schon
in Kapitel 2 als Matrizen darstellen. Diesmal wird es allerdings notwendig sein, dass wir pro
Spieler eine Matrix A € R™*™2 hzw. B € R"™*™2 haben. Diese beiden Matrizen konnen
wir dann zu einer sogenannten Bimatrix zusammenfassen, wie es im néchsten Beispiel
gezeigt wird. Die Zeilen von A und B konnen wir als die verschiedenen Strategien von
Spieler 1 und die Spalten als Strategien von Spieler 2 auffassen. Die Eintrige A(i, j) bzw.
B(i, 7) sind somit die Gewinne von Spieler 1 bzw. 2, falls Spieler 1 Strategie 7 und Spieler
2 Strategie j wahlt.

Bemerkung: Bei Zwei-Spieler Nullsummenspielen gilt somit: Vi € {1,2,...m1}, j €

{1,2,...,ma} : A(i,j) = —B(i, ), wodurch wir immer nur eine der Gewinnmatrizen ange-
ben miissen.
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Wie auch schon im vorangegangenen Kapitel wollen wir bei diesen neuen allgemeineren
Spielen Gleichgewichte finden. Fiir nur reine Strategien haben wir damals die Sattelpunkte
kennengelernt. Mit der folgenden Definition wollen wir diese nun verallgemeinern.

Zur Erinnerung: Nicht jedes Spiel hatte einen Sattelpunkt, wenn es allerdings einen hatte
so war es ein Nash-Gleichgewicht.

Definition. Sei s = (s1,...8;_1, Si, Sit1, .-, Sn) € S ein reiner Strategievektor. Wir sagen s
st ein Gleichgewicht in reinen Strategien falls

Vi € {1,2, ...77’L}7 ‘v’§, S SZ : 772'(81782, ceey Si—15 Sy Sit1, ...,Sn} Z 7TZ‘(81,827 ...,Si_l,gi,8i+1, ...7Sn}
gilt.

Wie auch schon beim Sattelpunkt kénnen wir ein Gleichgewicht in reinen Strategien so in
Worte fassen: Kein Spieler kann sich verbessern indem er alleine seine Strategie éndert,
d.h. alle anderen Spieler bei ihrer urspriinglichen Strategie bleiben.

Wir wollen ab nun sagen, dass ein Spieler eine beste Antwort auf das Strategieprofil der
restlichen Spieler spielt, wenn er sich nicht verbessern kann indem er alleine die Strategie
andert. Also: Ein Gleichgewicht in reinen Strategien tritt genau dann ein, wenn jeder Spie-
ler eine beste Antwort auf die Strategien der anderen Spieler spielt.

Bemerkung: Die ausgleichenden Strategien aus Kapitel 2.2 bzw 2.5.2 sind beste Antwor-
ten aufeinander, denn wenn der Gewinn von Spieler 1 (und bei Nullsummenspielen somit
auch fiir Spieler 2) unabhéngig davon ist, was Spieler 2 wihlt, so ist jede Wahl von Spieler
2 eine beste Antwort. Umgekehrt gilt dies auch fiir Spieler 1. (vgl. Ferguson [15])

Diese neuen Begriffe wollen wir uns nun an dem bekannten Gefangenendilemma ansehen.

Beispiel 3.1. Zwei mutmafliche Verbrecher werden verhaftet und fiir ein Verhor mit auf
das Polizeirevier genommen. Die Beiden werden dort einzeln verhort. Die Beweise reichen
allerdings nur fir eine Verurteilung fir ein kleineres Vergehen, als jenes, fiir welches sie
verddchtigt werden. Die Polizei bietet den beiden Verddchtigen deshalb einen Deal an. Sie
haben die Mdglichkeit zu schweigen oder den anderen zu ‘verpfeifen’ (=gestehen). Sollten
beide schweigen, so kommen beide fiir je 3 Jahre fiir das kleinere Verbrechen ins Gefingnis.
Schweigt einer wihrend der andere gesteht, so kommt jener, der sich kooperativ gezeigt hat,
frei - der andere muss fiir 10 Jahre ins Gefingnis. Gestehen beide thre Straftat so miissen
beide 8 Jahre ins Gefingnis. Es wird beiden Gefangenen der Deal genau und vollstindig
erklart. Wie werden sich die Beiden entscheiden? Um das ndiher anzusehen, interpretieren
wir diese Situation als ein Zwei-Spieler Spiel, wobei die beiden Verddchtigen die Spieler
sind. Wir kommen somit auf die folgenden 'Gewinnmatrizen’:

~3 10 -3 0
A‘(o —8) B_<—10 —8)

Da eine hohe Anzahl an Jahren im Gefingnis unerwiinscht ist, haben wir bei den Matrizen
nur einen ‘negativen” Gewinn mit 0 (=Freispruch) als hichsten Wert.
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Wir konnen diese beiden Matrizen nun zu einer Bimatriz zusammenfassen, indem wir pro
mdglicher Strategiepaarung die Gewinne als Tupel aufschreiben:

Verdéachtiger 2
schweigen  gestehen
schweigen | (—3,-3) | (—10,0)
gestehen | (0,—10) | (—8,—8)

Verdiachtiger 1

Betrachten wir nun das Spiel aus der Perspektive von Verddchtigem 1. Wir haben die Op-
tion zu schweigen oder zu gestehen. Bevor wir unsere Entscheidung treffen sollten wir auch
tberlegen, was passiert wenn Verddchtiger 2 seine Strategie wdhlt. Beschliefit Verddchtiger
2 zu schweigen, so wdre es fir uns besser zu gestehen, da wir in dem Fall gar nicht ins
Gefiangnis miissten. Gesteht Verddichtiger 2, so ist es fiir uns ebenfalls besser zu gestehen,
da wir dann ‘nur’ 8 statt 10 Jahre ins Gefingnis miissten. Zusammengefasst heifit das,
egal was Verddchtiger 2 macht, wir sind mit der Option gestehen besser dran. Eine Ana-
loge Uberlequng konnte Verdichtigen 2 ebenfalls dazu veranlassen, zu gestehen, was zum
Ergebnis 8 Jahre Gefingnis fiir beide fiihren wiirde.

(—8, —8) ist ein Gleichgewicht in reinen Strategien, da sich keiner der beiden Spieler’ ver-
bessern kann indem er alleine seine Strategie dndert. An dem Beispiel sehen wir, dass ein
Gleichgewicht in reinen Strategien nicht unbedingt immer das beste Ergebnis fiir die beiden
Spieler bedeutet und genau darin liegt das Dilemma: Wihlen beide Verddchtigen ihre do-
minante Strategie (vgl. Kapitel 2.5.3), so miissen beide 8 Jahre ins Gefingnis, obwohl es
die Méglichkeit geben wiirde, dass beide nur 3 Jahre ’sitzen’ miissten.

Wir werden spdter nochmals einen Blick auf das Gefangenendilemma werfen.

Notation: Haben wir eine Bimatrix wie in Beispiel 3.1 gegeben, so schreiben wir
< 1,7 > als Symbol fiir das Tupel, welches in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte steht

(te{l,...mi}, j€{1,...,ma}).

Beispiel 3.2. Nun wollen wir das folgende, als Bimatriz gegebene Spiel betrachten:

Spieler 2
A B C
1| (811) | (3,4) (5,1)
Spieler 1 2| (4,2) | (3,1) (9,2)
31 (1,1) | (-2,6) | (12,12)

Hat ein Zwei-Spieler Spiel ein Gleichgewicht in reinen Strategien so kénnen wir einen
einfachen Algorithmus verwenden um dieses zu finden:

1. Schritt: Wir finden auf jede Strategie von Spieler 2 die beste Antwort fiir Spieler 1,
anschlieffend markieren wir den Gewinn fiir Spieler 1 bei dieser Strategiekombination.
Also hier: Spielt Spieler 2 Strategie A, so ist fiir Spieler 1 Strategie 1 die beste Antwort
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(da dies den hichsten Gewinn fiir Spieler 1 bedeutet). Wir markieren also die 8 im
Feld < 1,1 >. Fiir Strategie B ist ebenfalls Strategie 1 die beste Antwort, aber diesmal
auch Strategie 2 - wir markieren also die 3 im Feld < 1,2 > und die 3 im Feld
< 2,2 >. Zuletzt fiir Strategie C markieren wir die 12 im Feld < 3,3 >.

2. Schritt: Wir wiederholen den 1. Schritt, nur diesmal finden wir die beste Antwort fiir
Spieler 2 fiir jede maogliche Strategie von Spieler 1 und markieren den Gewinn fiir
Spieler 2 im jeweiligen Fall.

Also hier markieren wir die Zahlen 11 im Feld < 1,1 >, 2 @m Feld < 2,1 >, 2 in
<2,3>und 12 in < 3,3 >.

3. Schritt: Haben wir in einem Feld beide Zahlen unterstrichen so ist dies ein Gleichge-
wicht in reinen Strategien.

Nach dem Algorithmus sieht die Bimatriz fir dieses Beispiel dann so aus:

Spieler 2
A B C
1] (8511%) | (3%,4) (5,1)
Spieler 1 2 | (4,2%) | (3*,1) (9,2%)
31 (1,1) | (=2,6) | (12*,12%)

Wir haben also die Gleichgewichte < 1,1 > und < 3,3 > gefunden. Wir stellen fest, dass
ein solches Gleichgewicht in reinen Strategien nicht eindeutig sein muss. Uberpriifen wir
unser Ergebnis so sehen wir, dass sich tatsdchlich keiner der beiden Spieler verbessern kann
sollte er alleine vom Gleichgewicht abweichen.

Betrachtet man das Spiel, so ist es wahrscheinlicher, dass sich die beiden Spieler eher fiir
das Gleichgewicht < 3,3 > als fiir < 1,1 > entscheiden, da fiir beide der Gewinn griofier
ist. In diesem Beispiel ist das Gleichgewicht in reinen Strategien - anders als beim Gefan-
genendilemma in Beispiel 3.1 - auch der héchstmégliche Gewinn fiir beide Spieler.

3.2 Gemischte Strategien und Gewinnfunktion

Wie auch schon bei den Zwei-Spieler Nullsummenspielen wollen wir nun gemischte Stra-
tegien einfiithren, d.h. das der Spieler nicht einfach eine seiner Strategien wihlt sondern
jede der moglichen Strategien mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit. Dies ist insbesondere
dann interessant wenn das Spiel 6fters gespielt wird und man seinen durchschnittlich zu
erwartenden Gewinn maximieren mochte.

Definition. Fin m;-Tupel p; = (p;,, ...,piml,) nennen wir eine gemischte Strategie von
Spieler 1, falls

Z pi, = 1 wobei VK :p; >0
k=1
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gilt. Den Raum der gemischten Strategien von Spieler i bezeichnen wir mit:

mi
Ai={p=(p1,..pm) ER™:> pr=1 und Vk: py >0}
k=1

Fine gemischte Strategie von Spieler i ordnet jeder seiner (reinen) Strategien k eine Wahr-
scheinlichkeit p;, zu mit welcher diese gewdhlt wird. Ist p; > 0, so sagen wir, dass die reine
Strategie k im Trager supp(p) von p enthalten ist.

Unter einem Strategieprofil P = (p1,...,p,) (mit p; € A;) verstehen wir ein n-Tupel,
welches von jedem Spieler eine gemischte Strategie enthdlt. Falls jeder Spieler seine ge-
mischte Strategie laut dem Strategieprofil P wdhlt, so sagen wir ’Das Strategieprofil P wird
gespielt’.

Den Raum der Strategieprofile bezeichnen wir mit © = X;er A;.

Bemerkung: Offensichtlich entsprechen die reinen Strategien 1,2, ...,m; € S; von Spieler
i den gemischten Strategien e;,, €;,, ..., €;, € A;, wobei ¢;, = (0,...,0, 1 ,0,...,0).

k-te Stelle

m

Satz. Fiir alle Spieler i ist A; abgeschlossen, beschrinkt, konvex und m; — 1 dimensional.

Beweis. Seii € {1,...,n} beliebig. In der Bemerkung zuvor haben wir schon bemerkt, dass
die reinen Strategien e;,, €;,, ..., €i,,, 1N A; liegen. Aber es gilt noch mehr, ndmlich dass wir
jedes Element p = (p1, ..., pm,) in A; als Linearkombination der {e;, } schreiben konnen:

m;
p = Z Dk - €y,
k=1

Da Vk : py € [0, 1] ist dies eine Konvexkombination. Somit liegen also alle Element aus A;
in der konvexen Hiille K H ({e;, }) der e;,, womit wir gezeigt hétten, dass A; C KH({e;, }).
Die Umkehrung K H ({e;, }) C A, ist offensichtlich erfiillt. Somit gilt A; = K H ({e;, }) und
da die konvexe Hiille konvex ist, haben wir gezeigt, dass A; konvex ist.
Offensichtlich gilt A, C B;(0) € R™, wobei B;(0) die Kugel mit Radius 1 und dem
Mittelpunkt 0 € R™ ist. Somit hétten wir auch die Beschranktheit von A; bewiesen.
Fiir die Abgeschlossenheit zeigen wir, dass das Komplement offen ist. Sei L der lineare
Unterraum, welcher von den Elementen in A; aufgespannt wird. Fiir einen Punkt ¢ ¢
L, gibt es einen Punkt p € L, der die Normalprojektion des Punktes ¢ auf L ist. Da
q¢ L = p# q= dist(p,q) = p > 0. Somit kénnen wir den Ball Bg(q) um ¢ legen,
der sicher mit L keinen Punkt gemeinsam hat. Sei nun ¢ ein Punkt in L, aber nicht
in der konvexen Hiille K H({e; }). Auch hier gibt es einen Punkt p € KH({e; }) mit
dist(p,q) = p = min, dist(r,q) > 0 mit r € KH({e; }). Auch hier hat der Ball Bs(q)
keinen Punkt mit K H({e;, }) gemein, was zeigt, dass das Komplement R\ K H ({e;, }) offen
ist, was A; abgeschlossen zu Folge hat.

O
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(0,0,1)

(0,1,0)

Abbildung 3: Form von A;

Als néchstes wollen wir uns auch hier wieder mit dem durchschnittlich zu erwartenden
Gewinn beschiftigen, wenn man auch gemischte Strategien zulésst. Dies ist diesmal - durch
die hohere Anzahl an Spielern eine kompliziertere Angelegenheit als zuvor in Kapitel 2.
Wir werden die Idee daher langsam entwickeln (sieche Leininger, Amann [20]). Fiir die
reinen Strategievektoren haben wir die Gewinnfunktionen m; (mit ¢ = 1,...,n). Lassen wir
nun gemischte Strategien zu, also sei P = (p1, ..., pn) € O ein beliebiges Strategieprofil. Bei
diesem Strategieprofil wird ein bestimmter reiner Strategievektor s = (sq,...,$,) € S mit
der Wahrscheinlichkeit

w(s) =pi., - Pna,

gespielt, wobei p;, , jenem Eintrag der gemischten Strategie p; entspricht, der die Wahr-
scheinlichkeit festlegt, dass Spieler ¢ die reine Strategie s; € S; spielt. Wenn man genau
sein mochte, miissten wir eigentlich w(P, s) schreiben - aus Griinden der Ubersichtlichkeit
bleiben wir aber bei der zuvor verwendeten Schreibweise. Somit haben wir nun die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen bestimmten reinen Strategievektor berechnet, nun werden wir den
Gewinn von diesem fiir Spieler k£ mit w(s) gewichten und iiber alle moglichen Strategie-
vektoren in S aufsummieren. Dies fithrt uns auf den beim Strategieprofil P fiir Spieler k
zu erwartenden Gewinn:

ML(P) =) w(s) - mi(s). (8)

seS

Bemerkung: Da wir uns ja grofiteils mit Zwei-Spieler Spielen beschéftigen, wollen wir
uns die Auszahlungsfunktionen in diesem Fall noch extra ansehen. Wie wir oben schon
gesehen haben, kénnen wir die Gewinnfunktionen von Spieler 1 bzw. 2 als Matrizen A und
B darstellen. Spielt nun Spieler 1 die gemischte Strategie p = (p1, ..., Pm,) € A1 und Spieler
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2 q = (q1,,qm,) € Ag, so hat Spieler 1 den Gewinn II;(p,q) = p- A - ¢* und Spieler 2
Iy(p,q) = p- B-q'. Aus dieser Darstellung sehen wir auch, dass die Gewinnfunktionen in
diesem Fall bilinear, d.h. linear in beiden Eintriagen, sind.

3.3 Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien

Notation: Sei P = (pi,...,p,) ein Strategieprofil. Wollen wir nun einen Spieler i sei-
ne Strategie dndern lassen, wobei die anderen weiterhin laut P spielen, so schreiben wir
[¢i, P_i] := (p1, e, Pi-1, Gi, Pit1, ---Pn) flr das neue Strategieprofil.

Nun wollen wir die Definitionen von *beste Antwort’ und ’Nash-Gleichgewicht’ auf gemisch-
te Strategien verallgemeinern (vgl. Leininger und Amann [20]).

Definition. Sei P ein Strategieprofil. Wir nennen qf € A; eine beste Antwort von
Spieler i auf die Strategien der anderen Spieler, falls

Vg € Ay 11i([q7, P-i]) > TLi([gs, P-i])

Wir sagen dann, dass die gemischte Strategie g eine beste Antwort auf P—; ist und schreiben
kurz: gf € B(P-;).

Bevor wir uns nun der Definition eines Gleichgewichts in gemischten Strategien widmen,
wollen wir uns noch kurz iiberlegen wann eine Strategie ¢/ eine beste Antwort fiir Spieler
¢ ist. Hier hilft uns das *Antwortkriterium’:

Satz. (Antwortkriterium) Sei P ein Strategieprofil. ¢f € A; ist genau dann eine beste
Antwort von Spieler i auf P_;, falls alle reinen Strategien s € S; mit g, > 0 eine beste
Antwort auf P_; sind.

Beweis. Angenommen ¢ € B(P_;) ist eine beste Antwort und ¢, s” € S;, sind so, dass ihre
Wahrscheinlichkeit gespielt zu werden > 0ist, d.h. ¢, > 0 und ¢}, > 0. Nun wollen wir an-
nehmen, dass eine der beiden reinen Strategien, 0.B.d.A ¢ , eine beste Antwort auf P_; ist,
die andere, folglich s”, aber keine beste Antwort auf P_; ist. Also: ' € B(P_;),s” ¢ B(P-;).
Das wiirde bedeuten, dass II;([s', P_;]) > IL;([s", P_;]) ist.

Somit sehen wir aber einen Widerspruch zu ¢ € B(P-;), denn wiirde man die Wahr-
scheinlichkeit s” zu spielen auf 0 setzen und dafiir die Wahrscheinlichkeit s’ um jenen
Wert erhthen so kommt man auf eine gemischte Strategie ¢/, fiir welche II;([¢*, P—;]) >
ILi([g7, P-i]) eilt.

Die Richtung (<) ist klar. O

Definition. Sei (I,S,7) ein n-Spieler Spiel. Dann nennen wir ein Strategieprofil P =
(p1, .-, pn) €in Gleichgewicht in gemischten Strategien oder ein Nash-Gleichgewicht,
falls

Viel, Vpi € A;: IL(P) > IL([p], P-i])

qgilt.
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Bemerkungen:

1. Formulieren wir die Definition aus, so bedeutet diese nichts anderes, als dass jeder
Spieler ¢ € I eine beste Antwort auf das Strategieprofil P_; spielt, also Vp; : p; €
B(P;). Ein Nash-Gleichgewicht ist also ein Strategieprofil bei dem sich keiner der
Spieler verbessern kann indem er alleine seine Strategie dndert.

2. Nach dem Antwortkriterium und da die reinen Strategien Spezialfélle der gemischten
Strategien sind, sind Gleichgewichte in reinen Strategien Spezialfélle eines Nash-
Gleichgewichts.

3. Mithilfe des Antwortkriteriums kénnen wir ein Kriterium formulieren, damit ein Stra-
tegieprofil P ein Nash-Gleichgewicht ist:

Vie I:1L(P) = max IL([s¥, P]) (9)

1<k<m;

wobei s¥ die k-te reine Strategie von Spieler i ist.

3.4 Existenz eines Nash-Gleichgewichts

Nun kommen wir zum zentralen Satz des Kapitels und der gesamten Arbeit, dem Exis-
tenzsatz von Nash (siche Brumm [16] und Nash [3]).

Theorem 2. (Existenzsatz von Nash) Jedes endliche n-Spieler Spiel besitzt ein Nash-
Gleichgewicht.

Den Beweis werden wir dhnlich zum Beweis des Minimax Theorems fiihren, da dieses ein
Spezialfall von diesem Theorem ist. Deshalb werden manche Schritte, welche analog zu
vorher ablaufen, nicht mehr bis ins Detail erklart: fiir Erklarungen, Notationen bzw. dem
Brouwer’schen Fixpunktsatz sei somit auf Kapitel 2.4 verwiesen.

Beweis. Der Beweis hat die gleichen Schritte wie auch jener des Minimax-Theorems:

1. Schritt: Wir definieren uns eine Abbildung 7' : © — ©. Dafiir definieren wir uns
zuerst Hilfsfunktionen ¢f (mit i =1,...nund k = 1,...,m;). Sei P = (p1,...,pn) € O
ein beliebiges Strategieprofil, dann

ci (P) = (I([s7; P-i]) — IL(P))*

wobei s¥ die k — te reine Strategie von Spieler i sein soll. Die Funktionen ¢} geben

also an, um wie viel sich der Gewinn von Spieler ¢ verbessert, wenn er von seiner

gemischten Strategie des Strategieprofils zu seiner k-ten reinen Strategie wechselt.

Mithilfe dieser Funktionen kénnen wir jetzt 7' : P € © — T(P) = (11,...,1,) € ©

definieren: o i
_ Pi+ 2 G(P) - s
L+ >0 c(P)
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2. Schritt: Wir haben schon gezeigt, das Vi : A; konvex, abgeschlossen und beschrinkt
ist. Da © das kartesische Produkt der A; ist, bleiben diese Eigenschaften erhalten,
also konnen wir den Brouwer’schen Fixpunktsatz anwenden der uns die Existenz
eines Fixpunktes von T liefert.

3. Schritt: Zuletzt miissen wir nur noch zeigen, dass ein Fixpunkt von 7T ein Nash-
Gleichgewicht ist: Sei nun P = (pi,...,p,) € O ein Fixpunkt von 7' (mit p; =
(pl,...,pi"")). Wie zuvor schon einmal besprochen, kénnen wir die gemischte Stra-
tegie p; als Linearkombination von reinen Strategien > ", p¥ - sk schreiben, was uns
zu der folgenden Darstellung von P bringt:

mi

P=(p1,pn) = (O ph-sh, Z Ph - sp)-

k=1

Jeder Spieler i hat eine reine Strategie s!, welche einen Beitrag zu p; liefert und deren
Gewinn maximal so hoch ist wie der jeder anderen, die einen Beitrag liefert, also
formal: 31 <1 < m; : pt > 0 und II;([s}, P_;]) < II;(P) gilt. Daraus folgt aber (nach
der Definition) dass c!(P) = 0.

Da P aber ein Fixpunkt von 7T sein soll, also (pi,...,pn) = T(P) = (T4,....,T,),
betrachten wir nun die Funktion T;(P) € A; genauer - insbesondere den [ — ten
Eintrag T} . Fiir T} ist nur der I-te Summand der Summe im Zihler relevant, woraus
sich
=0
. /l—/\‘l
Tl_ pl—i—c(P) S;

i 1+Zk11( )

ergibt. Daher muss, damit 7} = p! gelten kann, der Zahler 1 + Y, ¢¥(P) gleich 1
k
sein = Y i cF(P) =0 S vk € {1,...,m;} = F(P) = 0 = max(0, IL;([sF; P_;]) —

]

IL;(P)) = Vk e {l,...m;} : IL(P) > 1Li([sF; Pi]) = IL(P) = max)<pem, (IL([sF, P_]))

Was genau unserem Kriterium (9) fiir ein Nash-Gleichgewicht entspricht.

3.5 Lemke-Howson Algorithmus

Wir wollen uns nun den Lemke-Howson Algorithmus ansehen, welcher Nash-Gleichgewichte
in einem Zwei-Spieler Spiel finden kann. Dieser wurde nach den beiden Mathematikern
Carlton E. Lemke und J.T.Howson benannt. Thr Paper zu diesem Algorithmus wurde
veroffentlicht in 'Society for Industrial and Applied Mathematics’ [11]. Wir werden uns
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in diesem Abschnitt allerdings an die Vorlesungsunterlagen von David Pritchard [12] hal-
ten.

Fiir diesen Abschnitt legen wir die folgenden Notationen fest: Die Strategienmenge fiir
Spieler 1 bzw. 2 bezeichnen wir mit M bzw. N und die Strategien beschriften wir mit
den natiirlichen Zahlen 1,2,....m,m + 1,...,m + n, d.h. also: M = {1,2,....,m} und N =
{m+1,m+2,...,m+n}. Die Gewinnmatrix fiir Spieler 1 bzw. 2 schreiben wir als A € R"™*"
bzw. B € R™*". Mit A; meinen wir die i-te Zeile der Matrix A und mit B; die j-te Spalte
der Matrix B.

Bevor wir die einzelnen Schritte des Algorithmus beschreiben, definieren wir uns zuerst
zwei Mengen /Polytope:

P={xeR"Vie M:z;>0und Vj € N :2'B; <1}

Diese beiden Mengen erinnern uns an die gemischten Strategien, es fehlt allerdings die Nor-
mierung, so dass die Summe der Komponenten eines Vektors 1 ergibt. Wollen wir einen
Vektor aus P, oder P, normieren so schreiben wir z° := Z;x -z

Was bedeutet es wenn eine der Ungleichungen in der Definition unserer Polytope nun aber
eine Gleichheit ist? Betrachten wir dies fiir P,. Erfiillt ein z fiir ein ¢ die Gleichung x; = 0
so heifit das, dass die reine Strategie ¢ (=m-Tupel mit einer 1 an der i-ten Stelle und sonst
0) keinen Anteil an z (und somit auch an z°) hat, bzw. dass 7 nicht im Triger von 2"
enthalten ist.

Falls ein # € P, die Gleichung 1 = 2'B; erfiillt, so heiBt dies, dass j eine beste Antwort
auf z° ist, denn: ' B; - iji entspricht genau dem Gewinn, den Spieler 2 bekommt wenn

er mit der reinen Strategie j gegen 2V spielt. Da Vj € N der Gewinn - laut Ungleichung -

maximal 1 - Z}»’C' ist und Spieler 2 mit Strategie j dieses Maximum bekommt, muss es eine

beste Antwort auf 2° sein.
Das heifit diese Polytope beinhalten Informationen iiber beste Antworten und iiber den
Trager einer gemischten Strategie.

Wir wollen nun zwei Annahmen treffen:

1. Alle Eintriige von A und B sind nicht negativ, i € M : A, ist eine Nullzeile und A5 €
N : Bj ist Nullspalte. Dies konnen wir fordern, da wir ansonsten eine positive Zahl
zu jedem Eintrag in A und B addieren, so dass die Bedingung erfiillt ist. Dies dndert
das Nash-Gleichgewicht nicht (siehe Algorithmus zum Losen von Nullsummenspielen,
Kapitel 2.5.5).

2. Die Polytope P; und P, sind einfach, d.h. dass jede Ecke eines m-dimensionalen
Polytops genau m definierende Ungleichungen erfiillt. Man kann zeigen, dass ein

33



Zwei-Spieler Spiel genau dann diese Annahme erfiillt, wenn die Anzahl der besten
Antworten eines Spielers auf eine gemischte Strategie v nicht |supp(«)]| iibersteigt.
Erfiillt ein Zwei-Spieler Spiel diese Bedingung nicht, kann der Algorithmus leicht
abgewandelt angewandt werden - auf diesen Fall werden wir aber nicht eingehen
(siehe Pritchard [12], S.8).

Exkurs: In diesem kurzen Exkurs wollen wir einige Notationen und Eigenschaften von
Polytopen zusammenfassen - ohne diese zu beweisen.

Ein Polytop P ist, wie wir schon gesehen haben, eine Menge welche durch Ungleichungen
und Gleichungen definiert wird. Wir sagen die Ungleichung U ist bindend fiir einen Punkt
x € P, falls fir x die Ungleichung U eine Gleichung ist. Die Menge der fiir x bindenden
Ungleichungen bezeichnen wir mit 3(z).

Ist das m-dimensionale Polytop P einfach, so gilt, dass jede Ecke e genau m bindende Un-
gleichungen hat, also |5(e)| = m. Zwei unterschiedliche Ecken des Polytops e # ¢’ haben
nie die gleiche Menge an definierenden Ungleichungen, 5(e) # 5(e’). Weiters gibt es fiir
jede Ecke e und jede Ungleichung U € [3(e) genau eine Ecke ¢’ mit 5(e)N5(e") = B(e)\{U},
d.h. &ndern wir eine der bindenden Ungleichung einer Ecke auf eine andere so gibt es ge-
nau eine andere Ecke des Polytops die diese Menge an bindenden Ungleichungen besitzt.
Dies kénnen wir verwenden um die Ecken des Polytops zu durchlaufen: auf diesem Prinzip
basiert der Algorithmus.

Als letzten Schritt in unserer Vorarbeit wollen wir den Elementen in P, und P, Merkmale
geben und zwar:

Ein Element x € P, soll das Merkmal k € M = {1,2,...,m} haben, falls z; = 0 ist, also
die k-te reine Strategie von Spieler 1 nicht im Tréger von 2° enthalten ist. x € P, soll das
Merkmal k € N = {m + 1,...,m + n} besitzen falls 2'B), = 1 gilt - also falls die k-te reine
Strategie von Spieler 2 eine beste Antwort auf 2° von Spieler 1 ist.

Analog fiir y € P,: y hat das Merkmal k£ € N falls y;, = 0 und hat das Merkmal k € M,
falls Ay = 1.

Satz. Seix € P, und y € Py, mit (x,y) # (0,0). x und y besitzen zusammen alle m +n
Merkmale genau dann wenn (z°,y°) ein Nash-Gleichgewicht ist.

Beweis. (=) Sei i € M beliebig. Dann gilt laut Voraussetzung, dass eine der beiden Stra-
tegien das Merkmal 7 besitzt. Also entweder z; = 0 oder die reine Strategie i ist beste
Antwort auf 3°. Da dies Vi € M gilt, sechen wir, dass Spieler 1 eine beste Antwort auf 7°
spielt. Analog fiir Spieler 2. = (z°,4°) ist ein Nash-Gleichgewicht.

(<) Sei (x,y) ein Nash-Gleichgewicht und A; (> 0, da Eintrige der Gewinnmatrix posi-
tiv) der Gewinn von Spieler ¢ (i = 1,2) bei diesem Strategieprofil = 2’ = % € Prund
y =+ € PR Uberpriifen wir dies fiir o: o} > 0 ist sicher erfiillt, da 2 eine gemischte
Strategie war. Weiters gilt By’ = Xy = /By’ = 1. y war aber, da (x,y) ein Nash-
Gleichgewicht war, eine beste Antwort auf z, d.h. setzt man in der Gleichung eine andere
Strategie von Spieler 2 ein, also auch eine reine, kann der Gewinn nur kleiner sein aber
nicht groffer = 2/ € P;. Nun miissen wir noch zeigen, dass z’,y’ zusammen alle Merkmale
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besitzen. Dies ist aber offensichtlich erfiillt, da die beiden beste Antworten aufeinander
sind. ]

Nun wollen wir den Lemke-Howson Algorithmus aufschreiben und beweisen, dass dieser
tatséchlich ein Nash-Gleichgewicht ausgibt:

Algorithm 1 Lemke-Howson Algorithmus

1: Wir beginnen mit z, y als die Nullvektoren von Liange m bzw. n (Der Vektor = hat also
die Merkmale 1,...,m und y die Merkmale m + 1, ...,m + n)
Sei kg eines der Merkmale von .
k= k’o
loop

Wir entfernen das Merkmal k& von x und geben x dafiir ein neues. Anschliefend
definieren wir neu: x als die neue Ecke des Polytops, und £ als das neu hinzugefiigte
Merkmal

6: Falls k = kg endet die Schleife hier.

7: Wir entfernen das Merkmal k£ von y und geben y dafiir ein neues. Anschliefend
definieren wir neu: y als die neue Ecke des Polytops, und k als das neu hinzugefiigte
Merkmal

8: Falls k = ky endet die Schleife hier.

9: end loop

10: return Nash-Gleichgewicht (2, 1)

Beweis. Nach dem Satz zuvor, wissen wir, dass wir mit dem Algorithmus fertig sind, sobald
wir zwei Vektoren x € P, und y € P, gefunden haben, die zusammen alle Merkmale
besitzen und nicht die Nullvektoren sind (damit wir sie normieren kénnen).
Im ersten Durchgang der Schleife entfernen wir von x ein beliebiges Merkmal £y und fiigen
dafiir ein neues hinzu. Wir springen somit von x auf eine neue Ecke des Polytops, die wir
als  neu definieren. Als néchstes entfernen wir das zu x hinzugefiigte Merkmal von y.
Stand jetzt haben x und y alle Merkmale bis auf jenes urspriinglich von = entfernte.
Dies setzen wir fort: wir fiigen y ein neues Merkmal hinzu, wir entfernen x jenes, geben
ihm dafiir ein neues. Wir entfernen von y dieses usw.
Es gilt also solange k # kg, dass genau jenes Merkmal kg fehlt. Es gilt aber auch weiterhin,
dass sie zusammen in Summe m + n Merkmale besitzen - eines von diesen haben beide
gemein. Ist nun aber k = kg so besitzen beide zusammen alle Merkmale = (z°,¢") ist ein
Nash-Gleichgewicht.

O

Bemerkung: In den verwendeten Vorlesungsnotizen [12] wird ein alternativer Beweis fiir
den Algorithmus zu unserem angefiihrt. Dieser verwendet teilweise Graphentheorie auf
welche wir an dieser Stelle aber nicht néher eingehen wollen. Ein Korollar des Beweises
mit Graphentheorie besagt folgendes: Ein nichtdegenerietes (=P; sind einfach) Zwei-Spieler
Spiel hat eine ungerade (also auch endliche) Anzahl an Nash-Gleichgewichten.
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Beispiel 3.3. (Anwendung des Lemke-Howson Algorithmus) (vgl. Pritchard [12]).
Wir wollen nun den Algorithmus auf die Bimatrix

Spieler 2
4 5 6
1] (1,2) | (3,1)](0,0)
Spieler 1 2| (0,1) | (0,3) | (2,1)
31(2,0) | (1,0) | (1,3)

anwenden. Wir haben also ein Zwei-Spieler Spiel wobei Spieler 1 die Menge M = {1,2, 3}
und Spieler 2 die Menge N = {4,5,6} als maogliche Strategien haben.

Die Bimatriz hat keine dominierten Spalten oder Zeilen. Weiters erfillt sie Annahme 1
und 2.

Zu Beginn des Algorithmus starten wir mit den Nullvektoren x,y € R3. Weiters definieren
wir uns die Variablen r; bzw. s;, so dass:

A,-y +ri=1 und ZL‘tBj + Sj+3 = 1.

Mit den Vektoren r = (r1,72,73)" und s = (84, S5, 86)" kommen wir somit auf diese zwei
3 x 3-Gleichungssysteme:
Ay+r=1und s'B+s=1.

Als nichstes wollen wir diese Gleichungssysteme auf die Formr = 1— Ay bzw. s =1—12'B
umformen und dann zeilenweise ausschreiben, wobei wir somit die Schema [A] und [B]
bekommen, die jeweils aus drei Gleichungen bestehen:

lel—y4—3y5 [Al]

To = 1-— 2y6 [AQ]

r3 =1 — 2ysys — Y6 [A3]
und

sq4=1—2x; — 29 [B1]

Sy — 1-— Ty — 31‘2 [B2]

S = 1-— Lo — 3%3 [B3]

Der Vektor x besitzt derzeit die Merkmale 1,2 und 3, Vektor y besitzt 4,5 und 6. Laut dem
Algorithmus wollen wir x nun eines der Merkmale entfernen, z.B. 1. Das heifit wir wdhlen
fir zy einen Wert groffer 0. Da wir x aber stattdessen ein neues Merkmal (4,5 oder 6)
dazu geben wollen, miissen wir diesen Wert passend wdhlen. Damit x beispielsweise das
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Merkmal 4 bekommt, miissten wir x1 so wihlen, dass die Gleichung [B1] erfillt ist. Lisen
wir also nun [B1] nach x1 auf und setzen den Wert den wir fir 1 bekommen auch in die
Gleichungen [B2] und [B3] ein so erhalten wir unser zweites [BJ-Schema:

1 1 1
xr1 = 5 — 584 — §I2 [BQ]_]
1 1 d
Sy = 5 + 554 — 5.1'2 [322]
Sg — 1— Ty — 31‘3 [323]

Wir haben somit x das Merkmal 4 gegeben, laut Algorithmus missen wir dieses also nun
von y entfernen, d.h wir setzen yqs # 0. Wir wollen y nun aber wiederum ein Merkmal
stattdessen dazu geben. Da yy in den Gleichungen [A1] und [A3] vorkommt stehen diese
zur Wahl, wir entscheiden, wie auch der Autor der angegebenen Quelle, mithilfe der Min-
Ratio-Regel fiir [A3] (d.h. wir betrachten die Koeffizienten von ys und entscheiden uns fir
den grifiten). Also geben wiry das Merkmal 3. Hierfir missen wir [A3] auf yy l6sen und
dann analog zu vorher den Wert in die anderen Gleichungen einsetzen, wir bekommen dann
das Schema [A?]:

1 1 5 1

r= B + 57”3 — §y5 + 51/6 [A21]

re =1—2ys [A%2]
1 1 1 1

Ys==—=T3— =Ys — =Ys [A23]

2 2 2 2

Der Algorithmus lduft nun solange weiter, bis einer der beiden Vektoren x oder y wieder
das Merkmal bekommt welches wir zuerst entfernt hatten - also hier 1.

y wurde zuletzt das Merkmal 3 gegeben, wir miissen dieses daher x wegnehmen und geben
thm aufgrund der Min-Ratio-Regel Merkmal 6:

1 1 1
xr1 = 5 — 554 — 5372 [Bgl]
1 1 5)
S5 = 5 + 584 — E.TQ [332]
1 1 1
= B*3
T3 3 3362 386 [ ]

x wurde das Merkmal 6 gegeben, wir miissen dieses daher y wegnehmen und geben ihm
aufgrund der Min-Ratio-Regel Merkmal 2:
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3 1 5 1

=7 + 53 T oY Ty [A*1]
1 1

Y6 = 9 57“2 [A32]
1 1 1 1

Yr=—— =3 — =Ys + =T [A33]

4 2 2 4

y wurde das Merkmal 2 gegeben, wir miissen dieses daher x wegnehmen und geben thm
aufgrund der Min-Ratio-Regel Merkmal 5:

2 3
I = g — 384 + 585 [B41]
1 1 2
Ty — g + 584 — 385 [342]
4 1 2 1
= — — — N _ B43
T3 5 15S4+ 1585 336 [ ]

x wurde das Merkmal 5 gegeben, wir miissen dieses daher y wegnehmen und geben thm
aufgrund der Min-Ratio-Regel Merkmal 1:

3 1 2 1

95:1—0‘1‘57"3—57“1—E7“2 [A*1]
1 1

Yo = 5 — 57”2 [A42]
1 3 1 3

Yo = 15— 23T ST o [A13]

10 5 5 10

Nun endet der Algorithmus, da wir y nun das Merkmal gegeben haben, welches wir x im
ersten Schritt entfernt hatten. Hdtte nun x das Merkmal 1,2 oder 3 bzw y das Merkmal
4,5 oder 6 so wire das entsprechende x; bzw. y; = 0. Dies ist aber nicht der Fall, bei uns
hat x die Merkmale 4,5,6 und y 1,2,3 was bedeutet, dass r; =0 und s; = 0. (Genauer fir
den Fall sy: x hat das Merkmal 4, d.h 2*By = 1, woraus s, = 0 folgt.) Setzen wir diese in
den Schemas [AY] bzw. [BY] gleich Null so kénnen wir die Werte von den Komponenten
unserer Vektoren x,y direkt ablesen:

/(214 s (L 31
"T\s5y1) YT 100102/

Um auf die gemischten Strategien zu kommen, welche das Nash-Gleichgewicht bilden,
missen wir diese beiden Vektoren noch normieren, was zu

6 3 4 135
o_ (2 =2 = o_ (=2 = =2
‘ _(13’13’13) und y (9’9’9)
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Beispiel 3.4. Nun wollen wir den Algorithmus an einem einfacheren Beispiel anwenden,
mit welchem wir in Kapitel 4.4 nochmals zu tun haben werden. Die Spieler haben hierfiir
die folgenden Gewinnmatrizen:

0 3 01
AZ(l 1) undB:<3 1>.

Analog zum Beispiel vorhin sollen die Strategien von Spieler 1: 1 und 2 bzw von Spieler
2: 3 und 4 heiflen. Wir starten wieder mit den Vektoren x = (0,0)" und y = (0,0)". Die
Komponenten vom Vektor x heiflen x1,xo jene von y heiffen ys,ys. i, s; sind analog zum
Beispiel zuvor gewdhlt.

Wir kommen somit auf die beiden Gleichungssysteme [A] und [B]:

r1=1—3y [A1]
re=1—1Ys =y [A2]
s3=1— 3w [B1]
s4=1—121 — 29 [B2]

Wir entfernen nun als ersten Schritt das Merkmal 1 von x und geben thm dafir, da x1 nur
in der Gleichung [B2] vorkommt, das Merkmal 4:

s3=1— 319 [B*1]
T = 1— Lo — Sy [B22]

Da wir x das Merkmal 4 gegeben haben miissen wir es von y entfernen. Stattdessen geben
wir y (nach der Min-Ratio-Regel) das Merkmal 1:

1 [Azl]

T1 [A2 2]

Hier endet der Algorithmus auch schon wieder, da wir y nun das Merkmal gegeben haben,
welches wir im ersten Schritt von x entfernt haben. x hat nun die Merkmale 2 und 4; y
hat die Merkmale 1 und 3. Dies fiihrt auf: o = 0,54 = 0,71 = 0 und y3 = 0. Hier kénnen
wir uns allerdings den Zwischenschritt, die Werte in die Gleichungssysteme einzutragen,
sparen, da die Komponenten von x° und y° in Summe 1 ergeben miissen. Somit bekommen
wir 2° = (1,0) und y° = (0,1). Dass dies tatsdichlich ein Nash-Gleichgewicht ist sehen

39



wir schnell, wenn wir die Gewinnmatrizen betrachten: Keiner der beiden Spieler kann sich
verbessern indem er alleine seine Strategie dndert.

Hdtten wir anfangs das Merkmal 2 von x entfernt und hdtten uns wieder an die Min-Ratio-
Regel gehalten so wiren wir auf das dazu symmetrische Nash-Gleichgewicht ° = (0,1) und
y* = (1,0) gekommen.

Wollen wir mithilfe des Algorithmus ein Gleichgewicht in gemischten Strategien fiir dieses
Spiel finden so miissen wir darauf achten, dass am Ende des Algorithmus x, # 0,25 #
0,y3 # 0 und y4 # 0 gilt. Da die beiden Strategien aber zusammen alle Merkmale besitzen
sollen muss deshalb x fiir diesen Fall Merkmal 3 und 4 bzw. y Merkmale 1 und 2 besitzen
- hierfir miissen wir von der Min-Ratio-Regel abweichen. Die Schema [A] und [B] zu
Beginn sind natirlich ident. Wir beginnen indem wir x das Merkmal 1 entfernen und dafiir
Merkmal 4 geben, was uns zu den gleichen [B*1] bzw. [B?2] fiihrt wie zuvor. Wir miissen
nun also y Merkmal 4 entfernen und thm dafiir ein anderes geben. Da wir nicht wollen,
dass der Algorithmus wie zuvor hier schon abbricht, geben wir y diesmal das Merkmal 2:

r1 = —2+ 3ys + 3rs [A21]
Yg = 1- Yz — 7o [A32]

Folglich entfernen wir nun x Merkmal 2 und geben thm dafir 3:

[B{1]

&
N
|
|
Va)
w

S3 — 84 [BEQ]

+
Wl Wl

8
=
I

WIN W =

Als letzten Schritt nehmen wir y das Merkmal 3 und geben ihm dafir 1:

Ys = 5+ 3r1— 12 [A21]

Wl Wl N
W =W

Yy = T [A22]

Hier endet der Algorithmus und wir haben es wie gewtinscht erreicht, dass x Merkmale 3,/
und y Merkmale 1,2 besitzt, dies fihrt auf ri = 0, 1o = 0, s3 = 0 und s, = 0. Setzen
wir dies in die letzten Gleichungssysteme [A3] und [B2] ein so bekommen wir die (bereits

normierten) gemischten Strategien 2° = (3, 3) und y° = (3, 3).
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4 Anwendungen

In diesem letzten Kapitel wollen wir uns mit Anwendungen der Spieltheorie und insbe-
sondere von Nash-Gleichgewichten beschéftigen. Wir werden ein Beispiel aus der Biologie
und der Wirtschaft kennen lernen. Weiters werden wir einen Blick darauf werfen, wie sich
Spieler verhalten wenn sie das Gefangenendilemma mehrmals gegeneinander spielen.

4.1 Evolutionire Spieltheorie

Wir wollen uns nun mit der von John Maynard Smith mitbegriindeten evolutiondren Spiel-
theorie beschéftigen. In diesem Kapitel folgen wir grofiteils dem Anfang des Kapitel 2 aus
dem Buch "Evolutionary Game Theory’ von Jorgen W. Weibull [1].

Wir betrachten eine Population von Individuen (Tiere, Bakterien,...), die von Natur aus
darauf programmiert sind eine fixe gemischte oder reine Strategie aus ihrer moglichen Stra-
tegiemenge zu spielen. Den Gewinn eines solchen Spiels nehmen wir als Gewinn von Fitness
(=bessere Uberlebenschance) an. Die Frage mit der wir uns im folgenden beschéftigen wol-
len ist nun, was passiert, wenn man zu dieser Population eine kleine Gruppe von Individuen
(=Mutanten) hinzufiigt die eine andere Strategie spielt. Wir wollen mithilfe der Spieltheo-
rie simulieren wie sich diese Mutantengruppe auf die gesamte Population auswirkt. Wird
sie die urspriingliche Form verdréingen? Stirbt die Mutation wieder aus oder leben die bei-
den Gruppen in einem Gleichgewicht zusammen?

Einschriankungen und Annahmen: Damit wir das oben beschriebene simulieren und
als Spiel aufschreiben kénnen miissen wir einige Einschrankungen und Annahmen treffen.

1. Die Zahl der Individuen soll sehr groff sein, weil ansonsten eine kleine Gruppe von
Mutanten bzw. Aktionen eines einzelnen Individuums zu grofle Auswirkungen auf die
gesamte Population hétten.

2. Wir gehen von einer einzelnen Population aus, bei der immer nur ein Paar von Indi-
viduen auf einmal gegeneinander ’spielt’. Wir kénnen uns das also so vorstellen, dass
nacheinander je zwei Individuen gegeneinander spielen. Wenn das Spiel beendet ist
beginnt das néchste Paar.

3. Es gibt in der von uns betrachteten Population zu einem Zeitpunkt immer nur eine
einzige Mutation, d.h. die Population hat Zeit auf die Mutantengruppe zu reagie-
ren. Erst wenn die Population wieder in einem Gleichgewicht ist kann die néchste
Mutation geschehen.

4. Die Individuen ohne Mutation haben eine fixe reine/gemischte Strategie die sie immer
wéhlen. Ebenso haben die Mutanten eine (andere) fixe Strategie die sie immer spielen.

Wenn wir all das beachten kommen wir auf folgendes Spiel: Da jeweils nur ein Paar (= zwei
Individuen) gegeneinander spielt, reicht es von einem Zwei Spieler Spiel auszugehen. Jedes
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Individuum hat die gleichen Méglichkeiten (= gleiche Strategienmenge) und den gleichen
moglichen Gewinn bzw. Verlust (= gleiche Gewinnfunktion).

Wir nennen die Menge der reinen Strategien eines Individuums K = {1,2, ..., k}. Wie schon
zuvor in Kapitel 2 und 3 bei Zwei-Spieler Spielen meinen wir mit A den Raum der gemisch-
ten Strategien fiir einen Spieler. (Da beide Spieler die gleiche Strategiemenge haben, gibt es
hier nur einen.) Mit © = A? meinen wir den Raum der Strategieprofile. Den Gewinn (von
Spieler 1), wenn Spieler 1 Strategie p € A und Spieler 2 Strategie ¢ € A spielt, beschriften
wir mit II(p, ¢). (Bei den hier betrachteten Spielen reicht es, die Gewinnfunktion von Spie-
ler 1 zu benennen, da der Gewinn fiir Spieler 2 aufgrund der Symmetrie des Spiels in dieser
Situation II(g, p) ist.) In den Annahmen haben wir gesagt, dass wir davon ausgehen, dass
jedes Individuum (Mutant oder nicht Mutant) eine fixe Strategie hat, die es immer spielt.
Sei p die Strategie, welche von den Nicht-Mutanten gespielt wird und ¢ die Strategie die
von den Mutanten gespielt wird. Der Anteil der Mutanten soll ¢ € (0,1) betragen, d.h.
wahlt man ein zufalliges Individuum aus der Population aus, so ist die Wahrscheinlichkeit
einen Mutanten ausgewéhlt zu haben e und einen Nicht Mutanten ausgewihlt zu haben
1 — €. Spielt also ein Individuum (nicht Mutant oder Mutant) gegen ein zuféllig anderes
Individuum, so ist der durchschnittlich zu erwartenden Gewinn gleich grof§, wie wenn er
gegen ein Individuum spielen wiirde, welches die gemischte Strategie eq + (1 — €)p spielt.

Wir werden die oben beschriebenen Ideen anhand des sehr bekannten Falken-Tauben Spiel
néher kennenlernen. Zuvor werden wir aber noch eine Verfeinerung des Nash-Gleichgewichts
vornehmen. Wie wir in Kapitel 3 schon gesehen haben, kann ein allgemeines Spiel mehr
als ein Nash-Gleichgewicht besitzen. Doch welches von den gefundenen ist dann das pas-
sende? Um dies zu kldren gibt es Verfeinerungen, also extra Bedingungen an ein Nash-
Gleichgewicht, die erfiillt sein sollen. Eine von diesen wollen wir nun definieren:

Definition. Wir nennen die Strategie p evolutiondr stabile Strategie (=ESS), falls
Vg (#p) € A:3e, € (0,1) : Ve € (0,¢,) : II(p,eqg + (1 — €)p) > 11(q,eq + (1 — €)p)  (10)
Bemerkungen:

1. Die Definition kénnen wir wie folgt in Worte fassen: Wir betrachten eine Population
bei der jedes Individuum Strategie p wihlt. Diese Strategie nennen wir evolutionér
stabil, falls es fiir jede mogliche Mutation ¢ einen Prozentsatz €, (=Anteil der Mu-
tanten in der Population) gibt, so dass die Individuen welche beim Spiel, gegen ein
zuféllig ausgewéhltes Individuum, p spielen, einen durchschnittlich héheren Gewinn
an Fitness haben als jene die ¢ spielen.

2. Ist p eine ESS, so ist (p, p) ein Nash-Gleichgewicht. Um das zu sehen iiberlegen wir
uns, dass p eine beste Antwort auf sich selbst ist. Angenommen dies wére nicht der
Fall, dann 3¢ € A : TI(q,p) > I(p, p). Dann wiirde aber fiir ein kleines ¢ (=Anteil
der Mutanten) gelten, dass ¢ einen hoheren Gewinn gegen eq + (1 — €)p hat als p,
denn: fiir ein € klein genug gewéhlt gilt, dass
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(g, eq + (1 —€)p) = €-1l(q,q) + (1 —¢) - lI(q,p) >
—
> (p,p)

>e-(p,q) + (1 —¢€) - U(p,p) = U(p,eq + (1 — €)p).

Dies ist aber ein Widerspruch zu (10). Wir konnen also etwas umstéandlich schreiben:
Jede Strategie im Strategieprofil (p,p) ist somit beste Antwort auf alle anderen =
(p, p) ist ein Nash-Gleichgewicht.

Bezeichnen wir also mit AYY die Menge aller Nash-Gleichgewichte des Spiels und
mit A5 die Menge der evolutionir stabilen Strategien (=Strategieprofil, bei der
jeder Spieler gleiche ESS wiihlt), so gilt: AP C ANC,

- s gilt: AR5 = {p € ANY : TI(p, q) > Tl(q, q) ¥Yq € B(p),q # p}

Erinnerung: B(p) ist die Menge der besten Antworten auf p.

Beweis: Fiir den Beweis benennen wir die Menge auf der rechten Seite mit M := {p €
ANC  TI(p, q) > 11(q,q) Yq € B(p),q # p}. Wir zeigen zuerst, dass wenn p € AFS9
eine evolutionér stabile Strategie ist, p auch in M enthalten sein muss. Sei ¢ € B(p)
also neben p eine zweite beste Antwort auf p. Angenommen es gilt: II(p, ¢) < Il(q, q),
d.h. das ¢ mindestens so gut gegen ¢ spielen wiirde wie p = I(p,eq + (1 — €)p) <
I1(q, eq+ (1 —€)p) - dies gilt aufgrund der Linearitét von II, da ¢ nach Voraussetzung
beste Antwort auf p ist und nach Annahme mindestens so gut gegen sich selbst ist
wie p. Dies ist aber ein Widerspruch zu p ist eine ESS".

Bleibt noch (p € M = p € AP59) zu zeigen: Sei nun also p € M und q € B(p).

[(p,eq+ (1 —e)p) = - 1(p,q) + (1 —¢) - (p,p)

(1) (2
>'TI(q,q) =1I(g,p)

>e-1(q,q)+ (1 —¢€)-(q,p) =1I(g,eq + (1 — €)p)

Bei (1) verwenden wir das p € M und bei (2) das p,q € B(p). Ist ¢ ¢ B(p), so haben
wir auch bei (2) ein >, was an der Aussage nichts dndert, womit gezeigt ist, dass die
definierende Gleichung (10) Vy € A erfiillt ist = p € ANC.

. Die Menge aus 3. kann man &dquivalent in zwei Gleichungen aufschreiben.

I(p, p) > Il(q,p) Vg € A
I(p,p) =(q,p) = (p,q) >1(q,q) Vg #p

Diese beiden Gleichungen hat Maynard Smith (1974) urspriinglich verwendet um ein
ESS zu definieren. In Worten kénnen wir diese beiden Gleichungen so zusammenfas-
sen: p ist genau dann eine ESS, falls es keine Strategie ¢ gibt die besser gegen p spielt
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als p selbst. Falls sie gleich gut gegen p spielt, ist aber p besser gegen ¢ als ¢ selbst.
Anders formuliert: Spielen alle Individuen die evolutionér stabile Strategie so hat ein
einzelner (bzw. eine kleine Gruppe) keinen Vorteil davon eine andere zu spielen.

Beispiel 4.1. (Falken-Tauben Spiel) (vgl. Leininger, Amann [20] und Hotz [14])

Wir betrachten nun eines der bekanntesten spieltheoretischen Beispiele, das sogenannte
Falken-Tauben Spiel/Modell. Hierbei betrachten wir eine Population von Vdgeln, wobei
zwei Individuen bei einem Aufeinandertreffen je zwei Mdoglichkeiten haben sich zu verhalten:
friedfertig’ (=Taube) oder kampflustig’ (=Falke). Der Gewinn ist wie oben beschrieben ein
Gewinn an Fitness/Uberlebenschance, also beispielsweise Futter oder ein Revier.

Die daber méglichen Situationen sind wie folgt:

1. FEine Taube trifft auf eine Taube: beide sind friedfertig und wollen keine Konfronta-
tion, deshalb teilen sie sich den Gewinn.

2. Ein Falke trifft auf einen Falken: beide wollen den Gewinn und werden nicht kampflos
aufgeben. Einer von beiden wird den Gewinn bekommen, der andere bekommt nichts.
Beide tragen Verletzungen aus dem Kampf mit (=negativer Gewinn).

3. Eine Taube trifft auf einen Falken: Die Taube gibt kampflos auf und der Falke be-
kommt den gesamten Gewinn.

Wir kénnen das oben beschriebene Spiel mithilfe einer Bimatrix aufschreiben:

Individuum 2

Taube Falke
vV V
Individuum 1 Taube (2’ 2) (0’ V)
Falke | (V,0) | (¥ —¢,¥ —¢)

Hierbei steht V' fiir den Gewinn und c fiir die Schwere der Verletzung. Im Fall Falke gegen
Falke konnte man auch ein leicht abgedndertes Modell betrachten, bei welchem nur der
Verlierer eine Verletzung davon trégt. Somit hétten beide - wie auch beim Gewinn V' - je
eine 50% Chance auf eine Verletzung, was zu dem Bimatrix Eintrag: (5-(V —¢),5-(V —¢))
fithren wiirde, was die folgende Analyse des Spiels aber nicht grundlegend verédndern wiirde.
Wir wollen nun das Spiel auf evolutionér stabile Strategien untersuchen:

e Ist "Taube’ eine ESS? Dies konnen wir leicht {iberpriifen. Dazu nehmen wir an, dass
die von uns beobachtete Population nur Tauben beinhaltet bis auf einen Falken (ent-
spricht kleinst moglichem e in der Definition (10) von ESS). Treffen zwei Tauben
aufeinander so teilen sie sich den Gewinn, also bekommt jede % Der eine Falke trifft
nur auf Tauben und bekommt jedes mal einen Gewinn von V', was besser ist, somit
kann Taube keine ESS sein, denn wenn ein einzelner seine Strategie dndert hétte er
einen Vorteil.

Formal (T=Taube, F=Falke): II(T,T) < II(F,T), was der ersten definierenden Ei-
genschaft nach Maynard Smith widerspricht. Das heifit eine Population von Tauben

kann von Falken ’infiltriert’ werden.
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e Ist 'Fualke’ eine ESS? Hierfiir machen wir eine Fallunterscheidung

1. Fall: %—c>0:

Hier gilt II(F, F') > II(7T, F'), womit in diesem Fall "Falke’ eine ESS ist.
2. Fall: % —c<0:

Hier gilt II(F, F') < I(T, F'), womit in diesem Fall 'Falke” keine ESS ist, d.h.
eine Population von Falken kann in diesem Fall von Tauben ’infiltriert’ werden.

e Gibt es eine gemischte Strategie, welche eine ESS ist? Um die Frage beantworten zu
konnen iiberlegen wir zuerst, dass eine gemischte Strategie R = p-T+(1—p)-F € A
die Gleichungen

(T, R) 2 11(F, R) 2 1I(R, R)

erfiillen muss um eine ESS zu sein. Angenommen Gleichung (1) wiirde nicht gelten,

dann hétte (0.B.d.A) T einen hoheren Gewinn gegen R als F', also II(T, R) > II(F, R).

Dies kénnten wir uns als Spieler zu nutze machen indem wir den Anteil p in R auf

ein passendes p > p erhohen und somit auf eine neue gemischte Strategie R kommen.

Wihlen wir beispielsweise p = 1 so gilt fiir R:

(R, R) = (T, R) = pI(T, R)+(1—p)-I(T, R) > p-II(T, R)+(1—p)-II(F, R) = II(R, R),
—

SII(F,R)

was ein Widerspruch zur ersten Bedingung nach der Definition von Maynard Smith,
damit R eine ESS ist, ist. Die Gleichheit in (2) folgt direkt aus (1), denn

I(R,R)=M(p-T+(1—p)-F,R)=p-1(T,R) + (1 —p) - II(F,R) = II(T, R).

=II(T,R)

Gleichung (1) kénnen wir verwenden um einen passenden Wert fiir p zu berechnen:

(T, R) = I(F,R) < p-I(T,T) + (1 — p) - I(T, F) = p-I(F,T) + (1 — p) - IL(F, F)
Sp g+ (1-p)0=pVH(1-p) (50

& —l—v
p= 2c

Wir bekommen somit als ESS die gemischte Strategie: R = (1 —5) - T + - - F.
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4.2 Duopol

Als néchste Anwendung von Nash-Gleichgewichten wollen wir uns mit einem wirtschaftli-
chen Thema beschéftigen. Wir werden zwei Modelle (Cournot Modell, Bertrand Modell)
kennen lernen, welche beide die Situation zu beschreiben versuchen in welcher zwei Fir-
men das gleiche Produkt herstellen und beide méglichst viel Gewinn lukrieren mochten. In
diesem Abschnitt werden wir der Arbeit von Ferguson [15] folgen.

4.2.1 Cournot - Modell

Beim Cournot Modell (benannt nach Antoine-Augustin Cournot, 1801-1877) bestimmen
die beiden Firmen ihre Produktionsmengen fiir das Produkt. Der Preis ist dann eine Funk-
tion in Abhéngigkeit der insgesamt zur Verfiigung stehenden Anzahl an Produkten.
Genauer: Firma 1 bzw. Firma 2 bestimmen zeitgleich, ohne zu wissen was die andere Firma
macht, ihre Produktionsmengen ¢; bzw. ¢ fiir das Produkt. Wir gehen davon aus, dass
die Firmen lediglich pro hergestelltem Produkt einen Preis von ¢ zahlen miissen - es also
keine Fixkosten fiir beide gibt. Stellt also Firma i(= 1,2) ¢; Exemplare des Produkts her,
so liegen die Kosten bei c¢- ¢;. Die insgesamt zur Verfiigung stehende Anzahl an Produkten
ist dann ) := ¢; + g2 Die Preisfunktion P nehmen wir - etwas realitdtsfern - als lineare
Funktion mit einem Maximalpreis a an:

a—Q falls @ <a

P = (aqQ — + =
(@) = Q) {0 falls @ > a

Bemerkung: Im Text von Ferguson wird in den Ubungsbeispielen eine ’realistischere’
quadratische Preisfunktion vorgeschlagen, bei welcher wir in den einzelnen Schritten mit
umsténdlichen Termen zu tun héitten, weswegen wir bei dieser kurzen Einfithrung vorerst

beim linearen Modell bleiben. Die quadratische Preisfunktion wird dann in Beispiel 4.2
behandelt.

Damit wir es - wie bisher auch - mit einem endlichen Spiel zu tun haben, schrinken wir die
Strategien der beiden Firmen nun ein: Theoretisch konnten sie so viele Produkte herstellen
wie sie wollen, was zu ¢; € [0, 00) fithrt. Praktisch haben die beiden Firmen aber ab einer
Menge von a keinen Gewinn mehr, was die Einschrankung von ¢; € NN [0, a] durchaus als
realistisch erscheinen lésst.

Mit der oben genannten Preisfunktion kénnen wir nun auch die Gewinnfunktionen angeben:

Hi(Q17Q2):P(QMCD)‘C]@‘_C'%’ZQi'(a_Q1_QQ_C)

Beim Angeben der Gewinnfunktionen haben wir noch eine Annahme getroffen, namlich
jene, dass jedes hergestellte Produkt auch tatsdchlich verkauft wird. Wir wollen nun einen
Punkt (g7, q3) € [0,a)? finden, in welchem fiir beide Firmen die Gewinnfunktion maximiert
wird. Hierfiir verwenden wir eine Methode der Differentialrechnung: Ableitung Null setzen.
Dies fiihrt uns auf das Gleichungssystem:
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9 !
I: a_quI(QIa(]Q) =—2-qta—qg—c=0
9 !
IT: = -Ib(q, @) =-2-¢+ta-q-c=0
42
Dieses konnen wir 16sen und bekommen (g7, ¢3) = (%3, 3°) was auf den Gewinn I1; (q7, ¢5) =

Ma(qy, g3) = 5 fiihrt.

Wir sehen, dass unsere Losung nicht immer (abhingig von den Werten von a und c)
ganzzahlig sein muss. In diesem Zusammenhang haben wir nun zwei Moglichkeiten da-
mit umzugehen. Falls das Spiel nur einmal gespielt wird runden wir auf die betragsméafig
nichstliegende ganze Zahl auf (Z) bzw. ab (Z). Wird das Spiel éfters gespielt, konnen die
Firmen auch gemischte Strategien nutzen, bei welchen sie Z und Z in einem Verhiltnis
spielen, welches dem Gleichgewichtspunkt entspricht.

Dass dies wirklich ein Nash-Gleichgewicht ist, konnen wir uns leicht iiberlegen. Mit dem
Gleichungssystem haben wir ein Paar von Strategien berechnet, welches das Maximum
an Gewinn fiir eine Firma gewinnt, vorausgesetzt die andere Firma &ndert ihre Strategie
nicht oder anders formuliert: Keine der beiden Firmen hat einen Vorteil davon alleine die

Strategie zu dndern.

Spezialfall: Das Cournot Modell kann auch auf die Situation angewendet werden, wenn
nur eine Firma das Produkt (Anzahl ¢) herstellt - wodurch sich die Rechnung vereinfacht:
M=q-(a—q)—c-q = IT'(q) :a—2q—c$ 0= ¢ =% =1I(¢") = (a_;)?,was
einem (logischerweise) hoherem Gewinn entspricht als wenn die Firma mit einer anderen

konkurrieren miisste.

Verallgemeinerungen: Wir wollen hier kurz einige Ideen fiir (einfache) Verallgemeinerun-
gen zusammenfassen. Die erste haben wir weiter oben schon erwéhnt: lineare Preisfunktion
durch eine realistischere ersetzen (siehe Beispiel 4.2). Wir konnten die Produktionskosten
der beiden Firmen unterschiedlich hoch wéhlen (= ¢4, ¢2), was den Term ¢ - ¢; auf ¢; - ¢;
in der Gewinnfunktion dndern wiirde. Eine weitere Vereinfachung die wir zuvor getroffen
haben war der Wegfall der Fixkosten fi, fo fiir die beiden Firmen. Diese miissten in der
Gewinnfunktion als Konstanten abgezogen werden.

Mochten wir Modelle mit mehr als zwei Firmen, also beispielsweise drei Firmen, betrachten
so konnten wir das Modell durch Einfithrung von g3, c3 und f3 und daraus resultierenden
neuen Preis- und Gewinnfunktionen fiir alle Spieler ausbauen.

Beispiel 4.2. Wie auch zuvor betrachten wir wieder zwei Firmen die das selbe Produkt
in gleicher Qualitdt herstellen. Die beiden Firmen entscheiden unabhdngig und gleichzeitig
wie viele Stiick des Produkts sie produzieren wollen. Firma 1 produziert g1 und Firma 2 g
Stiick. Die Gesamtanzahl der verfiigbaren Produkte liegt somit bei (Q = q1 + q2. Die Kosten
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pro Stiick liegen bei beiden Firmen bei ¢ = 1. Die quadratische Preisfunktion:

Q7 =5-Q+26  falls0<Q <10

P@) = {1 falls 10 < Q

hingt wie auch zuvor von Q) ab. Damit wir wieder ein endliches Spiel betrachten, schrdnken
wir die Anzahl der maéglichen Stiicke sinnvoll ein. Da P(Q)) —c= P(Q) —1=0VQ > 10
ist, soll q1,q2 € NN |[0,10] gelten. Wir konnten dieses Spiel somit als 10 x 10 Bimatriz A
aufschreiben, wobei der Eintrag A(i,7) = (111(4, ), Ua(i, 7)) = (P(i+7)-i—i, P(i+j)-j—J)
in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte jenen Gewinn fir Firma 1 und Firma 2 angibt, wenn
Firma 14 Stiicke und Firma 2 j Stiicke des Produkts produziert.

Wir wollen also nun ein Wertepaar (qf,q3) finden, sodass die Funktionen 111(q1,q2) (bei
festem qs) und y(q1, qo) (bei festem qi) an dieser Stelle mazimiert werden. Dies hitte zur
Folge, dass es fiir keine der beteiligten Firmen einen Vorteil bringen wiirde, alleine ihre
Strategie zu dndern. Wir kommen somit auf das folgende Gleichungssystem:

0 1 !
I: %HI(QMCD) =1 (3¢; + ¢5 + 4q1q2 — 40q1 — 20g; + 100) 20
1
0 1 :
11 5 -Ta(q1, @) = 7+ (a4 + 36 + 402 — 200 — 402 + 100) =0
2
Dieses fiihrt zu den mdglichen Lisungen (q¢F,q5) = (%, %) beziehungsweise (q7, q3) = (37 g)

Betrachten wir nun auch die zweiten Ableitungen der Funktionen um Minimumspunkte
ausschliefen zu kinnen kommen wir auf das Nash-Gleichgewicht: (¢t,q35) = (3,2). Der
Gewinn bei diesem Gleichgewicht ist fiir beide Firmen je %.

Bevor wir dieses Beispiel und somit das Kapitel tiber das Cournot Modell abschliefien,
wollen wir uns auch hier den Spezialfall eines Monopols - also nur eine Firma produziert
das Produkt - ansehen: Es werden somit nur q € [0,10] Sticke produziert, was zu einer
Gewinnfunktion 11(q) = q - (i - q*> —5-q+ 26) — q fiihrt. Analog zu vorhin setzen wir die
erste Ableitung gleich Null und losen die Gleichung nach q auf:

3 10
W(g)=7¢ =10 q+25=0 = g€ {710}

Damit wir das Minimum finden, miissen wir uns also auch noch die zweiten Ableitungen
ansehen: 11" (22) = =5 und 11" (10) = 5. Somit ist ¢ = %} unsere gesuchte Lisung. Der

Gewinn fir die Firma betrdgt bei dieser Stiickzahl 11 (13—0) = %.

4.2.2 Bertrand Modell

Anders als beim Cournot Modell legen die Firmen hier nicht die Anzahl der Stiicke fest die
sie produzieren wollen sondern den Preis. In diesem Fall ist die zu produzierende Stiickzahl
(=Nachfrage) abhéingig vom Preis. Die Festlegung des Preises passiert wieder ohne Abspra-
che und zeitgleich.

Annahmen: Fiir unser Modell treffen wir einige Annahmen:

48



e Die Produkte der beiden Hersteller sind komplett ident. Der Konsument kauft daher

jenes das billigere. Somit werden personliche Vorlieben oder Treue gegeniiber einer
Firma von Seiten des Konsumenten komplett ignoriert.
Ab jetzt schreiben wir fiir den Preis von Firma 1 p; und von Firma 2 ps. Es soll weiters
p1,p2 > 0 gelten. Falls beide Firmen den gleichen Preis fiir ihr Produkt verlangen,
also p; = pe, so teilen sie sich den Markt gleichméfig auf, d.h. die eine Halfte der
Konsumenten kauft bei Firma 1 die andere bei Firma 2.

e Die Kosten pro Stiick sind fiir beide Firmen gleich hoch: c. Beide Firmen haben keine
Fixkosten zu tragen. Wir fordern weiters auch py, ps > ¢, da keine der Firmen Verlust
machen mochte.

e Die Nachfragefunktion ist linear abhéangig von p = min{p;, p2}:

Q(p):{a—p firp<a

0 fira <p

wobei a € R eine Konstante ist, welche die maximale Nachfragemenge (bei einem
Preis von 0) angibt.

Mit diesen Annahmen kommen wir somit auf die folgende Gewinnfunktion von Firma 1
(jene von Firma 2 ist analog aufgebaut):

Qp1) - (pr—c)=(a—p1)-(p1—c) falls py < p»
i(pr.p2) = 45 Q1) - (11 —¢) =5 (a—p1)- (1 —¢) falls py = ps

falls p; > po

e}

Um in diesem Modell ein Nash-Gleichgewicht zu finden brauchen wir keine Berechnungen
anzustellen sondern es reicht eine kurze Uberlegung. Ein Paar (p7,p5) kann nur dann ein
Nash-Gleichgewicht sein, falls fiir mindestens einen der beiden Werte p; = ¢ gilt, was zu
einem Gewinn von 0 fiir beide Firmen fiithrt. Angenommen pj, p; > ¢, so konnte eine
Firma davon profitieren,wenn sie alleine den Preis minimal senkt und somit die gesamte
Nachfrage alleine decken kénnte. Dies wére somit offensichtlich kein Nash-Gleichgewicht.
Die somit gefundenen Gleichgewichte sind aber keine gute Vorhersage wie sich zwei Firmen
tatséchlich in der Realitdt verhalten wiirden, wir miissen also unser Modell iiberarbeiten.

Fiir unser neues Modell werden wir eine der Annahmen von oben bearbeiten und wéhlen
hierfiir jene, dass die beiden Produkte komplett ident und gleichwertig sind und jeder
Konsument einfach jenes kauft, welches den niedrigeren Preis hat. Hierfiir fithren wir eine
Konstante 0 < b < 1 ein, welche angibt wie sehr das eine Produkt das andere ersetzen
kann. Zur Vereinfachung wihlen wir fiir beide Produkte jeweils die gleiche Konstante,
obwohl es in der Realitdt wohl durchaus so sein wiirde, dass diese fiir jedes Produkt einen
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anderen Wert annimmt. Mit unserer neu eingefithrten Konstanten b kénnen wir unsere
neue Nachfragefunktionen (diesmal haben beide Firmen eine andere) aufschreiben:

Qi(p1,p2) =(a—p1 +b-pa)"
Q2(p1,p2) = (@—pa+b-p1)"

Dass diese Funktionen Sinn machen und sich so verhalten wie wir das wollen iiberlegen wir
kurz: Eine negativer Wert bei einer Nachfragefunktion macht keinen Sinn, daher kommt
das 7. Verlangt Firma 1 mehr als Firma 2, also zum Beispiel p; = 2 - p; und sind die
beiden Produkte jeweils ein guter Ersatz fiireinander, also zum Beispiel b = 0.8 so erwarten

wir, dass Q1(p1,p2) < Q2(p1,p2):

p2>0
Q1(2-pa,p2) =(a—2-p+0.8 -p2)+ =(a—1.2 -p2)+ <

< (a— 0-2'172)Jr =(a—ps+0.8 _p1>+ = (a —po —i—().8~2']02)Jr = Q2(2 - p2, p2)

Ein Problem haben die neuen Nachfragefunktionen allerdings, denn wenn beide Firmen
einen extrem hohen Preis verlangen, so gibt es noch immer eine positive Nachfrage. Da
wir uns aber sowieso nur mit endlichen Spielen auseinandersetzen wollen, wéhlen wir ei-
ne obere Schranke P fiir den moglichen Produktpreis. Dies fithrt auf die Strategierdume
p1,p2 € [0, P]. Das Spiel hat nun aber noch immer unendlich viele verschiedene Strategi-
en pro Spieler, wir konnen dies aber einschrinken indem wir nur Preise zulassen die an
den ersten zwei Nachkommastellen (Cent) ungleich Null sind. Dies ist keine wirkliche Ein-
schrankung, da in der Realitdt schlieSlich auch mit endlichen Preisen hantiert wird.

Mit unseren neuen Nachfragefunktionen dndern sich auch die Gewinnfunktionen:

I (p1,p2) = Qu(prp2) - (01 —¢) = (@—p1 +b-pa)" - (p1 —¢)
[ (p1,p2) = Qa2(p1,p2) - (P2 —¢) = (a —p2 + b']f)l)Jr “(p2— )

Wir verwenden nun die gleiche Methode wie auch schon zuvor beim Cournot Modell um
ein Nash-Gleichgewicht zu finden. Da wir nur an Nash-Gleichgewichten interessiert sind,
die tatséchlich realistisch erscheinen, nehmen wir an, dass (a—p;+b-ps), (a—pa+b-p;) >0
gilt, da sonst beide Firmen keinen Gewinn haben.

Wir 16sen also nun das Gleichungssystem:

0 !
I: 8—H1(p1,p2)za—2-p1+b-p2+c-p1:0

P1

0 !
II: 8—H2(p1,p2):a—2-p2+b-p1+c-p2;0

D2

Was uns zu dem Gleichgewichtspunkt (pf, p5) = (555, $) fithrt. Der Gewinn fiir die beiden

) 2—
(c:b—c+a
My (p1, p5) = —(b_;)z)

IIN’

Firma bei diesem Gleichgewicht ist je Iy (p7, p3)
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4.3 Gefangenendilemma

Mit dem bekannten Gefangenendilemma haben wir uns schon in Beispiel 3.1 beschéftigt -
in diesem Abschnitt wollen wir einen vertiefenden Blick darauf werfen. Wir werden aber
eine gdngigere Form des Spiels betrachten bei welchem die Gewinne positiv sind:

Verdéachtiger 2
Z V
(3,3) | (0,5)
(5,0) ] (1,1)

Verdiachtiger 1 3

Wie in der Bimatrix schon geschrieben, wollen wir die Strategien nun kurz mit Z fiir zu-
sammenarbeiten und V fiir verraten beschriften.

Im Beispiel 3.1 haben wir schon festgestellt, dass das Nash-Gleichgewicht (V,V) nicht
den hochsten Gewinn fiir die beiden Gefangenen darstellt. Im ersten Teil wollen wir uns
ansehen ob das Nash-Gleichgewicht aber vielleicht dennoch eine gute Prognose ist wie sich
echte Personen in einem solchen Spiel verhalten wiirden. Im zweiten Teil gehen wir auf das
von Axelrod abgehaltene Computer-Simulations-Turnier zum Gefangenendilemma ein und
welche Strategien sich bei hdufigem Spiel gegeneinander als besonders erfolgreich erwiesen
haben. Im letzten Teil des Abschnitts betrachten wir Spiele mit einem dhnlichen Aufbau
und wie bei diesen das Nash-Gleichgewicht (in reinen Strategien) ist.

4.3.1 Experimente zum Gefangenendilemma

Da das Gefangenendilemma zu den bekanntesten Spielen der Spieltheorie gehort gibt es zu
diesem auch einige Experimente, welche sich damit beschéftigen ob das Nash-Gleichgewicht
ein guter Indikator dafiir ist wie sich die Spieler verhalten wiirden oder ob es in der Realitét
dann doch anders ist. Im Buch von Davis (S. 125-130) [4] wird eine Experimentreihe, durch-
gefithrt von Scodel, Minas, Malowe, Rawson, Ratoosh und Lipetz, angefiihrt, welche ihre
Ergebnisse im ‘Journal of Conflict Resolution’ in den Jahren 1959-1962 veroffentlichten.
Dabei wurde das Verhalten der Spieler in einigen Variationen des Gefangenendilemmas
untersucht. Wir wollen hier nun - mit dem Verweis, fiir mehr, auf Davis - nur mit dem
klassischen, oben angegebenen Spiel beschéftigen. Jedes Zwei-Personen-Paar spielte dabei
das Spiel 50 mal hintereinander, wobei sie rdumlich so getrennt waren, dass eine Kommuni-
kation fiir Absprache nicht moglich war. Jede der Versuchspersonen wusste aber, was sein
Gegeniiber die Runden zuvor gewéhlt hatte. Hierbei wurde festgestellt, dass die Versuchs-
personen sich deutlich hdufiger dafiir entschieden nicht zu kooperieren, als anders. Von den
25 Paaren hatten 20 mehr (beidseitig) unkooperative Entscheidungen als sonst irgendeine
der moglichen Kombinationen. Somit hat es den Anschein, dass das Nash-Gleichgewicht,
welches bei diesem speziellen Spiel durch Eliminieren von dominierten Strategien gefun-
den werden kann, doch ein ganz guter Indikator fiir das Verhalten ist. Es gab dann noch
eine kleine Variation des Spiels: wieder 25 Paare die 50 Runden hintereinander spielten,
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diesmal durften die Gegenspieler allerdings ab der 25. Runde miteinander kommunizieren.
Die Resultate vor der 25. Runde waren anndhernd gleich wie zuvor. Danach dominierte
zwar noch immer die Nicht-Kooperation bei beiden Spielern, doch waren sie mehr bereit
zu kooperieren als zuvor ohne Kommunikation.

Als néchstes gehen wir auf die Artikel von smithsonianmag.com [24] und businessinsi-
der.com [25] aus Juli 2013 ein, die davon berichten, dass das Gefangenendilemma nun
auch, von Khadjava und Lange, veroffentlicht im "Journal of Economic Behavior € Orga-
nization, an Gefdngnisinsassen untersucht wurde. Das Experiment lief so ab, dass Paare
von einer Gruppe, bestehend aus StudentInnen und Geféngnisinsassinnen (eines Frauen-
gefangnisses), das Gefangenendilemma gegeneinander gespielt haben. Es wurde sowohl
die Variante untersucht bei der die beiden Gegenspieler gleichzeitig als auch nacheinan-
der ihre Strategien angeben. Die Gewinne wurden angepasst: fiir StudentInnen Euro und
fiir die Geféngnisinsassinnen Kaffee und Zigaretten im gleichen Wert. Das Ergebnis war
iiberraschend: Die Gefangenen waren deutlich kooperativer als zuvor angenommen und bei
der Variante des gleichzeitigen Entscheidens haben die Gefangenen auch deutlich 6fter ko-
operiert (56%) als die Studenten (37%). Betrachtete man die Ergebnisse von Paaren (von
Gegenspielern) so konnten nur 13% der StudentInnen den besten gemeinsamen Gewinn
erzielen, bei den Gefangenen war dieser Prozentsatz mit 30% deutlich hoher. In der Va-
riante in der sich die Gegenspieler nacheinander entschieden haben - wo die Moglichkeit
den anderen fiir seine Kooperation auszuniitzen sehr einfach ist - haben deutlich mehr
StudentInnen kooperiert (63%) als bei der anderen Variante. Bei den Gefangenen blieb
dieser Prozentsatz etwa gleich. Fiir den gemeinsamen Gewinn von Paaren bedeutet dies
einen Anstieg auf 39% bei den Paaren von StudentInnen.

4.3.2 Computer Simulations Turnier

In den 1980er veranstaltete Professor Robert Axelrod mehrere Turniere, bei welchen man
seine Strategien fiir ein wiederholtes Gefangenendilemma einreichen konnte. Beim ersten
Turnier musste jede Strategie gegen jede (auch sich selbst) einmal antreten. Jede Paarung
hat 200 mal gegeneinander gespielt, wobei die Strategien sich merken konnten, was das
Gegeniiber bisher in der Begegnung gespielt hat. Insgesamt waren beim ersten Turnier
15 Strategien vertreten wobei eine davon, Random, jeden Zug zufillig zwischen kooperie-
ren und verraten ausgesucht hat. Der Gewinner des Turniers war jene Strategie mit dem
meisten Gewinn. Das Turnier wurde fiinfmal wiederholt um Zufille keine zu grofie Gewich-
tung zukommen zu lassen. Der Gewinner von diesem und auch von den darauffolgenden
Turnieren war die sogenannte tit-for-tat Strategie. Wir wollen uns - um zu sehen wie un-
terschiedlich diese eingereichten Strategien teilweise waren - hier nun einige der gespielten
Strategien ansehen (vgl. Homepage axelrod.readtehdocs.io [28]):

o Tit-For-Tat: Die Strategie beginnt mit zusammen arbeiten und spiegelt dann immer
das Verhalten des Gegeniibers im vorangegangenen Zug.
Platz: 1
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e Nydegger: Die Strategie spielt die ersten drei Runden wie Tit-For-Tat, mit der Aus-

nahme, falls die Strategie in der ersten Runde alleine kooperiert und in der zweiten
Runde alleine verraten hat, dann wéhlt sie in der dritten Runde verraten. Nach der
dritten Runde héngt die Entscheidung fiir die Wahl der Strategie von den drei vor-
angegangenen Runden ab, genauer: der Wert a; héngt von der i-ten Runde davor ab
(also i=1 ist die letzte Runde). Es gilt a; = 0 falls keiner der Spieler verraten hat,
a; = 1 falls nur die Strategie selbst verraten hat, a; = 2 falls nur die gegnerische
Strategie wverraten hat beziehungsweise a; = 3 falls beide verraten haben. Daraus
berechnen wir:
A=16-a1+4 a9+ as

Die Strategie wihlt verraten genau dann wenn

Ae{1,6,7,17,22,23, 26,29, 30,31, 33, 38, 39, 45, 49, 54, 55, 58, 61}

Platz: 3

Gorfman: Die Strategie wahlt verraten fiir die ersten beiden Runden und spiegelt
dann die Wahl des Gegners fiir die néchsten fiinf Runden. Fiir das restliche Spiel
wihlt die Strategie kooperieren, falls die beiden Spieler in der Runde zuvor die gleiche
Wahl getroffen haben, ansonsten kooperiert die Strategie mit Wahrscheinlichkeit %
Platz: 4

Aus dem erfolgreichen Abschneiden mancher Strategien konnten die folgenden Lehren ge-
zogen werden, welche Eigenschaften eine Strategie bei wiederholtem Gefangenen Dilemma
erfolgreich macht: (vgl Tesfatsion [21] und [22])

1.

2.

Nett sein: nicht als erster verraten

Vergeltung/Erziehung: schlechtes Verhalten des Gegenspielers sollte nicht ignoriert
werden.

Verzeihung: Den meisten Profit konnen beide Spieler herausholen, wenn sie zusam-
menarbeiten, deshalb sollten sie verzeihen koénnen, also nach einem Fehltritt des
Gegenspielers und einer entsprechenden Strafe - siche Vergeltung/Erziehung - wieder
zum Kooperieren iibergehen.

Klare Absichten: Die Strategie sollte mit ihren Ziigen klar machen was ihre Absicht
ist und dass sie bereit ist zu kooperieren, solange sie nicht betrogen wird.

Okologisch: Um einen langfristigen Erfolg iiber mehrere Turniere zu haben sollte die
Strategie gegen sich selbst erfolgreich sein.

Wir sehen, dass die Strategie Tit-For-Tat alle diese Faktoren beriicksichtigt.
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4.3.3 Spiele mit dhnlichem Aufbau

Betrachten wir die Gewinnbimatrix und achten nur auf die Struktur der Auszahlungen, so
konnen wir folgendes Schema herauslesen (vgl Tesfatsion [21] und [22]):

Spieler 2

Z %4
Spieler 1 (£ R) | (5,T)
(1,5) | (U,U)

mit R =3,9=0T=5und U =1, alsoT > R > P > §. Diese Ungleichung kann
man durch vertauschen auf 4! = 24 Arten anordnen. Wir wollen vier von diesen nun
kennenlernen und die Nash-Gleichgewichte in (reinen) Strategien herausfinden.

1. Dead Lock Game: T'>P >R > S
Zum Beispiel:

Spieler 2
Z V
(R=1,R=1)| (S=0,T=3)
(T'=3,5=0) | (U=2,U=2)

Spieler 1

Dieses mal ist wieder - wie auch schon zuvor beim klassischen Gefangenendilemma
- (V,V) das einzige Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien. Der Unterschied liegt
darin, dass es diesmal besser fiir beide Spieler ist als (Z, Z) und somit auch eine gute
Vermutung nahelegt wie sich die beiden Spieler verhalten werden.

2. The Chicken Game T >R > S > P
Zum Beispiel:

Spieler 2

(R=2,R=2)| (S=1,T=3)
(T=3,5=1) | (U=0,U=0)

Spieler 1

Dieses Spiel beschreibt die Situation wie man sie auch im Film 'The Fast and the
Furious 7’ sehen kann, in welcher die Autos von Vin Diesel und seinem Gegenspie-
ler Jason Statham aufeinander zu rasen. Beide der Spieler haben die Moglichkeit
Z=ausweichen oder V=gerade aus weiterfahren. Weicht keiner von beiden aus so
prallen die Autos mit voller Wucht aufeinander und beide Fahrer tragen schwere
Verletzungen davon. Weicht nur einer der beiden Fahrer aus so 'verliert’ er das Duell
und wird als Feigling (Chicken) abgestempelt, der andere geht als Gewinner hervor.
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Weichen beide aus, so gewinnt keiner, aber es wird auch keiner als Feigling abgestem-
pelt da ja der andere auch ausgewichen ist.

In diesem Spiel sind (Z, V) und (V, Z) die beiden Nash-Gleichgewichte.

3. Stag Hunt Game: R >T > P > S
Zum Beispiel:

Spieler 2

Spieler 1

(T;Z,S;O) (U;l,U;l)

Dieses Spiel geht auf Jean-Jacques Rousseau (franzosischer Philosoph, 1712-1778)
zuriick und heifit zu Deutsch "Hirschjagd’: Zwei Jéager sind zusammen im Wald. Beide
haben die Wahl Z=in Stellung bleiben um einen grofien Hirschen zu jagen oder V=sich
verlocken lassen und die vorbeilaufenden Hasen zu erlegen. Damit der Hirsch erlegt
werden kann miissen beide Spieler in Stellung bleiben und auf den richtigen Moment
warten. Die Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien sind bei diesem Spiel (7, Z)
bzw. (V,V'), wobei das erste von den beiden fiir beide Jéger den héchstmoglichen
Gewinn bedeuten wiirde.

4. Battle of the Sexes: T >S>R=U=0

Zum Beispiel:

Spieler 2
Z V
(R=0,R=0) | (S=1,T=12)
(T'=12,S=1)| (U=0,U =0)

Spieler 1

Dieses Spiel beschreibt die Situation in der ein Paar iiberlegt was sie fiir ihren Sonn-
tagabend planen sollen. Er wiirde gern ein Fuflballmatch schauen, Sie wiirde gerne
ins Ballett gehen. Beide haben nun die Moglichkeit Z=das zu tun was der Partner
mdchte oder V=das zu tun was er/sie selber michte. Es ist beiden wichtig etwas
gemeinsam zu unternehmen, deshalb ist der 'Gewinn’ fiir beide gleich Null wenn sie
getrennt unterwegs sind. Die Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien sind in die-
sem Spiel (Z,V) und (V,Z). Ein guter Ratschlag fiir die beiden wére somit, dass sie
abwechselnd entscheiden diirfen.

4.4 ’The Problem with the Blonde’

Zum Abschluss der Arbeit wollen wir uns mit einer Szene aus dem Film A Beautiful Mind
- Genie und Wahnsinn’ beschéiftigen. Der Film, bei welchem Ron Howard Regie fithrte und
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welcher im Jahr 2002 vier Oscar (Bester Film, Beste Regie, Beste Nebendarstellerin und
Bestes adaptiertes Drehbuch) gewinnen konnte und vier weitere Nominierungen bekam,
erzahlt das Leben von John Nash (gespielt von Russell Crowe), wobei seine Krankheit
- Schizophrenie - im Vordergrund steht. Am Ende des Films gibt es auch eine Szene in
welcher er den Nobelpreis in Wirtschaftswissenschaften fiir seine Erfolge im Bereich der
Spieltheorie verliehen bekommt.

In der von uns betrachteten Szene sitzen Nash und ein paar seiner Studienkollegen in einer
Bar. Nash ist vertieft in einen Stapel von Papier vor ihm um eine grofle Idee fiir seine
Doktorarbeit zu finden, als eine blonde Frau mit einigen briinetten Freundinnen die Bar
betritt. Nash und seine Kollegen sind ganz angetan von der Blonden und scherzen das
jeder von ihnen sie gerne ansprechen wiirde. Plotzlich schaut Nash auf, und es wird in
einer filmisch toll umgesetzten Szene mit herrlicher Musikuntermalung von James Horner
versucht anhand dieser Situation ein Nash-Gleichgewicht zu erkldren. Nash erklért hierbei
seinen Freunden, dass es nicht klug ist, wenn jeder von ihnen sich auf die Blonde stiirzt,
da sie sich so gegenseitig blockieren und sie somit keiner bekommt. Danach wiirden sie zu
ihren brinetten Freundinnen gehen, die aber kein Interesse mehr an ihnen haben, da keiner
gerne zweite Wahl ist. Nash’s Vorschlag ist daher, dass keiner von ihnen mit der Blonden
flirtet, sondern sich jeder direkt einer der Briinetten ndhert und sie anspricht - so kommen
sie sich nicht in die Quere, keiner verletzt die Gefiihle der Briinetten und so hat jeder von
ihnen schlussendlich Erfolg. Mit seiner neuen Idee stiirzt Nash anschlieflend aus der Bar
wobei er sich bei der Blonden noch fiir den Einfall bedankt.

Das Problem an dieser Szene ist nur, dass es sich hierbei nicht um ein Nash-Gleichgewicht
handelt. Erinnern wir uns nochmal an die definierende Eigenschaft: Keiner der Spieler kann
sich verbessern indem er alleine seine Strategie dndert. In dieser Situation kann sich aber
ein einzelner verbessern wenn er alleine seine Strategie dndert, denn wenn alle anderen sich
den Briinetten annédhern so ist die Blonde alleine und er kénnte sie ansprechen ohne von
den anderen blockiert zu werden.

Doch was fiir Nash-Gleichgewichte gibt es fiir dieses Spiel? Dalfiir iibersetzen wir die oben
beschriebene Situation in die Sprache der Spieltheorie: Wir betrachten ein n-Spieler Spiel,
bei dem jeder Spieler zwei Strategien hat, Strategie 1 ’Blonde ansprechen’ und Strategie
2 ’Briinette ansprechen’. Fiir alle der Spieler gilt, dass jeder lieber die Blonde ansprechen
wiirde, aber bevor er leer ausgeht ausgeht wiirde er auch die Briinette ansprechen. Wir
gehen davon aus, dass alle Briinetten fiir unsere n Spieler gleich attraktiv sind. Was noch
fehlt ist unsere zu den Annahmen passende Gewinnfunktion fiir einen Spieler i: Wahlt
Spieler ¢ *Briinette ansprechen’ so bekommt er stets einen Gewinn von 1, wéhlt er allerdings
"Blonde ansprechen’ so kann er einen Gewinn von 3 bekommen, falls er der einzige Spieler
ist der sich fiir diese Strategie entschieden hat oder 0 falls es mindestens noch einen zweiten
gibt.

Nach einer kurzen Uberlegung sehen wir, dass die Gleichgewichte in reinen Strategien
genau jene sind, bei welchen genau ein Spieler *Blonde ansprechen’ wihlt und die anderen
sich fiir ’ Briinette ansprechen’ entscheiden. In der zuvor beschriebenen Bar-Szene konnten
die Spieler durch einen Zufallsgenerator (z.B. Wiirfel) entscheiden welcher von ihnen die
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Blonde ansprechen darf, beziehungsweise in der Sprache der Spieltheorie gesagt: fiir welches
der n moglichen Nash-Gleichgewichte sie sich entscheiden.

Wir wollen uns nun iiberlegen, ob es auch ein Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien
gibt - auch wenn diese Barszene eine Situation ist die sich nur einmal ereignet und somit
keine Wiederholung des Spiels zulédsst. Wir betrachten hierfiir allerdings nur den Fall n = 2,
d.h. zwei Freunde sitzen in der Bar, welche die Blondine mit mindestens zwei Briinetten
Freundinnen betritt. Die Gewinnbimatrix fiir das Spiel sieht dann so aus:

Freund 2
Blond  Briinett
Blond | (0,0) | (3,1)
Brimnett | (1,3) | (1,1)

Freund 1

Wie wir schon zuvor festgehalten haben, ist (Blond, Brinett) bzw. (Brinett,Blond) ein
Gleichgewicht in reinen Strategien. Um jene Gleichgewichte in gemischten Strategien zu
finden verwenden wir den gleichen Ansatz wie auch schon frither: ausgleichende Strategien,
d.h. Freund 1 spielt Strategie Blond mit Wahrscheinlichkeit p und Briinett mit Wahr-
scheinlichkeit (1 —p), analog sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Freund 2 ¢ und (1 —gq). Wir
wollen nun Paare (p*, ¢*) € A? finden, sodass es beiden Spielern fiir den durchschnittlichen
Gewinn egal ist welche Strategie der jeweils andere Spieler spielt. Sind also 11y, Il, die Ge-
winnfunktionen fir Freund 1 bzw. Freund 2, so soll fir (p*, ¢*) also I, (p*,q) = ¢; Vg € A
und Iy (p, ¢*) = co Vp € A, mit ¢1, ¢y € R konstant, gelten. Im folgenden kiirzen wir Blond
mit Bl und Brinett mit Br ab. Wir kommen auf das Gleichungssystem: (vgl. Hammoud
[23])

I:14(Bl,q-Bl+(1—q)-Br) = q-0+(1—q)-3 L q-1+(1—¢q)-1 =11y(Br,q-Bl+(1—q)- Br)

I1: Iy(p-Bl+(1—p)-Br, Bl) = p-0+(1—p)-3 = p-1+(1—p)-1 = Ily(p-Bl+(1—p)-Br, Br)
Losen wir das System so kommen wir auf die Werte (p,q) = (%, %), was uns zu den ge-
mischten Strategien p* = (%, %) und ¢* = (%, %) fithrt. (p*, ¢*) bilden das gesuchte Nash-
Gleichgewicht in gemischten Strategien.

Wir haben zuvor mithilfe des Lemke-Howson Algorithmus in Kapitel 3.5 (Beispiel 3.4)
schon einen alternativen Weg gesehen um fiir dieses Spiel das selbe Nash-Gleichgewicht zu

berechnen.
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6 Anhang

Abstract

Die vorliegenden Arbeit beschéftigt sich mit den grundlegenden Konzepten der Spieltheo-
rie. Dabei werden Spiele in Normalform mit endlich vielen Spielern und endlichen Strate-
giemengen betrachtet. Im ersten Teil wird auf Nullsummenspiele eingegangen welche im
darauffolgenden Kapitel auf n-Spieler Spiele mit allgemeinen Gewinnfunktionen verallge-
meinert werden. Fiir die betrachteten Spiele sollen "gute’ Strategien fiir die Spieler gefunden
werden - hierfiir werden Nash-Gleichgewichte definiert und dann Methoden erklért wie sol-
che gefunden werden konnen. Im Fall des Zwei-Spieler Spiels wird mit dem Lemke-Howson
Algorithmus eine Moglichkeit gezeigt, wie man stets ein Nash-Gleichgewicht finden kann.
Im letzten Teil wird auf Anwendungen im Bereich der evolutionéren Spieltheorie und der
Wirtschaft eingegangen. Weiters wird das bekannte Spiel 'Gefangenendilemma’ néher be-
trachtet.
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