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Einleitung

Zuerst soll das Zeta-regularisierte Produkt folgendermaflen definiert werden:

Man hat eine Folge von positiven reellen Zahlen )\, die gegen unendlich gehen. Unter
o0

der Voraussetzung, dass die Zeta-Funktion ((s) = > A/ ° fiir R(s) hinreichend grofl
k=1

konvergiert und sich zu einer meromorphen Funktion auf ganz C fortsetzen lasst, die bei

s = 0 holomorph ist,

kann das Zeta-regularisierte Produkt der \; wie folgt definiert werden:

ﬂ A = e_cl(o).
k=1

Im Folgenden werden ein paar elementare Eigenschaften dieses regularisierten Produktes

bewiesen.

Auflerdem setzt sich die Arbeit mit dem klassischen Fall des regularisierten Produk-

tes auseinander. In diesem Abschnitt wird es darum gehen, das regularisierte Produkt
o0

Mk+u) =u-1+u)-2+u)-B+u)-(4d+u)-- fir \z = k4w mit v > 0 zu

bestimmen, also die Ableitung der Hurwitz-Zeta-Funktion:

< 1
C(s,u)ZZm

k=0

bei s = 0 zu berechnen.

Um die Berechnung von Zeta-regularisierten Produkten zu verstehen, wird die zugrunde-
liegende Mathematik zunéchst in ihren Grundziigen erklért. Dazu gehoéren Figenschaften

der Hurwitz-Zeta-Funktion, der Gamma-Funktion und der Stirling-Formel.

Ziel dieses Abschnitts ist vor allem die Berechnung von ¢’(0) im klassischen Fall. Dies

geschieht einmal mit einer Funktionalgleichung:

C(s) = 2(27)* L sin <7;8> P(1— $)¢(1 — 8)
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und einmal auf elementarerem Weg ohne Funktionalgleichung.

Zentral hierbei ist vor allem auch die Herleitung der sogenannten Lerch-Formel:

o0

S i VT
kl;[g(k%-u) = T’

mit der dem regularisierten Produkt im klassischen Fall ein Wert zugeordnet wird.

In einem weiteren Abschnitt soll die Formel von Mizuno hergeleitet werden:

11 ( <k+uj>) _ L)
k=0 1

Jj= I‘(u])

Fiir u; > 0 gilt:

Hierbei héngen die A\ polynomial von k ab.

Nach Abhandlung einiger Beispiele zu dieser Formel méchten wir die Formel weiter ad-

aptieren.

Im letzten Kapitel wird dazu eine verallgemeinerte Lerch-Formel mit Vielfachheit a-k+b

formuliert und hergeleitet:

Fiir w; > 0 und ganzzahlige a > 0 bzw. ganzzahlige b > 0 gilt fiir das regularisierte
Produkt mit linearer Vielfachheit a - k + b:

Hierbei ist darauf zu achten, dass der Exponent a - k 4+ b im Produkt als Vielfachheit zu

verstehen ist.

Es handelt sich dabei um ein Zeta-regularisiertes Produkt von Ag, die polynomial wach-

sen, mit linearer Vielfachheit a - k + b.

Auch fir diese Formel werden Beispiele vorgestellt.
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1 Formulierung eines regularisierten Produktes

Wir betrachten reelle Zahlen:

0<)\1§/\2§)\3§...—>OO.

Das gebildete Produkt H Ak konvergiert nicht. Mit Hilfe der Zeta-Regularisierung kann

diesem Produkt Jedoch e1n Wert zugeordnet werden.

Dazu betrachten wir zunéchst die assoziierte Zeta-Funktion mit s als komplexe Variable:
oo

s) = Z g (1)
k=1

Bei den nachfolgenden Rechnungen handelt es sich um formale Uberlegungen, bei der
Konvergenzfragen zunéchst ausgeblendet werden. Diese dienen als Motivation fiir eine

Definition der Zeta-Regularisierung.

Durch Differentiation (di(%) = _los(e )) erhélt man

aCC

—('(s) =Y At log Ay
k=1

Setzt man nun s = 0, so erhélt man in wenigen Schritten folgendes Produkt:

= Zlog)\k = log H Ak
k=1 k=1

Wir versuchen das Zeta-regularisierte Produkt wie folgt zu definieren:

[The:=e©. (2)
k=1



Nun méchten wir sicherstellen, dass ¢ (0) Sinn macht. Dazu definieren wir zunéchst:

[e.e]
Definition 1.1 (Abszisse der absoluten Konvergenz). Sei > A\, ® eine Reihe mit den

reellen Zahlen 0 < A1 < X < A3 < ... = 0o mit s als kompleXTs Variable, dann wird:

a—inf{s€R|Z)\;5<oo}.

k=1

die Abszisse der absoluten Konvergenz genannt. Somit konvergiert diese Dirichletreihe
fir jedes s € C mit R(s) > « absolut |1}, S.215].

Voraussetzung 1: Sei a < oo.

Wenn die erste Voraussetzung erfiillt ist, konvergiert ((s) fiir alle s mit R(s) > « absolut
und ((s) stellt auf der offenen Halbebene {s € C : (s) > a} eine holomorphe Funktion

dar.

Voraussetzung 2: Die Zeta-Funktion ldsst sich zu einer meromorphen Funktion auf ganz

C ausdehnen, die bei s = 0 holomorph ist.

1.1 Voraussetzung 1

Lemma 1.2. Ist a < oo dann konvergiert ((s) fir alle s mit R(s) > « absolut und {(s)
stellt auf der offenen Halbebene {s € C : R(s) > a} eine holomorphe Funktion dar.

Um diese Tatsache nachzuvollziehen, sollen im Folgenden wichtige Begriffe zum Ver-

standnis definiert werden:

Definition 1.3 (Holomorphe Funktionen). Sei U C C offen, zp € U und f : U — C eine
Funktion. f heifit komplex differenzierbar an der Stelle zp, wenn ILm %ﬁém) =: f'(20)
2—20

existiert. Ist f iiberall in U komplex differenzierbar, so heifit f holomorph [2| Kapitel 1].

Definition 1.4 (Kompakte Konvergenz). Sei G eine offene Teilmenge in C. Eine Folge
holomorpher Funktionen auf GG heifit kompakt konvergent, wenn sie auf jeder kompakten

Teilmenge von G gleichméfig konvergiert |2, Kapitel 9].



Definition 1.5 (Supremumsnorm). Sei U eine Menge und f : U — C eine Funktion.

Dann setzt man

[fly = sup{|f(2)] : 2 € U}
Kapitel 21].

o0
Definition 1.6 (Normale Konvergenz). Eine Reihe }  f, von Funktionen f, : X — C

V=
heifit normal konvergent in X, wenn jeder Punkt x € X eine Umgebung U besitzt, sodass

[e.°]
gilt > |fu|y < oo. Die normale Konvergenz ist nicht fiir Folgen, sondern nur fiir Reihen
0

v=
definiert [4} Kapitel 3.3.1].

Mit Hilfe von Gleichung: [\*| = A% fiir alle A\ > 0 und s € C |4} Kapitel 5.5.4] erhalten
wir fiir € > 0 folgende Abschitzung:

Z ’)\];5‘ < Z )\’;Oé—e < 00, fur %(S) >a+te (3)
k=1 k=1

(5} Kapitel 11.3].

Aus dieser Abschétzung und dem Majorantenkriterium nach Weierstrafﬂ folgt, dass die
Reihe auf der abgeschlossenen Halbebene {s € C : (s) > a} normal konvergiert.
Wenn eine Reihe normal konvergiert, konvergiert sie lokal gleichméfig und somit kom-

pakt.
Satz 1.7 (Konvergenzsatz von Weierstraffb. Die Grenzfunktion einer kompakt konver-

genten Folge holomorpher Funktionen ist selbst holomorph 1@ Kapitel 9].

Mit Hilfe von Satz ([1.7]) folgt nun, dass die Reihe auf der offenen Halbebene
{s € C: R(s) > a} holomorph ist.

Nachzulesen in |4 Kapitel 3.2.2].
Dieser kann iiber den Cauchyschen Integralsatz und den Satz von Morera bewiesen werden. Mehr
dazu in [2] Kapitel 3 und 4].
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1.2 Voraussetzung 2

Bevor wir Voraussetzung 2 ndher betrachten, definieren wir fiir das Verstdndnis grund-

legende Begriffe:

Definition 1.8 (Isolierte Singularitdt). Ist U C C offen, zp € U und f : U\ zp — C
holomorph, so heifit zy eine isolierte Singularitat von f [2, Kapitel 5].

Man unterscheidet drei Arten von isolierten Singularitdten: hebbare Singularitdten, Pole

und wesentliche Singularitéten.

Definition 1.9 (Hebbare Singularitdten). zop heift hebbare Singularitdt, wenn sich f
durch geeignete Festsetzung von f(zp) zu einer holomorphen Funktion auf ganz U fort-
setzen lésst [2| Kapitel 5].

Definition 1.10 (Pole). zy heifit Pol von f, wenn zy nicht hebbar ist, aber ein m > 1
existiert, sodass (z—29)™ f(z) eine hebbare Singularitét bei zp hat. Das kleinste derartige
m heifit die Ordnung des Poles , Kapitel 5].

Definition 1.11 (Wesentliche Singularitidten). Ist die isolierte Singularitit zo von f
weder hebbar noch ein Pol, so heifit sie eine wesentliche Sigularitiat von f 2| Kapitel 5].

Definition 1.12 (Meromorphe Funktionen). Eine Funktion f heifit meromorph in D,
wenn es eine (von f abhédngende) diskrete Teilmenge P(f) von D gibt, sodass f in
D\ P(f) holomorph ist und in jedem Punkt von P(f) einen Pol hat. Die Menge
P(f) heifit die Polstellenmenge von f und ist stets abgeschlossen und diskret in D
Kapitel 10.3.1].

Voraussetzung 2: Die Zeta-Funktion ldsst sich zu einer meromorphen Funktion auf ganz
C ausdehnen, die bei s = 0 holomorph ist. D.h. es existiert eine meromorphe Funktion
auf C, die bei s = 0 holomorph ist und die auf der Halbebene {s € C: R(s) > a} mit {(s)
iibereinstimmt. Falls so eine Ausdehnung existiert, dann ist sie eindeutig bestimmt und

wird ebenfalls mit { bezeichnet. Dies folgt aus dem Identitétssatz der Funktionentheorie.

Definition 1.13 (Gebiet). Eine nichtleere, offene, zusammenhéngende Teilmenge von
C nennt man ein Gebiet , Kapitel 4].

Satz 1.14 (Identitédtssatz der FunktionentheorieE[). Sei G ein Gebiet und f,g: G — C
zwei holomorphe Funktionen, die auf einer Teilmenge von G, welche in G einen Hdu-

fungspunkt besitzt, ibereinstimmen. Dann gilt f = g auf ganz G 1@ Satz 12 in Kapitel
4]-

3 Einen Beweis findet man z.B. in [2| Kapitel 4].
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Die Polstellenmenge P(f) einer meromorphen Funktion f auf C ist diskret (kann aber
unendlich viele Punkte beinhalten, etwa beim Tangens) und daher ist G = C\ P(f) ein

Gebiet, auf das der Identitédtssatz angewendet werden kann.

Definition 1.15 (Regularisiertes Produkt). Man hat eine Folge von positiven reellen
Zahlen )\, die gegen unendlich gehen. Unter den beiden zuvor erwdhnten Voraussetzun-

gen kann das Zeta-regularisierte Produkt der A\, wie folgt definiert werden:

!

Hx\k =e ¢ ),
k=1



2 Elementare Eigenschaften des regularisierten Produktes

Nachdem die Voraussetzungen des definierten regularisierten Produktes im letzten Ka-
pitel gekldart wurden, sollen in diesem Kapitel ein paar elementare Eigenschaften des
regularisierten Produktes néher betrachtet werden [|1f und @

o0 o0
Lemma 2.1. [] Az existiert genau dann, wenn [] A\p existiert und es gilt folgende
k=1 k=2

Gleichung:

T = I
k=1 k=2

12

Beweis. Die Zeta-Funktionen ((s) =

zusalmmen:

~ o
AP und ¢(s) = > A, ° hingen folgendermaflen
k=2

k=1

C(s) = A7° +(s). (4)

Die zwei Zeta-Funktionen unterscheiden sich nur durch einen Term voneinander, der
holomorph auf ganz C ist. Deswegen lasst sich die Zeta-Funktion ¢ (s) genau dann mero-
morph fortsetzen, wenn sich die Zeta-Funktion ((s) meromorph fortsetzen lasst. Leitet

man Gleichung ab und setzt s = 0 erhélt man folgende Gleichungen:

!

() = —A7 % log(M) +C (s)
¢'(0) = —log(M) + € (0).

Durch Exponentieren und mit Hilfe der Definition fiir das regularisierte Produkt (Glei-
chung (2))) erhélt man nun:



Lemma 2.2. Sei N =TUJ mit INJ = 0 eine disjunkte Zerlegung, wobei I und J
[ee] [ee] o0

unendliche Mengen sind. Wenn f[ Ak und f[ A, existieren, dann existiert auch f[ Ak
kel keJ k=1
und es gilt folgende Gleichung:

T =TT [T
k=1

kel keJ
[6. Gleichung (1.3)].

8

Beweis. Die Zeta-Funktionen ((s) = > A%, (r(s) = > A% und (5(s) = > A, ° hén-
k=1 kel keJ

gen folgendermafien zusammen:

() = Ci(s) + Ca(s). (5)

Lésst sich nun sowohl (;(s) als auch (;(s) meromorph fortsetzen, dann ldsst sich auch
deren Summe meromorph fortsetzen und somit auch ((s). Leitet man Gleichung ab

und setzt s = 0 erhélt man folgende Gleichungen:
¢ (s) =¢r(s) +¢5(s)

¢'(0) = ¢;(0) + ¢ (0).

Durch Exponentieren und mit Hilfe der Definition fiir das regularisierte Produkt (Glei-
chung (2))) erhélt man nun:
e ¢ (0) — =€ (0) , ,—¢,;(0)

T =11 I
k=1

kel keJ



[e9]

o0

Lemma 2.3. Seia > 0. [[ A} existiert genau dann, wenn [] A\ existiert und es gilt
k=1 k=1

folgende Gleichung:

Iy - (n)
k=1 k=1

[6. Gleichung (1.4)].

118

(o) ~
Beweis. Die Zeta-Funktionen ((s) = > A,® und ((s) = (Af)~® héngen folgender-
k=1

k=1

maflen zusammen:

¢(s) =¢(a-s). (6)

Die Zeta-Funktion ((s) lasst sich genau dann meromorph fortsetzen, wenn sich die Zeta-
Funktion ((a - s) meromorph fortsetzen lisst. Leitet man Gleichung (6)) ab und setzt s

= 0 erhélt man folgende Gleichungen:

Durch Exponentieren und mit Hilfe der Definition fiir das regularisierte Produkt (Glei-
chung (2)) erhélt man nun:

SO _ (ec’m))

= (H)\k) .
k=1 k=1



[e.9] o0

Lemma 2.4. Seia > 0. f[ (aX) existiert genau dann, wenn f[ A existiert und es gilt
k=1 k=1
folgende Gleichung:

ﬂ (aXr) = a0 (ﬂ)\k>
k=1 k=1

[6. Gleichung (1.5)].

o0 ~ (o]

Beweis. Die Zeta-Funktionen ((s) = > A\;° und ¢(s) = > (aA;) ° héngen folgender-
k=1 k=1

maflen zusammen:

(s) =a"" - ((s). (7)
Die Zeta-Funktion 5 (s) lasst sich genau dann meromorph fortsetzen, wenn sich die Zeta-

Funktion ((s) meromorph fortsetzen lasst. Leitet man Gleichung @ ab und setzt s =0

erhélt man folgende Gleichungen:

Ind

{'(5) = —a*loga-¢(s) +a*C (s)
¢'(0) = —loga - ¢(0) + ¢ (0).

Durch Exponentieren und mit Hilfe der Definition fiir das regularisierte Produkt (Glei-
chung (2)) erhélt man nun:

—8

1(a)\k =a‘ (HAk)

Bemerkung 2.5. Fiir eine weitere Folge 0 < p1 < po < pg — oo gilt i.A. jedoch:

ﬁ (Akpr) # (H/\k> : (ﬁuk)

k

[6] Gleichung (3.14)].



3 Der klassische Fall des regularisierten Produktes

Wir betrachten nun A\ = k£ + « mit v > 0 und wollen

o0

N

[[k+w)=u-(1+u) @+u)-B+u)-(4+u)---
k=0

bestimmen. Die damit assoziierte Zeta-Funktion ist die Hurwitz-Zeta-Funktion,

e 1
C(s,u) = S
(5,u) I;)(k:+u)s

Setzt man v = 1 erhélt man die Riemann-Zeta-Funktion,

) =) =Y o
k=1

Diese zwei Gleichungen kommen als mégliche klassische Falle fiir Ay, = k in Gleichung

(6.11) in der Arbeit von Voros vor [7| Kapitel 6c¢].

Im Nachfolgenden sollen grundlegende Eigenschaften dieser Funktionen besprochen wer-

den.

Lemma 3.1. Die Hurwitz-Zeta-Funktion und die Riemann-Zeta-Funktion konvergieren
nach Remmert Kapitel 5.5.4] fir R(s) > 1 und stellen auf dieser offenen Halbebene
{s € C: R(s) > 1} eine holomorphe Funktion dar. Die Abszisse der absoluten Konver-

genz ist daher o = 1.

Beweis. Fiir R(s) = o > 1 folgt die gewiinschte Eigenschaft aus der Abschitzung durch

ein Integral, das man explizit ausrechnen kann:

Sk 4w =S (k+u) 7 < u_”+/oo(k‘+u)_"dk
k=0 k=0 0

. ( (k + u)—a—i—l)

—o—+1

[eS)
—o+1
. u

0 —o—+1

10



Mit Hilfe dieser Abschétzung und dem Majorantenkriterium nach Weierstrafﬁ folgt, dass
die Reihe auf der offenen Halbebene {s € C: R(s) > 1} normal und somit kompakt
konvergiert. Daher ldsst sich Satz (Konvergenzsatz von Weierstral) anwenden und
Reihe stellt eine holomorphe Funktion dar.

O]

Satz 3.2 (Analytische Fortsetzung der Hurwitz-Zeta-Funktion). Fir R(s) > —1 ist die

analytische Fortsetzung der Hurwitz-Zeta-Funktion gegeben durch:

wl=s oy o0 x
C(s,u) = —fs/o Mdl‘

.9—1Jr 2 (x +u)stt

Dabei gilt: By, sind die Bernoulli-Zahlen, B,,(z) die Bernoulli-Polynome und

{z} = x — |z] ist die Ségezahnfunktion, wobei der Ausdruck |z] die GauBlklammer dar-
stellt (grofite ganze Zahl < z). Die Bernoulli-Zahlen und Bernoulli-Polynome zum Index
m =1 lauten: By = —% und By ({z}) = {z} — 3 =2 — |2| — 1 [8] Kapitel D.5].

Die analytische Fortsetzung der Hurwitz-Zeta-Funktion wird im Buch von Lang beschrie-
ben [9, Theorem 3.1 in Kapitel 15.3].

Fiir den Beweis dieser Darstellung kann die Eulersche Summenformel verwendet werden.

Lemma 3.3 (Eulersche Summenformel). Ist f auf dem Intervall [a,b] m-mal stetig

differenzierbar, dann gilt:

/f derZ fk Y b + (= 1)m+1/ameT(n{!x})f(m)(x)dx

[8, Gleichung (D.5.1) in Kapitel D.5].

* Nachzulesen in [4 Kapitel 3.2.2].

11



Beweis. Satz[3.3. Wir verwenden die Eulersche Summenformel mit a = 0, b = oo und

dem Funktionsreihen-Index m = 1.

Nun betrachten wir R(s) > 1 und wenden die Eulersche Summenformel auf die Funktion
f(x) = (x + u)~° an. Wir orientieren uns dabei eng an der Darstellung in [8 Kapitel
D.5]:

00 1 00 1 Bl 1

=3 g = h Tt T G
+/oo Bl{} —s)(z +u) " dz
_ :1:+u) st 1 1
1|, +(‘2)'<ac+u>s

1-s —S [e%) _LJ_7
u u i X 3

— — - - =
8—1+ 2 5/0

Mit |z — [#] — 4| < 1 kann folgende Abschiitzung fiir R(s) > € > 0 gemacht werden:

/1“’7

d:r</oo %7dac:%(:E_Fu)_em:%(14_1‘)7E
— )i (z+u)tt —€ € ’

lz]—

@ +u)5+21 dx folgendermaflen abgeschétzt werden:

Auflerdem kann das Integral f

r—|z]—3
(x + w)stt

r

Mit Hilfe dieser beiden Abschéitzungen und dem Majorantenkriterium fiir uneigentli-

che Integral folgt, dass das Integral f @ +L #H dx kompakt konvergent in der offenen

5 Nachzulesen in Kapitel 2.3.1].

12



Halbebene {s € C: R(s) > 0} ist. Daher stellt dieses Integral eine in R(s) > 0 holomor-
phe Funktion dar. Die restlichen Summanden sind in dieser offenen Halbebene, aufler in
s = 1, ebenfalls holomorph Kapitel 1.5].

z—|z|
)

00 _1
Nun bleibt noch zu zeigen, dass das Integral [ o de fir R(s) > —1 konvergiert
0

und holomorph in s ist.

Partielle Integration liefert:

b

st e P L el TR
0

bz — [ 2 xr— |x _|_l
(@ +u)st 2 (x+u)stt +(3+1)/ @—le)” —@—lz)) +5

0 0 2 (z+u)st?

In dieser Darstellung kann zunéchst fiir jedes s integriert werden. Fiir R(s) > —1 erhélt

man:

[l bl
o (z4uptt T 2 (z+u)t! 0
o (z—|z])* = (x— |z]) + &
+(8+1)/0 2 (z +u)" 2 6 dx
1 oo(x_ ;[;)2—(.17— l‘)+l
o +(5+1)/0 L;'(eru)HgJ 6 dz.  (9)

C T (a—lz))’~(a—|z))+35 -- .
Wir mochten nun das Integral [ 5 (2 u) P2 dx abschétzen. Mit
0

’(x —z))? = (z— |z]) + %’ < % kann fiir R(s) > —1+ € zunéchst folgende Abschéitzung
gemacht werden:

(¢~ [2])’ — (@~ [z]) + 5
2 (z+u)st?

r

0o 1
dr < — 6 g
x*/l 2-(x—i—u)€+1 €z

(I+u)~¢
12-¢

(x+uw)~[”
12 - (—e)

1

13
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(o=l2)*~(a—[a))+3

dx folgendermaflen abgeschétzt wer-

1
Auflerdem kann das Integral [
0

2-(z+u)st?
den:
1
i G s R S R R
0 2. (3:+u)5+2 2 (1 4 u)R(s)+2 12 (=R(s) - 1)|,
(1 + )~ RE)-1 O

2-Re) +1) 12-Re) + 1)

Aus diesen beiden Abschéutzungen und dem Majorantenkriterium fiir uneigentliche Inte-

gralﬁ folgt, dass das Integral f xJ)(x +Sj;s EJHG dx fiir R(s) > —1 kompakt konvergent

ist. Das Integral stellt daher eme in R(s) > —1 holomorphe Funktion dar.
O

Aquivalent dazu kénnte man auch die Eulersche Summenformel (Lemma auf die
Funktion f(x) = (z 4+ w)™® fir m = 2 anwenden. Man erhélt folgende Gleichung

(die Bernoulli-Zahlen und Bernoulli-Polynome zum Index m = 2 lauten: By = L und

6
By({a}) = (x — |a])* — (x — [2]) + §):

Cls.) = kff(kiu) A —
G )
/B{x} 2,

(x+u)” —s+1|% 1 1 1 —s ©
 —s+1 0 + [(_2) (x+u)® + (12 (x+u)5+1> ‘0
© (¢~ |a])’ — (&~ [z]) + §
(s —l—s)/o > (ot 02 6 da
T T R B A ©(x—|x|) —(z—|= 1
o1 12 _(S2+S)/o : L2J)(x+(u)s+L2J)+6alf‘f- (10)

Wenn man die Formel in Satz mit Gleichung @ kombiniert, dann erhélt man Glei-
chung .

6 Nachzulesen in Kapitel 2.3.1].

14



Korollar 3.4 (Analytische Fortsetzung der Riemann-Zeta-Funktion). Fir R(s) > —1

ist die analytische Fortsetzung der Riemann-Zeta-Funktion gegeben durch:

C(s) = — +15/10031({x})d:1: (11)

s—1 2 rstl

[8, Kapitel D.5].

Beweis. Durch Einsetzen von v = 1 in Satz und Substitution des Integrals erhélt
man sofort Gleichung . 0

3.1 Grundlagen
3.1.1 Die Gammafunktion

Definition 3.5 (Eulersche Gammafunktion). Die Eulersche Gammafunktion wird im
Buch von Schiekel [8) Kapitel C.2] folgendermafien definiert:

T(2) = / e~ dt, fir 2 € C,R(2) > 0. (12)
0
I'(z) konvergiert fir alle z mit R(z) > 0 absolut. Das Integral konvergiert sogar kompakt

und stellt auf der offenen Halbebene {z € C : R(z) > 0} eine holomorphe Funktion dar.
Dies kann mit Hilfe der Arbeit von Artin nachvollzogen werden Gleichung (4)].

Aus Gleichung folgt direkt:

o0 00
1) = / etdt= - =1.
0 0
AuBerdem erhéilt man mit Gleichung ([12)):

Ftl)= [ tetatt(—e )| —z [ (et
(z—i—)—oe (e)o A (—e™)
:z/ t* e tdt = 2 - T(2),
0

also

15



I(z+1)=2-T(z) (13)

und
F'(n+1)=n!

[7, Kapitel C.2].

Gleichung bezeichnet man iiblicherweise als Funktionalgleichung der Gamma-Funktion
Gleichung (5)].

Bei Lemma [3.6] handelt es sich um einen oft benotigten Wert.

Lemma 3.6. I'() = /7 l@ Kapitel C.2]

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis in [8] Kapitel C.2].

I'(

N[

[ee]
)= [ t"3e~tdt erhilt man durch Einsetzen in Gleichung . Wir substituieren
0

t = 22 und dt = zdx und erhalten:

2
1 oo 1 z2 oo 12 1 o0 12
F(2>:/ V227l e T s xda \/5/ e_de:—/ e 2 dx,
0 0

und daher

1 1 1 o¢] o0 ac2 .2
F().p():/ / e~ dx dy.
2 2 2 ) oo oo
Mit Hilfe der Transformationsformel fiir Mehrfachintegrale erhalten wir daraus:

1\? 1 goo 2m 2 21 [ .2
T'i=) == 7z = — el )
(2> 2/0 /0 e zrdodr > o e 2rdr

16



Durch Substituieren mit s = 72 und ds = 2r dr folgt:

1\ 2 © o5 . |
F(> :71'/ €% s = E(—Ze_i) =.
2 0 2 2 0
Man erhélt also wie in der Arbeit von Schiekel [8] Kapitel C.2] beschrieben:

r(3)=ve

2

d

Eine andere Moglichkeit, die Gammafunktion darzustellen, ist das Weierstraf3-Produkt.

Dazu benétigen wir die Euler-Mascheroni-Konstante.

Definition 3.7 (Euler-Mascheroni-Konstante). Die Euler-Mascheroni-Konstante v wird

im Buch von Lang ﬂ§|, Kapitel 15.2] folgendermaflen definiert:

1 1
v := lim <1++~--+—logn>.
2 n

n—00

Der Grenzwert in Definition [B.7] existiert. Fiir Details kann in der Arbeit von Schiekel
Gleichung (C.8.6) in Kapitel C.8] nachgeschlagen werden.

Folgende Gleichung beschreibt nach Schiekel einen Zusammenhang zwischen der Zeta-

Funktion und der Euler-Mascheroni-Konstante:

Lemma 3.8. Es gilt folgender Grenzwert:

1
ll—rﬁ <C(S)_ 3—1) -7
[8, Kapitel D.5].

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis in |8 Kapitel D.5].

Durch Umformen von Gleichung (Analytische Fortsetzung der Riemann-Zeta-Funktion)

erhalt man:

17



1

¢(s) — ! Il—Sfloox_xEEjl_de.

Wir betrachten nun den Grenzwert fir s — 1 und erhalten die Euler-Mascheroni-

Konstante durch mehrere elementare Umformungen:

1 x — |z] 1 o0 Lx ~z > 1
li _ — 72 / -
SLII%(C(S) S—l) /1 dr +2 1 < )1+2
= lim m; dr+1= lim (/ / )
n—oo Jq T n—00
= lim nmdw—(logx)n +1
n—oo 1 xQ 1
n-1 m+1
= lim ( / dx—logn>+1
n—oo me1 m
n—1 m—+1
= lim ( -m —10gn>+1
n—o00 g T |m
n—1 —m
= 1i 1 — +1) -1
ngn;o< + X () Og">
n—1 n
Daraus folgt:
. 1 "1
0 11) - (1)
O

Satz 3.9 (Darstellung der Gammafunktion als Weierstra-Produkt). Die Gammafunk-

tion kann als Weierstrafs- Produkt wie folgt dargestellt werden:

1 ,Yzﬁ (1+Z> _z
= ze — e
I'(z) e n

[9 T1. in Kapitel 15.2].

18
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Das Weierstra3-Produkt fiir den Kehrwert der Gammafunktion konvergiert fiir alle z aus

C.

Hinweis: Die Gammafunktion hat Pole der ersten Ordnung in den negativen ganzen Zah-
len. Mit ﬁ erhélt man eine ganze Funktion. Eine ganze Funktion ist eine auf ganz C

definierte und holomorphe Funktion.

Satz 3.10 (Ergidnzungssatz der Gammafunktion). Der Ergdnzungssatz der Gammafunk-

tion lautet:

T()T(1—2) = — (15)

sinmz

[9. T5. in Kapitel 15.2].

Bemerkung 3.11. Durch Einsetzen von z = % in Gleichung erhélt man ebenso:
I'(3) = /7 (vgl. Lemma [3.6).

Unter Zuhilfenahme von Gleichung kénnen wir Gleichung in die Form:

rzr(-z) = ——— (16)

bringen S.26].

In der Literatur findet man unter anderem auch folgende Produkt-Darstellung der Gam-

mafunktion, die fiir alle z verschieden von den negativen ganzen Zahlen konvergiert:

Lemma 3.12 (GauB-Darstellung). Fir alle z verschieden von den negativen ganzen
Zahlen gilt:

nl-n

P(Z):nlggoz~(z+1)“‘(z+n)

[9. T7. in Kapitel 15.2].

Der Grenzwert I'(z) existiert und die GauB-Darstellung léasst sich wie folgt herleiten.

19



Beweis. Wir orientieren uns eng an der Darstellung in (8 Kapitel C.8].

Aus Gleichung
1 Yz ﬁ <1 + Z) _Z
—— =ze — e n
I'(2) n ’
folgt durch Bilden des Kehrwerts und Umformen:

: 1 1
vz 00 z €7z< lim (1+§+---+;flogn)>

n— 00

n

Pe) =— Uz = : Il 555

e? logn

= lim = lim

AT D05 (1+5) ezl (+n

3.1.2 Die Stirling-Formel

Satz 3.13 (Stirling Forme]lzb. Die Stirling Formel lautet:

> By({t}) dt
x4+t

1 1
logT'(z) = (x — ) logz — x + - log(2m) — /
2 2 0

1
wobei B1({t}) =1t — [t| — 5 und x € RT

[9. T13. in Kapitel 15.2].

Lemma 3.14.

L~ Bi{t}) ,
5_/0 (1+t)2dt_

[9 Lemma 2.1. in Kapitel 15.2].

7

(18)

Einen Beweis findet man z.B. in @ Kapitel 15.2], dieser beruht auf der Eulerschen Summenformel.

In Kapitel 2.4] findet man einen Beweis, fiir den der Eindeutigkeitssatz von Wielandt verwendet

wird.

20



Beweis. Wir orientieren uns eng an der Darstellung in @, Kapitel 15.2].

Wir wenden die Eulersche Summenformel (Lemma auf die Funktion
flx) = 14%@ an. Man erhélt folgende Gleichung;:

1
14+ 4+ ...
ot

1 o0 1
— :log(n—|—1)+§—/0 Bu) iy g

Da Bj({t}) beschrankt ist, konvergiert das Integral auf der rechten Seite absolut. Sub-
trahiert man log(n + 1) auf beiden Seiten der Gleichung, erhalt man bereits die Euler-
Mascheroni-Konstante (Definition [3.7)).

O
Bemerkung 3.15. Lemma folgt auch aus Gleichung und Lemma

Lemma 3.16. .

[9. Korollar 3.3. in Kapitel 15.3].

O(s—1) ist eine analytische Funktion, die in der Ndhe von s = 1 durch s — 1 teilbar ist.

Beweis. Wir betrachten folgende Funktion, die fir s > 0 holomorph ist:
1 > Bi({z})

Setzt man s = 1 in die Funktion ein, erhélt man durch Anwenden von Lemma [3.14] eine
Funktion der Form v+ O(s —1). Da sich jede holomorphe Funktion lokal in eine Taylor-
reihe entwickeln ldsst, kann die Funktion f(s) um s = 1 als Taylorreihe angeschrieben

werden und s — 1 daher herausgehoben werden:

1 < By ({x > > _
5—3/1 ;ng})da::’y—i—kz:lak(s—l)k:’y+(3—1)kz:1ak(s—1)k L

Durch Einsetzen in Gleichung erhélt man die zu zeigende Gleichung.
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3.2 Berechnung von (’(0) im klassischen Fall ohne Funktionalgleichung

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung des folgenden Satzes:

Satz 3.17 (Lerch-Formel). Fiir \, = k + u gilt folgender Zusammenhang:

oo

T = 5 (19

[9. Kapitel 15.3].

Wir bezeichnen mit O(s?) eine analytische Funktion, die in der Nihe von s = 0 durch

52 teilbar ist. Dann gilt folgende Gleichung:

Lemma 3.18.
C(s,u) = % —u— <log 1{3;) s+ 0(s%) (20)

[9, Theorem 3.2. in Kapitel 15.3].

Beweis. Wir betrachten zunéchst Satz Aufgrund der Holomorphie vom Integral bei

0 lasst sich das Integral in eine Taylorreihe um 0 entwickeln.

Entwickelt man ((s,u) aus Satz in eine Taylorreihe um 0 erhélt man:

C(s,u) = C(0,u) + ¢'(0,u) - s + O(s?)

1 log u o0 Bl({:r}) ) 9
=—u+-+s- | -y — — — N + . 21
U 5 S <u ogu —u 9 /o T+ u dx O(s ) ( )

Durch Einsetzen der Stirling Formel (Satz|(3.13)) in Gleichung erhélt man:

C(s,u) = % —u— (log ﬂ) s+ O(s?).
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Als Konsequenz aus Lemma [3.18| ergibt sich:

bzw. fir v = 1:

¢(0) = —% log 2. (22)

Daraus folgt nun unmittelbar der Satz, um den es in diesem Abschnitt geht (Satz|3.17):

=
]Eo(k—ku)—m

[9 Kapitel 15.3].

u > 0 kann auch durch ein komplexes z mit $(z) > 0 ersetzt werden. Da dies im Rahmen

dieser Arbeit nicht notwendig ist, soll dies an dieser Stelle nur erwéhnt bleiben.

3.3 Berechnung von (’(0) im klassischen Fall mit Funktionalgleichung

Im Folgenden soll ein anderer Zugang beschrieben werden, wie man zum Wert ¢’(0) im
klassischen Fall kommt. Dazu werden zunéchst zwei verschiedene Integraldarstellungen
der Hurwitz-Zeta-Funktion bzw. Riemann-Zeta-Funktion vorgestellt. Mit Hilfe dieser ist
es dann moglich eine Funktionalgleichung zu bestimmen, mit der man den Wert ¢’(0)
berechnen kann (es gibt aber auch andere Zugénge, wie man die Funktionalgleichung

herleiten kann).
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3.3.1 Integraldarstellungen der Hurwitz- und Riemann-Zeta-Funktion

Satz 3.19. Fir R(s) > 1 gilt folgende Integraldarstellung der Hurwitz-Zeta-Funktion:

1 %) Zs—le—uz
C(s,u) = T0s) /0 = dz. (23)

Fiir u =1 folgt die Integraldarstellung fir die Riemann-Zeta-Funktion:

00 zs—le—z
C(s) = r(ls) /0 = d- (24)

Diese Integraldarstellungen sind in Apostols Buch zu finden [5, Theorem 12.2].

Beweis. Wir orientieren uns eng an der Darstellung in Kapitel 1.4]ﬂ

Zunachst substituieren wir ¢ = (n 4+ u)z in der Eulerschen Gammafunktion (Gleichung
und dividieren durch (n + u)®, wobei n > 0 ist:

F(S) _ /OO 251, ef(nJru)z dz.
0

Nun summieren wir iiber n:

- F(S) - oos—l —(n+u)z

n=1

Vertauschung von Summation und Integration liefert:

Z — 25 lemus Z e " dz.
= (n+u)s T(s)Jo =

[e.°]
Wegen > 7" = ﬁ (Summenformel fiir die geometrische Reihe) erhalten wir:

n=0
1 00 Zs—le—uz
= dz.
C(s,u) T'(s) /0 1—e=2

O]

Der Ausdruck IT(s—1) im Text von Edwards ist eine weniger gebréauchliche Notation fiir die Gamma-
Funktion, die auf Gaufl zurtickgeht.

8
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Satz 3.20. Fir R(s) > 1 gilt folgende Integraldarstellung der Hurwitz-Zeta-Funktion
(Hankel’sche Integraldarstellung) fir 0 < u < 1:

C(s,u) = ra — *) /+oo (=2)" dz. (25)

27 +oo €W —1

Fiir u =1 folgt die Integraldarstellung fir die Riemann-Zeta-Funktion:

c(s) = T1=9) / e, (26)

27 +oo €5 —1

Die Hankel’sche Integraldarstellung ist in Apostols Buch zu finden [5, Theorem 12.6].

Das Integral konvergiert fiir alle s, da (e%* — 1)z ldngs der positiven reellen Achse schnel-
ler wéichst als (—z)®. Gleichung und stellen auflerdem jeweils eine analytische
Fortsetzung fiir alle s dar, aufler in s = 1 Kapitel 1.4].

Bewets. Wir orientieren uns eng am Beweis in Kapitel 1.4].

+0c0 s
Wir betrachten zunéchst folgendes Kurvenintegral: [ e(u_f_)l %. Es handelt sich um ein
+oo

Kurvenintegral, welches bei 400 startet, weiter zum Ursprung iiber der reellen Achse

geht, den Ursprung einmal in der positiven Richtung umkreist und dann weiter zu +oo

unter der reellen Achse geht.

(—2)® ldsst sich als (—z)° = e®1°8(~=2) schreiben und ist auf der positiven reellen Achse
daher nicht eindeutig definiert. Das Integral verlduft daher einmal etwas tiber der reel-
len Achse (+00 — 0) und einmal etwas unter der reellen Achse (0 — 4o00). Dadurch
bekommt man Werte, die sich um ein Vielfaches von 27i unterscheiden. Der genaue Ver-
lauf des Integrals spielt keine Rolle, da das Integral wegunabhéngig ist. Wir kénnen das

Integral daher anschreiben als:

/6 (—Z)S d,2“+/ (—Z)S dz_|_/+oo (—Z)S %
+oo € —1 2z |z|=5 €¥* — 1 2 5 evwr —1 z

Der mittlere Term konvergiert fiir 6 — 0 gegen 0, falls s > 1, da _zZ— in der Néihe von

z = 0 nichtsingulér ist.
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Man erhélt durch Anwenden der Euler’schen Identitit (/™ = e~ = —1):

400 (_,\S 400 ps(log(z)+im) §  ,s(log(z)—im)
[ ey (et p e )
é

too €% —1 2z 50 (e¥ — 1)z oo (%7 —1)z

Diese Gleichung kann zu folgender Gleichung umgeformt werden:

400 . ZS—]. —+o00 . zS—l . . [e'e) zs—l
lim / s dz — / e dz| = (e”s — e_”rs> / dz.
o—0\ Js evr — 1 5 evr — 1 0o evw—1

Durch Einsetzen in Gleichung erhalten wir:

(eiws _ e—iws) C(s,u) — 1 /+oo (_Z)S ﬁ

[(s) Jyoo € —1 2z

Mit sin(s) = £ (e — %) erhalten wir:

2isin(ms)((s,u) = ! /-I—oo (=2)° %

I'(s) Jyoo € —1 z

Durch Anwenden des Ergénzungssatzes der Gammafunktion (Satz [3.10) kommt man

schlussendlich zu folgendem Ausdruck:

TEPRIELY Lt

27 +oo €W —1

Fiir u = 1 folgt die Integraldarstellung fiir die Riemann-Zeta-Funktion:

c(s) = L= / i M

27 +oo €2 —1
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3.3.2 Die Funktionalgleichung

Da die Funktionalgleichung fiir ein allgemeines bzw. rationales u relativ kompliziert ist,
beschéftigt sich diese Arbeit lediglich mit der Funktionalgleichung der Riemann-Zeta-

Funktion fir v = 1.

Satz 3.21. Die Riemann’sche Zeta-Funktion erfillt fir alle s folgende Funktionalglei-

chung:

C(s) = 2(27)* L sin <7;5) (1 $)C(1—s). (27)

Diese Gleichung kann z.B. im Buch von Edwards nachgeschlagen werden Gleichung
(4) in Kapitel 1.6].

In der Literatur sind verschiedene Beweise der Funktionalgleichung der Riemann’schen

Zetafunktion zu finden:

e Beweis durch Manipulation des Integrals, zu finden in Kapitel 1.6]: Man ver-
dndert den Integrationsweg des Kurvenintegrals. Im Komplexen dndert sich das
Integral dabei nicht. Hierbei wird Gleichung verwendet.

e Beweis tiber die Jacobi-Identitét, zu finden in Kapitel 1.7]. Hierbei wird Glei-
chung verwendet.

e Beweis iiber Fourier-Reihen, zu finden in Kapitel 2.1]. Hierbei wird Gleichung
verwendet.

3.3.3 Berechnung von ¢'(0)

Nun méchten wir ¢/(0) mit Hilfe der Funktionalgleichung (Gleichung (27)) berechnen.

Fiir die logarithmische Ableitung der Funktionalgleichung erhalten wir:

() gy T (T8 _T=s) (=)
((s) OB (%) D) (28)
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Die Gleichung befindet sich in leicht modifizierter Form im Buch von Titchmarsh
Kapitel 2.4 nach Gleichung (2.4.5)]:

—C=s) o T (ms T )
?atzr—»lg@) 5t (2>+ + .

Hinweis: Diese Darstellung erhilt man, wenn man s durch 1 — s ersetzt.
Um den néchsten Schritt nachvollzichen zu kénnen, bendtigt man zunéchst folgende
Tatsachen:

e cot(s) =1 + O(s) wenn s gegen 0 strebt. Daher gilt: ll_I)I[l) Teot (%) —L1=0.

e Aus Satz|[3.13| und Lemma |3.14] folgt: 11:/((11)) =logI'(1) = —~.

e Aus Lemma [3.16] folgt:

, 1
('(s) = “Go12 +O(1),

wenn s gegen 1 strebt. Durch nochmaliges Anwenden von Lemma [3.16] erhélt man:

((s) = (=25 +7) - ¢Gs) + O (29)

Da ﬁ = O(s — 1), folgt durch Multiplikation mit Gleichung nun,

C@):_811+7+0®_D’

i Sd=s) 1
wenn s gegen 1 strebt. Daraus folgt: 213% sy s =)

Aus diesen drei Tatsachen ldsst sich schlieflen, dass die letzten drei Summanden in der
logarithmischen Ableitung der Funktionalgleichung (Gleichung ) den Grenzwert 0
haben, wenn s gegen 0 strebt.

Mit s — 0 folgt also:

= log(2m) (30)



Kapitel 2.4 nach Gleichung (2.4.5)].

Setzt man s = 0 in Gleichung ein, erhilt man —%. Diesen Wert kann man nun in
Gleichung einsetzen und erhalt:

o)
Daraus folgt fiir f[ k:
k=1

k=1

Das entspricht der Lerch-Formel (Satz[3.17)) fir u = 1.
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4 Die verallgemeinerte Lerch-Formel

In diesem Abschnitt soll die verallgemeinerte Lerch-Formel von Mizuno bewiesen werden.
Diese wird sich noch als sehr niitzlich erweisen. Die Formel von Mizuno verallgemeinert

die in Kapitel 3 besprochene Lerch-Formel (Satz (3.17))), die fiir den klassischen Fall gilt.

Satz 4.1 (Verallgemeinerte Lerch-Formel von Mizuno.). Fir u; > 0 gilt:

ﬁ (ﬁ (k+uj) ) = <n\/27T>
k=0 j];[lI‘(uj)

Theorem 1].

Wenn die A; polynomial von k abhédngen, dann kann man das Polynom faktorisieren

und die Formel von Mizuno anwenden.

4.1 Herleitung der verallgemeinerten Lerch-Formel

Wir betrachten die Funktion f(z) = H (14+ %2)™" in einer reellen Variablen 2 und
j=1
bilden die ersten zwei Ableitungen.

Fiir die erste Ableitung erhalten wir:

n —s—1 n —s
.TUj Uj Tuy
= —_ 1 _—
I#5

und fiir die zweite Ableitung:

=1 =1
! 1]
" zui\ 5, & zu\ Sy 2 TUm \ 8
— 14+ =L atll — (1 ) il <1 m)
+jz:j1(s)<+k) b (147 INCE
I#j m#l,j
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Wir benétigen eine Abschétzung fir f”(z). Dazu verwenden wir folgende Abschétzung
fir0<z<1l,u>0,k>1und seC:

Tu —5—2
1 _
( * k)

<1+ w2 da % <1
Analog lassen sich die folgenden beiden Abschétzungen zeigen:

U —s—1
1 _
‘( " k:)

< (1 +U)‘S‘+2,

und

Man erhélt die Abschitzung fiir f”(z) (Gleichung (31))) durch Anwenden der Dreiecks-

ungleichung und den gerade gezeigten Abschitzungen:
2
1 L 9
@) < 45 (s |+ 1) (Zu]) IT (@ +um) 2, fir 0 <z <1
m=1

Lemma 4.2. Mit C, = (|s| +1)? <Z uj> T (14 um)**2 gilt fiir jedes s:

j=1 m=1

fns (f[ (1+Z]‘j)_ 1+ (Zu]) )

=

< O, kRe)72 (32)
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Beweis. Nach der Taylorformel mit Integralrestglied gilt:

1
FO) =50+ 7O+ [ roa-ba.
Wir wenden die Standardabschétzung fiirs Integral an und erhalten:

/1 JOICEE) dt‘ < /01 76|11 — ] dt.

0

£(1) = £(0) = f(0)| =

Nach Abschéitzung mit |f”(z)| < % fir 0 <z <1und |l -t <1 erhilt man:

1 L C
" 1— </ ISt = =5
/O|f (t)(1—1t)| dt < R dt 12

Daraus folgt nun Abschéitzung fiir jedes s.

o0 n n
Lemma 4.3. Der Ausdruck kz_jl k—ns (jljl I+%) " =14 <j2_:1 Uj) ;1c> konvergiert
fiir R(s) > —% normal.

Beweis. Sei K eine kompakte Teilmenge in C. Da C; stetig von s abhdngt, existiert

Ck := max Cs.
seK

Aus Lemma [4.2] folgt nun:

(s )

J=1

< Cg k™2 fiiralle s € K. (33)

n=1

[e.°]
Abschétzung liefert die Majorante > k~"R()=2 < o0, Diese Majorante lisst sich

aufsummieren, wenn folgende Bedingung gilt: —nR(s) — 2 < —1 bzw. R(s) > —1. Aus

n
o0 n n
dem Majorantenkriteriumeolgt direkt, dass > k™™° < T+ %)_s —1+s (Z uj> ]i)
k=1 j=1 j=1
normal in der offenen Halbebene {s € C: R(s) > —1} konvergiert.
O

®  Nachzulesen in |4} Kapitel 3.2.2].
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Im Folgenden orientieren wir uns eng am Beweis in S.160-161].

Definition 4.4. Fiir R(s) > 1 definieren wir:

A(s) kann nun auch geschrieben werden als:

) - —(ns+1)
u;j Z

+Iik—ns (Jlill <1+lg)81+5 (gu]> ;)

Wir formen nun um zu einer Gleichung, in der wir sehen, dass A(s) eine meromorphe
Fortsetzung in der Halbebene {s € C : R(s) > —1} besitzt:

s)—(nu]) + ((ns) —s(Zzg) (ns+1)

j=1

([0 oo (0] )
k=1 \J

Wobei Lemma sicherstellt, dass der vierte Summand auf der Halbebene
{s e C:R(s) > —f} holomorph ist.

Nun mochten wir A’(0) berechnen. Wir verwenden obige Gleichung fur A(s), ((s) =

L+ 9+ 0(s —1) Lemma |i und ¢’(0) = —3log 27 (Gleichung ) Wegen der
normalen Konvergenz (Lemma darf gliedweise differenziert Werdenm:

—]Z:lloguj —]Z:l (Z (log (1+k]> - k:]> +’}/‘Uj> - §log27r.

k=1

10 Weierstraer Konvergenzsatz. Nachzulesen in [@ Kapitel 5.1, Theorem 1.2].
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Daraus folgt mit Hilfe der Weierstra-Darstellung der Gammafunktion (Satz :

[T (£ -0 T

k=0

Aus der verallgemeinerten Lerch-Formel (Satz kann die in Kapitel drei besprochene
Lerch-Formel fiir die Hurwitz-Zeta-Funktion (Satz [3.17) nun sehr einfach hergeleitet
werden. Dazu muss lediglich n = 1 gesetzt werden. Um zur Formel fiir die Riemann-

Zeta-Funktion zu gelangen, setzt man zusétzlich noch u = 1.

4.2 Beispiele

Zunéchst mochten wir die verallgemeinerte Lerch-Formel (Satz fiir den Fall \j, = k?

anwenden. Das sind genau die Eigenwerte vom Laplace-Operator am Kreis.

Wobei an dieser Stelle erwdhnt werden soll, dass es nicht unbedingt notwendig ist, die
Formel von Mizuno zu verwenden. Das regularisierte Produkt kann auch durch Anwen-
den von Lemma [2.3] und Satz [3.17 berechnet werden. Fiir u = 1 gilt dann:

>0 >0 x \? 2
[T (k+1)? = o2 Pz (Hk) Sat B0 <$) = or.

k=0 k=1 k=1

Mit Hilfe der Formel von Mizuno (Satz erhélt man den Wert des regularisierten

Produktes fiir den Fall A\ = k% mit n = 2 und u; = 1 ebenso:

(k+1)2 K2 = ——I—f:2.
kHO H ) () "
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Das regularisierte Produkt fir den Fall A\ = k™ kann man ebenfalls mit Hilfe von
Lemma und Satz oder der Formel von Mizuno (Satz berechnen:

o0

TG+ = (vVar)".

k=0

Betrachtet man den Fall \;, = k? — A, so muss man zunichst faktorisieren, um in die
Formel von Mizuno (Satz [4.1]) einsetzen zu konnen:

B —Xx=(k—=VA)-(k+V)), dh. u; = VA und ug = —VA
Nun stellt sich das Problem, dass die Formel von Mizuno in dieser Arbeit bisher nur fiir

u; > 0 besprochen wurde.

Die Formel von Mizuno (Satz kann auch fiir komplexe u; formuliert werden:

Satz 4.5 (Verallgemeinerte Lerch-Formel von Mizuno fiir komplexe ;). Fir
uj € C\{0,-1,-2,...} gilt:

11 ( i (k+uj)> _ Ly

k=0 \j=1

Theorem 1].

Das regularisierte Produkt fiir A\, = k% — A, mit A > 0 und X ist keine Quadratzahl, lisst

sich nun folgendermaflen berechnen:

o0
A

27
k]}(}(k—ﬁ).(kjuﬁ):r(ﬁ)‘r(_ﬁ).

Mithilfe von Gleichung kann man das regularisierte Produkt anschreiben als:

o0

A

H(k2 —\) = —2VA-sinmVA

k=0
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Fiir den Fall A, = k* — A, mit A > 0 und X ist keine vierte Potenz, erhalten wir:

[T = VN - (k+ YR - (k—iVA) - (k+iV/A)
k=0

B (2m)?
(VA - T(=VA) -TEVA) -T(=ivA)

Durch zweimaliges Anwenden von Gleichung und der Gleichung sin(iz) = isinh(z)

kann man das regularisierte Produkt folgendermaflen anschreiben:

H(k4 —\) = =4V -sin7V/A - sinh VA,
k=0

Fiir den Fall A, = k?® — X\, mit A > 0 und \ ist keine 2n-te Potenz, erhalten wir:

[T — %N = [tk — %A )+ %A k)
k=0 k=0

(var)”
T DA k) T(— %3¢k

k=0

ok
wobei ¢§ = ¢/(%) die 2n-te Einheitswurzel ist.

Mithilfe von Gleichung und elementaren Umformungen kann man das regularisierte

Produkt folgendermaflen anschreiben:

oo n—1
Tk = /3) = =2VA ] ¢y -sin (- ¥/2-ch,).
k=0 k=0
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n—1
Den Ausdruck [] ¢§, kann man noch mit Hilfe der Formel fiir arithmetische Summen
kl.i

S, = M aufsummieren. Man erhélt:

X . n—1
H(k: — XN =2V e H sin (77- U\ Cén) .
k=0 k=0

Mit Hilfe der Euler’schen Identitit e = i kann man nun folgende Formel anschreiben:

o0 n—1
TT0k— %/%) = —293- i T sin (v ¥/A-dh,).
k=0 h=0
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5 Eine verallgemeinerte Lerch-Formel mit linearer Viel-
fachheit

Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung folgender Zeta-regularisierter Produkte:

n
(k+uj)™
=1

%0 n a-k+b —%\5:0 i(wk—l—b
H H (k‘ + Uj) =e k=0 J
k=0 \j=1

n

Wir betrachten A\, = [ (k + ;) jeweils mit Vielfachheit a - & + b. Da der Exponent
j=1

a -k + b als Vielfachheit zu verstehen ist, schrénken wir uns auf ganzzahlige ¢ und b ein.

Satz 5.1 (Verallgemeinerte Lerch-Formel mit Vielfachheit a - k + b). Fir u; > 0 und
ganzzahlige a > 0 bzw. ganzzahlige b > 0 gilt fiir das regqularisierte Produkt mit linearer
Vielfachheit a - k + b:

Das regularisierte Produkt mit linearer Vielfachheit a-k+b ldsst sich analog zu Abschnitt

4.1 beweisen.

Definition 5.2 (Doppel-Gammafunktion). Die Doppel-Gammafunktion wird wie folgt
definiert:

1

k
_ (27‘1’)567% (14+7)22+2 ﬁ< > . —z+§
[a(1 + 2)

k=1
[7} Gleichung (6.29)].
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Die Doppel-Gammafunktion erfiillt folgende Funktionalgleichung;:

1 ~ I'(2)
Fg(l + Z) - FQ(Z)

Gleichung (A.3) im Anhang].

Mit Hilfe dieser Funktionalgleichung erhélt man die Werte bei positiven ganzzahligen n

To(n+1)-(nh)" =11.22.3%...p"

Kapitel 12.5, Aufgabe 48|.

5.1 Herleitung der verallgemeinerten Lerch-Formel mit linearer Viel-
fachheit

Zunéchst betrachten wir ein weiteres Glied in der Taylorformel und schiatzen mit f”'(x)
ab. Modifiziert man die Formel von Mizuno mit Vielfachheiten, erhélt man fiir ein Tay-

lorpolynom zweiter Ordnung keine normale Konvergenz mehr.

n
Wir betrachten daher wieder die Funktion f(z) = [] (14 5Z)° in einer reellen Varia-
j=1

ble x und bestimmen die dritten Ableitung:

F"(z) = jzn:l(—s)(—s —1)(-s—2) <1 + xk%) B kzz . g (1 - x:l)s
j

=1 m=1
l#7 m#l,j
n —s—1, n —s5—1
+3 (—9) (1 + wﬂ) 45 () (1 + ml) l
a k A K K
J=1 =1
l#j
n xu,\ S n TU 5
—s)(14+—2 — 14+ =2 36
mz<s>(+,€) k(+k) (36)
m#l,j p#l,j,m
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Wir benétigen nun eine Abschitzung fiir f”/(x). Dazu verwenden wir folgende Abschét-
zung fir 0 <x <1,u>0,k>1und s € C:

<1+ uwl? da % <1

Analog lassen sich die folgenden Abschétzungen zeigen:

—5—2
(1 + 5”;) < (1+u)kt3,

—s—1
(1 + ”“Z‘) < (14 u)lHs,

und

< (1 + u)|s|+3 '

zu\ ~°
]_ _
’(*k)

Man erhélt die Abschétzung fiir f”(x) (Gleichung (36)) durch Anwenden der Dreiecks-
ungleichung und den gerade gezeigten Abschitzungen:

\f’”(w)\§$ (Is| +2)° (Z ) H (14 up)**3 fir0<a <1

3
n n
Lemma 5.3. Mit Cs = (|s| +2)* (Z uj> IT(1+ up)‘sH?’ gilt fiir jedes s:
j:l p:l

s [ T u;\ "~ ° 5 — 5?2 &
ot (H(1+k]) —1+kaluj—2kzj;luj k2z )
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Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma [£.2 Man erhélt eine stiarkere Ab-

schétzung als in Abschnitt 4.1.

Beweis. Nach der Taylorformel mit Integralrestglied gilt:

50 =70 + 70+ 50 2 [ - o2

Wir wenden die Standardabschétzung fiirs Integral an und erhalten

50y £0) - 70 - H2 = (H( B

]:

2
o 2 21@22“)‘

Jl—
[ rraa-vral <3 [ olja - 07 a

)

Nach Abschitzung mit |f"”'(z)| < % fir 0 <z <1und |[(1—¢%)?| <1 erhilt man

L O Cy
11!
‘ dt < = o

11
5/01’( 2k3

Daraus folgt nun Abschéitzung fir jedes s.

Lemma 5.4. Der Ausdruck

—ns
> IT(1+ %) =14 2w g X wu— g >l
=1 7=1 j=1 =1 7=1

konvergiert fir R(s) > —% normal.
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Beweis. Sei K eine kompakte Teilmenge in C. Da C; stetig von s abhangt, existiert

Ck := max Cj.
seK

Aus Lemma [5.3] folgt nun:

n —s n 2 n n
1-ns Uj S S s 9
' (H (1+%) 1+ ilw e X %W—WZ%)‘ (38)
J=1 Jj=1 ,l=1 j=1
< % k)72 fir alle s € K.

[&.°]
Abschétzung (38) liefert die Majorante > k~"R()=2 < 0. Diese Majorante lisst sich
n=1

aufsummieren, wenn folgende Bedingung gilt: —n¥(s) — 2 < —1 bzw. R(s) > —%. Aus
dem Majorantenkriteriumlﬂ folgt direkt, dass

J=1 Jj=1

o s [T W\ L SN, SN, S N,
kglk (H<1+k) 1+k2u] 2k2jJZ:1UJUZ 2/{:2;%)

normal in der offenen Halbebene {s € C: R(s) > —1} konvergiert.

O]

Wir betrachten zunéchst Vielfachheit £ und multiplizieren dazu die Summanden in De-
finition .4 mit k:

[e.9]

M(s)=> "k (ﬁ (k+ uj)‘S) = i ktone (ﬁ (1 + 1;;) _8)
k=1 j=1 k=1 j

Jj=1

M (s) kann nun auch geschrieben werden als:

n

[e’e] 2 [e%e]
3K+ S5 w3k
1 k=1 g l=1 k=1

M(s)=> k'™ —s> u; Y k" +
k=1 k=1 j

n
j:l = J=

NN VA

n u; —s P 2 s )
Jj=1 7j=1 7,l=1 7=1

+ Z klfns
k=1

' Nachzulesen in [4] Kapitel 3.2.2].

42



Wir formen nun zu einer Gleichung um, in der wir sehen, dass M (s) eine meromorphe
Fortsetzung in der Halbebene {s € C : R(s) > —1} besitzt:

M(s):C(ns—l)—s(Zuj)((ns +;(Zu) (ns+1 (Zujul) (ns+1)
j=1

=1 7,0=1

<.

+Zk(H (k +uj)~ k"5+s(zu])k (na+1)
k=1 j=1

J=1

S (Eem)ri(B)e)

Nun mochten wir M’(0) berechnen. Aufgrund von Lemma [5.4] und dem Konvergenzsatz
von Weierstrajﬂ darf die Reihe im letzten Summanden gliedweise differenziert werden

und wir erhalten:

2
1 n n 1 n
M©O) =n-(~D)+=Su+ 23w+ — [ Y u

2 & 2 = 2n \ &=
7j=1 J=1 J=1

—|—Zk Zlog k4 uj) —|—nlogk—|—2u]k: 1—72u2k

k=1 ]:1 j=1 7=1
=3, jz:lu] ]zzl Zog + k:+2l<:2 —?—guj—g(—) .

12 Weierstrafer Konvergenzsatz. Nachzulesen in [@ Kapitel 5.1, Theorem 1.2].
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Man erhélt mit Hilfe elementarer Umformungen und Definition eine Formel zur

Berechnung des regularisierten Produktes fiir Ay = H (k 4+ u;j) mit Vielfachheit :
j=1

0 /[ n k
(H k—l—uj) = ¢ M)

k=0 \j=1
n n 2
1S (S ) o
_ BTG [ et
j=1
H <1+ uj) ~Uj o3k
k=1 k
"Vn 7“? L, 1,2 C(loo Ujk uui
=e2’ e” 2 e 2%We 2%e 1 g e Ui ek
L (7
=1 k=1
n Y
n 271' 2 .e C( 1)
= efv H ( ) ’ (39)
j=1 F2(1+Uj)

2

n n

. 1 2 1 ) . . .

wobei V = -~ ‘21 uj — (n ‘21 u]> die Varianz von ug, ..., u, bezeichnet.
j= j=

Das regularisierte Produkt mit linearer Vielfachheit a - k + b erhélt man mit Hilfe von

Lemma 2.3t
[t = (ﬂw)k)
k=1

k=1

bzw.

und Lemma 2.2}

H/\‘”“*b H/\“’“ H)\kfurab>0
k=1 k=1
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Durch Kombination von Gleichung mit der Formel von Mizuno (Satz erhalt
man fiir u; > 0 und ganzzahlige a > 0 bzw. ganzzahlige b > 0 das regularisierte Produkt

mit linearer Vielfachheit a - k + b, wie zu Beginn dieses Abschnitts gefordert:

0o a-k+b uj a b
Tk tuy| = v 7 @2 ) (7 2
H (4:1 (k+ j)) - ( H Fg(l—i-u]') ) (]1;[1 F(uj)) ’

k=0 \J

Wir erhalten eine Formel, in der die Eigenwerte polynomial wachsen und die Vielfachheit

unabhéingig dazu linear wichst.

5.2 Beispiele

Setzen wir n =1, a =1 und b = 0 in Satz ein, erhalten wir:

k=0 2

Diese Gleichung entspricht der Gleichung (A.21) in der Arbeit von Voros [7, Gleichung
(A.21) im Anhang].

Setzen wir n = 2, a = 1 und b = 0 in Satz ein, erhalten wir:

00 2 e
~ w-up? 2 (2m) 72 e ¢ (1)
((k+u)(k+ug)) =e
1 |1 s
ul—u 2
Wegen des Faktors e 4 erhélt man fiir das regularisierte Produkt in diesem Fall

nicht das Produkt der beiden Terme fiir n = 1. Es handelt sich hier um ein Beispiel
zu Bemerkung [2.5] Fiir die Folge A nehmen wir k + w; mit Vielfachheit k und fiir py
nehmen wir k 4 us mit Vielfachheit £ und erhalten Ungleichheit in Bemerkung falls

w1 und wug verschieden sind.
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Setzen wir n =2, a = 2 und b = 1 in Satz [5.1]| ein, erhalten wir:

X !
= . (ug—ug)? (27‘(‘)1_“1_u2 . 6_4< (=1
k4 up)(k +ug))?*H = 2 . (40
k;l;[o (( 1)( 2)) T(uy) - T(ug) - To(1 +up)? - To(l + ug)? (40)
Mit uq = % + VA und ug = % — v/ A erhalten wir:
> ne L\ 2\ o—AC (1)
) |
kHo<< ) ) TG+ V) TG = V) T2 + VN2 TaG = VAR
(41)

Das entspricht dem Ergebnis von Voros m, das sich durch Kombination der Gleichungen
(6.24), (6.32), (6.38), (6.39) und (A.3) ergibt.

Beginnt man bei £ = 1 zu summieren, erhdlt man aus Gleichung mit Hilfe der
Funktionalgleichung der Gamma-Funktion (Gleichung ):

(e,
- (ug—up)? (2m)1-w—uz L =4 (-1)
2

2k+1
kl;[l((k—i—ul)(k—l—w)) +_ T T ay) T+ ug) To(l £ an)? To(l 7 m)%

Mit u; =0, ug = 1 und I'(1) = I'(2) =T'2(1) =T'2(2) = 1 erhalten wir:

(k- (k4 1)) = ¢3¢,

o

k=1

Das entspricht der Formel fiir det’ A g2 in der Arbeit von Quine und Choi S.726], wo-
bei det’ Ag2 die Zeta-regularisierte Determinante des Laplace Operators fiir 2-dimensionale

Sphéren bezeichnet.

Hinweis: Um das regularisierte Produkt von héherdimensionalen Sphéren zu berechnen,

miisste man die Vielfachheit polynomial wachsen lassen.

Wir betrachten Ay = k- (k+ 1) + 1 mit Multiplizitét 2k + 1. Das regularisierte Produkt
fur A\; kann berechnet werden, indem u; = uy = % in Gleichung oder A = 0 in
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Gleichung eingesetzt wird. Alternativ findet man in der Arbeit von Voros folgende
Gleichung, die uns dabei hilft, das regularisierte Produkt fiir diesen Fall auf andere,

elementarere Weise zu berechnen:

[e.9]

M(s,ulqu:;) =3 (2k+1) [kz(k+1)+ﬂ_s: (22 -2)¢(2s-1). (42

k=0

Kapitel 6d, Gleichung (6.18)]

Durch folgende Umformungen erhélt man Gleichung :

(o= )= S (e 1) - Sa (ke ) (0 2)7)

0 —(2s-1) o e
:Z2<k+;) =Y 2(@k+1)27) -
k=0 k=0
— 9l+2s—1 Z (2]€ + 1) (2s—1) _ (Zl (2s—1) Z (Qk)_(28_1)>
k=0 1=0 k=0

— 92 (i 17(2371) - 27(2371) Z k(281)>
=0
=22 (C(2s = 1) =27 ¢ (25— 1)) = (22 - 2) C (25— 1).

Fiir M'(0,u; = us = 3) erhélt man:

1 log 2
M’ (o,m =y = 2) S Og —2.¢(~1).

Das regularisierte Produkt ist nun:

oo 1 9\ 2-k+1
1 ’
11 <<’“ +3) ) =20, (43)

k=0
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Mit Hilfe von Satz[5.1] kann dieses regularisierte Produkt ebenso berechnet werden. Dazu

setzen wir zunéachst in die Formel ein:

o0 9\ 2k+1 e—4¢(=1)
() e

k0 L) Ty (1+§) Ty (1+

N[

Mit Hilfe von Lemma und Gleichung erhélt man:

(e b)) o
2 Iy(5)4

k=0
Fiir — findet man folgenden Wert:
Ia(3)
1 3(=1) _1_1
=e 2z g 4224 (45)
Ta(3)

Gleichung (6.39) im Anhang].

Mit Gleichung und Lemma erhalten wir:

Man erhélt durch Anwenden der Formel in Satz (Gleichung (44)) dasselbe regulari-
sierte Produkt, wie durch Anwendung der Gleichung von Voros (Gleichung )
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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéaftigt sich mit Zeta-regularisierten Produkten ganz bestimmter Zah-
lenfolgen und setzt sich mit deren grundlegenden Eigenschaften auseinander. Auflerdem
werden Zeta-regularisierte Produkte im klassischen Fall betrachtet, also fiir die Ablei-

tung der Hurwitz-Zeta-Funktion bei s = 0.

Zentrale Formeln dieser Arbeit sind eine verallgemeinerte Lerch-Formel von Mizuno und
eine analoge Formel mit linear wachsenden Vielfachheiten, die eine Formel von Voros

verallgemeinert. In weiterer Folge werden auch Beispiele zu diesen Formeln vorgestellt.
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Abstract

This paper deals with zeta-regularized products of very specific number sequences and
deals with their basic properties. Furthermore, zeta-regularized products are considered

in the classical case, i.e. for the derivative of the Hurwitz zeta function at s = 0.

Central formulas of this work are a generalized Lerch formula of Mizuno and an analo-
gous formula with linearly growing multiplicities which generalizes a formula of Voros.

Subsequently, examples of these formulas are also presented.
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