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I. EINFUHRUNG

In diesem Kapitel soll das Vokabular und der mathe-
matische Apparat der Quantentheorie bereitgestellt werden.

Als Motivation dient das Phé&nomen der Neutronenbeugung an

(1)

Kristallen . Quantenprozesse sind nicht determiniert, es

kénnen vielmehr nur Aussagen lber Wahrscheinlichkeiten ge-
macht werden(z). Bei Prozessen, die in Schritten ablaufen,
ohne daf die Zwischenstadien feststellbar sind, miissen die
entsprechenden Amplituden addiert werden, deren Absolut-
quadrate gerade die Wahrscheinlichkeiten sind(3). Damit

(4)

kann die Neutronenbeugung berechnet werden Am Beispiel

der Ortsmessung werden die Begriffe Wellenfunktion und Ob-

(5)

servable eingefiihrt . Am Beispiel der Impulsmessung wird

der Begriff vom Operator, der einer Observablen zugeordnet

wird, erléutert(e)

. Die Observable Energie bestimmt die
zeitliche Entwicklung von Wellenfunktionen (Schrédinger-
Gleichung). Der Zusammenhang zwischen Energie und anderen
Observablen kann aus der klassischen Mechanik bezogen wer-

den, da diese ein Grenzfall der Quantenmechanik ist(7). In

(8) wird der Zustandsbegriff eingefiihrt. Befindet sich das
System in einem Eigenzustand einer bestimmten Observablen,
dann ist der Erwartungswert dieser Observablen schwankungs-
frei. Jeder Zustand kann nach Eigenzustédnden einer Obser-
vablen zerlegt werden. Die Entwicklungskoeffizienten sind
die Amplituden dafiir, daB die entsprechenden Eigenzusténde

als Zwischenstadien im Sinne des §3 auftreten.



§1. Rontgenstrahl- und Neutronenbeugung

Eine ROntgenrShre mit Cu-Antikathode wird mit ~12 keV
Spannung betrieben. Uber einem Untergrund von R&ntgenstrah-
lung mit Wellenldnge > 1 R entsteht auch eine sehr intensive
scharfe Linie (Ku -Linie) mit Wellenl&nge A = 1.537 8,
Wellenzahl k = 27/ = 4.088x108 cm b
= 1.226x10!9 s™} bzwFrequenz v = w/21 = 1.951x1018 s~
Bestrahlt man einen Einkristall mit dieser Ku =Linie (der

, Kreisfrequenz w = kc =
1

Untergrund wird vorher unterdriickt), so findet man neben
dem durchgelassenen Strahl bei gewissen Orientierungen des
Kristalls einen scharfen, um den Winkel 6 abgebeugten Strahl.

I I
A A
abgebeugter
(= Sekunddr)
A A Strahl
>
N Rau
€]
* -
ﬁ:in
Rontgen- passend direkter
réhre orientierter (= Primér)
Einkristall Strahl

Filter



Dieses Phdnomen ist einfach zu erkl&@ren: eine ebene und
monochromatische Welle erregt an jedem Gitterbaustein eine
schwache Kugelwelle. Da es im Kristall eine enorme Anzahl
von Gitterbausteinen gibt, heben sich diese schwachen
Kugelwellen auBerhalb des Kristalls iberall durch Inter-
ferenz auf, auBer in ganz bestimmten Richtungen, filir welche
sdmtliche Kugelwellen konstruktiv interferieren.

Wenn Eein bzw. Haus Einheitsvektoren in Richtung
des einfallenden bzw. abgebeugten ROntgenstrahles sind und
das Gitter durch Verschieben einer Einheitszelle um
>

E., = rla1 + r2a2 + r3a3 - mit ganzen Zahlen r;, Ir,, ry

aufgebaut werden kann, gilt:

-> -+ > ->
(naus - nein)ai (kaus B kein)ai (1)

miissen ganze Zahlen sein, damit ein abgebeugter Strahl mog-
lich ist. (1) sind die bekannten Laueschen Bedingungen fiir

das Auftreten von ROntgenstrahlbeugung.

Der NaCl-Kristall beispielsweise ist folgendermaBen
aufgebaut Am Ort (0,0,0) befindet sich ein Na+—Ion, am
ort a(2 2 2) ein Cl1 -Ion. Versch;ebt man dlese beiden
Gltterbaustelne mit a1 = a(0,2 2), 32 = a(2,0,2), 33 =
= a(2 2,O), so erhdlt man den kubisch-fldchenzentrierten
NaCl-Kristall (Seite 4).

Die linke Seite von (1) ist durch 2]Ei|/x beschrénkt:
Rontgenbeugung ist also nur méglich, wenn A/2 kleiner ist
als der groBte Wert Igil. Fir den NaCl-Kristall bedeutet
das A < 8.0 &.

Nicht nur elektromagnetische Strahlung, auch ein
Teilchenstrahl wird beim Durchqueren eines Kristalls ge-
beugt (und nicht lediglich zerstreut). LdBt man auf den
Kristall statt der ROntgenstrahlung Neutronen mit Impuls

=p Hein einfallen, dann beobachtet man in 3

>
Pein aus
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$ 5 > _ >
Richtung abgebeugte Neutronen (mit Impuls Paus = P Paus

genau dann, wenn ROontgenstrahlung mit Wellenzahl
= E
k =g (2)

abgebeugt wiirde. Mit anderen Worten: Das Beugungsverhalten

von ROntgenstrahlung mit Wellenzahl k stimmt mit dem Beu-

gungsverhalten von Neutronen mit Impuls p = Kk liberein.




(2) ist die Beziehung von de Broglie, A = 1.054><10'-27 erg s

ist die Plancksche Konstante.
Bei den Kernspaltprozessen wie sie in einem Reaktor

stattfinden, entsteht ein UberschuB an freien Neutronen.
Nachdem diese durch St&B8e mit den Kernen des Moderator-
materials (z.B. Deuterium) verlangsamt sind, verlassen sie
den Reaktor. Mit Hilfe eines Monochromators kann man aus
einem Strahl solcher thermischer Reaktorneutronen einen
Strahl von Neutronen mit sehr genau definiertem Impuls aus-
blenden. Durch Laufzeitmessung l&d8t sich die Geschwindig-
keit v bestimmen und der Impuls p = Mn v berechnen. Dieser
Strahl steht nun fiir das Beugungsexperiment zur Verfiigung.

Aufgabe
8 Graphit
Ey}
A Ry
o e e
Q
&%
Neutronen-
spektrometer
Das Impulsspektrum N(p) = (Anzahl der Teilchen mit Impuls

zwischen p - %E und p + %E) wird mit einem Spektrometer
gemessen. Im Falle, daB thermische Reaktorneutronen durch

einen langen Graphitstab diffundieren miissen, miBft man



N(p)

>p
Phax

Man erkldre, warum keine Neutronen mit p > pmax nachge-
wiesen werden und berechne pmax aus 51 = (a,0,0), 3. =
= (- 3a, ?a,m, 3, = (0,0,c) mit a = 2.46 & und ¢ = 6.71 &
fliir Graphit. Wie groB ist die maximale Energie Ela

(in eV)
der Neutronen?

X



§2. Wahrscheinlichkeit

Wir betrachten einen passend orientierten Einkristall,
auf den monochromatische Neutronen (d.h. Neutronen definier-
ten Impulses) auffallen und gebeugt werden.

Einkristall abgebeugt

einfallende :] 7
Neutronen direkt T P

passend orientiert

Die ungebeugt durch den Kristall laufenden Neutronen (Primdr-
strahl) werden in einem Z&hler Zp, die gebeugten (Sekundadr-
strahl) in einem Z&hler ZS nachgewiesen. Wir wollen hier
nicht auf den Bau solcher Zdhler filir Neutronen eingehen und
annehmen, daB deren Ahsprechwahrscheinlichkeit = 1 ist, d.h.
daB alle Neutronen des Primdr- und Sekunddrstrahls in den
Zdhlern nachgewiesen werden.

Ist der FluB der einfallenden Neutronen hinreichend
schwach und das Zeitaufldsungsvermdgen der Zidhler hinrei-
chend gut, so stellt man fest, daB praktisch niemals die
beiden Z&hler gleichzeitg ansprechen. Ein einfallendes
Neutron wird entweder in Z_ oder Zs registriert, niemals
in beiden Zdhlern "zur H&lfte". Genau diese Eigenschaft
meint man, wenn man Neutronen als "Teilchen" bezeichnet.

Tragen wir nun die "clicks" der Zdhler lber der Zeit
auf, so finden wir eine Folge, die etwa so aussehen ko&nnte:



= § =

Zdhlerprotokoll

VA [ 1| | L1y L Jd 14
P [ | T T L T I

Eine Fortsetzung dieser Reihe wiirde zeigen, daB das Verhdlt-

nis

Ns Anzahl der clicks des Zdhlers ZS 1
ﬁ; = Anzahl der clicks des Zahlers Zp T2

geht, Das Verhidltnis der Intensitdten im Sekundirstrahl und
Primdrstrahl ist demnach 1 : 2. (1 : 2 ist flir diese Dis-
kussion willkiirlich angenommen) .

Nun kann man eine Reihe von Ereignissen, wie die
obige, mittels gewisser mathematischer Tests daraufhin
untersuchen, ob die Ereignisse zufdllig, mit Gewichten 1 : 2,
auf die beiden Alternativen verteilt sind.

Gibt es vielleicht eine GesetzmdBigkeit, die es ge-
stattet, aus der Verteilung der vorangegangenen clicks mit
Sicherheit vorherzusagen, welcher Zdhler als ndchster an-
sprechen wird? Die Antwort ist: nein! Quantenmechanische
Experimente sind ideale Wiirfel.

Was ist mit dieser pointierten Feststellung gemeint?

Fihrt man dasselbe Experiment (ein Neutron f&llt
auf den Kristall auf und wird dann in einem der Z&hler
registriert) wiederholt aus (man 148t einen hinreichend
schwachen Strahl von Neutronen auffallen), so ist das Er-
gebnis eines bestimmten Experimentes nicht determiniert.

FaBt man etwa das Wirfeln einer ° oder ‘¢ als Ereig-

° c ¢ ©
nis z_, das Wirfeln einer °-, , %%, ,.,e, oder «« als Er-
s e # ik I~

eignis Z_ auf, so kann man, wenn soeben viermal ZS gewlirfelt
worden ist, nicht schlieBen, da8 nun endlich wieder Zp an



die Reihe kommt. Man muB sich mit der Wahrscheinlichkeit
1/3 auf ein neuerliches Zs' mit der Wahrscheinlichkeit 2/3
auf ein Z_ gefaBt machen. Die Verteilung der clicks auf
die beiden Z&dhler Zs und Zp kann man durch Wiirfeln simu-
lieren.

Diese Feststellung gilt generell: Bei mehreren Mog-
lichkeiten flir den Ausgang eines EXperimentes mit einem
Teilchen, an einem Atom etc. kann das Resultat nicht vorher-
gesagt werden, auch dann nicht, wenn die Ergebnisse voran-
gegangener dleicher Experimente bekannt sind. In diesem
Sinne ist die Quantenphysik nicht deterministisch. Wieder-

holt man das Experiment sehr oft, so konvergieren die rela-
tiven Hdufigkeiten Na/N (in N Experimenten wurde die Mog-
lichkeit a gerade Na—mal gemessen) . Der Grenzwert

Lim 5 =
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in einem einzelnen

Experiment die M&glichkeit a gemessen wird. Beginnt man nun
wieder eine Reihe gleicher Experimente, so konvergieren die
relativen Hdufigkeiten gegen dieselben Zahlen Wa. In diesem

Sinne ist die Quantenphysik kausal.

Dieser Sachverhalt kann nicht darauf zuriickgefiihrt
werden, daB die einfallenden Neutronen bezliglich irgend-
welcher uns bisher verborgen gebliebener Variablen zufalls-
verteilt sind. Gdbe es solche verborgenen Variablen, so
konnte man sich vorstellen, daB man eben aufer dem Impuls
und der Polarisation der einfallenden Neutronen noch den
Wert dieser ilibrigen Variablen kennen miifte, um dann das Er-
gebnis des Beugungsexperimentes mit Sicherheit vorhersagen
zu konnen. Da diese hypothetischen zus&dtzlichen Variablen
bisher verborgen geblieben w&ren oder immer verborgen bleiben
miiften, konnte man das Nicht-determiniert-sein einzelner

Experimente als nicht grundsdtzlich abtun (Brownsche Bewe-
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gung!). Sehr tiefsinnige Uberlegungen haben ergeben, das
eine Theorie der Quantenerscheinungen mit verborgenen
Variablen nicht widerspruchsfrei méglich ist.

Aufgabe

Durch

DIMENSION M(5@)
X=.823758
1 DO 2 1=1,50
X=X+0.497628
Y=ABS(SIN(X))
L=INTC100080 «*Y)-1@*INTL10C0*Y)
MC(I)=1
IFC(L.LT«4) GO TO 2
M(I)=2
2 CONTINUE
WRITE(1,8080) (M(I),I=1,50)
800 FORMAT(3X,5011)
GO TO !
STOP

wurde ein Z&hlerprotokoll simuliert:

11222112222122112221:22212222221.12122211212221,.12122
{21egglltleaeegl 1222122221 1222121218221212221812122
12221221121221212212221212212122211121111222211222
22221212222221112122221222112112212112112222222212
22221121222211112221121221222222111211221222222212
2112221 12222221212121222112111F1'1 1222121 121112224')1
22112222121 111,22222222222]11122121122221122111221221
12222121822122221222211212111211112122222212211221
122221121122122122221212221122222122212121 12822121
12t112221222211212128212222212222211232121221211222
11gllgleali2zel122122122111112211211 1112112112221 1
21gZile2rigitrlre2rae2112221y122122¥riy2ra2raraialila
11p2121281112122112222121222222221122222211222112])
12111212112121221112212112221212112111222111122222
222221222111211121211221122212282211221222222121212
arip2gir2122222121111141212222282221211211221122112
22222211122212122222122211112222222212221222222211
22221122212222211111212112222122222211122112221222
21212222222222222222111221121112222122211221221222
22221222112122111221122222212221211212111211122221}
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Mit welchen Wahrscheinlichkeiten sprechen die Z&hler 1 und
2 an? Man iliberlege sich Kontrollen, ob es sich um das
Zdhlerprotokoll eines Experimentes handeln kdnnte, bei dem
ein QuantenprozeB wiederholt (hier: 1000 mal) gemessen

wird.



- 12 =

§3. Wahrscheinlichkeitsamplituden

Den Ausgang eines Experiments, bei dem ein Neutron
die Quelle Q verldBt, am Kristall
e aufgestellt)
registriert wird, beschreibt man durch die entsprechende
Wahrscheinlichkeit WQZ'

maBen zu argumentieren: Wenn WQG die Wahrscheinlichkeit
3

ist, von der Quelle zum (durch r = (rl,rz,r3) numerierten)

2 > -+
mit Impuls p = p Nain #
gebeugt und dann im Z&hler % (in Richtung n

Man ist nun versucht, folgender-

Gitterbaustein Gr zu gelangen, Wr die Wahrscheinlichkeit,

an Gr gestreut zu werden und W die Wahrscheinlichkeit,

Grz
von Gr zum Zdhler Z zu laufen, dann wdre, mit
via Gr
W, =W W_ W ’ (1)

Qz QGr r Grz

die Wahrscheinlichkeit sz durch

via Gr
Wog = I Wz (2)

r
gegeben. Diese Argumentation ist falsch, weil mit nur posi-
tiven Termen in (2) die Beugung nicht erkldrt werden kann.
Statt Wahrscheinlichkeiten miissen in (2) GroBS8en - wir
wollen sie Amplituden nennen - addiert werden, die sich zu
Null aufheben k&nnen. Allerdings kommt man im allgemeinen
Fall nicht mit reellwertigen Amplituden aus, man muf viel-
mehr komplexe Zahlen zulassen. Die Regeln filir Wahrschein-
lichkeiten und Amplituden sind:

Die Wahrscheinlichkeit WAB flir den ProzeB8 A »+ B ist
gleich dem Absolutquadrat einer komplexwertigen Amplitude

QAB:
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= 2 = 2 2 = g%
W [onp! (Re ¢,,)2 + (Im ¢,.) Saup Yy + (9)

AB AB

Geht ein ProzeB A - B in Schritten A - C (mit Amplitude ¢AC)

“und C + B (mit Amplitude ¢CB) vor sich, so ist die Amplitude
via C

QAB das Produkt der Amplituden filir die Schritte:
via C _
28 = ®ac %cz - Al

Kann ein ProzeB A -+ B iiber mehrere alternative Zwischen-

stadien Cl' C2, ... ablaufen, ohne daB feststellbar ist,
Uiber welches, dann gilt
via C
r
oy ™ E Tan . (5)

Diese Postulate sind die Grundlage der Quantentheorie:

sie sind richtig, weil erfolgreich.

Aufgabe

Die Prozesse A - B1 und A > B2 verlaufen lber die

Zwischenstadien Cl' C2 und C3. Welchen Wert hat das Verhdlt-
nis wABl/WABz’
a) nicht festgestellt werden kann, liber welches Zwischen-

wenn

stadium der ProzeB ablduft,
b) wenn zusdtzlich gemessen wird, daBf der ProzeB iber das

Zwischenstadium C2 ablduft. (Siehe Skizze).

Die Amplituden sind

QACI = y(0.2 + 0.81i) , oclBl = y(0.6 = 0.7i) usw. ,

mit einem gemeinsamen, flir die Rechnung unerheblichen.

Normierungsfaktor y.
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§4. Beispiel: Neutronenbeugung

Bei §Q entsteht ein Neutron mit Impuls p und lduft
in irgendeine Richtung. Am Ort §r sitzt ein durch r nume-
rierter Gitterbaustein Gr' Die Amplitude dafiir, daB das
Neutron von der Quelle Q zum Gitterbaustein Gr gelangt,
werde mit QQGr bezeichnet. Mit der Amplitude fr wird es
am Gitterbaustein Gr gestreut. (Wie in Kapitel IV gezeigt
wird, ist die Streuung sphirisch symmetrisch, weil (H/p)?2
sehr viel gr&Ber als der Neutron-Atomkern-Wirkungsquer-
schnitt ¢ ist). Dann lduft das Neutron (wieder mit Impuls
p) in irgendeine Richtung, und mit der Amplitude @G 7 wird

es im Zihler Z bei x nachgewiesen. Die Wahrscheinlfchkeit

Z
WQZ’ von der Quelle zum Zdhler zu gelangen, ist damit durch
den Ausdruck

£

W, =[] ¢ o, |2 (1)
Qz L %6, 'r "cz

gegeben, weil nicht gemessen werden kann, an welchem Gitter-
baustein das Neutron gestreut wurde.

Um weiterzukommen, muB ein spdter abzuleitendes
Resultat vorweggenommen werden: wenn ein Teilchen bei *
entsteht und sich in irgendeine Richtung ausbreitet, dann

wird es bei ; mit der Amplitude

5 % B (2)
ly=x]

angetroffen. Damit erhdlt man

Pz _2 Pz _2
el Elx. le el Bl X%, | ,
Yoo LT tman )
‘r 7Q Z “r




ae @)
+
et

n;
elin naus

und bei groBem Abstand RQ der Quelle vom Kristall sowie

groBem Abstand RZ des Zdhlers vom Kristall kann man (3)

vereinfachen:
> -»> _ -1 > > _ > >
|xr xQ| = RQ|RQ x, +n.l = Ry + X, Dgyp + --- (4)
> > _ > - -1 > 8 - -
|xz xr| = Rzinaus R, xrl = R, Xo Dot eee (5)
sodaB man, mit der Abkiirzung
i = p(;aus - ;ein) v (6)
den Ausdruck - % z §r
1] £, e |2
Mg, 4= (7
R2 R2
Q "Z

erhdlt. Wir werten (7) aus im Falle, daB alle Gitterbau-
steine identisch und damit alle fr gleich sind. AuBerdem
wird ein kubisches Gitter mit Gitterkonstante a angenommen.
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Die N = (22+1)3 Gitterbausteine befinden sich an den Plitzen
; = a(rl,rz,r3) mit r, = =2,=8+l,..4,%, (8)

r k

womit man

" ) A a
-z K % 3 51n(l Nl/3 —5—)
Ze h r= n 2Aa n (9)
r k=1 51n(l k
2 h

berechnet. Das Quadrat dieses Ausdruckes, und damit (7),
hat ein scharfes Maximum, wenn

2+ -2 =->
R (naus nein)a ¥ (10)

:u| o>y
o

L L
2m 27
ein Vektor mit ganzen Zahlen ist. Mit der Beziehung (1.2)

von de Broglie ist (10) gerade die Lauesche Bedingung (1l.1)

flir ein einfaches kubisches Gitter.

Die Regeln filir das Rechnen mit Ampiituden sowie die

Formel (2) fir die Amplitude der freien, sphdrisch symme-

trischen Ausbreitung eines Teilchens erkldren also tat-

sdchlich die Neutronenbeugung am Kristall.
Zwei Bemerkungen sind noch angebracht:

1. Thermische Neutronen haben eine Energie von ~ 0.025 eV,
wédhrend die Bindungsenergie der Atome im Kristall mehrere
eV betrdgt. Mit nur sehr kleiner Wahrscheinlichkeit wird
daher der Atomkern (und damit das Atom) bei der Streuung
aus seiner Ruhelage ausgelenkt. Das gestreute Neutron hat
deswegen den gleichen Impulsbetrag wie das einlaufende
und das Zwischenstadium Gr ist nicht feststellbar.

2. Wenn dF die auf den Kristall gerichtete Fl&dche des Zdhlers
bezeichnet und man fiir die Wahrscheinlichkeit dez' das
das Neutron von der Quelle in den Zdhler gelangt, den
Ausdruck



-izz
1] £, 6 B0 Ffe -
- X
Moz = R2 47R2 W
Q Z

schreibt, ist fr die in Kapitel IV auftretende Streuamplitude
flir die Streuung eines Neutrons am Kern des Gitterbausteins
§r' Die bekannten Wirkungsquerschnitte ¢ = 4n|f|2 fiir die
Streuung thermischer Neutronen an Kernen ergeben

|£] = 10072 cn .

Aufgabe

Man rechne (9) nach.



§5. Ortsmessung

Wir betrachten ein Teilchen (etwa ein Elektron), das
sich in einem Potential (etwa dem Coulombpotential eines
Protons) bewegt. Die Amplitude wt(ﬁ) dafiir, daB das Teil-
chen zur Zeit t im Volumen d3x bei % nachgewiesen wird,
nennt man die Wellenfunktion des Teilchens zur Zeit t. Es

gilt also:
aw, (x) = |¢t(§)[2 ddx (1)

ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t im
Volumen d3x bei x vorzufinden. Deswegen sollte die Wellen-
funktion gemdsB

[ a¥x |y (x)|2 =1 (2)

normiert sein: irgendwo muB das Teilchen ja schlieBlich
sein.

MiBt man irgendeine GrdBe nur ein einziges Mal, er-
hdlt man daflir irgendeinen Wert. Dieser Wert ist aber be-
deutungslos, da kein VerlaB darauf ist, bei einer Uber-
prifung den gleichen Wert zu finden: Quantenprozesse sind
nicht determiniert. Man muB8 vielmehr das gleiche Experiment
sehr oft wiederholen, und aus den gemessenen Werten den
Mittelwert bilden.

Werden etwa immer nach der gleichen Vorschrift die
Anfangsbedingungen festgelegt und wird nach immer derselben
Zeit t der Ort gemessen, so findet man bei der n. Wieder-
holung das MeBergebnis §(n). Den Mittelwert sehr, sehr
vieler (idealisiert: unendlich vieler) MeBergebnisse nennt
man den Erwartungswert der mit ¥ bezeichneten Observablen

"Ort". Dieser Erwartungswert wird als <%X> geschrieben:

t



&>, = lim % £ %(n) . (3)

Wenn th(;) die Wahrscheinlichkeit ist, daB das Teilchen
zur Zeit t nach Beginn des Experimentes im Volumen d3x bei
X angetroffen wird, ist der Erwartungswert der Observablen
X durch

L (RIX = [a2x yE(X) X v, (R (4)
gegeben.

Ausdriicke wie die rechte Seite von (4) werden in der
Quantentheorie berechnet, und die rechte Seite von (3) kann
man beliebig genau messen. Der Begriff des Erwartungswertes
einer Observablen stellt die Verbindung zwischen Theorie
und Experiment her.

Aus der Observablen "Ort" lassen sich andere Obser-
vablen gewinnen. Man kann beispielsweise den Mittelwert

N

I ¢
lim = /x2(n) + x2(n) + x2(n) (5)
N N n£ 1 3 4 3

bestimmen und

[ adx pp(X) /x2 + x2 + x3 v (%) (6)

berechnen. Beide Zahlen stimmen natiirlich iiberein und sind
2 + X2 pezeichneten Ob-

2 3
servablen "Abstand". Die Tatsache, daB die MeBergebnisse

der Erwartungswert der mit /Xf + X

§(n) i.a. nicht bei jeder Wiederholung gleich sind, spie-
gelt sich in der Ungleichung

2 4+ x2

2 2 2 2
/<x? + x% + x> > </xI + X2 e (7)

2

wider (vgl. Aufgabe 2.),
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Aufgaben

1)

2)

Das Proton eines Wasserstoffatoms kann wegen seiner
groBen Masse als bei X = O ruhend angenommen werden.
Die Wellenfunktion des Elektrons im Grundzustand ist

s -»>
12 i —%— -|x|/a
e e

v (%) = (mad)” ' (8)
" _ _ 1lme* _ _ _ R2  _
mit EO = 3Rz~ 13.6 eV und a = meZ - 0.53 g.

Man berechne <X>,, <X2 + X2 + X2>é/2 und

£ 1 2 3

2 2 2y1/2
<(X1 + X2 + X3) >t %

Es sei A eine Observable und a(n) das MeBergebnis bei
der n. von N Messungen. Der Erwartungswert von A ist
durch
1 N
<a>= % ] am) , (9)
n=1
der Erwartungswert von A2 durch
1 N
<a?> =& ] a(n)? (10)
n=1

gegeben. Man zeige, daB
<A2> > <A>? (11)

gilt und daB das Gleichheitszeichen nur dann méglich
ist, wenn alle a(n) gleich sind.
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§6. Impulsmessung

Der Ansatz (4.2) fir die Amplitude, ein Teilchen
mit Impuls p bei x vorzufinden, hat sich bewdhrt: man
konnte damit die Beugung thermischer Neutronen am Kristall
erkldren. Ein in E-Richtung und mit Impuls 5 = pﬁ laufendes
Teilchen wird in groBer Entfernung von seinem Entstehungs-
ort durch eine Amplitude

=
~oe

beschrieben. Natiirlich gilt dieser Ausdruck nur dann, wenn
das Teilchen sich kradftefrei ausbreitet. Im allgemeinen
Fall muB man es durch die Wellenfunktion w(§) beschreiben.
(In dieser Nummer wird, um die Notation zu vereinfachen,
die Abhdngigkeit von der Zeit nicht explizit angeschrieben).

Die Wellenfunktion y kann nach Fourierkomponenten

zerlegt werden:

i
> d32 E;; N
V(x) = e v (p) . (1)
(2nH) 3
Wegen
i> +,.>
- g(Pp')X 3 &
falx e = (20R)? 83 (3-p") (2)
a3 7B (%) + >
[ = 3 (x-x') (3)
(2nR) 3

PP = [a%x e v (4)
und diese Funktion ist gemds

3 ->
LB 1332 = [adx [v(R) |2 =1 (5)
(2nh) 3
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normiert. Die Formel (1) kann man folgendermaBen interpre-
tieren:

Die Amplitude W(§) flir den ProzeB, im Zdhler (mit
Volumen d3x) bei x nachgewiesen zu werden, ist die "Summe"
der Amplituden dafiir, daB das Teilchen den Impuls E hat
und dann bei X nachgewiesen wird. Die Wahrscheinlichkeit
dW(ﬁ), den Impuls E (mit Toleranz d3p) zu besitzen, ist,
mit (5), durch

> > 3
aw(p) = |¥ |2 —B (6)
(2nhR)3

gegeben. Daher berechnet man fiir den Erwartungswert der
Observablen P = "Impuls":

> 3
B> = [awn@)D = [LB— YD) |2 B
(2rh) 3

€ (7)

Man kann (7) folgendermaBen umschreiben:

ir> isr>

3 PX - gpx'
P> = _—2_2; E Ja3x eE PR (x) fd3x' e R (%) =
(27R)
ir > >,
-> > 3 p(x-x')
= [d3x y* (%) B3 [a3x* y (%) I—Q—E—— o '

= (2rh) 3

sodaB man, mit (3),

- 3 w(y B3 =
<§>t [a3% vE(x) TV v (X) (8)
erhdlt. (Die Zeitabhidngigkeit wurde hier wieder explizit
angegeben) .

Eine Vorschrift, die eine Funktion in eine andere
Funktion liberfiihrt, nennt man einen Operator. In der

Quantentheorie hat man es nur mit linearen Operatoren zu
opo
1

tun: Wenn der Operator aA°P die Funktion ¢1 in Xy =
und die Funktion ¢, in x, = A°P¢2 iberfiihrt, dann fiihrt
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a%P gie Funktion ¢ = a1¢1 + a2¢2 in a;xy + azxzﬁﬁber. (a1
und a, sind dabei beliebige komplexe Zahlen). I Vk sind
drei lineare Operatoren. Die Multiplikation einer Funktion
mit einem ihrer Argumente ist ebenfalls ein linearer Opera-
tor: x, durch x(§) = ¢(;) gegeben, hdngt linear von ¢

ab.

*x

Ordnet man den Observablen X die Operatoren X°P =

= "Multiplikation mit §“ zu, so kann man (5.4) auch in der
Form

> w ;> O ->
%>, = [a3x vE@ X y (%) (9)
schreiben. Auf die gleiche Gestalt 1&d8t sich (8) bringen:
% 0
<i5>t = [a3x vE(x) B Py, (10)
indem man den Observablen P die Operatoren

BOP = "partiell ableiten und mit % multiplizieren" =

==V (11)

zuordnet.

Sehr scharfsinnige Uberlegungen haben ergeben, daB
man jeder Observablen A einen linearen Operator a°P zuordnen
kann, sodaB

<ay = [adx () AP () (12)
flir beliebige Wellenfunktionen gilt.

Aufgaben

1) Man zeige (5).



2)

3)

_25_
Welchen Operator 7°P muB man der Observablen

= = 2 2 P2
T (P1 k4 P2 ¥ P3) (13)

zuordnen?

Man berechne den Erwartungswert <T> mit der Wellenfunk-
tion des H-Atoms im Grundzustand (s. Aufgabe 1, §5).
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§7. Energie

In der Relativitdtstheorie wird gezeigt, daB au

123
-E-a—tund 3k

anten Index ist, ebenso wie der Viererimpuls Pu (mit

(mit ao = = -vk) ein Tensor mit einem kovari-

cPo = Gesamtenergie und Pk als Impuls). Man muB8 daher der
O - B
i

o

Observablen "Gesamtenergie" = cPo den Operator cP %E

zuordnen. Nun gilt

by SV bt U ST+ .= v (1)

In der nichtrelativistischen Theorie versteht man unter
Energie die Differenz zwischen Gesamtenergie und Ruhe-

energie. Die Observable "Energie" wird mit H bezeichnet,
ihr wird der Operator u°P zugeordnet. Man kann daher (1)

auch in der Form

- % t me? - % t HOP
wt =e e wo (2)
schreiben. Da der Erwartungswert irgendeiner Observablen

A durch
w2y 20 >
A>, = [adx vEx) APy () (3)
gegeben ist, kann der Faktor exp(- % t mc?) in (2) fortge-

lassen werden, ohne daB sich irgendein Erwartungswert
dndert. Das bedeutet, daB man statt (2) auch
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= e v (4)

benutzen kann.

Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion ist damit

durch die Schrédinger-Gleichung

(5)

festgelegt. Der Hamiltonoperator H°P ist der Observablen

H = "Energie" zugeordnet.

Die Schrédinger-Gleichung (5) ist aber erst dann
niitzlich, wenn 1P explizit bekannt ist. Mit anderen Worten,
" man muB wissen, wie die Observable H mit anderen Observablen
verkniipft ist. In den meisten F&dllen kennt man diesen Zu-
sammenhang aus der klassischen Mechanik. Beispielsweise
gilt fiir ein Elektron, das sich im Coulomb-Feld eines Pro-
tons bewegt:

1 e?
H=2(P2 4 P2 % P2) = —Cr (6)
2n 1 & 3 /X3 + X3 + X3 '

sodaB man die Schrddinger-Gleichung

P} - e2 >
= Ay (X)) - ——]——— y _(x) (7)
£ £ /x3 + x2 + x2 t

=2 "2
(x) = o

(3]

zu l6sen hat (vgl. Aufgabe 2, §6).

DaB8 der Zusammenhang zwischen Energie und anderen
Observablen (z.B. (6)) aus der klassischen Mechanik be-
zogen werden kann - man nennt diese Tatsache das Korre-
spondenzprinzip -, ist natiirlich kein Zufall:

Einfachheitshalber rechnen wir nur mit einer Raum-
dimension. Mit dem reellen Potential V schreibt sich die

Schrddinger-Gleichung als
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R2
2m

]
L l=]
=0
L}
1

W+ Vo bzw. & = -

sodaB man (durch wiederholtes partielles Integrieren und
wegen des Verschwindens von y bei x + #«) berechnet:

m %E <X> =m [dx $¥xyp + m [dx p*x) =
= % % fdx(W"“x¢ - PExy") =
01 )5 132w 1 ™ ' P R .
=T 7 Jax(=y'®y - y'Exp’ o+ ytExp! + gyt =
= % [ax g% ' = <p> (9)
%E <P> = % [ax yxy’ + % Jax yxg' =

2
= %a Jax(=y "=yt + pFy"') + fax(Vy) ' = [fax yE(Vy)' =

A2 . . « " o
= o0 Jax(p'Ep" = ptEY") 4 fax(pEVYE - yEVY - pEvyt) =

= - [dx p¥V'y = <-V'> “ (10)

Im dreidimensionalen Fall und voll ausgeschrieben heiBen
(9) und (10):

d =
n S <X.>, = <P.> (11)
<Pj> = <Kj (xl'XZ'x3)>t ¥ (12)

mit K = -VV als Observable "Kraft".

Man identifiziert nun <§>t mit i(t), dem in der klassischen
Mechanik benutzten "Ort des Teilchens zur Zeit t", und <3>t
mit B(t), dem in der klassischen Mechanik benutzten "Impuls
des Teilchens zur Zeit t". Wenn die Wellenfunktion so be-
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schaffen ist, daB
> >
<Kj(X)>t ® Kj(<x>t) (13)

eine brauchbare Ndherung ist, findet man die Newtonsche

Bewegungsgleichung
- "
;. = K 14
m X J(x) (14)

der klassischen Mechanik.

Man sieht, daB in der klassischen Mechanik dieselben
Verknlipfungen zwischen Energie und anderen Observablen wie
in der Quantenmechanik untersucht werden. Die klassische
Mechanik folgt aus der Quantenmechanik unter der Voraus-
setzung, daB die Ndherung (13) hinreichend gut ist.

Aufgabe

Man zeige, daB die Wellenfunktion fiir den Grundzu-
stand des Wasserstoffatoms (siehe Aufgabé 1, §5) der
Schrddinger-Gleichung (7) geniligt. Welcher Wert ist fir
die Energie zu erwarten?
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8. Zustand

Den Zustand eines Systems zu einer gewissen Zeit t
kennt man vollstdndig, wenn man die Erwartungswerte <A>t
aller Observablen kennt. (Natlirlich mu8 man nicht alle Er-
wartungswerte messen, denn mit <A>t und <B>t ist auch der

Erwartungswert <A>t + <B>t = <A + B>t der Observablen A + B

bekannt). Diese Exrwartungswerte
= 3 % (%) a°P =
<A>, Ja3x vE(X) AT gy (%) (1)

wiederum kann man berechnen, wenn die Wellenfunktion wt
bekannt ist. Wir identifizieren daher die Zustdnde des
Systems mit den Wellenfunktionen. Diese Entsprechung ist
nicht ganz eindeutig: Ve und ei“wt (e reell) beschreiben
denselben Zustand, da beide Wellenfunktionen dieselben
Erwartungswerte liefern.
Die Quantentheorie hat zwei Typen von Problemen zu
untersuchen:
1)AZu einer Anfangszeit ist ein Zustand by gegeben. In wel-
chem Zustand wf befindet sich das System zu einer spdte-
ren Zeit?
Die Streuung von Teilchen aneinander ist ein Problem von
diesem Typ, ebenso der Zerfall angeregter Zustdnde eines
Systems.
2) Wie sind die Zustdnde eines Systems zu einer gewissen
festgehaltenen Zeit (etwa t = O) zu klassifizieren?
Wir gehen hier ausfiihrlicher auf 2) ein, da man mit 1)
schon in der klassischen Mechanik vertraut gemacht wird.
Alle im folgenden angeschriebenen Wellenfunktionen
beziehen sich auf die Zeit t = O, wenn die Zeit nicht ex-
plizit angegeben wird. Die Termini "Zustand" und "Wellen-
funktion" werden austauschbar benutzt. Wenn MiBverst&nd-

nisse méglich sind, wird auch <A> geschrieben, um klarzu-

v
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stellen, daB der Erwartungswert der Observablen A im Zu-
stand y gemeint ist.

Die Operatoren, die den Observablen zugeordnet
werden, sind stets hermitisch. Das bedeutet, daB
fa3x v3 (%) (2P 4 ) (R) = [a3x(a°P y, )% (%) v, (R (2)
fiir beliebige Wellenfunktionen wl und wz gilt.

Ein Zustand x heiBt Eigenzustand der Observablen A,
wenn A°P die Wellenfunktion x lediglich mit einer Zahl a,
dem zu x gehdrenden Eigenwert, multipliziert:

a°P X = ax . (3)
: op . ;

Weil A hermitisch ist, gilt

a = [a¥x x*(%) (AP y) (%) = [a3x(a°P )= (%) x(X) = a* . (4)

Die Eigenwerte einer Observablen sind reell.

Wenn sich das System im Eigenzustand x befindet, miBft man

die Erwartungswerte
<A> = a und <A2>X = a2 5 (5)

Der Ausdruck

- 2 - 2
SA = /<A >¢ <A>¢ (6)

wird als Schwankung der Observablen A im Zustand ¢ bezeich-
net. Falls der Zustand ein Eigenzustand ist, verschwindet
die Schwankung. Im Eigenzustand y ergibt die wiederholte

Messung von A stets den gleichen Wert, nédmlich den Eigen-

wert a (vgl. hierzu die Aufgabe 2, §5). Die Eigenwerte sind
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demnach diejenigen Werte der Observablen A, die reproduzier-
bar gemessen werden kdnnen.

Es seien Xy die Eigenzustidnde der Observablen A und
a, die zugehdrigen Eigenwerte. Um (behebbare) Komplikationen
zu vermeiden, wird angenommen, daB alle a, verschieden sind.

Wegen

3y X 3 x aCP = (435 (aCP Xy =
an IdxXB Xq 'rdxXBA 'rd x(A} XB) XG

(7

an d3x y* = a d3x @
8 I XB )(‘1 B8 I XB Xu
folgert man

1 wenn a = B
3 % (X% 3 = =
fd X XB(x) Xa(x) GaB . (8)
O sonst

Zwei Eigenzustdnde mit verschiedenen Eigenwerten sind
orthogonal (im Sinne von (8)).

Fiir die Operatoren, die den Observablen zugeordnet
werden, gilt auBerdem, daB das System der Eigenzustédnde

vollstdndig ist. Das bedeutet, daB jede Wellenfunktion y
nach Eigenzustdnden der Observablen A zerlegt werden kann:

> -»>
vx) =] e x,(x) . (9)
[+3
Die Koeffizienten c, berechnet man als
e, = [@xE() v . (10)

Wenn das System sich im Zustand ¢ befindet und A gemessen
wird, findet man:

<A>, = Z le, 12 a, . (11)



Wegen
2 =
Ile,l2=1. (12)
interpretiert man (9) und (10) folgendermaBen: gu ist die

Amplitude dafiir, daB die Observable A den Wert a hat, wenn
sich das System im Zustand y befindet. Bei einem Experiment

zur Messung der Observablen A kommen die moglichen MeBwerte
a, mit Gewichten le, |2 vor.
Besonders interessant sind die Eigenzustédnde ¢a der

Observablen H = "Energie":

op -
H ¢a = Ea 9y . (13)

Diese Zustdnde entwickeln sich mit der Zeit wie
i - i
f fi *Eq

=e ¢ =e oy, - (14)

¢a & beschreibt daher denselben Zustand wie ¢u, was nichts
’

anderes heiBt, als daB der Erwartungswert einer beliebigen
Observablen zeitunabhdngig ist, wenn sich das System in

einem Energieeigenzustand befindet. Energieeigenzustdnde,

d.h. Zustédnde mit verschwindender Energieschwankung, sind
stationdr. Indem man alle Energieeigenzusté&nde ¢a und alle
Energieeigenwerte Ecl bestimmt, hat man auch das Problem
der Zeitentwicklung geldst:

Man zerlegt wo nach Energieeigenzusténden,

> >
v (%) = E c, b, (%) (15)

und findet sofort

Ve (X) = (16)

R~
(2}
o
<
&
.
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Leider kann man nur in ganz einfachen Fdllen alle Energie-
eigenzustdnde angeben.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Orts- und
Impulsoperatoren in gewissem Sinn pathologisch sind. Es
gibt zwar L&sungen der Gleichung

PP y=8x (17)

nédmlich die ebenen Wellen
iz 3
x (%) ~ el . (18)

Diese LOsungen, weil nicht normierbar, sind aber keine
Wellenfunktionen. Trotzdem gibt es die zu (9) analoge Ent-
wicklung, n#mlich (6.1). Uberhaupt muB gelegentlich die
Summe durch ein Integral und das Kronecker-§ durch die
Deltadistribution ersetzt werden.

Aufgaben

1) Man zeige, daB Xﬁp und ng hermitische Operatoren sind.

2) Man iberpriife (10) und (12).



II. EINDIMENSIONALE SYSTEME

Mit dem im Kapitel I entwickelten theoretischen
Apparat werden Beispiele behandelt, die nur einen geringen
rechnerischen Aufwand erfordern.

Die Heisenbergsche Unschdrferelation wird im Zusam-
menhang mit der krdftefreien Bewegung eines Teilchens er-

léutert(g). Der eindimensionale harmonische Oszillator(lo)

(11) wird der

148t sich rein algebraisch untersuchen. In
Begriff des gemischten Zustandes, insbesondere des Gibbs-
Zustandes eingefiihrt. Ein System mit vielen Freiheits-

graden 1l&dB8t sich oft auf nahezu ungekoppelte Systeme mit
wenig Freiheitsgraden zurilickfiihren: das wird am Beispiel

(22} erdortert. Elektronen im idealen

(13)

der Gitterschwingungen

und werden an Gitterfehlern
(15)

Festkdrper bewegen sich frei

(14)

gestreut oder sogar gebunden Eine wichtige Formel

fiir die zeitliche Anderung der Erwartungswerte von Obser-

(13)

vablen wird in abgeleitet. DaB ein Teilchen, entgegen

der klassischen Vorstellung, einen Potentialberg durch-

tunneln kann(le), ist die Ursache fiir die Instabilitdt vie-

ler Kerne gegen o-Zerfall.

Die Beispiele sind so ausgewdhlt, daB die typischen

Phdnomene der Quantenphysik wvorkommen:

§9 : Zur Lokalisierung von Teilchen ist Energie erforderlich

§10: die Energien stationdrer Zust&nde sind diskret

§11: Quanteneigenschaften spiegeln sich in Eigenschaften
makroskopischer Systeme wider

§12: kollektive Anregungen lassen sich als Quasiteilchen
behandeln

§13: Wechselwirkung verursacht die Aufspaltung sonst ent-
arteter Energieniveaus

§14: Streuung von Teilchen

§15: Bindung von Teilchen

§16: Zerfall angeregter Zusté&nde.
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§9. Krédftefreie Teilchenbewegung

Das allereinfachste Problem, die krédftefreie Bewe-
gung eines Teilchens mit Masse m, ist bereits nichttrivial.

Wenn die Wellenfunktion wo(i) zur Zeit t = O vorge-
geben ist, berechnet man die Wellenfunktion wt(§) zur Zeit

t als LOsung der Schrddinger-Gleichung

2
- e = = = A wt(;) . (1)

oo A RS _
3 (5= t = px)
b = (2B Fim 759 (2)
(2nn) 3
mit
i >
A
Vo = Jaxe BTy G0 . (3)

Wir analysieren (2) im Fall, daB wo in

> _ (1) (2) (3)
v (x) = u t xy) w (k) uw T (xy) (4)
faktorisiert. %(E) faktorisiert dann ebenfalls, und daher

auch wt(§). Wir schreiben ut(x) fliir einen der drei Fakto-

ren:
ip?
= Fls= t = px)
u (x) = [§Bpe P 2° §, (p) (5)
mit
i
- & px

(13

o(P) = Jdx e u (x) . (6)
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Die Funktion ut(x) hdngt neben der Zeit nur von einer Orts-
koordinate ab und erfiillt die Schrddinger-Gleichung

(x) . (7)

Das Problem der krédftefreien Teilchenbewegung im dreidi-
mensionalen Raum ist damit auf das Problem der krédftefreien
Bewegung auf einer Geraden zurlickgefiihrt.

Das folgende Beispiel ist typisch: der Impuls ist
um g GauB-verteilt,

-2 (p=g) 2 /E2
3°(p) = (81r)1/4 al/2 e 2 (p=q) “/B ' (8)
sodaB
=922 (=) 2 /E2
|?1°(p)l2 v e 28 (pra)¥/R% g f%&ﬁlﬁo(p)lz =1 (9)

gilt. Man kann nun (8) in (5) einsetzen und mit der Wellen-

funktion u, Erwartungswerte berechnen. Wegen

p x
u (0 = [ e 8, (p) (10)
_ipl, i
p X
G =e " Ty (p) = faxe N7 u (0 (11)

kann man aber die Erwartungswerte der Obserxvablen x® und

P" auch direkt aus ﬁt(p) gewinnen. Beispielsweise gilt
E
= % = dp_ wx = A9 R P
<X> fax uif (x) x u (x) [ax jznﬁ u¥(p) (- 3 ap)e

i ipi )
IZWH B, tp' el = 12“5 u"(p)(- 4 p) ug (p) » (12)



- 38 -

wegen i
gF(P'-P)x
X e

[a

Ebenso ist

= 2rh 6(p'-p) .

n, o (2B ¥ (p) (- B2 y0 Yy
*5 ¢ Izﬂn ut(P)( i9p ut(p) (13)
n_ _ dp_ . n v
<P>, = [Fig (P P U (P) (14)
herzuleiten: in ﬁt ist die gleiche Information {iber den Zu-
stand wie in ut enthalten. Fiir den durch (8), (11) beschrie-

benen Zustand berechnet man damit

i
<>, =q , <PZ> =gq? + (3z)% , usw. (15)

&

=3, a2 = @2 eaz s (B2, usw. (16)
Das ist ein sehr interessantes Ergebnis: Das Teilchen be-
wegt sich gleichfdrmig mit Geschwindigkeit v = %, <X>t = Vvt,
und hat den konstanten Impuls <P>t = mv. Das muB so sein,

da die N&dherung (7.13), die die Herleitung der klassischen
Bewegungsgleichung ermdglicht, sogar exakt ist. Allerdings

schwanken Impuls und Ort:

und &y = a’/1+t2/12 , mit 1t = 2ma2/h . (17)

Das Produkt 6X5P aus Orts- und Impulsschwankung ist stets

gréBer (hochstens gleich) % h: das ist die bekannte
Heisenbergsche Unschédrferelation. Bei der krédftefreien

Teilchenbewegung ist die Impulsschwankung konstant, die
Ortsschwankung dagegen nimmt von einem Minimalwert (als-
bald linear) mit der Zeit zu. (17) beschreibt die zeitliche
Entwicklung der Ortsschwankung. Das bedeutet jedoch
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kein ZerflieBen des Teilchens selbst. w(;) ist die Ampli-
tude filir die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen bei ; anzu-
treffen, nicht irgendeine "Materiewelle". Selbst wenn das
Teilchen ruht (g = 0), liegt kein stationdrer Zustand vor,
da z.B. <X2>t von der Zeit abh&ngt.

Ruht beispielsweise ein Elektron bei % = O und ist
zur Zeit t = O mit einer Schwankung von a = 100 R 1lokali-
siert, dann hat es trotzdem eine Energie <H> = %E<P2> =
= 1.0x10™4
T = 1.7x10 i
des Elektrons nur noch mit der Schwankung éx = 0.6 cm be-

eV. Die Ortsschwankung nimmt wie t/t 2zu, wobei
T s betrdgt. Nach t = 10-6 s etwa ist der Ort
kannt.

Die Verallgemeinerung auf die dreidimensionale
krédftefreie Bewegung, <§>t = % <P>, bereitet keine Schwie-
rigkeiten.

Aufgaben

1) Man berechne die Schwankung der Energie &, = Y<H2>-<H>2

im Zustand (8).

2) Ein Massenpunkt (= Teilchen) von m = 10_6 g ruht und
ist zur Zeit t = O mit der Schwankung a = 10°° cm
lokalisiert. Wie lange dauert es, bis sich die Orts-

schwankung verdoppelt hat?
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§10. Harmonischer Oszillator

Man betrachtet ein zweiatomiges Molekiil (etwa HC1).
Wir konzentrieren uns hier auf die Kerne, die durch die
gemeinsame Elektronenhiille in einem gewissen Abstand R
gehalten werden. Die klassische Mechanik liefert fiir R
die Bewegungsgleichung

m R =-V(R) 5 . (1)

mit m als reduzierter Masse. Das Potential V hat die Form,

VA

sodaB es fiir kleine Auslenkungen X um die Ruhelage als

- = 1 gn 42
V(R°+X)- V,+t3 Ve X (2)

geschrieben werden kann. (Fir HCl ist Ro = 1.275 R). Indem
man P = mX als (verallgemeinerten) Impuls und

=1l p2 41 yn g2
H g= P2 £ 5 V2 X (3)
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als Anregungs- oder innere Energie einfiihrt, hat man das
Problem der inneren Schwingungen eines zweiatomigen Mole-
kiils auf das des eindimensionalen harmonischen Oszillators
zurlickgefiihrt.

Natilirlich muB das Problem quantentheoretisch behan-
delt werden. X wird als Observable "Abweichung des Kern-
abstandes von Ro" interpretiert. Die Wellenfunktion wird
mit u bezeichnet, und |u(x)|2dx ist die Wahrscheinlichkeit,
daB der Kernabstand zwischen R°+x und R°+x+dx liegt. Die
Observable P ist der Impuls eines der Kerne, wenn das
Molekiil als ganzes ruht. Mit w? = V;/m kann man die innere
Energie auch in der Form

1l 52, mw? o,
H—mP+2X (4)

[\

schreiben.
Fiir Observable und fiir die ihnen zugeordneten Opera-

toren wird ab jetzt das gleiche Symbol verwendet.

Wegen
PR wis) = 2 Ao g utx) = & utx) sxs u' @)
i 9x i i
R
=3 I u(x) + XP u(x) (5)
gilt
[X,P] = XP - PX=1ihRI " (6)

mit dem durch Iu(x) = u(x) definierten Eins-Operator. Der
Eins-Operator ist der Observablen "Messung durchgefiihrt"

zugeordnet, denn

<I> = fdx u¥(x) I u(x) = [dx |u(x)|2? @)
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hat fir jeden Zustand den gleichen Wert, n&mlich 1. Die
linke Seite von (6) heiBt Kommutator der entsprechenden
Operatoren und (6) nennt man die kanonische Vertauschungs-

regel. Wir definieren zwei Operatoren

+_ogem o g 1
A" = /2ﬁ X i /2mﬁw

1
/2m5w

- . pem ;
P und A = /2n X + i P . (8)
Flir die weitere Rechnung sind diese komplexen Linearkombi-
nationen sehr niitzlich, sie entsprechen aber nicht irgend-
welchen Observablen: A+ und A~ sind nicht hermitisch. Eine
einfache Rechnung ergibt:

[a~,a%1 =1 (9)
H = Ku(a®a™ + % I) (10)
(#,a%] = Reat , [H,A"] = - Fwd~ . (11)

Wegen

<H>

ﬁm(% + fax w*(x) A* A7 u(x))

fw(: + fax(a” w¥(x) A u(x) >3 ha (12)

gibt es einen kleinsten Energieeigenwert Eo. Sei 00 der zu-

gehdrige Energieeigenzustand:

H ¢° = Eo ¢° . (13)

Ist ¢ irgendein Energieeigenzustand (mit Energieeigenwert
E: H ¢ = E ¢), dann gilt:

Hat s =@ata+RwaNe=(E+huw aty (14)
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HA ¢= (A H-RwA)d=(E-HhHuw) A ¢ . (15)
Man sieht, daB8 mit ¢ auch A+¢ und A_¢ Energieeigenzustédnde
(wenn richtig normiert) sind, und zwar mit Energieeigen-
werten E+hw und E-Rw. Allerdings konnte A+¢ oder A-¢ iden-
tisch verschwinden. Das tritt auch ein:

A ¢ =0 (16)

muB gelten, weil es sonst den Eigenwert Eo—ﬁm gdbe. Mit
(16) und (10) findet man

<H> =E = % hw @ (17)
Wegen (14) sind
=y _(ahH? (= Oylsens) (18)
¢y = Yp ¢, n=20,1,...
ebenfalls Energieeigenzustédnde, mit Energieeigenwerten
_ 1
E =(n+3hw . (19)
n 2
(Fir das HCl-Molekiil ist fw = 0.370 eV).

Die Normierungskonstahten (" bestimmt man folgendermaBen:
¢, ist bereits normiert, d.h. ey = 1.

Wegen H = hu(a*A” + 2 1) =Reaa*t -1 1)
und Aty = B gilt
n p e n+l
n+1-= EE PO . T = [ax ¢”(A-A+¢ ) =
Auw 2 hw 2 ¢n n n
+ 5 f
= Jax@® o )x@t o) = (B2,

n+l
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2
Yn

2_____ - -1/2
n+1) n+t1 ' 'n

sodaB (y (n!) resultiert.
Wir fassen zusammen:
Der harmonische Oszillator hat die durch n = 0,1,2,...

numerierten stationdren Zusté&nde

- Wi - 1 .,n
¢n —;T (/ X 4 / Bo P) ¢° ’ (20)
zu denen die Energieeigenwerte
E_ = <H> = (n + l) R o (21)
n ¢n 2

gehdren. Der Grundzustand (d.h. der Zustand zum niedrigsten
Energieeigenwert) ist die normierte L&sung der Gleichung

wm 1 =
(/ X+ i lfm_ﬁ_m P)d)o =0 . (22)

Mit Hilfe der Formeln

A+°n = /n+1 on+1 ; A_din = vn ¢n_1 ’ (23)
fdx ¢;§I ¢n = 61’1'1‘1 (siehe 8.8) ’ (24)
X = '/'2:;7,,(;\'* +a7) P = /m_r;_w 1 - ) o

kann man, ohne die Wellenfunktionen ¢ explizit zu berech-
nen, die Erwartungswerte <.>, von Observablen im stationdren
Zustand bn angeben:

R 1
= = 2 = = + = 2, = + =
<X> 0o , <P> 0 , <X4> (n ) , <P mﬁw(n 2)
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In jedem stationdren Zustand ist der Kernabstand gerade
Ro, jedoch schwankt dieser Abstand, und zwarlumso mehr,
je mehr Anregungsenergie En = <H'>n = RAw(n + 3) vorhanden
ist. Die Abstandsschwankung verschwindet auch im Grundzu-
stand nicht.

Aufgaben

1) Man zeige (9), (10) und (11).

2) Man berechne die Wellenfunktionen ¢° (Grundzustand) und
¢1 (erster angeregter Zustand) und Uberprilife, daB sie
orthogonal sind.

3) Man Uberpriife die Heisenbergsche Unschdrferelation

8x8p 2 % R flir die stationdren Zustdnde des harmoni-

schen Oszillators.
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§11. Wdarmekapazitdt des harmonischen Oszillators

Wir haben die Schwingungen der Kerne eines zwei-
atomigen Molekiils durch den Hamiltonoperator

2
1 p2 , Mw® yo (1)

B = m 2

N

beschrieben. Die durch n = 0,1,2,... numerierbaren Energie-

eigenwerte sind
E_ = <H>_ = Fu(n + 3) . (2)
n n 2

Wie kann man nun ein Resultat vom Typ (2) liberpriifen?

Eine MOglichkeit bietet die Spektroskopie: Ein Gas
zweiatomiger Molekiile sollte elektromagnetische Strahlung
mit Kreisfrequenzen

absorbieren. Dieser Effekt wird im Zusammenhang mit der
quantentheoretischen Behandlung des elektromagnetischen
Feldes erdrtert.

Ein anderes Verfahren ist die Messung der W&drme-
kapazitdt. Flihrt man einem Gas (N Molekiile, Dichte p) bei
konstant gehaltenem Volumen die Energie 8E zu, dann steigt

die Temperatur um 6T, und mit
8E = N c §T (3)

mift man die molekulare Wiarmekapazitdt c. Bei zweiatomigen

Molekiilen setzt sich c aus den Anteilen

Cxin fir die Zunahme der kinetischen Energie,
Crot flir die Zunahme der Rotationsenergie, und
e fiir die Zunahme der Schwingungsenergie
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zusammen. Bei kleiner Dichte und hoher Temperatur ist be-
: _ . _ -16

kanntlich Cxin ot = 1 kB' mit kB = 1.38x10

erg/°K als Boltzmannkonstante. Die molekulare Wirmekapa-

=3
=3 kB und c

zitdt cvib(T) fiir den Schwingungsfreiheitsgrad soll hier
berechnet werden. Diese Funktion 1&8t sich nd@mlich allein
aus den Energieeigenwerten des harmonischen Oszillators
bestimmen, sodaB (2) Uberpriift werden kann.

Wenn sich ein System (z.B. ein HCl-Molekiil) im
Gleichgewicht mit einer Umgebung der Temperatur T (z.B.
die ibrigen Molekiile des Gases) befindet, ist es durch
den Gibbs-Zustand <e>q 2ZU beschreiben. Dieser Zustand kann
aber nicht durch eine Wellenfunktion charakterisiert werden.

Geht man auf die Definition

M
<A> = lim 2 a(m) (4)
M-+» m=1
des Erwartungswertes der Observablen A als Mittelwert der
Ergebnisse a(m) der m. Messung zuriick, so gilt, fiir belie-
bige Observable A, B und beliebige reelle Zahlen o und B:

<aA + BB> = a<A> + B<B> (5)
<A2> > 0 (6)
<I> =1 . (7)

Jede Abbildung A » <A> mit (5), (6) und (7) nennt man einen
Zustand. Durch die folgende Konstruktion gewinnt man einen
Zustand: Man gibt ein beliebiges vollstdndiges Orthonormal-
system X17 Xgeeee VOR Wellenfunktionen (d.h. fd3xxgxu=68a,
eine beliebige Wellenfunktion ¢y kann als y = Z CoXq 9€

a
schrieben werden) und eine Folge gyr9pre-. VOD Gewichten
(@.h. g 2 0, 1 g =1) vor. {«v.(x,+9,) .-} definiert dann

durch @ &
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<A> AOP

X

3 S
E 9a Id X X a

(8)

Z 9, <A>

a X

a

einen Zustand. Man gewinnt auf diese Weise sogar alle Zu-
stdnde. Wenn alle Gewichte bis auf eines verschwinden,
spricht man von einem reinen, sonst von einem gemischten
Zustand. Die bisher behandelten Zust&dnde sind reine Zu-
stidnde. Der '

-1 -Eu/kBT
Gibbs-Zustand = {...(¢a,z e ) 6 swrd (9)

ist ein gemischter Zustand. °a sind dabei die Energieeigen-

zustdnde, Eu die Energieeigenwerte, T ist die Temperatur,

und

-E /k_T

z2=Je ¥ B (10)
a

dient zur Normierung der Gewichte.

Mit anderen Vorten: befindet sich ein System im
Gleichgewicht mit einer Umgebung der Temperatur T, dann
ist der Erwartungswert einer beliebigen Observablen durch
den Ausdruck

-E /k.T
e © » <A>
<A>, =& ta (11)
i —Ea/kBT
e
a

gegeben. Herleitung und Auswertung der Formel (11) ist der
Gegenstand der Gleichgewichtsthermodynamik.

Man kann nun mit (11) den Erwartungswert der Obser-
vablen H = "Schwingungsenergie" im Gibbs-Zustand berechnen:



- 49 -

e‘En/kBT .
n

=]
]

<H> =
-En/kBT
e

=]
fie~>8|ll~8

o}
(]

1
-hw(n + 7)/kBT

2 e RAw(n + %)
= n=0 =
[ -hw(n + %)/kBT
e
n=0
1 d b n
=Ru(3+2z 35 1log § z) -Aw/k_T
2 dz fie 5 = B
- TN W
= ﬁw(2 + nm/kBT ) s (12)
e = 1
Es gibt also den Beitrag
d T
c (T) = == <H>_, =k, f( )
vib daT T B Tvib
zur molekularen Wdrmekapazitdt, mit
" 1 el/% (13)
T .. = hw und f(x) = — ——7 . 1
B “vib 52 (el/x - 1)2
Durch Messen der molekularen Wdrmekapazitdt
(14)

= (2 -
e = G+ I kg

eines Gases von zweiatomigen Molekiilen kann
a) festgestellt werden, ob die Form der Funktion f paBt.
Damit wird das Gesetz der dquidistanten Energieniveaus

Uberprift.



- 50 -

b) w = kB Tvib/ﬁ bestimmt und mit der Kreisfrequenz w;g = w
der Absorptionslinie verglichen werden.

Aufgaben

1) Man iiberpriife, daB8 (8) tatsdchlich einen Zustand beschreibt,
d.h. daB (5), (6) und (7) erfiillt sind.

2) Man leite die Beziehung

= 2 - 2 = /
8y V/<H > <H>2 kBT C(T)/kB (15)
fiir die Schwankung der Energie im Gibbs-Zustand zur Tem-
peratur T ab. Die Wdrmekapazitdt eines Systems ist durch

= 4
C(T) = ar <H>T (16)
definiert. Indem man die Differentiation in (16) aus-
fihrt, 1d8t sich (15) fiir ein beliebiges System (d.h.
beliebiges H) beweisen.
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12. Phononen

Die Schwingungen der Gitterbausteine eines Kristalls
miissen quantentheoretisch behandelt werden. Weil die drei-
dimensionale Situation zu kompliziert ist, wird hier ein

eindimensionales Modell untersucht.

Wir nenmen einfachheitshalber identische, durch r
numerierte Gitterbausteine mit Masse m an. Die Kerne
schwingen um ihre Ruhelage, (deren Abstand a die Gitter-
konstante ist), und die Observable "Abweichung des r. Kernes
von seiner Ruhelage" wird mit xr bezeichnet. Der zugehdrige
Impuls ist Pr’ und fiir die zugeordneten Operatoren gilt

[Xr’Ps] = iR 8,ps I ' (1)

" ver-

denn "Ableitung nach xs" und "Multiplikation mit X,
tauschen fiir r # s. Man entwickelt die potentielle Energie

um das Minimum und erhdlt

”Irm

g E Eém (X 4 = X)2+ ... (2)
als Ausdruck filir die Energie der Gitterschwingungen. Die
regelmédBige Struktur des (eindimensionalen Modell-) Kristalls
driickt sich dadurch aus, da8 w nicht vom Gitterplatz r ab-
hédngt.

Durch Einfilihren von Normalkoordinaten Xk und Normal-
impulsen Pk kann man (2) in einen Ausdruck flir ungekoppelte
Normalschwingungen umschreiben.

Wir nehmen eine geschlossene Kette von N = 2% + 1
Gitterbausteinen an:
p2

r m

+2
= — ot L - 2 2
H rz_z =+ S5( (% X_ )2 + (X X )2 +

-5+l -2 -g42 © g+l

- 2 - 2
..+ (X - X +(X_, - X024 (3)

l-l)
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=2+1

-2+2

Da spdter sowieso der Limes N + = betrachtet wird, spielt
das Zusammenfiigen der Enden keine Rolle, es erleichtert
aber die Rechnung.

Man unterteilt das Intervall - % ses + % in
N = 22 + 1 k-Werte:

kK, =y 2_" (0 = =2,=241,000,8) . (4)

. w
] \kl a
z.B. N = 15
Es gilt dann
- -r' B K
! I eika(r ') _ 6. und N 1 ] ellk=k")ar _ Spkt *
L r

Die Normalkoordinaten sind
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=1/2 -ikar
x, =N2 7 e X, (6)
r
die Normalimpulse
-1/2 ikar
P, =N 7 e B ’ (7)

r

Zu beachten ist, daB die Operatoren Xk' Pk nicht direkt

irgendwelchen Observablen zugeordnet sind, jedoch erfiillen
sie die kanonischen Vertauschungsregeln

[Xk,Xk,] =0, [Pk,Pk,] =0, [Xk,Pk,] = iR akk' I. (8)

Mit der Umkehrtransformation

x_=nN"1/27 etkar y ung p_=n"1/2 § mikar p (9)
r k r k
k k
1ld8t sich H auf die Form
mim
L Z om Pr P ¥ 7 X Xy (10

bringen. Die Normalfrequenzen w, miissen dafiir als

k
w, = 20 |sin 52 (11)
gewdhlt werden

A
20 +
% [

'] AV AY]

T Fa XAl

-1/a k n/a
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Man braucht nun nur noch die Operatoren

A= wa/2m 2 X - 1/2mbe) Y2 P (12)
AL = (/202 x4 1(1/20m0,) 12 P (13)
einzufihren, um
H=JH mnit H =h (AY AT +1 1) (14)
L Hy X kA Ax * 3
mit
+ - - - 4+
(AL AT, ] = AL, AD D =0, [AD AR = 6, 1 (15)

schreiben zu konnen.
Die Energie H der Gitterschwingungen ist die Summe
der Energien Hk fiir ungekoppelte Normalschwingungen. Die

Argumentationen des §10 kénnen daher ungedndert ilibernommen
werden.

Wir bezeichnen mit {n} einen Satz von N nichtnega-
tiven ganzen Zahlen Ny die den N verschiedenen Wellen-
zahlen ka (a = G,*1,...,1%) zugeordnet werden. Es gibt
genau einen durch

Ay %0} = o ¥ k) (16)

definierten Grundzustand ¢{O}' mit

- = p—t
E{O} = <H>[o} = )); <Hk>0 - ,}é ﬁwk % (17)
Die librigen Energieeigenzustdnde sind
n
1 +, 'k (18)

¢ =1 (A) ¢
{n} k /E;T k {0}
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mit den Energieeigenwerten

1
E = <H> =) <H> =7 Ao (n +3 . (19)
{n} {n} B k n, i k'"k 2
Wegen
E(n} = By * g ny Buy (20)

kann man (19) so interpretieren:

Es gibt Quasiteilchen (Phononen), die den Quasiimpuls
p = hk annehmen kdnnen und dann die Energie e = Hmk besitzen.
Man spricht von Quasiteilchen, weil Phononen nur im Kristall
und nicht auch im leeren Raum vorkommen kdnnen. Das Phonon
beschreibt einen Anregungszustand des gesamten Kristalls.
Ein stationdrer Zustand des Gitters ist durch Angabe der
Anzahl n, von Phononen mit Quasiimpuls p = Nk gekennzeichnet.
Die gesamte Energie ist die Summe der Energien ﬁmk der
Phononen, daher gibt es (wenigstens in der N&herung, in der
die Entwicklung (2) brauchbar ist) keine Wechselwirkung
zwischen Phononen. Im Limes N + « (unendlicher Kristall)
sind alle Quasiimpulse = g <p<m % moglich.

Bei der inelastischen Neutronenstreuung am Kristall

werden Gitterschwingungen angeregt, d.h. Phononen erzeugt.
Mit E als Energie und E als Impuls der ein- bzw. auslaufen-
den Neutronen gilt (im realistischen = dreidimensionalen
Fall):

Eein = Eaus ¥ ﬁwi VL)

=By * BR (22)

24
I

ein

sodaB damit die Dispersionskurve w.,, dessen eindimensionale

Form (l11) ist, gemessen werden kann. Auch (21), (22) legen
die Interpretation von Phononen als Teilchen nahe. Jedoch



- 56 -

werden auch die Grenzen dieser Sprechweise deutlich: (22)
braucht nur bis auf einen Vektor %lﬁ; (kubisches Gitter,
T ist ein Vektor mit ganzen Zahlen) erfiillt zu sein!

Aufgaben

1) Man tberpriife (8) und (15) sowie den Schritt von (3) zu
(10).

2) Die Schallgeschwindigkeit im Kristall ist

dmk
v = — (23)
Schall dlil k0

Man schitze  (in s !) bzw. Bw (in eV) durch

«6kms ! und a-= 28

Vschall

ab. Welcher Temperatur 0 = Em/kB entspricht das?
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§13. Quasifreie Elektronen

Man betrachtet eines der locker gebundenen Elektronen
eines Atoms, ein sog. Valenzelektron. Entfernt man ein sol-
ches Valenzelektron vom Atom, dann bendtigt man dazu eine
gewisse Energie ]e]. Anders ausgedriickt: Hat man ein ein-
fach ionisiertes Atom, dann wird ein zusdtzliches Elektron
mit Energie € < O gebunden. Mit welcher Energie wird das
Elektron im Kristall gebunden?

Wir betrachten wieder einen hypothetischen eindimen-
sionalen unendlichen Kristall mit Gitterbausteinen bei
xr =ra (r= ... -1,0,1,...). Der Zustand, daB das Elektron
beim r. Gitterbaustein lokalisiert ist, wird mit u, be-
zeichnet. Es sei H die Observable "Energie des Elektrons".
Mit H u. =-eu, wdre u. ein stationdrer Zustand. (Man be-
achte, daB8 H auch fiir den der Observablen zugeordneten
Operator steht). Nun kann das Elektron aber seinen Zustand
dndern, indem es zum nd&chsten Nachbarn iiberwechselt. Man
beschreibt das durch

Hu_=¢ u,. - %(u +u ) . (1)

r+l =1

In diesem Ansatz ist beriicksichtigt, daB es nach links
ebenso wie nach rechts iiberwechseln kann und da8 jeder
Gitterbaustein gleichberechtigt ist. O.B.d.A.kann n > O
gewdhlt bzw. durch u, > (-1)r u, erreicht werden.

Wir fihren die folgenden Operatoren ein:

Einheitsoperator: Iu =u. (2)
Ortsoperator: X u,. = ar u, (3)
Rechtsverschiebung: R u. = u (4)
Linksverschiebung: Lu_.=u (5)

r =1
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Damit schreibt sich die Energie als
HwgX=g (ReE) -, (6)
und es gelten folgende Vertauschungsregeln:
[R,L] =0, [X,R] = aR , [X,L] = -aL . (7)
Man kann sofort Eigenfunrktionen von H angeben:

ok - z eikar - ’ (8)
b

r
denn
R ¢ = g S8 ' (9)
L ¢ = " ans ' (10)
bedeutet
H ‘k = E(k) ‘k mit E(k) = ¢ - n cos ka . (11)
Wegen ¢ 27 = %k gibt es nur zu den k-Werten im Intervall
k # 2=
= % < k < i (12)

verschiedene Eigenfunktionen.
Allerdings sind die ok keine normierbaren Zusténde.
Fiir einen gemds

v = E c, u.

zerlegten Zustand ist |c _|? als Wahrscheinlichkeit dafiir
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zu interpretieren, daB das Elektron bei X, = ar lokalisiert
ist. Insbesondere muB | le |2 = 1 gelten, und das 148t sich
fir °k auch durch Umnormieren nicht erreichen.

Man muB vielmehr die ¢k superponieren:

x/a -femte
dk «~ n
v, = a == c(k) e ¢, =) c_(t) u_ , (13)
t -wia 27 k Jz: . r
mit
n/a -
c lt) =a [ K ¥ otikAr-E(kIE/N) (14)

'%g_t"’t_ﬂ“'t (15)
gefunden, die mit
a ";a gk 2|2 =1 ' (16)
-n/a
auch im Sinne von
g leg(t) |2 = 1 (17)

normiert ist (wegen ) BT o 2% s§(k)).

r
Es soll nun eine wichtige, fiir beliebige Systeme richtige

[}

Aussage hergeleitet werden. Es sei A eine Observable und

Ve ein Zustand zur Zeit t. Dann berechnet man
R s =S Jadx v Ay = [d¥x §¥ Ay, + [ddx y¥ A =
dt G o7 dt t t t = T

Jadx(- £y )® Ay, + [ax v AC- L m oy =
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= [ax v (- ElAEINy = <B>_ (18)
mit
R=- % [A,H] . (19)

Man kann also jeder Observablen A eine andere Observable A
dadurch zuordnen, daB die entsprechenden Operatoren durch
(19) verkniipft sind, und dann gilt

da .
at <A>t = <A> £ " (20)

Flir das hier studierte System - ein Elektron im
eindimensionalen Kristall - ist beispielsweise

x = - 1 =ldaL-R
X =- = [XH] = g~ 557 ’ (21)
und damit
% = na = El(k)
X by 5 sin ka ok B oy . (22)
Fir ﬁ berechnet man
%= -4 %, =
=-fxHl =0 . (23)
Das bedeutet, daB
a2 W
<X>, = <X>,_, =0 (24)
a2 t t

flir jeden Zustand gilt. Im Sinne von (24) ist die Bewegung
des Elektrons im Kristall krdftefrei. Man spricht von
quasifreien Elektronen, wenn man sich im Kristall frei

bewegende Elektronen meint.
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Flir die Geschwindigkeit des Elektrons berechnet man

a = <% = a (3K | 2 El(k)
= <x>t = <X>t = a 'rZ'n [c(k)| & ’ (25)
. - £ Bt

denn c(k) e ist proportional zur Amplitude, zur

Zeit t im Zustand ¢k zu sein, und wegen (22) hat X dann
den Wert E'(k)/h. Wenn |g(k)|2 bei ko ein scharfes Maximum
hat,

A
|& (k) |2

a [$E |qm|2 =1

]
i

-
[ E

) ) ikoar = % E(ko)t
sind die cr(t) nahezu proportional zu e e ”
Im folgenden wird dieser Zustand als ebene Welle mit
Wellenzahl k° bezeichnet. Eine ebene Welle mit Wellenzahl
ko entspricht einem Elektron, das sich mit der sogenannten
Gruppengeschwindigkeit

a E'(ko)
dt t h

A
>
v
[}

(26)

durch den Kristall bewegt. Seine Energie ist dann
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<H> = E(ko) = ¢ - n cos koa .

Das urspriingliche Energieniveau (flir ein am freien Gitter-
baustein gebundenes Elektron) e ist in ein Energieband auf-
gespalten.

E(k))

]
o=

,
e

Interessant ist das Verhalten des Elektrons unter
einem ZuBeren elektrischen Feld E. Das Elektron verspiirt
eine zus&dtzliche potentielle Energie V, die am r. Gitter-
baustein gerade e E x betrdgt. Statt (6) muB8 man nun mit

dem Hamiltonoperator .
H=e¢I-2(R+L) +eEX (27)
rechnen. Es folgt:

wie (21), und
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N . 2
X=-%[X,H]=-E-eE[L-R,x]=—B-a—-eE(L+R) . (28)
! 2n2 2R2
Man berechnet
o 2 n
x¢k=-~ﬂ§—eEcoska¢k=-E—(—]5-LeE¢k . (29)
h2 h2
also
2
m* d <X> = -e E ? (30)
at2 t
mit
2
n¥ B (31)

a [3E 120 |2 B" (k)

als effektiver Masse. Ein Elektron im Kristall reagiert auf
ein &uBeres elektrisches Feld anders als ein freies: seine

"Masse" m* ist vom Zustand abhdngig und kann sogar negativ
sein!

Aufgaben

1) Im Falle, daB das Elektron direkt um einen Platz sprin-
gen kann, ist die effektive Masse durch mﬁ = mﬁ/cos ka
gegeben. Man sché&tze mﬁ/m fir n = 1 eV und a = 28 ab

(m = 0.911x10"27 g ist die Masse freier Elektronen).

2) Man berechne die Energie E(k) als Funkticn der Wellen-
zahl k fiir den Fall, daB das Elektron direkt um zwei
Pldtze springen kann, d.h. fir

"1 N2
H=¢I=-3 (RHL) - 3= (R2+L2) . (32)
0.B.d.A. darf n, > O gewdhlt werden, ny jedoch kann
positiv oder negativ sein.
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3) Man iberpriife die Formel

d ak | E' (k)
St o, = a [ ||z 2L

im Falle der durch (32) beschriebenen Zeitentwicklung.

4) Warum gilt %E <H>t = O fiir ein beliebiges System in

einem beliebigen Zustand?



- 65 -

§14. Streuung an Fremdatomen

Ein vollstdndig regelmd@Biger Kristall ist eine
Idealisierung: das Gitter enthdlt immer Fehler. Schon die
bei endlicher Temperatur stets vorhandenen Phononen kdnnen
als Gitterfehler aufgefaBt werden. Manchmal sind Gitter-
pldtze nicht (Fehlstellen) oder durch Fremdatome besetzt,
oder Atome befinden sich auf Zwischenplédtzen des Gitters.
Auch linienfdrmige Fehlordnungen (Vexsetzungen) und sogar
flidchige Fehlordnungen kommen vor. Die Eigenschaften der

FestkOrper werden ganz wesentlich von den Gitterfehlern
bestimmt.
Als Beispiel dafiir soll hier die Streuung eines

Elektrons an einem Fremdatom berechnet werden. Diese Streu-
ung trdgt wesentlich dazu bei, daB8 die elektrische Leit-
fdhigkeit der Metalle nicht unendlich groB8 ist.

Der eindimensionale Modellkristall enthalte gleiche
Atome an den Pl&itzen x = ta,*2a,..., bei x = 0 jedoch
sitzt ein Fremdatom. Die Energie €, mit der das Elektron
am freien Fremdatom gebunden wird, unterscheidet sich von
der Bindungsenergie ¢ an den iibrigen Atomen. (Der Ubergang
zwischen Fremdatom und benachbarten Normalatomen soll ein-
fachheitshalber durch den gleichen Wert n wie der Ubergang
zwischen benachbarten Normalatomen beschrieben werden) .

=3 -2 -1 (o] 1 2
o) (o) o) @ o) (o) Gitterbausteine

- i . B — Bindungsenergien

Die Observable Energie wird nun durch den Operator H be-
schrieben:



) . (1)

sodaB fiir die Koeffizienten c, einer Energieeigenfunktion

¢=Lc ou , He=Eo (2)

r
r

die Gleichungen

) =0 (r = 21,22,...).(3)

- _n
(e = E)e, = 3(Cp; * a1

= w A,
(e E)c° 2(c_1 + c*l) = 0 (4)
zu l&sen sind.
Man setzt
c, = olkar . ¢ eikalrl (5)
an und findet:
(3) wird durch die Wahl

E =E(k) = ¢ - n cos ka (6)

geldst. Damit auch
(4) erfiillt ist, mus

1

-1 +1 :ﬂ— sin ka
ETE

£f=£(k) =

(7

gewdhlt werden.

(6) besagt, daB Energie E(k) und Wellenzahl k wie
fiir quasifreie Elektronen zusammenhingen. Allerdings ist
eine freie Bewegung nicht mehr mdglich: zu der einlaufenden
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ikx
r : .
Welle y ;. ~ E e u, tritt eine gestreute Welle
ik|x_|
Vgestreut * £(K) ]Z_, € Yy LB
hinzu. Mit der Wahrscheinlichkeit
1
|£(k) |2 = (9)
1 + [=1 sin ka]l?
ETE

wird ein Elektron (mit Wellenzahl k) am Fremdatom gestreut
und lduft als eindimensionale Kugelwelle (8) weiter. Mit
anderen Worten: Das einlaufende Elektron ignoriert mit der
Wahrscheinlichkeit

W, = |1+ £(k) |2 (10)
das Fremdatom, mit der Wahrscheinlichkeit
= 2
we = |£(k) | (11)

wird es am Fremdatom reflektiert. Man nennt f die Streu-
amplitude. Sie ist das eindimensionale Analogon zu den £
in §30. Wie es sein mu8, wéchst W, mit |e-e| von O auf 1.
Man beachte den Unterschied zur klassischen Vor-
stellung von Streuung: im Falle der eindimensionalen Bewe-
gung kann ein Teilchen ein Hindernis nur vdllig oder iiber-
haupt nicht iiberwinden. AuBerdem ist W_ > O bei e < ¢

R
klassisch ganz unverst&dndlich.

Aufgabe

Man zeige, daB WV = WR =1 gilt.
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§15. Bindung an Fremdatomen

In §14 wurden L&sungen der Gleichung
Hy =EVy (1)

gefunden, wobei der durch (14.1) definierte Hamiltonopera-
tor die Bewegung eines Elektrons in einem eindimensionalen
Kristall (Gitterbausteine bei X, =ar, r = .. «1,0,1500.)
mit einem Fremdatom bei x, = O beschreibt. An den freien
Normalatomen wiirde das Elektron mit Energie ¢ gebunden, am
Fremdatom mit €. u, beschreibt den Zustand, daB sich das
Elektron bei X, aufhdlt.

Zu jedem k, mit - % < k < % gibt es eine L&sung

ikx ik|x_|
1 T b5
Vv ) ERT e + e ) u ’ (2)
:Z: £(kx) r
mit
E(k) = € = n cos ka (3)
1
£(k) = . (4)
- 1+i-—" sin ka
ETE

Nun kann man die Koeffizienten wvon u, in (2) nicht ohne
weiteres als "Aufenthaltswahrscheinlichkeit am r. Gitter-
baustein" interpretieren, da die Summe der Quadrate dieser
Koeffizienten nicht konvergiert. Fiir die Berechnung der
Streuwahrscheinlichkeit

Wy = | £(k) |2 (5)
ist das aber unerheblich.

Die Beschrédnkung auf reelle k ist notwendig, um
(2) als Uberlagerung von einlaufender und gestreuter Welle
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zu interpretieren. Jedoch ist (2) auch fiir komplexe k-Werte
eine Losung von (1). Im allgemeinen enth&lt (2) dann jedoch
exponentiell mit |xrl anwachsende Koeffizienten, sodaB gar
keine Interpretation als physikalisch realisierbare Situa-

tion m6glich ist. Nur wenn

gewdhlt wird und

) =D N

gilt, verschwinden die exponentiell mit Ixrl anwachsenden
Koeffizienten. Man kann (2) dann n&mlich normieren.
Die Streuamplitude hat eine Singularit&dt, falls

1-i-sinka=1- % :ﬂ—(eika = e-ika) =
€-€ €-¢€
=1-3-1( - e =1+ shxa
e~¢e e=€
verschwindet, d.h. wenn
sh ka = Eﬁi (x > 0) (8)

erfiillt ist. Die zugehdrige Energie ist

Ep = E(ik) = e = nch ka =¢ = Vn2 + (e=e)2 , (9)

und flir die Losung (3) erhdlt man

2 - -« |x_|
— 4yl r,(10)

vy =J c_u. mit c_= {—I-
B 7 r r r (t_e)z

wobei die Normierung
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lled? =1 (11)
r

garantiert ist.

Die L&sung (10) ist folgendermaBen zu interpretieren:
Eine lokalisierte Energiesenke, also ein Fremdatom mit
Energieniveau ¢ < ¢ unterhalb des Normalniveaus, kann ein
Elektron binden, denn dann gibt es stets eine L&sung der
Gleichung (8) fﬁr k > O. Das Elektron ist "gebunden", weil
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |cr|2 am r. Gitterbau-
stein exponentiell mit dem Abstand |x.| vom Fremdatom ab-
nimmt. Die Energie EB des gebundenen Elektrons liegt unter-
halb der unteren Kante des Energiebandes:

EB<e-n o (12)

Je lockerer das Elektron gebunden ist, umso weiter kann es
sich vom Fremdatom entfernen: die Ortsschwankung

6, = <x>M2 2 (] e |2(an) 2yt /2 s —2 (13)
r /2 sh ka
geht fiir kleine « wie 1/v/2 k, die Bindungsenergie
242 2
B=¢=-n - EB wie 3555— = i%%%— , sodaB
6y = 3 o (B << n) (14)
/mgB

gilt. (Siehe Figuren).

Aufgabe

Man iiberpriife durch Einsetzen der Koeffizienten cr in
(14.3), (14.4), daB (10) ein Energieeigenzustand des
Hamiltonoperators (14.1) ist.
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gebundener Zustand

///-Streuung

€ e+n
= Uy
k = ¢ 3
k = 1K p—“r\_/
Energieband
Im k

,////— gebundener Zustand
X ik
z// Streuung

___——_—i--..--,--.--.-p——————q.Iw
o

PAE]

a

komplexe k-Ebene



- 72 -

§16. Tunnel-Effekt

Es soll jetzt die eindimensionale Bewegung eines
Teilchens mit Masse m in einem Kastenpotential untersucht
werden:

v bei |x] < b
V(x) = (1)
o] bei |x] > b s

Man findet &hnliche Effekte wie im Falle der quasifreien
Bewegung im Kristall, jedoch kann der EinfluB der Breite
2b des Potentials studiert werden, und auBerdem f&dllt die
Beschrénkung der Wellenzahl auf das Intervall - % < k < %
fort.

Gesucht sind Ld&sungen der Gleichung

2
- 5= u"(x) + V(x) u(x) = E u(x) ’ (2)
m
die (im Falle der Streuung: idealisiert) ein Teilchen mit
schwankungsfreier Energie E beschreiben.
Zuerst wird der Fall

2
V,<E= gﬁ mit O<p=HhHk (3)
untersucht:
V(x) V(x)
A A
- —— =|— - —=E E——— —|— — —--} 5
der
5292 o
2m > X > X
w—_) ‘-—w—~_;

2b 2b
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Mit

/2m(E - V) =Hfqg >0 (4)
hat man

0 = u"(x) + k2 u(x) bei |x| >b
(5)

o
]

u"(x) + g2 u(x) bei |x| <b

zu l&sen.

Das Kastenpotential (1) ist als Grenzwert eines
stetigen Potentials aufzufassen, und bei dem zu (1) fiih-
renden Grenziibergang bleiben u und u' stetig. Eine stetige
und stetig differenzierbare Funktion u kann stets in einen

geraden Anteil u, und in einen ungeraden Anteil u_ zerlegt

+
werden:

u, (%) = Z(u(x) + u(-x)) und u_(x) = $(u(x) - ul-x)) , (6)

und beide Anteile sind wieder stetig und stetig differen-
zierbar. Mit u l&sen auch u, und u_ (5). Es geniigt daher,
diese Gleichung fiir x > O mit der Anfangsbedingung ul(O) =0

und u_(0) = O zu integrieren:

cos gx fir O0<x=<b
u, (x) = A, (7)
cos gb cos k(x-b) - % sin gb sin k(x-b)
fir x > b
sin gx fir O<xz<b
u_(x) = A (8)

sin gb cos k(x-b) + % cos gb sin k(x-b)

fir x > b
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A, und A_ werden zweckmdBig so bestimmt, daB im Gebiet x > b

ikx

u+(x) = cos kx + f+ e (9)

ikx

u_(x) = i sin kx + £_ e (10)
gilt, woraus dann
£ = k cos gb sin kb - g sin gb cos kb (11)
+ T ikb ikb
q sin gb e + ik cos gb e
£ = 9.cos gb sin kb - k sin gb cos kb (12)

ikb

k sin gb e + iqg cos gb eikb

folgt.
Aus (9) und (10) kann man ndmlich die L&sung (fiir
|x] > b)

ikx

u(x) = e + f+ eiklxl + f_ sgn(x) eiklxl

(13)
zusammensetzen und folgendermaBen deuten: Die einfallende
Welle eikx
"Kugelwelle" f+

tritt stets zusammen mit einer geraden gestreuten
eiklxl und mit einer ungeraden gestreuten
"Kugelwelle" f_ sgn(x) eikaI aui. Die Wahrscheinlichkeit

wv (das Teilchen fliegt vorwdrts weiter) ist durch
W= |1+ £ +£|2 (14)

gegeben, die Wahrscheinlichkeit, am Potential reflektiert
zu werden, ist

Wy = EFEE WL . (15)

Falls nun, anstatt (3), der Fall
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2
V°>E=£Lm mit 0 < p = Hk (16)
V(x)
A
h2g2
2m
—————-——-—-.———--—E
x
——
2b

betrachtet wird, braucht man nicht neu zu rechnen. Man fiihrt
g = /2m(V° -E) >0 , q = io (17)

ein und findet wieder die L&sung (13), mit

£ = k ch ob sin kb + ¢ sh ob cos kb

* g sh ob P & ik ch ob e1X°

(18)

und

_ o ch ob sin kb - k sh o¢b cos kb

. (19)
k sh ob eikb + io ch ob eikb

Bemerkenswert ist, das WV > O liberhaupt méglich ist!

Flir eine hohe oder breite Potentialbarriere (ocb >> 1)

gilt
/7miV°-E)2b
_2 ——————————————
W, = e B , (20)
denn: ersetzt man ch ocb = l(ec’b + e—cb) und sh ob =
=41

(eob - &) guren L &9 , erhdlt man 1 + £, + £ = O.
2 2 + -
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20D so0daB W, & e 4% £o14t.

Der folgende Term geht dann ~ e v

Das ist auch zu erwarten:
AuBerhalb des Potentials hat man eine ebene Welle

& i(ImpulsxOrt) /A

Im Potential ist der Impuls = ¢2m(E-V°) imagindr und fiihrt
zu einer Dampfung der Amplitude
—¢2m(V°-E) 2b/h

nvoe

beim Durchqueren des Hindernisses.

Ein Teilchen kann also einen Potentialberg "durch-
tunneln", wenn der Durchgang nach der klassischen Vorstel-
lung verboten wédre. Auf diesem Effekt beruht der a-Zerfall:
Zwar sind manche Kerne instabil in bezug auf Emission eines
a=-Teilchens (He-Kern). Das a-Teilchen kann aber den Coulomb-
Potentialberg, den der restliche Kern erzeugt, mit nur ge-
ringer Wahrscheinlichkeit durchtunneln.

A

\ i
oulomb-Potential
—
\
\
\
Potential (fiir Kern- und Coulombkraft)
20 + g////_
10 &
e — e — = = —— — — — 1 Energie
, . ——— laesa-
o b i ) '_12 . "7 Teilchens
5x10 cm
- 104

Abstand a-Kern
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Weil WV so empfindlich von VO-E abhdngt, variieren auch
die Werte fiir die Lebensdauer t der a-aktiven Kerne enorm,
z.B.

232

Th :E=4MeV , 1t = 1010 Jahre
Po?12 ;. E.9gMev , 1= 3x10 s
Aufgabe

Ohne Coulomb-Barriere wiirden a-instabile Kerne etwa

T, 1023 5 1leben. Die Rate r, = 1/t wird aber mit dem

DurchlaB-Faktor W multipliziert, sodas

R W
a

als Lebensdauer gegen a-Zerfall resultiert. Mit (20), Breite=

2b = 2x10"12 cnm, V, = 20 MeV und E = 5 MeV schitze man die

Gré8enordnung von Ts ab.
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III. GEBUNDENE ZUSTANDE

Im II. Kapitel wurden Probleme behandelt, die auf die
translatorische Bewegung in einer Dimension zurlickgefilihrt

werden kdnnen. Bei der Bewegung in drei Dimensionen kommt
(17)

die MOglichkeit hinzu, das System zu drehen. In wird

die Theorie der Zerlegung des Zustandsraumes in Teilr&dume

erdrtert, die unter Drehungen invariant und irreduzibel sind.

(18)

Diese allgemeine Theorie wird auf den Bahndrehimpuls und

(22)

auf den Spindrehimpuls angewendet. Die gebundenen Zu-

stdnde eines Teilchens im radialsymmetrischen Potential lassen

(19)

sich numerisch einfach bestimmen Flir die Bewegung im

anziehenden Coulombfeld - Wasserstoffatom - gibt es auch eine

(20). Die Entartung der Energieniveaus

(21)

analytische L&sung
oder magnetische Felder(zz)

(26)

wird durch &uBere elektrische

(24,25) Y
und Molekiile

systeme. Um diese behandeln zu kénnen, muB die Frage geklidrt

aufgehoben. Atome sind Vielteilchen-
werden: wie ist der Zustand mehrerer identischer Teilchen zu
beschreiben(23)? Daflir ist wichtig, da8 etwa Elektronen auBer
dem translatorischen noch den Spinfreiheitsgrad 22) besitzen.
Als Methoden zur ndherungsweisen Berechnung von Energieeigen-
werten werden erldutert: Die Beschrdnkunrg auf endlich viele

(21) (24)

das Variationsverfahren und die

(26). Letztere Methode erlaubt die

Basiszustédnde
Born-Oppenheimer-Ndherung
Berechnung eines interatomaren Potentials und damit der van
der Waals-Kraft. Molekiilschwingungen wurden schon in (10),
die Kreiselbewegung wird in (18), Aufgabe 4, behandelt.

Kapitel III enthdlt damit einen Uberblick liber die Grund-

lagen der Atom- und Molekiilphysik.
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§17. Drehimpuls

Es wird zuerst ein Teilchen betrachtet, das sich im
dreidimensionalen Raum bewegt. Man kann die Apparatur, die
das Teilchen in einem gewissen Zustand y prédpariert, etwa
um die 3-Achse um den Winkel o drehen. Der gedrehte Zustand

YR ist dann
wR(xl,xz,x3) = w(x1C05a+xzsina, —xlsinu+x2c05a,x3) . (1)
2
:‘.'-.‘.:.'_' WR # o
[fiq—— v #O
. R
> 1
Indem man entwickelt,
) =y + -, ) v+
brix) = dix a(xy ax; ~ N1 3"2) vix
_ -> 1__(3_ _ ->
= p(x) + ﬁ(XZP1 XIPZ) P(xX) + oee (2)
148t sich der gedrehte Zustand auch als
- ady
\PR = e v v (3)
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mit J3 = x1P2 - sz1 schreiben. Wird um die Achse n um den

Winkel o gedreht, dann gilt

Ax22
Vg = e ¥ . (4)

Wenn das System komplizierter ist (mehrere Teilchen, even-
tuell mit Spin, siehe §22), muB man den Zustand durch Wellen-
funktionen w(o1§1, 02§2,..,,,,_) mit mehreren Komponenten

und Argumenten beschreiben. Statt
(6,9) = fa¥x ¢x(X) y(X) (5)

hat man dann einen komplizierteren Ausdruck fiir das Skalar-
produkt. Trotzdem kann die Wirkung einer Drehung des Systems
durch einen Ausdruck (4) beschrieben werden. Die Vertau-
schungsregeln

[Jl'JZ] = 1HJ3 ’ [J2,J3] = iﬁJ1 ’ [J3,J1] = iﬂJz (6)

flir die durch (4) definierten Komponenten Jk des Drehimpulses
kann man im Falle eines spinlosen Teilchens leicht herleiten.
Sie gelten aber ganz allgemein. Ebenso gilt allgemein, dasB
die Drehimpulsoperatoren hermitisch sind

(0,3,0) = (Tpo,9) - )
Das Quadrat des Drehimpulses
2 = g2 2 2
J J1 + J2 + J3 (8)
kommutiert mit allen Komponenten,

[JZ,Jk] = 0 . (9)
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Fir die folgende Diskussion (bis (27)) wird h = 1 gesetzt,
um Ubersichtliche Formeln zu haben.

Es sei A ein Eigenwert von J2 und D der lineare Raum
der Eigenzustidnde von J2 mit Eigenwert A. Wegen

Jk D CO (10)

kann man sich bei der Untersuchung der Drehimpulsoperatoren
Jk auf D beschrinken. In D ist J% durch A beschrédnkt:

(WrT530) = X = (T 9, T19) = (T 9, T,9) <&, (11)

daher gibt es einen maximalen Eigenwert j von J3. Es sei x
ein Eigenzustand von J3 zum Eigenwert j:

J2yx = x , Jax =3 x . (12)
Wir definieren

I, =d, + 1J2 und J_=J. - iJd (13)

&+
und benilitzen die Ver£auschungsregeln
[93,9,1 =3, , [J33_1==J_ und [J,J]=J;. (14)
Es sei D der durch die Zustdnde

xp v (33T (m = 3,3-1,...) (15)
aufgespannte lineare Teilraum von D. Es gilt

J, X, = M x (16)

+ X " Xm#1 an



I g ™ Xp=i ' (18)
sodaB Jk D € D und damit
>
vy = gtand 5 ¢ (19)

folgt. Mit anderen Worten: durch Drehen kann man einen Zu-

stand nicht aus D hinauswerfen, D ist drehinvariant.

Weil j der gréSte Eigenwert von J, in 7 (und damit
in D) ist, gilt

J, Xj =0 . (20)
Mit
2 = 2 = = 2
J .‘J.._J’_+J3 J3 .J’_J_'_+.'.l'3+J3 (21)
folgt daraus:
A= 3(3 + 1) . (22)

Weil die Xig normiert sein sollen, gilt
(J_ Xm?I- xm) _ (xm.J J_ xm) =3(j +1) - m(m - 1) , (23)

also mit (18):

J = 3G - n@-1) Xy, : (24)

_

Daraus folgt

.. =0 ’ (25)
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und daraus, daB fiir j nur die Werte
j =0, %, 1 (26)
J " 70 R

in Frage kommen. Die zu (25) analoge Formel ist

J = V3 (j+1) - m(m+1) Xmeb1 . (27)

+ Xm
(24) oder (27) zeigen, daB D ein drehinvarianter irreduzibler
linearer Raum ist: auBer D' = {O} und D' = D gibt es keinen
linearen Teilraum D'C D mit Dé C D'. Durch Drehungen werden
alle Zustdnde des irreduziblen Raumes vermischt.

Wir fassen zusammen:
Die drehinvarianten irreduziblen linearen Rdume k&nnen
l-dimensional (j = O), 2-dimensional (j = 1/2), 3-dimensional
(j = 1) ... sein. Ein 2j+l1-dimensionaler irreduzibler Raum

D= Dj wird durch ein Orthonormalsystem xj,m (m = -j,-j+1,..
..0,Jj) aufgespannt, mit
2 = 5 (5 2
J Xj,m j(j+1) R X5,m (28)
J3 Xj,m =mh Xj,m (29)
J, X, " R /3(3+1) - m(m+l) X§,m#1 (30)
J_ Xj,m = h /3(j+1) - m(m-1) X5,m-1 (31)
(Xj,m"xj,m’ -~ Gm'm . (32)
Aufgaben
- -a2x? .
1) Die Wellenfunktionen wik(x) = XXy e (1 <k <i<3)

spannen einen 6-dimensionalen linearen Raum D auf. Ist D
unter Drehungen invariant? Ist D unter Drehungen irredu-
zibel?
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2) Man zeige, daB ein Eigenzustand von J3 gegeniiber Drehun-
gen um die 3-Achse invariant ist.

3) Warum folgt aus <J2> = O auch <J,> = 0? Am Beispiel

v o= %:(Xl,l + xl.—l) zeige man, daB8 die Umkehrung nicht
2

richtig ist.
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§18. Bahndrehimpuls

Die soeben entwickelte Theorie wird nun auf die
Bewegung eines spinlosen Teilchen angewendet. Alle Opera-
toren wirken auf Wellenfunktionen w(§), sodaB der durch
(17.4) definierte Drehimpuls gerade der Bahndrehimpuls
ist:s

=1 mit T=%x3 - W)
Mit
X, =r sin® cos¢
X, = r sine sing (2)
X3 = r cose

sind die Operatoren L, L, L3 gerade

_ i¢ 3 . 3

L,=Hfe (55 + 1 cote 2% (3)
= =i¢ . 3 i 3

L_=Hhe (- 35 + 1 cote 2% (4)
=03

Ly =3 %3 A (5)

Sie wirken nur auf die Winkelvariablen. Die Menge

D(u) = {y|v(X) = u(x) Y(6,¢) mit
27 w
[ ds [ de sine|¥(8,4) ]2 < =} (6)
o] (o]

ist flir eine festgehaltene, gemds
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far r2 |u(n)|2 =1 (7)
o

normierte Funktion u ein unter Drehungen invarianter linearer
Raum. Die unter Drehungen irreduziblen Teilr&ume Dz(u) C D(u)
sind (2¢+1)-dimensional und durch

L2Y = g(+1)R2Y fiir ¢ = uY¥ ¢ 0, (w) (8)
gekennzeichnet. Der lineare Raum Dl(u) wird durch

Xg,m(X) = u(x) Y, (6,0)

aufgespannt, wobei

L2y, (8,0) = 2(2+1) K2 Y,  (6,9) (9)

und

L3Y£,m(e'0) =mh Yz'm(G:O) (10)

gelten muB.
Wegen (17.1) und (17.4) gilt fiir eine Drehung um
die 3-Achse um den Winkel 2m:

i
“F 27L

e (11)

Xeom = Xg,m)r = Xgom '

also muB8 m, und damit %, ganzzahlig sein. Die fiir ¢ = 0,;1,2,..
und m = -2,-2+1,...,2 definierten Funktionen Ylm heiBen
Kugelfunktionen. Sie lassen sich mit Hilfe von

L, Y, = (0] (12)

2=m
Yoo~ (L) A (13)
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27 L4
[ a [ ae sine Y, (6,¢)]%2 =1 (14)
.0 o

einfach berechnen. Wegen (10) gilt

Y000 v M, (15)
sodaB aus (12)
9
(33 L cote) Yu =0 (16)

wird. Die LOsung ist

1.3.5...(2

Y££(°'°) = /%; /ETZTTTT—iE%ill (—l)z(sine)z eil¢ » (17)

und daraus lassen sich die ilibrigen Kugelfunktionen nach
(17.31) berechnen. Der Faktor (--1)2 ist eine Konvention.
Man erhé&dlt:

124
]

/157327 sin2ee?l?

212
Y1 o= -/3/8n sine ei¢ Yz . = =/15/81 cos6e
’ ’
esingd ei°
X .= V1/4n Y1 . ™ /3/4n cosé Yz . ™ V57167 (3cos26-1)
’ ’ r
Y, _, = /3787 sinee ** v, _ = /15787 cose-
’ ’ -
esinge i
Y = /15/32nsin2¢.
2,-2 ~214
e

usw.
Die Kugelfunktionen sind ein vollstdndiges Orthonormalsystem
flir quadratintegrable Funktionen auf der Kugeloberxfliche:
eine beliebige Wellenfunktion w(i) kann stets als
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Ll L
s
v(x) = lzo mz_l Uy (F) ¥, (8,4) (18)

geschrieben werden, mit

27 T
u, (r) = £d¢ { de sine Y¥ (0,¢) V) . (19)

Die Wellenfunktionen mit wohldefiniertem Drehimpuls
genliigen einer einfachen Schrddingergleichung. Wegen

L2 = ¢,. X, P. ¢, X, P, =X P, X P.-X P.X P i

ikj "k 7 j Tirs k"3 "k "3 k ") 7] "k
X, P. X P.=X X P.P. + E X, P
k"3 %k 3 k “k "3 73 i%% "k '
= - B = a
Xk Pj Xj Pk = Xk Pk Pj Xj I Xk Pk = (X Pk) + 21 Xk Pk

berechnet man

L2 = R2.82 - %.H)2 - D3, (20)
und weil B2 = -F2A und X-B = % 5 %; gilt,
32 2 3 L2/h2
= 2% L 23 _ L%h% . 21
4 arz + r 3ar rz ( )
Dexr Zustand
VX)) = u(x) Y, (8,4) (22)

ist ein Eigenzustand der Energie H = %ﬁ B2 + v(/%2), wenn

2

= g%(u“(r) + Zu'(n) - aetl)

b <

u(r)) + V(r) u(r) = E u(r)

(23)
erfiilllt ist. Es sind dann H, L2 und L3 schwankungsfrei, mit
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<H> = E , <L2> = g(2+1)R? , <Ly> =m B . (24)

Man beachte, daB die Quantenzahl m iiberhaupt nicht in (23)
auftritt und daB demzufolge gleich 2%+1 verschiedene Zu-
stdnde die Energie E haben. Mit anderen Worten, das Energie-
niveau E ist (22+1)-fach entartet.

Aufgaben
1) Der Paritédtsoperator N ist durch

(I $) (X) = $(-%) (25)

definiert. Man zeige, daB8 I hermitisch ist, n2 =1 gilt
und daB die Zustdnde

VX = u(r) Y, o (6,9)

Eigenzustédnde der Observablen "Paritdt" sind, mit Eigen-
wert (-1)2.

2) Man zeige, daB die Paritdt I eine ErhaltungsgrdBe ist,
it=0 |, (26)

wenn die Energie durch
H = 3= B2 + v(/X2) (27)

gegeben ist (vgl. (13.19)).

3) Man zeige, daB die Komponenten L des Bahndrehimpulses
ErhaltungsgréBfen sind, falls die Energie durch (27) ge-
geben ist.
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4) Die freie Drehbewegung eines Molekiils wird durch den
Hamiltonoperator

Hrot =

i ~—1w

K2/20. 28
L J/ 3 (28)

]
beschrieben. Dabei sind ej die Haupttrédgheitsmomente
und Kj die Komponenten des Drehimpulses in bezug auf
das mitrotierende Hauptachsenkoordinatensystem. Es gel-

ten die Vertauschungsregeln
[Kl,K2] = -iﬁK3 (usw.) , (29)

sodas - die algebraischen Eigenschaften des Drehimpulses
besitzt.

Man berechne die Energieeigenwerte von (28) im Falle

8, = 6,. (Zu beriicksichtigen ist, daB k2 = 32 nur Eigen-
werte 2(%2+1)A2 mit ganzzahligem % haben kann). Man gebe
die Energien der Zustédnde mit £ = O und & = 1 des HCl-

Molekiils (§10) in eV an.
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§19. Numerische Behandlung der radialen Schrddingergleichung

Es sollen die gebundenen Zustdnde eines Teilchens
untersucht werden, das sich in einem sphdrisch symmetrischen
Potential V bewegt. Falls u der sog. radialen Schrddinger-
gleichung (18.23),

2 d 2(2+1)
= ¥ A T A\ = P 1
ar? frar ) ) + V(r)} u(r) = E u(r) (1)
genligt und gemdsB
Jar r2 |u(n)|? < = (2)
o]

normierbar ist, hat man 22+1 verschiedene gebundene Zust&nde
mit gleicher Energie E gefunden. Fiir die Wellenfunktionen

P(X) = u(x) Yy n(0rd) (3)

gilt dann ndmlich

L2y = 2(2+1) R2 y (4)
L3¢ =mh ¢y (m= —-2,-2+1,...,4%) , (5)
Hy =EUY . (6)

Flir die numerische Analyse der Gleichungen (1) sollten
dimensionslose GrdBen eingefiihrt werden: man wdhlt eine
geeignete Referenzldnge a und definiert x, ¢, W und v
durch

=3/2

2 2
B2, vin =we B, um) =a

Ma? Ma?

r =xa,; E=¢ v(x)

(7)
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In diesen GroBen schreiben sich (1) und (2) als

2
-3 2 - 20y L) vin) = e v (8)
dx2 x2
Jax x2 |v(x)[2 < = . (9)
(o]

Es werden nur solche Potentiale W betrachtet, die bei x - O
weniger singuldr als 1/x2 sind und im Unendlichen verschwin-
den. Es gilt dann )

bei x » O:

B L € e (10)
X 2
x

v = xl oder v = x-(£+l) . (11)

Die bei x + O singuldre L&sung muB ausgeschlossen werden,
weil entweder (9) nicht erfiillbar ist (& > O) oder weil
A % = -4n §3(%) nicht akzeptabel ist (% = 0).

bei x +» =:

v + 2 ev=0 (12)
vee'26X ider va=el2®X | (13)

Nur ¢ < O kommt in Frage, da andernfalls oszillierende und
nicht normierbare Ldsungen auftreten. Im allgemeinen wird
v den exponentiell anwachsenden Beitrag enthalten und dann
nicht normierbar sein. Es gilt also € < O so zu bestimmen,
daB eine wie v = xl (bei x » 0) beginnende L&sung der

Differentialgleichung (8) bei x » = exponentiell abf&llt.

Setzt man

2(x) = x v(x) und W_..(x) =% ilifll +W(x) . (14)



_93-
so kann man statt (8) auch
L - -

z" (x) = 2(Weff(x) e) z(x) {15)
10sen, mit

z(x) = x2+1(1 + ee.) bei x+ 0 » (16)
Wdhlt man € nur geniigend negativ, so wird z stets positiv
sein und bei x + » gegen += streben. Ld&B8t man ¢ wachsen,
dann strebt z bei x + » immer schwdcher gegen «. Falls weff

in einem geniligend groBen Gebiet negativ ist, kann nun der
Fall eintreten, daB z bei x + « verschwindet.

z(x)

|
I
|
i
1
1
[
I

Wagpix)

Man hat dann den gebundenen Zustand (zum vorgegebenen 2)
mit der tiefsten Energie € gefunden.

Wird € noch weiter erhdht, dann geht z durch Null
und strebt bei x > = gegen -=. L&Bt man nun ¢ weiter wach-
sen, dann kann der Fall eintreten, daB z schlieBlich von
unten gegen O strebt. Man hat dann den ersten angeregten
gebhndenen Zustand (zum vorgegebenen %) gefunden, dessen
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Energie mit € bezeichnet werden soll. Man sieht:

Es sei zno eine L&sung von (15), (16), mit € = eno,
die bei x + = gegen Null strebt und genau n Nullstellen
im Gebiet O < x < » besitzt. Die ¢, sind die (dimensions-

o
losen) Energien der gebundenen Zustdnde, und es gilt
€, <€) < Ey e <0 . (17)
Man nennt .die Anzahl n, der Nullstellen der radialen Wellen-

funktion z oder v auch radiale Quantenzahl.
Fiir die numerische Behandlung ist die Funktion

y(x) = x* v(x) (18)
am besten geeignet. Sie muB die Differentialgleichung
y ) = - 2E) yii v 20(x) - e) y(x) (19)

erfiillen. Die Anfangswerte sind

y©) =1 , y'(0) = - 225 (20)

wenn das Potential die Form

W(x) = - % + W (x) (21)

reg

(mit einer bei x + O reguldren Funktion Wreg) hat. Es ist

dann
a? W__ (0)
e e d3g
yn (0) = 2+1 reg (22)
L+ -2-

zu setzen. Will man flir vorgegebenes 2 den n . angeregten
Zustand ermitteln, muB man so vorgehen:
Man wdhlt irgendein ¢ < O. Dann integriert man (19)
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mit (20) und z&hlt die Anzahl n (x) der Nullstellen bis
x. Falls n, (x) > n wird, bricht man ab und weiB: °n
Sei X so, daB 1) ff(x) fiir x > X nur noch wichst. Falls
simultan x > X, e f(x) > ¢ und sgn(z(x)) = sgn(z'(x)) ein-
tritt, weiB man, da8 fir noch gr&Bere x keine Nullstelle
von z mehr auftreten kann. Man bricht ab und weiB: ‘n > €.
Durch Intervallschachtelung 1ld8t sich so ‘n beliebig genau
berechnen.

< €.

Das folgende Programm ist fiir

1

W(x) = - 5 (23)
geschrieben. Dann ist

a =1 ‘ (24)

wreg‘o) =0 (25)

X = 2(241) ‘ (26)

zu setzen. Es sind nur die den Gleichungen (23) bis (26)
entsprechenden Befehle (im Programm durch 23 bis 26 nume-
riert) zu &ndern, wenn ein anderes Potential behandelt
werden soll. '

Mit Hilfe des Unterprogramms

SUBROUTINE RK2 (HyX,Y,YP)

Al=YPxH

B1=DIFF(X,Y,YP)*H

A2z (YP+B1/2 J)*H
B2=DIFF(X+H/2 ., Y+A1/2 ., YP+Bl /2 . )*H
A3=(YP+B2 /2 ,)*H
B3=DIFF(X+H/2 ,,Y+A2 /2 ., YP+B2 /2 . )*H
A4z (YP+B3)*H
B4=DIFF(X+H,Y+A3,YP+B3)*H

X =X+H

Y =Y+ (A 142 K A242 %k A3+A4) /6,

YP=YP+ (B14+2 ,%xB2+2 ,%B3+B4) /6,
RETURN

END
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wird die Differentialgleichung
y" = diff(x,y,y")
integriert. Durch den Befehl
CALL RK2(H,X,Y,YP)

wird x durch x+h, y = y(x) durch y(x+h) und y' = y'(x)
durch y'(x+h) ersetzt. Die Funktion diff(x,y,y') wird mit
dem folgenden Unterprogramm berechnet:

FUNCTION DIFF(X,Y,YP)
REAL L
COMMON L,EPS
IF(X.GT.8.) GO TO I
24 ALPHA=1,
25 WREGQ=0.
DIFF= (ALPHA%%2 /(L+1.)+WREGZ~EPS) /(L+1.5)
RETURN
1 DIFFz=2 ok ((L+1,) /X)*YP+2 % (W(X)-EPS)*Y
RETURN
END

Das Unterprogramm

FUNCTION W(X)
23 Wz=1,/X

RETURN

END

liefert das Potential.

Die eigentliche Berechnung der Bindungsenergien

e, besorgt das folgende Unterprogramm:
o
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SUBROUTINE BESLECNZ)
REAL L
CoOMMON L,EPS

26 ¥B =Lk (L+14)
EU=0.
ElLz==1.024
DO 1 I=1,11
EPS=,5% (EL+ED
x=0.
Y=1.

24 ALPHA=I1,
YP=z=ALPHA/(L+1.)
YoLD=1,

NZ¥ =0

2 CALL RK2 (,82,%,Y,YP)
IF(Y*YOLD.GT.Z.) GO TO 3
NZX =N@X+1
IF(NDX GT.N@) GO TO 4

3 YOLD=Y
IF(X.LE.XB) GO TO 2
WEFF=zW (X)+ 5% Lk (L+1,) /7 (X*X)
IF(WEFF.LT,EPS) GO TO 2
Z =Yk X
ZP=(L+1 ) *xY+X*YP
I1F(z*xZP.LT.0,) GO TO 2
EL=EPS
GO TO 1

4 EU=EPS

CONTINUE

EPS=,5% (EL+EW)

RETURN

END

b

Zur Stelle EL = EPS gelangt der Computer nur, wenn simultan
n(x) <n_, x> X, Wege 2 ¢ und sgn(yx) = sgn((L+1)y+y'x)
erfiillt ist. Die letztere Bedingung ist mit sgn(z) = sgn(z')
dquivalent. EL = EPS bewirkt, daB8 die folgende Integration
von (19) mit einem grdBeren e versucht wird. Zur Stelle

EU = EPS gelangt der Computer nur, wenn no(x) >ng einge-
treten ist. Die folgende Integration von (19) wird dann mit
einem kleineren ¢ versucht.

Das Hauptprogramm
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REAL L
COMMON L,EPS
WRITE(1,702)

700 FORMAT( 12H Nz L EPS/)
N=1

1 IL=0

2 N@=N-IL-!

L=FLOAT(IL)
CALL BSE(NZ)
VRITE(1,8200) NZ,IL,EPS
g0 FORMAT(2X,I11,2X%,11,2%,F6,3)

IL=IL+1
IF(IL.LT.N) GO TO 2

- N= M1
GO To 1
STOP
END

erbrachte die folgenden (dimensionslosen) Energieeigen-

werte fiir das Potential W = - % °
Ng L EPS
2 ¢ -2.502
1 2 =-08.125
2 1 =2.,125
2 @ =0.056
1 1 -p,856
g 2 =B.056
3 0 =-8.831
2 1 -B.83i
1 2 <0.831
0 3 -0,031
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§20. Wasserstoffatom

Die gebundenen Zustdnde des Wasserstoffatoms kann
man auch analytisch ermitteln. Wir setzen das Proton (wegen
seiner groBen Masse) als bei X = O ruhend voraus, sodaB man
fiir die Wellenfunktion w(ﬁ) des Elektrons die Gleichungen

2 2 3
- %ﬁ A (X)) - TET v(X) = E ¢(X) (1)
X
[a3x [v(X)]|2 < = (2)

zu 1l6sen hat. Mit (2) ist durch Normieren natiirlich auch
[a3x |w(§)|2 = 1 erreichbar. Die Zust#nde mit schwankungs-

freiem L2 und L, sind

-
Y(x) = u(r) Yz,m(9'¢) v (3)

und die radiale Wellenfunktion u geniigt der radialen

Schrédingergleichung (19.1) mit dem Coulombpotential

2
V(r) = - 5— . (4)

Als Referenzlidnge wird der sog. Bohrsche Radius

2
a=0_-0.,52 & (5)

me?

benlitzt. Energien werden dann in Einheiten von

2 y
B .Be . 29.2 ev (6)
ma?2 (2
gemessen,
N
E = ¢ & " (7
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und mit den durch (19.7) definierten GrdBen schreibt sich
die radiale Schrddingergleichung als

-3vim) - ivio v -Led iiifll - e} vix) =0 .(8)
X

Mit
k = /=2¢ (9)
setzt man
v(x) = x* &% E c. x¥ (10)
v=0

an (um zwischen (19.11) und (19.13) zu interpolieren). (10)

in (8) eingesetzt, ergibt fiir den Koeffizienten vor

e KX x2+v—1=

Sl %(9.+v+l)(l+v+2) + % 2(2+l)} +
+ cv{x(1+v+1) -1} =0 . (11)
also
Svtl _ 2{x(a+v+l) - 1} . (12)
c, (2+v+1) (2+v+2) - 2(2+1)

Man beachte, daB8 der-Nenner der rechten Seite von (12) stets
positiv ist. Fir groBe v gilt

c
b, 2 (13)
v
woraus dann
v
c ~ 12.‘(_!_ # (14)

v vl



= 101 =

v(x) = xl S (15)

folgt. Im allgemeinen ist (10) also nicht normierbar. Wenn
allerdings ein Koeffizient verschwindet, dann verschwinden
auch alle Koeffizienten mit hSherem Index und v wird nor-
mierbar. Dieser Fall tritt genau dann ein, wenn K-l eine
positive ganze Zahl n ist. Es sei n, der Index, sodaB cno #0
und e, © 0 fir v > n, gilt. Fir n, kommen O,1,... in Frage.
Bei vorgegebenem 2 und n gibt es eine normierbare L&sung

genau dann, falls

K 2 1 .
€ ==-5-=-— mit n=n, + 2 +1 (16)
2n?

gewdhlt wird.

Man nennt n die Hauptquantenzahl. n ist offensicht-
lich die in §19 eingefiihrte radiale Quantenzahl.

Die Energieeigenzusténde des Wasserstoffatoms werden
gern durch die Hauptquantenzahl n und einen nachgestellten
Buchstaben fiir 2 gekennzeichnet: -

1 l 0 1 2 3 4 5

Symbol s P d £ g h coe

In dieser Notation sind die Energieeigenwerte der tiefsten

gebundenen Zusté&dnde
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A

. 0o 1 2 4k
- %5 ] LY =32 () 24 (10

1 2s 2p
- (2) (6)

1s

1 i

-3 (2)

Die Zahl in Klammern gibt den En{:artungsgrad 2(22+1) an:
die Zustidnde mit Elektronenspin + und + (siehe §22) und
m= =-£,-2+1,...,%2 haben die gleiche Energie.

Aus (12) lassen sich die Energieeigenfunktionen be-
rechnen. Man findet
-X

vls(x) =2e

77 (1 -5 e/

v25(x)

vyp®) = Y724 x oH/ 2



Vo (x) = VA727 (1 - % x + & x2) %3 (17)
vy (x) = V3272187 x (1 - §) o %3
Vyq(x) = /B/9BAT5 x? e X/3

usw., sodaB man

=372

Ty = r
°nzm(x) = a Vi () yz’m(e,¢) (18)

ng
flir die Energieeigenfunktionen des Wasserstoffatoms schrei-
ben kann.

Man vergleiche das Ergebnis (16) mit den vom Computer
berechneten Werten (§19)!

Aufgaben

1) Man iiberpriife, daB8 die radialen Wellenfunktionen (17) im
Gebiet O < x < = tatsdchlich n,=n-2-1 Nullstellen
haben.

2) Man gebe die Wellenldngen (in R) der Spektrallinien
2p -+ 1s, 3p » 1ls, 3s » 2p an (vgl. die Diskussion nach
(11.2)).
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§21. Wasserstoffatom im elektrischen Feld

Man betrachtet ein Wasserstoffatom in einem &uBeren
elektrischen Feld. Die Feldstdrke E sei homogen und weise
in 3-Richtung. Mit X und P als Ort und Impuls des Elektrons
ist dessen Energie nun

P2 g2
H=>-=—+¢e EX . (1)
2m 3 g
%]
Dieser Hamiltonoperator hat die Form
H = Ho + VvV . {2)
wobei
B2 g2
Ho == TET (3)

das ungestdrte Wasserstoffatom beschreibt und

V=eEX (4)

3
dessen Energieeigenzustédnde und -werte verdndert. Es ist

zweckmdBig, alle GrdBen in den aus A, m = Elektronenmasse
und e = Elementarladung gebildeten atomphysikalischen Ein-

heiten auszudriicken:

GréBe atomphysikalische Einheit
Linge a = A2/me2 = 0.529 &
Energie e2/a = 27.2 eV
Zeit A3/me" = 2.42x10717 ¢
el. Feldstidrke e/a? = 5.15x10°% Vv em !

mag. Feldstdrke e/a? = 1.72x107 GauB
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Aus (1), nédmlich

’ X
H 1, B % -1 E_ "3
= (=22 - |3 W mm— ’ (5)
ez/a 25/3 a e/aza
wird dann einfach
1 o 4 ;
H=35P2 - |X™° +E x4 . (6)

H, P, X, E in (6) sind Energie, Impuls, Ort bzw. elektrische
Feldstdrke in atomphysikalischen Einheiten. Man gelangt zu
Gleichungen mit dimensionslosen GréBen vom Typ (6), indem
man h = e = m = 1 setzt. Beispielsweise geniigen Ort und Im-
puls in (6) den kanonischen Vertauschungsregeln
[Xk'Pj] =i ij I . (7)

Wir werden am Beispiel (6) ein wichtiges N&herungs-
verfahren zur Berechnung von Energieeigenwerten behandeln:
die Beschrinkung auf endlich viele Basiszustinde.

Es sei byr by oo ein vollsténdiges Orthonormalsystem
von Wellenfunktionen. Es sei y ein Eigenzustand mit Eigen-
wert E von H. Dieser wird nach den ¢a entwickelt:

v =7 c, ¢, mit c, = (4, 0¥) . (8)
o3

Indem man (¢B,(H-E)w) ausschreibt, findet man

)j(HBcl -E§, )c, =0 (alle B) (9)
a

als die zu

(H-E) y =0 (10)

dquivalente Gleichung. Dabei ist HBa als
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= = 3 b

Ho, = ($g,Ho ) = [dx ¢% H ¢, (11)
definiert. Mit anderen Worten: Es miissen die Eigenwerte E
der =xw-Matrix Hea berechnet werden. Sie werden durch die
Eigenwerte von NxN-Untermatrizen von HBu

Wenn man die Basis ¢a geschickt wdhlt, ergeben sich schon

approximiert.

fiir kleine N gute Niherungen.

Im Falle (5) ist Vv =E X3 unter Laborbedingungen
(E << 1, d.h. el. Feldstirke << 1010 V cm™!) eine kleine
Storung zu H_ = % B2 - Iil_l. Man wéhlt daher flir ¢ die
Eigenfunktionen (20.18) von Ho’ weil dann die Nichtdiagonal-
elemente

vBu = E(¢B'X3 ¢a)

klein sind. Es wird gemds

o | 1 2 3 4 5 6

ng ! 1s 2s 2p 3s 3p 3d o

numeriert und m = O gewdhlt, denn (¢6'“o ¢a) und (¢B,V ¢a)
verschwinden nur dann nicht, wenn die L3-Eigenwerte von ¢a
und ¢B iibereinstimmen (vgl. Aufgabe 1). Die Matrix HBu
sieht dann so aus:
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a = 1 2 3 4 5 6
) 1 | =X/2 (o) 0.74E - O 0. 30t (0] oo
2 (0] -1/8 -3.00E (0] 1.75E (o) cee
3 0.74E -3.00E -1/8 0.54E o 2.45E e
4 o] 0 0.54E -1/18 -7.35E (0] coe
5 0.30E 1.75E o} -7.35E -1/18 -5.20E A...
6 (0] (o] 2.45E (0] -5.20E -1/18 N

Beispielsweise entsteht die Eintragung 313 durch

Hyz3 = Vi3 = (9150¢V 2550) =
o 3 2‘" 1
E {dx x2 v _(x)x vzp(x) £d¢_{d cose Y, (6,¢)cost Y, (6,0) =

- 1
E 2/1724 [ax x* e 3¥?2 2x /174% /3747 [d coso cos?e =
o -1

= V227 375 E =0.7449 E . (12)

liefert den Eigenwert E, = -1/2, also

a) Die 1x1-Matrix Hll 1

keinen EinfluB8 von E.
b) Die 2x2-Matrix

11 12

Hoa 22



c)

q)

e)
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liefert die Eigenwerte E1 = -1/2 und E2 = -1/8, also

auch keinen EinfluB8 von E.
Die 2x2-Matrix

H H

22 23

H H

32 33

liefert zwei Eigenwerte als LOsungen der Gleichung

(-§-E-§-E -9%2=0 , (13)
also
1
E, =- - 3 (14)
1
E; = -3+ 3 i (15)
Die 2x2-Matrix
By . Pya l
Bas - B33

liefert zwei Eigenwerte als LOsungen der Gleichung

= % - BY = % - E) - 0.552 =0 , (16)
also
E, = - % - 1.48E2 + a7n
1 - 2 . ®e 0o e
E, = - % + 1.48E2 + ... (18)

Die 3x3-Matrix
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H H

11 19 By

Hyy Hyy Hyg

H H

31 42 P33

liefert drei Eigenwerte als LOsungen der Gleichung

T - -1 _ g2 - -1 %2 - 9g(-1_- FyE2 =
(-3 -E)(-§-E?2-0.55(- - E)EZ - 9(- 3 - BJEZ = 0,
(19)
also
E, = -2 - 1.4882 + (20)
. :- 1. et
E, = - & - 3E + (21)
5 5 cee
E, = - £+ 3E + (22)
. 5 e .

Man sieht, daB8 das Hinzunehmen des ls-Zustandes zu c) die
Eigenwerte E2 und E3 in der E-linearen N&herung nicht mehr
dndert. Ebenso &ndert das Hinzunehmen des 2s-Zustandes zu

d) nichts mehr an der E-quadratischen Ndherung filir El'

Wir brechen die nd&herungsweise Berechnung der Energie-
eigenwerte hier ab und diskutieren die Ergebnisse:

Bringt man ein Wasserstoffatom in ein elektrisches
Feld, dann spalten die sonst entarteten Energieniveaus 2s,
2p auf, und zwar linear mit der Feldstdrke. Die Kreisfre-
quenzen der Spektrallinien fiir den Ubergang in das ls-Niveau
werden demzufolge linear mit der Feldstdrke verschoben
(linearer Stark-Effekt).

Bekanntlich ist die Ableitung der Energie eines Teil-
chens nach der elektrischen Feldstdrke dessen Dipolmoment.
Das Wasserstoffatom im Grundzustand El hat daher das zum
angelegten Feld E proportionale Dipolmoment



wobei die Polarisierbarkeit o nach (20) n&herungsweise
Ggpp = 3-0 2% = 4.4x10723
lische Einheit der Polarisierbarkeit ist a3). Nimmt man

die Zustdnde 1ls, 2p, 3p mit, erhdlt man a = 3.4ad =

-25 app
= 5.0x1C cm3. Der experimentelle Wert ist a = (6x2)x
xlO-25 cm3, die genaue Rechnung ergibt a

cm3 betrdgt. (Die atomphysika-

&= 3
th cm*© .

Aufgaben

1) Es sei A ein mit H kommutierender hermitischer Operator,
und ¢u seien Eigenzustidnde von A mit Eigenwerten a .
Man zeige, daB8 H
# a, gilt.

Ba = (¢B,H ¢a) verschwindet, falls aB #

2) Man zeige, daB V = E x3 nur Matrixelemente zwischen Zu-
stdnden verschiedener Paritdt haben kann (vgl. §18,

Aufgabe 1).

3) Man bestimme die Energieeigenwerte der 3x3-Matrix

Hea Bg5 Hyg
Hoe . Bgp . g
Hed "By Mg .
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22, Spin

Wenn Ho die Bewegung eines Teilchens ohne &uBeres
elektrisches Feld beschreibt, dann ist die Observable H =
= "Energie" bei Anwesenheit eines homogenen elektrischen
Feldes E durch

H=H -dE (1)
gegeben. d sind die drei Komponenten der Observablen

"elektrisches Dipolmoment". Sie werden durch
d=qX (2)

definiert, mit g als Ladung des Teilchens und X als "ort
des Teilchens". (Man vergleiche (1) und (2) mit (21.2)
und (21.4)). Bringt man das Teilchen in ein homogenes
Magnetfeld E, dann ist die Energie durch

H=H -m3B8 (3)

gegeben. m sind die drei Komponenten der Observablen
"magnetisches Dipolmoment". Was ist der zu (2) analoge
Zusammenhang zwischen m und anderen Observablen?

Nach der klassischen (also Quanteneffekte vernach-
ldssigenden) Theorie gilt m A f, d.h. magnetisches Moment
und Bahndrehimpuls sind proportional. Daraus wilirde z.B.
folgen, daB die Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms
sich durch ein angelegtes Magnetfeld B nicht dndert, da
in diesem Falle m den Eigenwert O hdtte. Tats&dchlich rea-
giert aber ein Wasserstoffatom im Grundzustand auf das

Magnetfeld. Die Energie spaltet wie



B (4)

auf. m enthilt demnach neben dem zu L porportionalen Term

noch einen zweiten Anteil:

> _ I 8
M=V, E*¥sH k (3)
Jede Komponente von §‘hat (im Falle des Elektrons) die

Ligenwerte =+ % h.

Die Tatsache, daB unter Drehungen des Bezugssystems
drei Observable R sich wie ein Vektor transformieren,
drickt sich durch

[Jk,Am] =ihn St An (6)

aus (siehe Anhang). Die J sind dabei die in §17 eingefiihrten
Komponenten der Observablen "Drehimpuls". i, 3, T und m sind

genau dann Vektoren, falls
F=1+3 (7)

gilt, S, mit i, P (und daher mit L) vertauscht und

k

S (8)

[Sk’sm] =4ih fkmn “n

erflillt ist. Man nennt $ den "Spin-Drehimpuls" (oder kiirzer
"Spin") des betreffenden Teilchens.

Nach der in §17 entwickelten Theorie sind die Eigen-
werte von S2 = Si + S% + S% durch s(s+1)R?2 gegeben, wobei
s ganz- oder halbzahlig sein kann. Jedes Teilchen besitzt

eine charakteristische Spinquantenzahl s:
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s Teilchen (Beispiele)
0 Pion, He%-Kern = oa-Teilchen
1/2 Elektron, Positron, Proton, Neutron, He3-Kern
1 o-Meson, H2-Kern = Deuteron
3/2 A-Nukleon, Be9-Kern
9/2 Kr83-Kern

Weil <3> durch sh beschrinkt ist, <L> aber beliebig gro8
werden kann, kommt im klassischen Grenzfall der Spin nicht
vor.

In der Quantenphysik macht sich der Spin durch zwei

Effekte bemerkbar:

1) AuBer dem translatorischen Freiheitsgrad besitzen Elek-
tron, Proton, Neutron, ... noch den Spin-Freiheitsgrad.
Neben i, oder P und daraus abgeleiteten Observablen muB
auch der Spin gemessen werden, um einen Zustand festzu-
legen. Immer dann, wenn es darauf ankommt, ob zwei Zu-
stdnde gleich oder verschieden sind (z.B. Pauli-Prinzip,
siehe §23), spielt der Spin eine Rolle.

2) Der Spin ist, wegen (3) und (5), an das Magnetfeld ge-
koppelt. Die Konstante e, in (5) hat den klassischen
Wert

= gh

‘L. T 2Mc (9}

mit g als Ladung und M als Masse des Teilchens.
Die Konstante ug in (5) ist experimentell bestimmt

worden:
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Teilchen magn. Moment u = Seug
Elektron e -1.00 eh/2mc (m = Me)
Proton p +2.79 eﬁ/2Mpc

Neutron n -1.91 eH/ZMpc

Deuteron D +0.85 eﬁ/2Mpc

Die folgenden Bemerkungen gelten fiir ein Teilchen
mit Spinquantenzahl s = 1/2.

Der Zustand des Teilchens wird durch eine Wellenfunk-
tion y festgelegt, die vom diskreten Argument o = +4,+ und von
den kontinuierlichen Argumenten X abhdngt. i, 3, T ... wirken
nur auf die Ortsvariable, etwa

(X 9) (4%) = X py(4X)  ; F v %) =x %) . (10)

Die Spinoperatoren bewirken

1

1]

Rop(sx) (11)

(S5 ¥) (4%) % Boypiex) @ (8, ¥) (+%)

Nl

> > >
(s, v) (4x) R v (¥x) ; (s, ¥) (¥x)

1]
o

(12)

(S_ ¥)(#X) =0 (5_ ¥) (+x) = K y(4x) , (13)
wobei
s, = S, + is, (14)
S_ =8, - is, (15)
bedeutet.

Man sagt, das Teilchen sei + polarisiert, wenn w(¢§)
fiir alle x verschwindet.

Der Grundzustand eines Elektrons im Coulombpotential
eines Protons ist zweifach entartet: der Fall der +-Polari-

sierung wird durch



= L15 &
Y(4%) = d100(X) v(4X) =0, (16)
der Fall der ‘-Polarisierung durch
y(+%x) =0 P(4X) = 2100 (X) (17)

beschrieben. Im Magnetfeld B (in 3-Richtung) findet man fiir

die Energie

H=H - (- 5=1L, - — 8

o 2mc B {18)

die Erwartungswerte

1 me* en_ g

<H>, = - 3 - + == im Zustand (16)
- - lme' eh -
<H>+ = 5 >mc B im Zustand (17).

Der Elektronenspin stellt sich also bevorzugt antiparallel
zum Magnetfeld ein. Wegen Me/Mp << 1 konnte der Protonen-

spin in guter N&herung unberiicksichtigt bleiben.

Anhang

Es seien X drei Observable, die sich unter Drehungen
des Koordinatensystems wie ein Vektor transformieren. Der

Erwartungswert etwa von A, in einem beliebigen Zustand y

1

kann auch als Erwartungswert des Operators COSaAl+sinaA2

im Zustand wR geschrieben werden, wenn WR der ebenfalls um

den Winkel o um die 3-Achse gedrehte Zustand ist:

<Ap> = fas3x v ALy = fa3x Vg (coseA +sinah,) yp =

1

Zad = iotJ

2
= [a3x y {eH ’(COSaA1+sinaA2) o 3}w i
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wegen (17.3). Da y beliebig ist, folgt

!

8 i
ﬁotJ3 - ﬁCtJ3
= e (cosaAl+sinaA2) e =

]

i
= - 2
Al + a{h(J3A1 A1J3) + Az} + 8% cos ¢

und daraus

[J3,Al] =ihA .

Die Verallgemeinerung auf (6) bereitet keine Schwierigkeiten.

Aufgaben

1)

2)

3)

4)

5)

Man zeige, daB

2 = 2 2
J%2 = L2 + S2 + L,S_ + L_S, + 2L,S, (19)

gt

Man zeige, daB die Zust&dnde (16) und (17) Eigenzusténde

auch von J2 und J, sind. Mit welchen Eigenwerten?

Um wieviel eV spalten die Grundzustdnde des H-Atoms in
einem Magnetfeld von 10 kGauB auf?

Man zeige, daB i, f, T und § Vektoren im Sinne von (6)
sind.

Ein Skalar C ist durch
[Jk,C] =0 (20)

definiert. Man zeige, daB XX = A2 ein Skalar ist, wenn
die Observablen R die Komponenten eines Vektors sind.
Daraus folgt: Wenn die Energie H ein Skalar ist, sind

die drei Komponenten J des Drehimpulses ErhaltungsgrdBen.
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§23. Identische Teilchen

Den Zustand eines Teilchens mit Spinquantenzahl s
muB man durch die Wellenfunktion w(o§) beschreiben, wobei
o die Werte -s,-s+l1l,...,s durchlduft und ¥ im dreidimen-

sionalen Raum variiert. Es gilt

Sy ¥(oX) = ofiy(oX) und X y(oX) = Xy (oX) (1)
sowie
+s N
) [a3x |y(ox) |2 =1 ” (2)
o=-5
(In §22 wurde 4+ fiir ¢ = 1/2 und ¢ fiir ¢ = -1/2 geschrieben,

wenn s = 1/2 ist). Man nénnt o den Polarisationsindex, oder
kiirzer, die Polarisation des Teilchens.

Hat man zwei unterscheidbare Teilchen (etwa Elektron
und Proton), dann muB man den Zustand dieses Systems durch
eine Wellenfunktion w(cl§l,02§2) beschreiben.

Die Wahrscheinlichkeit dw

men dV1 bei %

127 das Teilchen 1 im Volu-

1 mit Polarisation 9y vorzufinden und das
Teilchen 2 im Volumen dvz bei §2 mit Polarisation 0, vorzu-

finden, ist durch

> >
= 2
aw,, = dv, dav, |¢(01x1,02x2)| (3)
gegeben. Die Frage: mit welcher Wahrscheinlichkeit dwl be-
findet sich das Teilchen 1 im Volumen dV. bei x, und hat

1 1

die Polarisation ol? wird durch

_ 3 - - 2
aw, = dv, g fa X, |¥ (o)X, ,0,%,) | (4)
2
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beantwortet, und da sich das Teilchen 1 irgendwo befinden

und irgendeine Polarisation besitzen muB, gilt

> >
Jaw, =1 =7 [adx, ] [d3x,|v(o;X;,0,%,) |2 . (5)
o o
1 2
Die Situation wird komplizierter, wenn die beiden betrach-

teten Teilchen identisch sind.

Stellt man bei 21 einen Zdhler mit Volumen dV1 auf,

. . . : i > &
der nur auf die Polarisation o, anspricht, und bei x., einen

1 2
Zéhler mit Volumen de,der nur auf die Polarisation o, an-
spricht, dann sprechen beiden Zdhler simultan mit der Wahr-
scheinlichkeit
o 1 ¥ 2

aw, , dv1 dv2 l"’("lxl"’zxz)l (6)
an. Man kann aber niemals feststellen, welches der beiden
Teilchen in welchem Z&hler nachgewiesern worden ist, weil
sonst die Teilchen sich noch irgendwie unterscheiden miig-
ten. Das bedeutet, daB

¥ (0, %, 00,%,) |2 = |¥(0,%,,0,%) |2 (7

zu gelten hat, um die Ununterscheidbarkeit der Teilchen zu
garantieren. Das Vertauschen der Argumente °1§1 > o2§2
wird durch den Permutationsoperator P dargestellt:

P¢(cl§l,oz§2) = ¢(02§2,01§1) . (8)

Im Falle identischer Teilchen miissen ¢y und Py den gleichen
Zustand beschreiben, sich also nur um einen Faktor y vom
Betrag 1 unterscheiden. Wegen P2 = I muB auch y2 = 1 gel-
ten, sodaB nur y = 1 oder y = -1 in Frage kommt. Die Natur

realisiert (7) folgendermaBen:
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Wenn die Spinquantenzahl ganzzahlig ist (solche Teilchen
nennt man Bosonen), gilt

> > > >
w(olxl,czxz) = +w(02x2,clxl) . (9)

Wenn die Spinquantenzahl s halbzahlig ist (solche Teilchen

nennt man Fermionen), gilt
> > > >
w(clxl,02X2) = -w(ozxz,clxl) . (10)

DaB die Wellenfunktion von Fermionen (Elektron,
Proton, Neutron) das Vorzeichen bei Vertauschung der Argu-
mente (cl§l) e (02§2) wechselt, diese Tatsache wird auch

als Pauli-Prinzip oder AusschlieBungsprinzip bezeichnet.

Flir Fermionen folgt n&mlich
V(oX,0%) = O , (11)

d.h. zwei Fermionen mit gleicher Polarisation k&nnen nicht
am gleichen Ort sein. Bosonen kdnnen das. Filir Fermionen
gilt lberhaupt ganz allgemein: Entwickelt man ¢ nach einem

vollstdndigen Orthonormalsystem von Einteilchenwellenfunk-

tion Xg
V(o %) 0,%,) = EB Cop Xo(01%1) xg(0,%,) (12)
dann folgt aus Py = -y die Beziehung

caB = —cga , (13)
und insbesondere

c =0 . (14)

ao
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Mit anderen Worten, befindet sich ein Fermion im Zustand
X! dann ist derselbe Zustand fiir das zweite Fermion aus-
geschlossen.

Wegen (9) bzw. (10) gibt es zwischen identischen
Teilchen eine Korrelation auch dann, wenn gar keine Wechsel-
wirkung vorhanden ist. Hat man beispielsweise ein wilirfel-
formiges Gef&B8 mit Volumen V = L3, -L/2 < X< L/2, dann
sind die Energieeigenzustdnde eines Teilchens in diesem

GefdB durch die Wellenfunktionen

3 ]
>y _ 2, 3/2 ™
¢T’3(0X) = 6T0(L) igl cos f Ny X, (15)
gegeben, mit n;, = 1,2,... und 1 = -s,-s+1l,...,8. Die zum
Zustand ¢T z gehbrende Energie ist
’
_ n2 g2Ri2
ET,H T 2M V2/3 - (16)

Bringt man N nicht wechselwirkende Teilchen in das Gefés,

dann ist im thermischen Gleichgewicht die mittlere Besetzungs-

-> s
zahl Vo Rr des durch 1,n numerierten Zustandes durch
’

(17)

gegeben. Hierbei ist kB die Boltzmannkonstante, T die Tem-
peratur und u das chemische Potential. Es ist durch

E <y =>>_ =N (18)
T’H ,n T
festgelegt. -/+ bezieht sich auf Bosonen/Fermionen. Man
sieht, daB jeder Zustand r,ﬁ von Fermionen h&chstens ein-
fach besetzt sein kann, von Bosonen dagegen beliebig viel-
fach. Aus



berechnet man die thermodynamischen Zustandsfunktionen, und
diese sind fiir Fermionen und Bosonen wegen des +/- -Zeichens
in (9)/(10) g&dnzlich verschieden.
Schliissel zum Verstdndnis des Atomaufbaus.

Aufgaben

1) Man zeige, daB die 2-Elektronenzustdnde (20)

- -
¢(+xl,+x2)
(4% 4K,

- >
¢(+x1,¢x2)

4R 4EK)

Q-

-

> >
0, (Xy0%,)

(19)

Insbesondere ist (10) der

(23):

(20)

(21)

(22)

(23)
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mit
> > > -
o, (Xprxy) = —¢ (x,,%;) und ¢g(x

die folgenden Eigenschaften haben:
a) Sie genligen dem Pauli-Prinzip
b) Sie sind Eigenzusté&nde von S3
c) Sie sind Eigenzust&nde von S2.

Hierbei ist §(1) der Spin des ersten, §(2) der Spin des
zweiten Teilchens, und g = g(l) + §(2) ist der Gesamt-
spin. Beispielsweise gilt

siz) ¢(+§1,+§2) = ¢(¢§1,1§2) .

Hinweis filir c): Man kann auch

(21) ~ s_(20) , (22) ~ S_(21)
und

s, (20) o , S+(23) =0

zeigen.

Es sei i(l) die Observable "Ort eines Teilchens" und §(2)
die Observable "Ort des anderen Teilchens". Man zeige,
daB, wenn die Teilchen identisch sind, fir die Erwartungs-
werte gilt: <§(l)> = <§(2)>. Damit ist die Frage: auf
welches der beiden Teilchen bezieht sich f(l)? gegen-
standslos. Hinweis: Die Wahrscheinlichkeit dwl, ein

Teilchen im Volumen dV, bei x nachzuweisen, ist durch

1 1
> >
aw, =dv, ] [a3x,[v(o;x,,0,%,) |2 (24)
050
172
gegeben. (Zwar werden G110, und §2 nicht gemessen, sind

aber mefbar). Der Erwartungswert von i(l)

<§(1)> = del %

ist dann

1°
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§24. Helium-Atom

Als typisches Mehrkérperpfoblem wird das He-Atom
untersucht. Bei X = O ruht ein He-Kern mit Ladung Z2e.
Die beiden Elektronenorte werden durch die Observablen
X (1) und X (2) beschrieben, sodaB die Energie des 2-
Elektronensystems durch

_(B)2  2e2 . (B2)2 202 o2
2m [Z | 2m |% 2 | |X (2) =% (1) |
(1)

gegeben ist. Alle Operatoren wirken auf Wellenfunktionen

H

w(ol§l,02§2), die dem Pauli-Prinzip (23.10) geniligen. Damit
sind Fragen wie: zu welchem der beiden Elektronen gehdrt
X2 gegenstandslos (vgl. §23, Aufgabe 2).

Man beachte, daR g1 und §(2 in (1) nicht auftre-
ten. Man kann daher gleich mit den Zustdnden (23.20) -
(23.23) rechnen, die den Vorteil haben, daB der Ortsanteil

> > 5 %
¢ entweder gerade oder ungerade unter x. +«-» x, ist. Die

1 2
drei Zustdnde (23.20) - (23.22) sind sowohl Eigenzustdnde
von 82 = ($(1) 4+ $(2))2 mit Spinquantenzahl 1 als auch von

S3 mit Polarisation 1, O, -1. Sie bilden ein Spin-Triplett,
die zugehdrige Ortswellenfunktion ist ungerade. Der Zustand
(23.23) ist Eigenzustand von S2 mit Spinquantenzahl O. Zu
diesem Spin-Singulett gehdrt eine gerade Ortswellenfunk-
tion. Man hat also die Schrddinger-Gleichung

2 2 2 2 2
(- %ﬁ by - Ti ‘ - %ﬁ by ~ %%—T + |+e T - E)o (X, ,%,) =0
X X X=X
1 2 271 (2)
und
Ja3x, [a3x, [4(X),%,) ]2 < = (3)

zu l6sen mit der Nebenbedingung, daB ¢(§1,§2) entweder
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gerade (Spin-Singulett) oder ungerade (Spin-Triplett) ist.
(Dieses "gerade" oder "ungerade" hat nichts mit der Alter-
native Boson/Fermion zu tun!!). (2), (3) bilden ein noch
immer unl&sbares MehrkOrperproblem. Man ist auf N&dherungs-
verfahren angewiesen.

Zur Bestimmung der Grundzustandsenergie Eo ist das

Variationsverfahren geeignet. Es sei H ein Hamiltonoperator

! 2
funktionen bor byr e Ein beliebiger Zustand ¢ kann als

mit Eigenwerten EO < E; < E, < ... und zugehtrigen Eigen-

o ©
= i 2 =
v Y oc ¢ mit ) }cal 1
= 0L=O
geschrieben werden. Flir den Erwartungswert von H im Zustand
y folgt dann

<>, = ] e |*E, > ] le |?E =E ' (4)
v o4=0  © o~ 420 @ 0 0
und da <H>¢ = E0 gilt, kann man die Grundzustandsenergie
auch als
E = min <H> (5)
© alle ¢ ¥

schreiben. (5) ist die Grundlage des Variationsverfahrens:
Man setzt eine Wellenfunktion ¢ mit einer gewissen Zahl
von Parametern an, berechnet <H>w = fd3x1...w“Hw und
variiert die Parameter, bis das Minimum von <H>¢ gefunden
ist. Dieses Minimum ist dann eine Approximation filir E
(genauer: eine obere Schranke, weil nicht alle ¢y auspro-
biert wurden). Als Einheit der Energie wird wieder die
atomphysikalische Einheit (a.E), also me“/R2 = 27.2 eV
verwendet.

1) Im Spin-Singulett-Fall setzt man beispielsweise



2)

3)

4)
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L URPIESY I R EY
e + e e

v v {e } (6)

an. Flir das Minimum

. fd3xld3x2 VE(x),%,) H W(x),x,) -
Kpoky [d3x d3x, ¥H(x,%5) ¥(x;,X,)

ergibt sich - 2.876 a.E. Der experimentelle Wert fir
den Grundzustand des Helium-Atoms ist E0 = - 2.904 a.E.
Im Spin-Triplett-Fall setzt man beispielsweise

> > > >
'Kllxll _K2|X2| —K2|Xl| _Kl’le
e = e e

v v {e (8)

an und berechnet fiir das Minimum (7) - 2.160 a.E. Der
experimentelle Wert ist - 2.175 a.E.

Ionisierung bedeutet, daf ein Elektron sich in unend-
licher Entfernung vom zuriickbleibenden He-Kern +
Elektron aufhdlt. Der Grundzustand des Het-Ions ist
analog zum H-Atom zu berechnen, mit der ZAnderung

e » V2 e in (20.1), sodaB sich eine Grundzustands-
energie von - 2 a.E. ergibt. Das He-Atom ist also
sowohl im Singulett- als auch im Triplett-Zustand
stabil gebunden, weil die Energien tiefer als - 2 a.E.
liegen. (Siehe Skizze).

Kann ein Proton auch zwei Elektronen binden? Man muB
lediglich in (2) die beiden Faktoren 2e? in e? ab-
dndern und etwa mit (6) variieren. Man erhdlt dann
min <H>¢ = - 0.513 a.E. Weil EO < = 0.5 a.BE. ist,

i

kann das Proton also zwei Elektronen stabil binden.
Die experimentelle Grundzustandsenergie dieses H -Ions
betrdgt - 0.528 a.E.
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Energie in Einheiten von me%/hK2 = 27.2 eV

:\
N
AN He” + Elektron im Unendlichen
R\
\\
\\
- 2.000 —P— Iconisationsgrenze

- 2.175 X Triplett-Grundzustand

- 2.904 4 Singulett-Grundzustand

Helium
Aufgaben
1) Das Minimum fir <H> fir (1) mit (6) wird bei x; = 2.18a" ¢
und Ky = 1.20&1_l angenommen. Diese Werte kann man "ver-

stehen": Das erste Elektron sieht eine Ladung 2e und geht

in einen wasserstoffdhnlichen 1s-Zustand ~ exp(—Kl|§1]

(Kl = ?). Gibt man zu diesem He+—Ion ein zweites Elektron,
dann sieht dieses eine Gesamtladung e und geht ebenfalls
in einen 1s-Zustand exp(-K2|§2| (Kz = ?). Die Abweichun-

gen bedeuten, daB sich die Elektronen wegen der Coulomb-

AbstoBung etwas aus ihren Zust&dnden verdréngen.
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2) Approximiert man die Grundzustandsenergie Eo mit dem
Verfahren des §21, dann erhdlt man ebenfalls eine obere
Schranke. Man beweise diese Aussage, indem man das
Variationsverfahren auf die Probefunktion

y cX, H, c

M 6 B Ba o
J c_ ¢ anwendet, d.h. <H> = =%
a "o .
a=1 ) o B
¥

nach den c's variiert.
Hinweis: Da die c's komplexe Zahlen sind, ist ein sta-

tiondrer Wert durch

9<H> _ 9 <H> _
3Re c 3Im c,.

gegeben. Die Bedingung

9<H> -0

ac"a

ist gleichwertig.
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§25. Das periodische System

Ein Kern (mit Ladung Z) und Z Elektronen werden durch

den Hamiltonoperator

Z
=) 8% +v (1)
k=1
beschrieben, mit
(k)2 2
g o E )2 ge? (2)
|X
und
Z 2

e
2 —_— . (3)

k>3=1 [ - g0

Ein allererstes Verstdndnis iiber den Aufbau des Atoms der

Ordnungszahl Z gewinnt man, wenn man V, die Coulomb-Ab-

stoBung der Elektronen, unberlicksichtigt 1dB8t. Wir unter-

suchen daher zuerst den Grundzustand von
Z !
H = )} H' 7 (4)

das auf total antisymmetrische Wellenfunktionen
w(clxl,czxz,...,ozxz) wirkt. Da (4) eine Summe kommutieren-
der Terme ist, flihrt ein Produktansatz zum Ziel.

Die m&glichen Einteilchenzustdnde irgendeines Bei-
trages zu (4) sind die des Wasserstoffatoms, allerdings
mit folgender Modifikation: der durch die

Hauptquantenzahl A (n = 1:2;9%4)
Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ (2 =0,1,...,n-1)
magnetische Quantenzahl m @n=-2,-2+1,...,2)

Elektronpolarisation o (o = 4,¥)
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(

geht aus (20.1) durch
die Ersetzung e » vYZ e hervor, sodaB me“/R? in Z2me%/R2

charakterisierte Eigenzustand von H k) hat den Energie-

eigenwert - Z2/2n? a.E., denn g (k)

abzudndern ist. Wir flhren fiir die vier Einteilchenquanten-

zahlen (ngmo) die Abkiirzung o ein, sodaB

H(k) ¢ =€ @ {5)
o o o
gilt, mit
2
€, =~ i a.E. (6)
2n?
Natilirlich ist
- >
¢, (ox) = 9o o (x) , O sonst (7)

gemeint.
Gibt man Z S&dtze g von Quantenzahlen vor, dann kann

man die Z-Teilchenwellenfunktion als
— > >
(clxl,ozxz,...,ozx

)
Qplge-ety Z

¢ (0,%.) (0,%,) X
o o.%;) ¢al OpXp) s veey @ (o,%

- > >
[} z(clxl)' @az(ozxz), sany & lo.%,]

[P ay A
det : : . (8)
> > >
@az(olxl), @uz(czxz), en g ¢az(ozxz)

konstruieren. Die Vertauschung (ci§i) <> (ck§k) bedeutet
eine Vertauschung zweier Spalten in der Matrix (8) und
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bewirkt ein Minuszeichen vor y , sodaB das Pauli-
S b 4

Prinzip erfiillt ist. Wenn zwei S&tze von Quantenzahlen

gleich sind, oy = (n;,8;/M;s04) = (O, 2 /My 0p) = ap:

dann verschwindet die Determinante (8), also V¥

Oy By iow Gz
172 Z
Der durch (8) definierte Z-Elektronenzustand ist ein Eigen-
zustand von HO mit Eigenwert €q. Den Grundzustand von
k=1 "k

Ho bekommt man demnach, indem man Z verschiedene S&tze von

Quantenzahlen o Gpr eees Og wdhlt und dabei €y S € =

’
o 1 @y

< e beachtet.
= Foy
Durch die CoulombabstoBung (3) werden allerdings

die € verdndert. Eine Variationsrechnung zeigt, daf die

Reihenfolge
ng, = 1s,2s,2p,3s,3p,4s,3d,4p,5s,44,5p,6s,4£f,.... (9)

eingehalten wird. Die Konfiguration des Grundzustandes der
Atome wird so verstdndlich.
Das Elektron des H-Atoms befindet sich im 1s-Zustand,

¥ oo e"|§|.

sich in Zustdnden (1s0+), (1s0¢). Der Grundzustand des
Li-Atoms wird durch eine Determinante mit den Einteilchen-
zustdnden (1s0+), (1s0+%), (2s0+) gendhert, usw.

Die beiden Elektronen des He-Atoms befinden

Beachtet man, daB m, o gerade 2(22+1) Werte durch-
l&duft, dann ergibt sich die folgende Tabelle fiir die Atom-

grundzustdnde bis zu 4p:
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Anzahl der Elektronen im Zustand ng

2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p

1ls

Symbol

He

Li

Be

Ne

Na

Mg
Al

Si

el

Ar

Ca

Sc

i

cr

Mn

Fe

Z

10

11
12
13
14
15
16
17
18

19
20
21

22

23

24
25

26
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Z Symbol ls 2s 2p 3g 3p 4s 3d 4p
27 Co 2 2 6 2 6 2 7
28 Ni 2 2 6 2 6 2 8
29 Cu 2 2 6 2 6 1 10
30 Zn 2 2 6 2 6 2 10
3% Ga 2 2 6 2 6 2 10 1
32 Ge 2 2 6 2 6 2 10 2
33 As 2 2 6 2 6 2 10 3
34 Se 2 2 6 2 6 2 10 4
35 Br 2 2 6 2 6 2 10 5
36 Kr 2 2 6 2 6 2 10 6

4s und 3d liegen energetisch nahe beisammen, daher die
Anomalie bei Cr und Cu. Man beachte die Ahnlichkeit im
Aufbau von Li ... Ne und Na ... Ar.

Auf eine ausfilihrliche Diskussion des periodischen

Systems muB hier verzichtet werden.

Aufgabe

Scharfe ROntgenlinien entstehen dadurch, daB aus
einem schweren Atom durch ElektronenstoBf ein inneres
Elektron (im Zustand o) herausgeschleudert wird und dann
ein duBeres Elektron (vom Zustand B) nach innen stilirzt
und dessen Platz einnimmt. Dabei wird ein Photon mit Ener-
gie ﬁw8+a = Eg = &, erzeugt. Die sogenannte Ka—Linie ent-
spricht dem Fall o« = (1s..) und g = (2p..).

Man begrilinde das Moseleysche Gesetz

. me* 72 (z-2)2
ﬁw2p+1s R - )

und sch&dtze die Wellenlédnge A der Ka—Linie flir Kupfer
(vgl. §1) ab.
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§26. HZ-Molekﬁl

Hier soll nur das allereinfachste, aber typische

Molekiil diskutiert werden, ndmlich H2.

Es sei §A der Ort eines Protons, §B der Ort des

anderen Protons, il der Ort eines Elektrons und §2 der

Ort des anderen Elektrons.

e
Elektron %3 BlEEron
>
i
> 9 >
Xp R Xp
Proton Proton
Mit TA’ TB' Tl und T2 als kinetischer Energie der entspre-
. > -> > >
chenden Teilchen und R = |X, - Xp| = rpp, Ty = |X, - X[,

... als Abstédnde zwischen den Teilchen schreibt sich die

Gesamtenergie als

= 2¢2 .2 1 1 1 _ 1
B B B W b B F B, @ @R0E T

Dieser Operator wirkt auf Wellenfunktionen

T s > 1
AXA GBXB als

w(cA§A,oB§B,ol§l,c2§2), die sowohl unter o
%X. das Vorzeichen wechseln miissen.

auch 0%y > 05X,
Um die Grundzustandsenergie Eo des HZ—Molekﬁls zu
berechnen, geht man in folgenden Schritten vor:

1) E0 = mtn <H> approximiert man durch das Minimum {iber

v
solche Wellenfunktionen, die sich als Produkt



2)

3)
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-+ > > > . s
¢AB(°AXA'°BXB)'¢12(°1X1’°2X2) schreiben lassen. Flir

festgehaltenes QA und §B héngt
2 2 2 2 2 2
V(R) = £ + min <P+ T, - - - -,
19 12 Al A2 Bl B2 ¢,,
(2)

nur vom Abstand R der beiden Protonen ab. Es gilt also
E0 = min {TA + T, + V(R) } (3)

B
¥aB

(Born-Oppenheimer-~N&herung) .

Man macht fir ¢12 einen Ansatz mit mehreren Parametern
und berechnet das Minimum (2) wenigstens iiber diese
Parameter. Auf eine explizite ndherungsweise Berechnung
von V(R) wird hier verzichtet.

Man muB dann noch das Minimum (3) aufsuchen. TA und TB
sind die kinetischen Energien der beiden Kerne, und

V(R) ist ein effektives Potential flir die Wechselwirkung
zwischen den Kernen. Nach Abspalten der Schwerpunktbe-
wegung hat man ein Einteilchenproblem zu behandeln und
kann nach der Methode des §19 oder wie in §10 verfahren:
Der mittlere Abstand RO der Kerne ist ndherungsweise
durch

V(R ) = min V(R) (4)
& R

gegeben, und Eo durch

o 2
E =VR) +3Huw ’ (5)

mit

V(R) = V(R) + 3 w?(R=-R)2 , (6)
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m ist die reduzierte Masse der beiden Kerne.

Flir das H2—Molekﬁl ist

R =0.74 R

o

V(R ) = - 2x13.6 eV - 4.75 eV
hw = 0.54 eV

(berechnet und experimentell verifiziert).

Bei R » =« geht V(R) gegen - 2x13.6 eV, denn dann hat man
zwel weit entfernte Wasserstoffatome vorliegen. Die zu-
sdtzliche Energie von (- 4.75 + 0.54/2) eV bedeutet, daB
zweli H-Atome mit einer Bindungsenergie von 4.48 eV zu
einem H2—Molekﬁl gebunden werden. Wie beim He-Atom gibt
eine rdumlich symmetrische Wellenfunktion ¢12 die niedrig-
ste Energie, die beiden Elektronen im H2—Molekﬁl bilden al-
so einen Spin-Singulett-Zustand. Das qualitative Verhalten
des interatomaren Potentials V(R) - V(w) ist in §10 skiz-
ziert. Es geht bei R » O wie R ' (abstoBend) und bei R + =

wie R_6 (anziehend). Die van der Waals-Kraft zwischen
7

H-Atomen ist also proportional zu R
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IV. ANREGUNG UND ZERFALL, STREUUNG

Wenn auf ein System eine zeitlich veré&dnderliche
Storung einwirkt, finden zwischen den sonst stationdren
zustdnden Ubergidnge statt. Variiert die Stdrung zeitlich
periodisch, dann ist die Ubergangswahrscheinlichkeit im

(27)

Falle der Resonanz besonders groS8 Durchgerechnet

wird der Fall einer Stdrung durch ein inkoh&drentes Ge-

(28)

misch elektromagnetischer Strahlung . Der spontane Zer-

fall angeregter Zustdnde unter Aussendung von Photonen(zg)
kann jedoch hier nur mit einem Trick behandelt werden: es

wird beniitzt, daB das Strahlungsfeld im thermodynamischen

Gleichgewicht als ideales Gas von Bose-Teilchen aufzufas-

sen ist.

Fiir die Beschreibung des Ubergangs von diskreten
Zustdnden (angeregtes Atom) in kontinuierliche Zusté&nde
(weniger angeregtes Atom + Photon) ist die Zerfallsrate
I' der relevante Begriff. Der Ubergang von kontinuierlichen
Zustédnden (zwei anfédnglich freie Teilchen) in kontinuier-
liche Zustdnde (die gestreuten Teilchen) wird durch den
Wirkungsquerschnitt o beschrieben(3o). Die Rutherford-
Formel fir die Streuung elektrisch geladener Teilchen an-

einander(31)

sowie die Streuung thermischer Neutronen an
Molekﬁlen(32) konnen in Bornscher Ndherung (31, Anhang)
behandelt werden. Am Beispiel der Streuung von Elektronen

(33) als

am neutralen Wasserstoffatom wird der Formfaktor
vom Impulsiibertrag abhdngige effektive Ladungszahl einge-
fiihrt. Bei niedrigen Energien sieht ein Elektron das Atom
als Scheibe endlichen Durchmessers. Bei hohem Impulsiiber-
trag ist der Kern nicht mehr durch die Elektronenhiille

abgeschirmt.
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§27. Zeitlich periodische St&rung

In §21 war der Fall behandelt worden, daB ein System
(mit dem Hamiltonoperator HO beschrieben) durch ein &uBeres
Feld gestdrt wird. Hier soll nun die Wirkung einer zeitlich
verdnderlichen Stdrung V(t) studiert werden. Da man V(t)
in Fourierkomponenten zerlegen kann, geniigt es, eine perio-
dische Stdrung zu betrachten.

Es ist also die Schrddingergleichung
if §(t) = (H + V cosut) ¥(t) (1)
zu 1l8sen. Um die Rechnung so einfach wie m6glich zu halten,

soll angenommen werden, daB nur zwei Eigenzustdnde von Ho

wesentlich sind:

Ho gy = E1 o, und HO By = E2 e, ’ (2)
und daB die Matrix VBa = (@B,Véa) keine Diagonalelemente
hat:

Var Vg @~ n
= s (3)
Yig Va3 g 9

(Durch Multiplizieren etwa von @2 mit einer Phase kann man
erreichen, das V12 reell und damit gleich V21 wird) .

Wenn das System ein Wasserstoffatom ist, o fiir den
(1s0+) -Zustand, ¢2 fir den (2pO+)-Zustand steht und die
Stdérung durch ein zeitlich periodisches elektrisches Feld
mit Kreisfrequenz w = (E2 - E1)/H verursacht wird - dann
sind die oben gemachten Voraussetzungen erfiillt.

Wir rechnen also mit



und V &, =n @1 " (4)

(Man beachte, daB V ein Operator und n = (@2,V®1) = (@1,V¢2)
eine reelle Zahl ist).

Die Losung der Schrddingergleichung (1) kann in der
Form

—im1t -iw2t
v(t) = c1(t) e oy + cz(t) e 0, P (5)

mit

n wg = E und R = E

. " (6)

w2

geschrieben werden. Mit n = O wdre (5) bereits filir konstante
S, eine L6sung von (1). Aus

O=1ih ¢ - Ho Y = coswt V ¢y =

. —im1t -iw1t
=1ih c, e ®1 - n coswt e s Ts ¥
. —iwzt —iwzt (7
+ i h c, e ¢, - n coswt e

folgt, mit ﬁwo = Hmz - Em1 = E2 - E1,
i@wo+w)t ibwo—m)t

ih 61 = % n {e + e ¥ c,
i(w +w)t i(wo-w)t Ll
n {e v + e ¥ e

. L |
iR Cy =3 1 &

Angenommen, zur Zeit t = O sei das System im Zustand ¢1,
d.h. c1(0) =1, cz(o) = 0. Es folgt dann

i(mo+m)t i(wo—m)t
. n 1 -e 1 = e
cz(t) = Eﬁ{ + } (9)

w +w W =W
o o
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Nur bei w = W gibt es einen nennenswerten Beitrag, sodaSB

man

2 w ~w
le,(e) |2 = U .| AR PHE o gt (10)

B2 Ly _—uh2 .
o]

berechnet. |cz(t)|2 ist die Wahrscheinlichkeit, daB das

System nach der Zeit t vom Zustand ¢, in den Zustand ¢

ibergegangen ist. (10) ist natﬁrlich1nur richtig, solaige
|c2(t)}2 << 1 gilt, da andernfalls (8) nicht mit cy = 1
geldst werden darf (siehe Aufgabe 1).
Wir fassen zusammen:

Es sei @1 ein stationdrer Zustand des ungestdrten Systems.
Eine periodische Stdrung V(t) = coswt V bewirkt, daB das
System mit der Wahrscheinlichkeit

|(¢2,V®1)|2 w_=w

- s 2 O
W1+2(t) = sin 5— t (11)

A2 (y -u)2
o)

nach der Zeit t von ¢1 in den stationdren Zustand ¢2 des
ungestdrten Systems {ibergeht. Dabei ist die Ubergangskreis-
frequenz 0, durch Emo = E2 - B, definiert, und Ubergdnge
finden nur dann mit nennenswerter Wahrscheinlichkeit statt,
falls die Kreisfrequenz w der Stdrung ungefdhr mit der
Ubergangskreisfrequenz W Uibereinstimmt (Resonanz!). (11)

ist eine gute N&herung, solange W1»2(t) << 1 bleibt.

Aufgaben

1) Man zeige, daB flir die Koeffizienten c1(t) und cz(t) in
(5) fir alle Zeiten t

o1 (8112 + ley(e1|2 = 1 (12)

gl

Hinweis: (12) nach t differenzieren.
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2) Falls die Observable A(t) explizit von der Zeit abhdngt,
ist (13.20) in

3A (t)
ot

<A(t)>, = < -, s,

o1m
ot

abzuédndern. Fiir eine zeitabhdngige Energie gilt also

d =
It <H(t)>t = <

Man berechne die von der St&rung V(t) dem System zuge-
fiihrte Energie

O *—nA
Q
(ad

<H(t) >t

QJ'QJ
o+

im Zustand (5) fir den Fall w = w, - (Man rechne mit der
N&herung c1(t) =1, cz(t) = nt/2ik und ersetze sinzwot
durch den Zeitmittelwert = 1/2). Das Ergebnis kann als

(Es = E1)W1+2(r) interpretiert werden!

2
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§28. Ubergidnge durch inkohdrente Strahlung

Die in §27 abgeleitete Formel fiir die ibergangswahr-
scheinlichkeit W1»2(t) wird jetzt flir den Fall ausgewertet,
daB die Stdrung des Systems (etwa eines Atoms) von einem
Strahlungfeld herrihrt.

Eine ebene, monochromatische elektromagnetische
Welle wird durch

E, =0, E, =0, 53(t,§) = E cos (ut -

Qle

x1)
(1)

(@]

B, =0, B, =-E cos(ut - % x1) ’ B3 =
dargestellt. Die Welle l&uft in 1-Richtung und ist in
3-Richtung linear polarisiert. Im optischen Bereich
(A = 2mc/w >> a =~ Atomradius) ist die Ausdehnung des
Atoms vernachlédssigbar. Das bestrahlte Atom fiihlt also
die Felder an einem festen Punkt, etwa bei X = 0. Die

Stérung hat daher die Form

V(t) = coswt V mit V = -E d3 + E m, ’ (2)
mit d und m als elektrischem bzw. magnetischem Dipol-
moment des Atoms.

Wenn immer ein Strahlungsiibergang durch d mdglich
ist, gibt m keinen Beitrag, und umgekehrt (siehe Aufgabe 1).
Es wird der Fall weiterverfolgt, daB nur d einen Strahlungs-
iibergang zuldgt.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Atom durch
eine Bestrahlung der Dauer t vom stationdren Zustand ¢1
in den stationdren Zustand o, tibergeht, ist nach (27.11)

als
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w
2 t (3)
gegeben. Die Intensitdt der einfallenden Strahlung ist
= £
=g ExB (4)

der zeitgemittelte Betrag

wli

= £ e ) (5)

sodaB man fir (3) auch

w=w
[}

8n = | 2 sin? £
S | (e,,d,0,) — s (6)
R2c A (v - mo)z

W1+2(t)

schreiben kann.

Nun besteht jede direkt oder indirekt thermisch
erzeugte Strahlung aus einem inkohdrenten Gemisch ver-
schiedener Frequenzen. Die Intensitdt S 148t sich dann
mit Hilfe der spektralen Intensitédt S(w) als S = [duw S(w)

schreiben. Auch (6) ist dann iliber w zu mitteln. Weil
2

x “ sin2?x bei x = O einen scharfen Peak hat, kann man

w=w

_ sin? 2° t
fdw S(w) —————— =
(w - w )2
(o]
= 8(w) t 4 fax x 2 sin?x = §(w ) t T (7)
() 2 o 2

umformen. Die iiber w gemittelte Wahrscheinlichkeit ist
also zur Bestrahlungszeit t proportional, und die Wahr-
scheinlichkeitsrate

AWy, (¢)

P52 = 73 " |t=0

ist der relevante Begriff.
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Folgende Modifikation ist noch erforderlich: man
mufB iiber die beiden Polarisationen der Strahlung und Uber
die Orientierungen der Atome mitteln. Das bedeutet

3
2 .1 2
| (05,4500 |2 > 5 k£1 | (2,,d,0,) ] ,

und damit erh&dlt man

n2

r1»2 =

3
Sw) ¥ (e ,d,0.)]2 ; (8)
R2c  ° k=1 2 K1

W e

Wir fassen zusammen:
Bestrahlt man zufdllig orientierte Atome,... mit inkoh&ren-
ter unpolarisierter elektromagnetischer Strahlung, dann
ist die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit Tisor daB ein
Atom einen Ubergang vom Zustand o, in den Zustand ¢, aus-

fihrt, durch (8) gegeben. Das Dipolmoment eines Atoms ist

d = -e

I~

x () , (9)
k=1

wenn der Kern bei X = O ruht. T1+

spektralen Intensitit E(wo) bei der durch fw = E, - E

2 ist proportional zur

- 1
definierten Ubergangskreisfrequenz. S(w) hat die Dimension
Energie/ (Fldche x Zeit x Frequenz). Da niemals E2 > Ey
oder E2 < E1 benutzt wurde, gilt (8) fir die induzierte

Absorption und die induzierte Emission von inkohdrenter

Strahlung. Es sei bemerkt, daB (8) nicht fiir Ubergdnge
gilt, die durch Laserlicht induziert werden.
Ein Beispiel zur Auswertung von (8):
Man betrachtet H-Atome im Grundzustand. Da durch d die
Elektronenpolarisation nicht gedndert wird, kann man den
Spin aus dem Spiel lassen. Bietet man Strahlung mit Kreis-
1 1

frequenz v = w = (- g+ %) me*/R3 = 1.55x10!6 s~ ' an,

dann sind Ubergdnge zum 2p-Niveau mdglich. Der Zustand
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2p0 wird mit folgender Rate erzeugt:

(@2,d.|<1>1) = (@2,d2¢>1) =0

(0,,d50,) = /727 3% e a

(siehe (21.12)), sodag

3
I I(e,,d,0,)[2 = 0.55 2 a2’
k=1

resultiert. Damit erh&lt man

-1 Stw )
= 1.41x109 5= —2% «

T'1s+2p0 ——

Die Zustdnde ¢ entsprechen verschiedenen Orientierungen

2pm
des Atoms. Weil dariiber gemittelt wurde, sind die Uber-

gangsraten von m unabhdngig:

+1 g —1 S(mo)
r1s+2p = m£_1 Linstym ™ 4,2x10% s = —2—— s

Ist beispielsweise die Intensitédt

S = 10 watt/cm?2 = 108 erg em™2 g~!

gleichmiBig auf das Intervall 1.0x1016 g™

= 1078 erg cm™ 2. Damit ist T = 42 s”'. wihrend eines
1s+2p

Blitzes von 10—'3 s Dauer wird ein Atom also mit der Wahr-

scheinlichkeit 0.042 angeregt. Dauert der Blitz l&nger, muB

man beriicksichtigen, daB wegen der Anregung die Zahl der
anregbaren Atome abnimmt.

< w < 2.0x1016 g~

verteilt, dann hat die spektrale Intensitdt den Wert §(wo)

1
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Aufgaben
1) Unter Spiegelung ist £ ein Vektor und B ein Pseudo-
vektor. Folglich ist auch d ein Vektor und m ein Pseudo-

vektor. Das bedeutet:

nd=-dn und Tm= mu , (10)

mit T als Paritdtsoperator. Man zeige, daB entweder
(@2,3¢1) oder (¢2,$¢1) verschwindet, wenn %, und o,
Eigenzustdnde von II sind. Da in (27.11) die Zusté&nde
%4 und o, Eigenzustdnde von HO (Hamiltonoperator des
ungestdrten Problems) sind und I Ho = H0 I gilt, sind
diese Zustdnde in der Tat stets Eigenzustdnde der

Paritat.

2) Man zeige, daB m tiberhaupt keinen Ubergang vom Grund-

zustand des H-Atoms (¢1 ) in irgendeinen ange-

= 0
1s0+4
regten Zustand ¢nmmc (n =2,3,...) bewirken kann.
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§29. Spontane Emission von Strahlung

Es sei ®, ein Eigenzustand von Ho' dessen Energie
E2 groBer ist als die Energie E1 eines anderen stationdren
Zustandes @1. Es kann dann auch einen spontanen Ubergang
o, > ¢1 geben. Dabei wird ein Photon mit Energie ﬁmo =
= E2 = E1 emittiert. Das heiBft: auch ohne &uBeres elektro-

magnetisches Feld ist zu HO eine Stdrung V zu addieren,

QE
die einen solchen Zerfall des angeregten Zustandes erm&g-

licht. Der Zusatz ist ein Effekt der Quantenelektro-

v
QE
dynamik: auch das elektromagnetische Feld muB quantentheo-
retisch behandelt werden. Hier soll lediglich untersucht

werden: Wie muB die durch VQE bewirkte Rate F§E1 fiir den

spontanen Zerfall beschaffen sein, damit Gleichgewichts-

thermodynamik méglich ist?

Man betrachtet einen Hohlraum und darin ein Atom.
Wenn die Wdnde des Hohlraumes die Temperatur T haben, gibt
es im Inneren ein Photonengas der Temperatur T. Photonen
haben keine direkte Wechselwirkung miteinander und sind
Bosonen, daher ist (23.17) anwendbar. Die Auswertung er-

gibt die Plancksche Formel filir die spektrale Intensitédt:

= Fuw3 1
S(w) = . (1)
'|T2C2 eﬁw/kBT -

(1) folgt allein aus der Vorstellung, daB Photonen als
Teilchen mit ganzzahligem Spin zu behandeln sind, deren
Zahl aber nicht festgehalten werden kann, weil Erzeugung
und Absorption m8glich sind (deswegen: u = O in (23.17)).
Das Atom befindet sich mit der Wahrscheinlichkeit
W1 im Zustand @1, mit der Wahrscheinlichkeit W2 im Zustand
®2. Da sich auch das Atom im Gleichgewicht mit einer Um-
gebung der Temperatur T befindet, gilt, mit ﬁmo = EZ_E1 = O
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“Eq/kgT R, kT
A_e — _ . o 'B . (2)
e—EZ/kBT

=

=

Wir bezeichnen jetzt die in §28 berechneten Raten fir in-
ind

duzierte Ubergdnge mit T . Fir die Anderung der Wahr-
scheinlichkeiten gilt:
A sp ind, _ ind _
Wy = Wylrgsq * Tyt — Wy Frp =0
(3)
. _ 1nd _ ind, _
Wiy =Wy rlg - w3l i =0,

weil sich das Atom im Gleichgewicht befindet. Daraus folgt,

wegen
ind _ _ind
Tzt & Traz (4)

und mit (2) die Beziehung

ﬁwo/kBT

_ sp ind
e =1 + r2+1/r (5)

21 ’
und daraus mit (1):
3 ind
B, Tpy
m2¢2 S(w )
o

rsp
2»1

Setzt man nun noch (28.8) ein, so ergibt sich

3
5P =50 I eqae,|? (6)

als Rate filir den spontanen Zerfall eines angeregten Zustan-
des ¢, in einen Zustand @1 mit tieferer Energie. Die vom
System beim Ubergang ¢, » ¢ (i fir initial, f fir final)
abgegebene Energie pro Zeiteinheit ist
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L
_ 4 Yif
(B, - EIT5h: = 3 e (0,,dop) (op,doy) (7)
mit ﬁwif = E; - Eg. Wegen

A =-1 - = -i
((Pf'A@l) - ﬁ(@fl(A HO HO A) Ql) lwlf(Qf,AQi) (9)

ist die rechte Seite von (7) gleich

1 .
—3 3@ )(<I> ,3@1) . (10)

Wl

Den totalen Energieverlust pro Zeiteinheit erhd@lt man durch
Summieren von (10) iiber alle Eigenzusté&nde ®f von H_, deren
Energie Ef niedriger als Ei liegt. Wenn man stattdessen iber
alle Zustédnde ¢f summiert, erhdlt man, wenigstens bei hoch

angeregten Zust&dnden L gerade den doppelten Beitrag (leicht

nachzurechnen filir einen harmonischen Oszillator). Wegen
I (o,,d0,) (o, ,d6,) = (o,,d20,) (11)
3 - o £/771 i® .
£

(siehe Aufgabe 2) findet man

1 Fes (12)
3 <I)i

wln
Q

als Energieverlust pro Zeiteinheit filir hochangeregte Zu-

stdnde Qi' (12) ist der in der klassischen Elektrodynamik

berechnete Ausdruck fir die Strahlungsleistung einer Quelle

in Dipoln&herung.

Aufgaben
1) Man berechne die durch
sp
T e (13)

A=
© 1
+h

=
Hh
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3)

4)
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definierte Lebensdauer 1t des Zustandes @i = eines

®2p0+
Wasserstoffatoms.

Wi(t) sei die Wahrscheinlichkeit, daB das System zur
Zeit t > O noch im Zustand @i ist, wenn es zur Zeit

t = 0 mit Sicherheit im Zustand ¢i war. Man leite die

Formel

W, (1) = g~ (14)

ab. (Daher der Name "Lebensdauer" fir t).

Der "klassische" Ausdruck (12) fir die Energieverlust-
rate kann nur bei hohem Drehimpuls brauchbar sein: Man

zeige, daB fiir das H-Atom
- 6 e
d2 - & 3™

m2

gilt und demzufolge ein s-Zustand (insbesondere der
Grundzustand!) pro Zeiteinheit unendlich viel Energie

verlieren wiirde.

Zur Begriindung von (11): Es sei Xq ein vollst&dndiges

Orthonormalsystem. Man beweise
(v',ABY) = J(y',Ax,) (x ,BY) (15)
o

flir beliebige Zustdnde ¥, y¥' und beliebige lineare
Operatoren A, B.
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§30. Wirkungsquerschnitt und Streuamplitude

Bei einem Streuexperiment 1l&B8t man Teilchen (etwa
Neutronen) auf eine diinne Folie von Streuzentren (etwa
Pb-Kerne), das Target, aufprallen. Wenn das Target die
Dicke dx hat und pro Volumeneinheit o Streuzentren ent-
h&lt, ist die Anzahl der Streuzentren pro Fldcheneinheit
gerade dx Prpe Die Wahrscheinlichkeit W(dx) dafiir, daB ein
Teilchen das Target unbehindert passiert, wird als

W(dx) = 1 - dx Pp O (1)

geschrieben. Ein Target der Dicke x wird daher vom Teil-
chen mit der Wahrscheinlichkeit

=X P g
W(x) = e £ (2)

ungehindert durchquert. Der Wirkungsquerschnitt ¢ ist

charakteristisch filir die Wechselwirkung zwischen Teil-
chen und Targetteilchen. ¢ ist als die Fl&che eines

Streuzentrums aufzufassen, welche das Teilchen "sieht".

Streuzentrum-——_| éé Fl&dcheneinheit,
mit Wirkungs- enthdlt dx Prp

querschnitt o e Streuzentren
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Allerdings ist diese Fldche (also o) im allgemeinen vom
Impuls der aufprallenden Teilchen abh&ngig.

Das Teilchen fehlt mit der Wahrscheinlichkeit
dx Pp © im direkten Strahl nach der Folie, weil es aus
seiner urspriinglichen Richtung abgelenkt wurde. Mit der
Wahrscheinlichkeit

daw(e) = dx o da odiff(e) (3)

wird es um den Winkel 6 abgelenkt und in den Raumwinkel
. dQ gestreut.

Target
) dae
|
| |
\
|
|
- |
|
|
einlaufendes | 8
—_— | - - - T
Teilchen ' direkter Strahl
|
|
|
—l ——
dx
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Das Raumintegral iiber den differentiellen Wirkungsquer-

schnitt cdiff(e) ist natilirlich der Wirkungsquerschnitt:

1
o = fda o (6) = 4n [ d coss o (8) . (4)
=

N =

diff diff

Man kann sich die Bedeutung des differentiellen
Wirkungsquerschnittes auch so klarmachen:
Bei X = O ruhe das Streuzentrum. Dariiber geht in Richtung
B_.  ein Strom (Stromdichte = Anzahl der Teilchen pro

ein

Fldchen- und Zeiteinheit = eln) von Teilchen hinweg. Pro

Zeiteinheit werden o j Teilchen gestreut. Im Abstand r

ein
: . . > .
vom Streuzentrum findet man in Richtung n ,g ©inen Strom

von gestreuten Teilchen. Dessen Stromdichte ist

O (8)
_ Cdiff
Jausl®) = 5,  “ein Z (3
r
> > 1 . ¢
wenn n_. . und Ngin den Winkel 6 einschlieBen.
]aus(r)
i
4
n
aus
>
Dein 6
jein
Streuzentrum

Integriert man ndmlich (5) iber die Oberfldche einer Kugel
mit Radius r um das Streuzentrum, dann erhdlt man die Streu-

rate o j_._.
ein
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Wie ist der differentielle Wirkungsquerschnitt
Ogiff 2Y berechnen?
Der Strom der einlaufenden Teilchen wird durch die

Wellenfunktion

= ein (6)

beschrieben, mit k = p/h als Wellenzahl. Bei der Streuung

am Potential V(x) &ndert sich aber die Energie E = p2/2m =
_ 02 o . g

= 3= k4 nicht. Zu (6) muB es daher einen Zusatz waus geben,
+ v

damit ¢y = ¢ die Schroédingergleichung

ein aus

2 -
Boa+x vk = vEd 46 (7)

erfiillt. Man beachte, daB auf der linken Seite von (7) v
durch waus ersetzt werden darf. Die Gleichung

G2 2 T = &%
EE(A + k4) G(X) = 6°(x) (8)
wird durch die Greenfunktion

= B EE e _ 2
ot = - 2 Se (r = |%]) (9)

geldst - siehe Aufgabe 1 -, sodaB (7) in die Integral-
gleichung

> > 2m eikl;_gl > >
V) = gy (x) - = fal —=— V(&) v(®) (10)
A

4ﬂ|X—£|
umgeschrieben werden kann. Flir groBe r gilt in Richtung

X=rn
aus”

V) - e = £(0) & . (11)
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Die Streuamplitude f enth&lt die Wellenfunktion in der
Nahzone (also im Gebiet mit V(%) # 0):

> >

2m 1 nausE

-ik
f(g) = - = fa3c e

T v @ . a2

Uber y hédngt £ auch von 4 ab, und bei sphdrisch symme-

ein
. . . . >
trischem Potential nur vom Winkel ¢ zwischen Nain und

n .
aus

2
Offensichtlich gilt j_ _(r) : j_; = {f—(fe—)’ : 1,

sodafR

cdiff(e) = |£(8)]|2 (13)
folgt. Wir fassen zusammen:

Man suche eine LOsung der Schrddingergleichung (7),
die asymptotisch die Bedingung (11) erfiillt. Das Absolut-
quadrat der Streuamplitude f ist genau der durch (5) oder
(3) definierte differentielle Wirkungsquerschnitt.

Es war bisher angenommen worden, daB das Streuzen-
trum bei x = O ruht. Das ist natilirlich nur dann richtig,
falls m sehr viel kleiner als die Masse M des Targetteil-
chens ist. Wenn das nicht der Fall ist, sind folgende
Modifikationen vorzunehmen:

In (7) ist statt m die reduzierte Masse u = %%ﬁ
einzusetzen und p = hk ist der Impuls jedes der beiden

Teilchen im Schwerpunktsystem:

¥

5
n_. - n
p eln 154

N
/

vor

der Streuung
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(13) bezieht sich dann auf den differentiellen Wirkungs-
querschnitt Odiff(s) im Schwerpunktsystem. Im Laborsystem
ruht das M-Teilchen vor der Streuung. Impuls pL des ein-
laufenden m-Teilchens, Streuwinkel eL und differentieller
giff(eL) im Laborsystem sind nach
einfachen Vorschriften aus p, 6 und odiff(e) zu berechnen.

Wirkungsquerschnitt o

Der Wirkungsquerschnitt allerdings ist eine vom Bezugs-

system unabhdngige Gr&Be:

- _ T 5 L i
o = [A2 o4 p6(0) = [AQT ogipp(07) : (14)
Aufgaben
2
1) Man zeige (8), indem %E(A + k2) G(X) = 0 fur |xX| > 0
2
und lim %— [ a3 (s + k?) G(X) = 1 (letzteres mit
m ->
RO | x| <R

dem GauBschen Satz) nachgewiesen wird.

2) Der Wirkungsquerschnitt flir n-Pb-Streuung betrédgt
o = 11><1O—24 cm? (thermische Neutronen). Wie dick muB
eine Abschirmung ausgelegt werden, damit die DurchlaB-
wahrscheinlichkeit W(x) gerade 10_3 ist?

Pb: Atomgewicht = 207.2, Massendichte = 11.3 g cm—3.
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§31. Coulombstreuung in Bornscher N&herung

Man betrachtet zwei Teilchen mit Massen m, und m, .
V(X) sei die nur vom Abstand r = |x| der Teilchen abhin-
gige potentielle Energie. Mit p als reduzierter Masse ist

die Streuamplitude durch

" L d
-ikn

fa3e e aus®

2y 1

> >
f(p,0) = - E; T vi(g) v(g) (1)

gegeben. Y 1l&st die Schrddingergleichung

2 > - ->
{-g—uA+V(X)}w(x) =E (%) (2)

mit der Bedingung
ikh . X

P(x) = e I 4 (pei |§I + o abfallender Term} . (3)

Die Energie E im Schwerpunktsystem ist

2 2 2
A < ST < LR U Sl =
E o 2m, + 2m2 ’ P hk (4)
und 6 ist der Winkel zwischen B _._ und n . Den differen-
ein aus

tiellen Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsystem berechnet

man als
ogi¢£(Ps8) = [£(p,0) |2, (5)
den Wirkungsquerschnitt als

m
o(p) = 2m fde sin6 ¢
o

diff(p,e) « (6)

Wenn V nicht zu groB ist, wird ¢ sich auch in der

Nahzone wenig von
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=22
Xy

ik g
ein
unterscheiden. Man kann daher (1) mit

X
ein

SY

R ik
Yy (x) » e

auswerten (Bornsche Ndherung, siehe Anhang).

Der vom Teilchen 1 auf das Teilchen 2 ibertragene

Impuls ist

i= pl aus ﬁeln) 2 (7
mit
o= |%| = 2p sin 3 (8)
In Bornscher N&herung,
i
= =AE
£p,8) = - 2L fasg e N v (9)
2 7

h&ngt die Streuamplitude (und damit der differentielle
Wirkungsquerschnitt) nur vom Impulsiibertrag 4 ab. Wenn
V die Fouriertransformierte des Potentials bedeutet, gilt

also

flp,0) = - 2 1%

ey ) = (10)

1
N
= {2

Falls die Wechselwirkung zwischen den Teilchen durch das
Coulombpotential beschrieben wird,

91 93

V(x) = " (11)

= >
|X1 Xz‘

erhdlt man
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2u g, g
2 (pyB) = » 12 (12)
A2

(siehe Aufgabe 1). Fiir den differentiellen Wirkungsquer-

schnitt im Schwerpunktsystem folgt damit

c e 1 2 1
o qigs (Pr8) = g(ua q,) S . (13)
p’ sin® 3

Das ist die bekannte Rutherford-Formel, die sich auch aus

der klassischen Rechnung ergibt. (Man beachte, daB R in
(13) nicht auftritt!).

Die Streuung punktférmiger Teilchen durch Coulomb-
wechselwirkung ist allerdings ein pathologischer Fall,
denn der aus (13) berechnete Wirkungsquerschnitt UC 18%
unendlich groB. Das bedeutet, daB ein Teilchen vom anderen
mit Sicherheit abgelenkt wird, weil die Coulombkraft eine
unendliche Reichweite hat. Tats&dchlich streut man aber
etwa Elektronen nicht an Kernen, sondern an den neutralen
Atomen im Target. In §33 wird erdrtert, wie (12) dann zu

modifizieren ist.

Anhang
Man definiert den linearen Operator G durch
ik|x-Z]
Go) (%) = - 2L a3 & 4(®) . (14)
K2 4m|x-¢ |
(1) 1&Bt sich dann komprimiert als
o= 9 + GV Y (15)

ein

schreiben. Durch Iterieren dieser Gleichung:
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&=
1]

" + GV Y FGVGEV Y= ...

ein

1l

¢ein + G(V+VGV+VGEGVGV + ...) wein (16)

gewinnt man

ein B a7n

mit dem durch

T o= = AL %—(v + VGV +VGVGY + ...) (18)
g2 =0

definierten T-Operator. (Diese Bezeichnung ist iiblich. T

hat nichts mit der kinetischen Energie zu tun!). Da die

Streuamplitude als

oas > _ > 5
£f=1lim [yfr naus) Lpein(r naus)] ikr (19
) e

geschrieben werden kann, erh&dlt man

_ 3 & * 4
£ = [d% ll’aus(x) T wein(x) - (waus’ ein) ' (20}

I
s
=]
Xy
-
~
®y¥

. (&) =e el and g (@) = e  9B8 T a4y

Die Streuamplitude ist also ein Matrixelement des T-Opera-

tors. (18) ist gerade eine Entwicklung nach Potenzen der

potentiellen Energie von

1

T

an gl g™, (22)

A2

T = -

denn es gilt
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-1 1 1

-Gl ' =V[1-GV] ' = V(1 +GV+GVGV+ ...).
(23)

[v

Man nennt (18) die Bornsche Reihe. Diese konvergiert fiir
solche Potentiale, die rasch genug abfallen und bei X =0
nicht zu singulédr sind. Die Bornsche N&dherung besteht
offensichtlich darin, nur den ersten Term der Bornschen
Reihe mitzunehmen.

Formal wird das Streuproblem so geldst: Man inver-

tiere

-1

2 e
T =4'|Tf25—(G—V‘l
u

) (24)

und berechne f = (waus’ i wein)' Aus (24) 1l&Bt sich - mit

etwas mathematischem Aufwand - das sog. optische Theorem

Im £(6 = 0) =-]2—T;cr (25)

herleiten. Die Streuamplitude ist in Bornscher N&herung
reell und verletzt (25). Falls die Streuung isotrop ist,
kann der Wirkungsquerschnitt den Wert 4m/k? nicht iiber-
steigen. Nur wenn die Bornsche Ndherung einen sehr viel

kleineren Wert liefert, darf man sich darauf verlassen.

Aufgaben

>
1) Es ist die Fouriertransformierte [d3g¢ e'9% —%— zu be-
rechnen. Man rechne zuerst mit e_xg/g statt 1/¢ und

setze dann ) = O.

2) Aus technischen Griinden kann man sowieso nur

™
o(p,6 > eo) =27 g de siné Udiff(p,e)
o

messen (also die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen
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um mehr als den Winkel 60 abgelenkt wird). Man berechne
cc(p,e > 60) fir die Streuung von Elektronen mit Energie
E = 10 keV an Bleikernen (Z = 82) fiir eo = 5°. Man kann
daran sehen, daB erst bei sehr hohen Energien die starke
Wechselwirkung (etwa zwischen Neutronen und Kernen,

g N 10_24 cm?) stirker als die elektromagnetische wird.

Mit dem optischen Theorem zeige man fiir den Fall der
isotropen Streuung, daR

g g = (26)

gelten muB. Welche obere Grenze erhdlt man fiir die Streu-

ung thermischer Neutronen (E ~ %6 ev)?
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§32. Streuung thermischer Neutronen an Molekiilen

Bei einem StreuprozeB spielen zwei L&ngen eine Rolle:
die Reichweite b des Potentials (V(X) ist nur bei |§| <b
nennenswert von Null verschieden) und die de Broglie-Wellen-
lédnge X = 27hA/p. Falls X >> b gilt, wenn also die Teilchen
gentigend langsam sind, darf man V(X) durch 53(§)jd3g V(%)

ersetzen. Geht man damit in (31.9) ein, so findet man

e =201 a3 P
£ = - o fase V(%) . (1)

Bei niedrigen Energien ist also die Streuamplitude weder

vom Impuls noch vom Streuwinkel abhdngig.

Die Streuung thermischer Neutronen () im R-Bereich)
an Kernen (Reichweite der Kernkrdfte b < 10_12 cm) ist im
Schwerpunktsystem tats&dchlich isotrop. Z.B. werden thermi-
sche Neutronen an O-Atomen (also an O-Kernen, denn Elek-
tronen werden von langsamen Neutronen vdllig ignoriert)
isotrop mit Wirkungsquerschnitt oA = 4.2><1o_24 cm? gestreut
(vgl. §31, Aufgabe 3). Die Streuamplitude fA hat also den
wert £2 = 0.58x107 12

Neutronen dann an Oz—golekﬁlen gestreut?

cm. Mit welcher Amplitude fM werden

Die gemeinsame Elektronenhiille bewirkt, daB sich

ein Kern am Ort -~ 33 A pefindet, wenn sich der andere Kern
am Ort 53 E aufhdlt (Ro = 1.2 ﬁ). Daher ist jetzt mit dem
Potential
> > Ro > - Ro >
VIE) = 263 @ + 2 B + a3 (X - 2 R) (2)

zu rechnen, wenn vorher mit

V() = 2 63(X) (3)
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gerechnet wurde. Geht man mit VM in (31.1) ein, erhdlt

man
133 _ilezy R 7
e Y g E +e B2 ) = £2 2 cos —2— .
g2 A4m 2R
(4)
. . . : M _ Mo
Den differentiellen Wirkungsquerschnitt O3iff = | £7]2 muB

man noch iiber alle Orientierungen % der Molekiile mitteln
(weil man 02 auch im elektrischen Feld nicht ausrichten

kann) und erhdlt dann

sin ROA/H

(1 + TOA/E—) . (5)

M _ . A
oaifg(Pr8) = 2 og5¢¢

Das ist ein bemerkenswertes Ergebnis:

Bei groBem Impulsilibertrag A = 2p sin % ist Ugiff
doppelt so groB wie Ggiff und ebenfalls winkelunabhdngig.
Die Streuung an den Kernen geschieht also unabhidngig von-

einander. Bei kleinerem Impulsiibertrag (ROA ~v B) ist

Ggiff vom Streuwinkel und vom Impuls abhéﬁgig. In Vorwdrts-
richtung (6 = O und damit A = 0) ist O3iff viermal so groB
wie cgiff’ d.h. die Streuamplituden filir die Streuung an
den beiden Kernen interferieren maximal konstruktiv.

Das Molekiil hat auch fiir Neutronen eine Struktur
(durch R, bestimmt), und diese Struktur spiegelt sich in
der Winkelabhdngigkeit des differentiellen Wirkungsquer-
schnitts wider - obgleich iiber alle Orientierungen des
Molekiils gemittelt wurde und die Streuung an den Kernen
einzeln isotrop ist! Mit thermischen Neutronen lassen sich
Strukturen im A-Bereich erforschen, wie das schon in §4
behandelt wurde.

Aufgabe

Man fihre die zu (5) fiilhrende Mittelung von Ugiff durch.
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§33. Formfaktor

In Bornscher Ndherung 188t sich auch die Streuung
geladener Teilchen an neutralen Atomen oder Molekililen
berechnen. Wir behandeln den Fall der Streuung von Elek-

tronen an Wasserstoffatomen im Grundzustand

by Al TR L (1)
1s0 /e

Man hat dann mit der Ladungsdichte

p(X) = e 63(X) - e|o,_ (X)]2 (2)

1s0

des Protons und des Elektrons die potentielle Energie

»
V) = -e Jasg &) (3)
x- |

zu berechnen und diese in (31.9) einzusetzen. Wegen

~LLE >
}deE e ol J‘d3gv _P_(_E_L =
|2-2" |
iz - % X E"
jaser 0@ e T jarer e v
folgt aber sofort
2me?
f(p,0) = + —— g(a) ' (5)
A2
mit
i >
ga) =1 - fatg e B loy (@) |2 (6)

als Formfaktor.
Der Vergleich von (5) mit (31.12) zeigt: die Streu-
amplitude stimmt mit der Coulombstreuamplitude iberein
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bis auf die Modifikation, daB das Atom eine A-abhédngige
effektive Ladungszahl g(Z) besitzt.
Der Formfaktor des H-Atoms im Grundzustand ist

o +1 -1 =Y 2
g(a) =1 - - Jar r2 e—2r/a [ dz e h =
a3 o -1
=1 -~ 2h fdr ¥ e—2r/a sin Ar/h =
rad o

R L WU (7)

1+ (52212

Bei groBem Impulsiibertrag (Aa >> R) tr&gt nur der Kern
zur Streuung bei. Bei kleinem Impulsiibertrag dagegen gilt

—_

= 1 (bay,
g(a) = > ( Fl) ’ (8)
und die Singularit&dt bei A = O in (5) hebt sich weg:
f(p,0) = a . (9)

Bei sehr niedrigen Elektronenenergien (im eV-Bereich also)
wird der differentielle Wirkungsquerschnitt winkelunab-
hdngig und ein Elektron sieht das Wasserstoffatom als
Scheibe mit Fl&che ¢ = 4ma?. In diesem Sinne hat das
Wasserstoffatom den Durchmesser 4a = 2.1 K.

Die Abweichung des Formfaktors von 1 ist gerade
1so(§)|2. Das Absolut-

quadrat der Wellenfunktion kann also tats&dchlich gemessen

die Fouriertransformierte von |¢

werden!

Es sei erwdhnt, daB auch die stark wechselwirken-
den Elementarteilchen (Pion, Proton, Neutron ...) eine
A-abhédngige effektive Ladungszahl g(A) besitzen. Aller-

dings macht sich eine Abweichung von der Punktstruktur
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erst bei Ab ~ R bemerkbar, mit b ~ 10™13 cm. sind diese
Elementarteilchen deswegen auch gebundene Zustdnde anderer,
noch elementarerer Teilchen?
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