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Uber ein Problem der Potentialtheorie

von

Dr. Fritz Hasendhrl,
(Mit 1 Textligur.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 9. November 1899.)

Das Problem, das Potential im ganzen Raume zu be-
stimmen, wenn sich dasselbe auf der Oberfliche von zwei, sich
ausschliessenden Kugeln auf eine gegebene Function der Ober-
flichencoordinaten dieser Kugeln reducirt, ist von William
Thomson (Lord Kelvin) mit Hilfe seiner Theorie der elektri-
schen Bilder oder der reciproken Radii vectores geldst worden.
Und zwar ergibt sich das Resultat in sehr eleganter Form nach
Kugelfunctionen dipolarer Coordinaten geordnet.

In dem Folgenden habe ich versucht, dasselbe Problem
nach einer anderen Methode zu behandeln, deren Grund-
gedanke auch in der bekannten Methode von Murphy liegt und
die gewissermassen als Durchfithrung der letzteren betrachtet
werden kann. Das Resultat meiner Arbeit ist die Darstellung
des Potentiales durch eine unendliche Doppelreihe von Func-
tionen rechtwinkliger Coordinaten, ist also complicirter als das
Thomson’sche, welche das Potential in Gestalt einer einfachen
unendlichen Reihe gibt.

Dagégen ist es vielleicht ein Vortheil der hier angegebenen
Formel, dass sie sich leicht auf specielle Fille (auf den Fall
zweiler leitenden Kugeln zum Beispiel) anwenden ldsst, was
beim Thomson'schen Resultate nicht der Fall ist, da die Ent-
wicklung auch der einfachsten Functionen nach Kugelfunctionen
dipolarer Coordinaten sehr mithsam ist.

1 Siche Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, 2. Aufl,, 11, S. 268.
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2 F.oHasendhrl, [1668]

Endiich gestattet die hier angewandte Methode, wie es
ja bei einer Durchiithrung der Murphy'schen nicht anders zu
erwarten ist, die Verallgemeinerung auf den Fall, dass statt
einer, beliebig viele Kugeln vorhanden sind, auf deren Ober-
ache das Potential vorgeschriebene Werthe annehmen muss.

Ich habe zum Schlusse dieser Arbeit auch die Losung
dieses Problems angegeben oder wenigstens die ersten Glieder
der betreffenden Reihenentwicklung berechnet, aus denen die
weiteren in gegebener Weise folgen, mich jedoch daber auf den
Fall beschrinkt, dass das Potential auf allen Kugeln constant
ist. Der allgemeine Fall ist in derselben Weise zu behandeln,
doch wiirde das Resultat so complicirt, dass es nicht mehr als
formellen Werth besisse.

1.

Wir nennen die beiden Kugeln, deren Centrum in 4 und B
liegt (siehe die Figur), kurz die Kugel (4), respective die Kugel (B).

Der Radius der ersteren sei @, der der letzteren b. Die Disianz
AB sei gleich d.

Die Lage eines beliebigen Punktes P fixiren wir durch
Polarcoordinaten, als deren Scheitel wir nach Bequemlichkeit
A oder B wihlen werden. Die entsprechenden Radien-Vectoren
seien 7 und #’; als Axe wihlen wir AC, von der ab wir die
Polwinkel & und 3 zdhlen; endlich werde die Ebene ABP
durch den Winkel ¢ bestimmt, den sie mit einer anderen fixen
Ebene durch 4AC einschliesst. ‘

Die Coordinaten von P sind also 7, %, ¢ oder 7/, 3/, «’.
(Zwischen diesen sechs Grossen bestehen natiirlich drei un-
abhingige Relationen; speciell ist 7 =1’
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Das Potential soll also aul der Oberfliche dieser beiden
Kugeln eine gegebene Function von §, v, respective von I, o/ sein.
Es sei also etwa:

Vica=3d@M9) und Vo, = 7 (3,0,
Diese beiden Functionen entwickeln wir nach Kugel-
flichenfunctionen; wir setzen also
o0

2

. — \—‘ Y A N ‘\ y

(‘[)(8’(50> - L_‘ Sil(ﬁ"(?)’ /(ﬂ ,’{J ) — ._’_1 S;v.G}/a'-?/): (1)
t=20 p=20

wo also S, eine Kugelflichenfunction pter Ordnung von

und @; s, eine solche Function von &/ und o’ bedeutet.

Nun setzen wir das Potential an einer beliebigen Stelle
des dusseren Raumes:

<O o0
a \rt+1 = b\t
I/ == y SJJ. <_> -+ S Sp. (_7 -+ Ql‘
—JO 7 A—-.-;) N7
o= po=

Dabei hat die Function @, folgende Bedingungen zu
erfillen:

1. Sie muss der Laplace’schen Gleichung geniigen.

2. Sie muss an der Oberfliche der Kugel (4) den ent-
gegengesetzt gleichen Werth annehmen, den die Function

o0
V ptt . ) .
Sp\ = an dieser Oberfliche annimmt; es muss also
h—J 1/
)= 0
! - N
C b I
Olca=—| Y s /~> 2
(Ol =a 2 sl @)
=0 r=a
sein.

3. Sie muss an der Oberfliche der Kugel (B) den ent-
cegenwesetzt gleichen Werth annehmen, den die Function

\ pt1
\ SL(vj an dieser Oberfliche annimmt, es muss also
Lo Ty
}L=O
o \pt 1
<Y . fl L8 o
[Oir=p = — \ Sy <“"_‘) (3)
pAa— ¥
=0 l= b
sein.
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Gelingt es, eine solche Function @, aufzufinden, so ist
unser Problem gelost; denn das Potential gentigt dann der
Laplace’schen Gleichung, und es reducirt sich offenbar auf der
Oberfliche der Kugeln (4) und (B) auf XS, respective Is,.

Diese Function @, hat also auf der Oberfldche der beiden
Rugeln vorgeschriebene Werthe und soll im ganzen Raume
der Laplace’schen Gleichung gentligen. Wir sind also scheinbar
um keinen Schritt weiter gekommen, da das Problem, die
Function Q, zu finden, dasselbe ist, wie das urspriingliche, das
Potential 17 zu bestimmen.

Der einzige Unterschied ist, dass die Werthe, welche die
Function Q, an der Oberfliche der beiden Kugeln annehmen
muss, im Allgemeinen kleiner sein werden als die, welche der
Function 17 an diesen Stellen vorgeschrieben sind, so dass der
Gedanke nahe liegt, durch Fortsetzung dieses Verfahrens das
Potential in eine Reihe zu entwickeln, tiber deren Convergenz
dann natirlich nachtraglich entschieden werden muss.!

Wir wollen also mit 0, ebenso vorgehen wie frither mit 17,
Wir entwickeln die Werthe, welche @, an der Oberfliche von
() und (B) annehmen muss nach Kugelfunctionen. [Diese
Werthe sind durch (2) und (3) gegeben.] Wir setzen also:

co o
| h 17q \—‘ I 4 7
Qrma = 3 SI (Qilrma= Y S0,
n=20 rt=0
dann wird:
o
Y el ) [ b A+l
— a4 . ‘
o= s Nt e @
pa— v pra— ' =
=10 o=

, muss dann wieder der Laplace’schen Gleichung ge-
niigen, und ferner muss '

\ b \utl
/ Sl{ -

! 7,/
w=0 r=a

1 Dieser Convergenzbeweis kann auch allgemein geflihrt werden ; siehe
Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie, S. 857. In unserem Fall ergibt sich, wie
folgt, die Convergenz des Resultates direct.
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und
o ‘
o AN gt
|Qulrme=—1] > 8L
=0 =
sein.

Wir entwickeln nun wieder diese Werthe nach Kugel-
functionen:

(o)
o
rea = \A SEME) Q= O sl(¥,g))

n=0 p=0

und setzen ebenso wie frither:

oo oo N
q k1 o ’b 2p+1
0,= Y S;:'( [ N - R
Lol / L N7
=0 po==0
Wenden wir nun auf’ ¢J, dasselbe Verfahren an und fahren
so fort, so erhalten wir endlich:

oo
N/ Nt
v= % <$~) (Sp+Si+Si+...)

)

o0
BV st
+ 7 (Sptsi+sp .. ).

n=20

Damit ist das Problem formell geldst — die Convergenz
der Reihen natiirlich vorausgesetzt.

(Besonders einfach gestaltet sich das Verfahren fiir den
Fall, dass die beiden Kugeln concentrisch liegen; man gelangt
s0 sehr rasch zu dem bekannten Resultate.)

2.

Wir wollen nun versuchen, die im letzten Abschnitte defi-
nirten Functionen Q zu bestimmen. Und zwar wollen wir der
Einfachheit halber annehmen, dass sich die Kugelfunctionen-
reihen in Gleichung (1) auf je eine einzige solche Function
reduciren. Es sei also das Potential auf der Oberflaiche von (4)
gleich S, (), auf der von () gleich s, (3, w’).
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Das Resultat fUr diesen Fall haben wir dann in Bezug auf
uovon O bis unendlich zu summiren, wodurch wir dann die
Lésung des allgemeinen Problems erhalten.

Wir setzen also:

Die Function ¢, muss dann auf der Oberfliche von (B)
den entgegengesetzten Werth annehmen wie die Function

o el

/ '
S, (T) auf A den entgegengesetzten Werth wie 3,,( —)J H.
Wir flihren nun zwei rechtwinklige Coordinatensysteme
ein; das eine (¥y2) habe seinen Ursprung in 4, das zweite
(#',3",2'y in B. Die gemeinsame X-Axe falle mit AC zusammen,
derart dass
¥ = x—d

[ ——
y'=y
ol — &
o =

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

C g N\l (qf 1y
S!L( —~) — ‘Jj—jjj—;l—)—— = F(v,5,2)

)

Z
S(L w2
1

Ny .
— v - — (!
) = i = E@h 02,

wobei #? = a2+ 32422 2 — pl2 g2 e /2 st
Nun setzen wir

AN I 50
0—_-_(3\)"+1 - f’ __

<1
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worin 2 und p dieselben Ausdriicke bezeichnen, welche auch
im Nenner des betreffenden Bruches vorkommen, also

2 A r2
R‘:\r—z}— )—L1'~+;-
\ d
; az \ 2 3
= e — gt
\ d J

und P und U Constante sind.

Wir kiinnen uns leicht tiberzeugen, dass Q, den im vorigen
Abschnitt aufgestellten Bedingungen gentigt. Vor Allem erftillen
die beiden Briiche die Laplace’sclﬁe Gleichung. Man kann dies
durch Ausflihrung der betreffenden Differentiationen einsehen
— oder einfacher dadurch, dass man die Zahler nach Potenzen
von PR? respective von [p? entwickelt. Dadurch erhilt man
eine Anzahl von Ausdriicken der Form:

L f(—“ <1”+ V,b‘;»)’y/, z’\}

R Ie

l

/ p22 A DR
[(x’+ —d—) 424"

welche einzeln der Laplace’schen Gleichung geniigen. Denn
wenn f(xyz) eine rdumliche Kugelfunction pter Ordnung ist, so

A ok . o
ist ja Sflxyz) * und ebenso rwy Sf(~x, »,2) eine rdumliche
' B h

Kugelfunction von der Ordnung p—AX; daher

o
= S 22)
P
o 2(—h)+1
[24y2z?]  C

eine rdumliche Kugelfunction von der Ordnung — (p—>i)—1,
die der Laplace’schen Gleichung gehorchen muss.

Ferner sieht man auch leicht, dass der erste Ausdruck auf
der rechten Seite von (6) auf der Kugel (B) denselben Werth

* Siehe etwa Thomson und Tait, Treatise on natural phylosophie,
II. Auflage, S. 180, Gleichung (15).
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der zweite Ausdruck auf der rechten

p— d 0 — d
— Z”: ? — ng
beilegt. Denn es ist
/ b2 d .
far ! = b: vo= — [ — |+ — R?
. d b2
. / 120 d
fir r=a: 2 = —{v— Lw-}——';-p'-.
| J . a?

Die Zihler werden also einander gleich; und ferner heben

;b\t )
sich auch die Nenner und die Factoren (-—) , respective
;e vd

g\t o
(w weg. Denn es ist ja:
vd
az i/ 272
fiir #/ = b: 72 = — {(m’—k rrrrr ) +y’2+z"3]
b2 LN d/ :
az |/ a2)\2
fir » = a: = (m-— ————) +3/9+z91-
Las \ a /

(Es ist dies zugleich der Grundsatz der Theorie der reci-
proken Radii vectores. Es liesse sich auch Gleichung (6) mit
Hilfe dieser Theorie ableiten; da dies aber etwas umstindlich
ist, habe ich vorgezogen, diese Gleichung hinzuschreiben und
nachtridglich ihre Richtigkeit zu zeigen, umsomehr als dies
auch der Weg ist, auf dem ich den Satz gefunden habe, der
durch Gleichung (8) ausgedriickt ist.)

Wir schreiben nun der Kiirze halber Gleichung (6) in der
folgenden Form:

Cb e ’ P2

— (2Rl (e B pl
Ql l‘. 6[ 4) ) (/" -+ ZZ ) 7,'1 3 » P‘
T 2t f ) 2 ) ‘ { ,
_(;) E(_(\lﬁ'“ —[']"),},;7 _”§+Q._,, (6%
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wobei also allgemein
S( (o) = Pl(va) 43202 a2

21

[(v+o)2+p24e]

= Flo=@+2), 1,3 = P ()
gesetzt ist.

Wir kénnen nun leicht auch den Ausdruck @, bilden.

Dazu entwickeln wir, wie bereits oben gezeigt wurde,

2%

b? . ) , f b=
F(w (:v’+ g> cl el ) nach Kugelfunctionen von ~(;v’+ ~),

J

p' ' und konnen dann auf jede einzelne den Satz (6) an-

’ 2
. . a®
wenden. Analog verfahren wir mit E(— (m—— 7—),3/, 2, ~——ﬂ>
d / J
und erhalten so:

a? R
ba \2r+1 f<x_—&“ AR, 4)

1

— +
LZAI a2 \? . a-_zil;'l
& + PR
A
S o2 v 2
gy Y vl g
ab \2n+1 g(j’ + 5, 115 )
- <dr3 522 Tt + G
1 fx/+_ + oyl 2
S
worin
b2 R a?
A=d——; 3 =d——,
d ‘ d

ferner analog dem fritheren:

a?\? / b2 \? )
R = (v————) 44242 = kx’-& ——) UL -1
A 3
1 1
gesetzt ist und
az : o d2
P =——; Il ==
a®b? ' a?b?

ist. Der durch Gleichung (7) angegebenen symbolischen Be-
zeichnungsweise nach setzen wir
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- fha { a* \
O, = — i;t'—— —, s Pl
- c’/.:\”" \ Al /
/ L'?]’ ‘\:'}l.'j—l / , 2 ;o 1
-+ ; Eg,r+~-~,_,v,,:,»UlJ+Q.¢.
Loy ! 5, '

So fortfahrend kénnen wir alle Q nacheinander bestimmen;
wir erhalten etwa noch als allgemeine Glieder:

’ 2

+ PR3, 3, 5)

[ ba..ag el An; g
Q‘."[-f s ( \) / R2p-+r1 +
L’f’.&l...Ag,'_q / 2i—1
/ b2
N ela'+ ~ —IT°I~—1P 2i—1, J/ 2!
[ ab =t 0271
-+ |- - " -1 +
\ CZJOI...O;);_I p—;jI
+ Oy
Coba..a  \Eerl Y a?
= |—" Flo— =, % Paiy | 4+
dAl. .o AQ i—1 \ A‘Z i1

/ ab...b 2p+1 / b2
+ 5 Elx'+ A L TR S O P
(lO 80,_1 o

\ 021
und
O
f (1 b? Do I ' /\‘
‘ —(¥'+ — ) +Py;R3; 2
I I Kl Gw R REY
_ — _ ‘ . —
( Ry
’ a‘)
e(——/.x-—- ~> —IIs;p3 Nj
P ab.. ba )BM-l \ t\ 3o, iP3is Y, 5
. ] I 0.,
>~ = > Cyy i
dd,...0;_y, 8oy pait

( ba..ab le / b2
F' 'V/ 3 “'lyz,’ Pyl —
\dAL A A~>,_1 As; ( ) - )

/ 27

\
“( Lzb..L)Q‘L+1E< ’ a~2> y, 5 —Il ) Q:; .

~ > o
[Z'JIA..Bg,'_IOg,‘ Ga; /
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Hierin ist:
5 ! a* e ) . / R
Ri 1= (1 - M-f—)—!-}’“—l—;’"- s PRl = (x’-;- — + 2
\ Aajy 021,
. b2\2 \ , / a?\?
5= /<"V/+ — )y pi = (*—‘ Rl B e o2
\ 24/ \ ¥
Die Grossen A und o bestimmen sich aus der folgenden
Reihe von Gleichungen:
b? - a?
A =d— — 8 =d——
d d
a? R b2
A, =d— — 8, = d— —
Al a1
e e e e e 8)
b2 a?
Aoy =d—  — Byjy = d— P
Agi B2
a? - b?
‘ Gny — d—
8o

Avj = d— -
Agig
den

Die Grossen P und Il hingegen ergeben sich aus
vorhergehenden durch die Gleichungen:
Dojy | BBy
Py; 1 = FEl 5 Py
As; A%,
Py = — + —-Py; 4
b2 b2
©)

Gy
H‘) j—1 = ! —
- b2 b2
> a9
Go 05 ;
- —".)l' Hlt-—l
a2

I, = P

Von der Richtigkeit dieser allgemeinen Glieder der Reihen-

entwickelung kann man sich noch nachtridglich tiberzeugen, da
sie aus denselben Grinden wie Q, der Laplace'schen Gleichung

geniigen und ferner
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auf (1)

a? )
]“\1~——w—»—w, v,z P‘.’z’—i{ =
! 2i—1 ‘
b a1 _‘/ : 92\
f— (—**} Z’{-(ﬁ‘l"l“ J:)‘IDZ/7 P.ii\
| Ao U A
4 / a?
RN PO 1,.~,~—-Hz,}» =
[ B2 ) )
Z, D1 bl
= /:_*\ E‘g‘/“’" z A LT
03[+1/ / G241
auf (4) (“a)

2 ’/ )
/ 2u41 / 2
a ' o \
= ( A ) F(("U— )7J'7:9 PJ[—}»I)
ASI’H/ AZH-I/
| ’ |
} ! o7 —
E v+ 2 AR _H’H—I —
0241
! a 2p+1 g a? \
= | = . — | ¥ v % 1y
\ 02742/ z 0219
wird.

2 / 2 2
a?
¥ — - +P2i~1{x_ )—{-)/'3—&—23 =
271 2271
/ b? b 2 .
= —i\x'—r— > + Py [(ﬁf’—F ) + Rt
\ As; \ Az
und
/ a® Ao\ , p2 2 )
x— | APt = '—»-w—) (' + + 22’2
U A Ve T

ist, wenn fur die Grossen P die durch Gleichung (9) gegebene
Recursionsformel gilt. Die Richtigkeit der drei Ubrigen Glei-
chungen (9a) ldsst sich ganz analog nachweisen.
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. e A,
o~
N T
P o
™ -
= =
s
— e, 5 N»’;. i v
= = l
/":'\-\ »
[ & ! & T
— = | v’ .
= T - LTQ
T T
e o2
:ﬁ ~" = Sa) /—\—r
= - LIPSy
- *
\z; IS ‘ 3" \’l\ 01__\ = ‘ S®
g B N = sl sl
— - :'Q ..{..
2l Tm g =l sl
© !
= + 7 SImoslw oww
S ~ by —— e
2 S o
s ] = l o
E ~ I sl
= Ee] ] —
el ~" T — -
. ENEEE ] PN lao Ay
= < ) o~
= R owis o
5 m - S ——, -
S - .
5 + o+ + A =
/—_m:\ . /"":‘
2 A 2 ala
© W . = +
E TN ;;\ ~° _\/’*\ \:ﬁ
- QNH o | o m.. "Q |<N \_/
2 W « EN + |
3 = ! Do % Tm
g ~ Ih - \i/ ; RN S i
< RRR Ry + | T
z | 3 < T
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= - £y
2 . x S e
= wo - t
S 5 sld (A & sl ol
5 e“ TS |
o N T alm osm e
ERIN T N
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Damit die successiven Operationen, durch welche Glei-
chung (10) erlangt wird, stets so wie die erste durchfiihrbar
seien, ist nothwendig, dass:

Ao;>0; Ao >a

.
Go;>a; Boj >0

(10a)

. Die Richtigkeit dieser Ungleichungen folgt aus einer ein-
fan,hen geometrischen Betrachtung und auch aus der folgenden
Darstellung der A und 4 durch p und ¢ (siehe S. 13).

Wir konnen Gleichung (10) auf folgende Weise eine
elegantere Gestalt geben. Wir betrachten das folgende System
von Gleichungen:!

Po=1 g, =0
bp, = kp,—dg,; bg, = dp,—agq,
bp, == kp,—dyg: by, = dp,—aq, (1

bpuir = kpy—daqy; bgyer = dpy—aqy,

worin

gesetzt ist.
Man sieht sofort, dass:

I I

Il

e ==

H
Py
und wenn man die Recursionsformeln (9) und (11) vergleicht
dass allgemein:

)

L Betreffs dieser Gleichungen vergleiche: Vorlesungen iiber die im um-
gekehrten Quadrat der Entfernung wirkenden Kriifte von P. G. Lejeune-
Dirichlet, herausgegeben von Dr. F. Grube. 2. Auflage, S. 120, Gleichung (1).
Siehe auch Anmerkung 1 auf S. 20 dieser Arbeit.
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Wihlt man aber in den Gleichungen (11 statt 1 und 0 als

Anfangsglieder 4 und a, bildet die folgenden Grissen genau
wie Iriher und bezeichnet sie zum Unterschiede mit p/ und

gy, (also py==d; g, = a), so gelangt man zu den folgenden

Gleichungen:
a4 _
a g
b _ 4
b D
B _ 1
a  qf
und allgemein:
a.‘_’x . Pé
=
; , (13)
D2t et
b P
Bentitzen wir dies,‘ so ergibt sich Folgendes:
L N N T Y LA L2
d Al A3 Ao, AQ.H_I 4y Py 9» Qud1 Pt
— Po — 1
Part Pupt’
ferner:
boa b @b P G Py G P
d oA A_, 1 Asyye 4 P14 Pavt {2

Py — 1
Gt 2 G-

il
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desgleichen:

!
b a a Poq L], Pu
—— T— \‘ ~ /‘ .:7 V,.--¢. ,' / —
d oy 5, P gy Py Pi Qup
‘]o @
/
t]/+1 g+
und
. /
@ b oa R A A
P e =do. 0. L L
d Oy 0y Gopat Ooage  FPo dr Py Jut1 Dust

’

9y @
== g
Pt Pautt

Setzen wir dies in Gleichung (10) ein, so erhalten wir
endlich:

AN | ST | 4 s A
S P et )
A\ ST b ;
co L
“ R / / K '
R N
= 1/ U /
oo (14)
N /g \ 2l / ! , \
+ ) (fz F(L/-i—b j‘/’—‘l; 3';517An3" 1
Lo \gl, \ v !
v =0
«© . , ’
N et E( ( gz
_ _ Ll x¥—a » s :y——'n‘é"- ’
xZ;Jo{P‘L) o p ‘{)

wobei aber noch festgesetzt werden muss, dass pl; =P =
=1II_; = O sei.

Die Grossen p, und g, lassen sich! als Summe der all-
gemeinen Glieder zweier geometrischer Progressionen dar-
stellen. Und zwar ist

pe=por+po7r

k—bo =Dt (15)
gr —p — 0 [ “‘7‘““” 0",

d

1 Siehe Dirichlet-Grube L ¢,
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Dabei bestimmen sich p und p’ durch die Gleichungen:

— !
Py == g

kE—buo =Dt (15a)
o= p “‘l— +p “‘";m :
¢ p

w ist die Wurzel der quadratischen Gleichung:
bl +(a—k)o+b =0,

welche zwischen 0 und 1 liegt.

(pi und ¢} bestimmen sich auf dieselbe Weise, wobei
bloss p und p’ einen anderen Werth haben, der sich aus den
Gleichungen (15a) bestimmt, wenn man in ihnen p, und 7y
mit pg und g7 vertauscht)

Wir kinnen uns nun leicht von der Convergenz der Reihen,
welche in Gleichung (14) auftreten, iiberzeugen. (REigentlich ist
dies nach der in Anmerkung I, S. 4 gemachten Bemerkung
nicht mehr ndthig.) Betrachten wir zuerst die erste von ihnen
und entwickeln ihr #tes Glied nach Potenzen von P.,_1; dadurch
erhalten wir eine Anzahl Glieder von der Form:

’

1 \2et+t N [ \
< > P10 (m— ” . 3 :) = M,),

P %

wobei A die Werthe 0, 1, 2...p annehmen kann. (Der Zu-
sammenhang zwischen g und F ist sehr einfach, es kommt
hier jedoch nicht darauf an.) Der entsprechende Bestandtheil
des (+ 1)ten Gliedes der ersten Reihe (14) ist:

1 )2t / Gu+1 : o
<[J > P:g\,_+1 v (\:tf—-— }T_l— SR = ﬂ;[H_],)\.
%41 +

Die Convergenz der Reihe ist bewiesen, wenn gezeigt
werden kann, dass

. -/Ix,i.

lim —

* =00 ]fo+1,;.

\

ist. Nun ist nach Gleichung (15):

!, —t—1
. Pt . , (0) {
lim £t — jim et = lim (_7%’_ = >1,
z=0c0 Pu w=o0 POFFpOT w=o0 [ OTF 0]
(F. Hasendhrl. 9
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und
h—Dbo Je—bo~!t
1 % Is W 1
L L k—bo-
Iim = = lim - T - ’
v—oo Pr m=oo por4po'oT* d

hat also einen bestimmten Werth, Demnach ist:

o r_f];’;d.,g>
. P
Iim E 4 =1,
e e
T e (1 _ 4 0 g)
px—H

da ja die Stetigkeit von m ausser Frage steht. Ferner ist nach

Gleichung (9)

1_ Prr 1 12111__ . <17-,,+1\2P

Py = - 9 1+
& Gutt b dr1Pw P

Da nun P mit % unendlich gross wird, fallen die endlichen

Grossen fort und man hat:

PQ-.«.—I P 2
\]’z+1)

lim =
#=00 L0yl

Somit wird:

' M, . Pt \2 (1) f 1 \2(a—7)+1
lim ———— = lim ( = <—~ >1,
z=00 M, 11, z=oc0 \ Pz / ©

und damit ist die unbedingte Convergenz der ersten Reihe (14)

nachgewiesen.
In dhnlicher Weise findet man noch:

Pu.,_ o w2\ 2
lim =22 — (-q+ > N

v=o00 P, Go1 /
ferner:
Iim Fett > 1
v=o00 =
und dass:
P od

lim = ,
%= 00 Gut1 h—bo—1
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also auch einen bestimmten, endlichen Werth hat; da nun
dasselbe auch von p/ und g, gilt, so ist die Convergenz simmt-
licher Reihen, die in (14) auftreten, bewiesen.

Ferner folgt aus den Gleichungen (11) leicht, dass stets

]Un > q”; q;z—H >Pu
Pu >0 Qi > P
Betrachtet man nun die Gleichungen (12) und (13), so folgt
daraus unmittelbar die Richtigkeit der Ungleichungen (10a).
Das Resultat, das durch die Gleichung (14) ausgesprochen
wird, geniigt offenbar allen Bedingungen des Problems; denn
alle darin auftretenden Functionen F und E geniigen der
Laplace’schen Gleichung, wie auch den anderen Bedingungen

des Potentials. Ferner reducirt sich die rechte Seite der Glei-
chung (10) oder (14) fir r=—a

[ I, 5, 2)| r=a = Sp(% %)
und fir #/ = b auf
|E(x!, 3", 2 s = 5,(0, 9%,

da ja die anderen Glieder sich in diesen Fillen paarweise auf-
heben, wie ja bereits frither gezeigt wurde. Im allgemeineren
Falle, dass das Potential auf der Oberfliche der Kugel (4)
durch die Reihe

Se+S 4+ S+
atf der Kugel (B) durch die Reihe
Sy S S+

gegeben ist, setzen wir

a AV )
(2= rs

r

\\.]@

\F Tarl 47
S}L( ’) = E,(x"p'x")

L



20 F. Hasendhrl, [1686]

und erhalten als Resultat:

[ve] (=] i . o \
N\ (1 R ’
[' - \ v '(""7—‘—“’ E‘{.\'—Lr‘%i','l‘ﬂ :‘,Pi»,-])
gx?w z:() h ‘1/ ’ h l,

el v ut1/
7 7 21 ’ /, .
=) Elxisb Pt e, —‘nﬁz—J)
gy 74
f o it / :
_( ‘/ ) E *(ﬂf‘—ﬂ f]-,>) 2, —UQJ ) .
\ 17‘./, / \ 171 ) s

Es ist mir bisher nicht gelungen, die Identitit dieses
Resultates mit dem von Thomson nachzuweisen; doch war
es wohl von vorneherein unwahrscheinlich, dass dies leicht
durchzuftihren sei, da ja die zwei Ausdriicke ganz verschiedene
Grossen enthalten.

3.

Wir wollen nun Gleichung (14) auf einen speciellen Fall
anwenden. Es soll ndmlich das Potential auf den zwei Kugeln
constant sein, sich also zwei leitende Kugeln gegentliberstehen,
und wir wollen die Dichte der elektrischen Ladung an ihrer
Oberfliiche bestimmen. Hier ist also p. = O und der Zihler aller
Briiche eine Constante.

Wir wollen in allen Ausdriicken von (14) die Coordinaten
xyz einfithren. Es ist nun, wenn wir die Gleichungen (12)
und (13) berlicksichtigen:

Wap e (a’—— b > =r—Ao, 1= v—aqlrt!

US| \ As, Gl
7 2 /
D 1 b2 .
;v’—!-b]—ff = .v———\/d»--‘ \___“) =x—8y, = x—a ji;_.
4 A 0oyt o

Flhren wir dies nun in (14) ein, so erhalten wir:

[e]
=\ ( P C B SR U P R TSI
Ps l“» )f X a,px,), ) <t]u+1)l (.L~~Lz§:1,),~/)
A\ . Is

. 5\ o ! -
: )E (,1’——[1 Fx s :) — < ‘?7) E(’l"“ﬂ }%;’«1 '/\) : '

_,.; ’,.“ R
N ‘1 e \ L],{
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o

Das Potential soll also auf der Kugel (4) den constanten
Werth 4 7P, auf der Kugel (B) den constanten Werth 4 =
haben. N

Dann wird also:

4EP1 ' 4:75017
Py =~ B,y = =257

Ferner wird allgemein:

i 4mPa 4z Pa
Fly—g 12 = —

\/1"2_23'1‘ + g2 \/V‘-’—‘Zgr cos th+ g2

Da nun die Dichte der elektrischen Belegung auf (4)

o 1]V
T IE Eﬁ yo=a
ist, so haben wir zu bilden
RS o F(x—g, v,z _p (r—rgcosa .
4x 3 3 -

20 g, ¢ 2\ 2
e (r—2grcos & +g%% | _

—p a?(l—g cos &)

3
3 2y 2
(a*—2ga cos & +g?)
analoges gilt bei E(x/, /2" ‘
Und so erhalten wir nach einigen einfachen Transforma-
tionen:

1
(%

s =

[~

3

{P Pi—aq;
(‘Ug_'?p/ 7. COS ﬂ";‘l]‘;})?

w=0

il

— b =g E

i

(pi2—2plgl cos $4-qi)*

und dieses Resultat stimmt mit dem von Poisson, der ja
dieses Problem zuerst behandelt hat, vollstindig tberein.t

! Siche Dirichlet-Grube 1. ¢c., S. 126; ich habe hier dieselben Buch-
staben gewihlt, die sich auch dort finden. Auf die Darstelluing der A und &
durch die Grissen p,, und g, wurde ich eben durch Anwendung der Formel (10)
auf diesen Specialfall und Vergleich mit der citivten Gleichung gefiihrt.



22 F. Hasendhrl, [1688]

4.

Wir wollen uns jetzt dem allgemeinen Problem zuwenden,
das Potential im ganzen Raume zu bestimmen, wenn es auf
der Oberfliche beliebig vieler, beliebig im Raume vertheilter
Kugeln gegeben ist.

Im zweiten Abschnitt hatten wir folgenden Satz abgeleitet:
Entwickelt man die Werthe, welche die rdumliche Kugel-
function —(m-41)ter Ordnung F(rvz) auf einer Kugel (B)
annimmt, welche mitdem Radius bum denPunkty=—d; y =z =
geschlagen ist, nach Kugelflichenfunctionen der Polarcoordi-

naten der letzteren Kugel, und bezeichnet diese Entwicklung
(o]

H ‘j Lot el H
mit } s/ (8,7), soist

pa——

=0

ed b\t ’Z‘;)*l , ”

X’_‘ g > = ;"‘”!L‘ | — i\ pl o2t
;.é?)bi(r/‘ —(\ d) f( <J,T d)’) ’ ’P)

Wenn wir uns jedoch, wie bereits in der Einleitung
erwihnt, auf den Fall beschrinken, dass das Potential auf
den Kugeln constant sein soll, so wird der Zdhler des letzten
Ausdruckes eine Constante, so dass wir dafiir bloss

iF(x’-}— Vbz , .1’,’:,)
d K a
setzen kénnen.

Wir wollen nun den Werth derselben Summe fiir den Fall
bestimmen, dass das Centrum der Kugel (B) sich nicht auf der
N-Axe, sondern in einem beliebigen Punkte, dessen Coordinaten
etwa &7, sind, befinde.

Wir fiilhren ein neues Coordinatensystem ein, dessen
Ursprung mit dem der xyz zusammenféllt, dessen X-Axe jedoch
durch den Punkt &7{ geht; die neue ¥ und Z-Axe sollen senk-
recht dazu, im Ubrigen aber beliebig gerichtet sein. (Die beiden
Coordinatensysteme sollen gleichstimmig sein, also durch
Drehung zur Deckung gebracht werden kdnnen.) Die neuen
Coordinaten sollen etwa mit ¥, 7,2 bezeichnet werden und mit
den ay=z durch das folgende Schema verbunden sein:
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X y z

Yo ayy L ody | oag

J yg | Qoo | gy

c Qg3 | gy | gy

Nun transformiren wir F(xyz) in die neuen Coordin
Es sei also

iy

aten.

Flryz) = W(F7,2) = Fla Z+a, 7+a,,% ay E+...);

offenbar ist auch W'(%,7,%) ebenso wie F(xyz) eine riumliche

Kugelfunction.

Jetzt liegt aber die Kugel (B) auf der X-Axe, und wir

kdonnen unseren fritheren Satz ohne weiteres anwenden
erhalten flir unsere frithere Summe den Werth

b b _)
v (34 g
<d>]9<» d,,'l’w ’

¥ = #—d; 7' =7; # =% und endlich d% = +72+

ist; wir kOnnen dafiir auch setzen:
b _ b? _ _
)l B st

1 bg

und

2

¢

_, b _ ~ _ _ -,
Qyy <:v'+ d> + Ay § 555 ay, <x'+ i) gy P 4y, % )
‘

Fihren wir nun abermals ein neues Coordinatensystem
(¢!, 3',2") ein, das, dem urspriinglichen (vyz) parallel, seinen
Ursprung in (§v() hat, also mit den Coordinaten #,3,%Z durch
dasselbe Schema zusammenhéngt, wie =, ¥, 2 mit %, 7,%; so

erhalten wir endlich fiir unsere Summe
b b2 b? b?
<H> F<xl+a'11 = Yay — 2 ay —
d d d d
oder in leicht verstindlicher anderer Bezeichnungsweise:
b? 2

d

2 2 b
(£> F( !+ cos (vd) —, y'+cos (yd) _b_, z'+cos (zd) ~—)-
d a d

)Y
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und dabei ist also

v/ — r—3§
=
wf —
~ =

Wir haben nun noch den Fall zu erledigen, dass man
— bei Beibehaltung derselben Bezeichnungsweise — mit
F(x—-z,, 33y, 2+3,) in derselben Weise zu verfahren hat. Man
flihrt dann das Coordinatensystem a7, y,, 2, ein, derart, dass

Yy = ﬁ.’+51
= s
e
~1 T hti]

wird., Setzt man dann noch

’

D? = G4 P+ 45+ (L +5,)?

, . —+z
cos (D) = Lowos.w,

D

s

so wird unsere Function

2
_(17)Fg/1’+cos(]),1 ,})—{—COQ(D))-— +cos(D:‘)£~>,
vDfos D
wobei wieder
v =x—(E+e) = a—&
2= = (ey) = v
o= —C+sy) =2—¢
ist.
Wir sind nun im Stande, die Losung des Problems, das am
Anfange dieses Paragraphen erw#hnt wurde, hinzuschreiben.
Wir nehmen also an, wir hiitten » Kugeln, deren Reprisen-
tanten wir kurz mit K; bezeichnen. Die Kugel X; habe den
Radius a;, die Centrumscoordinaten §&, N1, &5 auf ihrer Ober-
fliche habe das Potential den constanten Werth C;. Die Distanz
zwischen den Centren der Kugeln K; und K, bezeichnen wir
mit ;. Ferner verlegen wir in das Centrum jeder Kugel den
Ursprung eines Coordinatensystems (v, ;,2), das dem ur-
spriinglichen (1) parallel sein soll. Endlich setzen wir
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0% =

wobei 77 = 1437 + 2
Dann ist das Potential
n
al
V= \/\ . 1111‘ (ﬂ‘f7;]'is :) -+ Ql'

=1

)y muss auf der Oberfliche jeder Kugel K, den entgegen-
gesetzten Werth annehmen, wie

n

K“
(7~)L Fz‘ (1"1’ Vi, Z,‘),

i=1

wobei das Symbol mE bedeutet, dass die Summe iiber alle
Kugeln mit Ausnahme der Aten zu nehmen ist.

Daher wird nach dem Friiheren:

n 1
2 ) ai
QO =— } (>.)> <-—> F; <n:l-—l— cos (vdp) — ,
)'“‘1‘ “—; di, d;
=] 1=

9

Yi-+cos (ydn) ~———, zi+cos (zd;) 4 > +Q,.

t)

0, muss an der vten Kugel denselben Werth annehmen, wie

’Il it
@\ a; af
¢ n\ — }f(m cos (xdp) = , mcos (ydp) —=—
9 3 @3 (S5 B (otcos (e - ko () o

== din

2
Z.+cos (:'d,;) >
l)
daher wird also:

7

-~ , 2
0, = L{—J o) L.; ())Z (%)F <v + cos (va;) S
— 2 =1 P RS VA

2

ad a’
Iy 4 cos (yDy;\)E—-; , @y cos (2Dy) 5 D ) 0,,
vA Wi

(F. Hasendhrl.) 3
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/ ar
~,—('q, . cos (vdp, >
A [1/

5)

. . as,

+ (&= &, + cos( "c/“) =

A\ zf

und 3

g, —I 4 cos (¥ L/,,)
1

cos (,;n) = I
Dvi‘.

Fahren wir so fort, so erhalten wir etwa noch:
It

(‘ ( Ayl A \)

,'—"J “]t/DafDl//

2

) pr

wobei
1202
D=3 2
hr :'.3‘. }
3 \ 2
ot (5 —&, + cos(z Du) : )
und
§.—&+cos(xD,) = @
ST WYy Y
DJ)\

cos (DL,x =

Df’;')
bedeutet. (Der vor dem Summenzeichen eingeklammerte Buch-
stabe zeigt also, wie schon bemerkt, stets an, dass die durch
denselben bezeichnete Kugel bei der Summation auszulassen ist.)

So fortfahrend, kénnte man alle Q nacheinander be-
stimmen, und das Resultat wiirde durch Summation der Aus-
driicke Q,—Q,; Q,—Q,; ... erhalten werden.

Die Convergenz der so entstehenden Reihe lédsst sich nicht
so unmittelbar erkennen, wie es beim Problem der zwei Kugeln
der IFall war. Doch ergibt sie sich aus den allgemeinen Betrach-
tungen, die sich {iber die Methode von Murphy anstellen
lassen. (Siehe die Anmerkung auf Seite 4 dieser Arbeit.)
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Nachtrag.

Als die vorliegende Arbeit bereits im Drucke war, wurde
mir eine Arbeit von Wirtinger! bekannt, in welcher die
Green’sche Function eines von getrennten sphirischen Mannig-
faltigkeiten begrenzten Gebietes angegeben ist, in welcher das
Problem jedoch in anderer Form behandelt ist.

Ausserdem hatte Herr Prof. Wirtinger die Freundlichkeit,
mich auf den Zusammenhang zwischen den verschiedenen
Losungen des Problems aufmerksam zu machen; ich hoffe
demnéchst darauf zurtickkommen zu kdnnen.

1 W. Wirtinger, Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaften
zu Gottingen. Mathematisch-physikalische Classe, 1897, Heft 3.

Aus der k. k. Hof- und Staatsdruckerei in Wien.
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