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Uber das Gleichgewicht eines elastischen
Kreiseylinders

Dr. Fritz Hasenohrl.

(Vorgelegt in der Sitzung am 11. Juli 1901.)

Die Differentialgleichungen des elastischen Gleichgewichts
sind fiir den Fall, dass die Grenzbedingungen auf der Ober-
fliche einesKreiscylinders vorgeschrieben sind,in vollkommener
Allgemeinheit von Herrn Jaerisch?! integriert worden. Herr
Jaerisch zerlegt die elastische Verschiebung in Componenten
nach den Richtungen der Cylindercoordinaten und gewinnt
aus den entsprechend transformierten Differentialgleichungen
eine Losung des Problemes, welche in gewissen Punkten eine
Analogie mit den von Lamé? angegebenen Integralen fir die
elastische KNugelschale hat.?

In vorliegender Arbeit habe ich versucht, eine Losung des
Problems anzugeben, welche sich in gewissem Sinne zu der
von Herrn Jaerisch ebenso verhilt, wie bei der Kugel die
Losung von Lord Kelvin? zu der Lamé’schen.

Wir werden uns hier auf die Behandlung des unendlichen
Cylinders beschranken, d. h. die Grenzbedingungen nur auf
dem Mantel erfiillen. Bei einem endlichen Cylinder hétte man
unter Bentlitzung der von Boussinesg?® und Ceruti® fir den

1 Jaerisch, Mittheilungen der mathematischen Gesellschaft in Hamburg,
I, S. 167, 1886.
Lamé, Liouville J. XIX, 1854; Legons sur les coordonnées curvilignes.
Uber die Unterschiede beider Methoden siche Jaerisch, ebenda S.155.
Treatise on natural philosophy von Lord Kelvin and Tait, II, S. 286.
Boussinesq, Applmatwns des Potentiels directes, inverses, logarith-
miques. Paris 1885.

6 Ceruti, Reale Accademia dei Lincei, 1882.
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2 F. Hasendhrl, [1027]

von einer unendlichen Ebene begrenzten Korper angegebenen
Integrale analog zu verfahren, wie man es bei dem entspre-
chenden Problem der Potentialtheoric thut.
Die Differentialgleichungen des elastischen Gleichgewichtes
lauten, wenn man die Volumskrifte eliminiert hat:
[a

. R
(),V911+()\+(J‘);£:0
ax

[

. 0
BT+ () — =0 )
ay
‘ 93
n 4w+ (h4p) — =0
oz

Hierin sind u, v, w die Componenten der Verschiebung
parallel den Axen des rechtwinkeligen Coordinatensystems,

% und p die Lamé’schen Elasticititsconstanten und
du v Ow
+ — +

v 9y Oz
die rdumliche Dilatation.

Die vorliegende Arbeit zerfallt in zwei Theile. Im ersten
integrieren wir die Gleichungen (1) unter der Voraussetzung,
dass u, v, 7v an der Obertliche des Cylinders gegeben sind.
Im zweiten Theile wollen wir annehmen, dass die Spannungs-
componenten:

T, = Z ()\7+2‘u.?—1—l) + Eay n (8“ + Ei))

ox a a} oy
8 : ] 0
T).:£<)\s+2p.l)+—¥_-p,<—1—t+£> (3)
@ ay a oy ox
a 0z dx a 8z Oy

an der Oberflache, also flir ¥ = \/x?—l—y2 = a gegeben sind, wo
a der Radius des Cylinders ist. (Die Cylinderachse soll mit der
Z-Achse identisch sein.)

L

Es sollen die Verschiebungen an der Oberfliche des
Cylinders vorgeschriebene Werte u,, Uy, 1y annehmen.,



[1028] Gleichgewicht cines elastischen Kreiscylinders. S

Wir bezeichnen mit F, &, H drei im Inneren des Cylinders
harmonische Functionen, die also in diesem Raume mit thren
Ableitungen endlich und stetig sind und der Laplace'schen
Differentialgleichung gentigen.

Wir setzen nun:

n=F+ )‘J’"‘(U— %)

At
v=G+ +"(V —59) )
w = H+ )\+P'(W-—sﬁ)

wobei 5 wieder die rdumliche Dilatation bedeutet und U, V, W
drei innerhalb des Cylinders harmonische Functionen sind, die
an der Oberfliche respective dieselben Werte annehmen, wie
cx, 5y und 62,

Dann sind die Gleichungen (1) offenbar identisch erfiillt.
Damit auch Gleichung (2) erfiilit sei, muss k

(14 300 _OF 86 o

2

9% a9y Bz

e <3U 9V W l't_?c> @)
b Oy oz ol -

sein, wobei wir zur Kiirze setzten:

) 9 3 9
¥— Yy —tz—=1—
ox ay oz 9l
Koénnen wir ¢ aus der Gleichung (3) bestimmen, so ist
unser Problem geldst, d. h. auf das betreffende 1dsbare Problem
der Potentialtheorie zuriickgefiihrt.! Denn bestimmen wir nach
den Regeln der Potentialtheorie F, G, H so, dass sie an der
Oberfliche dieselben Werte wie #,, t,, 17, annehmen, so sind
die Grenzbedingungen erfiillt, da ja dort (U—sw), (V—sy),
1 Natitrlich gilt dies nicht nur fitr den Cylinder, sondern auch fiir jeden:
beliebigen Koérper. Fiir die Kugel z. B. ist die Bestimmung von < aus
Gleichung (5) duBerst cinfach, und es werden dann die Gleichungen () mit
dem von Lord Kelvin angegebenen Resultate identisch.
1#



4 F. Hasenohrl, [1029]

(W—sz) verschwinden. Wir kidnnen also F, G, H als bekannt

I~

voraussetzen; desgleichen

F 838G  9H
B + + ‘:"’ : (9’

x gy 2

(%3

a»

wie wir der Kiirze wegen setzen wollen. # ist natlirlich, ebenso
wie alle anderen in (5) auftretenden Functionen, harmonisch.
Wir kénnen daher O durch eine Summe (eventuell ein Integral)
Uiber Glieder von der Form

A, i, S0 1w d, (vir) 6)*

cos  COs

darstellen, worin 7, », 2 die Cylindercoordinaten eines Punktes
sind; J, die Cylinderfunction nter Ordoung (erster Art) ist,
wobei wir # als ganze, positive Zahl voraussetzen konnen;
endlich v und 4,, beliebige Constanten sind und \/—— =1
gesetzt ist.

Ist f(v, 3, 2) eine beliebige Function, so wollen wir unter
f(x, v,2) die harmonische Function verstehen, die an der Ober-
fliche des Cylinders dieselben Werte annimmt, wie f(zy2).
(Es wire also in dieser Bezeichnungsweise U =ox; V = gy;

Da auch 5 eine harmonische Function ist, so kénnen wir
es ebenfalls durch eine Anzahl Glieder von der Form (6)
darstellen (die man nach Analogie mit den Kugelfunctionen
raumliche Cylinderfunctionen nennen kénnte). Den Reprisen-
tanten derselben bezeichnen wir mit C, setzen also

. sin sin .
C= vz e, (vir),
cos cos !

Ferner fiihren wir die Function

1 -—cos sin
C = . vz wed,(vir
1™y sin cos T w(in)
ein. Es ist
o
oC
9,
C=5

1 Siche etwa: Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, I, S. 185.
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Dann ist, wenn wir fir den Augenblick 5 = C setzen:

— a( 3, /1 % FR
T= . (=22 1——(, - —
W 2 5 lBl x 1'+}’8)’)Cl
3, oC,
=1 8l or

(I 8—11 ist ja ohnehin harmonisch, wenn () diese Eigenschaft
besitzt). Ferner ist:

aW _8C, 8 oC, TN

——— = +l— ——r—
0z 0z 9/ 0z 9r Bz

oC 8C

_1/ —
9l ar

Somit wird der von C zu

= C+1

U YV sW 07
+— +

—122 7)
By ay 0z 0/ @
in (5) gelieferte Beitrag gleich ,
3 — 8 — aC
—xC+ — yC+C—r — - 8)
9y 0y 0

Nun ergibt sich leicht, wenn @ wieder den Cylinderradius
bedeutet:

2C = %Ju(via) f;‘; ye :(‘;; (zz;—l)'\o;%
2]
yC= n Julvia) zg; vz I jZisn (n—l)rgj:: (é%)
— o ey

und daraus

e tie=

iva
[

1
JIL(Via)< 1 N . ) '
ox 0y 2 Jpr1(via)y  Jy_1(via)
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wobei die bekannten Relationen
L) = Jos @)= o D) = = @+ = (@)

benlitzt sind.
Desgleichen ergibt sich:

oC  via Jy(via)—J, 1 (via) .
r—=—" — - C,
S 2 Ju(via)

=

wobei die Relation

dJn
d mm =St () —T 41 (8)
bentitzt ist.

Also hat der Ausdruck (8) den Wert:

C. 31+Z-‘}£J,l(i‘ul)< 1 — ! )
2 Jor1(@vay  Jy_1(iva)
__,1,:)_(3 . Jn—l(iva)_t]n+1(iva) t
2 Ju(iva) )

“

= C~an,

wie wir zur Kiirze setzen wollen.
Jedem Summanden von der Form (6) im Ausdrucke fiir ©
entspricht also fiir ¢ ebenfalls ein Summand

C-Dwu

wobei sich die Constante D** durch Einsetzen in Gleichung (5)
ergibt:

4D 2

7~+u )+u,
D/n(l'l‘ >> = Aun -Dm Bln)
also ‘
A,y
Sh+p)  Atp
2{1. 2y

D,, =

4+ — B,y
Wir kénnen also s bilden; setzen wir seinen Wert in (4)
ein, so erhalten wir die vollstindige Losung des Problemes,

1 Heine, L c. I, S. 243.



[1032] Gleichgewicht vines clastischen Kreiseylinders, 7

IL.

Wenn an der Oberfliche des Cylinders statt der Verschie-
bungen die Werte der von aufien wirkenden Spannungen
gegeben sind, so kdnnten wir wieder von den Integralen (4)
ausgehen, die Werte flir die Spannungen bilden und dann durch
Gleichsetzen derselben mit den vorgeschriebenen Spannungs-
werten die Functionen F, G, H zu bestimmen trachten. Fir
diesen Zweck sind jedoch die folgenden Integrale der Differen-
tialgleichungen (1) geeigneter:

zL:F——iridg
v2 07 O0x
0 96

v= Gl D 89 (10)
v: 8r 8y
w:H—% ria@
v& 37/ BN

worin wieder F, G, H drei harmonische Functionen sind und

oF 0 oH
Q= 4 7 =
ox 0y 0z
ist. Zur Kiirze ist
A4
*= o
A+ 3

gesetzt. v? ist wieder eine beliebige Constante. Es muss aber
vorausgesetzt werden, dass

Q

HF:: —y: F

a

und ferner dieselbe Relation fiir G und H, daher auch fiir ®
gilt. Es hat dies die Bedeutung, dass alle hier auftretenden
Functionen z blos in einem Factor von der Form

sin

cos

ve

enthalten. Die Verification von (10) ist leicht durchgefiihrt. Es
ist ja nach der {rliheren Bezeichnungzweise:
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i'“:lr——‘ﬁ‘_ )
0 g/ o
also 0
/% o o o0 92 96
'\7—’(1-~>:———/3(:~ J=—2— <
S \ 0z Ouf 02% 0x
56
= 2v? —
R
also wird
L,
T =2 —
ox
Setzen wir also
g2t g
5= (l—2z)t __—~—~——~('
( ) W3

[1033]

so sind die Gleichungen (1) und, wie man sich leicht tiber-

zeugt, auch die Gleichung (2) identisch erfillt.

Setzen wir diese Werte (10) von 7, v, 7v in die Gleichungen

(3) ein, so erhalten wir nach einigen Transformationen fiir die
Spannungscomponenten:
7 2 8F oF 0 G
t—Ty: — xO4r — ¥ — —
P b3 6y bx e
2% ( 2, ,00  9® B())'
B e 7 -
v2 o ama o
1 2 G oF 9G
£ T, = 3O0+r— 4+ — 4y
) A+ 3y 0 oy 9y
» 2
_&t(agvz L] @ B()>
v by oy
a , oH 9F G
—— = — ’\: ————
i 9 9z 9z
I a2 3
_A(')“L?\JQU_O._Z ¢ 8(),__1/_?_. 8@>
vZ A 9z 002 0z 9r 0z

Es ist jedoch bequemer, anstatt 7, und 7, die Grofien:

R=2r+27,
a a -

X y
R
a - a
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einzufiihren; wir erhalten dann:

C R = a?(Bu1)B—2q2 i(yBF—xr"‘g)

g 0z v 9w 8rp
/ . "(n o, a2 () 2 fw
Coufary 1),00 2 8 80 uro
: I8y v Gy B v Byl

a® oG AF or

— - ®=aqa <-———-—>+2(x(i+y§£>——2x(a+ )80
P ox oy/ N B © vi/ Bo
2% 8370 4w 8 30
b

vi 0l 2 by BLp
Natlrlich kénnen wir uns die Grenzbedingungen auch so
gegeben denken, dass R, @, T. an der Oberflache vorgeschrie-
bene Werte haben.
Fir #» ist nach vollzogener Differentiation der Wert o
einzusetzen.
Wir setzen nun:

F=9,. S;I; vz f:)ns e, (vir)
G =2%9,. s(l)r; Ve —C(s)isn ned,(vir)
H=— -é— €, j(s)isn S ns (n——l)go.],,_&vﬁ)
- ‘—i Gt :zlsrl sin (” -+ 1)" Jup1(viv),

worin %, B, €,_1, €, Constante sind.
Setzen wir diese Werte in die vorigen Gleichungen ein,
so erhalten wir nach einer etwas mithsamen Rechnung:

a? sin  sin sin _ sin

— R =2D,_ Ve n—1)p+D va 1+ 1)¢

[L =1 s "% cos )P+ Dkt 0V o )?
a? sin in

— b =, v (n-wl)rr +Gf,,+1 (n + 1o
B cos ~ —s

a cos sin cos

— I, = Fu- vz n—1mw+ > vz 1¢+1
R S ' —sin cos( e %"H—sm ( e

(F. Hasenohrl.) 2
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Hierin haben die Constanten D, §, § die folgenden Werte:

Dycs = (U B,) %+ 6y B
Tyt = W+ By oy + G- g
E, = (Q{u'—%n)ﬁn e Y-
@:H—l = (9[,,-{-%”) 3;‘1 +6n+1 BRSS!
Tt = —Bu) 1w + €y Lt
?}”H = (:9[11'*‘2311)'{5;‘*‘6'14-1 . En«}-h

3

wobei die Constanten ¢, a’...0" zur Kiirze fiir die folgenden

Ausdrlicke eingesetzt sind:

4 (n—1)°
\/2

vi
%y :;‘[02(3%—1-[)-!- Jpmy—nal,

—yi [L’l -+ — ——~—(M~:1) ] BJM—I
v2 v? da
ot :—_%[ 2(Bn+1)+ —'E(J;L“} Jupi+nady

<

+ (n—!—l)?} 4 0,41

. 1
+7.vz[a?+—— -
da

yQ y=

2

a%vi N 1 n-—1)2\
g, = — [ > + (n—1)nvi (a’* + - <~——vz—>—>J Jpo1+nald,

2 y
2 8J,—
+%£("_1) T
B= — [ﬂ:/i — (1) (a +- j+g:5;gi>] Tyartrals
— 28 g1y Pt

i da

— ,‘,2,7[ (M:—l) ]Ju+1+ _“Jn__x_z_ ag,:‘
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1 1? AT N/
n = — 2% [ag + =+ — )yt —a

2
NE y2 v?

[0}

~

da.

= —2%y

. n? 1—w 9J
Lz3+___] \f”‘_ a_l,.
! y2 v da

Das Argument aller aller hier auftretenden Cylinderfunc-
tionen ist via, was zur Kiirze in den vorigen Ausdriicken
weggelassen wurde,

Es seien nun die Componenten der Spannung an der
Oberfliche durch folgende Reihen gegeben:!

o, . .

a? sin sin
— R = vz ? 2, 1
o cos ., Tcos T

"
a? sin & cos
— ¢ = vz NI, T
" cos o —sin

En
a cos sin
—T.= . v\ %, 1w,
1 —sin ya cos !

n

Setzen wir dann:

sin - sin ,
F= vz \ A, cos newJ,(vir)

cos s
n
sin - cos .
G = cos F V', sin ned, (vir)
dosmad -
n
cos - sin .
H= cin vz}_, S, cos negJ, (viv),

so bestimmen sich die Constanten ABE aus den gegebenen
&, M, M nach dem Vorhergehenden durch die Gleichungen:

1 Im allgemeinen ist iiber diese Ausdriicke noch beziiglich v zu sum-
mieren. Da aher dann offenbar in genau derselben Weise iiber die obigen
Ausdrlicke fiir F, G, H beziiglich v zu summieren ist, kénnen wir dies zur
Kiirze weglassen.

1%
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Qn = (:9(;1 ES \l\\l!—f-l:) Ty+1-+ (.‘_i)'l,liﬁl +'s2311—-1) U';I-«l +@n Oy

M, = Wy =B ) Gt + (U + By +Cyzy
. ; ) ; .

’Jt,l posend (\"2{”_*_1 —%”,H) Tat1+ (Q{,_,_..1 -+ g\Bn-wl)'(n-—-l +@n b

(n=0,1,2...),

aus denen successive die Grofien 9,9,8, (# =0,1,2) be-
rechnet werden konnen. Dadurch sind dann die Functionen
F, G, H bestimmt, und die Gleichungen (10) geben uns die
vollstdndige LLosung des Problems.

Die Determinante der Coefficienten der letzten Gleichungen
kann nicht verschwinden. Man kann sich davon durch eine
etwas langwierige Rechnung (iberzeugen, die ich hier nicht mit-
theilen zu miissen glaube. Der Fall v = o ist ausgenommen;
derselbe bedeutet aber offenbar ein einfacheres Problem, das
sich analog der Methode, welche Lord Keloin bei der Kugel
anwendet, behandeln lédsst.

Zu beachten ist, dass hier die Argumente aller Cylinder-
functionen imaginér sind. Wollte man den Fall behandeln, dass
die Spannungen an der Oberfliche verschwinden, dass also
Ly =M, = N, = o ist, so hitte man fur F, G, H-Functionen
von der Form

42 SN
e noJ, (v
cos T w()
einzusetzen. Denn beireellem Argumente der Cylinderfunctionen

lasst sich die erwidhnte Determinante zum Verschwinden
bringen.

Aus der k. k. Hof- und Staatsdruckerei in Wien.
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