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Bei der Ableitung der Grundgleichungen des elektro-
magnetischen Feldes in bewegten Kdrpern kann man bekanntlich
von zwei verschiedenen Annahmen ausgehen. Die erste, nach
welcher der Ather die Bewegung der ponderablen Materie mit-
macht, liegt der Hertz'schen Theorie zugrunde; sie fihrt auf
entschiedenen Widerspruch mit der Erfahrung. Von der ent-
gegengesetzten Annahme, eines ruhenden Athers, ausgehend,
hat FH. A. Lorentz! Gleichungen wbweleitet, welche fast in
allen Punkten der Erfahrung geniigen.?

Eine weitere Annahme der Theorie von Lorentz ist,
dass alle wahre Elektricitdt an »lonen« gebunden ist, welche
ihrerseits die Bewegung der Materie mitmachen. Im Jon ist
div =0, wenn b die dielektrische Verschiebung im Ather ist.
Denkt man sich unter  eine Verschiebung im gewdhnlichen,

1 Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erscheinungen
in bewe@ten Korpern. Leiden {895.

2 Das Ergebnis des Versuches von Michelson und Morley ldsst sich
wohl (ohne weitere Hilfshypothese) kaum aus der Annahme eines ruhenden
Athers erkldren. Die Gleichungen von Cohn (Livre Jubilaire dedié¢ 4 H. A.
Lorentz; Gottinger Nachrichten 1901) sind ja als der Ausdruck aller bisher
gemachten Erfahrungen hingestellt, nicht aber aus irgendwelchen Annahmen
abgeleitet.
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genmetrischen Sinne, so ist also im [on ein (positiver oder
negativer) Uberschuss von Ather {iber die Ungebung enthalten.
Dieser Uberschuss nimmt also an der Bewegung der Materie
theil. Der ganze Ather ruht also auch nach der Lorentz'schen
Theorie nicht, sondern nur der einem vollstindigen Gleich-
gewichtszustande entsprechende Theil desselben.

In der vorliegenden Arbeit habe ich versucht, die Grund-
gleichungen des Elektromagnetismus in bewegten Karpern ohne
Annahme von lonen abzuleiten; das Resultat ist im wesent-
lichen mit den Lorentz'schen Gleichungen identisch. Der
Gedankengang ist ganz analog dem, welchen Boltzmann
(Vorlesungen iiber Maxwell’s Theorie der Elektricitdt und des
Lichtes, II. Theil) bei seiner Ableitung der Maxwell'schen
Gleichungen fiir ruhende Korper eingeschlagen hat. Die Modi-
fication, welche dabei in Anbetracht der Bewegung der Materie
eingefiihrt werden musste, beruht auf der Annahme, dass der
Ather des freien Weltraumes die Materie durchdringt und an
ihrer Bewegung nicht theilnimmt, dass aber die Verinderung
des Athers, welche den Unterschied der elektrischen Erschei-
nungen in Ather und Materie bedingt, mit der Materie fort-
schreilet. Die folgenden Ausfiihrungen werden den Sinn dieser
Unterscheidung klarer hervortreten lassen.

Eine dhnliche Grundauffassung, aber ganz andere Durch-
fihrung zeigt eine Arbeit von Reiff.? Dieselbe fufit auf der
Helmholtz’schen Theorie und fihrt zum richtigen Ausdruck
des sogenannten Fresnel'schen Fortflihrungscoefficienten.
Weitere Consequenzen sind jedoch im Widerspruch mit der
Erfahrung.®

Bevor ich zum eigentlichen Thema dieser Arbeit (ibergehe,
mochte ich mir erlauben, ein rein mechanisches Modell zu
beschreiben, dessen mathematische Behandlung den spiter
vorzutragenden Betrachtungen sehr dhnlich ist. Speciell erldutert
das Modell den Fresnel’schen Fortfihrungscoefficienten, dessen
richtige Darstellung wohl eines der wichtigsten Postulate jeg-
licher Theorie der Optik in bewegten Kérpern ist.

1 Wied. Ann,, 30, S. 361; 1893.
2 Poincaré, Electricité et Optique, 2de édition, 1901, p. 597 II.
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1. Mechanisches Modell.

Wir denken uns einen Kautschukschlauch, der zwischen
zweli fixen Punkten gespannt, rein transversale Schwingungen
ausflhrt. Ist 5, seine Masse per Langeneinheit, v eine Constante;
féllt ferner seine Ruhelage mit der X-Axe zusammen, wéhrend
» die dazu senkrechte Elongation ist, so besitzt die Liangen-

o - . . .oV [apy\® .

einheit des Schlauches die potentielle Energie 7(,53-) und die
£
e Oy [0 et oot
lebendige Kraft 71 <—8—)?)) 1 Ist der Schlauch mit Flissigkeit ge-
fillt, so bleibt die potentielle Energie ungedndert. Die kinetische
5+, (0107 e ‘
‘,_1.5,...3 <§E) , wenn 3, die Flitssigkeitsmasse ist,
welche sich in der Lingeneinheit des Schlauches befindet.
Hieraus ldsst sich etwa mit Hilfe des Hamilton'schen Princips
leicht die Bewegungsgleichung, die »Differentialgleichung der
schwingenden Saite« ableiten. Physikalisch entspricht derselben
bekanntlich eine Wellenbewegung, welche mit der Geschwin-
digkeit

\2 =

wird jedoch

c= \/ 5 1)

im ersten Falle, im zweiten Falle mit der Geschwindigkeit

'

v

i (
Voo 4,

nach jeder Richtung der X-Axe fortschreitet.

Nun wollen wir annehmen, dass die Flissigkeit mit der
constanten Geschwindigkeit & in der Richtung der X-Axe
strémt (wobei sie natiirlich aufierdem noch die Bewegung des
Schlauches mitzumachen gezwungen ist). Von jeglicher Reibung
sehen wir ab. Die potentielle Energie bleibt auch jetzt un-
gedndert, ebenso der Theil der kinetischen Energie, welcher

G, [oy\? .
von der Masse des Schlauches herriihrt, namlich —&(%) ; die

1 Siehe etwa Rayleigh, Theorie des Schalles. Deutsch von Neesen,
I, S. 184.

1
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lebendize Kraft der Fliissigkeit ist aber jetzt, wie eine leichte

",) Ay
S (\L]Z.‘ )

wenn wir zur Kirze das

b

o) ] 7 6. 2
o:a] au;T_V):af ax/ dr| 2 ()
Sy g 0 2 N0t
2
5 ?J) ___*@z)
+2<dt, IR vy

Hierin ist 7 die Lidnge des Schlauches. Offenbar ist es
consequenter, hier das Zeitdifferential mit 8# zu bezeichnen.

oll unvariiert bleiben, das Glied v—‘: kann also weggelassen
P
werden. Setzen wir flir 7 seinen Wert aus (3) ein, fiihren die
a

Variation nach y durch und vertauschen gleich die Reihen-
folge von Variation und Differentiation, so erhalten wir

0y 0y dy (85_): 6 8?3/) By SOJ/J
At 8t br /) Tox dx

Integriert man partiell nach der Zeit, respective nach x,
so erhélt man nach dem gewodhnlichen Gedankengang, unter
der Voraussetzung, dass ¢y an den Grenzen verschwindet, die
Bewegungsgleichung:

92y a2y 92y
1 e + 3 2 — Y3 2
o 2dr 9x
oder
DU PN PR L
5y -3, 25,8 — 6,82—v) —= = (.
Gy H5) g + 2585 5+ (85 =0

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist:

¥ :.f(jﬁf"‘l-’(l fH+g (x"!‘*(st):



[1529] Lichttheorie fiir bewegte Kirper. >

t=

worin f und ¢ zwei willklrliche Functionen sind und 1, und
5 sich als Wurzeln einer quadratischen Gleichung ergeben:
und zwar ist:

I T e ) B T
= P =

St Ty (3,+5,)*

-

i
1.

N

Wir nehmen nun an, dass & gegen die durch Gleichung
(1) und (2) eingeflihrten Gréfien ¢ und ¢’ klein sei, so dass wir

& 5

die hoheren Potenzen von und —; vernachldssigen kénnen.
&

Dann ist auch

/ Y Ty

* — ! r—
h \g 5,4 3, 5.+ 3,

2y

4 Nar)
gl
= ( s\l ( - /‘) /)

/

= —c'—E(jl—**),

N TLS

wenn wir noch der Analogie mit den optischen Erscheinungen
~f

. U« 1
zu Liebe das Verhiiltnis — — -— setzen,
¢ o

Die Geschwindigkeit, mit der sich jetzt die Wellen lings
des Schlauches fortpflanzen, ist also eine solche, als ob die

5

stromende Flussigkeit dem Schlauche den Bruchtheil 1—

ilrer eigenen Geschwindigkeit mittheilen wiirde.

Die Analogie mit der Optik ist also eine ziemlich befriedi-
gende, wenn man den (als Ganzes) ruhenden Schlauch mit dem
Ather, die stromende Flissigkeit mit der bewegten Materie
vergleicht. Es ist ja nach den Versuchen von Fizeau und
Michelson und Morley, die Geschwindigkeit des Lichtes im
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\Wasser, das mit der Geschwindigkeit £ strémt, in der Strémungs-
richtung durch —,, respective 7, gegeben, wenn man unter ¢/
die Lichtgeschwindigkeit im ruhenden Wasser, unter n# den
Brechungsexponenten des Wassers versteht.?

2. Ableitung der Grundgleichungen.

Nach der in der Einleitung erwdhnten Theorie von Boltz-
mann haben wir uns den jeweiligen Zustand des Athers durch
den Wert des »tonischen« Vectors (Momentenvector) % gegeben

. 1 .
zu denken; seine Componenten seien F, G, H. Ist e die

Dichte des Athers, so ist seine kinetische Energie per Volums-

einheit:
1 /e G O HN? 1 /02
Gilr G+ G =l @
S\ ot/ Lol nat/ W= 01,
Die potentielle Energie hat den Wert:
1 f oy 2 2 ] 2
— (@ 4+ b+ %) = — B,
8z 8w
worin
oH @
a = — -+ -— U S. W.
oy 0z
oder
B = —curl A 1)

ist, wenn wir den Vector, dessen Componenten a, b, ¢ sind, mit
B bezeichnen. An Stellen, wo ruhende ponderable Materie vor-
handen ist, erscheint die lebendige Kraft noch um den Addenden:

€

,Egt\z
87:%2(\81‘,

vermehrt. Wir kdnnen uns dies entweder so deuten, dass die
Dichte des Athers in der Materie eine gréfere ist, oder man
kdnnte sich auch denken, dass ein Theil der Materie, von der

-~

< . . . . .
Masse Sam per Volumseinheit gezwungen ist, die tonische

1 Siehe etwa Drude, Optik, S. 426 ff.
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Bewegung des Athers mitzumachen. Ferner ist noch der frither
angegebene Wert der potentiellen Energie in der Materie mit

1 e -

dem Factor — zu multiplicieren. Die gesammte elektromagne-
1)
1}

tische Energie ist also jetzt per Volumseinheit:

14 /090" 1 .
<—~j +oose
S8R\ 0t/ T,

v

Offenbar ist 14¢ gleich der (elektrostatisch gemessenen)
Dielektricitdtsconstante oder, wenn p =1 ist, gleich dem
Quadrat des Brechungsindex.

Wie haben wir nun diese Ausdriicke zu modificieren, wenn
die Materie nicht ruht, sondern sich mit der Geschwindigkeit p,
" deren Componenten §, 1), { seien, bewegt? Wenn wir an der
Analogie mit dem mechanischen Modell festhalten, erkennen
wir einmal, dass der Wert der potentiellen Energie ungeéndert
bleiben muss. Dieselbe ist ja nur durch den momentanen Wert
des Vectors U bestimmt, nicht aber durch seine Differential-
quotienten nach der Zeit. Ebensowenig kann der Bestand-
theil (4) der lebendigen Kraft gedndert werden, denn derselbe
rithrt von der Bewegung des reinen Athers her, der an der
Bewegung der Materie gar nicht theilnimmt.

Zu &ndern ist blofi der Ausdruck (5). Die Masse — sei es
des Athers oder der Materie —, welcher dieser Bestandtheil der
lebendigen Kraft entspricht, hat jetzt erstens die sichtbare
Bewegung der Materie mitzumachen, zweitens aber eine solche
tonische Bewegung auszufiihren, dass ihre Verschiebung stets
durch den am jeweiligen Ort momentan herrschenden Wert des
Vectors 9 gegeben ist. Die tonische Bewegung geht also fiir
diese Masse mit der Geschwindigkeit:

Y o 09 oA  JU
— 4 £

g — — 4+ =
ot Cax 9y oz df ©)

vor sich. -d—tbedeutet offenbar eine Differentiation bei constanten
»relativen« Coordinaten, wenn wir unter einem relativen Coor-
dinatensystem ein System verstehen, das mit der Materie fort-
schreitet; es entspricht dies der Geschwindigkeit, welche ein
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mit der Materie fortschreitender Beobachter wahrnimmt. Wir
haben also jetzt an Stelle von () den Ausdruck

3=V N

zu setzen. Die gesammte Energie der tonischen Bewegung hat
also jetzt die Dichte:

1

S=WB*
Daraus leiten wir wieder mit Hilfe des Hamilton’schen Princips
die Bewegungsgleichungen ab. p lassen wir unvariiert; dann
konnen wir von der lebendigen Kraft der sichtbaren Bewegung
absehen. Wir erhalten also:

iJ—' I .
;J‘ s( T @)

s o0 ; 1 Qa2 A 1
o=2 [0 Tasi i “)~:—s(~h\|- e
JuoooJee 18z Gt At/ Smy
[ eo .
Dabei bedeutet ] d= eine Integration iiber den ganzen

v =0

o S d .
Raum. Hierin setzen wir fir ;7 und B ihren Wert aus (6) und
284

(I) ein, fihren die Variation durch und vertauschen gleich die
Reihenfolge von Variation und Differentiation. So erhalten wir:

~h 00 i
'):/ b | gel
. !

Sty oo Sl L

“+ 2 — S - 1
dt . 8¢ Jx oy 9z
dG 80(1 L0336 s G L0386
g — & ~+ 1 -+ £
dt . ot dx av oz
dH 0 H 08 H 96 H WS H:
[ M
Tt Lot R 0y 8z /.
1 esG 9o HN BB H B
— e | R | 4+ b — - i
4w 0z ay ) Lo 9z
08F 83 GH |
Ltk w6y
Loy Ba
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Hierin ist wieder partiell zu integrieren. Setzen wir noch
voraus, dass die Variationen an den Grenzen verschwinden, so
haben wir die Factoren von 8 F, 8 ¢, 8 H einzeln gleich Null zu
setzen und erhalten so, wenn wir wieder die abgekiirzte
Bezeichnungsweise (6) bentitzen und noch den Vector

<D = T B (8)

mit den Componenten «, §3, v einfihren:

02 4e dSPF 0y 6f

—- ) u. s w,
WA g1 c/i’ 9y 0z
oder in einer Gleichung:
4290,
+ 2 9. (1)
‘( di?; ) )

Die Gleichungen (I) und (II) sind die Grundlagen der hier
vorzutragenden Theorie. Bei ihrer Ableitung wurde still-
schweigend vorausgesetzt, dass p von den Coordinaten unab-
hingig sei. (Die Abhédngigkeit von der Zeit macht keinen Unter-
schied.) Héngt p von den Coordinaten ab, so erhalten wir
statt (1):

/99 a9 dN
+

- bz div p) = curl .t (I
B2\ gy d1? dt ‘

Den Fillen, wo div p von Null verschieden ist, kommt
vorliufig keine Bedeutung zu; wir werden uns daher stets an
(II) halten.

Eine weitere Voraussetzung, die der Ableitung der
Gleichungen (II) und (II) zugrunde lag, ist das Princip der

1 Aufler diesen Symbolen div und curl werden wir noch die folgenden
beniitzen: Vectorproduct aus zwei Vectoren [9. 9] oder [AVB]; scalares Product
AW, eventuell (AVy; Operator \72; Operator V7, welcher, vor einen Scalar g

: . dg dg dg o
gesetzt. einen Vector mit den Componenten o d—»37’ = gibt (Gradient).
Uber all' diese Bezeichnungsweisen siehe etwa Foppl, Einfllhrung in die
Maxwell’sche Theorie der Elektricitit, Leipzig 1894; erster Abschnitt.
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Continuitit Jder Ubergiinge. Die Grofien ¢ und p als stetig
verdnderlich anzusehen, ist man gewdhnt. Doch auch von der
Geschwindigkeit p kann dasselbe vorausgesetzt werden.
Bewegen sich zwei feste Korper mit verschiedener Geschwin-
digkeit aneinander vorbei, so kann man immer voraussetzen,
dass etwa eine Luftschichte an der Bertihrungsfliche den
stetigen Ubergang der Geschwindigkeit vermittelt. Grenzt
jedoch ein bewegter Kérper an den freien Ather, so ist die
Sache noch einfacher; denn im Ather konnen wir formell § 7, {
ganz beliebige Werte ertheilen, hier ist ja die Dichte der Materie
Null und es ist daher ganz gleichgiltig, mit welcher Ge-
schwindigkeit bewegt wir sie supponieren.

3. Der Fresnel'sche Fortfiihrungscoefficient.

Da sich die Geschwindigkeit, mit welcher eine elektro-
magnetische Stdrung in einem bewegten Korper fortschreitet,
sofort aus den Gleichungen (I) und (II) ergibt, wollen wir ihren
Wert gleich jetzt berechnen. Ist p constant, so liefert die Com-
bination von (I) und (1I):

b (dﬁ 4. 91) — V29—V div 9L (9)
a1 dit?/

B2

Eine Loésung dieser Gleichungen ist, wenn wir (ohne
Beschridnkung der Allgemeinheit) v = { = 0 setzen und & con-
stant annehmen:

F=H=0;, G=f(x4cd;

setzt man dies in die drei Gleichungen ein, welche (9) repri-
sentiert, so erhilt man auBler zwei Identititen:

,82 Al . 82 8l 82 Al L Pal
( ({(1+s)+23 G : > sy
\ 024 '

grn

2 |e
e

setzt man noch fir G seinen Wert ein, so erhilt man fiir ¢ die
quadratische Gleichung:
w(l=z) |

. J 2
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Setzen wir hierin (entsprechend durchsichtigen Korpern)
u =1 und vernachldssigen die zweite Potenz von %, so er-
halten wir )
Vi+e 1=
A

. bY
oder wenn wir 1 4+ ¢ ==#* und - = B setzen:
7
n/ 1 1
= i%—&( l——
B 1)
in Ubereinstimmung mit den friher erwédhnten Versuchen und
der Annahme von Fresnel.
4. Folgerungen aus den Grundgleichungen.

Im folgenden werden wir voraussetzen, dass p Uberall
constant sei; es ist dann zweckmifig, den weiteren Betrach-
tungen ein Coordinatensystem zugrunde zu legen, das mit der

9
Materie fortschreitet. Dazu haben wir aus (II) das Symbol 57

mittels (6) zu eliminieren. Gleichung (I1) lautet dann:

¢ L 0N PN
—+ t,——) 2 %I} = curl . (10)
9x 8y 02/ )

Wir kénnen jetzt ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit
7, = { = O setzen; ferner nehmen wir an Gleichung (10) die
Operation div vor. Wir erhalten, wenn wir zur Kiirze

divdA =g
setzen:
. az 26 d*c @ <) d*F
0= (l-4s)- 2—2& a - - £ G—}—-——(—l——*‘——)——
dt? dxdi dx? o0x dr?

§(14¢) a2G  d3(l+s) d*H
+ + i
8y df? 8z df?
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Betrachten wir erst einen homogenen KNorper, wo also =z
constant ist, so fallen die drei letzten Glieder weg, und es ist
leicht. das allgemeine Integral von (11) aufzustellen. Dasselbe
setzt sich additiv aus Gliedern von der Form

v o, -
=rigmtosin g S

- i+r/
cos 14z

.
zusammen. wo 4 ganz beliebig ist; und zwar sind leicht Anfangs-
bedingungen denkbar, welche auch das Vorkommen positiver
e-Potenzen im obigen Ausdrucke nothig machen. Solche Glieder
wiirden aber auf unendlich grofie Werte von s flihren. Der
einzige Wert von 3, welcher physikalisch denkbar ist, ergibt
sich also fiir A = 0, ist also eine reine Constante, die wir gleich
Null annehmen. Es ist also in einem homogenen Korper (dessen
Theile sich mit gleicher Geschwindigkeit bewegen) stets

5=0 (12)

(In einer homogenen Flissigkeit, deren Theile verschiedene
Geschwindigkeiten haben, wiirde dies nicht gelten.)

Wenn ¢ variabel ist, ldsst sich (11) nicht so leicht inte-
grieren. Eine andere Betrachtung fithrt uns jedoch auch zu
einem wichtigen Resultat. Wir betrachten einen Raum, wo &
(stetig) variabel ist, nehmen aber an, dass derselbe von einem
homogenen Norper umgeben sei, dass sich also um ihn eine
geschlossene Flidche legen lisst. auf welcher Gleichung (12)
giit. Diese Fliche kann im uUbrigen beliebig nahe an dem
betrachteten Raume liegen.

Nun integrieren wir Gleichung (11) Gber den von dieser
Fldche begrenzten Raum. Wir bilden also:

. . . d*s . d®s d?s o( z) diF
O = Jdz {1422 ¢ Lpdn el af
dat? dxdt dx? 9r dp

o(l+z2) G B(1+2) d*H

9y J? oz d

Das zweite und dritte Glied innerhalb des Integralzeichens
kann sofort nach . integriert werden; da s an den Grenzen
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verschwindet, liefert jedes Null. Die drei letzten Glieder inte-
grieren wir partiell nach x, y, respective z; das hiebel dbrig-
bieibende Raumintegral hebt sich gegen das erste Glied; es
bleibt also blofi das Oberflichenintegral stehen und wir er-
halten:

. 2F ' 26 o
0= [dS(1+42)|cos (nx) —— + cos () L!;) =+ Cos (12) J
, dr?

: it

dar

oder

. . A :
0= [dS(l+e) — cos (An)
' dre '

oder weiters durch Integration nach der Zeit:

L 1N )
[ S(1432) = = const. (13)
Dabei bedeutet %, die Componente von W nach der
Normalen n des Flidchenelementes d4.S.

5. Umformung der Grundgleichungen. Physikalische Inter-
pretation der Vectoren ¥ und 8.

Den Vectoren % und B kam bisher eine rein mechanische
Bedeutung zu. Sie charakterisieren eine verborgene Bewegung,
von der man sich nach Maxwell und Boltzmann auch ein
Bild machen kann. Um den Ubergang zu den Gleichungen der
Elektricitdtslehre durchzufiihren, miissen wir ¥ und $ mit
bestimmten Vectoren des elektromagnetischen Feldes identi-
ficieren. Darin liegt dann die Hypothese der Theorie. Wir
mussen hier jedenfalls so vorgehen, dass wir fiir p = 0 die
Maxwell'schen Gleichungen fiir ruhende Korper erhalten,
wahrend die Gleichungen, welche sich fiir bewegte Korper
ergeben werden, den hier gemachten Erfahrungen geniigen
missen. Die letztere Aufgabe ist natiirlich ungemein dadurch
erleichtert, dass wir in den Lorentz'schen Gleichungen eine
vollstindige und tberaus einfache Beschreibung fast aller hier
experimentell erhaltenen Resultate haben. Auf diese Gleichungen
wollen wir also lossteuern.
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Die Gleichung (II) schreiben wir wieder in der Form (10):

by 72 ] L9 d¥
(1425 2(&~+ﬁ—~+;~ﬂ~ =
B2 J? Lo oy az/ df
0 L 002 N
+(E— 41— +g-—) %{':curl 9.
ox oy 0z/

berticksichtigen wir (1), so sehen wir, dass auf der rechten Seite
dieser Gleichung zweite Differentialquotienten von U nach den
Coordinaten stehen. Gegen diese wollen wir die auf der linken
Seite befindlichen gleichgebauten Glieder vernachlissigen,

2. s

S -

oder ;Jl oder dergleichen multipliciert sind. Wir
RO

)

welche mit

\)
vernachlissigen also die Glieder »h6herer Ordnung«. Dadurch
wird die obige Gleichung:

d AU .9

9
— —»+qw+,‘ i[‘*cux 9. (14
B2 dt |, dt Joxr i)

(8w

.~)_~w__

din

(Natirlich gilt dies nur solange, als nicht etwa die rechte
Seite fiir sich verschwindet. Man diirfte z. B. nicht ohneweiters
an dieser Gleichung die Operation div vornehmen.) Statt (14)
kdnnen wir auch schreiben:
©dA o 1 0 0 \d“l[

+

— (= +——)—(,u11h+-(
dt i\ dt £ B2\ ox ay b2/ dt

(15)

Beniitzen wir nun die bekannte Identitit:

) 0
+ 1 = + C-——} U = —curl [pA]+p dive,  (16)
4 ~ i

so wird die obige Gleichung fiir einen homogenen Kborper,
wonach (12) stets div % = 5 = 0 ist,

Uod ;fdy 9 1 duy,
— g — 4 - = curl (H— — 17
02 dt<\. dt 3z‘,) (D B2 ’ dsz,) (17)

Wir setzen nun

d%[ o
-+

" dt ot

= 47B%D (18)
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und

H = H— ~‘~»t1-- ’ (19)
= - t dt )

Ferner fithren wir noch einen Vector § durch die Gleichung:

9 TR A
6 =22 v [ (20)
dt A4z ’

ein. Da die Operation curl 7 stets Null ergibt, ist:

N 79 I
curl @ = curl — - (21)
At '
Benilitzen wir die [dentitét:
.0 ] 3 o
(pe) = (; — a4+ )u—i—[p curl 2,1 (22)
E ay oz,

so konnen wir an Stelle von (20) (im homogenen Korper)
schreiben:

A 0
4 —Z—[p.curl A
Jdt 9t - !

(1+:)€ =

()

Beriicksichtigen wir (I) und (18), so wird

(142)€ =4aB*D+plp. H]
Endlich bemerken wir noch, dass wir in (19) mit Vernach-

ldssigung von Grofien hoherer Ordnung statt—;i-t—auch € setzen
kdnnen.
Schreiben wir nun zur besseren Ubersicht alle Gleichungen

zusammen auf, so haben wir also:
div®d =0 (23)
div8 =0 (24)

1 Diese, sowie die Identitdt (16) finden sich etwa bei Féppl, L. c. S. 64,

Z

3 8 9

Gleichung (83) und (85); dort steht an Stelle von (E Fy -+ Y. +¢ 5—) das
x ¥ z

Symbol (p 7).
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dD .~ 95

iz T —=curl § 5
5 £ (25)

B . P

Y w6 (26)

di C
1+2)6 = 4282 D+nfp. H] 127)

", .
0 =B ;“: [p-&] (28]

ES)

Von diesen Gleichungen ergibt sich (23) sofort aus (12),
(24) aus (I): (25) folgt aus (17), (18) und (19); (26) aus Differen-
tiation von (I) nach der Zeit und (21); (28) aus Multiplication
von (19) mit u und (8).

Wesentlich ist. dass diese Gleichungen nur in homogenen
Korpern gelten (in denen p constant ist). Bei Ableitung der
Grenzbedingungen sind sie nicht ohneweiters zu benttzen.
(Wir fassen die Grenzschichte wieder als eine diinne Schichte
raschen, aber continuierlichen Uberganges auf.)

Innerhalb der Grenzschichte darf in (16) nicht mehr div
U = O gesetzt werden: wir erhalten also statt (17):

Tod; dda o

+ o —p div 9{‘ = curl ’; (177
@ ar S g A 9 ar

setzen wir also

12 09 . , )
sf~£+ *—E—p div ¥ = 47=B2D# (18%)
Jt ot o
so gelten in der Grenzschichte die Gleichungen (24)V und (26)
— dieselben sind ja ohne Voraussetzung der Homogenitit
abgeleitet — und statt (25)

192

dt

= curl §. (257)

Unter der Voraussetzung, dass die Grofien D und B, in
der Grenzschichte endlich bleiben, erhilt man daraus die Grenz-
bedingung, dass beim Ubergange von einem Medium ins andere

@le; @5); %n; (]f

(29)
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continuierlich bleiben. (Die Indices / und # bezeichnen die
Componenten des betrelfenden Vectors paralicl und senkrecht
zur Grenzilache.)

Dic letzte dieser Grenzbedingungen haben wir hier durch
(207), auf die zur Grenziliche senkrechte Componente ange-
wendet und durch Berlicksichtigung der Continuititt von £
erhalten.

Es verlohnt sich jedoch zu zeigen, dass wir auch mittels
der Methode des §. 4 zum selben Resultate gelangen konnen.

b

Wir schreiben (18%) in der Form:

(%)

A 8 .9 .
4 RF = (1 +2) 2t L oo+ ) A-—p div A
dt Y HEY 0z,

Iy

und nehmen an dieser Gleichung die Operation div vor; so
erhalten wir:

. . , s o ¢ R
4m 8B div 9% = (I +e)‘—v —2 (; - —+ 1 ';L— + 43
) St RS ay 0./
0(l4e) dF  3(l+z) dG  (l4z dH
+ e e T s + S A P
ox dt oy dt gz dt

(Hierin ist wieder div % = 5 gesetzt) Wir kdnnen wieder ohne
Beeintrichtigung der Aligemeinheit 4 = { = 0 setzen und er-
halten mit Riicksicht auf die streng giltige Gleichung (11):

e
)
&
o
<=
)
H
j
4

30)

Wir betrachten nun einen unendlich kleinen Cylinde:
ABCD, welcher in der durch Fig. | gekennzeichneten Lage zur
schraffiert gezeichneten Grenzschichte liegt! Dabei muss die
Mabglichkeit vorausgesetzt werden, diesen Cylinder so zu con-
struieren, dass seine Mantelfliche von hoherer Ordnung
unendlich klein sei als die Basisflichen. Uber diesen Cylinder
integrieren wir nun Gleichung (30) und erhalten:

1 Vergl. etwa Boltzmann, Vorlesungen, II, §. 5, oder H. A. Lorenta,
L c. S. 59.

(F. Hasenohrl.)

[
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h
"{T.
..
-
o
~a » !
t/ i . { L/" 3
P2 —— pdiv e’ !r:v—:—*’! S
di odE

e f o .dns .
= —&2{ cos (vx) - dS,
f "o dx

worin die Normale zum Flachenelemente der Cylinderober-
fldche S jetzt zur Untcrschcidmw; mit v bezeichnet ist. An den
7
L

L)

Basisflachen ist 5 und gleich Null; das Oberflichenintegral

-
T~
po)

ist also blofi (iber die \ldntelﬂdche zu erstrecken. (Dasselbe

. . . . L
dart aber nicht ohneweiters vernachlissigt werden, weil i
dx

dortselbst sehr grofi scin kann.) An Stelle von [d'S kdénnen wir

setzen:
sl IR
o J i j J7,
i 4]

wenn p der Radius, 2 dic Héhe des Cylinders ist und  irgend
einen Azimuthalwinkel bedeutet. Dann wird das Oberflachen-

integral:
:pf d¥cos ( v:t)f an’
0



Lichttheoric fiir bewegle Korper. 19

Wir kénnen nun

da ds . dn .
g ~J cos (xh) + 27 cos (,"r,']l)
Jdy da o h )

seizen, wenn /7 eine Richtung in der Trennungsfliche (also
senkrecht zu A) ist. Wir haben allen Grund anzunehmen, dass

3 . . . 7hs]
i endlich bleibt, also gibt das Integral von 5-17 cos (wh) cos (vx)
o dh ' ’

{iber die von hoherer Ordnung unendlich kieine Mantelfliche
des Cylinders erstreckt unendlich Kleines héherer Ordnung,
was wir vernachlis

sigen. Es wird also das Obertlichenintegral:
n2s o N Y G
= | d¥cos(va) cos (hy) / di 2
0 g 7N

Da nun s an den Grenzen des zweiten Integrules ver-
schwindet (dieselben liegen ja schon aufierhalb der Ubergangs-
schichte), so ist das Integral gleich Null. Wir erhalten also

P

o div DFde =0, (31)
ot j

%

woraus sich sofort unter Voraussetzung, dass ®F {iberall endlich

bleibt, die Grenzbedingung ableiten ldsst, dass - H@;; continu-
(291
ierlich ist.

(Der Unterschied mit der gewihnlichen Ableitung dieser
Lrenzbedingung, wie sie etwa in der Elektrodynamik ruhender
Korper angewendet wird, ist also der, dass wir nicht {iberail
. " . d .. _. ..
in der Grenzschichte 7 div D% = 0 haben miissen, wohl aber

al
das Integral dieser Grofie Uber den betrachteten Cylinder ver-
schwindet. Aus der Gleichung (12) dirfte man nicht, so wie
hier, eine Grenzbedingung ableiten wollen, da die dazu nothige
., d9 " . .
Voraussetzung, dass 5 und —-- in der Grenzschichte endlich
bleiben, nicht erfiillt sein muss.)

Ist der Raum, wo = variabel ist (ebenso wie in §. 4) ganz
von einem homogenen Kérper umgeben, so liefert dieselbe
Betrachtung sofort auch hier
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! ,
- ;‘d: diva*r =0
di )
oder (32)
Lolaspr =0
— 4 < o
Jdt } !

(Diese Gleichung kann auch aus (13) gewonnen werden.)
Die Gleichungen sind unter der Voraussetzung eines constanten
p abgeleitet; wir konnen sie aber auch auf einen materiellen
Korper anwenden, der sich durch den reinen Ather bewegt, da
wir ja nach § 2 im Ather den Wert von p beliebig annehmen,
ihm also auch den Wert beilegen kdnnen, den es im bewegten
Korper hat. Dadurch kommen wir auf ein Princip der Lorentz-
schen Theorie, dass ein lon bei der Bewegung durch den Ather
seine Ladung nicht dndert. (Auf die Bewegung eines solchen
Korpers durch eine Fliissigkeit konnte man den Satz nicht an-
wenden. Dieser Fall ist aber auch erfahrungsgeméf infolge des
Aufuretens der elektromotorischen Krifte der Reibung nicht so
einfach zu behandeln.)

Beschrianken wir die Inhomogeneititen auf die Grenz-
flachen homogener Korper, so ist (mit Ausnahme der Grenz-
schichten, deren Inneres sich ohnehin der Beobachtung entzieht)

liberall:
D =D

Es gelten also dann stets die Gleichungen (23) bis (28).
wozu die Grenzbedingungen kommen, dass

. s d®D .
&y, 5Q§za B, ’;[‘jf (33)

an der Grenze continuierlich bleiben. Die letzte von ihnen
liefert, nach der Zeit integriert:

l@nll"“l@n :3 — const,,

wobei sich die Indices 1 und 2 auf die beiden Seiten der Grenz-
fliche beziehen. (Die Constante haben wir spiter mit der
Flichendichte der wahren Elektricitit, dividiert durch 82, zu
identificieren.)
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Die Gleichungen (23) bis (28) und (35) werden mit den
Gleichungen von Lorentz?® vollstdndig identisch, wenn man
darin p. == 1 setzt. Wir haben also den Groflen €, §, D dieselbe
Bedeutung beizulegen, welche sie dort haben. (Auf die hier und
dort vernachldssigten Glieder hdherer Ordnung erstreckt sich
die Ubereinstimmung durchaus nicht.)

Die von Cohn (. c.) aufgestellten Gleichungen, welche auch
den Fall p == 1 bertcksichtigen, unterscheiden sich aufierlich
von unseren dadurch, dass im zweiten Gliede der rechten
Seiten von (27) und (28) der Factor p fehlt. Dieser Factor bringt
auch fir uns Unzukdmmlichkeiten mit sich. Einmal ist die
Lorentz’sche Transformation mit Hilfe der Orvtszeit jetzt (in den
Grenzbedingungen) nicht durchfiihrbar und, was damit zu-
sammenhiingt, wiirde auch die Fassung der Elektrostatik, die
wir gleich behandeln wollen, auf Schwierigkeiten stofien, da
jetzt derWert von p. in die Grenzbedingungen eingehen wirde,
was aller Erfahrung widerspricht. Wir haben von Anfang an die
Grofie p. in den Gleichungen mitgefiihrt, da dies ganz miihelos
geschehen konnte. Jetzt sehen wir aber, dass wir stets g =1
setzen missen. Bei Erkldrung gewisser magnetischer Erschei-
nungen miisste man sich also mit Ampére’schen Molecular-
stromen oder dergleichen helfen, worauf auch die Lorentz’sche
Theorie angewiesen ist.?2 Diese Ubereinstimmung der zwei
Theorien verdient vielleicht hervorgehoben zu werden. Wir
wollen uns also in den Gleichungen (23) bis (28) und (33) stets
w=1, also auch B = $ gesetzt denken, die Gleichungen jedoch
nicht noch einmal hinschreiben.

6. Neuer Ausdruck fiir die elektromagnetische Energie. —
Elektrostatik.

Die Dichte der elektromagnetischen Energie ist im be-
wegten Korper durch (7) gegeben; da wir jetzt tberall p =1
selzen, hat sie den Wert:

ar

1 ‘(39[\2+ (d?l\‘l] (34)

1 3
o5
Sz 8m®B2 |\ 8f dr/
1 L. c. S.76; Gleichung (I¢) bis (VI¢) und (VIIL¢).
2 Vergl. Poincaré, L. c. S. 422,
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Anderseits ist nach (18):

92 R A B
/ RS RTINS P

i) e/ di  §f

Wenn wir Grofien hoherer Ordnung  vernachldssigen,

S0 ist:

U o9
[ e = U
A g7
oder
L:"t;,
also wird
; . o BT S
eI = (1)) ”*“(;) 1
S bohdi, Iy
Diesen Nitherungswert konnen wir in (3+4) einsetzen, da H?

"p

S]‘) den vernuch-

Gilieder enthdlt, welche bis auf den Factor (
ldssigten gleichwertig sind. Also wird die Dichte der Energie

anndhemd:

el

o

Die elektrostatischen Erscheinungen ergeben sich sofort
aus den Gleichungen (23) bis (28) und (33), wenn wir nach dem
Fritheren stets . == 1 setzen. Dieselben sind dadurch charakte-
risiert, dass

A dy

Y

di di
ist. Entfyprechen( (26) ldsst sich dann € als Potentialgradient
darstellen. Wir setzen also:

E = —V .
Aus (...t) (s Ot dann:

(T2 div € = — (1 +2) 720 = 42B* div D—yp curl H.
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Im letzien Gliede ist es mit Vernachlidssigung der Grofien

‘ il
von der Ordnung (3:\) gestattet, an Stelle von  $' zu setzen,
% D A

curl © ist aber wegen (23) im statischen Felde gleich Null.
Berlicksichtigt man noch (23), so erkennt man, dass im homo-
genen Kdérper:

Vi = 0
ist. An der Grenzfliche zweier Medien ist wegen der Continuitiit
der tangentiellen Kraftcomponenten

[}

continuierlich.
an
Aus (27) endlich erkennt man, dass die zur Trennungs-
. e ; G (l)
fliche normale Componente von (1-+2)& also —— (14 )
ebenso variieren muss wie 9,; die senkrechte Componente von
[pH] = [pH'] ist continuierlich, da §} es ist.
Wir erhalten also

( f to |
1+ ) ‘_ “)"""'l:"—‘ “-’l‘l ~n, 1_5)11 I
n {1 91 o
= Const = —da1,,

wenn wir unter n,, die Fldchendichte der wahren Elektricitat
verstehen.

Die Gesetze der Elektrostatik werden also durch die Be-
wegung der Materie nicht gedndert, wenn man Grofien hdherer
Ordnung vernachlissigt. Zu demselben Satze fUhrt auch die
Lorentz’scihhe Theorie; ! auf die vernachléissigten Glieder erstreckt
sich die Ubereinstimmung natirlich auch hier nicht. Dieselben
entziehen sich jedoch jeglicher experimentellen Priifung.

Eine wesentliche Abweichung von den iiblichen Anschau-
ungen ist, dass wir gezwungen waren, die Dichte der wahren
Elektricitdt in einem homogenen Kérper gleich Null zu setzen.
Da wir aber bisher nur die absoluten Nichtleiter behandelt
haben, glaube ich nicht, dass man dadurch mit der Erfahrung

' L.oe. S, 38
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in Widerspruch geriith, wenn man das Vorkommen wahrer
Elektricitit auf die Grenzflachen beschrinkt. Sonst miisste man
sich mit der atomistischen Inhomogenitit der Materie helfen,
d. . man miisste sich die wahre Elektricitdt an die Oberfliche
der Moleclile gebunden denlken, wodurch man allerdingswieder
auf die lonenhypothese kiime, mit welcher die hier vorgetragene
Theorie ja durchaus nicht in Widerspruch steht.

Die ponderomotorischen Krifte, welche z. B. elektrisch
geladene Korper aufeinander ausiiben, liefert die Theorie der
Elektricitdt im ruhenden Korper gewissermafien auf einem
Umwege, durch Betrachtung der Abhidngigkeit der Energie von
der gegenseitigen Lage der Korper. Dieselben Betrachtungen
missen auch hier zum Ziele {iihren. Das Hamilton’sche Princip
muss aber, sowie wir es hier angewendet haben, diese Krifte
(durch eine allgemeinere Variation) direct ergeben. Desgleichen
muss es auch die Krafte liefern, mit denen die Materie auf den
Ather wirkt. Diese Fragen hoffe ich in einer spiteren Ab-
handlung behandeln zu kdnnen.

Aus der k. k. Hof- und Staatsdruckerei in Wien.
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