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Uber die Reziprozitat des Strahlenganges

in bewegten Kérpern. Thermodynamische

Ableitung des Fresnel’schen Fortfiihrungs-
koeffizienten

von

Dr. Fritz Hasendhrl.

(Vorgelegt in der Sitzung am 28. April 1904.)

Die Reziprozitit des Strahlenganges in ruhenden Korpern
ist bekanntlich eine Forderung der thermodynamischen Grund-
sdtze. Jeder Strahl, der auf beliebigem Wege von 4 nach B
gelangt, mufi auch umgekehrt auf demselben Wege von B
nach A4 gelangen konnen.

Es fragt sich nun, ob dieser Satz auch gilt, wenn die
Punkte 4 und B einem System angehiren, das sich in gleich-
férmiger Translation durch den Ather bewegt. Auf den ersten
Blick konnte man meinen, dafi vielleicht die vom Strahlungs-
druck geleistete Arbeit eine Kompensation etwaiger Wirme-
verluste oder negativer Verwandlungen darstellt und da8 daher
das Reziprozititsgesetz in bewegten Kérpern nicht giiltig sein
mufB. Denkt man sich jedoch das ganze bewegte System, dem
die Punkte 4 und B angehdren, von einer nach innen voll-
kommen spiegelnden Hiille umschlossen, deren Wirmeleitungs-
fahigkeit gleich Null ist; ist ferner die Temperatur aller Korper
innerhalb dieser Hiille dieselbe, die Temperatur des Aufien-
raumes Null, so kann das System bei seiner Translation wohl
kaum einen Widerstand erfahren; es wird daher auch keine
Arbeit geleistet — und es mufi daher dann auch das Rezi-
prozititsgesetz des Strahlenganges gelten.
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Wir stellen uns natiirlich auf den Standpunkt eines absolut
ruhenden Athers und unterscheiden zwischen absoluter und
relativer Strahlenrichtung, welch letztere von einem Beobachter
wahrgenommen wird, der sich auf dem bewegten System
befindet.! Fiir die gegenseitice Zustrahlung der Punkte A
und B ist natiirlich auch nur der relative Strahlengang mas-
gebend. Demgeméil sind es daher auch die relativen Strahlen,
welche das Reziprozitdtsgesetz zu befolgen haben.

Sei ¥ die Geschwindigkeit des Lichtes im Ather, p die
Translationsgeschwindigkeit unseres materiellen Systems; sei
ferner 6 = % Es ist bekannt, daB die Gesetze der Reflexion
und Brechung der Relativstrahlen in bewegten Korpern die-
selben sind, welche auch in einem ruhenden System gelten,
wenn man annimmt, dafl die Geschwindigkeit des Lichtes in
einem bewegten Korper gleich

L o

B+ (1—
1=
ist und die Genauigkeit auf die erste Potenz der in den meisten
Féllen sehr kleinen Grofie s beschridnkt. Dabei ist in (1) die
Addition natlirlich geometrisch zu verstehen. Die Gréfie
1
1——“—2 =k

wird der Fresnel'sche Fortflilhrungskoeffizient genannt. Inner-
halb dieser Genauigkeitsgrenze gilt daher auch die Reziprozitiit
des Strahlenganges. Doch ist diese Beschrdnkung vom Stand-
punkte der Thermodynamik unstatthaft; wir wollen daher im
folgenden untersuchen, was sich aus der exakten Giiltigkeit
des Reziprozitdtsgesetzes beziiglich der Reflexion und Brechung
in bewegter Materie folgern 148t.

Wir werden also annehmen, daff die Geschwindigkeit des
Lichtes in bewegter Materie durch

B+kp

1 Sighe H. A. Lorentz, De I'influence du mouvement . ... Arch. Néerl,,
T. XXI, p. 106 (1886). Drude, Lehrbuch der Optik, p. 433.
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gegeben ist, wobei wir & vorldufig unbestimmt lassen; diese
Annahme ist bekanntlich mit der Supposition, daf der Ather in
durchsichtiger Materie die Geschwindigkeit £p hat, dquivalent.
Unsere Betrachtungen werden nun etwas vereinfacht, wenn
wir uns vorstellen, dafl die Materie ruht, dafi sich aber der freie
Ather mit der Geschwindigkeit —yp bewegt, wihrend dem
Ather innerhalb durchsichtiger Kérper die Geschwindigkeit

Ep—p = ple—1) = —uyp @
(w = 1—k)
. 1
zukommt. { Nach Fresnel wire » — el
Die Geschwindigkeit des Lichtes (in Bezug auf die Materie)
ist dann im freien Ather durch

B—y

in durchsichtiger Materie vom Brechungsexponenten # durch
1
— B—
% B—up

gegeben, wobei wieder B und p als Vektoren aufgefafit sind.
Der analytische Ausdruck der (relativen) Lichtgeschwindigkeit
ist dann im Ather?!

—J cos o+ \/m, (3)

in durchsichtiger Materie

2

— D% cos p+ \/% —p2u2 sin?p, 4)

wobei ¢ der Winkel ist, den die Richtung des (relativen)
Strahles mit der Bewegungsrichtung der Materie oder der
negativen (relativen) Bewegungsrichtung des Athers einschlieft.

1. Reflexion.

Das Gesetz der Reflexion an einem bewegten Korper 148t
sich aus dem Huyghens'schen Prinzip ohne weitere Annahme

1 Siehe etwa F. Hasendhrl, diese Sitzungsberichte, CXIII, p. 473, 1904.
1%
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rein geometrisch ableiten; wenn unsere Anschauungen richtig
sind, mufl sich also auch die Reziprozitit des Strahlenganges
bei der Reflexion ohne weiteres ergeben. Und zwar ist dies,
wie ich gleich zeigen werde, auch der Fall.

Es ist nicht schwierig, den Gang der Strahlen bei der
Reflexion mit Hilfe einer Konstruktion exakt anzugeben;?!
doch ist es mir trotz verschiedener Versuche nicht gelungen,
daraus einen exakten analytischen Ausdruck abzuleiten. Doch
ldfit sich die Reziprozitit des Strahlenganges, worauf es uns
hier ankommt, auch ohne dem ableiten. Man kann sich da ver-
schiedener Methoden bedienen, von denen ich hier nur die
einfachste angeben mochte. Dieselbe geht vom Fermat'schen
Prinzip des kiirzesten Lichtweges aus, das in der Optik be-
wegter Korper bereits von H. A. Lorentz? verwendet wurde.

Wir denken uns eine spiegelnde Ebene; der senkrechte
Abstand der Punkte 4 und B von derselben sei %, und #%,.
Sei 7 der Einfallswinkel, p der Reflexionswinkel. Dann hat der

einfallende Strahl den Weg 5%7’ der reflektierte den Weg
iy

cos
meinen nicht in einer Ebene mit dem Lot) Es mufi ferner
noch die Richtung der Bewegung der Materie irgendwie ge-
geben sein. Und zwar schliefie der einfallende Strahl mit
letzterer den Winkel s, der reflektierte den Winkel ¢ ein.

Dann ist die Geschwindigkeit des einfallenden Strahles
gemaf (3):

zurlickzulegen. (Die beiden Strahlen liegen im allge-

B = —pcosp+\/B2—p?sin’y
= B (—scosp+\/T—a’sin’p)

und die Geschwindigkeit des reflektierten Strahles
B, = B(—scos v+ \/1—s%sin?¢).

Daher ist die Zeit, welche ein Strahl braucht, um von 4
ausgehend nach einmaliger Reflexion nach B zu gelangen:

1 F.Hasendhrl, L c., p. 488,
2 L.c, p. 127 ff,
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1 1k
Ty = — - —
B! cos? B! cosp
hy
— . 0+
B cosi(—a cos g+\/1—a’sin?p)

h2
+ .
B cos p (—6 cos ¢+ \/T—o?sin? )

Nach dem Fermat'schen Satze mufl nun die Zeit fiir
den wirklichen Strahlengang einen Grenzwert erreichen, d. h.

es mufl
g, = 0

sein. (Bildet man nun die Variation dieses Ausdruckes und
setzt sie unter Beriicksichtigung der geltenden Bedingungs-
gleichungen gleich Null, so erhilt man Gleichungen, aus denen
sich das exakte Reflexionsgesetz ergeben muf, Nun werden
aber die Ausdriicke so kompliziert, dal ich da, wie erwidhnt,
zu keinem Resultat gelangen konnte.)

Wir nehmen nun an, dafi sich ein Strahl auf demselben
Wege umgekehrt von B nach A fortpflanzt; derselbe hat dann
dieselben Strecken zu durchlaufen, seine Richtung schliefit
aber mit der Richtung der Bewegung des materiellen Systems
die Winkel (180—¢), respektive (180—¢) ein; daher ist die
Zeit, welche er braucht, um von B nach 4 zu gelangen, gleich:

hl
= —_—————
B cosi(scosg+\/1—o?sin?p)

h
+ ==
B cos p (a cos ¢+ \/1—a?sin?¢)

Um die Reziprozitdt des Strahlenganges nachzuweisen,
haben wir nur zu zeigen, da8, wenn 8, — O ist, auch 87, =0
wird.

Es ist letzteres jedenfalls der Fall, wenn

3(s,—,) = O

ist, und dieser letzte Ausdruck hat einen sehr einfachen Wert;
es ist ndmlich, wie man sofort sieht:
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_ . hy Zocosg h, 2c6cosd
TR %COSZ' 1 —o? QECOS‘D {—g? 3
also ist
D) = gy B[ 2LE8E  JaCOSE),
0(1“"5) . COS1 cos p

Nun ist aber der Ausdruck in der Klammer gleich der
Projektion des gesamten Strahlenganges in die Richtung der
Bewegung der Materie; da die Lage der Punkte 4 und B
und ebenso die Bewegungsrichtung der Materie nicht variiert
werden darf, ist die Variation dieses Ausdruckes gleich Null;

also ist
O(r,—1,) = 0; 31, = 31,3

wenn also 8¢, = 0 ist, so ist auch 41, = 0, und damit ist die
gesuchte Reziprozitit erwiesen.

2. Brechung.

Die Brechung der Strahlen kann ganz analog behandelt
werden. Der Punkt 4 liege ebenso wie frither; der Punkt B
dagegen auf der anderen Seite der Ebene, welche wir uns jetzt
nicht spiegelnd denken, sondern welche die Begrenzung eines
Mediums von Brechungsexponenten # sein soll. Statt des
Reflexionswinkels p haben wir jetzt den Brechungswinkel §
einzufithren und ¢ sei jetzt der Winkel, den dieser letztere
Strahl mit der Bewegungsrichtung der Materie einschliefit.
Den anderen Groéfen komme die dem Fritheren analoge Be-
deutung zu.

Die Geschwindigkeit des einfallenden Strahles hat den-
selben Wert 8B wie frither; dagegen ist die Geschwindigkeit
des gebrochenen Strahles gem#f (4):

e

/B 2
—pn cos d+ \/ Py —pn?sin?d =

B :
= —n—(—mm cos ¢+ \/1T—c2x2n?sin? ).

Daher ist die Zeit, welche der Strahl braucht, um von 4
nach B zu gelangen:
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hl
T Beosi(—s cos p+ \/1—c?sin?¢)
h,
+ 2

—i—f— cosfi (—onn cos ¢+ \/1—a=¥n¥ sin? § )

Desgleichen ergibt sich fiir die Zeit, welche der Strahl
braucht, um von B nach 4 zu gelangen, der Wert:

hl
T, = R ———————
* 7 Qcosi(scosp+\/T—osin?p)
+ % Py :
= 1 —o%nin? sin?
> cos  (oxn cos -+ \/1—c2n? sin? ¢)
Also wird
2h,6cosg 2hyaun cos ¢
Tl——'f

~ Bcosi(l—o?)
7 cos B(1—a2np?)

Wenn nun
1 %n?

= ; ()

1—o? 1—a2%2py?

s0 ist aus denselben Griinden wie frither
0(t—1y)

gleich Null und die Reziprozitidt des Strahlenganges gesichert’
Fir « ergibt sich aus (3) der Wert:

1—o2 (I—o%? 1

% = — — —
262 4qt n2q?

Fir den Fresnel'schen Fortfiihrungskoeffizienten erhdlt
man daraus den Wert

1+62 (= 1

b=l 4qt %202 !

welcher, wenn unsere Anschauungsweise richtig ist, exakt
gultig sein mu#.
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Entwickelt man diesen Ausdruck nach steigenden Potenzen
von g, etwa bis einschlieflich der zweiten, so wird

2 —1 1 , 1—unt
™ R

wobei natlirlich die zwei ersten Glieder mit dem Fresnel'schen
Wert libereinstimmen.
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