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Aus den Sitzungsberichten der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien,
Mathem.-naturw. Klasse; Bd. CXIX. Abt. IIa. Juli 1910.

Uber den Widerstand, welchen die Bewegung
Kkleiner Korperchen in einem mit Hohlraum-
strahlung erfiillten Raume erleidet,

von

F. Hasendhrl.
k. M. k. A,

(Vorgelegt in der Sitzung am 6. Mai 1810.)

Befindet sich ein ruhender Korper von gleichformiger
Oberflichenbeschaffenheit in einem mit (nach allen Richtungen
gleichférmig verteilter) Strahlung erfiillten Raume, so halten
sich die Druckkrifte der Strahlung das Gleichgewicht und der
Korper erfiahrt keine Kraft. Wenn sich dagegen der Korper
bewegt, so fallt auf seine Vorderseite mehr Energie auf als auf
seine Riickseite; der Druck auf der Vorderseite ist im all-
gemeinen grofier und die Bewegung des Korpers erleidet eine
Verzogerung. Auf diese Folgerung der Theorie des Strahlungs-
druckes hat bereits M. Thiesen® hingewiesen und die Rech-
nung flir den Fall einer beiderseitig spiegelnden Platte, deren
Dimensionen grof gegen die Wellenldnge sind, durchgefiihrt.
Thiesen bemerkt, daf der gefundene Widerstand so klein ist,
daf sein Einfluf auf die Bewegung eines Korpers von irgend-
wie erheblicher Masse ganz vernachlissigt werden kann, daB
jedoch die Bewegung eines Molekiils dadurch wesentlich modi-
fiziert werden miifte. ‘ ,

Es schien dem Verfasser von Interesse, diese Frage ein-
gehender zu studieren. Es handelt sich ja hier um eine Ver-
wandlung kinetischer Energie der Molekularbewegung, um
sich kurz auszudriicken, in strahlende Energie. Findet diese
Umwandlung stets statt, so ist ein Gleichgewicht zwischen der

1 M. Thiesen, Verh. d. D. Phys. Ges., 3, 177 —180 (1901).
1



2 F. Hasen&hrl, [1328]

kinetischen Energie der Molekularbewegung und der Strahlung
nicht moéglich und man wird zu Folgerungen #hnlich denen
der Jeans'schen Theorie gefiihrt.

Wir sind nun nicht imstande, uns ein anschauliches Bild
eines Gasmolekills etwa, hinsichtlich seiner elektromagneti-
schen Eigenschaften, zu bilden. Die unten behandelten Fille
kénnen demnach nur ein ganz rohes Bild tatsichlicher Vor-
génge sein. Doch schien es mir von Interesse, wenigstens die
Frage zu beantworten, ob fiir solche fingierte Kérperchen ein
Gleichgewichtszustand zwischen ihrer Bewegung und der
Strahlung bestehen kann; inwieweit diese Frage im Sinne der
Jeans’schen Auffassung zu beantworten ist; ob man also neue
Hypothesen einfithren muff, um die so fruchtbare Auffassung
der Strahlung als thermodynamisches Gleichgewicht zu retten.

Ich habe, wie gesagt, den Widerstand berechnet, den ver-
schiedene Korper infolge der Strahlung erfahren, und habe
dabei Korper gewdhlt, die mir noch am ehesten ein Bild der
Molekille zu liefern geeignet schienen und fiir welche die
Rechnung durchfiihrbar war, ;

In § 1 ist die Methode der Berechnung, welche auf alle
Fille anwendbar ist, auseinandergesetzt; § 2 behandelt eine
beiderseitig spiegelnde Platte und eine spiegelnde Kugel, deren
Dimensionen grof gegen die Wellenldnge sind; § 3 eine gleich-
beschaffene Kugel, deren Radius klein gegen die Wellenlidnge
ist; § 4 ein freies Elektron. In § 5 werden die erhaltenen
Resultate diskutiert. Endlich behandelt § 6 noch einen bewegten
Planck’schen Resonator,!

§1.

Wir betrachten ein beliebiges System, das sich durch
einen mit Hohlraumstrahlung erfiillten Raum bewegt. Es
ist zweckmiBig, ein Koordinatensystem einzufiihren, das die
Bewegung des Systems mitmacht; in bezug auf dieses Koordi-
natensystem ist dann der Vorgang stationir.

. 1 Einen Teil der Resultate dieser Arbeit habe ich gelegentlich der 81, Ver-
Sammlung Deutscher Naturforscher und Arzte in Salzburg 1909 mitgeteilt, ohne
Jjedoch auf ihre Ableitung einzugehen (Verh. d. D. Phys, Ges,, 11, p. 501; Phys.
Z. S, 10, p. 829 [1908]). ) : . )



[1329] Bewegungswiderstand der Hohlraumstrahlung. 3

Die Berechnung der ponderomotorischen Kraft, die ein
bewegtes System erfdhrt, geschieht am einfachsten mit Hilfe
der Transformationen des Relativitiitsprinzips. Da uns in den
Resultaten vor allem das Glied mit der ersten Potenz der
Geschwindigkeit interessiert, ist jedoch die Anwendung des
Relativitdtsprinzips nicht von wesentlicher Bedeutung.

Wir fithren in den Ausdruck fiir die ponderomotorische
Kraft, die auf die Volumseinheit wirkt, :

§=e(c+ Lo

die gestrichenen Groflen, die sich auf das »bewegte« System
beziehen, durch die bekannten Transformationsgleichungen:?

¥ = —i—-(x——@ct) oder x = %(x’—}—@ct’)

y=y , y=y
=z =0
. i
= L <t—£ﬂv—) t = l-<t’+-ﬁ—z-);
% c % ¢
I +Bc %yl !
Dx:—bx—_l-%—, Dy:-—-w—g—bl—, Dz:——%; (1)
4 14+ -2 I+ ==
€, = G, Hx = H

G, = EHEE) B = — (—BEH
G= o G b= (G

o=y

ein. (Hierin ist @& die Géséhwiﬁdigkeit des gestrichenen Systems
bezliglich des ungestrichenen in der positiven - X-Richtung;

1 Siehe etwa A. Einstein, Jahrbuch der Radxoaknwtat etc., 4, p. 420,
resp. 428 (1907).

1‘)("



4 F. Hasendhrl, : [1330]

%= \/1—B2 Die tibrigen Groflen sind ebenso bezeichnet wie
in der Enzykl. d. math. Wiss,, V, 2, 13.)
Wir erhalten nun nach einfacher Transformation:

o = pCer £ (0,8:—0:9))
= %{ (byf{;’ bt @y)} B{: (0 €+ 0}, &)+ vl EL)
oder
e = ——%x P ') 2)

und ferner

‘&- = T= %; (2a)

Nun wollen wir aber die gesamte Kraft auf ein gegebenes
System berechnen; wir bezeichnen dieselbe miit

P. :f%xdc; P, :f%ydr; P, :f%zdr,

wobei das Integral liber das gesamte betrachtete System zu
erstrecken ist. Auch von dieser Gréfle interessiert uns nur der
zeitliche Mittelwert (iber eine genligend lange Zeit:

— 1 t 5
Be = tg_tl‘fzdt dtFx  usw.
tl

Nun ist aber die Funktionaldeterminante:

A, v, )
3%, 1)

Es kann demnach auch gesetzt werden:

— I
Be = 1 f dt’fdr"{gx
tﬁ—ti #
oder nach (2) '

o 1 Lo i @P 70
8= L [Canfarf s e}
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In vielen Fillen verschwindet nun das zweite Glied des
Integranden. Es ist ja nach dem Energiesatze:

. . - 7
Iy () = dr’(div &+ %@) .

!
:fdc'@;,-;- daf’a—yz—,

wo &' der Poynting’sche Vektor, w’ die Energiedichte bezlig-
lich des gestrichenen Systems, do’ ein Flichenelement ist.
Nun ist der von uns betrachtete Vorgang bezﬁglich des
W’
kY
im (Zeit-) Mittel. fdc’ i, verschwindet, wenn aufierdem keine

gestrichenen Systems stationdr; demnach verschwindet

elektromagnetische Energie als solche verloren geht, gleich-
falls im Mittel.! Es wird demnach die obige Gleichung einfach:

o — 1 2 / /l 7

oder in leicht verstdndlicher Bezeichnungsweise:

e 1 , 1 —
, — -lfl i l‘
S'B'l ty—1, (tg 1) % EE;\: :
Hierin ist ¥, der Mittelwert der gesamten ponderomotori~
schen Kraft, berechnet im bewegten System. Die Integration
nach # ist so zu verstehen, daB dabei die gestrichenen Koordi-

naten konstant sind; dann ,iSt nach ) tz-ft = —ie(t;—tl’) und

wir erhalten:
?Bx = P

R Ganz analog erhalten W11‘ aus (ZGL) d1e Bezwhungen
B, = 1P} Bo = 1P, Lassen wir den Quer strwh weg, verstehen

1 Dies-ist etwa bei der Reflexion an. einem bewegten .Spiegel d&r Fall;
Gleichung (3) fiihrt dann sehr einfach zu dem bekannten Werte fiir den Druck
des Lichtes: auf einen bewegten Spiegel; will man dagegen den Druck -auf eine
bewegte schwarze Fliche bexechnen, muf das Glied j &} da’ mit in Rechnung
gezogeh 'werden. . e s :
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wir also unter 8 gleich den zeitlichen Mittelwert der gesamten
ponderomotorischen Kraft auf unser System, so erhalten wir:

B = Bl By =Pl Po = 2P ! ®3)

" Wir werden im folgenden stets mit Strahlung zu tun
haben, die in bezug auf das ruhende System nach allen Rich-
tungen gleichmiBig verteilt ist. Ist ¢ sin 9 ddd¢ die Energie-
menge, welche in einer Richtung innerhalb des rdumlichen
Winkels sin & d& d¢ in der Zeiteinheit die Flicheneinheit durch-
setzt, so ist 7 konstant. Entspricht dieser hervorgehobenen
Strahlung im bewegten System die Strahlung #’sin¥ d%/dy/,
so ergibt sich?

i = (1—60056) ( % )4 @
% 1+ Bcosd
(Die Winkel & und 9 werden von der X-Richtung ab gemessen.)
Im gestrichenen System ist die Strahlung natlirlich nicht
mehr nach allen Richtungen gleichférmig verteilt.
Hat die betrachtete Strahlung im ruhenden System die
Schwingungszahl v, so hat sie im bewegten System die Schwin-
gungszahl 3

,_vl——ﬁcosé} —y % ]
% T T 1+BcosV

. §2.

Wir wollen zuerst den Widerstand einer Platte und einer
Kugel berechnen, deren Dimensionen grofi gegen die Wellen-
lange der Strahlung sind. In diesen Fillen ist der Widerstand
von der Schwingungszahl unabhidngig. Wir koénnen nach
obigem das Problem auf folgendes zurlickfiihren: Wie grof§
ist die Kraft, die der ruhende Korper erfdhrt, wenn die Strah-
lung nicht nach allen Richtungen gleichmiBig verteilt ist,
sondern ihre Intensitdt durch (4) gegeben ist?

(4a)

1 Fiir ein elektrostatisches System sind dlese Glexchungen schon oft auf-
gestellt worden.

2 Vgl. X. v. V[osengeil Ann. d. Phys 22, p. 8986 (1907); oder auch
Jahrbuch der Radioaktivitit, 6, p. 489 (1909).

3 A. Einstein, Jahrbuch der Radioaktivitit etc., 4, p. 425 (1907)



[1333] Bewegungswiderstand ‘der Hohlraﬁmstrah]ung. 7
Betrachten wir zuerst eine senkrecht zu ihrer Bewegungs-
richtung orientierte, beiderseitig spiegelnde Platte. Die Strahlung
i’ sin & d¥ do¢’ ibt auf sie die Kraft ‘ :
/ 2 ) 2
ap = i sin¥ 4% d¢/.cos? ¥
/ 2 AP : ! / ! ai ’
ap, = —i sind/ d¥ dy/.cos ¥ sin ¥ cos g
Y Jp— 2 AP ! ! I ! a3 ! i 4
APl = — sin ¥ d¥ dy'.cos ¥ sin ¥ sin ¢
per Flacheneinheit aus. Die gesamte Kraft § erhalten wir durch
Integration beziiglich % und ¢/; offenbar wird P, = P, = 0;

bei der Integration des Ausdruckes d¥ miissen wir {iber beide
Seiten der Platte getrennt integrieren. Wir erhalten:

2z
P = —f dcpf i/ sin &/ cosza‘}’d&’
2%
—-——~f dcpf i’ sin 8/ cos® & A%/

_ 4wint f"/g_ sind’ cos? &/ a9/

c (1+B CcoSs '8")4 Bg
, _ 2@(1 + By
_ Amixt (7 sind cos®¥ a¥ _  4mi 3/
¢ Jpp (I+Bcosd) - c %2

Statt P;, konnen wir nach (3) auch P, setzen. Wir wollen

- den Widerstand R = — B, einfiihren;. ferner die Raumdichte

der Energie 4wmi/c—="u" sétzen. “Hat die Platte den Fldchen-
inhalt #, so wird demnach:

23(1-{— @2)
oder angendhert: oo T Dot neane g
—Zufﬁl o UBa)

1 Die Gleichung (5) wurde zuerst von M. Abraham, Anm. -d: Phys., 14;
p- 258 (1904), die Gleichung (52) von M. Thiesen, L c., abgeleitet. . -
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Berechnen wir nun die Wirkung der Strahlung auf eine
reflektierende Kugel vom Radius a, der gro gegen die Wellen-
linge sei. Die Kraft auf die ruhende Kugel ist

B = raim, | ©

wenn w, die Energiedichte der auffallenden Strahlung ist;
ihre Richtung fallt mit der Fortpflanzungsrichtung der Strahlen
iiberein. Die hervorgehobene Strahlung ¢/ sin %' d¥/ d¢/ hat also
die Wirkung:

AP = -—i—ﬂ:(lail sin & d¥ dg/ cos ¥
ap, = %wazz” sin ¥ d¥ d¢' sind cos ¢
AP = —i—'zm?z" sind 4y do sin ¥ sin /.

Um die gesamte Wirkung zu erhalten, haben wir wieder
fiir &/ seinen Wert aus (4) einzusetzen und Uber ¢ und of
zu integrieren; es wird natiirlich wieder 3}, = PL = 0 und

PP S, . , sind cosd
P Ta z%f pf ay ———— T4 B cos I

. 4 B
— 2
e 3 nna A’.z

H

Also wird der Widerstand: -
R=—%.= m..s;g,,_.g. : _E_ . (6a)
oder angenihert: e C |
. R :—g— mra?{?‘.

Setzt man hierin nach dem Stefan Boltzmann’schen Ge-
setze:l :

% = 7-06. 10“1" T Erg om 8 grad"‘

1 Slehe M Planck Warmestrahlung, P 63
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so wird:
R = Aa?T4B

' 7
4 =2-96.10—1 Erg cm—8 grad—*, ( )

Die beiden hier berechneten Fille kénnen auch nicht ein
angendhertes Bild tatséchlicher Vorgénge liefern, da die Dimen-
sionen der Molekiile nicht grof, sondern im Gegenteil klein
gegen die Wellenldnge der Strahlung (bei normaler Tem-
peratur) sind.

§ 3.

Wir wollen demnach jetzt den Fall betrachten, daffi der
Radius der Kugel klein gegen die Wellenlinge ist. Nach
Schwarzschild? ist der Druck paralleler Strahlung von der
Energiedichte w auf eine solche Kugel:

’ 4
) ﬁ'm?w (—%—7:—6—1-> = Awv?,
3 PN

wenn wir zur Kiirze:

A= 134 na? (2’;“> )

setzen. Wir erhalten, da die Richtung dieser Kraft wieder mit
der Fortpflanzungsrichtung der Strahlen zusammenfillt, als
Wirkung der hervorgehobenen Strahlung i’ sin % d¥/ d':

dPl = %—Ai’ sind d¥ dg/ v"*‘cos &
ap, = —}Ai’ siﬁ Y d«‘}" dy' v+ sin &/ cos ¢/
| diﬁg = %‘Ai” sin Sfd&’dcp’ v+ sin 5’ sin o’
: :In diéééﬁ;‘Auédruckén, welche im Gegensatz zu den frﬁher
behandelten Aufgaben eine Abhdngigkeit von der Schwingungs-

zahl zeigen, sind fiir ¢/ und v 1hre Werte aus (4) und (44) ein-
zusetzen. Es wird.wieder- By = O und 3 ;

‘: cos,ﬂ:, B
Py = —Amswf dtpf sin & dwm

1 K. Schwarzschild, Miinch. Ber.,, 31, p. 329 (1901)
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Nach Ausfithrung der Integration:

142 % g4
R=—P,=—P, = —i«uydvflv*ﬁ — ,
worin 4wi/c = un,dv gesetzt ist.‘
Angendhert ist
R= _z— ity dv AvA. 9)

Will man den EinfluB der gesamten Hohlraumstrahlung
- (=]
finden, so muf noch das Integral u,v4dy gebildet werden;

. - ) 0 )
man mufl also die spektrale Verteilung der Energie der Hohl-
raumstrahlung kennen. Wir wollen dies noch- unter Annahme
des Planck’schen Verteilungsgesetzes berechnen. Wir setzen
also? L

__ 8zhw 1
= T
e —1
daher
°°u gy — SR [ vidy 8z (kT)S © 47y
, R A Y e
' |
Th 8 oo B
= %(—%{)j r7dy(eFte=trqe—Bry )
0 -
__ 8wk [RT\8 | 1 1
= C3 7.7. 1+'§8—+—3—8—+...)=
_ 8an kT)8 )
= (7 71.1:0041.

. Wir wollen noch in diesen Ausdruck lieber statt 2 und
die Konstanten des,Stefan-Boltzmann’schen, 6 und die des
Wien’schen Gesetzes b einfithren? [u = 74 Max T = B].

1 Planck, Wa‘rmestrahlung, p. 157,
-2 Ebendort, p: 161. .
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Es ist
— B8R 1 oges: p= L
c3h3 £ 4-9651°

und wir erhalten: ‘
[’ ‘ 04 '
f v, dy = 6—5«: T8.1-2823
0

= 1.V . 1 2828,

worin wieder # die gesamte Energiedichte, vy die Schwin-
gungszahl ist, der das Energiemaximum entspricht.
Setzt man in die vorletzte Gleichung

Erg -
cm?® gradt

5= 7-061.10—15
b = 0°294 cm grad,?
so wird

Erg
cmbsect grad®

o0
f vii,dy = 9-8162. 1029 7s.2
0

Setzen wir diesen Wert in (9) ein, so erhalten wir mit
Berticksichtigung von (8)

R = C.asT®.p, (0
worin ‘ -
=21 16m L gg1en. 100 EE
3 3 4 . sec*cm® grad®
=7 3842 10-s  Er8 . (1)

cm? gr.exd8

1 Vgl etwa Planck Warmestrah]ﬁng, p. 63, respektive 85.
2 DaB das berechnete Integra] proport:onal T8 seifi mus, folgt sdhon aus

‘dem Wlen schen Gesetz, setzt man ndmlich ity =8 f (T) so’ wxrd

o . - A
f v4=1tvd\/“'-=T3f X f(x) dx.
0 RV -
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§ 4.

Im folgenden Abschnitte wollen wir den Einfluf der
Strahlung auf ein freies, bewegtes Elektron berechnen. Dazu
miissen wir zuerst die Einwirkung paralleler Strahlung auf ein
ruhendes Elektron feststellen.

Fallt Strahlung auf ein Elektron, so wird dasselbe zum
Mitschwingen angeregt; infolge der Strahlungsddmpfung findet
jedoch dieses Mitschwingen mit einer Phasenverzogerung statt,
und es resultiert ein von Null verschiedenes Zeitmittel der
ponderomotorischen Kraft.

Wir nehmen zuerst an, da sich das Elektron nur in der
Richtung der Z-Achse bewegen kann.

Die einfallende Welle sei durch:

B=C=0;, = Ccosh
HL = H1=0; Hh=—Ccosb

o — 27:v<z‘-— i)

gegeben, wo

c

ist. Wir fithren die nachtrdglich zu priifenden Annahmen ein,
dafi die periodische Exkursion des Elektrons klein gegen die
Wellenldnge der einfallenden Strahlen sei, und daf die Ge-
schwindigkeit des Elektrons stets klein gegen die des Lichtes
sel. Dann konnen wir fiir 6 einfach 2#v# setzen und die Formel
von M. Abraham fiir die geddmpfte Schwingung eines Elek-

trons?

’ 2 2
mﬁn_:__l’ikzp_;_ii a2y
at e " T @ ap

(12)

1 M. Abraham, Theorie der Elektrizitit, 2. Auflage, II, p. 70, Gleichung
584. — Die Ableitung dieser Gleichung bezieht sich allerdings auf einen
Dipol, der etwa aus dem schwingenden Elektron und einem ruhenden, positiv
geladenen Punkte besteht. Die obige Gleichung wurde jedoch-aus. der gesamten
Energieausstrahlung abgeleitet, welche vom schwingenden Elektron ausgeht.
Diese letztere wird aber durch das Feld des ruhenden, positiv geladenen
Punktes im Zeitmittel nicht beeinfluit. Daher gilt die Gleichung (12) auch fiir
ein einzelnes Elektron, — Man kann natiirlich auch direkt das Resultat dieses
Paragraphen ableiten, ohne Gleichung (12) zu benutzen. Der Gedankengang ist
dhnlich dem bei der Ableitung von (12) verwendeten ; man mufl das Augen-
merk auf die ausgestrahlte BewegungsgréBe richten,
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verwenden. Da wir jedoch ein freies Elektron annehmen, setzen
wir den Koeffizienten der »quasielastischen« Kraft k* gleich
Null; wir miissen jedoch auf der rechten Seite dieser Gleichung
den Ausdruck ¢, der die Wirkung der erregenden Schwingung
darstellt, hinzufligen. Nehmen wir ferner fiir den Augenblick
an, dafl das Elektron nur in der Z- Rlchtung beweglich ist; so
gilt die Differentialgleichung

dn, 2 e d?y,

m = - = e &
dat 3 8 df
2 et 42
— 2 f. 4 % 4 e¢Ccos 2avt.
3 ¢ dr

Die Integration liefert:

d_b”” = Acos(2zvi+d); b, = A sin (2wvi+3), (13)
dt 27y

wobei:

9 e
tgd = — -2wy; A = C-— cos3d.
3 m

mcd

Nun berechnen wir die ponderomotorischen Krifte, die
das Elektron erfihrt, wobei wir in erster Annéherung von der
Wirkung des Eigenfeldes absehen kénnen.

Wir setzen also

B = eC+ =[],

daher
[
Pr = — ;‘Dz@;
BH=0 (14)
B, = @2,

Es kommt natiirlich blo8 auf den zeitlichen Mittelwert
dieser Kréfte an; es ist dann : i
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dagegen
— e A - <
Pr = — ——— Csin (2xvi+d) cos 2ryt =
’ c 2wy
1
= —AC sin 8 =
1 . 2 2xve
. &
= —(Ct sind cosd —
4my c 9 g2
— 2wy
1 o e? 3 mcd
T 4wy omc 2 2
3— 2Ty
3 mc
Nun setzen wir etwat
1 1 1 3
4 - 2 T2 ) ) _
—— =19.107em®g *; ¢= 3.10-106% 2% gec Y
cne
S0 wird
23
o2
—— == 0°6.1028 gec.
mcd

Es kann demnach i
3 mc?

werden, auch wenn v der Frequenz ultravioletten Lichtes ent-
spricht. Wir erhalten dann einfacher

2wy gegen 1 vernachlissigt

. v 4 4 )
I R ::E—ﬂ—wo-f-—, (15)
3 m2ct 3 m2ct

~wenn w, die Energiedichte der einfallenden Strahlung ist.

Wir wollen uns eine Vorstellung von der GréBenordnung
dieser Kraft bilden, welche von der Strahlung in der Richtung
ihrer Fortpflanzung auf das Elektron ausgelibt wird. Es ergibt
sich unter Benutzung der eben angegebenen Zahlen

v
ﬂr_ ¢ = 3.10725 oy,

3wt

Fir w, wollen wir beispielsweise die Energie der Sonnen-
strahlung einsetzen; nehmen wir fiir die Solarkonstante den

1 Siche etwa M. Abraham, I c., p-4 und p. 11 (es kommt hier natiirlich
bloB auf die GréBenordnung des Resultates an).
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Wert 2.10° Erg/em’ sec an,! so wird w, = 7.10~5 Erg/cm
in diesem Falle wird also etwa:

. = 2.10-2° dyn.

Nimmt man fiir das Elektron eine Masse von

: S 107g

an, so wird dasselbe infolge der Sonnenstrahlung eine Be-
schleunigung von
4.1072% e sec—2

erfahren. Diese Beschleunigung ist so gering, daff sie in den
Bereich der quasistationidren Bewegungen fillt; sie ist andrer-
seits so grofl, daB das Elektron immerhin in nicht allzu langer
Zeit eine betrdchtliche Geschwindigkeit erhalten miifte.

Wir wollen nun nachtriglich sehen, ob die Annahme, daf
die Grofe b, stets klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sei,
berechtigt ist. Nach (13) ist der Maximalwert von b, gleich
Daax = A/27y = 271W
Setzen wir etwa wieder die Energie der einfallenden Welle
gleich der des Sonnenlichtes, also w, = 7.107% Erg cmm—3;

1

e . h . .
P da ja cos 8 nahe gleich 1 ist.

1
daher C=\/8nmw, = 4-2.10~3¢> om 2 sec—1. Also:
DMax = %’4. 10 omz sec™2.

Man erkennt also, da, auch wenn v relativ klein ist, man
also langwellige Strahlen hat, by.x immer noch sehr klein
gegen die Llchtgeschwmdlgkelt bleibt.

Man {iberzeugt sich ferner noch leicht davon, daf die
periodische Exkursion stets klein gegen die Wellenldnge bleibt,
und dafi sich die Bewegung in der Zeit, die das Licht braucht,
um iiber das Elektron hinwegzustreichen, nur wenig #ndert,

‘Wir haben vorausgesetzt, daf das Elektron gezwungen
1st in der Z-Achse zu bleiben, Wir kdnnen uns jedoch davon
liberzeugen, dafl diese Voraussetzung das Resultat nur un-
merkbar beeinflufit. Man sieht ja aus (14), da8 die Kraft, welche

1 Das ist 3 cal gnr~2 min—1.
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das Elektron aus der Z-Achse herauszubringen strebt, sich
gegenilber der Kraft, welche die Schwingung anregt, verhilt
wie 0;:¢; dieses Verhdltnis ist in dem eben betrachteten Falle
klein gegen 1.

Wenn unsere V ernachldssigungen auch bei einer so aufler-
ordentlich groBen Energie der einfallenden Welle, wie es die
des Sonnenlichtes ist, berechtigt sind, sind sie es um so mehr
in den weiter unten betrachteten Fillen. (Wir haben ja voraus-
gesetzt, daBl die einfallende Welle die Energie des Sonnen-
lichtes habe und dabei natiirlich exakt monochromatisch und
kohdrent sei; eine so intensive Welle wird wohl in der Natur
nicht vorkommen.)

Berechnen wir nun den Widerstand, den ein bewegtes
Elektron in einem von Strahlung erfiillten Raum erféahrt, so
beachten wir, daf der Ausdruck (15) ebenso wie (8) von v
unabhiingig ist. Wir haben demnach blof in Formel (64) an

- . 8 et o
Stelle von wa? die GréBe —;— ——— €inzusetzen; wir erhalten
7122 :
also fiir den Widerstand des bewegten Elektrons:
32n et 8

R = % ——.

2

9 et g2

Setzen wir hierin fiir ¢, u, ¢ die eben benutzten Werte,
fir 2 seinen Wert nach dem gleichfalls schon mehrfach ver-
wendeten Stefan-Boltzmann’schen Gesetz ein, so erhalten wir
mit Vernachléssigung der hdheren Potenzen von f:

R=DT*B; D=2-85.10—3° dyn grad—=. (16)

§ 5.

Wir wollen uns nun ein Bild von der Grofenordnung des
gefundenen Widerstandes in den drei von uns behandelten
Beispielen machen. Wir erhielten fiir den Widerstand R einer
gegen die Wellenldnge grofien (I), kleinen (Il) Kugel und eines
Elektrons (III) die GroBe: '

2°96.10— Erg cm—3 grad—+*
IL. R=C.a®T%B; C=7-38.10—8 Erg cm—" grad-38.
HNL. R=D.T*g; D=2-85.10—%° Erg em—1 grad—*
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Diese Werte ergeben sich aus den Gleichungen (7), (11)
und (16); die htheren Potenzen von f haben wir weggelassen.
Wir wollen nun fiir die hier vorkommenden Gréfien Zahlen-
werte einsetzen. Fir a wéhlen wir einen Wert, der dem

Radius eines Molekiils entspricht; etwa a = é— 10— 7 ¢cm.t Dann
erhalten wir in den drei Fillen:
I. R=7-4.10—%°T*8 dyn grad—*
. R=1:2.10-5 788 dyn grad—2
. R=2-9.10—% 748 dyn grad—*
Wir kénnen nun leicht die prozentuelle Abnahme der

lebendigen Kraft berechnen. Ist ¢ = B¢ die Geschwindigkeit,
so gilt:

mii——g—:—-R
dt
d /m
—(—¢g?) = —R
a5 e) ="

oder, wenn wir die lebendige Kraft L — LZ— g* anflihren:

1 dL 2R __ 2 R
T at  mgqg  mc B
Wir wollen nun flir m in den Féllen (I) und (1)

2.10—2* g setzen, was etwa der Masse des Wasserstoffmolekiils
entspricht. Im Falle (III) wollen wir als Masse das Elektron

—1—— -10—27 einsetzen. Wir erhalten dann fiir die drei Fille
@ L 4L = —2-5.1071% T sec—* grad—*
L dt
In L éL = ~~4-0.1038 T8 sec—* grad—3
L dt
(11 }1,— —d—L— — —3-:8.10—22 T+ gec—1 grad—*

1 Siehe etwa Boltzmann, Gastheotie, I, p. 83.

F. Hasendhrl, . 2



18 ) F. Hasenéhrl, ' [1344]

Endlich wollen wir noch fiir 7" spezielle Werte einsetzen ;
etwa T==273° A und 7= 4.273 = 1092° 4; so erhalten wir
wieder fiir unsere drei Fille:

@ L ~——~dL = —1'4.107% sec™, resp. — —3-8.10—3 gec—?
. L di

In Lar = —1'2.107¥sec—% resp. = —7-9.10ttgec—1
L di

¢y i 4L = —2'1.1072sec™, resp. == —5-4.1010gec~1
L di

Der Fall (I) ist hier nur seiner Einfachheit wegen mit-
behandelt, die Annahme, daf der Kugelradius grof3 gegen die
Wellenldnge bei 273° oder gar bei 1092° sein soll, ist ja
unzutreffend. ,

Die Fille (II) und (Ill) zeigen jedoch, dafi die Abnahme
der lebendigen Kraft eine ganz auBerordentlich langsame ist.
Ist ndmlich }1_: %:10*10 sec, so bedeutet dies, daf die
lebendige Kraft in ungefahr drei Jahren um 19/, abnimmt. Da
nun die meisten der oben berechneten Zahlen noch bedeutend
kleiner sind als 10—, ist die Abnahme der lebendigen Kraft
in beobachtbaren Zeiten ganz unmerklich.

Stellen wir uns nun einen nach aufien vollig abgeschlos-
senen Raum vor, in dem sich Strahlungsenergie und bewegte
‘Kbérperchen von der Art der eben betrachteten befinden. Die
lebendige Kraft der letzteren wird sich mit der Zeit ganz in
Strahlung umsetzen; diese Verwandlung wird aber so langsam
vor sich gehen, dafl sie zu keinerlei beobachtbaren Erschei-
nungen fiihren kann. Wenngleich ein solches System nicht im
eigentlichen thermodynamischen Gleichgewichte befindlich ist,
durfte es wohl in bezug auf Verinderungen, die verhltnis-
mégig rasch vor sich gehen, so zu behandeln sein, als ob es
im Gleichgewichte wire. Das Maxwell’sche Verteilungsgesetz
der Geschwindigkeiten etwa oder das Verhiltnis der spezifischen
Waiérmen kann nicht merklich verdndert werden.
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Es scheint demnach dem Verfasser auch nicht nétig, aus
diesem Grunde allein neue Hypothesen einzuftihren, um der
Verwandlung lebendiger Kraft in Strahlung zu entgehen.

Eine andere Frage ist natlirlich die nach den Verdnde-
rungen, welche die Strahlung selbst erfdhrt; die prozentuelle
Anderung der Strahlungsintensitdt ist bedeutend rascher als
die  der lebendigen Kraft der Molekularbewegung. Die be-
treffenden Berechnungen sind aber schwieriger durchfiihrbar.

§ 6.

Wir wollen uns endlich noch mit der Wirkung der Strah-
lung auf einen bewegten Planck’schen Resonator beschéftigen.
Wir berechnen zuerst die Kraft, welche parallele Strahlung auf
einen ruhenden Resonator austibt.

Sei der einfallende Strahl durch

€,=@€ =0, €= Ccosb
H:x=H:=0; H,=—Ccosh

6= 2xny (t-— _x_)
c

gegeben, wo

ist. Wir konnten ohne Schwierigkeit die Kraft berechnen,
welche ein beliebig orientierter Resonator von dem betrachteten
Strahl] erfahrt. Doch ist es wohl mehr am Platze, anzunehmen,
dafl der Resonator eben nur in der Richtung von € zum
Schwingen angeregt wird. Wir setzen ferner die Dimensionen
des Oszillators klein gegen die Wellenldnge voraus, so dafi
8 — 2mvt gesetzt werden kann. Dann ist das Moment des
Resonators: '

3c3Csiny
t) — ——————— cos (27VEi—
Q) Tomtys ( )
ctgy = S

oy

Darin ist v, die Frequenz der Eigenschwingung, o die
Dampfungskonstante, von der vorausgesetzt wird, dafi sie eine
kleine Zahl ist.

1 Siehe M. Planck, Wirmestrahlung, p. 114.
2*
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Die Kraft auf den Resonator ist durch das Vektorprodukt
aus § und der Stromstirke gegeben; es ist also in leicht ver-
standlicher Bezeichnungsweise:

1 1 .
o L Lo
PB=_ld].91= —[f9],
wobei f als Vektor zu verstehen ist. Wir erhalten also:

Pr = —%«j’(@".; B =P.=0.

Oder: ‘
P = — 3eCsiny sin (2=vi—7) cos 2mvi.
8x2y?
Der zeitliche Mittelwert dieses Ausdruckes ist:
i}—x: 32 sin?y — 3c2(C2 1 . (17)
16=2y2 16722 1+ w2v3 (V3—v2)?

52y6

Es wirkt demnach auf den Resonator eine Kraft in der
Richtung der Strahlen im angegebenen Betrage.

Nun benutzen wir wieder das gestrichene System; die
hervorgehobene Strahlung i’sin® d9% dy/ erzeugt die Kraft-
komponenten:

3¢ 1

A, = i’ sin®¥ 49 dg/ cos ¥
72 22 (2 I2ye
2wy w2VE (va—v'?)
1 - 0N0
02V,6
/ 3¢ 1 7 ain 8 A dol <in S '
dP, = 7' sin ¥ d¥ do’ sin ¥ cos g
2xy2 22 (V2 —y/2)2 '
41 1+ A=V (VoY
a2y/t
/ 3¢ 1 i i ! o 0o
AP, = ' sin ¥ ¥ do/ sin ¥ sin ¢/,
omy2 722 (VE—y/2)2
I+ —20
oy

1 Diese Formel wurde bereits von Debye (Ann. d. Phys., 30, p. 100, 1909)
abgeleitet. — Ohne Rechnung folgt sie aus det Uberlegung, daf ﬂ?x gleich der

. 1
absorbierten Bewegungsgrofe, also Py mal der absorbierten Energie sein muB

(vgl. Planck, L c., Gleichung 177).
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9

2

die Gréfle

denn es ist ja in (17) fiir die Energiedichte
T

L i’ sin & d¥' dy’ einzusetzen. vy, ist jetzt die Eigenfrequenz

c

des Resonators im gestrichenen System.

In diesen Ausdriicken sind 7/ und v durch ihre Werte (4)
und (4a) zu ersetzen. Integrieren wir ferner wieder iiber 49/
und d¢/, so wird P =P, =0, und wir erhalten, wenn die
Integration nach ¢/ gleich ausgefiihrt wird:

3 - 4/
B = SCf sin ¥ cos & 4o .
0 2 [ v (p—v?)? }
VBT A — e
02\"6

Wir wollen auch ferner flir 7 einsetzen:
i=fWdy

und gleich iiber alle Werte des v integrieren. Lassen wir im
Klammerausdruck im Nenner zur Kiirze v stehen, setzen
jedoch im tibrigen fiir 2/ und v’ ihre Werte ein, so erhalten wir:

{o.o]
B = 3cwﬁf f(v)dvfﬂsin&'cosﬁ’da‘}’—lz—-
0 0 v

(14 B cos )2 1+ w23 (3 —v/2)2

PN
— 3on? " sin«‘)’cos«t)-’d«‘}’fmahj N0 1 )
b (I+Bcosd)? J v2 w22 (V3 —v'2)2
1+ T ogeye

‘Wir wollen das Integral nach v zur Kiirze mit J bezeichnen
und darin als neue Variable

E— (I-+Bcos¥)yv, vy
%y Y

einfiihren. Dann wird:

J=— % °°d (I4-Bcos¥)v,| 1
v0(1+Bcos&’)‘[, &f[ %é

1+ T
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Nun soll ¢ sehr klein gegen 1 sein; dann ist der Integrand
stets von der Ordnung 5% auffier in der Umgebung des Punktes
§=1;! wir konnen demnach das Integral statt von O bis oo
blof von 1—g bis 14 g erstrecken, wobei ¢ grofl gegen s,
klein gegen 1 sein soll. Wir begehen dann nur einen Fehler
von der Ordnung (5 2/g). Da wir f als stetig, d. h. also im
Intervall 2 ¢ als konstant ansehen kénnen, wird:

% [(1+{3 cos x‘}’)voJfl'?'g dé
J = f . =2 '
vo (14§ cos &) * 1— + - E2(E2— 1)
o2

In dem letzten Integral fithren wir als Integrationsvariable
x == £—1 ein; dann wird: V

fl-{-g f dx
1— 1+——~&2 —1)2 & 1+ (x+1)2(x+2)"x~

Wir begehen nun blof einen Fehler hdherer Ordnung,
wenn wir im Integranden an Stelle von (v 4 1)%(x +2)2
einfach 4 setzen; dann wird unser Integral gleich

+é dx ] 2mx TS ] 2zg
———————— = ——larctg = — arctg —=-
—& |4 4z 2 2% g g T o

6?

Da s klein gegen g sein soll, ist der arctg gleich x/2, und
unser Integral erhilt den Wert 6/2. Daher wird
J— % ((1+Bcosﬂ’)vo>.~c_
vo(1-+B cosd) % 2

und ferner:

f\::s«Bx:

3cwds (= sin ¥ cos ¥ A/ ((1+scos{w)v,,
2vy Jy (1+Pcosd)® %
Wir wollen diesen Ausdruck fiir kleine Werte von f

diskutieren. Wir behalten also nur die Glieder bei, welche § in
der ersten Potenz enthalten. Wir setzen demnach % gleich 1 und

SI(148 cos &) vy] = f () +Bve S (v,) cos ¥

t Fiir £ = 0 verschwindet die Funktion f. (Es ist woh! unndtig die hieher
gehdrigen Betrachtungen, die sich leicht streng durchfithren lassen, mitzuteilen.)

).t
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Dann wird:
—~R =P, =

— _‘ifjf’ sin & cos 9 ¥ (1— 38 cos ¥)[ £(v,) +Bv, cos ¥f7 (v5)].
0

.
EAN

Hierin fithren wir die Integration nach & aus und erhalten:
cs . ,
—R = P = = B[—=5500)+% S (W)]-
' ]

Man erkennt, daff dieser Ausdruck flir jeden Wert von v,
verschwindet, wenn f proportional v? ist. Ein solches Strah-
lungsgesetz ist wohl ausgeschlossen.

Setzen wir dem Planck’schen Gesetz entsprechend:

2hy3 1
="
w.T_"_'l

so sehen wir, daf der Ausdruck vf'— 3 f stets negativ ist; wo
immer also die Eigenfrequenz des Resonators liegt, stets ist
die Wirkung der Strahlung eine hemmende. Man konnte sich
natiirlich auch ein Strahlungsgesetz vorstellen, wo der Aus-
druck vf/—3f sein Vorzeichen wechselt. Hitte man dann
Resonatoren von verschiedener Schwingungszahl, die ent-
sprechend gewdhlt wiirden, so kdnnte in Summe die lebendige
Kraft der Bewegung erhalten bleiben.

Es hat keinen Zweck, in die obige Formel Zahlenwerte
einzusetzen, da wir tUber die Gréfie von o nichts Nidheres
wissen; jedenfalls mufi ¢ klein angenommen werden und man
erhdlt fliir den Widerstand gleichfalls eine sehr kleine Grofe.
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