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Nach J. W. Gibbs besitzt eine beliebige Gesamtheit
mechanischer Systeme die Tendenz, in den Zustand des sta-
tistischen Gleichgewichtes zu {ibergehen. Dieser Satz wurde
von Gibbs durch Heranziehung der Analogie mit der Mischung
zweier Fliissigkeiten sehr plausibel gemacht.* Einen einwand-
freien Beweis fiir das Theorem hat Gibbs nicht gegeben.?

Einen allgemein glltigen Beweis des Satzes (fiir alle Falle,
in denen er gilt) zu erbringen, diirfte auf grofie Schwierigkeiten
stoflen. Doch ist das Theorem so wichtig und interessant, daf
es SICh wohl lohnt, dasselbe wenigstens flir eme, wenn auch
sehr beschrinkte Klasse mechamscher System,e 2 s’cud!eren:
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bedeckt.! Andrerseits erscheint mir auch die Zuldssigkeit der
extrem entgegengesetzien Annahme, daBl die Balnkurve die
ganze Energiefliche bedeckt? wodurch die mikrokanonische
CGesamtheit zu einer Zextvesamthezt wird, einer eingehenden
Priifung zu bediirfen.

§ 1.

Betrachten wir zuerst eine Gesamtheit von Systemen mit
einem Freiheitsgrad, deren Bewegung periodisch verlauft?
(z. B. eine Gesamtheit von Pendeln, welche endliche Schwin-
gungen ausfiihren). Dann ist der Phasenraum eine Fliche, etwa
die Zeichenebene. Die Bahnkurven sind geschlossene ebene

Kurven. Die nebenstehende Figur gibt uns zwei solche Bahn-
“kurven 1 und 2, welchen eine kleine (aber nicht unendlich
kleine) Energiedifferenz entsprechen soll (g und p sind die
generalisierte Koordinate, respektive der generalisierte Im;
Alle’ Systeme, deren. reprisentativer Punkt im Fldchenstreifen
zwischen den Bahnkurven 1 und 2 liegt, beschreiben Bahnen,
welche ganz in dem betrachteten Flichenstreifen hegen Jedes

r;1 Darauf hat wohl zuerst Boltzmann. aufmerksam ; gemacht:  »Einige
,aﬂgememe Sitze iiber Warmeglewhgewwht« II. Diese Sitzungsber., 63, 679, oA
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System durchlauft seine Bahnkurve in der Periode T, wobei c
von der Energie abhéngig ist.! Nehmen wir, um die Begriffe zu
fixieren, an, daf ¢, >, sei. B

Betrachten wir nun eine Gesamtheit von Systemen, die zu
Beginn der Zeit sdmtliche in dem schraffierten Fldchenstiick:(I)
der Figur liegen,? welche also nicht im statistischen Gleich-
gewicht ist. Nach einer gewissen Zeit (welche, wenn g, und g
nur wenig verschieden sind und dt/de nicht allzugro8 ist, grofi
gegen 1, ist) werden die Systeme etwa in dem Fldchenstiick (IT)
liegen; die Systeme auf der Kurve 2 bleiben immer mehr zuriick.
Das Fléachenstiick, das alle Systeme enthilt, wird, ohne seinen
Flacheninhalt zu dndern, stets schmiler und langer; nach
gentigend langer Zeit wird es sich beliebig oft um die Kurve 1
schlingen.

Man erkennt so leicht, daB sich die Veltexlung der Systeme
einem Zustande statistischen Gleichgewichtes nihert. Teilt man
ndmlich den Streifen zwischen (1) und (2) in einfach unendlich
viele Zellen, welche etwa (so wie III) von einem Bogen-
element ds der Kurve 1, den von den'Endpunkten des Elements
an 1 errichteten orthogonalen Trajektorien der Bahnkurve 8 und
dem durch die letzteren aus 2 herausgeschnittenen Bogen-
element ds’ begrenzt werden, so wird sich die Verteilung der
Systeme auf die verschiedenen Zellen immer mehr einer gleich-
migigen Verteilung nédhern. »

Das Bogenelement ds kann natiirlich mathematisch unend-
lich klein angenommen werden, dagegen mufl g,—¢; und damit
im allgemeinen Cll,;; D1stanz~ der Kutven 1 und 2 endlich, wenn
auch beheblg klein ble1ben

a Falls ©.von dm Energw unabhhfngxg 1st (kleme Schwmgungen), besteht
keine Tendenz der Gesamthelt in eme mlkrokamomsche Gesamthelt liberzu-
gehen.

2 Diese abgekﬁrzter Au'sdi"ucksweise soll natiirlich besagen, daf sich der
repriisentative Punkt aller-Systeme in dem betrachteten Flichenstiick befindet.

8 Wir werden spiiter statt dieser die Kurve K == const. einfiihren.

1*
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die Bahnkurven eine (212—1) parametrige Schar von eindimen-
sionalen geschlossenen Mannigfaltigkeiten im 2% dimensionalen
Raume. Aus diesen konnen wir eine einparametrige Schar
herausgreifen (indem wir etwa 2#—2 Konstanten des Systems
- unverandert und die Energie von ¢, bis ¢, variieren lassen, oder
auch, indem wir 2s#—1 Konstanten in einer durch einen Para-
meter gegebenen Weise variieren lassen). Die Umlaufszeit oder
die Periode © soll fiir alle Bahnkurven der hervorgehobenen
Schar verschieden sein. Dieselben setzen ferner eine zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit im polydimensionalen Raume
zusammen, welche unserem frither betrachteten Fliachenstreifen
ganz analog ist. Da sich dieselben Uberlegungen genau so
durchfiihren lassen wie im Falle eines einzigen Freiheitsgrades,
gilt unsere Uberlegung auch fiir Systeme von beliebig vielen
Freiheitsgraden, wenn nur die Bewegung periodiseh ist und die
Grofie der Periode von den Anfangsbedingungen abhingig ist
(diese Betrachtung lieSe sich natiirlich auch auf eine diinne
»Rébre« von Bahnkurven anwenden).

§2.

Es hat ein gewisses Interesse, diese Tatsache auch ana-
lytisch zu formulteren: ' ,
Die Integrale der kanonischen Differentialgleichungen

g e

1

H= H(Qf:pi): i= 1’2" TS N

seien in der Hamilton-Jacobi'schen Form gegeben, d. h. es soll
die Hamilton'sche partielle Differentialgleichung »vollstdndig«
integriert sein. Dann ergeben sich die Integralgleichungen der
Gleichungen (1) durch Differentiation des gefundenen voll-
stindigen Integrals der partiellen Differentialgleichung nach den,\
7 anstanten’ und nach den » Gréflen . g;. Lost man, dlese
Integralgleichungen nach den Konstanten auf, so ergeben sich
die Integrale der Gleichungen (1) in der Form g
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H(gi, pi) = o, K(qi, p) = B+1,
H, (g:, p1) = oy, K, (g, p) = By, @)

.........................

Hnwl‘(%: pi) = opy, Ky1 (QJ, pi) = ?’n—l-

Die Bezeichnungsweise ist zum Teil die von Jacobi ver-
wendete; nur sind die bei Jacobi mit %z und 4/ bezeichneten
Konstanten hier mit & und 8, die bei Jacobi mit A’ bezeich-
neten Funktionen hier mit K bezeichnet.!

H = o soll der Energiesatz sein.

Die Beniitzung der Integrale in der Hamilton-Jacobi’schen
Form erweist sich flir unsere Zwecke als besonders zweck-
méBig, denn es ist hier die Funktionaldeterminante

a(I{; ng .- 'Hn——ia K 1{17 . ~I{M—1)

A —
0(ds, da- - - Gns D1y Py~ - -Pn)

= 1.

Um dies zu beweisen, beniitzen wir einen gleichfalls von
Jacobi herrithrenden Satz, der namentlich in der Stdrungs-
theorie von Wichtigkeit ist. Setzt man

n

; . [ 0o 9 L 1) Bq))
ted _;<6pi b og; pi )’

s0 ist?
(E: -Hk) = 0; (Ki) Kk) = OJ

i<k

,,<H1,Kk>¥i<1<k, my=" 1

»( E=0,1...1—1),

1=

S k@r Bemlﬁhnungswels:e wefg)

“Nun wollen wir d:e obxge Funktionaldeterminante explizit
hinschreiben und sie mit einer Determinante multiplizieren, die
ihr gleich ist. Wir erhalten so:

-

1 Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik; ed. Clebsch, Berlin 1884, 35. Vor-
lesung; oder Boltzmann, Vorlesungen iiber  die Prmzlpe der Mechanik, 1II,
§ 72.

2 Jacobi, 1. c,, p. 279; Boltzmann, L. c., § 72.
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Kennt man alle Integrale der kanonischen Differential-
gleichungen (1), so kann natiirlich die Phasendichte D als
Funktion der Zeit dargestellt werden. Es ist ja

aD

5 =0

also kann D nur eine Funktion der Integrale sein.

Berechnet man durch Umkehrung der Funktionen # und X
die Identitédten

g = ¢;(H,K) und p;= ¢§;(H K);
war ferner zur Zeit t =0

D = F(q:, pi)s
wo F eine willkiirliche Funktion ist, so ist fiir alle Zeiten
D= F{o;,(H H,,...H, 1, K—1,K,,... K, 1),
$:(H, Hy,. .. Hy 1, K—1,K,,.. . K, 1) =

= f(H, H,,. .. Hyy, B—1, K,y . Ky (3)

Nachtriglich kann man hierin wieder die Funktionen H
und K durch die Variablen ¢ und p ersetzen und erhilt so

D= G(gp 9.
Als Beispiel konnen wir unendlich kleine und endliche
Pendelschwingungen betrachten.
Im ersten Falle kann

H= —;—(P2+92):

q
K — arctg =
gp _

gesetzt werden, War fiir £ = 0

D =F(g,p)= F{\/—Z_I?sin K \/2H cos’K} ,
so ist flir alle Zeiten

D = F{\/2H sin (K—%, \/ZH cos (K—2)}
= F{(g cos t—p sin #), (g sin t+p cos ).
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Man erkennt also auch hieraus, dafl in diesem Falle
keinerlei Tendenz zu einem Ausgleich besteht. Die Gesamtheit
der reprdsentativen Punkte dreht sich wie eine starre Ebene
um den Ursprung mit der Winkelgeschwindigkeit 1.

Im Falle der endlichen Schwingungen setzen wir

1
H= 52— pr—cos g,

a.rcsm sin q

_f o ay
\/1—-9{.2 sin? ¢

_ Ji1+H _ [p? 2 4
u_..\/——g—-_\/4+sm 2

ist. Umgekehrt ergeben sich die Identitdten

qEZarcsin{\/l-;H smamK} p::Z\/l-;}'I cosam K

(modw). -

worin

War flir =10

D = F(g, p),
s0 ist fiir alle Zeiten

D= F{2 aresin \/ ! _;H sinam {(K—1),
fi+H

cosam (K — i‘)}

PNz

ad H 'fhre' Werte  41&
das Additionstheorem

{din —g—*co*s’arn tAam i—~£’cns i’sma‘m AN

D = F!2 arcsin 2 2

j—sin2 A *s'm? am ¢
/

' pcosam £+sin g sinam fAam £

1—sin* L sinzam ¢
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§3.

Fiir unsere Zwecke ist es aber besser, von dem Aus-
drucke (3) auszugehen. Da die Funktionaldeterminante A = 1
ist, ist

fH,H,... H,y, K—t,K, ... Ky 1)dHdH,...dK, ,

die Anzahl der Systeme, fiir welche die Groflen H, H;...K,
in dem Gebiete dH...dK, 1 liegen.
Fiir den Fall eines Systems mit einem Freiheitsgrad haben

wir einfach
f(H, K—HdHdK

fiir die eben definierte Anzahl.

Das Wesentliche ist hier, daff die Gréfie K blo8 modulot
Bedeutung hat, wobei © von H abhdngt. Man bringt dies
am besten dadurch zum Ausdruck, dafl man die Phasenebene

“auf eine Rotationsfliche abbildet, wobei der lings des Meri-
dians gemessene Abstand von einer festen, zur Rotations-
achse senkrechten Ebene die Grofle H mifit. Die Kurven
H — const. sind dann Parallelkreise, deren Umfang wir gleich ©
nehmen und lings welchen die GroSe K, von einem beliebigen
Meridian aus gemessen, variiert, Das Element dieser Rotations-
fliche ist wieder gleich dH dK. Alle repridsentativen Punkte
bewegen sich mit der gleichen Geschwindigkeit 1 lings den
Parallelkreisen der Rotationsflache.

' Derin§1betrachtete Flichenstreifen zwischen den Kurven 1
und 2 wird durch eine .von zwei: Parallelkreisen begrenzte
schmale Zone abgebildet. ..

Wir wollen nun weiters die Rotationsfliche auf einen
geraden Kreiszylinder vom Radius 1 abbilden. Das geschieht,
indem wir an: Stelle von H und K die Variablen

2%

) H und r = —‘E_—K ;
einfilhren. Dann ist # nur n’lo’dulo 2 zu betrachten; wir kénnen
uns demnach x als Zentriwinkel denken, der von einem be-
liebigen Schnitt durch die Zylinderachse ab gez#hlt wird. Die
Kurven H = const. sind jetzt gleich groBe Kreise.
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Wir finden sofort fiir jedes Gebiet

f ﬁHdI{ FH, E—1) = dedx {—: fLH, -2% (x-———%—z t)] .

Es wird demnach die Zahl der repriasentativen Punkte, die
sich innerhalb dxdH durch

dxdHg (H r— 31 t>

dargestellt sein, wobei g bezliglich der zweiten Variablen
mod 2= periodisch ist; d. h. die reprdsentativen Punkte bewegen
sich alle auf Parallelkreisen des Zylinders, aber mit einer von H,
das ist also vom Niveau abhéngigen Geschwindigkeit.

Nun betrachten wir die Zone, welche dem Fldchenstreifen
zwischen den Kurven 1 und 2 entspricht. Sie wird von den
Parallelkreisen H und H+AH begrenzt. Sei zu Beginn der Zeit
die Phasendichte

D = g(H, ),
so ist nach der Zeit £ -

D g( x——%t)

Ist AH geniigend klein (aber endlich), so kann, da ja die

: urspr‘unglxche Verteﬂung stetxg vor’ausgesetzt werden muf, fiir

dieselbe Y \
D g(x)

gesetzt werden, wo w1eder £ modulo 27: perlochsch 1st u
Verteilung zur Zeit ¢ wird

D= g(x——-zrr— t)

In dem letzten Ausdruck ist ¢, wie oft betont, Funktion
von H; trotz der Kleinheit von AH darf aber © hier nicht kon-
stant gesetzt werden, da es mit der Uber alle Grenzen wachsen-
den Grofie # multipliziert ist. (Das ist das wesentliche des hier
vorgebrachten Gedankenganges.) '

Wir fragen uns nun nach der Anzahl der reprdsentativen
Punkte im Flachenstuck dxAH ‘wobei dx mathematisch unend-
lich Klein sein kann AR jedoch endlich bleiben mus.
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Diese Zahl sei

FAH
dN = dxf g(x——-%t)dﬂ

)24
Setzen wir hierin

2z __ 2= a

o ()=

wobei T = t(H), so begehen wir einen Fehler, der gegen das
Resultat zu vernachlédssigen ist, wenn wir 2 konstant annehmen.!
Es wird also, wenn wir noch flir den Augenblick

H-H=¢
setzen:

o 2
dN = dxj(: g(z————n—im]e&t)dﬁ

Nun setzen wir die Anfangsverteilung stetig und integrier-
bar voraus, es existiert daher eine Funktion

ww:f%wm.
Da g(#) mod 2= periodisch ist, muB ¥ von der Gestalt.
W) = C.u+® () '

sein, worin C eine Konstante D (u) w1edei modulo 27 peri-
odisch ist.
Es wird dann

il {c.(x;z;_t..z;sz) .
—+P g(x—?—it—— kz’;i)}‘ o

— dx{C-Aﬁ—’f- —1--<1><x—3ﬁ i‘) _la (x_?:‘if —-kiAH)}
kit T kt T

AN — dy | —

t=AH

: S PR ST Ot
1 Es darf bloB ¥T zwischen H und H--AH sein Zeichen nicht indern.
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setzen wir hierin

2:1?— +RAH = — 2= —
T T4+ AT
wobei also
t+Af = t(H+AH)
ist, so wird
dN = dx CAI7+—1——[<I><x——2-1¢>—~(I)<x Zn_t)], .
kt T T+AT ‘

Der Ausdruck innerhalb der eckigen Klammer bleibt stets
endlich, welche Werte auch # annimmt (man diirfte ihn aber
nicht etwa nach Potenzen von A% entwickeln, weil A% mit #
multipliziert ist und ¢ beliebig gro8 wird). '

Demnach néhert sich mit wachsender Zeit unser Ausdruck
der Grenze

dN = dxCAH,

]
was also einer gleichformigen Verteilung entspricht (2= CAH
ist die unverinderliche Zahl der reprisentativen Punkte in der
betrachteten Zone).

Wir koénnen jetzt unsere Abbildung wieder rlickgéngig
machen; dem Element dgAH entspricht wieder eine Zelle des
Flachenstre1fens wie wir sie in § 1 betrachteten.

Man ge1angt also auch auf dlesem Wege 24 dem dort fesf-
gestellten Resuf

Die Ver gememerung auf 'den Fall von Systemen mit

snwmlan.@ﬁmﬂ%emsgmwem liegt wieder auf der Hand. Wir bilden
uns jetzt an‘Stelle des Flichenstreifens zwischen den Kurvem 1
und 2 die oben betrachtete zweidimensionale Mannigfaltigkeit,
die' von einer einparametrigen Schar von Bahnkurven gebildet
wird, auf eine Zone eines Kreiszylinders ab. Die Uberlegungen
sind genau so durchfiihrbar, wie fiir ein System mit einem Frei-
heitsgrad. Nur ist an Stelle von H der Parameter der Kurven-
schar zu setzen.

Eine Bemerkung scheint mir noch von Wichtigkeit: Wir
haben angenommen, dafi die Phasendichte zu Beginn der Zeit




14 F. Hasendhrl, Theorem der statischen Mechanik. 1936]
eine stetige, differenzierbare Funktion der Zustandsvariablen
ist. Es soll also etwa die oben eingefiihrte Funktion

D =g(H,x)

endliche Differentialquotienten nach beiden Variablen besitzen,
die wir mit g, und g, bezeichnen wollen. Nach der Zeit ¢ ist

2z
D_-g(H,x—Tf),
demnach: v
D 2% 2w d (__2;1:_)
;g—gi(fﬂ""*?“’)*&(—”’”“?*i) ZE e )

Dieser Ausdruck wéchst mit ¢ fiber alle Grenzen. Die
Zustan’dsverteilung hat also die Tendenz, unstetig zu werden,!
falls nicht die Funktion g, = O ist, falls also nicht schon zu
Beginn der Zeit statistisches Gleichgewicht herrschte. Darin
liegt der charakteristische Unterschied zwischen Anfangs- und
Endzustand.

Das Manuskript der vorliegenden Arbeit war bereits druck-
reif, als ich — zwei Tage vor der Sitzung der kaiserl. Akademie
der Wissenschaften — eine Arbeit des Herrn J. Krod: »Uber
den Fundamentalsatz der statistischen Mechanik«? zu Gesicht
bekam. Das Resultat der Arbeit des Herrn Krod scheint sich
mit den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit zu decken; auch
sonst haben die beiden Abhandlungen manche Beriihrungs-
. punkte, auf die ich jedoch hier nicht mehr eingehen konnte.

1 Die Funktion D n#hert sich ferner mit wachsendem # einer Funktion mit
unendlich vielen Maximis und Mininiis in einem endlichen Bereich.
2 Ann. der Phys., 34, Heft 5, p. 907, Mai 191 1
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