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ifbe'r die Grundlagen der mechamtschen Theorie
der Wairme;

| von F. Hasenbhrl.

(Vorgetragen in der Sitzung der physikalischen Abteilung der 88.Vmamm1ung'
., Deutscher Naturforscher und Arzte zu Karlsruhe am 25. September 1911.)

- Die erste, und auch heute noch als die allgemeinste anzu-
"sehende Definition. der Entropie hat BOLTZMANN gegeben: Die
. Entropie ist proportional dem log der Wahrscheinlichkeit. Wahr-
scheinlichkeit ist die Anzahl der (molekular verschiedenen) Zu-
stinde, welche demselben molaren Zustand zugrunde liegen kdnnen.
Diese Definition gibt die Entropie auch fiir Zustinde an, welche

nicht als thermodynamisches Gleichgewicht gelten kénnen. PraNck -

bezeichnet sie daher mit Recht als die am meisten sachgemile.

Die Verwertung dieser Definition fordert aber tiefgehende
Voraussetzungen iiber den molekularen Bau des zu betrachtenden
Kérpers. Wenn man da auf Schwierigkeiten st68t, muf man sich
mit Entropiedefinitionen begniigen, welche sich von vornherein

auf thermodynammche Gleichgewichtszustinde beschrénken, daiur »

aber in anderer Bezichung &uBerst allgemein gehalten werden
konnen. Solcher Entropiedefinitionen gibt es viele; die wichtigsten
rithren Von Borrzmany, CLausius, HeELmrOLTZ und GiBBs her.

Wir wollen unseren Betrachtungen die Entropiedefinition zu-
grunde legen, welche auf dem Begriff der sogenannten kanoni-
schen Gesamtheit beruht. Sie ist vielleicht am besten geeignet,
die Schwierigkeiten, welche dem mechamschen Weltbilde gegen-
{iberstehen, sowie die Versuche, dxeae Schwierigkeiten zu 16sen,
einfach darzustellen.

Wir betrachten also eine Gesamtheit von N. -Systemen. Der

Zustand jedes Systems sei durch » genera.lmerte Koordinaten ¢

und ebensoviel generalisierte Impulse p gégében. Die Zahl der .

Systeme, deren Phase innerhalb des Elementes-

. . dgyy .- 8qudp, ... dpa
liegt, sei: ST

L y—=E
Ne ¢ dgy+..dpp..
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Eine solche Gesamtheit hat im wesentlichen zuerst Borrz-
MANNY) studiert; -er nennt sie eine Holode. - Spiter hat GIBBS
ihre Eigenschaften ausfiihrlich untersucht; von ihm rithrt die jetzt
allgemein iibliche Bezeichnungsweise ,kanonische Gesamtheit“ her.

Sehr wesentlich ist, daB diese kanonische Gesamtheit auch
als ,Zeitgesamtheit“ aufgéfalt werden kann, wobei das betrachtete
System mit einem anderen von sehr grofer Energie in Verbindung
stehend anzusehen ist. Es entspriche das einem Korper, der sich
" in einem Bade von gegebener Temperatur befindet. Dadurch wird
aus dem ideellen Begriff der Gesamtheit vieler Systeme eine tat-
sichlich eintretende Reihe'von Zustinden .eines einzigen Systems.

Wenn das Bad ein ideales Gas ist, 148t sich die obige Be-
‘hauptung leicht beweisen?). Sie wurde fiir diesen Fall zuerst von
BorTzMaNN aufgestellts). = Der allgemeine Beweis, wie er von
GiBBs gefiihrt wurde, scheint mir allerdings nicht geniigend
prazisiert: ‘

Die GroBe v ist durch die Gleichung:

¥ _E o
e °=J'...'je ®dg ... AP 1)
) tiber alle Phasen - ; . ’
gegeben. Bezeichnet man die mittlere Energie mit E, also
. _ . x:.g - -
-E=J‘...J‘Ee T dg, ... dpn,
v—E
6 v
Entropie. Formal geniigt die eine Gleichung 1), wenn man ¥
als freie Energie interpretiert, also

so sind E, 6, die Analoga von Energie, Temperatur und

- Y ,Uber die Eigenschaften monocyklischer und sanderer damit ver-
wandter Systeme. Wien. Ber. 90, 231, 1884; Wissenschaftl. Abhandl. III,-
*Nr.73, 8.182. Es ist allgemein bekannt, daf Bormzmaxy auch die mikro--
kanonische Gesamtheit, die er Ergode nennt, untersucht hat, Weniger be-

kannt scheint es aber zu sein, dal er auch (bereits in der erwihnten Ab-
handlung) gezeigt hat, dal der log des Phasenvolums als Analogon der

“Eniropie dienen kann. Zwei von den sogenainnten Gises schen Entropie-

definitionen rithren schon von BortzMaxx her.

*) Am einfachsten’ mit Hilfe eines Gedankenganges, der'dem &hulich ist, .
den kiirzlich Lz zu einem Beweise des MaXWRLLschen Verteilungsgesetzes

benutzt hat (Phys. ZS. 11, 1175, 1910).

_. ) L. Borzmaxw, Anslytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes aus den -
Satzen iiber dag Gleichgewicht der lebendigen Kraft. Wien. Ber. 63, 712,

1871; Wissenschaftl, Abhandl. I, Nr.20, S.288.
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: _ ad (., o __v—FE .

o E=—0g(F): 5="25" 2.
“setzt. - ’

‘Deﬁmert man das Phasenvolum ¥ durch die Beziehung

V= V(E) j“x "d% . de

\

wo das Integral iiber alle Phasen zu erstrecken ist, deren Energle o

.= F ist, so kann 1) in der Form
W

_E |
e °=j'dVe v  3)
3 .

: gesc:h.rieben werden. Man hat dann bei Ausfihrung der Inte-
gration & als Funktion E(¥) von V aufzufassen.
Setzt man an Stelle des Integrales eine Summe, also

e°—2he R

wobei E,, = FE (mh) ist, so lelstet dleserAusdruck formal dasselbe
wie 3). [Die Beziehungen 2) gelten, wie.man. sich leicht iiber-
geugt, in ganz gleicher Weise] == . “rvo ui ™

‘Wenn man aber weiter geht und die so modaﬁmerte kanonische
Gesamtheit als Zeitgesamtheit auffaBt, so muS. man annehmen,
daB das betrachtete System nicht eine kontinuierliche Reihe von
Energiewerten haben kann, sondern daB seine Energie nur der
diskreten Relhe von Werten o

0, E,E,..,E,...

fﬁ.big ist 1, :

') Man konnte allerdings versuchen, den Ansatz 4)‘ formal anders zu
deuten. Man kénnie annehmen, dal die Energie zwar aller Werte zwischen
0 und oo fihig ist; daB aber die Anzahl det: Systeme, deren Energle zwischen

_Em

¥ und F + 4 F liegt, durch ¢ ® gegeben ut, wobe1 aber 4 E endlich,
und Fw ein Mittelwert zwischen £ und E 4 4 F ist. Im Intervall 4
wire dann die Verteilung der Systeme etwa gleichformig.

Analog hitte man in der ersten Borrzmamischen Entropxedeﬁmtxon
diese letztere als den log der Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte GriBSe
des Elementargebiectes zu definiaren. Diese Auffassung hitte das fir sich,
daB die Wahrscheinlichkeit einer Verteilung, streng genommen, nur einen
Sinn hat, wenn man sie auf eine bestimmte GroSe des Elemenhrgebletéa
bezieht. Man wird aber durch diese Auffassung nicht auf ein Elementar
gebiet von bestimmter GroBe gefihrt, wenn man nicht eine neus Hypothese™
einfihrt: Etwa die, da8 in der Natur nur der wahrscheinlichste Zustand fir
eine bestimmte Grole des Elementargebietes angestrebt wird. Eine solche
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Diese Annahme wurde von PLANCK gemacht, und mit ihrer
Hilfe die Entropie eines Systemes von einem Freiheitsgrade, das
eine periodische Bewegung vollfiihrt, eines Oszillators berechnet.
" Fiir ein solches System gilt, wie man sich leicht iiberzengt, all-

gemein die Relation -
‘ “ Co dV = ‘l:dE,

dFE = vd7,

wo © die Schwingungsdauer, v die Schwingungszahl ist. PLANCK
setzt letztere als konstant voraus und erhiilt so fiir die Differenz
zweier aufeinander folgender moglicher Energiewerte den Aus-
druck kv, das ,Energieatom“. -Dasselbe ist der Frequenz pro-
. portional, wihrend das ,Phasenelement“ oder »Wirkungselement*
fiir alle Oszillatoren denselben Wert 6,5.10~% erg sec hat.

Es wird dann Gleichung 4)

¥ —mhy
e °.=Ehe s, 5)

woraus sich sofort die bekannten PLaNCKschen Ausdriicke fiir
Energie und Entropie des Oszillators ergeben, die so glanzend
mit der Erfahrung iibereinstimmen. : .

Das Motiv, welches PLANCK bewog, den klassxschen Ansatz 3)
zu verlassen und die auf den ersten Blick so befremdende Quanten-
hypothese einzufiihren, war das Bestreben, der sogenannten Aqm-
partition der Energie zu entrinnen.

Aus 1) folgt néimlch, daB die mittlere lebendige Kraft, die
einem Momentoid entspncht, fiir alle Momentoide gleich ist. LaJSt; _
sich die Energie in der Form

. (ay gf + b 412) + (a3 97 +b34%) + -- e
darstellen (Normalkoordinaten), so hat auch ]eder der Ausarucke
in den runden Klammern denselben Mittelwert.

Nun ldBt sich die Energle eines Systems beliebiger Osmlla-
toren und auch die Energie eines von Strablung erfiillten Hohl-
raumes in der obigen Form darstellen; es gilt also fir ein der- .,
artiges System das Gesetz von der Aqmpartmon der Energle,

oder R

‘Hypothese wiirde wohl auch sehr schwer auf gewohnte Vorstellungen ‘purfick- -
fabrbar sein, und wire in der Durchfihrung gewi8 viel weniger emfach als
die Quantenhypothese. :

3
.
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_ welches in zwingender Weise zum JEANsschen Strahlungsgesetze
. fiihrt, das mit der Erfahrung unvereinbar ist.
- - " Der Ausdruck 5) enthiilt jedoch eine fiir jeden Resonator
" ¢harakteristische Konstante v; es besteht zwischen E und 6 keine
allen Resonatoren gemeinsame Relatxon, und die Aqulpa.rmtlon
“tritt nicht ein.
Es muB ferner dle Energie eines jeden Korpers bei tiefer
Temperatur die Form 6) haben. (Bei tiefer Temperatur konnen

" im Ausdrucke fiir die potentielle Energie die hdheren Potenzen

der Koordinaten vernachldssigt werden) Formal 18t sich also
jeder Korper bei tiefer Temperatur.als ein System von Resona-
_toren auffassen. Man versteht demnach, wie die PraNcksche
Quantentheorie auch hier angewendet werden kann. Das hat
A. EIXSTEIN getan, und es ist bekannt, daB seine Resultate durch
nachtriiglich gemachte Experimente bestitigt wurden, deren Er-
gebnisse der klassischen Theorie die groBte Schwierigkeit bereiten.

Es muB noch erwihnt werden, daB die schon lingst be-
kannten Werte des Verhiltnisses der spezifischen Wéarmen in mehr-
atomigen Gasen auch nur schwer mit dem Aquipartitionstheorem
vereinbar sind. Auch hier erleichtert die Quantenhypothese das
Verstindnis der Tatsachen; éine fertige Theorie liegt aber da
noch nicht vor.

Es ist bisher nicht gelungen, das erkungselement h ge-
wohnten Vorstellungen anzupassen. Zweifellos ist aber die PLANCE-
sche Annahme eine hochst brauchbare Arbeitshypothese. Es wire
daher vielleicht jetzt am besten, die Frage, ob die PLANCKsche
Anunahme zu gewagt ist oder nicht, beiseite zu lassen und sich zu
bemiihen, dieselbe dadurch zu priifen, da man ihre Konsequenzen
womdglich auch auf einem anderen Gebiete verfolgt.

Leider stellen sich sofort groBe Schwierigkeiten ein, wenn
man zu Systemen von mehreren Freiheitsgraden iiberzugehen

trachtet. Es liegt dies unter anderem daran, daB es wenigstens
nicht ohné weiteres gelingt, eine Bezxehnng aufzustellen, welche
. der Gleichung: .

jdVe--jdV —-jdve &
Vi (B
E=E, + E; V(E)= ]dVI.V.(E E),
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der Deutung des Additionstheorems der Entrople in der klasgischen
Theorie analog ware. .

Eine andere ganz naheliegende Verallgemeinerung der PLaNCE-
schen Theorie wire folgendes: Der PLaNCEsche Resonator fiihrt rein
harmonische Schwmgunven aus; seine Schwingungszahl ist von der
Energie unabhédngig. Das ist in der Natur sicher nur sehr an-
gendhert der Fall. Bei betrichtlichen Werten der Energie kann
die Kraft, welche das schwingende Teilchen in die Ruhelage
zuriickzuziehen - trachtet, unmdglich der Elongation proportional
sein; die Erscheiriunge’n' der Tonisation, Dissoziation u. dgl. lassen
es vielmehr als sicher erscheinen, daB bei groBer Elongation diese

" Kraft gleich Null wird, und das Teilchen gar mcht mehr zur

Ruhelage zuriickkehrt.

" Wir wollen demnach einen Resonator studieren, bei dem die
Schwingungsdauer z eine beliebige Funktion der Energie z (E) ist.
Man kann wohl nicht annehmen, daf sich ein solcher Oszillator
prinzipiell anders verhilt als der PLaNcksche. Es wire aber nicht
konsequent, auch hier gleich groSe Energieelemente anzunehmen;
es entspricht vielmehr der PLaNCEschen Auffassung, wieder den

, Phasenraum (die Phasenebene) in gleich groSe Elementargebiete

einzuteilen, die von Kurven konstanter Energie begrenzt sind.
Wir benutzen wieder die Relation

AV = zdE,
teilen also die Phasenebene durch die Kurven
. BE=F,E=2UE,,..E=E,,... N
so ein, dal * - -, L
. E* T E Em41 : T .
jsz=jrdE=...jsz=h 8"
0 E,, v

ist, und nehmen weiter an, daB die Energie des Resonators nur

die Werte 0, E,, E, ...  annehmen kann, welche Werte aber jetzt -«
_ nicht ganzzahlige Vielfache .eines ,Energieatomes“ sind. Die Folge

davon ist, daf auch die Schwmaunvsdauer z nicht eine kontmuler-
liche Reihe von Werten, sondem nur die diskrete Reihe von Werten -
T, = t(E); 1, = r(E2), P

annehmen kann, und dasselbe gilt natiirlich auch von der Schwm- :
gungszahl .
Diese Werte sind durch die GroSe des Pha.senelementes h
und durch die Art der Funktlon z(E) emdeutxg gegeben.

*
>
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Der einfachste Fall widre, dal etwa, Ei—.—E' konstant = 0 ist.

Mean w1rd das immer annehmen konnen, wenn die Anderungen
von E relativ klein sind. Ist die Konstante ¢ auch geniigend
klein, so #@ndern sich ¥ und t im Gebiete h so wenig, daB

J.tdE:_- tA.E:= %AE: h

gesetzt werden kann. Wir haben dann wieder: -
A4E = hv, ' 9)
also scheinbar denselben Ausdruck fiir das Energleelement wie
friiher; es ist aber hier ¥ nicht konstant sondern eine lineare
Funktion der Energie.
Die Differenz zwischen zwei au.femanderfolgenden Werten der
Schmngungszahl ist: :

dv _
A Yy = d—-E AE Ch‘l’,
woraus
Ve == V-1 (1 + ch) . )
= 7 (1 + Ch)"‘ 10)
folgt. Da ch klein gegen 1 ist, kanr fiir mﬁ.Bige Werte von m
,.__u,<1+mch+ 2h2) ‘

gesetzt werden?). Es bilden dann die Differenzen aufeinander-
folgender Schwingungszahlen eine arithmetische Reihe. Das stimmt
" mit dem sogenannten ersten DESLANDRES schen Gesetze der Banden-
spektren iiberein. Allerdings ist keine so einfache (einkonstantige)
GesetzmiBigkeit wie 10) beobachtet worden. Wir haben aber
auch blo§ die denkbar einfachste Abhingigkeit zwischen 7 und
supponiert. Eine gewisse Ahnlichkeit mit den Gesetzen der
Bandenspektren zeigt 10); und mehr ist 'da kaum zu erwarten.

Man konnte sich weiter fragen, wie der Zusammenhang
zwischen Energie und Schmngungsdauer sein muB, damit die
Reihe der moghchen Schwmgungszahl einer Serie von Spektral-

D) d E und damit ¢ kann sowohl positiv als auch negativ sein. Ist
beispielsweise das Potentnal der Kmft, welche das Teilchen in seine Rubelage
zuriickzieht, a*¢* + b ¢*, so ist : .2 0, je nachdem b §_0 ist.
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linien entspricht: etwa der Wasserstoffserie, wie sie durch die
BaLmErsche Formel so trefflich wiedergegeben wird.

Hier ist die Niherung 9) gewil micht mehr statthaft, da sich
die Wasserstoffserie iiber einen grofen Teil des Spektrums er-
streckt. Man macht sich leicht klar,.daB der Zusammenhang
zwischen 7. und E durch eine Kurve gegeben sein muB, wie sie

E . Fig.1.

4h
A LIS
1
RN Tm) Em
Tm+1yEn+a

) T=A
in Fig. 13dargestellt ist. Bei relativ kleinen Werten der Energie

ist 7 nabe gleich A; wichst die Energie, so nimmt = anfangs sehr

langsam zu; erst wenn sich die Energie dem Werte E, nihert,
wird = merklich gréBer; fir £ =— E, wird es unendlich. (Ein
Punkt, der sich unter dem Einfluf der Schwere a.uf emer Knrve
bewegt, wie sie in Fig. 2 -dargestellt mt,
zeigt einen &hnlichen Zusammenhang zwi-
schen Energie und Schwmgungsdauer Ist
die Energie so gering; da.der Punkt sich
nicht weit vom tiefsten Niveau (0) entfernen .

Fig. 2.

0
Energie abhiingig. Ist die Energie so groB,

daB das Niveau in der Nihe von B erreicht wird, so mmmt T
mit der Energie rasch 2} und wird schlieflich mnendlich.) -

Es ist ziemlich plausibel, sich die Beschaffenheit eines Oszilla-
tors, der Licht emittiert, dhnlich yorzustellen. Die GriBe E,
wirde dann .der Energiemenge entsprechen, . welche gerade aus-

reicht, das schwingende Teilchen bleibend vom Anziehungszeptrum -

zu trennen. Ehe diese Energie erreicht ist, kann die Schwingungs-" .
dauer sebr grofe Werte annehmen. o

4
¢
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Zwei aufeinanderfolgende mogliche Schwingungsdauern 7, und

* {Tm+1, und die zugehdrigen Energien E,, und E,;; miissen der

:Bedingung -

. R : . Em+1
Tt J‘rdE =h

. . Enm .

- geniigen; d. h das schrafﬁerte Flachenstuck in Fig. 1 muB fir je
zwei beliebige anfemanderfolgende Schwingungen dieselbe GroBe
haben.

' Die Fig. 1 ist unter Annahme

A

- E—C b/ 4

=t 1+4r(~r—-—A)

Yo - T

* gezeichnet. Die Konstante C hingt mit der frithér deﬁmerten
GroBe E, durch die Gleichung )

B, = c4 4

zusamimen. ’
- Eine einfache Rechnung erglbt das u.nbestunmte Integral

_"_sz =~2—{(E—-C) - V(E“"j)’“<%) }
—— 2h{V;~T(;4~—2_-—23+ }[1+ZW;}:2:.‘1‘)}‘_

Dieser Ausdruck muB, zwischen den Grenzen 7, und %4
genommen, den konstanten (von m unabhingigen) Wert —% an-
nehmen. (Wir zihlen m in dem Smne, da.B Tmi1 < Tm ist) Es
mu demnach: ‘

’""{Vz%:.‘(?;:—'-‘z V”‘ G D }—"f"

sein; und eine ganz elementare Rechnung ergxbt}
é r“ — -A' _:. 4!
die Barmersche Formel e
Wir bemerken noch, da8 die aniemanderfolgenden Werte der
Energie durch die Formel: ’
4hmi 4

En —'C—"Z~ 4
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gegeben sind. In diesen beiden Formeln kann » von 3 bis zu
einer beliebig grofSen, aber endlichen Zahl gehen. Die groBte
Zahl entspricht der kleinsten Energie und der kleinsten Schwin-
gungsdauer, deren der Oszillator fihig ist. - ‘

Es ist natiirlich durchausnicht zu verwundern, daB es gelingt,
die Funktion, z(E) so zu bestimmen, daB die Schwingungszahlen
genau der BaLMERschen Formel entsprechen. Man kénnte durch
passende Wahl der genannten Funktion jedes beliebige derartige
Gesetz erhalten, so auch die Gesetze von Kavser und RUNGE, oder
das von RYDBERG w. a. Die hier vorgebrachte Theorie, wenn ich
das Wort gebrauchen darf, ist eben sehr dehnsam, und das ist
wohl in Anbetracht der groSen Kompliziertheit der Spektren auch
notig. Sie macht diese Kompliziertheit verstindlich, ohne daB es
nétig ist, einen allzu verwickelten Bau des leuchtenden Partikels -
anzunehmen. T

Die Hypothese, daB ein Oszillator nur bestimmte, diskrete
Energiewerte annehmen kann, riihrt, wie schon oft erwihnt, von
. Pranck her. Kiirzlich hat er allerdings gezeigt, daB die Annahme
geniigt, blol die Emission gehe nach Quanten vor sich. Ich habe
mich hier der urspriinglichen PLANCEschen Annahme angeschlossen.

Das, was hier zum Schlusse vorgebracht wurde, soll nicht
eine Theorie der GesetzmiBigkeiten der Spektren darstellen; das
wiire viel zu anspruchsvoll. Es hat sich bloS um ein Beispiel
gehandelt, in dem die PLANCEsche Annahme verallgemeinert ist.
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Vortrag von der 83. Naturforscherversammlung zu Karlsruhe,

F. Hasend8hrl (Wien), Uber die Grundlagen
der mechanischen Theorie der Wirme.
Die erste und auch heute noch als die all-
gemeinste anzusehende Definition der Entropie
hat Boltzmann gegeben: Die Entropie ist pro-
portional dem log der Wahrscheinlichkeit. Wahr-
scheinlichkeit ist die Anzahl der (molekular ver-
schiedenen) Zustinde, welche demselben molaren
Zustande zugrunde liegen konnen. Diese Defi-
nition gibt die Entropie auch fiir Zustinde an,
welche nicht als thermodynamisches Gleich-
gewicht gelten koénnen. Planck bezeichnet sie
daher mit Recht als die am meisten sachgemifBe.
Die Verwertung der obigen Definition fordert
aber tiefgehende Voraussetzungen {iber den mole-
kularen Bau des zu betrachtenden Korpers.
Wenn man da auf Schwierigkeiten st6Bt, muf
man sich mit Entropiedefinitionen begniigen,
welche sich von vornherein auf thermodynamische
Gleichgewichtszustinde beschrinken, dafiir aber
in anderer Beziehung duBerst allgemein gehalten
werden kénnen. Solcher Entropiedefinitionen
 gibt es viele; die wichtigsten rithren von Boltz-
mann, Clausius, Helmholtz und Gibbs her.
Wir wollen unseren Betrachtungen die
Entropiedefinition zugrunde legen, welche auf
dem Begriff der sogenannten kanonischen Ge-
samtheit beruht. Sie ist vielleicht am besten
geeignet, die Schwierigkeiten, welche dem mecha-
nischen Weltbilde gegeniiberstehen, sowie die
Versuche, diese Schwierigkeiten zu 16sen, ein-
fach darzustellen.
Wir betrachten also eine Gesamtheit von
N Systemen. Der Zustand jedes Systems sei
durch 7 generalisierte Koordinaten ¢ und eben-
so viele generalisierte Impulse » gegeben. . Die
Zahl der Systeme, deren Phase innerhalb des

Elementes
. . dqy...dq,dp,...dp,
liegt, sei: o
y—Z :
Ne agqy...dp,.
Eine solche Gesamtheit hat im wesentlichen
zuerst Boltzmann?) studiert; er nennt sie eine

P

) »Uber die Eigenschaften monozyklischer und anderer
damit verwandter Systeme“, Wien. Ber. 90, 1884; Wissen-
. schaftl. Abhandl. IIT, N. 73, S.132. — Es ist allgemein

bekannt, " dal Boltzmann auch- die mikrokanonische Ge-
die er Ergode nennt, untersucht hat. Weniger
int-es aber zi sein, daB er auch (bereits in
it hat, daB der log des

R 1)* ;’y\,'

Holode. Spéter hat Gibbs ihre Eigenschaften
ausfithrlich untersucht; von ihm rithrt die jetat
allgemein iibliche Bezeichnungsweise ,kanonische

Gesamtheit“ her.

Sehr wesentlich ist, daB diese kanonische
Gesamtheit auch’ als ,,Zeitgesamtheit aufgefaBt
werden kann, wobei das betrachtete System mit

‘einem andern von sehr groBer ‘Energie in Ver-

bindung stehend anzusehen ist. . Es entspriche
das einem Korper, der sich in einem Bad von
gegebener Temperatur befindet. Dadurch wird
aus dem ideellen Begriff der Gesamtheit vieler
Systeme eine tatsichlich eintretende Reihe von
Zustinden eines einzigen Systems. ,

Wenn das Bad ein ideales Gas ist, 1aBt sich
die obige Behauptung leicht beweisenl). - Sie
wurde flir diesen Fall zuerst von Boltzmann
aufgestellt?). Der allgemeine Beweis, wie er von
Gibbs gefiihrt wurde, scheint. mir allerdings
nicht genitigend prizisiert.

Die GréBe w ist durch die Gleichung:

w £ ‘

—~% - e

€ 9=' ]e Odgy...dp, 7 (1)
iiber alle Phasen

gegeben. Bezeichnet man die mittlere Energie

mit E, also
B

S

so sind E, 6, w_@_E

‘Temperatur und Entropie.

die Analoga von Energié,

Formal geniigt die

eine Gleichung (1), wenn man v als freie
Energie interpretiert, das ist also '
s6) s="5
—_ @ 2 (). —
E——675l5) 5 (2)

setzt.
Definiert man das Phasenvolum V durch
die Beziehung . -

V=V (E) =f- -Equl...dyb,,,

wo das Integral iiber alle Phasen zu erstrecken
ist, deren Energie <FE ist, so kann (1) in der
Form :

v [ = rg
e =fdvg % ()
. |

1) Am einfachsten mit Hilfe eines Gedankenganges,
der ‘dem’ shnlich ist, den Lkiirzlich Herr Lenz in seinem
Beweise des Maxwellschen Verteilungsgesetzes benutzt
hat. - (Diese Zeitschr. 11, 1175, 1910,)

2) L.Boltzmann, Analytischet Beweis des IT. Haupt-
satzes aus den Sitzen iber das Gleichgewicht der lebendigen
Kraft, )(Wien. Ber. 88, 712, 1871; Wiss, Abk. I, Nr, 20,
S. 288, :

-
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geschrieben werden. Man hat dann bei Aus-
filhrung der Integration E als Funktion E (V)
von V aufzufassen.

Setzt man an Stelle des Integrals eine Summe,

also
Eyy

¥
o =Dlhe °, (4)
”n
wobei E,, = E (mh) ist, so leistet dieser Ausdruck
formal dasselbe wie (3). [Die Beziehungen (2)
gelten, wie man sich leicht {iberzeugt, in ganz
gleicher Weise.] ,
© Wenn man aber weitergeht und die so modi-
fizierte kanonische Gesamtheit als Zeitgesamt-
heit auffaf3t, so muB man annehmen, dafi das
betrachtete System nicht eine kontinuierliche
Reihe von Energiewerten haben kann, sondern
daf} seine Energie nur der diskreten Reihe von
Werten
o, Ei, Es, ... E,....

fahig ist?).
~ Diese Annahme wurde von Planck gemacht,
und mit ihrer Hilfe die Entropie eines Systems
von einem Freiheitsgrade, das eine periodische
Bewegung vollfiihrt, eines Oszillators berechnet.
Fiir ein solches System gilt, wie. man sich leicht
iiberzeugt, allgemein die Relation

AV = 1dE,

AE = »dV,
wo t die Schwingungsdauer, » die Schwingungs-
zahl ist. Planck setzt letztere als konstant
voraus und erbalt so fiir die Differenz zweler
aufeinanderfolgender moglicher Energiewerte den
Ausdruck Ap, das- ,Energieatom®. - Dasselbe ist
der Frequenz proportional, wihrend das ,Phasen-
element® oder ,,Wirkungselement®“ % fiir alle
Oszillatoren denselben Wert 6,5-10~2? ergsec hat.

oder.

1) Man képnte allerdings versuchen, den Ansatz (4)
formal anders zu deuten, Man kénnte annehmen, daB die
Energie zwar aller Werte zwischen o und oo fahig ist,
daf aber die Anzahl der Systeme, deren Energie zwischen

ti

Z und E 4 AE liegt, durch ¢ © gegeben ist, wobei
aber 4E endlich und Z,, ein Mittelwert zwischen £ und
£+ AE ist. Im Iantervall 4 E wire dann die Verteilung
der Systeme etwa gleichférmig.

 Analog hitte man in der ersten Boltzmannschen
Entropiedefinition diese letztere als den log der Wahr-
scheinlichkeit fiir eine bestimmte GréBe des Elementar-
gebietes zu definieren. Diese Auffassung hitte das fiir sich,
daf die Wahrscheinlichkeit einer Verteilung strenge ge-
nommen nur einen Sion hat, wenn man sich auf eine be-
stimmte Gréfe des Elementargebietes bezieht. Man wird
aber durch diese Auffassung nicht auf ein Elementargebiet
~.von bestimmter GréBe gefithrt, wenn man nicht eine neue
Hypothese einfithrt, etwa die, daB in der Natur nur der
wahrscheinlichste Zustand fiir eine bestimmte Grofie des
Elementargebietes angestrebt wird, ‘Eine solche Hypothese
wiirde wohl anch sebr schwer auf gewohnte Vorstellungen
zuriickfihrbar ‘sein und wire in der Durchfiihrung gewi§
viel weniger einfach als die Quantenhypothese.

Es wird dann GL (4)

mlv
e @ =2he_ o, (5)

=10

woraus sich sofort die bekannten Planckschen
Ausdriicke fiir Energie und Entropie des Oszil-
lators ergeben, die so glinzend mit der Erfah-
rung ibereinstimmen.

Das. Motiv, welches Planck bewog, den
klassischen Ansatz (3) zu verlassen und die
auf den ersten Blick so befremdende Quanten-
hypothese einzufithren, war das Bestreben, der
sogen. Aquipartition der Energie zu entrinnen.

Aus (1) folgt nimlich, daB die mittlere
lebendige Kraft, die einem Momentoid entspricht,
fir alle Momentoide gleich ist. L&aBt sich die
Energie in der Form )

(@102 + b1 G1®) + (@295 + D295 + -+ (6)
darstellen (Normalkoordinaten), so hat auch
jeder der Ausdriicke in den runden Klammern
denselben Mittelwert.

Nun 14Bt sich die Energle eines Systems
beliebiger Oszillatoren und auch die Energie
eines von Strahlung erfiillten Hohlraumes in
der obigen Form darstellen; es gilt also fiir ein
derartiges System das Gesetz von der Aqui-
partition der Energie, welches in zwingender
Weise zum Jeansschen Strahlungsgesetz fiihrt,
das mit der Erfahrung unvereinbar ist. ‘

Der Ausdruck (5) enthdlt jedoch eine fiir
jeden Resonator charakteristische Konstante »;
es besteht zwischen E und & keine allen Reso-
natoren ' gemeinsame - Relation und die Aqui-
partition tritt nicht ein.

Es mul3 ferner die Energie eines jeden Kor-
pers bei tiefer Temperatur die Form (6) haben.
(Bei tiefer Temperatur kénnen im Ausdrucke
fiir die potentielle Energie die hheren Potenzen
der Koordinaten vernachlissigt werden.) Formal
1aBt sich also jeder Korper bei tiefer Tempe-
ratur als ein System von Resonatoren auffassen.
Man versteht demnach, wie die Plancksche
Quantentheorie auch hier angewendet werden
kann. Das hat A, Einstein getan, und es ist
bekannt, daB seine Resultate durch nachtriglich
gemachte Experimente bestiitigt wurden, deren
Ergebnisse der klassischen Theorie die gréBte
Schwierigkeit bereiten.

Es muB noch erwidhnt werden, daB die
schon' lingst bekannten Werte des Verhiltnisses
der spezifischen Wirmen in mehratomigen Gasen
auch nur schwer mit dem Aquipartitionstheorem
vereinbar sind. Auch hier erleichtert die Quanten-
hypothese das Verstindnis der Tatsachen. Eine
fertige Theorie liegt aber da noch nicht vor.

Es ist bisher nicht gelungen, das Wirkungs-
element 7 gewohnten Vorstellungen anzupassen.
Zweifellos ist” aber -die Plancksche Annahme

*
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eine hochst brauchbare Arbeitshypothese. Es
wire daher vielleicht jetzt am besten, die Frage,
ob die Plancksche Annahme zu gewagt ist
oder nicht, beiseite zu lassen und sich zu be-
miihen, dieselbe dadurch zu priifen, daB man
ihre Konsequenzen womoéglich auch auf einem
andern Gebiete verfolgt.

Leider stellen sich sofort groBe Schwierig-
keiten ein, wenn man zu Systemen von mehreren
Freiheitsgraden {iberzugehen trachtet.  Es liegt
dies u. a. daran, daB es wenigstens nicht ohne
weiteres gelingt, eine Bezichung aufzustellen,
welche der Gleichung:

L& _ L5 _Z
dele Gde.ze 9=dee o,
. V()
E=E +E,; V(E)=0/"ZV1'V2(E—E1)’

der Deutung des Additionstheorems der Entropie
in der klassischen Theorie analog wire,

Eine andere, ganz naheliegende Verallge-
meinerung der Planckschen Theorie wire fol-
gendes: Der Plancksche Resonator fithrt rein
harmonische Schwingungen aus; seine Schwin-
gungszahl ist von der Energie unabhingig. Das
ist in der Natur sicher nur sehr angenihert der
Fall. Bei betrichtlichen Werten der Energie
kann die Kraft, welche das schwingende Teilchen
in die Ruhelage zuriickzuziehen trachtet, unmag-
lich der Elongation proportional sein; die Er:
scheinungen der Ionisation, Dissoziation u. dergl.
lassen es vielmehr als sicher erscheinen, daB
bei grofer Elongation diese Kraft gleich Null
wird, und das Teilchen gar nicht mehr zur
Ruhelage zuriickkehrt.

Wir wollen demmnach einen Resonator stu-
dieren, bei dem die Schwingungsdauer = eine
beliebige Funktion der Energie = (E) ist. Man
kann wohl nicht annehmen, daB sich ein solcher
Oszillator prinzipiell  anders verhdlt als der
Plancksche. Es wire aber nicht konsequent,
auch hier gleich groRe Energieelemente anzu-
nehmen; es entspricht vielmehr der Planck-
schen Auffassung, wieder den Phasenraum (die
Phasenebene) in gleich groBe Elementargebiete %
einzuteilen, d1e von Kurven konstanter Energie
begrenzt sind. ,

Wir benutzen wieder die Relation

AV = 1dE,
teilen also die Phasenebene durch  die Kurven
E Elv, E=‘-E2, . E"zEm... (7)
so eln, daB
frdE—_/rdE—---_frdE—---——h (8)

ist, und nehmen weiter an, daB die Energie des
Resonators nur die Werte o, E;, E,... an-
nehmen kann, welche Werte aber jetzt nicht

ganzzahlige Vielfache eines ,,Energieatoms® sind.
Die Folge davon ist, daf3 auch die Schwingungs-
dauer 7 nicht eine kontinuierliche Reihe von
‘Werten, sondern nur die diskrete Reihe von
Werten
T1=7T(E;); to=1(Ey; ...

annehmen kann, und dasselbe gilt natiirlich
auch von der Schwingungszahl.

Diese Werte sind durch die Gréfe des
Phasenelementes # und durch die Art der
Funktion 7 (E) eindeutig gegeben.
av
aE
konstant == ¢ ist. Man wird das immer an-
nehmen kénnen, wenn die Anderungen von E
relativ klein sind. Ist die Konstante ¢ auch
genfigend klein, so &dndern sich 7 und » im
Gebiete % so wenig, daB

frdE:zAE_—_--:;AEzh

gesetzt werden kann., Wir haben dann wieder:
AE = hp, (9)

also scheinbar denselben Ausdruck fir das’
Energieelement wie frither; es ist aber hier »
nicht konstant, sondern eine lineare Funktion
der Energie.

Die Differenz zwischen zwei aufeinander-
folgenden Werten der Schwingungszahl ist:

Av-—fi— AE =chy,

Der einfachste Fall wire, dal etwa

aE
woraus
VYo == Pue—1 (I + Ch) }
==, (I+Ch)m (IO)
folgt. Da ch klein gegen 1 ist, kann fiir

mibige Werte von m

Vin ——v1<1—|—mch+ﬂ%~ 2h‘3>
gesetzt werden'). Es bilden dann die Diffe-
renzen aufeinanderfolgender Schwingungszahlen
eine arithmetische Reihe. Das stimmt mit dem
sogenannten ersten Deslandresschen Gesetze
der - Bandenspektren -iiberein. = Allerdings ist
keine so einfache (einkonstantige) GesetzmiBig-
keit wie (10) beobachtet worden. Wir haben
aber auch blof die denkbar einfachste Abhingig-
keit: zwischen = und E supponiert.. Eine ge-
wisse Ahnlichkeit mit den Gesetzen der Banden-
spektren zeigt (10); und mehr ist da kaum zu

. erwarten.

Man kénnte sich weiter fragen, wie der
Zusammenhang zwischen Energie und Schwin-

1) g;; und damit ¢ kann sowohl positiv als auch
negativ sein.

Ist beispielsweise das Potential der Kraft,
welche

das Teilchen in seine Ruhelage zuriickzieht,

d .
a2g? 4 bgt, so ist ‘—1—%20, je nachdem 4o ist,
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gungsdauer sein muf, damit die Reihe der
moglichen Schwingungszahlen einer Serie von
Spektrallinien entspricht, etwa der Wasserstoff-
serie, wie sie durch die Balmersche Formel
so trefflich wiedergegeben wird.

Hier ist die Nibherung (9) gewiB nicht mehr
statthaft, da sich die Wasserstoffserie iiber einen
groBen Teil des Spektrums erstreckt. Man macht
sich leicht klar, daBl der Zusammenhang zwi-
schen 7 und E durch eine Kurve gegeben sein
muB, wie sie in Fig. 1 dargestellt ist. Bei relativ

kleinen Werten der Energie ist ¢ nahe gleich 4; -

£
lf =C ,_g_’ =£y

oA
Fig, 1.

wéchst die Energie, so nimmt 7z anfangs sehr
langsam zu; erst wenn sich die Energie dem
Werte E; ndhert, wird ¢ merklich gréBer, fiir
E = E, wird es unendlich. (Ein Punkt, der
sich unter dem EinfluB der Schwere auf einer
Kurve bewegt, wie sie in Fig. 2 dargestellt ist,

X/B‘
[
Fig. 2.

zeigt einen Zhnlichen Zusammenhang zwischen
Energie und Schwingungsdauer: ist die Energie
so gering, daf3 der Punkt sich nicht weit vom
tiefsten Niveau (o) entfernen kann, so ist die

Periode nur wenig von der Energie abhangxg,-

ist die Energie so groB, daB das Niveau in der
Nzhe von B erreicht wird, so nimmt ¢ mit der
Energie rasch zu und wird schlieBlich unendlich).
Es ist ziemlich plausibel, sich die Beschaffen-
heit eines Oszillators, der Licht emittiert, dhnlich
vorzustellen. Die GrdBe E, wiirde dann der
Energiemenge entsprechen, welche gerade aus-
reicht, das schwingende Teilchen bleibend vom
Anziehungszentrum zu trennen. Ehe diese Energie
erreicht ist, muf die Schwingungsdauer sehr groRe
‘Werte annehmen.
'~ Zwei aufeinanderfolgende mégliche Schwin:
gungsdauern 7, und 7,4, und die zugehdrigen
Energien E,, und E, ; miissen der Bedingung

”’jg h

geniigen, d. h. das schraffierte Flachenstiick in

Fig. 1 muB fiir je zwei beliebige aufeinander-

folgende Schwingungen dieselbe GroBe haben.
Die Fig I ist unter Annahme

E—C ]
Voo

4h V Az
E=C- QRFTICEY )
gezeichnet. (D1e Konstante C hingt mit der
friher definierten GréBe E, durch die Gleichung

E,=Cc 44k

T‘z—-« I

iusammen.)
Eine einfache Rechnung ergibt das unbe-
stimmte Integral:

jrdE_—_f;{(E——C)—V(E —Cp— (‘ij‘) }
[

'=—2h1

A4
47 (r—A) V T ey
Dieser Ausdruck muB, zwischen den Grenzen
Tw und 7,4y genommen, den konstanten (von
m unabhidngigen) Wert —/ annehmen. (Wir
zéhlen 7 in dem Sinne, daB T,41<7, ist.)
Es muB danach:

J 4°
Zk 1’/47»‘: (TJIZ—A) +

AZ
+ V 1 4T (Tm’—'A) = hm

sein, und eine ganz elementare Rechnung erglbt
. m?
T,, ==
o mE— 4

d1e Balmersche Formel.
Wir bemerken noch, daB die aufeinander-
folgenden Werte der Energie durch die Formel:

, 4hm?-44
Em = _‘Z“

4m
gegeben sind. In diesen beiden Formeln kann
m von 3 bis zu einer beliehig groBen, -aber
endlichen - Zahl gehen.  Die gréfRte Zahl ent-
spricht der kleinsten Energie und der kleinsten
Schwingungsdauer, deren der Oszillator fahig ist.

Es ist natiirlich durchaus nicht zu verwun-
dern, dab es gelingt, die Funktion 7 (E) so zu
bestimmen, dafl die Schwingungszahlen genau
der Balmerschen Formel entsprechen. Man
konnte durch passende Wahl der genannten
Funktion jedes beliebige derartige Gesetz er-
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halten, so auch die Gesetze von Kayser und
Runge, oder das von Rydberg u.a. Die hier
vorgebrachte Theorie, wenn ich das Wort ge-
brauchen darf, ist eben sehr dehnsam, und das
ist wohl in Anbetracht der groBen Kompliziert-
heit der Spektren auch ndtig. Sie macht diese
Kompliziertheit verstindlich, ohne dafi es notig
ist, einen allzu verwickelten Bau des leuchtenden
Partikels anzunehmen.

Die Hypothese, daB ein Oszillator nur be-
stimmte, diskrete Energiewerte annehmen kann,
rithrt, wie schon oft erwéhnt, von Planck her.

Kiirzlich hat er allerdings gezeigt, daB die An-
nahme geniigt, bloB die Emission gehe nach
Quanten vor sich. Ich habe mich hier der
urspriinglichen Planckschen Annahme ange-
schlossen.

Das, was hier zum Schlusse vorgebracht
wurde, soll nicht eine Theorie der GesetzmiBig-
keiten der Spektren darstellen; das wire viel
zu anspruchsvoll. Es hat sich bloB um ein
Beispiel gehandelt, in dem die Planckschen
Annahmen verallgemeinert sind. .




