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Vorwort

~Weillt du wie viel Sternlein stehen?“ ist ein Kinderlied mit tiefgrindiger Bedeutung,
auf dessen Frage wohl nicht nur Kinder gerne eine mathematisch-logische Antwort
bekommen wurden. Doch anstelle einer Uberaus gro3en, namhaften Zahl erwidert der
Liedtext, dass Gott in seiner Liebe und Allmacht alles seit Anbeginn im Uberblick hat
und wir Menschen darauf vertrauen durfen. Das Lied ruft einerseits zur bewussten
Wahrnehmung der verschiedenen Existenzen und Ablaufe in der Welt auf, macht aber
zugleich klar, dass die Hauptverantwortung im Uberblicken und Zahlen niemals allein

den Menschen obliegt.

Viele solcher scheinbar ,leichten® Kinderfragen ergeben sich auch im Schulunterricht.
Leider kann nicht immer eine eindeutige oder zufriedenstellende Antwort darauf
gegeben werden. Oft mochte man sich als Lehrperson solchen Dingen nicht stellen,
da sie aufgrund ihrer Komplexitat als nicht I6sbar oder kompetenzubersteigend
empfunden werden. Das Problem ist, dass gesellschaftlich wie auch in der Schule
gerne die einzelnen Unterrichtsgegenstande in die Disziplinen Sprachen, Geistes-,
Naturwissenschaften etc. unterteilt werden und somit kaum eine bis gar keine
Schnittmenge entdeckt werden kann. Blickt man allerdings in die Antike zuruck, so
galten Lehrpersonen wie Aristoteles (384-322 v. Chr.) meist als Universalgelehrte, da
sie sich nicht nur mit einer Wissenschaft auseinandersetzten, sondern interdisziplinare

Verknupfungen herstellten und Fragen mehrdimensional betrachteten.
,Back to the roots und Mut zur Liicke, denn der Mensch lernt nie aus!*

Gibt man als Lehrperson Schulerinnen und Schuilern die Maoglichkeit, Fragen zu
stellen, welche die Lernenden als fachzugehdrig betrachten, so kann es passieren,
dass die Frage nach der Unendlichkeit aufkommt. Sehr philosophisch, wirde man
meinen. Doch ist es nicht die Mathematik, die sich mit Zahlen, dem Zahlen und
Zahlenmengen befasst? Oder fuhrt diese Frage doch mehr in die Theologie uber?
Steven Hawking (1942-2018), einer der bekanntesten Astrophysiker der Welt, schrieb
selbst Bucher wie ,god created the integers®. Anhand dieser Beispiele erkennt man
vielleicht schon, dass die Frage nicht blo? eine Wissenschaft beschaftigt. Mochte man
nun als Lehrperson dieser Frage Raum geben, so sollte man keine Scheu vor einem

interdisziplinaren Diskurs haben und sich stets im Klaren sein:

Das Unendliche ist weit, vor allem gegen Ende ~Alphonse Allais
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1. Am Anfang war das Wort und das Wort wurde fassbar

Seit der Antike, genauer gesagt ab dem vierten Jahrhundert vor Christus, ergab sich
bereits fur Aristoteles (384-322 v. Chr.) das Problem des Unendlichkeitsbegriffs. Im
Zuge der Problemldsebewerkstelligung analytischer Gedankenexperimente, wie
beispielsweise der Zenon‘'schen' Paradoxie, wurde eine Differenzierung des
Unendlichkeitsbegriffs in zwei Kategorien ausgesprochen: das Aktual-Unendliche
sowie das Potenziell-Unendliche. Wahrend das Aktual-Unendliche als diejenige
Unendlichkeit betrachtet wird, welche zu einem festgelegten Zeitpunkt abgeschlossen
existiert, stellt das Potenziell-Unendliche die zeitlich dauerhaft zunehmende, nicht
gleichbleibende Veranderung dar. Erst 2000 Jahre spater entwickelte Georg Cantor
(1845-1918) gegen Ende des 19. Jahrhunderts die transfinite Mathematik. Cantor
bewies damit die Existenz unendlicher Zahlen und die Vielschichtigkeit ihrer Gro3en
sowie die Messbarkeit und Grofienordnung unendlicher Mengen. (Vgl. Moore 1995:
64).

Nur wenige Jahre vor Cantors wissenschaftlicher Errungenschaft entschwand im
Zusammenhang mit der Umstrukturierung der Analysis der konventionelle
Begriffsgebrauch der potenziellen Unendlichkeit. Stattdessen sprach man haufiger
uber die pointiert definierte Vorstellung des Grenzwertes aufgrund der eindeutigen und
daher geringeren widerspruchsanfalligen Wortbedeutung. Ihn bevorzugte man selbst
in damalig gebrauchlichen Redewendungen fur Beschreibungen, in welchen man
bestimmte GrolRen auszudricken versuchte. Aussagen wie ,potenziell unendlich
klein/grof3* wurden dadurch obsolet. (Vgl. Tapp 2008: 236).

Das Ratsel der Unendlichkeit mitsamt den dazugehorigen Facetten erscheint Uber all
die Zeiten hinweg gleich einer Herkulesaufgabe. Bis dato bleibt die Erforschung der
Unendlichkeit ein hoch diskutiertes Thema im philosophischen Background der
Mathematik (vgl. Tapp 2008: 236). So interpretiert auch der deutsche Mathematiker,
Philosoph und katholische Theologe Christian Tapp (*1975) das herangezogene
Argument der Unendlichkeitsunterteilung, indem er erklart:

' Die Zenon‘sche Paradoxie bezieht sich auf die Uberlegung, dass zwischen Achilles, einem
griechischen Halbgott, und einer Schildkréte, die einen grofleren Vorsprung erhalt, ein (unendlich
langer) Wettlauf veranstaltet wird. Das Contradictio in adjecto bildet sich bei der Feststellung, dass
Achilles aufgrund des Vorsprungs der Schildkréte sowie deren standig voranschreitenden
Vorwartsbewegung, diese niemals einholen wird. (Vgl. Moore 1995: 64).



Viele Ansatze zur Fundierung der Mathematik setzen auf den harmloser scheinenden

,kleinen Bruder' des aktual Unendlichen, um sich offenbar von metaphysischem

Anschein freizuhalten. (Tapp 2008: 236)
Fur eine weiterfuhrende und vor allem sorgfaltige Untersuchung des
Unendlichkeitsbegriffs aus mathematischer sowie theologischer Sicht bedarf es
zunachst eine Ruckfuhrung zu den Anfangen der ,Mathematik-Philosophie® — deren
fundamentalen Ausgangspunkt und Impuls fur die eigentliche Entwicklung von
Mathematik.

1.1. Herr uber die Welt werden

Gott segnete sie und [...] sprach zu ihnen: [...] bevolkert die Erde, unterwerft sie euch
und herrscht Uber [sie]. (Gen 1,28) [Einheitslibersetzung 2005]

Gott segnete sie und [...] sprach zu ihnen: [...] fillt die Erde, unterwerft sie und waltet

Uber [sie]. (Gen 1,28) [Neue Einheitslibersetzung 2016]
Nach Genesis 1,28 der Einheitsubersetzung der Bibel aus dem Jahre 2005 bekommt
der Mensch von Gott den Auftrag, uber die Erde zu herrschen (hebraisch: kabasch)
(vgl. Wunsch 2014: 2). Die begriffichen Abanderungen, die nun in der Neuen
Einheitsubersetzung zu finden sind, entstanden aufgrund der Intentionen einer
genaueren und adaquaten Anpassung an den hebraischen Originaltext sowie der
Achtung der Namensschreibung, welche einen neuen Malstab fur einen
okumenischen Dialog bezlglich judisch-christlicher Tradition setzt?.

Gerade diese altorientalische Textstelle, fachtheologisch ebenso als Dominium terrae
bezeichnet, bringt sehr viel Interpretationsbedarf mit sich (vgl. Schutz 2012: 1).
Historisch lasst sich belegen, dass einige Bibelverse des Alten und Neuen
Testaments, aufgrund ihrer Interpretationsbedurftigkeit, Ungerechtigkeiten und
Gewalttaten legitimierten, was sich unter anderem oftmals in kriegerischen

Landeroberungen und Zwangsmissionierungen aulerte (vgl. Soding 2023: 1).

Das Dominium terrae, welches als eine der ursprunglichen und zentralen
Hauptaufgaben Gottes fur die Menschen verstanden wird (vgl. Geoghegan 2020: 68),
konnte somit im geisteswissenschaftlichen Konnex als ,Herr der eigenen Ideenwelt”

und auf mathematischer Ebene als ,Herr der Zahlenwelt“ umgedeutet werden.

2Vgl. katholisch.de 2020: 1



Die Bezeichnung und Entwicklung des Gedankens einer realen Ideenwelt wurzelt,
ebenso wie die Unendlichkeitsvorstellung, in der Antike bei Platon (428/427-348/347
v. Chr.). Er klassifizierte die Welt in das Reich der Wahrnehmung und das Reich der
Ideen. Wahrend im Reich der Wahrnehmung, die auch Sinneswelt genannt wird, alles
aus verganglichem Material geschaffen ist und sich dieses letztlich dekomponiert,
existieren geistige Musterbilder, wie zum Beispiel die der Zahlen und all damit
Verbundenes, im Reich der Ideen fortwahrend.3

Platons Auffassung der |deenwelt, welche sich lediglich dem Verstand offenbart,
beinhaltet auch den Standpunkt, dass Ideen ewig, unteilbar und unabhangig von der
Existenz wahrnehmbarer Dinge der Sinneswelt seien. Da diese Geistesbilder trotz
temporaler Unabhangigkeit ein reales Sein besitzen, wird ihnen der
Wahrheitsanspruch zuteil. Ideen veranlassen, physische Phanomene begreifbar und
nachvollziehbar zu gestalten. (Vgl. ebd.: 1).

Im Allgemeinen erkannte bereits Platon in seinem Denken die Basis fur ein
mathematisches und naturwissenschaftliches Arbeiten:
Mathematik ist die Beschreibung logischer Strukturen [...] und bietet Modelle zur
Beschreibung der Wirklichkeit. Ihre abstrakten, logischen Strukturen beruhen auf
zuvor streng bewiesenen Axiomen. Mathematik ist also zugleich Sprache und
Werkzeug, um diese Strukturen beschreiben und ihre Eigenschaften und
Beziehungen untersuchen zu kénnen. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Beschreibung ist
das mathematische Zahlensystem. Sie ist zudem wichtiger Bestandteil der

Naturwissenschaften [...] Grundlage des technischen Fortschritts, als auch
Hilfsmittel, um unsere Gesellschaft zu organisieren. (Berking 2017: 1)

Summa summarum meint am Ende die Aussage ,Herr (iber die Welt zu sein® nichts
anderes, als ,den Uberblick nicht zu verlieren®. Fiir den Uberblick sind, wie der Begriff
schon in sich tragt, der Blick sowie die Fahigkeit zu sehen, zu erblicken und
Wesentliches zu erfassen, aulerst zentral. Damit sich der Mensch kognitiv einen
Uberblick verschaffen beziehungsweise diesen bewahren kann, bedarf es zuallererst

der Klassifizierung, der Einteilung von Objekten in Ubersichtliche und abzahlbare
Mengen (vgl. Michael & Jordan 1999: 104-106; Austeda 1989: 184).

3Vgl. hipa.at. 0. J.: 1



1.2. Zahlen und Messen

Rund 50.000 Jahre alte archaologische Funde beweisen, dass Menschen schon seit
mindestens 48.000 v. Chr. Zahlverfahren hervorbrachten, die sich als zentraler
Bestandteil fur die Erfassung von damaligen sozialen wie konomischen Zahlobjekten
erwiesen. Dieser mathematische Fortschritt wirkte zusatzlich als Affekt fur die
Entwicklung von Schrift, Zahlensystemen und Zahlennotation. (Vgl. Eves 1990: 9).

Das Verb zahlen beschreibt einerseits den Ermittlungsvorgang mit Hilfe von
Zahlschritten, zumeist Einerschritten, zur Beurteilung der Anzahl von Elementen in
einer Menge von gleichartigen Objekten. Andererseits versteht man darunter im
umgangssprachlichen Sinne eine mengenmalige Erhebung unterscheidbarer
Objekte. (Vgl. Burch 2021a).

Der Begriff Zahlung, das beigeordnete Nomen zu dem gerade erlauterten Verb,
verdeutlicht zum einen den Zahlvorgang per se und zum anderen das Resultat des
durchgefuhrten Vorgangs (vgl. Burch 2021b).

Das Quantifizieren beziehungsweise das Prinzip der Messung beschreibt die
Untersuchung verschiedener Aspekte eines vorliegenden Objekts, wie etwa jene der
Lange, Grole oder des Gewichts (vgl. Keyence 2021: 1).

Regular ist es moglich, kleinere Mengen mit rund vier Elementen auch ohne zahlen,
sozusagen ,auf den ersten Blick, festzustellen und deren Anzahl richtig zu erfassen.
Eine quasi-simultane quantitative Erfassung bei gro3eren Mengen gelingt jedoch nur
unter der Voraussetzung, dass diese sowohl in der Gesamtheit wie auch als
Zusammensetzung diverser Teile oder Gruppen erkannt werden (vgl. Ruwisch 2015:
4f.; Wittmann 2009: 4), wie man der Abbildung 1 zu Arten der Mengenerfassung
(Selter 2021: 1) entnehmen kann.

Abbildung 1: Arten der Mengenerfassung (Selter 2021:1)



Fir die korrekte Betrachtungsweise des hier bereits haufig verwendeten Begriffs
Menge und um einen mathematisch-historisch sowie logisch nachvollziehbaren Bogen
zur Unendlichkeit zu schaffen, soll im nachstehenden Kapitel auf eine mathematische
Teildisziplin, die Mengenlehre, naher eingegangen werden. Wie sich herausstellen
wird, ist die Frage nach der Unendlichkeit gerade in der Mengenlehre stark prasent.
Aus diesem Grund, und um den Rahmen der Arbeit nicht zu sprengen, soll nun — im
mathematischen Teil der Arbeit — der Unendlichkeitsbegriff zentrierter aus dem

mengentheoretischen Aspekt heraus diskutiert werden.



2. Mathematik, die Wissenschaft vom Unendlichen

Bis Mitte des 18. Jahrhunderts schrieb man alle aufkommenden Unendlichkeitsfragen
der Metaphysik, dem ursprunglichen Kernstiuck der Philosophie, zu. Seit Immanuel
Kants (1724-1804) Kritik erfolgte die sukzessive Ausgliederung metaphysischer
Themen aus der Philosophie. Somit passierte eine Zergliederung der Inhalte, wonach
man vorliegende Gottesfragen an die Theologen, das Themengebiet der Kosmologie
an die Physiker und die gesamte Psychologie an die empirischen Psychologen, abtrat.
Diese drei Fachrichtungen zusammen, welche der speziellen Metaphysik zugeteilt
werden, bilden die sogenannten ,Gipfelwissenschaften® im ,Gesamtgebaude aller
Wissenschaften“ (das in Abbildung 2 bei Neidhart 2008: 218 illustriert ist), da sie die
letzten Fragen behandeln, die alles Ubrige voraussetzen. Genauer befassen sich jene
mit den Fragen zur Existenz des Unendlichen jenseits der Welt, mit der Teilhabe des
Menschen und seiner Seele an der Unendlichkeit, sowie mit der temporalen und
lokalen Unbegrenztheit des Alls. (Vgl. Neidhart 2008: 217f).

Der Fokus der Philosophie liegt seit jeher am starksten auf der Ontologie, welche als
allgemeine Metaphysik und gleichzeitig als Fundamentalwissenschaft* hervorgeht.
Zentrale Inhalte der Ontologie bilden die Fragen zum Sein im allumfassenden Sinne
sowie Fragen rund um die Existenz, Definition, Widerspruchlichkeit und dem Wesen
der Unendlichkeit.

Allerdings leistet seit Ende des 19. Jahrhunderts die Mathematik mit ihren
Fundamentaldisziplinen Logik und Mengenlehre hinsichtlich der vielfaltigen
Betrachtungsweisen der Unendlichkeit wesentliche Beitrage, die gleichzeitig
erhebliche Auswirkungen fur die oben angefuhrten metaphysischen Disziplinen
aufweisen. Gerade deswegen deutete auch der deutsche Mathematiker Hermann
Weyl (1885-1955) die Mathematik als ,die Wissenschaft vom Unendlichen®. (Vgl.
Neidhart 2008: 2138f).

{ Theologie \

Kosmologie Psychologie

O

Mathematik, Ontologie
Abbildung 2: Gesamtgebaude aller Wissenschaften (Neidhart 2008: 218)

4 Basis aller Wissenschaften



2.1. Die Mengenlehre im Allgemeinen

Die Mengenlehre, oder auch Mengentheorie genannt, kann als eine Art logisch-
konnotierte Sprache betrachtet werden, die diverse Sachverhalte pragnant wiedergibt
beziehungsweise abbildet. Sie besitzt nicht den alleinigen Anspruch auf das zentrale
Charakteristikum der Mathematik, sondern bildet ein echtes Teilgebiet innerhalb der
Mathematik, zusammen mit der Zahlentheorie (Algebra), Funktionentheorie (Analysis),
Geometrie, Topologie sowie der Wahrscheinlichkeitstheorie in Zusammenhang mit der
mathematischen Statistik und Numerik. Nachdem die gesamte Mathematik einheitlich
mengentheoretisch dargestellt wird und auch die Mengenlehre per se, mittels ihrer
einheitlichen, mengentheoretischen Denkweise — ebenso als mengentheoretische
Methode bezeichnet — einen allgemeingultigen Charakter besitzt, bildet diese das
Fundament fiir die Formalwissenschaft®. (Vgl. Gut 2017: 2; Klaua 2016: 9f).

Die Entfaltung wie auch die Progression der Mengenlehre bewirkte, dass zusatzliche
Disziplinen der Mathematik hervorgingen, bereits fundierte mathematische Gebiete
reformiert und die methodisch urspriungliche Cantor'sche naive (unaxiomatische)
Mengenlehre von der axiomatischen Mengenlehre abgelost wurde. Das hatte zur
Folge, dass Ausdrucke — speziell in der Analysis, die oftmals leicht zu Widersprichen
oder Missverstandnissen fuhrten — verbessert beziehungsweise generell vermieden
wurden. Zusatzlich erkannte man, dass alle bereits angewandten mathematischen
Begriffe, Aussagen und Ergebnisse ganzheitlich in das anerkannte
mengentheoretische System Gbernommen werden und somit die Mathematik im Sinne
der Mengenlehre ausgedruckt werden kann. Aus diesem Grund heraus findet die
Mathematik praktische Usance in den Naturwissenschaften und der Technik, wie in
der Okonomie. (Vgl. Klaua 2016: 9f; Berking 2017: 1).

5 Als Formalwissenschaft bezeichnet man wissenschaftliche Fachrichtungen, die sich der Analyse von
formalen  Systemen  beziehungsweise  Kalkilen widmen. Der  Wahrheitsgehalt der
formalwissenschaftlichen Aussagen wird ausschlieRlich tber logische Folgerungen, fachsprachlich als
Deduktion bezeichnet, geprift. (Vgl. Stiller 2020: 1)



2.2. Begriffsdefinitionen der Mengenlehre

Bevor in die fachliche Materie genauer eingedrungen wird, sollen nachfolgend zentrale
Ausdrucke, die den Grundstock der Mengenlehre bilden und unter anderem als Basis
axiomatischer Beschreibungen dienen, definiert werden.

2.2.1. Der Mengenbegriff
,Eine Menge“ bedeutet nicht unbedingt ,viel“. (Gut 2017: 2)

Mengen setzen sich aus verschiedensten Gegenstanden zusammen, wie etwa
Personen, Objekten oder abstrakten Ideen. Speziell in der Mathematik arbeitet man
vorlaufig mit Mengen von Zahlen oder Punkten. Beachtenswert beim Umgang ist die
Klarstellung der zugehorigen oder deutlich ausgeschlossenen Elemente zur
angefuhrten Menge. Alltagssprachlich versteht man unter der Begrifflichkeit ,eine

Menge“ zumeist ein Synonym fur das unbestimmte Zahlwort ,viel®.

Fihrt man die Elemente einer (endlichen) Menge an, so werden diese in
geschwungene Klammern geschrieben: z. B. {a, b, c}. Die Reihenfolge der Aufzahlung
ist nicht festgelegt. Der logisch einfacheren Nachvollziehbarkeit werden die Elemente
meist nach einer bestimmten Anordnung (Wert, alphabetisch, ...) aufgelistet (vgl. Gut
2017: 2; Hemion: 1).

2.2.2. Element

Als Element (Notation: €) betrachtet man wohlunterscheidbare Objekte unserer
Anschauung oder unseres Denkens. Mochte man aussagen, dass ein solches Objekt
Bestandteil einer Menge ist, so schreibtman b € B oder B 3 b und sagt: b ist Element
der Menge B. Ist ein Objekt kein Teil einer Menge, so notiert man beispielsweise a ¢
A und betont dabei, dass a kein Element der Menge A ist (vgl. Neidhart 2008: 220f).

2.2.3. (Echte) Teilmenge

Eine Teilmenge einer Menge M ist eine Menge, deren Elemente alle in M liegen. Ist
M zum Beispiel eine dreielementige Menge {a,b,c}, so besitzt M die folgenden

Teilmengen:



- die leere Menge { },
- die drei einelementigen Mengen {a}, {b}, {c},
- die drei zweielementigen Mengen {q, b}, {a, c}, {b, c},

- und die dreielementige Menge selbst {a, b, c}.

Die Notation dazu lautet C < D, gesprochen: C ist Teilmenge von D. Zusammengefasst
bedeutet dies, dass eine dreielementige Menge Uber acht Teilmengen verfugt. Dabei
sind die obigen ersten sieben Teilmengen vollig verschieden gegenuber der
Ursprungsmenge, weshalb sie auch als echte Teilmengen von M (Notation: c)
bezeichnet werden (vgl. Neidhart 2008: 224).

2.2.4. Potenzmenge

Werden alle Teilmengen einer Menge herausgenommen und zu einer neuen Menge
zusammengesetzt, so nennt man diese neue Menge Potenzmenge von M, oder
anders gesagt: aus jeder Menge M kann eine Potenzmenge P(M) gebildet werden,
deren Elemente die Teilmengen von M sind (vgl. Neidhart 2008: 224f).

2.3. Axiomatische Mengenlehre

Axiome bilden den zentralen Ausgangspunkt der Mathematik und dienen als
Grundsatz beziehungsweise Fundamentalgesetz, das als gultig vorausgesetzt wird.
Allerdings unterliegen diesen Festlegungen weder ausgewiesene Beweisstellungen
noch deduktive Vorgange. Formuliert werden ebendiese, anders als die formale
Theorie (bestehend aus allen axiomatisch abgeleiteten Satzen), in einer
mathematisch-logischen sowie formalen Sprache, welche auch als Metatheorie
bekannt ist. (Vgl. Walz 2017: 1; Klaua 2016: 9).

Die Axiomenauswabhl ergibt sich nicht willkurlich. Die hintergriindige Absicht liegt darin,
im Nachhinein formulierte Theoreme beweisen zu konnen. Ein wichtiges Kriterium bei
der Erwahlung von Axiomen und ihrem System ist die Aufrechterhaltung der
Transparenz aufgrund der geringen Anzahl, geringen Verstandniskomplexitat sowie
der intuitiven Zuschreibung beziehungsweise Namensgebung. (Vgl. Ganster 2016: 1).
Ein weiterhin markantes Merkmal des Axiomen-Systems ist das Aufweisen einer

ausreichend grol3en, gleichfalls aber auch fassbaren Anzahl von Mengen, sodass die



Erforschungsmoglichkeit aller mathematisch relevanten Theoreme und Analysepunkte
geboten wird (vgl. Walz 2017: 1).

Die axiomatische Mengenlehre an sich ist eine bestimmte Ordnung (das Axiomen-
System), welche auf Axiomen beruht und zugleich die Spitze der gesamten Theorie
darstellt, die sowohl die Existenz wie auch die Eindeutigkeit von Mengen sichert.
Gleichzeitig erkennt man diese Lehre als Hintergrundmengenlehre an, da sie die Basis
aller mathematischen Untersuchungen darstellt. Findet man dieselbe Mengenlehre als
ein Objekt mathematischer Analyse vor, so kennzeichnet diese Art die
Objektmengenlehre. Relevant ist dabei die klare Differenzierung von Hintergrund- und
Objektmengenlehre sowie die prazise Beachtung einer Unvermischtheit ihrer
Bedeutungsstrange, um Paradoxien durch Ebenenverflechtung entgegenzuwirken.
Die axiomatische Mengenlehre billigt lediglich mengentheoretische Begriffe und
Aussagen, gemeint sind hier vor allem die Axiome sowie mengentheoretische
Ergebnisse. (Vgl. Walz 2017: 1; Klaua 2016: 9).

2.4. Axiome der Mengenlehre (nach Zermelo-Fraenkel)

Die Zermelo-Fraenekl'sche Mengenlehre erhielt den Namen durch ihre beiden aus
Deutschland stammenden Begrunder Ernst Zermelo (1871-1953) und Abraham
Fraenkel (1891-1965). Sie bildet den alles verknipfenden Ausgangspunkt der
verschiedenen Disziplinen innerhalb der Mathematik. (Vgl. Casalena 2012: 1).

Die neun Axiome (ZF1 — ZF9), in der nachstehenden Tabelle 2 aufgelistet, bilden die
Zermelo-Fraenkel'sche Mengenlehre beziehungsweise das Zermelo-Fraenkel'sche
Axiomensystem der Mengenlehre — kurz auch als ZF angegeben. Zahlt man das
Auswahlaxiom (AC — Axiom of Choice) zur Zermelo-Fraenkel’'schen Mengenlehre
dazu, so wird diese in Kurzschreibweise mit ZFC benannt. Hingegen deutet das
Zermelo'sche Axiomensystem oder die Zermelo‘sche Mengenlehre auf die
Ausklammerung des Ersetzungsaxioms im ZF hin und wird demnach lediglich mit
einem Z abgekurzt. Gelegentlich werden zur Definition von ZFC andere aquivalente
Axiomensysteme verwendet. Alternative Axiome fur das Existenzaxiom und das
Paarmengenaxiom sind das Axiom der leeren Menge oder Nullmengenaxiom sowie
das Einermengenaxiom. (Vgl. Ganster 2016: 4; Walz 2017: 1; Deiser 2021: 521f;
Ebbinghaus 2021: 44).
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Die Notation, in der die Axiome angefuhrt werden, stammt aus der Sprache der Logik
und wird durch die dazugehodrigen Symbole ausgedruckt. Die Bedeutungen der
jeweiligen Symbole konnen der folgenden Legende (siehe Tabelle 1) enthommen

werden.
Symbole Bedeutung
Vx Far alle x gilt
dx Es existiert ein x, fur welches gilt
Al x Es existiert genau ein x, fur welches gilt
Ax Es existiert kein x , fur welches gilt
- P Negation einer Aussage P
+ P
PAQ Konjunktion (Durchschnitt) von P und Q
PVvQ Disjunktion (Vereinigung) von P und Q
P=0Q Implikation (Bedingung) zwischen P und Q
P& Q Aquivalenz (wechselseitige Bedingung) von P und Q

Tabelle 1: Legende der logischen Symbole

Name

Formulierung

Erlauterung

Verdeutlichung

(ZF1) Ex:

Existenzaxiom

AXX=X

Das Existenzaxiom fordert die
Existenz einer Menge X, die
nicht ohne Elemente ist, X # &.
Kurz gesagt beschreibt dieses
Axiom, dass es eine Menge gibt
und das Universum demnach
nicht leer ist. (Vgl. Casalena
2012: 1; Ganster 2016: 4; Walz
2017: 1; Ebbinghaus 2021: 25).

>

Alternativ Axiom fiir Ex:

Axiom der leeren Menge oder (veraltet)

Nullmengenaxiom

3X:vY: a(YeX)

Es gibt eine Menge X, die kein
Element enthalt, die sogenannte
leere Menge, welche mit {} oder
& angeschrieben wird (vgl.
Deiser 2021: 521; Walz 2017: 1;
Ebbinghaus 2021: 26).

(ZF2) Ext: Extensionalitatsaxiom

VA A (A=A oVccEAdo
ced)

Zwei Mengen sind ident,
insofern sie dieselben Elemente
besitzen. (vgl. Kuba & Goétz

2004: 36; Steinfeld o. J.: 1).
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(ZF3) Ze{X,Y}oZ=XVY Dieser Ausdruck verdeutlicht,

Paarmengenaxiom dass zu je zwei Mengen X und Y 7
auch eine Menge Z existiert,
welche X sowie Y als Elemente
enthalt. Z ist eindeutig bestimmt Y

und wird als ungeordnetes Paar
{X,Y } beschrieben. Besitzt die

Menge Z ausschliellich die @
beiden Mengen X und Y als
Elemente und sind diese
verschieden voneinander, so

nennt man die Menge Z auch

Paarmenge. (Vgl. Ebbinghaus

2021: 33).
Alternativ Axiom fiir das {x} = {z € Pot(x)|z = x} Die Menge {x} fasst genau das
Paarmengenaxiom: Element x und heil3t Einermenge
) . (Singletonmenge) von x. Dabei
Einermengenaxiom X

ist eine sorgféaltige
Differenzierung der  beiden
Mengen x und {x} erforderlich.
Stets gilt x € {x}, allerdings trifft
das nicht auf die Umkehrung zu:
{x} ¢ x, wie im Beispiel an der
leeren Menge erkennbar: {@} ¢
@. (Vgl. Ebbinghaus 2021: 34;

Walz 2017: 1).
(ZF4) Aus: Aussonderungsaxiom, VZAXVy (yeX) o ((yE€EZ)A Das Axiom (genauer:
Frege‘sches Komprehensionsaxiom oder F))) Axiomenschema) erlaubt es, alle
Teilmengenaxiom Elemente y einer vorgegebenen

Menge Z, die eine bestimmte
Eigenschaft F(y) haben, zu einer
neuen Menge X

zusammenzufassen

beziehungsweise
auszusondern. Die Menge X ist
daher immer eine Teilmenge zu
der bereits bestehenden Menge
Z. (Vgl. Resag 2003: 1).

(ZF5) Vereinigungsmengenaxiom

Kleines Vereinigungsmengenaxiom (@-Ax) VXVYIWvz Zu je zwei Mengen X und Y gibt
(zeWwo (zexvzeY)) es eine Menge W, welche genau w
die Elemente von X und Y X

umfasst (vgl. Casalena 2012: 1; @ Q,

Ebbinghaus 2021: 31).

GroRes Vereinigungsmengenaxiom vX3ayvz Fir jede Menge X gibt es eine
(U-Ax) Menge Y, die genau die Mengen
(ZeYoIUUEeXAZEe)) Z als Elemente enthalt, die in
irgendeiner Menge U € X
enthalten sind (Ebbinghaus
2021: 32).
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(ZF6) Pot: Potenzmengenaxiom

Vx3AyvVz(zey o zCx)

Zu jeder Menge X existiert eine
Menge, die alle Teilmengen von
X als Elemente enthalt (vgl.
Ebbinghaus 2021: 34). Diese
Menge wird Potenzmenge von X
genannt und mit P(X) bezeichnet
(vgl. Walz 2017: 1).
Potenzmengen werden oftmals
via Hasse-Diagrammen, siehe
Abbildung 3 (KSmrq 2004: 1),

dargestellt.

Abbildung 3:
Potenzmenge (KSmrq
2004: 1)

(ZF7) Ers: Ersetzungsaxiom oder

Funktionalaxiom

vX3aYvy (Y eY) &

@x: (x € X)Ay = G(x)))

Dieses Axiom, von Frankel aus
dem Jahr 1922, wurde
hinzugefligt, um Abbildungen im
System der Mengenlehre zu
formulieren. Das Axiom sagt
aus, dass das Abbild einer
beliebigen Menge unter einer
Abbildung G wieder eine Menge
ist. (Vgl. Resag 2003: 1). Dabei
mussen die beiden Mengen X
und Y nicht disjunkt sein, und fir
x # x' kann y=y" gelten
(Ebbinghaus 2021: 41).

)

(ZF8) Fund: Fundierungsaxiom oder

Regularitiatsaxiom

VXX #0->3Ix(x € XA-3Ty
(rexnayex))

das heilt:

VXX #@->3Ix(xeXAxn
X =0))

Jede nichtleere Menge X besitzt
ein minimales Element Y, so
dass kein Element von Y in X
vorkommt (vgl. Ebbinghaus
2021: 43; Resag 2003: 1).

Damit sind Mengen, die sich
selbst enthalten,

ausgeschlossen.

(ZF9) Inf: Unendlichkeitsaxiom

IX(PeXAVz(zeX >z U
{z} € X))

Das Unendlichkeitsaxiom fordert
eine Menge X, die die leere
Menge enthalt und mit jedem z
auch z U {z}. Solch eine Menge
nennt man induktiv. (Vgl.
Ebbinghaus 2021: 39).

(AC) Auswahlaxiom (Axiom of Choice)

VX (VxVy(x EXANy€EX >

xEPA(x=yVxny=0))

-3¥YVvx(xeX >

3z:Y nx ={z}))

Selbst Georg Cantor formulierte
dieses Axiom nie ausdriicklich,
er setzte seine Richtigkeit

instinktiv voraus.

Ist X eine Menge, deren
Elemente nichtleer und
paarweise disjunkt sind, so
existiert eine Menge Y, die mit
jedem Element von X genau ein
Element gemeinsam hat (vgl.
Resag 2003: 1; Deiser 2021:
522; Ebbinghaus 2021: 45)).

@
-1 @,

Ay
any
ae

Tabelle 2: Legende der logischen Symbole
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2.5. Mathematiker im Umgang mit der Mengenlehre

Im Laufe der letzten drei Jahrhunderte setzten sich zahlreiche mathematische
Wissenschaftler und Forscher mit dem Themenbereich der Mengenlehre tiefgrindiger
auseinander. Am bedeutendsten wirkten der Namensgeber der Mengenlehre Georg
Cantor (1845-1918), der analytische Grundlagenforscher Bernard Bolzano (1781-
1848) und der Urheber der ersten exakten EinfUhrung der naturlichen Zahlen mittels
Axiomen, Richard Dedekind (1831-1916). Aufgrund der umfassenden
Ausfuhrungsmaglichkeit, die sich an dieser Stelle bietet, soll der Fokus der Arbeit nun
in weiterer Folge auf dem deutschen Wissenschaftler Georg Cantor und seine
Errungenschaften, sowie auf dem theologischen Background des Reflexionsprinzips
von Azriel Levy (*1934) grunden.

2.5.1. Georg Cantors Ansatze

Die dezidierte Erfassung sowie die Namensgebung der jahrtausendlangen
praktizierten mathematischen Disziplin entstammte erst in den 70er Jahren des 19.
Jahrhunderts von dem Mathematiker Georg Cantor (vgl. Moore 1995: 64). In seiner
Arbeit ,Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen*
manifestierte er die Theorie zu (endlichen und unendlichen) Mengen beliebiger Dinge,
die heute auch als die sogenannte ,Mengenlehre® bekannt ist (vgl. Klaua 2016: 9).
Cantors Forschung belief sich nicht lediglich darauf, was er allein unter gewissen
Sachverhalten verstand, sondern betrieb regen Austausch mittels Briefverkehres mit

Mathematikern, Philosophen und christlichen Theologen.

Aufgrund seiner Kindheit, in einer stark christlich gepragten Familie, als auch durch
seine eigene ethische Lebensweise, trat Georg Cantor im Zuge seiner Forschung zur
Mengenlehre und der darin aufkommenden Frage nach (dem Wesen) der
Unendlichkeit oftmals mit Theologen der damaligen Zeit in einen Diskurs. Bekannt ist,
dass der Mathematiker mit insgesamt 30 Geisteswissenschaftlern, wovon allein 26
katholisch zugehorig waren, Uber die philosophische Grundlegung der Mengenlehre,
wie auch hypothetischer Beweise einer Nichtexistenz aktual-unendlicher Zahlen
konferierte. (Vgl. Tapp 2008: 234f). Laut seinem Schreiben an Pater Thomas Esser
vom 01.02.1896 sah Georg Cantor in der Theologie und Metaphysik eine starke
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wissenschaftliche Interessengleichheit und gegenseitige Erganzungseventualitat. In
der weiterfuhrenden Literatur von Ludwig Neidhart wird deshalb auch erklart, dass zur
Fundierung der Mathematik — durch die Mengenlehre — man letzten Endes auf die
Metaphysik angewiesen bleibt (vgl. Neidhart 2008: 219f).

Die allgemeine Mengenlehre [...] gehoért durchaus zur Metaphysik [, welche zugleich

durch ein] unzereiRbare[s] Band [mit der Theologie verbunden ist]. (Tapp 2005: 308,

310)
Mithilfe seiner Korrespondenzen sowie der Deduktion und der Reductio ad absurdum®
erstrebte Cantor seine Annahme aktual-unendlicher Zahlen in mathematischer wie
philosophisch-theologischer Richtung nicht nur zu rechtfertigen, sondern stichfest zu
beweisen (vgl. Tapp 2008: 236), wie dies ein anderer Brief aus dem Jahre 1895 an
Pater Esser zeigt:

Es war mir eine innige Befriedigung, [...], dass ich den heiligen Thomas [von Aquin] in

diesem Puncte und dem damit zusammenhangenden Fragen richtig verstanden habe,

[...] dass vor Allem seine Argumentation gegen das actuale Unendliche [...] gegen die

Mdoglichkeit act. unendl. groRer Zahlen fiir ihn selbst nicht die Bedeutung eines

Beweisgangs, der allenthalben aus Notwendigkeit schliet, und metaphysische

Gewissheit liefert, gehabt hat; sondern sie war in seinen eigenen Augen nur in
gewissem Grade probabel. (Tapp 2005: 300)

2.5.2. Cantors Differenzierung des Unendlichkeitsbegriffs

Cantor unterteilte das mathematisch Unendliche in ein Uneigentlich-Unendliches
(spater potenziell Unendliches oder Transfinitum genannt), das stets endlich bleibt und
uber alle Grenzen in beliebiges Minimum oder Maximum wachst, das Eigentlich-
Unendliche (spater: aktual Unendlich) sowie das absolut Unendliche, das im
Gegensatz zum Eigentlich-Unendlichen wesentlich unvermehrbar ist. Dieses
Unendlichkeitsverstandnis bildete dahingehend das Herz seiner Theorie: die Lehre der
transfiniten Ordinal- und Kardinalzahlen. (Vgl. Schneider 2017: 15; Pfeifer 2017: 1,
Tapp 2008: 234, 236).

In Cantors Sichtweise zur Unendlichkeit flieRen zum einen das aristotelische Denken
mit der Unterscheidung eines aktual sowie potenziell Unendlichen’, wie auch die

8 Ruckfiihrung von Hypothesen auf einen Widerspruch

" Nochmals pragnant zusammengefasst, versteht man unter dem Begriff ,Aktual-Unendlich® eine zu
einem festgelegten Zeitpunkt abgeschlossene existierende Unendlichkeit, wahrend das Potenziell-
Unendliche die temporal immerzu wachsende Unendlichkeit manifestiert (vgl. Moore 1995: 64).
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scholastische  Logik, welche zwischen einer kategorematischen® und
synkategorematischen Pradizierung des Begriffs differenziert, mit ein (vgl. Tapp 2008:
236).

Im Gegensatz zu Aristoteles kritisiert er das potenziell Unendliche, welches Cantor,
laut den Ausflihrungen von Christian Tapp, als eine in Wahrheit endliche Grofe, fur
die man nur keine Schranke kennt, auffasst (vgl. ebd.: 236). Fur Aristoteles selbst stellt
das potenziell Unendliche ein fundamentales ,,Charakteristikum der Wirklichkeit” dar,
,dass bei jedem niemals endenden Vorgang anerkannt werden miisse*, wie etwa bei
der Dezimierung von Materie, dem temporalen Voranschreiten oder der
summierenden Hochrechnung. Jegliche kontrare Kritik in Bezug auf die Vorstellung
des Unendlichen verweist Aristoteles, nach Moore, lediglich auf das aktuale
Unendliche. (Vgl. Moore 1995: 64).

Indessen unterteilt Cantor in Kooperation mit spat- und neuscholastischen
Philosophen das aktual Unendliche in drei Beziehungen: In das Infinitum in concreto,
Infinitum in abstracto und Infinitum in Deo. Die ersten beiden Arten bezeichnete er als
Transfinites, letzteres als Absolutes. Der Unterschied der beiden transfiniten
Gegenstande besteht darin, dass das Infinitum in concreto ein abhangiges
Unendliches in der kreaturlichen Welt und Natur meint. Hingegen beschreibt das
Infinitum in abstracto die Unendlichkeit abstrakter Zahlen und mathematischer
GroRen. Diese beiden Unendlichkeiten sah er im Bereich des geschaffenen Seienden
(Infinitum in natura naturata/creata) zugehorig. Gegenwirkend dazu beschreibt er das
Infinitum in natura naturans, was das Unendliche in der erschaffenen Natura, welches
alleinig in Gott ist, meint. (Vgl. Tapp 2005: 108; Tapp 2008: 236). Das Infinitum in Deo,
wie der Name schon verrat, deutet auf ein vollkommenes aul3erweltliches Sein hin
oder anders gesagt, beschreibt dieses die transzendente Unendlichkeit Gottes. (Vgl.
Tapp 2008: 236; Pfeifer 2017: 1).

Der Forscher blieb in seiner Begriffsausdifferenzierung des Aktual-Unendlichen nicht

immer einheitlich. Vereinzelt unterschied er lediglich zwischen Absoluten und

8 Kategorematisch oder auch tautosemantisch beschreibt eine Art sprachlicher Ausdricke, die
selbststandig als Subjekt oder Pradikat angefiihrt werden kénnen und zugleich, unabhdngig vom
kontextuellen Zusammenhang, Bedeutung besitzen (zum Beispiel: alle Eigennamen und Verben).
Stattdessen verfiigen Begriffe synkategorematischen Charakters Uber keinen zentralen Wortinhalt.
Solche Wortgebrauche erlangen ausschlieBlich in der Beifligung zu einem Kategorem (einem Nomen
oder Verb) vollstandigen Sinngehalt. (Vgl. Meier-Oeser: 1; Prechtl 2008: 1).
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Transfiniten, zeitweise unternahm er wiederum, wie schon oben erwahnt, eine
Dreiteilung des Aktual-Unendlichen. (Vgl. Pfeifer 2017: 2f).

2.5.3. Vertragen sich die verschiedenen Unterscheidungen bei Cantor?

Trotz der Charakterisierung des Transfiniten als ein vermehrbares Aktual-
Unendliches, identifiziert Georg Cantor ebendieses in vielerlei Hinsicht als beschrankt:

Jede einzelne transfinite Zahl ist durch eine groRere transfinite Zahl beschrankt, das

Transfinite generell ist durch das Absolute beschrankt (vgl. Pfeifer 2017: 3).
Demnach scheint es so, als wirde der Mathematiker aktual-unendliche Zahlen als
Potenziell-Unendliche interpretieren. Hingegen akzentuierte Cantor selbst die
Unvermischtheit des Transfiniten mit dem Potenziell-Unendlichen (vgl. Pfeifer 2017:
3).

Das Potentiell-Unendliche ist nicht in sich bestimmt, fest und unveranderlich, sondern

ein in Veranderung begriffenes Endliches. Aktual-unendliche Zahlen sind jedoch in

sich bestimmte GroRen, denen nur eine bestimmte unendliche Gréfe zukommt (vgl.

Pfeifer 2017: 3).
Zumal unterstrich der Wissenschaftler, dass das Transfinite wohl die Eigenschaft mit
dem Endlichen teile aber auch weiterhin unbegrenzt vermehrbar sei. Im Gegensatz
dazu gilt das Absolute als wesentlich unvermehrbar (vgl. Tapp 2005: 80).

Eine zum Vorschein kommende Frage ist, ob das Transfinite folglich gesehen nicht
doch eigentlich endlich sei. An dieser Stelle kristallisieren sich nun die
unterschiedlichen Aspekte des Unendlichkeitsbegriffs heraus, die in den
verschiedensten wissenschaftlichen Disziplinen aufgegriffen, diskutiert, analysiert und
interpretiert werden. (Vgl. Pfeifer 2017: 3).

2.5.4. Der Mengen- und Unmengenbegriff nach Cantor

Far Cantor selbst stand der Mengenbegriff nicht von Beginn an fest. Wie ublich im
Verlauf einer Forschungsentwicklung variierten wiederholt die Bezeichnungen.
Anfangs sprach der Mathematiker von einer Wertereihe, danach von Werte- und
Punktmenge, bis hin zu Inbegriffen. Die Wertereihe kennzeichnete er als eine
Aufzahlung der Werte ins beliebig Kleine oder GrolRe (..., x_4, X, X1,...). Unter einer

Wertemenge verstand Georg Cantor eine gegebene endliche oder auch unendliche
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Anzahl von Zahlengrof3en. Die Punktmenge ahnelte seiner Vorstellung hinreichend
der Wertemenge. Sie umfasst eine gegebene endliche oder unendliche Anzahl von
Punkten auf einer Geraden. An dieser Stelle der Forschung rickte zum allerersten Mal
die Menge selbst als Betrachtungsgegenstand in den Vordergrund. Die Bezeichnung
Inbegriff kann man zum einen seinem Briefverkehr mit Richard Dedekind
entnehmen, ebenso wie seinem aus dem Jahre 1874 stammenden Aufsatz. Darunter
sah er alle positiven ganzzahligen Individuen oder positiven reellen Zahlengrof3en.
(Vgl. Schneider 2017: 15; Pfeifer 2017: 1; Tapp 2008: 234, 236).

Laut Ludwig Neidhart baute Cantor seine Mengenlehre nicht auf formalen Axiomen
auf. Stattdessen bezog er sich mehr auf einen intuitiven Mengenbegriff, da er darunter
keine konkreten, sondern — im Sinne der platonischen Ideen — reale abstrakte
Gedanken, die frei von jeglichen Zeit- und Subjektbezigen sind, wahrnahm. Dieser
speziellen platonischen Denkweise hinsichtlich Mengen werden noch zweierlei
Eigenschaften zuteil, um die urspringlich richtige Vorstellung des Bedeutungsinhalts
zu gewahren: Zum einen muss der Inhalt eine Gesamtheit von Individuen bilden,
welches eine Gesamtheit von wohlunterschiedenen Objekten (= Elementen) zu einem
Ganzen meint. Zum anderen zahlt lediglich die reine Gesamtheit dieser Elemente zum
Inhalt. Das bedeutet, dass die Denkform eine gewisse Abstraktheit aufweisen muss,
sodass jeder Zusatz zum bloRen Vorhandensein dieser Elemente, wie etwa eine
vorausgesetzte Anordnung, keine dezidierten Richtlinien verlangt. (Vgl. Neidhart 2008:
220f). Somit definiert Cantor den Mengenbegriff auf folgende Weise:

Eine Menge M ist eine Denkform, die eine reine Gesamtheit von Individuen beinhaltet,

welche die Elemente der Mengen heilen. (Neidhart 2008:221)
Neidhart folgert daraus fur sich das wichtigste Anliegen der Mengenlehre, welches die
Gleichbehandlung von beliebigen Vielheiten (oder allgemeiner gesprochen:
Gesamtheiten) und Individuen ist. Eine Menge stellt demnach ein neues Individuum
dar, welches die Gesamtheit einer gewissen Anzahl, die auch gleich 0 sein kann, von

Individuen reprasentiert.

Eine Schwierigkeit im Denken von Vielheiten, die laut seinem Brief an Dedekind 1889
Cantor selbst bemerkte, liegt bei der Unterscheidung von ,relativ kleinen und
ubersichtlichen® unendlichen Vielheiten und ,unvorstellbar groflen® unendlichen
Vielheiten. Der Mathematiker bezeichnete letztere Vielheiten, die alle Grenzen unserer
Vorstellung sprengen, als inkonsistent unendlich beziehungsweise absolut
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unendlich, oder pragnanter zusammengefasst: als eine Unmenge. Einer
Unmenge kommen zwei Charakteristiken zu. Einerseits beschreibt es etwas uberaus
GrolRes, andererseits kann es auch als Negation einer Menge verstanden werden,
woraus sich die dazugehorige Definition formulieren lasst (vgl. Neidhart 2008: 221ff):
Eine Unmenge oder inkonsistente Vielheit ist eine Vielheit, die so groB ist, dass die
dazugehdorigen Individuen nicht in einer Menge enthalten sind. (Neidhart 2008: 223)
Unter der praziseren Bezeichnung konsistente Gesamtheiten verdeutlicht man
Gesamtheiten, denen eine Menge selbst entspricht. So gehdren dieser sowohl
endliche wie auch unendliche Gesamtheiten an. GroR3er als konsistente Gesamtheiten

sind inkonsistente Vielheiten (Unmengen), die keiner Menge entsprechen.

Mengen wie auch Unmengen fasst man zusammen zum Begriff der Klasse. Eine
Klasse entspricht — regressiv gesehen — einem Objekt, das entweder eine Menge oder

eine Unmenge ist.

Die an dieser Stelle angefuhrte Abbildung 3 (Neidhart 2008: 223) soll besseren
Aufschluss zu der Beziehung von Gesamtheiten und (Un)Mengen geben.

~

J

konsistente Gesamtheiten Mengen
/ Nichts \ «-—— » / leere Menge { }
Individuen «— » Einermengen
endliche Vielheiten < > endliche Mengen
konsistente unendliche Vielheiten «— » unendliche Mengen
Unmengen

inkonsistente unendliche Vielheiten

Abbildung 3: Beziehung von Gesamtheiten, Mengen und Unmengen (Neidhart 2008: 223)
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2.5.5. Definition der unendlichen Menge

Mochte man die GrofRenunterschiede zweier Mengen verdeutlichen, so erfolgt dies in
der Mengenlehre mittels Relationen. Eine Relation zwischen zwei Mengen ist eine
Zuordnung der einzelnen Elemente beider Mengen, welche mit Pfeilen illustriert wird.
Dabei unterscheidet man drei Arten von Zuordnungen, wie in Abbildung 4 (Neidhart
2008: 225) erkenntlich:

Ist eine Relation linkseindeutig, so geht von jedem Element der Menge A nur ein
Pfeil aus. Die Relation heiRt rechtseindeutig, wenn auf jedes Element der Menge
B nur ein Pfeil zeigt. Ist die Relation sowohl rechts- wie auch linkseindeutig, nennt man
diese beidseitig eindeutig oder Bijektion, welche zur Eigenschaft hat, dass sie
alle Elemente von A und B eins zu eins gegenuberstellt. (Vgl. Neidhart 2008: 225).

A B A B A I3
~ — N P N Py

[ ]
1 -1 X A el X - X
'] - l - "' } -

- “
-
¢ Z -z
)

Iinkseindeutiy rechtseindeutig beidseitig eindeutiy

Abbildung 4: Relationsarten (Neidhart 2008: 225)

Fur die GroRenunterscheidung von Mengen gibt es zwei Varianten, wie diese
vollzogen werden kann. Der in der Mengenlehre ublichere Vergleich nennt sich
relationstheoretischer GroRenvergleich (vgl. Neidhart 2008: 225). Dieser
besagt:

Zwei Mengen A und B heilRen relationstheoretisch gleich gro® oder gleichméachtig,

wenn es eine Bijektion zwischen A und B gibt. Gibt es keine Bijektion, wohl aber eine

links- bzw. rechtseindeutige Relation zwischen A und B, heil3t A relationstheoretisch

grofier bzw. kleiner als B. (Neidhart 2008: 225f)
Die zweite Art, dererganzungstheoretische GrolRenvergleich, wird vermehrt
im alltaglichen Sprachgebrauch angewendet (vgl. Neidhart 2008: 226) und man
versteht darunter:

Eine Menge A heil’t ergdnzungstheoretisch kleiner bzw. gréRer als B, wenn A eine
echte Teilmenge von B bzw. B eine echte Teilmenge von A ist. (Neidhart 2008: 226)
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Dabei fallt auf, dass fur endliche Mengen die beiden Kategorien in einem gewissen
Sinne konvergieren, wahrend das im Unendlichen nicht der Fall ist. Dort kann eine
unendliche Menge A namlich erganzungstheoretisch kleiner und gleichzeitig trotzdem
relationstheoretisch mit einer Menge B gleich sein (vgl. Neidhart 2008: 226f), wie die
beiden angefuhrten Beispiele in Abbildung 5 (Neidhart 2008: 226f) zeigen.

1. Beispiel: Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist erganzungstheoretisch groRer

als die Menge N* der naturlichen Zahlen ohne Null — sie ist um genau ein Element
grofler — aber relationstheoretisch sind beide gleich groR.

N N*
f'w ()
0 1
1 2
2 >3
\—/ —/

2. Beispiel: Die Menge N der naturlichen Zahlen st wiederum
erganzungstheoretisch groRer als die Menge Ny der geraden Zahlen — sie ist
sogar um unendlich viele Elemente gréRer — und dennoch sind auch diese beiden
Mengen relationstheoretisch gleich grof.

N,

N
it
1 2
2

—1-4

— e ¢ o
Abbildung 5: Beispiele fiir ergdnzungstheoretisch groRer - relationstheoretisch gleich gro (Neidhart
2008: 226f)

Dieses Phanomen ist das zentrale Merkmal unendlicher Mengen, welche von Cantor
und Dedekind folgendermal3en definiert wurden (vgl. Neidhart 2008: 227):

Eine Menge heil’t unendlich, wenn sie mit einer erganzungstheoretisch kleineren
Teilmenge gleichmachtig ist. (Neidhart 2008: 227)
Im Gegensatz zu den friher allgemein gultigen Begriffsbestimmungen und -
verstandnissen, welche oftmals nicht prazise genug oder teils falschlich erfasst
wurden, bietet nun der Satz von Cantor und Dedekind zu unendlichen Mengen eine
unmissverstandliche Definition (vgl. Neidhart 2008: 228).
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2.5.6. Der Satz von Cantor und seine philosophisch — theologischen

Konsequenzen

1890 formulierte Cantor in seiner Arbeit den Satz:

Die Potenzmenge P (M) einer Menge M ist stets relationstheoretisch groRer als M.

Mithilfe von Induktion (indirekter Beweisfuhrung) soll durch einen Widerspruch diese
Aussage bestatigt werden: Angenommen es liege eine Bijektion zwischen M und P (M)
vor, wie etwa in Abbildung 6 (Neidhart 2008: 228) suggeriert. Dabei sei M eine

unendliche Menge. Ist M endlich, dann ist, |P(M)| = 2™ > |M]|.

¢ Induktionsbehauptung: n < 2" Vvn € N.
e Induktionsvoraussetzungn = 1: 1<2 w.A.
e Induktionsschritttn > n+1: n+1<2"+1<2" + 2" = 2.2 =2ntl

T Voraussetzung

P (M)

— {b,c,d,e,f}

—| {a,b}
—| {}
emitt—— M
—| {a,b,c}

{c,d,e}

AR

|

ﬁ

S

Abbildung 6: Zuordnung der Bijektion zwischen Menge M und Potenzmenge P (M) (Neidhart 2008: 228)

Um zum gewunschten ,ad absurdum® zu gelangen, entwirft man eine Teilmenge T von

M, die nicht in der Menge aller Teilmengen von M liegt. Dabei verfahrt man

folgendermalden:

1. Inder dem Element a zugeordneten Menge {b,c,d,e,f} ist a selbst nicht enthalten.
Deshalb wird a in die zu konstruierende Menge T aufgenommen: T ={a, ...}. T

#{b, c, d, e, f},daa € Tist.

2. In der dem Element b zugeordneten Menge {a,b} ist b inkludiert, weshalb nun b
kein Teil der Menge T wird. Die Gestalt von T = {a, ...} bleibt somit unverandert
und unterscheidet sich durch das Nicht-Beinhalten des Elements b von der Menge

{a,b}.
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3. Inderdem Element ¢ zugeordneten leeren Menge { } ist ¢ nicht enthalten, weshalb
¢ Element der Menge T wird und nun diese die Gestalt T = {a, ¢, ...} annimmt und
sich somit von der leeren Menge differenziert.

Zusammenfassend erhalt man die unendliche Teilmenge T, die von allen rechts in

Abbildung 6 aufgefiihrten Teilmengen verschieden ist. Das flihrt zum Widerspruch der

Annahme, wodurch der Satz von Cantor folglich bewiesen wurde. (Neidhart 2008:

228f).
Die Frage, die sich an dieser Stelle sowohl fur Philosophie als auch Theologie ergibt,
betrifft die Relevanz fur die inhaltliche Konsequenz des Satzes von Cantor im
philosophisch-theologischen Kontext. Im Gegensatz zu anderen Autoren, wie das
beispielsweise Markus Gabriel zu erkennen gibt, sieht Neidhart in diesem Sinne zwei
eindeutige Konsequenzen, wobei letztere hinreichend zu einer theologisch
korrelierenden Schlussfolgerung fuhrt. (Vgl. Gabriel 2016: 142 — 150; Neidhart 2008:

229).

Eine kontextuell bedeutsame Auswirkung des Satzes von Cantor entdeckt die
Ontologie (Lehre vom Sein) fur sich aufgrund der Erkenntnis der Existenz unendlich
vieler qualitativ verschiedener Stufen des Unendlichen.

Aus mathematischer Sicht sind diese Stufen vor allem bei den Zahlenmengen und im
Mengenverstandnis gut erkennbar. Die unterste Stufe der Unendlichkeit wird als
abzahlbare Unendlichkeit bezeichnet, zu der die Menge der naturlichen Zahlen
N, die Menge der ganzen Zahlen Z ebenso wie die Menge der rationalen Zahlen Q
zahlen. Auf der zweiten Stufe — oder auch kontinuierliche Unendlichkeit
genannt — finden sich Potenzmengen P (M) und alle damit gleichmachtigen Mengen
wieder, wie etwa die Menge der reellen Zahlen R, die Menge der komplexen Zahlen C
und alle kontinuierlichen Mengen, welche Strecken, Geraden, Ebenen und ganze
Raume beinhalten. Laut des Satzes von Cantor existiert auch hier wiederum eine
nachsthohere Stufe, die als funktionale Unendlichkeit verstanden wird. Diese
umfasst die Potenzmenge P(P(M)) sowie die Mengen aller reellen und komplexen
Funktionen. Nach dem Satz von Cantor lassen sich unzahlige solcher Stufen bilden,
solange bis man am Ende dieser unendlichen Treppe schlieRlich an der Unmenge
angelangt ist.

Zu alldem ergibt sich aus dem Satz von Cantor eine weitere wesentliche Konsequenz
fur die metaphysische Psychologie (Lehre vom Wesen des Menschen): Aus dem
logischen Konsens heraus zeigt sich, dass es keine grof3te Menge gibt. Nach
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erkenntnistheoretischer Sicht kann dies so aufgefasst werden, dass aus jeder
Erkenntnis eine weitere Erkenntnis entstehen kann, dessen Inhalt umfassender ist als
die zuvor erfahrene. Kurz gesagt meint das nichts anderes als die stetige
erweiterungsfahige Erkenntnis des Menschen. Das hat zur Folge, dass einerseits die
Chance der allezeit Uberschreitbaren Moglichkeit der eigenen und gegenwartigen
Wissensgrenzen besteht, aber zugleich niemals der Zustand einer Allwissenheit
erreicht werden kann. (Vgl. Neidhart 2008: 229f). In Anbetracht dessen versteht
Neidhart die menschliche Erkenntnis als potenziell unbegrenzt® und erklart dazu:

Versuchen wir, etwas wirklich absolut Grenzenloses zu denken (z. B. die Unmenge

D), so stellen wir fest, dal® es sich uns als ein inkonsistent Unendliches darbietet, dass

wir auch auf der abstrakt-mathematischen Ebene nicht mehr adaquat begreifen

kénnen. (Neidhart 2008: 230)
Hierbei sieht er auch die Bestatigung des Faktums der theologischen Einstufung des
Menschen:

wonach dieser [Mensch] in der Mitte zwischen dem in festen Grenzen

eingeschlossenen Teil der Schopfung und dem absolut unendlichen Gott steht.
(Neidhart 2008: 230)

2.6. Das Reflexionsprinzip und sein theologischer Hintergrund

Im Jahr 1960 warf Azriel Levy das Reflexionsprinzip als ein Fundamentalaxiom auf,

von dem die Existenz hochgradig unendlicher Mengen ableitbar ist:

Zu jeder begreifbaren Eigenschaft einer Unmenge gibt es stets auch eine Menge,

welche diese Eigenschaft ebenfalls hat. (Neidhart 2008: 230)
Damit Iasst sich eine Vielzahl von vorhandenen unendlichen Mengen ableiten, die
einer Unmenge ahneln und folglich auch unermesslichen Umfang besitzen. Anhand
des nachstehenden Beweises des Existenzsatzes soll dies deutlich gemacht werden:

Existenzsatz: Es gibt eine Menge mit der Eigenschaft, daR sie unendlich viele Mengen

enthalt, und mit jeder ihrer Mengen M stets auch deren Potenzmenge P(M) als
Element enthalt.

Beweis: Die Unmenge D hat diese Eigenschaft, weil D alle Mengen schlechthin
enthalt. Per Reflexionsprinzip gibt es also auch eine Menge mit derselben
Eigenschaft. (Neidhart 2008: 231)

9 Etwas, dessen Grolke stets vermehrt werden kann, das aber dennoch immer begrenzt bleibt, [...],
wahrend das aktual Unbegrenzte vollkommen unbegrenzt ist. (Neidhart 2008: 230)
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Dass auch das Reflexionsprinzip nicht leichtfertig allgemein anwendbar ist, zeigt

folgende Uberlegung:

Zum Beispiel hat die Unmenge D die Eigenschaft, ,groRRer als jede Menge“ zu sein.

Daraus darf man nicht schlieRen, daf es auch eine Menge gabe, die groflker als jede

Menge ist (was ja ein Widerspruch ware). (Neidhart 2008: 231)
Hierbei liegt der Fehler bei der Missachtung des expliziten Grundverstandnisses, dass
das Reflexionsprinzip ausschlieBlich von begreifbaren Eigenschaften spricht.
Nicht- begreifbare Eigenschaften — wie oben als Beispiel angefuhrt als ,,grof3er als jede
Menge“ zu sein — kdnnen nicht auf das Prinzip umgemunzt werden, da es sich hierbei

um Merkmale einer Unmenge handelt, die nicht restlos begriffen werden konnen.

Das Reflexionsprinzip lasst sich simpel mittels menschlicher Begrenztheit kognitiven
Fassungsvermogens und der Eingeschranktheit der Denkfahigkeit erklaren: Mochte
man versuchen, eine Unmenge, welche inkonsistent unendlich ist, zu begreifen, so
wurde letzten Endes lediglich eine Uberaus grof3e Menge gedacht, in der sich nur eine
Eigenschaft der Unmenge wiederfindet, sprich das Gedachte eine Teilmenge von D
ist. Die Unmenge als komplexes Ganzes mit all ihren Exklusivattributen kann nicht

begriffen, nur ,reflektiert” werden.

An dieser Stelle des Erklarens und vernunftbasierten Denkens (des Philosophierens)
bezuglich der Unmenge kommen sich die beiden Wissenschaften Mathematik und
Theologie aulerst nahe. Schon Papst Gregor der Grolle (540-604) tatigte eine
Aussage hinsichtlich der unendlichen Erhabenheit Gottes, welche Ahnlichkeiten zum
Begriffsverstandnis der Unmenge als Allklasse aufweist. (Vgl. Neidhart 2008: 230f).
Was immer nun von ihm [Gott] geschaut wird, ist noch nicht er selbst, sondern ist
unterhalb von ihm. (Neidhart 2008: 231)
Auch das Judentum und die alttestamentlichen Schriften erkennen an, dass Gott mit
Attributen geschmuckt werden darf, ohne dabei dem Bilderverbot zu widersprechen.
Denn die Eigenschaften Gottes sind niemals Gott und nehmen niemals Gott
vollkommen ein. Schlussendlich bleiben sie stets nur Zuspruche. (Vgl. Joseph 1987:
687f; Lenzen 1995: 21-110).

Aus der Sicht Neidharts ergibt sich aus den vorangegangenen Ausfuhrungen, dass die
Allklasse D und der theologische Gottesbegriff in engem Verhaltnis zueinanderstehen

und D eine Art Darstellung gottlichen Wesens ist. Zudem erfasst der Autor der
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herangezogenen Quelle Gott als ein Individuum, wodurch dieser nicht als Allklasse per
se verstanden werden darf. Gott bleibt jedoch allwissend, wodurch dieser vollkommen
und verstandlich erfassen kann, sodass Neidhart die Allklasse D als wesentlichen
Inhalt des goéttlichen Verstandes definiert. Dahingehend kann auch ein vollstandiges
Begreifen der Allklasse einem vollstandigen Begreifen Gottes gleichkommen, wonach
das Reflexionsprinzip der modernen Mengenlehre dahingehend als theologisches
Prinzip verstanden werden kann. (Vgl. Neidhart 2008: 231f).
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3. Unendlichkeit vom Standpunkt der christlichen Theologie

Wie in 2.6. angesprochen, erweist sich das Problem des Unendlichkeitsbegriffs im
(philosophischen) Denken als verknupfendes Element von Mathematik und der
philosophischen’ Theologie. Allerdings liegt der Fokus bei der jeweiligen
Wissenschaft auf einem anderen Betrachtungspunkt.

Die Theologie'' beschaftigt sich zumal mit der Frage nach Gott. Sie gibt als ihre
Kernaufgabe an, sich mit dem Wesen Gottes und seinem Offenbarungsgehalt —
eingebettet in mehreren unterschiedlichen Teilbereichen und wissenschaftlichen
Disziplinen'? durch Interpretation, Schriftexegese, Reflexion und historisch-
archaologische Befunde — genauer auseinander zu setzen (vgl. Nolte 2022: 1,
Katholische Fakultat Universitat Wien 2022: 1). Zentrum der philosophischen Arbeit
bilden in Anbetracht auf den Unendlichkeitsbezug nicht etwa die Fragen nach der
Unendlichkeit oder dem Unendlichen per se, sondern vielmehr die Fragen: Ist Gott
unendlich — und wenn ja, inwiefern ist er der Unendliche? (Vgl. Schaede 2008: 349f.).

Kurz gefasst bedeutet das: In ihren beiden Disziplinen Metaphysik und philosophische
Gotteslehre spricht die Theologie von der Unendlichkeit in einem umfassenden Sinne
(mit moglichem Gottesbezug). In einem Interview von Elke Zapf aufRert sich Wolfgang
Schoberth vom Lehrstuhl fur Systematische Theologie der Friedrich-Alexander-
Universitat Erlangen-Nurnberg auf die Frage, ob es in allen Religionen die
Verknupfung von Unendlichkeit mit Gott gibt, folgendermalien:

Das Wesen des Unendlichen ist insbesondere ein Thema der Metaphysik — aber nicht

nur sie stellt die Fragen nach dem Jenseits unserer Erfahrung. Alle Religionen wollen

wissen ,Wo kommen wir her?“, ,Wo gehen wir hin?“, ,Was gibt unserem Leben und

Handeln Sinn?* und finden andere Bilder fir das, was jenseits unserer Grenzen liegt.

Und jede Religion entwickelt andere Praktiken, um der Unendlichkeit ndherzukommen

— Meditieren, Yoga, Beten. In der Geschichte der christlichen Theologie ist die

Unendlichkeit eines der Attribute Gottes — die Schopfung dagegen ist ihrem Wesen
nach endlich. (Zapf 2019: 1).

Hingegen dazu zielt die Mathematik auf das quantitative Problem, mit der wesentlichen
Frage nach dem Wieviel, ab. Trotz unterschiedlicher Auffassung gibt es immerhin

0 Bestehend aus den Teilbereichen: Metaphysik, philosophischer Gotteslehre, Religionsphilosophie,
philosophischer Anthropologie, Epochenphilosophie, interkultureller Philosophie und Sprachphilosophie
(vgl. Katholische Fakultat Universitat Wien 2022: 1).

" griechisch: theos — Gott, logos — das Wort; Wissenschaft von Gott (vgl. Nolte 2022: 1).

12 Bibelwissenschaft, Religionsgeschichte und allgemeine Religionswissenschaft, Kirchengeschichte,
Kirchenrecht, Metaphysik, Philosophie, Ethik, Moral-, Pastoral-, Fundamentaltheologie und
systematische Theologie (Dogmatik, Christologie) (vgl. Katholische Fakultat Universitat Wien 2022: 1).
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wechselseitige Implikationen der beiden Forschungsrichtungen. Speziell fur
gehaltvolle philosophische Aussagen — wie zum Beispiel, dass das Unendliche
aufgrund der mengentheoretischen Erkenntnisse nicht mehr einfach als Unbestimmtes
angesehen werden kann — wird dies sichtbar. (Vgl. Tapp 2008: 246f.)

3.1. Die Fragen nach Gott

Der Sinn der philosophischen Gottesfrage ergibt sich aufgrund der natiirlichen
Gotteserkenntnis mittels sinnlich wahrnehmbarer Wirklichkeiten, die Menschen als
Zeichen verstehen, welche auf ein potenzielles Dasein eines Transzendenten und
Absoluten deuten. (Vgl. Schroder 2007: 1)

Im historischen Hinblick stellt die heutige, stark sakular gepragte Gesellschaft die
Gottesfrage viel fokussierter in den Diskussionsmittelpunkt, als dies zuvor je notwendig
war. Im Gegensatz zu den vergangenen Generationen, in denen die Jugend die Werte
der Alteren vertrauensselig Gibernahm und nur in geringer Form abwandelte, kann
heutzutage von dieser Haltung nicht mehr gesprochen werden. Die einzigen
Konstanten, die zugleich auch die charakterisierenden Merkmale der modernen
Gesellschaft bilden, scheinen die hektische Betriebsamkeit, eine Wegwerfkultur und
Aussteigergesellschaft zu sein, welche sich seit Anbeginn des technischen Fortschritts
rapide erweitert. Diese neuartige Lebensform verlangt es, Uber Vergangenes kritisch
nachzudenken — ebenso den Gottesglauben zu hinterfragen — und nur Essenzielles
beziehungsweise fur die Zukunft Nutzliches mitzunehmen. Das hat zur Folge, dass
sich ein Gefuhl der Unsicherheit, des Zweifels und des Auf-sich-selbst-Verlassens
ausbreitet. Zwar offenbart sich eine gewisse, rational fundierte Bewaltigung der Welt
und des Lebens, doch sind es vor allem junge Menschen, die nicht ganz von dieser
rationalistischen Verhaltensweise Uberzeugt sind. Dies scheint dahinzugehen, dass
auf diesem wackeligen Fundament der Mensch auf Dauer gesehen nicht vom Brot
allein leben'® kann. Am Ende stellen sich nicht nur die Fragen, ob es einen Gott gibt
und wie man sich gegebenenfalls seiner Gegenwart versichert, sondern im Zuge der

ansteigenden weltweiten Solidaritat, ob eine Differenzierung zwischen den

'3 Er aber antwortete: In der Schrift heiRt es: Der Mensch lebt nicht vom Brot allein, sondern von jedem
Wort, das aus Gottes Mund kommt. (Mt 4,4) [Neue Einheitstibersetzung 2016]

28



verschiedenen Glaubensweisen der Religionen noch zu rechtfertigen ist. (Vgl.
Schwarz 1985: 5ff).

Letztere stellt eine mogliche Basis eines zeitgemalen interreligiosen Dialogs dar, doch
die Frage nach Gott und seiner Existenz beschaftigt die philosophische Theologie,
speziell in der Metaphysik und der philosophischen Gotteslehre, schon lange. In ihr
finden sich unterschiedliche Gottesbeweise (inklusive kritischer Gegenargumente)
wieder, die angesichts der historischen Gegebenheiten gesellschaftlich immer

relevanter wurden.

3.2. Die philosophisch-theologischen Disziplinen: Metaphysik und
Philosophische Gotteslehre

Metaphysik, auch bekannt als ,erste Philosophie®, leitet sich vom griechischen meta
ta physica ab, was so viel bedeutet wie, ,das, was der Physik Ubergeordnet ist“ oder
,was nach der Physik kommt®. Auf Basis historischer Entdeckungen lasst sich dieser
Begriff zurtckdatieren bis zum 1. Jahrhundert vor Christus. Der Herausgeber der
aristotelischen Werke — Andronikos von Rhodos — bezeichnete sie derartig, da diese
das Fundament zu transzendenten, Uber die Erfahrung hinausgehenden Fragen
bilden. Kernaufgabe der Metaphysik ist die Ontologie mit der Frage nach dem ,Sein
als Sein“. (Vgl. Erhard 2021: 1).

Die philosophische Gotteslehre (auch philosophische Theologie genannt) ist eine
spezielle geisteswissenschaftliche Richtung innerhalb der Theologie. Im Zentrum
befindet sich die Frage nach Gott, die mit Hilfe philosophischer Ansatze hinreichend
durchdacht wird. Anders als die Theologie stutzt sich die Philosophie auf
vernunftbasierte Erkenntnisse und Argumentationsformen, unabhangig von
Autoritatsaussagen, Offenbarungs-, Glaubens- oder Traditionsinhalten. (Vgl. Sans
2018: 8; Marschutz 2014: 179f). Die Gemeinsamkeit von Theologie und Philosophie
erschliet sich darin, dass beide Geisteswissenschaften thematisch auf die
Letztbegrindung ausgerichtet sind (vgl. Wenz 2016: 18). Obwohl sich die
philosophische Gotteslehre auf ihren vernunftbegrindeten Modus mit Gott
konzentriert, darf aber nicht vergessen werden, dass dieser schlussendlich ein

Gegenstand religiosen Bewusstseins ist. (Vgl. Sans 2018: 7f).
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Ein Gott, von dem nur die Philosophen, nicht aber die Glaubigen etwas wissen, ware
genauso ein Unding wie ein Gott, an den zwar einige Menschen glauben, der sich
aber nicht denken lasst. (Sans 2018: 8)

3.2.1. Historische Entwicklung der Metaphysik

Die Sichtweise und das Verstandnis gegenuber dem Metaphysikbegriff variierten im
Laufe der Zeit. So untergliederte man die Metaphysik im Mittelalter in eine generelle,
die sich mit der Frage des Seins beschaftigte, und eine spezielle Metaphysik, die
wegen ihrer Inhalte Weltordnung (griechisch: késmos), Seele (griechisch: psyché) und
Gott (griechisch: theos) den einzelnen Fachrichtungen Physik (Kosmologie),

Psychologie und Theologie zugeordnet wurde. (Vgl. Erhard 2021: 1).

Wahrend des 17. Jahrhunderts verstand man im Sinne des Rationalismus die
Metaphysik als Basis dessen, worauf alles Wissen aufbauen konnte. René Descartes
(1596-1650) verglich die Prinzipien der Philosophie mit einem Baum, wonach die
Wurzeln die Metaphysik, der Stamm die Physik und die Zweige alle weiteren
Wissenschaften ergeben. Zur Zeit der Aufklarung im 18. Jahrhundert ubte Immanuel
Kant (1724-1804) Kritik an der Moglichkeit einer metaphysischen Wissenschaft. Er
betrachtete die entscheidenden Elemente der Metaphysik als Glaubensergebnisse,
wonach lediglich die Auswirkungen derer erkenntlich sind. Trotz allem empfand Kant

die Inhalte als unabdingbare moralische Postulate. (Vgl. ebd.: 1).

Aufgrund des verstarkten Hervorkommens des Atheismus und Positivismus im 19.
Jahrhundert durch Karl Marx (1818-1883) und Friedrich Nietzsche (1844-1900) sah
man die metaphysische Epoche als schwindend an. Doch spiritualistische
Gegenbewegungen dieser Zeit bestatigen das Gegenteil. Im vorherigen Jahrhundert
sprach Martin Heidegger (1889-1979) in seiner nihilistischen Denkweise von der
Metaphysik als etwas zu Uberwindendes, da sie im Laufe ihrer Geschichte die Seins-
Frage mittels des Begriffsdenkens als eine letzte Grundlage, wie Gott oder die
Vernunft sie ware, beantwortet hatte. Kontrar dazu bediente sich die zeitgendssische
Philosophie, welche unabhangig von theologischen Einflissen ist, der Metaphysik in
Bezug auf ihre Untersuchungen zu Grundlagen der Wissenschaften und Grenzen des
Denkens. (Vgl. Erhard 2021: 1).

30



3.2.2. Historische Entwicklung der philosophischen Gotteslehre

Auch das Verstandnis, die Inhalte und die Bezeichnung hinsichtlich der
philosophischen Gotteslehre blieben nicht immer ein und dasselbe (vgl. 3.2.1.). So
sprach bereits Aristoteles von einer gottlichen Wissenschaft (theologike episteme), die
sich mit der Frage nach dem unbewegten Beweger, dem absoluten Prinzip der
Wirklichkeit, beschaftigte. Als gottlich betrachtete man ebendiesen letzten Urgrund
der Welt, wonach alles Seiende als eine auf ein Ziel hin gerichtete Bewegung — von
Moglichem zu Wirklichem — verstanden wurde. Diese Assoziation fand schlussendlich
auch Einzug in die Gottesbeweise bei Thomas von Aquin (1225-1274). (Vgl. Sans
2018: 9; Burkard 2008: 1).

Die Mitte des 18. Jahrhundert ist im historischen Fachjargon auch als die sogenannte
,oattelzeit® bekannt, da sich damals zum ersten Mal der Gottesbegriff radikalst
wandelte. Gott wurde nicht mehr nur als hochstes Wesen und Ursprung der Welt
wahrgenommen, sondern zudem als von dem Menschen nach seinem Wunschen und

Bedurfnissen geformtes Idol kritisiert. (Vgl. Sans 2018: 9).

Parallel zu diesem Umdenken fokussierte sich Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
im Bereich der philosophischen Gotteslehre zunehmend auf die Theodizee-Frage.
Diese fordert die Rechtfertigung eines — speziell nach christlichem Verstandnis —
liebenden und allmachtigen Gottes angesichts des Leids und der Leidenden in der
Welt. (Vgl. kathweb o. J.: 1; Leibniz 1996: 287).

Christian Freiherr von Wolff (1679-1754) hingegen kennzeichnete die philosophische
Gotteslehre als theologia naturalis/rationalis. Sie stellt eine Theologie dar, die alleinig
mittels der Vernunft betrieben wird und sich aufgrund der Tatsache, dass sie sich
denselben Methoden bedient wie die Philosophie, eine Gleichrangigkeit gegenuber
anderen philosophischen Fachrichtungen schafft. Die Kernfrage der Gotteslehre ist
jene nach der Wirklichkeit [Gottes]. Wahrend bei Aristoteles die philosophische
Gotteslehre den Abschluss seines Metaphysikverstandnisses kurte, schuf Wolff die

Basis eines Gleichverstandnisses der Disziplin zu anderen. (Vgl. Muck 1983: 2).

Ein Jahrhundert spater charakterisierte Martin Heidegger die philosophische
Gotteslehre (negativ konnotiert) als ,,Onto-Theo-Logie“. Er kritisierte an der Lehre vom
Seienden und vom Sein den zuvor schon manifestierten Grundgedanken, in welchem

Gott als das erste und oberste Seiende verankert sei. (Vgl. Sans 2018: 11).
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3.2.3. Das Verhaltnis der philosophischen Gotteslehre zur Metaphysik

Im Gegensatz zu Aristoteles, der die Gottesfrage als Mitte des metaphysischen
Bemuhens sieht, versteht Wolff die philosophische Gotteslehre als eigene Form der
Metaphysik mit Fokus auf das Goéttliche und Absolute. Dementsprechend Iasst sich
hierbei auch ein substanzieller Zusammenhang zwischen philosophischer Gotteslehre
und Metaphysik erkennen. Die eigentliche Korrelation der beiden Disziplinen findet
sich aber im grundlegenden Gleichheitsprinzip wieder, wonach das Goéttliche ebenso
wertfrei zu beforschen und analysieren ist wie dies bei anderen philosophischen
Themen und Gegenstanden vollzogen wird.

Aufgrund dieses verbindenden Verstandnisses zwischen Metaphysik und
philosophischer Gotteslehre zeichnen sich fur letztere — speziell auch in der aktuellen
Zeit — existenzgefahrdende Anbahnungen ab. Religionskritiker wie zum Beispiel
Feuerbach, Marx, Nietzsche oder Freud bezogen sich anfanglich immer auf die
Gotteslehre selbst, bevor sie die Metaphysik hinterfragten. Doch der eigentliche
Hauptvorwurf gegen die philosophische Gotteslehre ist nicht die Infragestellung der
Metaphysik, sondern ihr thematischer Kernbereich, der rational unfassbar und nahezu
unbeweisbar bleibt. (Vgl. Esterbauer 2005: 5).

3.3. Gottesbeweise

Es liegt in der Natur des Menschen zu zweifeln und zu hinterfragen, nachzuforschen.

(Beckert 2004: 1)
Das Aufkommen der Gottesbeweise ist stark verknupft mit den historischen
Entwicklungen und dem Denken der Menschen innerhalb der jeweiligen Epochen. Die
brisante Hinterfragung, genaue Erforschung und Begrindung von stets
angenommenen oder geglaubten Gegenstanden eroffnete sich erst in der frihen
Neuzeit und spitzte sich im 18. Jahrhundert, in der Zeit der Aufklarung, radikalst zu.
(Vgl. Beckert 2004: 1).

In den Augen vieler Menschen ist Mathematik ein Garant fiir Wahrheit. Nicht nur

Naturwissenschaften, sondern auch Sozial-und Geisteswissenschaften versuchen,

sich auf mathematische Forschungsmethoden zu stiitzen. (Maal} & Gétz 2021: 1)
Mittels Gottesbeweise versucht man das ,Problem® nach der tatsachlichen Existenz
von Gottheiten (oder eines Gottes) durch logische Verfahren der Vernunft — bestehend
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aus Definitionen, Axiomen wund Theoremen — 2zu rechtfertigen. Dieser
Forschungsgegenstand erweist sich, ungeachtet seines Namens, viel mehr in der
Philosophie als in der Theologie beheimatet. Die Frage nach Gott stellt die
Konigsdisziplin in der Philosophie dar, da sie zugleich rationale Mittel und
Moglichkeiten wie auch die kognitiven Schranken und Wissensgrenzen offenbart. Sie
stellt die Geisteswissenschaft vor die Herausforderung, einen metaphysischen
Gegenstand mithilfe von rein rational nachvollziehbaren und logischen Aussagen zu
beleuchten, um schlussendlich eine eindeutige Conclusio einer wahrhaftigen Existenz
oder Nichtexistenz Gottes abzugeben. Trotz vernunftgemaier Uberlegungen bleibt es
allerdings nicht ausgeschlossen, Gottesbeweise an speziellen Punkten der
Beweisflhrung anzufechten oder diese mit Widerlegungen zu entkraften. Ein
erfolgreicher Gottesbeweis ist demnach eine Abfolge von logisch richtigen Satzen, bei
der der letzte Satz ,ein gottliches Wesen existiert®, durch kein Argument mehr

angezweifelt werden kann. (Vgl. Bromand 2011: 9f).

3.3.1. Mathematisch-logische Beweise und ihre Ziele

Klassisch zahlen als logische Beweise deduktive™ und induktive'® Begriindungen,
bestehend aus bereits anerkannten Satzen, logisch richtig abgeleiteten und daraus
entstandenen Folgerungen, Zwischenergebnissen und Schlussen. Auf Seiten der
Mathematik schaffen Axiome, welche absoluten Wahrheitsgehalt besitzen, die
Grundlage fur weitere logische Folgerungen (Theoreme). Ein mathematisches
Theorem erhalt erst dann seinen Wahrheitsanspruch, sobald dieses mittels direkter —
mit Hilfe von deduktiven oder induktiven Argumenten — oder indirekter Beweisfuhrung
— im Sinne der Erzeugung eines Widerspruchs zur Ursprungsbehauptung —
gewahrleistet wird. Deduktive Argumente gehen von einer oder mehreren Pramissen
(Voraussetzungen/Vorbedingungen) aus und munden letztlich in einer Conclusio. Die
deduktive Beweisfuhrung erfolgt auf Basis von logischen Ruckfihrungen zu Axiomen

4 Deduktion meint ,ableiten” beziehungsweise ,fortflihren“ und wird unter anderem als ,StoRrichtung
vom Allgemeinen zum Besonderen“ oder anders gesagt als Ubergang von Theorie zur Empirie
verstanden. Doch auch deduktive Schlussfolgerungen kénnen sich als falsch erweisen, insofern die
gesetzten Pramissen ganzlich oder zum Teil falsch sind. (Vgl. Feustel 2021:1).

'S Induktion bedeutet ,herbeifiihren®, ,veranlassen“, welches meint, dass Sachverhalte oder
Beobachtungen auf Grund von zuvor angestellter Abstraktion beziehungsweise Verallgemeinerung eine
gewisse Theorie bestatigen oder entkraften. (Vgl. Feustel 2021:1).
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und bereits bewiesenen Satzen, wie folgendes Beispiel demonstriert (Vgl. Beckert
2004: 2; Deutsche Mathematiker-Vereinigung: 1; Evers 2013: 1):
Pramisse1: Alle A sind B. (Alle Menschen sind Zweibeiner.)

Pramisse 2: Alle B sind C. (Alle Zweibeiner sind Lebewesen.)
Conclusio: Alle A sind C. (Alle Menschen sind Lebewesen.)

Ein Beispiel fur eine deduktive Beweisfuhrung mit einer ,irrefihrenden® Conclusio
aufgrund einer (teilweise) falschen Pramisse zeigt die nachstehende Behauptung
(vgl. Feustel 2021:1):

Pramisse: GroRgeschriebene Woérter sind in der deutschen Sprache Nomen.
Conclusio: Demnach ist ,GroRRgeschriebene” im vorangegangenen Satz ein Nomen.

Anders dazu verhalten sich induktive Argumente. Sie bekraftigen mit Hilfe der
Pramissen die Conclusio. In dieser Beweisfuhrung treten Argumente auf, deren
Pramissen die Conclusio wahrscheinlicher oder unwahrscheinlicher machen, da sie
immer generalisiert und fur alle betroffenen Objekte zu gelten hat. (Vgl. Beckert 2004:
2). Das altbewahrte Instrument dabei ist die BeweisfUhrung mittels vollstandiger
Induktion, die aufgrund ihrer Struktur'® eine mathematische Aussage fir alle
naturlichen Zahlen als wahr oder falsch belegt. (Vgl. Feustel 2021:1; Ziegler 2022: 1).

Generell gilt nicht jedes Argument gleichzeitig als Beweis. Manche Aussagen bedurfen
oft keiner Beweisgrundlage, wie das etwa bei Beweisvoraussetzungen der Fall ist.
(Vgl. Evers 2013: 1).

Beweise, welche nach dem deutschen Philosophen Wilhelm Essler (1940) deduktive
beziehungsweise apriorische Argumente sind, beschreibt er in einer seiner
Ausfuhrungen auf eine alltagspraktisch-verknupfende Art folgendermalen:

Wenn jemand sagt, dass etwas logisch ist, so meint er damit, dass das ganz gewiss

ist und auch dann wahr ware, wenn die Welt gerade auf dem Kopf stiinde, wenn man

gar nicht nachzusehen hatte, wie die Welt beschaffen sei, um erkennen zu kdnnen,
dass dieser Satz wahr ist [...]. (ljjas 0. J.: 1)

16 Ein Induktionsbeweis setzt sich zusammen aus A (n) — einer Aussage A in Abhangigkeit von n, fur
alle n € N—dem Induktionsanfang (,Zeige, dass A (1) wahr ist.), der Induktionsvoraussetzung/-
annahme (,4 (m) gilt.“), der Induktionsbehauptung (,4 (m + 1) gilt.) und dem Induktionsschluss (,Zeige
die Induktionsbehauptung mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung.“) (vgl. Ziegler 2022: 1).
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Fur logische Beweise gilt: Die Conclusio ist genau dann wahr, wenn alle Pramissen
wahr sind und die Folgerung formal korrekt ist, wie das auch in Abbildung 7 (Betz 2018:

1) graphisch nochmals zusammenfassend dargestellt ist (vgl. ljjas o. J.: 1).

(1) Erste Pramisse

(2) Zweite Pramisse begriindende
Aussagen
(3) ...
deduktiven
induktiven
Also: (..) Konklusion begriindete Aussage

Abbildung 7: Aufbau eines Beweises (Betz 2018: 1)

3.3.2. Die klassischen Gottesbeweise und ihre Kritik

Die klassische Kategorisierung der Gottesbeweise ist auf Immanuel Kant
zurlickzufiihren, welcher zwischen apriorischen' und aposteriorischen™
Beweisen differenzierte. Wie in Tabelle 3 angefuhrt, zahlen zu den typischen
apriorischen Gottesbeweisen der ontologische, der kosmologische und der
teleologische Gottesbeweis. Als zusatzliche Kategorie erganzt man heutzutage auch
gerne Kants selbst entwickelten moralischen Gottesbeweis sowie den historischen
beziehungsweise ethnologischen Gottesbeweis: (Vgl. Schwarz 1985: 57; Evers 2013:
1). Der Unterschied zwischen apriorischen und aposteriorischen Gottesbeweisen
belauft sich auf den Einbezug der Erfahrung. Wahrend apriorische Gottesbeweise
unabhangig menschlicher Wissenserkenntnis sind, grinden aposteriorische
Gottesbeweise alleinig auf diese, wie das auch in den funf Wegen (quinque viae) bei
Thomas von Aquin erkenntlich wird. (Vgl. Beckert 2004: 1, Evers 2013: 1, Heinle o.
J.:1). Zudem entsprechen apriorische Beweise den Grundzigen der naturlichen
Theologie, in welcher die Erkenntnisse zur Gottesfrage allein durch die naturlichen
Feststellungen des Menschen — ohne Ruckbezug goéttlicher Offenbarungen —
gewonnen werden. Hinsichtlich dessen zeigen sich zwei Methoden dieses
Wissenserwerbs: Zum einen aus der Schopfung und Umwelt (liber naturae), zum
anderen Uber die Wege der Vernunftswahrnehmung (lumen naturale). (Vgl. Schroder
2007: 1).

7\on der Erfahrung oder Wahrnehmung; von vornherein, grundsatzlich, vorweg (vgl. Bibliographisches
Institut 2022: 1).

'8 Aus der Erfahrung gewonnen; auf Erfahrung griindend; nachtraglich (vgl. Bibliographisches Institut
2022: 1).
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Beweisart

Ontologisch Kosmologisch Teleologisch Moralisch
Aussage
Pramisse 1 | Gott ist ein maximal Das Universum existiert. | Das Universum weist | Es gibt moralische Phanomene.
vollkommenes Wesen. eine gewisse Ordnung
(Definition Gottes) auf.

Pramisse 2 | Vollkommenheit impliziert | Satz von zureichendem | Ordnung bedarf eines | Version A: Es bedarf eines

Existenz. Grund. Konstrukteurs. moralischen Gesetzgebers.

Version B: Moralisches Handeln
muss vernunftig sein. Gott ist

Postulat praktischer Vernunft.

Pramisse 3 Gottes Existenz bedarf

keines Grundes.

Conclusio | Gott existiert. Gott existiert. Gott existiert. Gott existiert.

Tabelle 3: Ubersicht der zentralsten Gottesbeweise und ihre Aussagen (ljjas o. J.: 1)

Bei naherer Betrachtung erweist sich diese Gliederung lickenhaft. Hinsichtlich der
aposteriorischen Erfahrungsbeweise gehoren zuallererst empirische Ausgangssatze,
wie etwa ,Es gibt etwas Bewegtes®, von allgemeinen gesetzesartigen Pramissen, die
teilweise auch zu Widerspruchen fuhren konnen, unterschieden. Dies gilt ebenso fur
apriorische Beweise. Da in diesem Bereich die Formulierungen niemals eindeutig
genug sein konnen, kann von einer Unscharfe der Aussagen gesprochen werden, um
die jeweilige Aussage dem einen oder dem anderen Gottesbeweis zuordnen zu
konnen. Jene Unscharfe konne demnach nur dann behoben werden, indem nur zwei

Satzkategorien apriorisch zugelassen werden:

e Satze der Pradikatenlogik erster Ordnung

e Satze der finiten Zahlentheorie

Diese Problematik fuhrt zur scheinbaren Folge und gleichzeitig dem Kritikpunkt, dass
kaum ein Gottesbeweis apriorisch moglich ist. (Vgl. Weingartner 1998: 35).

Fur eine erfolgreiche, anerkannte Beweiskritik bedarf es entweder einer falschen
Pramisse oder zumindest einer inkorrekten Folgerung (vgl. ljjas o. J.: 1). Tabelle 4
zeigt, an welchen Stellen der Beweisfuhrung in den jeweiligen Beweismodi

Unklarheiten und Kritikpunkte gefunden wurden.
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Beweisart
Ontologisch | Kosmologisch | Teleologisch Moralisch
Aussage
Pramisse 1
Problem Pramisse 2 Pramisse 2 Pramisse 2 Pramisse 2
Pramisse 3
Conclusio ? ? ? ?

Tabelle 4: Ubersicht der essenziellsten Gottesbeweiskritiken (ljjas 0. J.: 1)

Aufgrund der umfangreichen Thematik wird in den weiteren Subkapiteln nur auf eine
klassische Beweisart, namlich den ontologischen Gottesbeweis nach Anselm von
Canterbury inklusive der dazugehorigen Kritik genauer eingegangen. Fur Interessierte
findet sich ein weiterer ontologischer Gottesbeweis nach mathematisch-logischer
Herangehensweise von Kurt Godel samt Kritik im Anhang.

3.3.2.1. Der ontologische Gottesbeweis nach Anselm von Canterbury

In dem vom mittelalterlichen Theologen und Philosophen Anselm von Canterbury (um
1033-1109) stammenden Werk Proslogion' findet sich das ,unum argumentum®,
welches spater durch Kant als ontologischer Gottesbeweis bezeichnet wurde, wieder.
Darin erlautert er die Existenz sowie das Wesen und den Charakter Gottes, die sich
der reinen menschlichen Vernunft offenbart (sprich: apriorisch und zugleich frei jeder
grundlegenden Glaubensuberzeugung). Folglich bilden keine empirischen Fakten das
Fundament dieses Beweismodus, wonach schliel3lich die Feststellung einer Existenz
Gottes hervorgeht, sondern die Ableitung des vorausgesetzten Gottesbegriffs. (Vgl.
Beckert 2004: 3, Evers 2013:1, Heinle 0. J.:1).

Anselm von Canterbury beginnt seine Beweisfuhrung mit einem Bittgebet und der
zentralen Neudefinition des Gottesbegriffs als ,denjenigen/etwas, woruber hinaus
nichts Grofieres (Besseres) gedacht werden kann® im Original: ,id, quo nihil maius
cogitari potest®.

9 Zu deutsch: Anrede. Urspriingliche Fassung entstand ca. 1077-78, die endgliltige Fassung zwischen
1083 und 1085 (vgl. Asmuth 2018: 79, Holopainen 2020: 1).
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Herr, der du dem Glauben die Einsicht verleihst, verleih mir also, dafk ich, soweit du
es fUr nitzlich erachtest, verstehe, dall du etwas bist, Uber das hinaus nichts
Groleres gedacht werden kann. (Heinle o. J.:1)

Diese einzigartige Charakterisierung des Gottesbegriffs beruht allerdings nicht auf
Canterbury selbst, sondern liest sich schon bei Cicero (106-43 v. Chr.), Augustinus
(354-430 n. Chr.) oder Boethius (um 480/485-524 n. Chr.). Seine Errungenschaft
besteht darin, diesen Ausdruck zu einem wesentlichen Argument umzufunktionieren.
(Vgl. Asmuth 2018: 79).

AnschlieRend setzt er mit seinen Uberlegungen, Hinterfragungen und der Conclusio
fort: Im ersten Argumentationsgang beabsichtigt Anselm die Widerlegung der Aussage
des Toren? in seinem Herzen, welcher die Nichtexistenz Gottes behauptet. Dabei legt
er dar, dass selbst die Torichten den vorgelegten Gottesbegriff verstehen und deshalb
die Existenz Gottes in ihrem Verstand nicht verleugnen kdnnen, da alles Verstandene

im Verstand ist (,esse in intellectu®).

Oder existiert etwa demnach ein solches Wesen nicht, weil der Tor in seinem Herzen
sprach: Es existiert kein Gott?

Aber gerade auch der Tor, wenn er eben das vernimmt, was ich aussage als etwas,
Uber das hinaus nichts Grofieres gedacht werden kann, versteht gewill das, was er
vernimmt; und was er versteht, ist in seinem Verstande, auch wenn er nicht versteht,
daf es existiert.

Denn es ist eines, daf} etwas im Verstande ist, ein anderes, zu verstehen, dalk etwas
existiert.

Wenn namlich ein Maler zuvor denkt, was er zu schaffen beabsichtigt, hat er zwar im
Verstande, versteht aber noch nicht, daf} es existiert, was er noch nicht geschaffen
hat.

Wenn er aber bereits gemalt hat, hat er sowohl im Verstande als er auch versteht,
daR existiert, was er bereits geschaffen hat.

Also sieht auch der Tor als erwiesen an, dal} etwas Uber das hinaus nichts Grof3eres

gedacht werden kann, zumindest im Verstande ist, weil er das, wenn er es vernimmt,

versteht und weil alles, was verstanden wird, im Verstande ist. (Heinle o. J.:1)
Zu unterscheiden gilt aber, ob etwas nur im Verstand ist oder auch in Wirklichkeit
existiert. Auf sein Argument umgelegt heil3 das, dass Gott nun entweder lediglich im

Verstand oder sowohl im Verstand wie auch in Wirklichkeit existiert. Findet sich der

20 [...] Der Tor sagt in seinem Herzen: Es gibt keinen Gott. [...] (Ps 14,1) [Neue Einheitslibersetzung
2016]
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Begriff nur im Verstand allein, ist es moglich, Groeres zu denken — namlich, dass
dieses Grolere auch in Wirklichkeit besteht. (Vgl. Asmuth 2018: 79f).

Als zweiten Zug argumentiert er, dass Gott nicht nur im Verstand allein existent sein
kann. Ansonsten ware es, wie gerade erwahnt, potenziell durchfuhrbar, sowohl die
Existenz Gottes in Wirklichkeit (,esse in re) als auch ein grolReres Wesen als ihn
(»etwas, wortiber hinaus nichts Grél3eres gedacht werden kann*) zu denken. Doch das
ursprungliche ,etwas, wortiber hinaus nichts GréBeres gedacht werden kann*, ware
folglich nicht das tatsachliche ,etwas, wortiber hinaus nichts Gré3eres gedacht werden
kann®. Somit schlussfolgert er in seinem letzten Schritt aus der Unmoglichkeit, die
Nicht-Existenz Gottes zu denken, die notwendige Existenz Gottes. (Vgl. Asmuth 2018:
80).
Und gewiss kann das, Uber das hinaus GroReres nicht gedacht werden kann, nicht

allein im Verstande sein. Denn wenn es auch nur allein im Verstande ist, kann gedacht
werden, dal} es auch in Wirklichkeit existiert, was grofer ist.

Wenn also das, Uber das hinaus GroReres nicht gedacht werden kann, allein im
Verstande ist, ist eben das, lUber das hinaus GroReres nicht gedacht werden kann,
eines, Uber das hinaus GroReres gedacht werden kann. Das aber ist doch unmdglich
der Fall.

Es existiert also ohne Zweifel etwas, Uber das hinaus GréReres nicht gedacht werden

kann, sowohl im Verstande als auch in Wirklichkeit. (Heinle o. J.:1, Asmuth 2018: 80)
Den Abschluss seiner Argumentation bildet ein Zwischengebet, wonach er ,etwas,
worliber hinaus nichts GréBeres gedacht werden kann“ mit dem Gottesbegriff
gleichsetzt und mit einem Dankgebet endet (vgl. Asmuth 2018: 80, Holopainen 2020:
4).

3.3.2.2. Kritik am ontologischen Gottesbeweis

Wesentlich ist im Ansatz Canterburys, dass er Existenz als ein Merkmal
beziehungsweise eine Eigenschaft (Gottes) ansieht, die sich unumganglich aus der
Definition eines Begriffs ergibt. Er versteht allein aus der Grundbedeutung und
Festlegung Gott als vollkommendes Wesen heraus, dass Gott die Eigenschaft der
Existenz zukommen muss, da ansonsten seine Definition nicht widerspruchsfrei ware.
(Vgl. Beckermann 2013: 60).
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Die ersten kritischen AuRerungen zum ontologischen Gottesbeweis tatigte bereits der
Monch Gaunilo von Marmoutiers (994-1083), ein Zeitgenosse Anselms von
Canterbury. Dieser meinte, es sei nicht moglich aus dem Begriff allein auf die Existenz
Gottes zu schlieRen. Gaunilo von Marmoutiers vergleicht Canterburys Argument mit
dem blof3en Begriff einer ,verlorenen Insel®, der nicht gleichzeitig die Existenz einer
solchen Insel manifestiert. Worauf Anselm damit kontert, dass die Logik seiner
Argumentation sich nicht einfach auf andere Sachverhalte ummunzen Iasst, da diese
mit endlichen, nicht notwendig existierenden Gegenstanden verglichen werden. Die
Lvortrefflichste Insel®, wie Marmoutier sie beschreibt, entspricht nicht dem id quo (der
notwenigen Existenz?', wodurch alles ist), von dem Anselm im eigentlichen Sinne
spricht, sondern fasst sein Exempel als maius omnibus (allumfassende, potenzielle
Existenz??). (Vgl. Kellersohn o. J.: 3; Bitterl 2012: 42).

Ich verspreche dir: wenn mir jemand in Wirklichkeit oder auch nur in Gedanken etwas

findet auBer dem ,woriber hinaus GroReres nicht gedacht werden kann*, worauf sich

die Logik dieses meines Arguments anwenden lieRe, so werde ich ihm die verlorene

Insel finden und geben, auf dal sie nicht mehr verlorengeht. (Kellersohn o. J.: 3)
Desgleichen argumentiert Kant, dass der Gottesbegriff an sich kein zusatzliches
Attribut inkludiert. Lediglich das Sein oder die Existenz zuzusprechen, fugt dem
Subjekt noch keine Charaktereigenschaft hinzu. Etwas existiert, insofern man die
Erfahrung gemacht hat. (Vgl. Beckermann 2013: 60). Bei der Gotteserfahrung spitzt

sich dieser Fakt zu, da sie ausschlieBlich Uber die personliche Ebene stattfindet.

(...), dass jemand, der die von ihm angefiihrten Eigenschaften in einer mystischen
Erfahrung wahrnimmt, eine Gotteserfahrung macht, ganz gleich, wie sein
personliches Gottesbild ansonsten aussieht und sogar unabhangig davon, ob er sich
einer theistischen Religion zugehdrig fihlt. (Fréhle 2017: 29)
Satze wie ,Gott existiert.“ oder ,Gott existiert nicht.“ sind fur den Philosophen und
Religionskritiker in keiner Weise widerspruchlich. Sie illustrieren dahingehend blof}
Zuschreibungen, welche unter den Begriff Gott fallen. Da durch die Behauptung der
Nichtexistenz Gottes kein logischer Widerspruch entsteht, bedarf es fur Kant keiner
zwingenden Notwendigkeit, eine Erklarung Uber die Existenz Gottes zu tatigen oder

die Stellung fur eine der beiden Aussagen zu beziehen. (Vgl. Beckermann 2013: 60).

21 Existenz, die nicht nichtexistent sein kann, da sie das Vollkommenste ist, und durch sie alles existiert
22 Existenz, die existieren kann, aber nicht muss (Vorstellungen)
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3.3.3. Kleinere Gottesbeweistheorien

In weiterer Folge werden sechs kurze Ansatze und Gottesbeweistheorien vorgestellt,
die zwar nicht zu den klassischen Gottbeweisen zahlen, aber im Laufe der Geschichte

ihren Einzug gefunden haben.

3.3.3.1. Gott als moralische Annahme bei Kant

Trotz seiner Kritik an den traditionellen Gottesbeweisen erkannte Immanuel Kant ein
gewisses moralisches Bedurfnis nach Gott, welches er als seinen Beweis darbrachte
(vgl. Schwarz 1985: 72).

Zwei Dinge erflillen das Gem{t mit immer neuer und zunehmender Bewunderung und
Ehrfurcht, je 6fter und anhaltender sich das Nachdenken damit beschaftigt: der
bestirnte Himmel {iber mir und das moralische Gesetz in mir. (Schwarz 1985: 72)
Im bestirnten Himmel offenbart sich fur Kant die Grolle des Universums und
unterdessen die Winzigkeit des Menschen; im moralischen Gesetz zeigt sich die
Wiurde sowie der Wert einer jeden Person. Das Erlangen der Vollkommenheit (der
wahren Glluckseligkeit) kann weiterfUihrend dem Menschen nur im ewigen Leben
widerfahren, weshalb durch die reine Vernunft das Phanomen der Unsterblichkeit wie

auch Gott vorausgesetzt werden mussen.

Wenn wir dachten, wir kdnnten sie schon in diesem Leben erreichen, dann biegen wir
entweder das moralische Gesetz nach unseren eigenen Interessen, oder wir geben
uns phantastischen Traumen hin, die unserem Selbstverstandnis total widersprechen.
(Schwarz 1985: 73)
Der moralische Trieb des Menschen ist das Streben nach Harmonie. Dies kann fur
Immanuel Kant blo3 in Gott erreicht werden, woraus fur ihn die Erkenntnis folgt, dass
durch eine Nichtexistenz Gottes das innere Bedurfnis (der moralische Trieb) nach
Gluckseligkeit unbegrindet ware. Den Glauben an Gott konkretisiert er als reinen

Vernunftglauben:

weil bloR reine Vernunft (sowohl ihrem theoretischen als praktischen Gebrauche
nach) die Quelle ist, daraus er [Gott] entspringt. (Schwarz 1985: 73)

Somit zeigt Kant auf, dass Gott der Grundimpuls menschlichen Daseins sowie
Weltursache (causa mundi) ist, der Mensch den letzten Zweck der Schopfung erfullt
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und die Natur mit der menschlichen Gllckseligkeit Ubereinstimmt (vgl. Schwarz 1985:
74).

Knapp zwei Jahrhunderte spater greift der judische Schriftgelehrte, Religionsphilosoph
und Rabbiner Abraham Joshua Heschel (1907-1972) in seinem Buch Uber den
Menschen als heiliges Bild (Gottes Ebenbild) Kants Ansatz wieder auf und schreibt:

Der Mensch wird gebraucht, er ist ein Bedirfnis fir Gott. Fiir das biblische Denken ist
der Mensch nicht nur ein Geschopf, das standig auf der Suche nach sich selbst ist,
sondern auch ein Geschdpf, das von Gott gesucht wird. Der Mensch ist ein Geschopf
auf der Suche nach dem Sinn, weil ein Sinn ihn sucht, weil es Gottes eindringliche
Frage gibt: ,Wo bist du??** (Heschel 1985: 134)

3.3.3.2. Der historische (ethnologische) Gottesbeweis

Der historische — oder auch ethnologische — Gottesbeweis zahlt zu den altesten
Ausfuhrungen, da er knapp einem Jahrhundert vor Christus dem romischen
Philosophen und Konsul Cicero zugeschrieben wird. Diese Beweisart entspricht nicht
dem naturlichen Verstandnis eines logischen Beweises, sondern gleicht mehr einem
Plausibilitatsargument. Dahingehend nahm Cicero an, dass es kein Volk ohne
religiosen Bezug gabe. Aufgrund der immerzu antreffenden Gotteserfahrung
unterschiedlicher Volker, wie auch der religiosen Ausubung im Laufe der historischen
Gegebenheiten, bringen Cicero zum Schluss einer realen gottlichen Existenz. (Vgl.
Schwarz 1985: 74f).

3.3.3.3. Kritik am historischen (ethnologischen) Gottesbeweis

Der kritische Ansatz findet sich beim ethnologischen Gottesbeweis nicht, wie man etwa
vermuten mag, in der Vergangenheit, sondern in der Zukunft. Auf Basis der heutigen
Lebens- und Glaubenspraxis, in welcher der Gottesbegriff oder allgemein Gotter
abgelehnt werden, besteht theoretisch die Moglichkeit auf eine Welt ohne Gott.
Aufgrund des ,Erwachsenwerdens® im Sinne des faktenbasierten, rationalen Denkens
I6st sich die metaphysische Welt immer mehr in der physikalischen Welt auf, sodass
es letzten Endes nicht mehr notwendig sein muss, an etwas Gottliches oder gottliche
Méachte zu glauben. (Vgl. Schwarz 1985: 75).

23 Aber Gott, der HERR, rief nach dem Menschen und sprach zu ihm: Wo bist du? (Gen 3,9) [Neue
Einheitsubersetzung 2016]
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3.3.3.4. Der axiologische (eudamologische) Gottesbeweis

Der axiologische beziehungsweise eudamologische Gottesbeweis grundet in der
Theorie der Verwirklichung von Werten und dem Streben nach dem hochsten Gluck.
Aufgrund der Tatsache irdischer Begrenztheit und Endlichkeit bedarf es eines obersten
Zieles der Werte und Gluckseligkeit, das als ,Himmel“ gedacht wird, in welchem aber

nicht zwingend von einer Gottesanwesenheit gesprochen wird. (Vgl. Stiller 2019: 15).

3.3.3.5. Der pragmatische Gottesbeweis

Im pragmatischen Denken wird die Wahrheit mit dem utilitaristischen Prinzip
gleichgesetzt. Demnach lautet die These des US-amerikanischen Psychologen und
Philosophen William James (1842-1910), dass der Glaube an einen Gott die
Menschen optimistisch bleiben lasst und somit die Hoffnung und das Vertrauen in die
Zukunft gewahrt bleibt, hingegen der Atheismus das gegenteilige Phanomen erzeugt.

Somit schlussfolgert James die Wahrheit im Gottesglauben. (Vgl. Homann 2016: 1).

3.3.3.6. Der pantheistische Gottesbeweis

Beim Pantheismus wird das Universum mit Gott gleichgesetzt. Nachdem das
Universum eindeutig existiert, existiert folglich auch Gott. In diesem Format entfallt der
Aspekt Gott als Person ganzlich. (Vgl. Schwarz 1984: 10; Beckert 2004: 8).

3.3.3.7. Die Pascal’sche Wette

Die Pascal’'sche Wette, welche auf den Mathematiker und Philosophen Blaise Pascal
(1623-1662) zurlckgeht, stellt keinen Gottesbeweis im ursprunglichen Sinne dar,
sondern arbeitet nach der Kosten-Nutzen-Analyse. Es liefert ein Pro-Argument fur den
Gottesglauben aufgrund der mangelnden Beweise, die eindeutig gegen eine Existenz
Gottes sprechen wiirden. Somit sei es nach den Uberlegungen des Franzosen
gunstiger, bedingungslos an einen Gott zu glauben. Denn durch den Glauben sei
nichts verloren, selbst wenn es keinen Gott gabe, und zugleich stunde man auf den
sicheren Seiten, sofern Gott existiert. (Vgl. Schredelseke 2017: 44).
Sagt der Atheist zum Christ’: ,Wie du doch betrogen bist, wenn der Himmel eine Fabel

ist.“ Antwortet der Christ dem Atheist": ,Wie du doch betrogen bist, wenn die Hélle
keine Fabel ist.“ (aus dem Volksmund)
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3.3.4. Fazit zu Gottesbeweisen

Seit Anbeginn der Aufklarung wollte man die Welt und ihre Phanomene fortlaufend
entmystifizieren; Magie oder Ubernaturliche Krafte sind obsolet und stellen keine
Ursache fur bestimmte Geschehnisse mehr dar. Deshalb gilt es, die Naturgesetze und
ihre Prinzipien weitgehend zu entdecken, zu erforschen und zu beweisen.?* Gerade
Philosophien und Wissenschaften setzen auf eine Kiriterienfestlegung fur eine
sachgerechte Bearbeitung und Auseinandersetzung mit bestimmten Themen. Doch
diese Kriteriumsphilosophie kann in Bezug auf die Allgemeinheit nicht erfullt
werden, weshalb sie in vielen Fallen in Enttauschung, Relativismus und Skeptizismus
mundet. (Vgl. Popper 2003: 335). Diese Grenze zeigt sich speziell bei der Frage und
den Beweisen nach Gott oder der Wahrheit, denn wie Karl Popper sagt:

Das Fehlen eines Wahrheitskriteriums macht den Wahrheitsbegriff genausowenig
bedeutungslos wie das Fehlen eines Kriteriums fir Gesundheit den Begriff der
Gesundheit bedeutungslos macht. Ein kranker Mensch kann nach Gesundheit
streben, obwohl er kein Kriterium fiir sie hat. Ein irrender Mensch kann nach Wahrheit
streben, obwohl er kein Kriterium fiir sie hat. (Popper 2003: 335)

Dahingehend liefern Gottesbeweise keine deduktiven Argumente fur die Existenz oder
Nichtexistenz Gottes (vgl. ljjas o. J.: 1). Sie sind viel mehr eine Form unendlicher
Sehnsuchtsbekundung des endlichen Menschen nach Gott und ewiger Liebe. Denn
gerade deshalb ist der Glaube nicht faktenbasiertes Wissen. Er ist der Weg, der zu

einem tieferen Geheimnis geleitet — dem Vertrauen auf das, was unsere innerste
Sehnsucht ist (vgl. Marschitz 2016: 378f).

In seinem Buch der Spruche und Bedenken postuliert der Wiener Dramatiker Arthur
Schnitzler (1862-1931) hinsichtlich des Themas Uber Gott und dessen Existenz:

DaR wir einen Gott ahnen, ist nur ein unzulanglicher Beweis fiir sein Dasein. Ein
starkerer Beweis ist, dall wir fahig sind, an ihm zu zweifeln. (Schnitzler 1927: 34)

24 \/gl. Bayerischer Rundfunk. radioWissen 2019: 1
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4. Die Unendlichkeit im Klassenzimmer

Auf die Frage nach der Transzendenz und Unendlichkeit sto3t man in diversen
wissenschaftlichen Disziplinen. Die Auseinandersetzung mit dieser Materie obliegt
allerdings nicht bloRR Wissenschaftler*innen. (vgl. Schimmoaller 2011: 179). Bereits im
schulischen Kontext bietet sich die Moglichkeit einer interdisziplinaren Kooperation
(eines facherubergreifenden Unterrichts) an, wie dies Jurgen Maal} in einem Artikel zu
erkennen gibt:

Vieles [mit Bezug auf das Thema Unendlichkeit] lasst sich schon mit jingeren

Schiilerinnen so diskutieren, dass Wissenszuwachs und Neugier auf mehr erreicht

werden kénnen. (Maaf3 2021: 1)
Aufgrund eigener Unterrichtserfahrung ist aufgefallen, dass Schuler*innen oft grol3es
Interesse — sowohl in Mathematik wie auch Religion — an der Frage zur Unendlichkeit
zeigen. Da ich nun seit drei Jahren ausschlief3lich an einer berufsbildenden hoheren
Schule tatig bin, habe ich mich dazu entschlossen, im weiteren Verlauf primar auf die
Lehrplane der Handelsakademie einzugehen. Hierbei sollen Anknupfungspunkte
hervorgehoben werden, bei denen die Frage nach der Unendlichkeit in den beiden
Unterrichtsgegenstanden Mathematik und katholische Religion auftreten. Weiters wird
das Verstandnis der Lernenden hinsichtlich des Unendlichkeitsbegriffes angesprochen
und abschliel3end eine fachertubergreifende Umsetzungsform vorgestellit.

4.1. Lehrplanbezug des Unterrichtsgegenstandes Mathematik und
Angewandte Mathematik in der Handelsakademie (BHS)

Die erste (indirekte) Begegnung mit dem Unendlichkeitsverstandnis findet in
Mathematik und Angewandte Mathematik (MAM) im I. Jahrgang (1. und 2. Semester)
unter dem Themenpunkt Mengenlehre statt. Im Lehrstoff sind die allgemeine
Mengenlehre mit den unterschiedlichen Mengendarstellungen und -verknupfungen,
die Symbole der mathematischen Schreibweise, die Zahlenmengen N, Z, Q, R, das
Rechnen mit Zahlen, Dezimal- und Gleitkommadarstellung, Prozentrechnung und
Maleinheiten enthalten. Der dazugehdrige Bildungs- und Lehrauftrag gemaly dem
Lehrplan lautet: Die Schulerinnen und Schuler konnen im Bereich Zahlen und Malde
(Zahlenbereiche und Zahlenmengen) die Zahlenbereiche der naturlichen, ganzen,

rationalen und reellen Zahlen beschreiben und damit rechnen.
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Ein weiteres Themenfeld bietet der Bereich der funktionalen Zusammenhange,
welcher sich im Spiralprinzip vom ersten bis zum vierten Jahrgang aufbauend
durchzieht. Der Lehrstoff in diesem Bereich umfasst Uber die genannten Jahrgange
hinweg den Funktionsbegriff, die Umkehrfunktion, lineare Funktionen,
Potenzfunktionen, quadratische Funktionen und Polynomfunktionen hoheren Grades,
Sinus, Cosinus, Tangens im Einheitskreis, Wachstums- und Abnahmeprozesse
(Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, lineares, exponentielles, beschranktes und
logistisches Wachstum im stetigen Modell), Eigenschaften von Funktionen und die
wirtschaftlichen Aspekte?®.

Im Bereich der Analysis werden speziell im V. Jahrgang (7. Semester -
Kompetenzmodul 7 und 8. Semester - Kompetenzmodul 8) der intuitive Grenzwert
sowie die Integralrechnung thematisiert. Dabei fordert der staatliche Bildungs- und
Lehrauftrag von den Schulerinnen und Schilern, dass sie im Bereich Analysis
(Differenzen- und Differentialquotient) die Begriffe Grenzwert und Stetigkeit von
Funktionen intuitiv erfassen und damit argumentieren kdnnen und im Bereich Analysis
(Integral und Integralrechnung) den Begriff des bestimmten Integrals auf Grundlage
des intuitiven Grenzwertbegriffs erlautern, diesen als Grenzwert einer Summe von

Produkten deuten und beschreiben konnen.

Den vierten Anknupfungspunkt ermoglichen diskrete und kontinuierliche Modelle,
wie jene, die im V. Jahrgang (Kompetenzmodul 9) im Bereich der Stochastik unter dem
Themenpunkt Wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt werden. Dabei sollen die
Schulerinnen und Schiler den Unterschied zwischen diskreten und kontinuierlichen
Zufallsvariablen, die Begriffe Wahrscheinlichkeits- beziehungsweise
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, Verteilfunktion sowie Erwartungswert, Varianz und
Standardabweichung erklaren konnen. (Vgl. Bundesministerium  Bildung,
Wissenschaft und Forschung 2020: 81-87).

25 Zins- und Zinseszinsrechnung (dekursive Verzinsung — ganzjahrige und unterjahrige Verzinsung,
einfacher  Zins, Zinseszins, stetige  Verzinsung), Rentenrechnung, = Schuldentilgung,
Investitionsrechnung, Kurs- und Rentabilitdtsrechnung
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4.2. Lehrplanbezug des Unterrichtsgegenstandes katholische Religion in
der Handelsakademie (BHS)

Im Unterrichtsgegenstand katholische Religion findet sich im vierten Abschnitt der
allgemein gultigen Erklarung zur Bildungs- und Lehraufgabe der Gedanke zum

Transzendenten wieder:

Im Sinne ganzheitlicher Bildung hat der Religionsunterricht kognitive, affektive und
handlungsorientierte Ziele, die, entsprechend dem christlichen Menschenbild, davon
ausgehen, dass der Mensch auf Transzendenz ausgerichtet ist. So erhalten die zu
behandelnden Grundfragen nach Herkunft, Zukunft und Sinn eine religidse
Dimension. (Erzbischofliches Amt fiir Schule und Bildung 2014: 4)
Im |. Jahrgang bietet sich ebenso wie in der Mathematik das Einstiegsthema an, eine
Verknupfung zur Unendlichkeit herzustellen. Die zugehorigen Fragen zum
Lehrplanthema Ringen um Identitat sind: Woher komme ich?, Wer bin ich?, Wohin
gehe ich? Pro Fragenbereich beziehungsweise Unterkapitel sind jeweils die
dazugehorigen Kompetenzen formuliert. Bei den soeben genannten drei
Existenzfragen werden die beiden Kompetenzen 1 und 2 erfullt.
Kompetenz 1: Die Schilerinnen und Schiler kénnen in Alltags-, Grund- und
Grenzerfahrungen Dimensionen der Sinnfrage wahrnehmen und beschreiben sowie

aus der Perspektive der erldsenden VerheiRung im Christentum verstehen und
deuten.

Kompetenz 2: Die Schilerinnen und Schiiler kénnen sich selbst differenziert
wahrnehmen, ihre Fragen nach Gott zur Sprache bringen und dabei Sakramente als
Zeichen der Nahe Gottes verstehen und deuten. (Erzbischofliches Amt fiir Schule und
Bildung 2014: 7)

Weitere Themen im |. Jahrgang bieten die Kapitel:

e Alltags-, Grund- und Grenzerfahrung mit der Frage Umgang mit Leid und Tod
verknupft mit dem Uberthema Leben nach dem Tod und der Frage nach der
Jenseitsvorstellung (Kompetenzbereich 1 sowie 9),

e Phanomen Religion mit den beiden Unterkapiteln ,Das Leben stellt Fragen®,
und ,Glauben® (Kompetenzbereich 9),

e Gott - Gottesbilder - Gottsuche mit den Subkapiteln ,Monotheismus,
Glaubenszeugnisse/-geschichten, Gottesbeziehung, Gott und das Leid"
(Kompetenzfelder 2 und 9),

e Welt und Schopfung mit dem Leitgedanken ,Staunen liber den Kosmos*, der

dem Kompetenzfeld 6 zugeordnet ist.
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Kompetenz 6: Die Schiilerinnen und Schiler kénnen den Kosmos als von Gott
anvertraut sehen, sich selbst als Geschopf Gottes verstehen und zu einem
nachhaltigen Umgang mit der Schépfung beitragen.

Kompetenz 9: Die Schiilerinnen und Schiler kénnen die wichtigsten Welt- und
Lebensdeutungen der Religionen und Weltanschauungen beschreiben und mit
zentralen Deutungen des Christentums respektvoll und kritisch in Beziehung setzen.
(Erzbischéfliches Amt fiir Schule und Bildung 2014: 7)
Im 1l. sowie lll. Jahrgang bieten sich jeweils ein Kapitel zum Diskurs uber Endlichkeit
und Unendlichkeit an. Das 3. Semester beinhaltet den Themenblock Lebenssituation
Jugendlicher mit dem Unterpunkt Moglichkeiten und Grenzen (in den
Kompetenzfeldern 2 und 6); das 6. Semester beschaftigt sich unter anderem mit dem
Kernthema Gnadenerfahrung in einer ,gnadenlosen® Welt und der Frage nach

Auferstehung im Leben (Kompetenz 1).

Der IV. Jahrgang bietet nochmals die Moglichkeit im 8. Semester das Kapitel
.Lebensformen und Gottsuche” in Form von Glaubenszeugnissen und /-
geschichten aufzugreifen (im Kompetenzfeld 2) und die Frage nach dem Unendlichen

weiterzudenken.

Im V. Jahrgang (9. Semester) werden im Modul ,Welt- /Lebensdeutungen und
Religion(en)” die Themen Naturwissenschaft und Schopfungsglaube sowie
Religionskritik (Kompetenzbereiche 6 und 9) behandelt, welche zugleich eine
naheliegende Verknupfung zur Mathematik, Unendlichkeit und zu Gottesbeweisen
darstellt. Das 10. Semester bietet ausklingend nochmals die Moglichkeit sich mit der
Theodizee-Frage sowie dem Thema Tod und Auferstehung (in den
Kompetenzbereichen 1 und 9) auseinander zu setzen und Uber den rationalen
Tellerrand zu blicken und einen Funken Unendlichkeit zu denken. (Vgl.
Erzbischofliches Amt fur Schule und Bildung 2014: 7-18).

4.3. Relevanz und Verstandnis des Unendlichkeitsbegriffes in der Schule

Wie am Beginn dieser Arbeit angesprochen, bezeichnet Hermann Weyl (1885-1955)
die Mathematik als ,Wissenschaft von der Unendlichkeit®. Erste Spuren des
Unendlichkeitsbegriffs zeichnen sich im Mathematikunterricht in der Primarstufe (wie
etwa beim Zahlen und dem Zahlenstrahl) ab und verlaufen weiter bis hin zur
Grenzwertberechnung in der Sekundarstufe |l (siehe Lehrplanbezug in Abschnitt 4.1).
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Trotz des immer wiederkehrenden Vorkommens und der grundlegenden Erwartung
des Verstandnisses betreffend des Unendlichkeitsbegriffes findet die Frage nach der
Unendlichkeit selbst kaum Einzug in das eigentliche Unterrichtsgeschehen. (Vgl.
Schimmoller 2011: 179f). Doch wie verstehen Schuiler*innen solch ein Konstrukt, wenn

es niemals unterrichtet wurde?

In einem Research Paper von Deborah Dotschel findet sich eine Studie, an der
Unterstufenschiler*innen wie auch Mathematikstudierende teilnahmen. Die
Probanden sollten den Begriff Unendlichkeit erlautern. Dabei stellte sich heraus, dass,
unabhangig vom Alter oder Bildungsgrad, ahnliche Erklarversuche getatigt wurden,
welche in funf Kategorien eingeteilt werden konnten, wie in Tabelle 5 ersichtlich. (Vgl.
Doétschel o. J.: 2).

Kategorie Erklarungen
Hort nie auf.
Iteration Man fangt an zu zahlen und kann niemals aufhoren.
Ohne Ende.

Das Universum ist unendlich.

Metaphysisch
Das Weltall und der liebe Gott.

Einen Einser mit ewig viel Nullen.

Ziffernaspekt | Man hangt ein Jahr lang immer wieder Nuller an den Einser und
dann noch weiter ...

Das Symbol «
Formalsymbolisch

oo +1

Die grofdte Zahl der Welt.

Unvorstellbar grof3.

GroRenvorstellung

Tabelle 5: Kategorien der Erklarversuche zum Unendlichkeitsbegriff (vgl. Détschel o. J.: 2)

Allerdings heil3t etwas auf seine/ihre Art zu verstehen, nicht gleichzeitig etwas
tatsachlich verstanden zu haben. So erkennt Hans-Joachim Vollrath?® das Verstehen
eines mathematischen Begriffs erst dann, wenn gewisse Kenntnisse und Fahigkeiten

des Lernenden vorhanden sind.

26 emeritierter Professor fiir Didaktik der Universitat Wirzburg
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Lernende haben einen mathematischen Begriff verstanden, wenn sie
= wissen, was man damit erreicht,
= wissen, wie es geht,
= es auf Beispiele anwenden kénnen,
= wissen, unter welchen Voraussetzungen es funktioniert,

= wissen, warum es funktioniert. (Vollrath 2012: 49f)

Um Begriffe und Inhalte auf lange Sicht besser zu verstehen, bendtigt es eine klare
Form von Vermittlung. Dabei dienen padagogische Ansatze wie zum Beispiel das
Spiralprinzip oder das Lernen in Stufen, welches in Abbildung 8 (Dotschel o. J.: 3)
graphisch dargestellt ist. Beide Ideen verfolgen das Ziel, an vorhandene
Grunderfahrungen oder Vorwissen anzuknupfen, Konstrukte zu benennen und in
immer komplexer werdenden Auspragungen aufzugreifen beziehungsweise diese

schlussendlich auf hoheren Levels zu vertiefen. (Vgl. Schrittesser 2019: 16).

Kritisches
Begriffsverstindnis

Gesonderte Lehrgdnge / Universitat

Formales Integriertes
/ Begriffsverstindnis Begriffsverstindnis

Sekundarstufe | /Sekundarstufell

Intuitives Inhaltliches
Begriffsverstindnis Begriffsverstindnis

Primarstufe / Sekundarstufel

Abbildung 8: Stufenmodell zur Einordnung des Unendlichkeitsbegriffs als Grundlage der Vermittlung
(Détschel o. J.: 3)

Eine mogliche Variante, den Unendlichkeitsbegriff zu strukturieren, — orientiert nach

dem Stufenmodell von Vollrath — bildet Tabelle 6 ab:
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Verstandnisstufen

Inhalt

Intuitives/ Inhaltliches

Begriffsverstandnis

Unendlichkeit als ewiger Fortschritt und fortlaufendes
Weiterzahlen

Existenz eines unendlich gro3en Zahlenbereichs
Unterscheiden endlicher und unendlicher Mengen

1:1 Zuordnung (Bijektion)

Umgang mit periodischen Zahlen
Phanomenologie/Paradoxa

Formales/ Integriertes
Begriffsverstandnis

Machtigkeit von Unendlichkeit (abzahlbare Mengen)
Definition von Unendlichkeit nach Cantor

Verstandnis von mindestens zwei Arten von
Unendlichkeiten

Phanomene in der Unendlichkeit
(,Dimensionsproblem®)

Beweis zur Machtigkeit der Potenzmenge

Verstandnis der Existenz unendlicher Unendlichkeiten

Kritisches
Begriffsverstandnis

Mengenparadoxon (Auswahlaxiom)
Menge aller Mengen

Axiomatische Mengenlehre, uvm.

Tabelle 6: Inhalte der Verstandnisebenen zum Unendlichkeitsbegriff entlang des Bildungsweges (vgl.

Doétschel 0. J.: 4)

Nachdem nun gezeigt wurde, dass das Thema Unendlichkeit trotz seiner Komplexitat

einem gewissen padagogischen Schema folgen kann, bleibt noch eine angemessene

schuler*innengerechte Umsetzung offen (vgl. Dotschel o. J.: 4).

Die Unendlichkeit erdffnet ihre eigenen vielfaltigen Dimensionen, wodurch sich dieses

Thema kaum mit anderen mathematischen Inhalten vergleichen lasst. Aufgrund

dessen bendtigt man bei der Behandlung im schulischen Kontext (wohlmaoglich) ein

gewisses Umdenken als Lehrkraft und eine konzeptionelle Umstrukturierung der

klassischen Unterrichtsgestaltung.
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4.4. Back to the roots — das philosophische Gesprach im Unterricht

Die Betrachtungsweise in Bezug auf die Zusammengehdrigkeit von Mathematik und
Philosophie hat sich im Laufe der Zeit stark gewandelt (siehe Abbildung 2:
Gesamtgebaude aller Wissenschaften). Bei komplexen Themen, wie etwa der Frage
zur Unendlichkeit bedarf es allerdings zur Erlangung von Wissensfortschritten einer
Reunion von Mathematik und Philosophie. Das philosophische Gesprach als
Unterrichtszugang im Mathematikunterricht ist bis dato noch rar erforscht und wenig
diskutiert, weshalb es fur die Argumentation des Themas zusatzliche Standpunkte
weiterer Fachdidaktiken bedarf. (Vgl. Meerwaldt 2011: 117).

4.4.1. Merkmale des Philosophierens und Nachdenkens mit Kindern

Das Philosophieren ist eine gewisse Form eines gemeinsamen Gesprachs, das frei
von jeglichen inhaltlichen Eingrenzungen und subjektiven Bewertungen ist. Trotz
seiner Offenheit unterliegt diese Kommunikationsform gewissen Regeln, die zum Teil
von der Gruppe selbst festgelegt werden konnen. (Vgl. Meerwaldt 2011: 117f). Einige
dieser allgemein gultigen Kriterien sind:

e die Moderation durch einen Gesprachsleiter — zumeist die Lehrperson, kann
aber bei erfahrenen Gruppen auf eine oder mehrere Schuler*innen Ubertragen
werden,

e keine richtigen Antworten primar erzielen wollen, sondern vermeintliches
Wissen hinterfragen und somit neue Erkenntnisgewinne und Orientierung
finden,

e eine konkrete Frage formulieren und somit einen roten Faden festlegen, auf
den wahrend des Nachdenkprozesses immer wieder Bezug genommen wird,

e an eigene Erfahrungen und Vorwissen anknupfen,

e die wichtigsten Erkenntnisse regelmallig zusammenfassen, den Standpunkt
bestimmen und erst danach gedanklich weitersuchen,

e niemanden von seinen Vorstellungen Uberzeugen wollen, sondern mehrere
Aspekte erfahren, neue Seiten erkennen, um letzten Endes besser verstehen
zu konnen. (Vgl. Weingartner 2014: 1; Meerwaldt 2011: 118).

Im Gegenzug zum eigentlichen Philosophieunterricht, fir den thematisch ausgewahlte
Stoffgebiete vorliegen, ist das Philosophieren als Unterrichtskonzept weder temporal,
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lokal, noch an fachphilosophische Gehalte gebunden. Grundgegenstand des
Philosophierens ist es, offene Fragen und Inhalte des Unterrichts vordergrindig zu
behandeln, gemeinsam dartber nachzudenken und eigene Gedanken in die Gruppe
miteinzubeziehen. (Vgl. Meerwaldt 2011: 118).

Die Schwierigkeit von offenen Fragen sieht Barbara Bruning darin, dass sie nicht
eindeutig und allgemein verbindlich beantwortet werden konnen, aber in den meisten
Fallen sich einer der vier groRen Fragen Kants zuordnen lassen (vgl. Bruning 2003:
14f):

Was kann ich wissen?
Was soll ich tun?
Was darf ich hoffen?
Was ist der Mensch?

0N~

Neben offenen Fragen dienen ebenso Bilder, Texte oder Gegenstande als beliebte
Basis fur philosophische Gesprache. Konkret auf den Mathematikunterricht
umgemunzt kdnnen mathematische Inhalte, Begriffe und Fragen zum Philosophieren

herangezogen werden. (Vgl. Meerwaldt 2011: 118; Peter 2017a: 6).

Wesentlich fur einen gelingenden Diskurs ist die Auswahl des Moderators/ der
Moderatorin, die Gesprachsmethodik sowie das Gesamtsetting. Auf den Schulkontext
bezogen bedeutet dies:

e Die Lehrperson besitzt fundiertes Fachwissen, nimmt eine entsprechende
Haltung ein, ist bereit sich auf Fragen und Erkenntnisinteresse von
Schuiler*innenseite einzulassen, moderiert das Gesprach und entscheidet
dessen weiteren Verlauf, reflektiert, fasst zusammen, versucht
Teilnehmer*innen zur Beitragsbekundung zu motivieren, nutzt das Prinzip der
Maeutik, sieht sich selbst als ,Mitsuchende/r von Antworten® und unterlasst
jegliche Dominanzausubung oder Belehrungen.

e Eine geeignete Sozialform bietet der Sesselkreis. Die sprechende Person ist
dabei niemals den anderen Teilnehmer*innen weggewandt, wodurch die
Aussagen klar mitgeteilt werden konnen. Auch andere Sozial- und
Kommunikationsformen sind moglich, solang niemand an seiner/ihrer

Teilnahme gehindert oder benachteiligt wird.
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e Hilfestellung und Anknupfungspunkte fur einen weiter ausgebauten
Denkprozessverlauf kdonnen ein Miteinbezug eines Perspektivenwechsels,
bestimmter Rollen, Personen oder Figuren, Situationen, Zeit und Orte
darstellen.

o Getatigte Aussagen mussen von allen als gleichwertig anerkannt werden. (Vgl.
Calvert 2008: 221; Meerwaldt 2011: 118; Peter 2017a: 3-8).

4.4.2. Das Philosophieren als Unterrichtsprinzip

Philosophieren im schulischen Kontext meint nicht nur, Lernende mit Fakten,
Gegebenheiten oder Ergebnissen zu konfrontieren, sondern sie an den
Denkprozessen, die ursprunglich zu diesen ,Ergebnissen® gefuhrt haben, selbst zu
beteiligen. Anknupfungspunkte zum Philosophieren finden sich meist dort, wo die
Lehrperson bemerkt, sich nicht verstandlich machen zu konnen, der Eindruck des
Missverstanden-Seins in Bezug auf verschiedene Sachverhalte entsteht,
Schuler*innenfragen irritieren oder diese nicht im erwunschten Sinne beantwortet
werden konnen. (Vgl. Peter 2017a: 9f).

Der Miteinbezug des philosophischen Gesprachs in den Unterricht unterliegt frei der
Lehrperson. Zielt man darauf ab, an das Vorwissen der Schulerinnen und Schuler
anzuknupfen und darauf aufzubauen, so ist dieses Vorgehen am Beginn einer
thematischen Auseinandersetzung gut situiert. Man spricht dabei vom Prinzip
»,Philosophieren von etwas”. Das ,Philosophieren flir/iiber etwas” entsteht bei der
Anwendung dieses Unterrichtsprinzips wahrend der Behandlung eines Inhaltes.
Dessen Zweck ist die Analyse des bisherigen Wissensstandes (Zwischenergebnisses)
oder die Erkenntnis einiger Anknupfungspunkte und Hinweise auf relevante Aspekte
in der Weiterarbeit. Ebenso eignet sich der Diskurs am Ende eines Themenblocks zur
Zusammenschau unterschiedlicher Aspekte und Positionierung des/der Einzelnen.
Darunter versteht man das ,Philosophieren mit etwas/jemandem®. (Vgl. Peter 2017b:
3).

4.4.3. Chancen des Philosophierens

Das Philosophieren bietet die Gelegenheit, personliche Zugange zum Fach zu

entdecken, Interessensfragen in Bezug auf einen bestimmten Fachkontext
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nachzugehen und eine Neustrukturierung der Unterrichtskultur mit Fokus auf
Auspragung einer uberlegteren Haltung und Geltung eigener Denkstrategien zu
schaffen. Speziell im mathematischen Sinne besteht die Chance, dass gewisse Inhalte
aufgrund eigener Erkenntnis eine ganz neue und eigene Bedeutung erlangen. (Vgl.
Meerwaldt 2011: 118f).

Die generelle Zweckmaligkeit eines philosophischen Gesprachs liegt zum einen darin,
die eigene Meinung zu bilden und zu Uberprifen (Urteilsbildung), die
Sprachkompetenz, Empathiefahigkeit und eine selbststandige, kritische, aber
gleichzeitig kreative Denkweise zu fordern. Andererseits bietet diese Form fur
Lehrpersonen einen interessanten Einblick in die ldeenwelt und Gedankengange der
Schulerinnen und Schuler. Zudem erfahren die Lernenden dabei die Moglichkeit, frei
zu denken, allgemeine Wertschatzung, Interessensbekundung und Anerkennung.
(Vgl.: Looks 2021: 1; Michalik 2006: 3).

Gleichzeitig gibt dieses Prinzip die Gelegenheit zu erkennen, dass die einzelnen
Gegenstande, anders als in der Schule vorgelebt, miteinander verschmelzen. Fur das
Arbeiten mit philosophischen Problemstellungen bedarf es hauptsachlich eines
Vorwissens und vernetzten sowie kreativen Denkens — es ist Nebensache, woher das
Wissen bezogen wird. Tenor des Philosophierens fur Schilerinnen und Schaler soll
ein Bewusstwerden einer noch nicht vollstandig erforschten Welt sein. Speziell im
Unterrichtsgegenstand Mathematik wirkt es im schulischen Unterricht oftmals so, als
gabe es nichts mehr Neues zu entdecken. Aus wissenschaftlicher Perspektive weil}
man, dass das Gegenteil der Fall ist — Stichwort: Millennium-Probleme. (Vgl.
Meerwaldt 2011: 119).

Aufgrund solch einer Neuinterpretation des Unterrichts wird das Erscheinungsbild von
Mathematik in der Schule radikal verandert. Die Lernenden kommen selbst zum Zug,
was das Unterrichtsgeschehen interessant werden lasst. Das philosophische
Gesprach kann ebenso mit jungeren Altersgruppen beziehungsweise mit wenig
mathematischem Konnen zum Einsatz kommen. Vor allem Fragen wie ,Sind Zahlen
eine Erfindung der Menschen oder existieren sie tatséchlich?“ oder ,Wie grol3 ist die
Unendlichkeit?“ bieten hierbei eine gute Grundlage fur Gesprachsstoff und verhindern
zugleich eine Reduktion von Mathematik auf ihren formalen Aspekt. (Vgl. Meerwaldt
2011: 119).
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Selbst wissenschaftliche Vertreter beglnstigen diese Unterrichtsmethodik und

sprechen von einer ,Enttrivialisierung des Schulunterrichts und der Ausbreitung einer

pluralistischen Einstellung® (vgl. Michalik 2006: 41ff). Die drei Hauptargumente fur ein

Voranbringen dieses Konzepts lauten:

1. Das Philosophieren mit Kindern als ein Unterrichtsprinzip ist einem komplexen
Welt- und Wirklichkeitsverstandnis forderlich und zeigt den Kindern eine andere,
reichere Welt als der herkdmmliche Sach- und Fachunterricht.

2. Das Philosophieren [...] tragt zu einem differenzierten Umgang mit Vielfalt und
Verschiedenheit und zur Entwicklung von Gesprachsfahigkeit bei.

3. Nachdenkliche Gesprache im Unterricht wirken sich positiv auf das Verhaltnis
zwischen Erwachsenen und Kindern aus und sind auch fiir die Lehrerinnen ein
Gewinn. (Michalik 2005: 19ff)

4.4.4. Methoden des Philosophierens

Es gibt zahlreiche Methoden des Philosophierens, die standig weiterentwickelt

werden. Vier davon mochte ich in weiterer Folge ansprechen und beschreiben, da sie

verschiedene Denkkompetenzen fordern.

Die klassischste philosophische Methode ist der sokratische Dialog, ebenso als

Maeutik — Hebammenkunst — bekannt. Sie besitzt fragend-entwickelnden Charakter

und Iasst sich grob in drei Phasen unterteilen:

1.

Das Setting: Sollte grundsatzlich noch kein ,,Problem® vorhanden sein, so bedarf
es der Einigung auf eine Fragestellung. AnschlieBend werden die
Gesprachsregeln und die Gesprachsleitung fixiert.

Das Philosophieren: Hierbei handelt es sich um den eigentlichen Prozess, der
von Gedankenaustausch, begriundeten Meinungen, gezieltem Nachfragen,
Begriffsklarung, zwischenzeitichem Zusammenfassen und Aufdecken von
widerspruchlichen Aussagen gepragt ist.

Das Metagesprach: Es bildet den Abschluss des sokratischen Gesprachs.
Prinzipiell soll hier kein Gruppenkonsens o.a. gefunden werden. Die Methode
zielt hierbei auf die Darbringung potenzieller Ergebnisse, erstmaliger
Erkenntnisse und neu aufgeworfener Fragen ab. In dieser Phase sollten
langfristig Konsequenzen fur das eigene Denken und Handeln gezogen
werden. (Vgl. Martens 1990: 6; Schutze 2022: 1).
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Die Erkenntnis, dass ein Problem nicht zufriedenstellend geklart ist, kann weiteres
Nachdenken anregen, Nachdenklichkeit als Haltung begriinden. (Michalik 2006: 101)
Die Idee hinter dieser Methode ist es, den Dialogpartner durch Nachfragen auf seine
Problemstellung, das eigene Wissen und Erkennen durch Mitdenken zu locken. Dazu
konnen unter vielen anderen folgende Moderationsfragen behilflich sein (vgl. Looks
2021: 1):

- Worauf begrindest du das?

- Kannst du Beispiele daftr nennen?
- Gilt das generell?

- Welche Folgen waren ableitbar?

- Gibt es Gegenkonzepte?

- Kann das Gegenteil wahr sein?

- Gibt es dafur eine Regel?

Im Gegensatz zum sokratischen Gesprach bietet das Gedankenexperiment ein sehr
kreatives und spekulatives Format. Floskeln wie ,Was ware, wenn (nicht) ... ?“ sind an
dieser Stelle zentral. Zumeist werden nichtexistente Sachverhalte vorausgesetzt und
daraus resultierende Folgen abgeleitet. Dabei regen Gedankenexperimente die
Imaginationsfahigkeit an und lassen Selbstverstandliches aulerordentlich scheinen.
(Vgl. Freese 1995: 30). Den Lernenden wird somit die Chance geboten, sich mit
Fremdem und Unerforschtem auseinanderzusetzen. Bezugnehmend auf diese Form
kann auch der starke Fokus auf Faktenwissen uberwunden werden. (Vgl. Engels 2004:
220).

Eine weitere Methode ist die Begriffsbildung beziehungsweise Begriffsanalyse. Sie
ist wesentlich fur die Philosophie, da Begrifflichkeiten oftmals in verschiedenen
Kontexten eingesetzt werden und dann Unterschiedliches ausdriucken. Daher ist die
Hauptaufgabe, die Momente der Begriffe zu filtern, mit Hilfe von diversen Zugangen,
wie etwa dem Sammeln von Schlusselwortern, die einem Begriff zugeordnet werden,
der Untersuchung des Wortfeldes durch Strukturierung anverwandter oder
gegenteiliger Bedeutungen oder der Prazisierung anhand von praktischen
Darstellungen oder Umsetzungen. (Vgl. Bruning 2003: 43-46).

Diese Praktik zielt darauf ab, verstarkt analytisches Denken in Anspruch zu nehmen.
Auf den Unterricht umgemunzt lassen sich verschiedene mathematische Begriffe, die

ebenso in der Alltagssprache gehauft vorkommen, diskutieren. Die Begriffsanalyse
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ermoglicht u. a. eine Gegenuberstellung von Alltags- und fachmathematischen
Kontexten und das Herauskristallisieren des mathematischen Kerns im jeweiligen
Ausdruck. (Vgl. Meerwaldt 2011: 122).

Neben der klassischen Diskussion und Gesprachsfuhrung zu einer offenen Frage
bietet sich die Moglichkeit einer offenen, kognitionsorientierten
Modellierungsaufgabe. Dafur wird eine Frage oder Beobachtung hergenommen und
versucht, sie mithilfe von logischen Ansatzen, Diskussion, mathematischen Theorien
und Eigenrecherche zu beantworten, beziehungsweise zu analysieren. (Vgl.
Meerwaldt 2011: 120). Ein Beispiel einer Modellierungsaufgabe fur die Oberstufe zeigt
hierfir Abbildung 9.

Letzten Endes ist eine Methode jedoch nur dann sinnvoll, wenn eine
Ergebnissicherung — in Form von Protokollen, wie einem Lerntagebuch oder einem
Portfolio, Plakaten, Videos, Powerpoints, Karteikartchen, etc. — erkennbar ist. Somit
kann zu einem spateren Zeitpunkt wieder darauf zugegriffen und gegebenenfalls
weiterphilosophiert werden. (Vgl. Peter 2017b: 9ff).

Satelliten (7. Klasse)

Satelliten umkreisen auf ihren Bahnen die Erde. Es gibt
sehr viele von ihnen auf verschiedenen ,Flughéhen” und
mit verschiedenen Umlaufzeiten.

Welche Krifte wirken auf ihn ein?

eines Satelliten, so dass er noch fliegen kann?

iibereinanderstehen?

Abbildung 9: Modellierungsaufgabe fir die 11. Schulstufe
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o Recherchiert, warum ein Satellit iiberhaupt fliegen kann!

o Gibt es theoretisch eine maximale Begrenzung der Masse

o Zwei dieser sogenannten Erdsatelliten sind die ISS und
AMSAT-OSCAR 7. Angenommen die beiden Satelliten
stehen jetzt libereinander. Wie lange dauert es bis sie wieder



Potenzieller Losungsansatz der Modellierungsaufgabe

1. Frage:

Auf den Satelliten wirken zwei Krafte ein, namlich die Gravitations- und

Zentrifugalkraft.

m ... Masse des Satelliten
v ... Bahngeschwindigkeit des Satelliten
r ... Abstand Satellit — Erdmittelpunkt
M ... Masse der Erde
G ... Gravitationskonstante
muv?

Zentrifugalkraft: F, = —

GMm
72

Gravitationskraft: F; =

Radius Satellit = Erdradius + Hohe

2. Frage:

Far eine Kreisbahn des Satelliten um die Erde muss F, = F; gelten. Dadurch, dass
sich die Masse des Satelliten kirzt, zeigt sich, dass diese Komponente irrelevant fur

den Flug des Satelliten ist. Wenn man jene Gleichung, die durch das Gleichsetzen der

beiden Krafte entsteht, nach v umformt, erhalt man: v = ’GTM . Mit dieser Formel kann

die Geschwindigkeit eines Satelliten mit Masse m auf einer Kreisbahn mit Radius r,
Erdmasse M =~ 6-10%*kg, Gravitationskonstante G = 6,67 - 10‘11kgm—3 berechnet

.52

werden.
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3. Frage:
Recherche zu den Daten:

Erdradius: 6370 km = 6370000 m
Erdmasse: 5972 - 10%*kg ~ 6 - 10%* kg
Orbitalhdhe der ISS: 400 km

Bahnhohe von AMSAT OSKAR 7: 1450 km

Radius Satellitenbahn = Erdradius + Hohe

Berechnungen der ISS hinsichtlich der Kreisbahngeschwindigkeit und
Umlaufzeit:
6,67 10711 . 6-10%4 m
\/ — = 7688,55 =~ 7689 — ~ 27681 km/h
(400+6370)-10 s
Kreisbahngeschwindigkeit: ca. 28 000 km/h
Umlaufzeit; ¢t = S = ZU00H637OL000T g3 ¢+ 92 min
v 7689
Berechnungen des Satelliten AMSAT OSKAR 7  hinsichtlich der

Kreisbahngeschwindigkeit und Umlaufzeit:

\/6,67-10_11-6-1024 = 7153,77 ~ 71542 ~ 25754 km/h
(1450+6370)-103 $

Kreisbahngeschwindigkeit: ca. 25 750 km/h

Umlaufzeit: ¢t = 2 = 2'(145“7613;;)'1000'” ~ 6868,12 s ~ 115 min

Wenn die ISS einmal die Erde umkreist hat, ist Amsat Oskar 7 bei 360*(92/115) = 288°.

Das heildt er ist pro Umdrehung der ISS 72° hinterher.
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Wann stehen die Satelliten wieder libereinander?

T ... Umlaufzeit

v ... Bahngeschwindigkeit des Satelliten
r ... Abstand Satellit — Erdmittelpunkt

@ ... zuruckgelegter Winkel

w ... Kreisfrequenz

w =2 ==, auBen (AMSAT OSKAR 7): w; = ——, innen (ISS): —=— = w,

" 11560 92:60
w1 < Wy

2T 21
11560 92-60

= wt, p1= wit, @; = w,t, @1... Winkel, den Satellit auf aul3erer Bah
n zurucklegt
@1 < @y @,... Winkel, den Satellit auf innerer Bahn zurucklegt

wit < wyt

(p1+27'[:(p2

wit+ 2m = wyt

t= wznw ... Zeit, nach der sie wieder Ubereinanderstehen
27 W
21 2T 1 . ]
t=—"—~ 55— =—5—75— = 27600s = 7,6h = 7h 40 min
2 1

92:60 115-60 92:60 115-60

Wird in die Formel eingesetzt, so stehen die Satelliten nach ca. 7 Stunden 40 Minuten

wieder Ubereinander.
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4.5. Unterrichtsideen

Aufgrund der im Lehrplan erkennbaren Fulle an potenziellen Anknipfungspunkten am
Unendlichkeitsverstandnis mochte ich zwei Unterrichtskonzepte vorstellen, welche
zumal aus einem mathematischen und einem theologischen Ausgangspunkt
hervorgehen. Neben der Einbindung beider Unterrichtsfacher — Mathematik und
Religion — sollen zudem verschiedene fachdidaktische Aspekte (Unterrichtsstruktur,
Methoden, Materialienbenutzung) dargestellt werden. Nicht auRer Acht gelassen
werden darf, dass das Thema ,Unendlichkeit in beiden Lehrplanen niemals dezidiert
angefuhrt ist, weshalb dieses nur Uber Umwege (z. B. Mengenlehre,
Gottesfrage/Gottesbeweis etc.) angesprochen und herausgearbeitet werden kann.
Festzuhalten gilt, dass bei der Heranfuhrung von Religion an Mathematik auf die
Gemeinsamkeit der Wahrheitsfindung und des Beweises Bezug genommen und
gegen Ende mit Thema der Unendlichkeit verknupft wird.

4.5.1. Anknupfungspunkt in Mathematik und Sequenzaufbau zu Mengenlehre

und Menge der natiurlichen Zahlen mit facherubergreifendem Element

Als Einstiegsphase bietet sich die direkte Auseinandersetzung mit der
Einsti Lehrperson oder eines Arbeitsblatts mit offenen Fragen an, um die
Iinstie
g Aufmerksamkeit der Schilerinnen und Schuler auf das Thema zu
lenken und die Grundvorstellungen der Lernenden zu erfassen.
Philosophieren im Mathematikunterricht
AUFGABE:

Wahlen Sie mindestens drei der nachfolgenden Fragen aus, die Sie gemeinsam
in der Gruppe diskutieren. Fassen Sie die wichtigsten Erkenntnisse auf den
Moderationskarten zusammen und pinnen Sie diese anschlieBend auf die Tafel.

e Warum gibt es Zahlen? Kann eine Welt ohne Zahlen existieren?

e Wo ist ihr Anfang, wo ihr Ende?

e Wie groR ist die Unendlichkeit?

e Was ist eine Zahl? Sind Zahlen blol} eine Idee oder auch Realitat?
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In der anschlieenden Erarbeitungsphase ist eine Option, mit den
Begriffen Axiome/Axiomensystem, Mengenaxiome und Peano-
Axiome fortzufahren und ein besseres Verstandnis dafur zu erhalten,
um diese in den weiteren Arbeitsprozessen korrekt anzuwenden. Eine
Erarbeitung | methodische Durchfiihrungsart dazu ware, die Themen im Sinne der
.Expertenrunde®”“ in den Unterricht zu integrieren. Somit sollen die
Inhalte und Quellen der vorliegenden Arbeit eine wissenschaftlich
fundierte Basis fur die Weiterarbeit mit den Schulerinnen und
Schulern bilden.

.Irgendwo muss man doch anfangen® (Teil 1)

Axiome/ Axiomensystem/ richtiges mathematisches Arbeiten

AUFGABE:

Gestalten Sie ein Plakat oder eine PowerPoint Prasentation, in der Sie die folgenden

Inhalte beachten:

o Definition des Begriffs Axiome und Axiomensystem erlautern.

¢ Bedingungen und Bestandteile des , klassisch“ axiomatischen Systems skizzieren.
¢ Vorgang des mathematischen Beweisens (deduktive Methode) erklaren.

¢ Eigenschaften eines modernen Axiomensystems anfiihren.

e Maogliche Formulierungen eines Beweissatzes angeben.

o Das Prinzip eines Widerspruchsbeweises darlegen.

Durch Axiomensysteme werden mathematische Begriffe mithilfe einer Reihe von einfachen
Festlegungen (Axiome) charakterisiert. An ein mathematisches Axiomensystem werden eine
Reihe von Bedingungen gestellt. Derartige mathematische Axiomensysteme genlgen

folgenden Bedingungen:

1. Axiome sind Grundannahmen, die meist aus bereits vorhandenen Vorstellungen Uber den
zu definierenden Begriff resultieren, von deren Giiltigkeit man ausgeht und die deshalb auch

nicht bewiesen werden mussen.

2. Axiome sollen zu keinem Widerspruch fiihren.

27 Diese Methode dient zur Erarbeitung und Einflhrung neuer Inhalte. Wesentlich ist dabei eine
gleichmaflige Verteilung der Lernenden innerhalb jedes Themenfeldes. Die Inhalte sollten zunachst
eigenstandig durchgenommen und im Anschluss in der Themengruppe diskutiert werden. Nachdem die
Inhalte in der Expertengruppe fiir alle Teilnehmer aufgearbeitet sind, formieren sich neue
Gesprachsgruppen, wobei von jedem Themenfeld (mindestens) eine Person vertreten sein muss. Die
Lehrperson fungiert wahrend der gesamten Zeit als Ansprechpartner und Coach im Hintergrund. (Vgl.
Reich 2017: 1).

63




3. Weitere gewlinschte Eigenschaften des zu definierenden Begriffs sowie alle Ubrigen Satze
der entsprechenden Theorie sollen aus diesen Festlegungen mit den Regeln der Logik

bewiesen werden konnen.

4. Keines der Axiome soll aus den anderen Festlegungen des Axiomensystems hergeleitet

werden konnen.

Durchfihrung der deduktiven Methode: Eine Aussage (A1) wird auf eine offensichtlichere
Aussage (A2) zurlckgefihrt. AnschlieBend wird nach einer noch trivialeren Aussage (A3)
gesucht, aus der (A2) folgt, usw. Schlussendlich kommt man bei Aussagen (Axiomen) an, die

jede/r als wahr akzeptiert.

Im Vorgang des mathematischen Arbeitens werden Theorien formuliert, weshalb Begriffe
definiert gehéren. Doch auch bei Definitionen muss auf gewisse Begriffe zurtickgegriffen
werden, die selbst undefiniert bleiben. Solche Begriffe nennt man ,undefinierte Begriffe“ oder
Lprimitive Terme® — wie beispielsweise ,Punkt®. Eine Funktion der Axiome ist es unter

anderem, die Eigenschaften der primitiven Terme festzulegen.

Ein sogenanntes "materielles” oder "klassisches“ axiomatisches System besteht aus:

1. der Festlegung der Grundbegriffe (der primitiven Terme) und
2. Angabe einer Liste grundlegender Aussagen (der Axiome) Uber die primitiven Terme. Dabei
sollten die Axiome moglichst einfach gehalten sein und Uber ihre Wahrheit allgemeine

Einigkeit herrschen.

Alle anderen bendtigten Begriffe werden in den Definitionen mit Hilfe der primitiven Terme und
der Axiome festgelegt. Weitere mathematische Aussagen werden aus den Axiomen oder aus
vorher bewiesenen Aussagen logisch hergeleitet und wiederum bewiesen. Neben primitiven
Termen werden zudem Zahlworter, logische Begriffe und alle essenziellen Ausdricke als

bekannt vorausgesetzt und in der Ublichen Sprachbedeutung benutzt.
Ein modernes Axiomensystem sollte folgende Eigenschaften besitzen:

A) Widerspruchsfreiheit: Die Widerspruchsfreiheit beweist man am besten mit Hilfe der

Konstruktion eines Modells.

Allerdings ist dies nicht méglich, ohne Widerspruchsfreiheit eines etwas primitiveren Systems als gegeben

hinzunehmen ~Kurt Godel

B) Unabhangigkeit: Kein Axiom soll aus den anderen hergeleitet werden kénnen. Um zu
zeigen, dass Axiom A von einem System S von Axiomen unabhangig ist, muss man ein Modell

konstruieren, in dem alle Axiome von S gelten, nicht aber A.
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C) Vollstandigkeit: Ein System ist vollstandig, wenn man kein unabhangiges Axiom hinzufligen
kann (das nur die schon bekannten Terme benutzt), ohne Widerspriiche zu erzeugen. Die

Vollstandigkeit eines Systems ist meist kompliziert nachzuweisen.

D) Kategorizitat: Ein Axiomensystem heif3t kategorisch, wenn es widerspruchsfrei ist, und
wenn je zwei Modelle davon “isomorph® sind, also eindeutig aufeinander abgebildet werden

kdénnen.
Formulierungen eines Beweises:

¢ Nach einem Axiom/bewiesenen Satz gilt . . .,
e Nach einem vorangegangenen Schritt/ einer logischen Regel/ der Definition des
Beweises/Hypothese gilt . . .,

e Nach Annahme der verneinten Folgerung gilt . . . .

Letzteres ist die Einleitung eines Widerspruchsbeweises ("reductio ad absurdum®, kurz: RAA).
Um eine Implikation A = B zu beweisen, zeigt man eine Implikation A A (=B) = C mit einer
offensichtlich falschen Aussage C. Das ist nur moglich, wenn A A (=B) falsch ist. Da A als

wahr vorausgesetzt wird, muss —B falsch sein, also ist B wahr. (Fritzsche o.J.: 33; 35f)

.Irgendwo muss man doch anfangen® (Teil 2)

Peano-Axiome

AUFGABE:

Fassen Sie die Peano-Axiome zusammen und protokollieren Sie die Rechenregeln fiir
Multiplikation und Addition, die sich aus den Peano-Axiomen ergeben. Nutzen Sie im
Anschluss die QR-Codes zu den Erklarvideos von The Simple Math und (mindestens
eines) von Christian Spannagel und gestalten Sie einen Raster, indem Sie
aufschliisseln, was fiir Sie bereits nachvollziehbar ist bzw. wobei Ungereimtheiten und

Fragen zuriickbleiben.

Die Menge der naturlichen Zahlen, in denen sich das Wesen das Zahlprozesses
widerspiegelt, wird aus den nachstehenden Axiomen manifestiert. Diese Axiome wurden

1889 vom italienischen Mathematiker Giuseppe Peano formuliert:

NO) 0 ist eine natirliche Zahl (und zugleich Startpunkt des Weiterzahlens).
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N1) Keine natlrliche Zahl hat mehr als einen Nachfolger: Jede naturliche Zahl n hat genau

eine natirliche Zahl n’ als Nachfolger. Fir m,n € N folgt aus m’ # n' zwingend m # n.

N2) Der Nachfolger einer naturlichen Zahl ist stets selbst eine naturliche Zahl: wenn n € N,

dannn’ € N.
N3) 0 ist kein Nachfolger einer nattrlichen Zahl. v n € N gilt n’ # 0.

N4) Zwei verschiedene natirliche Zahlen n und m besitzen stets verschiedene Nachfolger n’
und m’. Naturliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich. Fir m,n € N folgt aus m’ # n'

zwingend m # n.

N5) Sei eine Menge M eine Teilmenge von N mit folgenden zwei Eigenschaften:
a)0 € M und

b) vm € M gilt m' € M, dann muss M = N gelten.

Enthalt eine Menge M die Zahl 0 und mit jeder naturlichen Zahl n auch deren Nachfolger n’,

so bilden M die Menge der naturlichen Zahlen.

Durch die Verknupfung der ersten Grundsatze (NO — N4) lasst sich die Unendlichkeit der
Menge der naturlichen Zahlen N erkennen: NO legt fest, dass die urspriingliche Menge N
keine leere Menge ist. N3 sowie N4 verhindern eine Endlosschleife, sodass man wieder zum
Ursprung 0 oder einer bereits genannten Zahl zurtckkehrt. Wahrend N2 das Abkommen des
.Zahlwegs“ verhindert, unterbindet N1 die sogenannte Weggabelung. Somit ergibt sich
einerseits, dass keine Zahlen wahrend des Zahlprozesses je ausgelassen werden und
andererseits, dass das Zahlen per se kein Ende findet und somit unendlich weitergeht. Das

letzte der Axiome (N5) ist die Grundlage des Induktionsprinzips, welches wie folgt ablauft:

N5a) beschreibt, dass 0 € M. Laut N5b) gilt m’ €e M v m € M, wodurch der Nachfolger von 0
—also 0', das 1 entspricht — € M ist. Wiederum gilt bei 1 € M das Prinzip von N5b) 1’ € M,

woraus folgt, dass 1’ =2 € M, etc.

Es folgt, dass N € M, da aber M € N muss M = N gelten. (Vgl. Kuba & G6tz 2004: 39-42)
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Grundrechnungsarten:

Definiert man etwa Addition (+) und Multiplikation (-) fur nattrliche Zahlen m, n mittels
1M)m+0=0+m=m,

2)m+n"=m+n),

3)m-0=0-m=0,

4)m-n"=m-n+m,

so lassen sich aus den Peano‘schen Axiomen beispielsweise

- die Kommutativgesetze: m+n=n+mundm-n=n-m,

- die Assoziativgesetze: (a+b)+c=a+ (b +c)und(a-b) -c=a- (b-c)sowie das

- Distributivgesetz: a- (b + c¢) = a - b + a - ¢ herleiten.

Definitionen Addition in N:

Add1:m+0:=m Eins: 1:=0'
Add2: m +n' := (m+n)’ EinsAddR: n+ 1 :=n'
NullAddL: 0 + m :=m EinsAddL: 1 + n :=n’,

Definitionen Multiplikation in N:

Multl: m-0:=0 NullMultL: 0 - m := 0,

Mult2zm -n+m:=m -n’ EinsMultL: 1-m :=m,
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Beweis Distributivgesetz durch Induktion uber z

Behauptung: x - (y+z)=x"y+x-z Vx,y,z €N

Induktionsanfang firz=0:z.z.x-(y+0) =x-y+x-0

x(y+0)=x-y It. Add1
x'y=x-y+0 It. Add1
xy+0=x-y+x-0 It. Mult1

Induktionsannahme: x - (y+2z)=x"y+x-z z.z.x -(y+z)=x-y+x-2

Induktionsschritt: x - (y+2') =x-(y + z)’ It. Add2

x(y+2) =x-(y+z)+x It. Mult2
xY+z)+x=x"y+x-2)+x It. Induktionsannahme
xy+x-z2)+x=xy+(x-z+x) It. AssAdd
xy+x-z+x)=x-y+x-2 It. Mult2. g.e.d.

Beweis Assoziativgesetz der Addition durch Induktion tiber z
Behauptung: (x +y)+z=x+(y+2) Vx,y,z €N

Induktionsanfang fur z = 0:

x+y)+0=x+y=x+(y+0) It. Add1

Induktionsannahme: (x +y) +z=x+ Wy +2)z.z. x+y)+z2 =x+ (y +2')

Induktionsschritt:

x+y)+zZ =((x+y)+2) It. Add2
(+0+2) =(x+G+2) It. LA,
(x+G+2) =x+G+2) It. Add2
x+(y+z)=x+@y+2) It. Add2 g.e.d.
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Beweis Assoziativgesetz der Multiplikation durch Induktion liber z

Behauptung: (x -y)-z=x-(y-z) Vx,y,z €N

Induktionsanfang: z. z. (x-y) -0 =x - (y-0)

(x-y)-0=0 It.
0=x-0 It.
x'0=x-(y-0) It.

Induktionsannahme: (x -y)-z=x-(y-2)z.z.(x *y) -z =x-(y-2Z)

Mult1

Mult1

Mult1

Induktionsschritt: (x -y)-z' =(x-y)-z+ (x-y) It. Mult2
xy)z+@x-y)=x-@-z2)+(x-y) It. Induktionsannahme
x W z2)+xy)=x-(y-z+y) It. DistR
x(yz+y)=x-(y-2) It. Mult2 g.e.d.
Beweis Kommutativgesetz der Addition durch Induktion iliber n

Behauptung: m+n=n+m Vmn €N

Induktionsanfang firn=0:m+0=m=0+m It. Add1
Induktionsannahme: :m+n=n+m z.zm+n'=n"+m

Induktionsschritt: m + n' = (m + n)’ It. Add2

m+n) =Mn+m) It. Induktionsannahme
n+m) =14+n+m) It. EinsAddL
1+(n+m)=1+n)+m It. AssAdd
A14+n)+m=n"+m It. EinsAddL g.e.d.

Beweis Kommutativgesetz der Multiplikation durch Induktion liber n

Behauptung: m ‘n=n-m vm,n €N
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Induktionsanfang firn=0:z.z.m -0=0-m
m-0=0=0'm It. Mult1, NullMultL
Induktionsannahme: m ‘n=n"m z.zz.m  n'=n"m

Induktionsschritt: m -n’ = m -n + m It. Mult2

m-n+m=n-m+m It. Induktionsannahme
n-m+m=n-m+1-m It. EinsMultL
n-m+l-m=m+1)-m It. DistR
n+1)-m=n"-m It. Definition qg.e.d.
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Erklarvideos zu Peano-Axiome:

The SimpleMath: https://www.youtube.com/watch?v=an34mviy_jE

Christian Spannagel:

- Dreiste Mathematiker(innen):
Wir ignorieren eines der Peano-Axiome:
https://www.youtube.com/watch?v=qRZktCcOE2c&t=5s

- Die Folge der naturlichen Zahlen (Teil 1):
https://www.youtube.com/watch?v=73ZxJ_NIXUY &t=108s

- Die Folge der naturlichen Zahlen (Teil 2):

https://www.youtube.com/watch?v=65ns5w-gWsl&t=552s
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.Irgendwo muss man doch anfangen® (Teil 3)

Unmenge — Allklasse — unendliche Menge

AUFGABE: Gestalten Sie ein Ubersichtsblatt zu den Begriffen Unmenge,
Allklasse und unendliche Menge und heben Sie mégliche Uberschneidungen
sowie klare Differenzen deutlich hervor. Vergleichen Sie dazu die Definitionen
lhres Mathematikbuches mit Quellen lhrer Internetrecherche — beziehen Sie
auch Quellen aus Buchern oder Artikeln (s. Google Scholar) mit ein.

Diskutieren Sie anschlieBend in einer Kleingruppe (max. vier Personen) tiber

lhre Ausarbeitung und prasentieren Sie diese im Plenum.
Leitpunkte fur die Diskussionsrunde:

- Erlauterung der eigenen Definitionen zu den drei Begriffen.

- Darstellungsform(en) von Unmenge und unendlicher Menge (graphische
Interpretation).

- Facherubergreifende Frage: Gibt es neben Mathematik auch in anderen
Unterrichtsfachern solche oder ahnliche

Phanomene/GroRenordnungen/Dimensionen/... wie der Allklasse?

konsistente Gesamtheiten Mengen
/ Nichts \ «—» / leere Menge { } \
Individuen ‘- Einermengen {a }
endliche Vielheiten «—> endliche Mengen {0,1,2}
konsistente unendliche «—> unendliche Mengen

Vielheiten {0,1,1,2,3,5,8,13, ...}
\_ / \_ J

Unmengen

[ inkonsistente unendliche Vielheiten ]
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Die Grundinformationen kénnen aus den Abschnitten 2.5.4., 2.5.5.

Unmenge, und 2.6. fur den eigenen Unterricht herangezogen und didaktisch
Allklasse aufbereitet werden. In meinem nachfolgenden Unterrichtsvorschlag
. fokussiere ich das eigenstandige Lernen, wodurch die
Unendliche J 9
Schulerinnen und Schuler mittels Eigenrecherche und unter
B Einbezug verschiedener Quellen sowie einem reflektierten
Austausch — sowohl mit Gleichaltrigen als auch der Lehrperson -
zu einer eigenen Begriffsdefinition gelangen.
Unmenge:
Allklasse:

Unendliche Menge:

Meine Notizen:

Zu enthaltende Kernelemente bei den Begriffsdefinitionen der Schiiler*innen:

Unendliche Menge, enthélt unendlich viele Elemente.

Allklasse entspricht einer Unmenge, die anders als Mengen alle Mengen als Elemente

enthélt.
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Individuelle Gruppenerarbeitungsphase innerhalb der Expertenrunde mittels
Placemat?®, Concept Map?°, Plakatgestaltung, PowerPoint/Prezi®’, Padlet®,

etc.:

Anknupfung an Abschnitt 2.4.: Erarbeitung der Mengenaxiome (vgl. Hebisch
2010: 1; Walz 2017:1) durch Gamification in Form von Memorykarten

X
Extensionalitatsaxiom (lateinisch: extensio =
Ausdehnung, Umfang)
Zwei Mengen sind (genau dann) gleich, wenn
sie dieselben Elemente enthalten.
Axiom der leeren Menge/ X

Nullmengenaxiom

Es gibt eine Menge, die kein Element enthélt

— die leere Menge: @, { }

28 Eine Placemat zahlt zu den Methoden des kooperativen Lernens. Sie dient Lernenden dazu, erste
Ideen und Informationen eigenstandig auf seinem/ihren Teil (Place) des Plakats zu erfassen und
anschlieBend innerhalb der Kleingruppe (max. vier Personen) zu gewichten und zu prasentieren. Die
wesentlichsten Inhalte der Mitglieder werden im Mittelfeld der Placemat zusammengefasst und
abschlieRend der gesamten Klasse vorgetragen. Diese Methode bewahrt sich vor allem in der
Erarbeitungsphase von kontroversen Themen und strukturiert zugleich die Gruppenarbeit. (Vgl. Kroker
2020: 1; Reinking 2022: 1).

2 Eine Concept Map visualisiert Zusammenhénge von Texten oder Ideen als eigene graphische
Darstellungsform. Sie ahnelt einer Mindmap mit dem Unterschied, dass wesentliche Meilensteine in
Kastchen oder Kreisen angefiihrt und diese mittels Pfeilen oder Linien verbunden werden. Die Pfeile
oder Linien werden mit Phrasen oder Verknupfungswortern beschriftet, um die Beziehung klar
abzubilden. (Vgl. Straeter-Lietz 2018: 12-15).

30 Prezi ist ein Prasentationsprogramm - alternativ zu PowerPoint — das Uber die Webseite
(https://prezi.com) aufgerufen werden kann.

31 Ein Padlet kann auf der gleichnamigen Webseite (https://de.padlet.com) erstellt werden. Aufgrund
der Vielfalt an Darstellungsmoglichkeiten kdnnen Inhalte prazise visualisiert werden.
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Aussonderungsaxiome

Die Menge X ist eine Teilmenge zu der bereits
bestehenden Menge Z, in der alle Elemente y,
die eine bestimmte Eigenschaft F(y) haben,
zur Menge X zusammengefasst

beziehungsweise ausgesondert werden.

Existenzaxiom

Es gibt eine Menge.

Paarmengenaxiom

Zu je zwei Mengen gibt es stets eine Menge,

die jene beiden als Elemente enthélt.

Kleines Vereinigungsmengenaxiom

Zu je zwei Mengen gibt es eine Menge,
welche alle Elemente enthélt, die zu einer der

beiden Mengen gehébren.
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GroRes Vereinigungsmengenaxiom

Zu jedem Mengensystem’ gibt es eine Menge,
welche alle Elemente enthélt, die zu
mindestens einer Menge des gegebenen
Systems gehéren.

"Man nennt eine Menge auch ein Mengensystem, wenn

ihre Elemente selbst Mengen sind.

Potenzmengenaxiom

Zu jeder Menge existiert ein Mengensystem’,
das unter seinen Elementen alle Teilmengen
der gegebenen Menge enthélt.

"Man nennt eine Menge auch ein Mengensystem, wenn

ihre Elemente selbst Mengen sind.

Unendlichkeitsaxiom

Es gibt eine Menge, welche die leere Menge
enthélt und mit jedem ihrer Elemente auch
dessen Nachfolger.

Ersetzungsaxiom/ Funktionalaxiom

Dies ergibt eine Funktion, die jedem x € X
genau ein y mit einer gewissen Eigenschaft
zuordnet. Somit gibt es eine Menge Y, die zu
Jjedem x € X ein y mit dieser Eigenschaft

enthélt f:X - Y,x — y.
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Auswahlaxiom

Ist X eine Menge, deren Elemente nichtleer

und paarweise disjunkt sind, so existiert eine ‘ A ﬂ
Menge Y, die mit jedem Element von X genau d'w
ein Element gemeinsam hat.

Einermengenaxiom

X
Fundierungs-/Regularitatsaxiom
Jede nichtleere Menge X besitzt ein
minimales Element Y, so dass kein Element
vonY in X vorkommt.
X

Eine Menge fasst genau ein Element x und

heil3t Einermenge (Singletonmenge) von x.

An dieser Stelle besteht die Maoglichkeit, die weiterfuhrenden Lernpfade individuell

miteinander zu verknupfen oder gesondert fortzusetzen.

Mathematische

Weiterfuhrung |

Im Anschluss an die theoretische Auseinandersetzung dient das
Schulbuch Mathematik HAK | (Trauner-Verlag) von Tinhof u. a.
(2022: 14-22) der praktischen Orientierung, Erprobung,
Umsetzung, Ubung wund Festigung der erarbeiteten
Begrifflichkeiten mittels ausgewahlter Beispiele zum Kapitel

Mengenlehre.
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Informations- und Arbeitsblatt zur Mengenlehre

Def.: Menge, Element, Machtigkeit

e Eine Menge ist eine Gesamtheit von unterscheidbaren Objekten. Von jedem

Objekt muss feststehen, ob es zur Menge gehort oder nicht.

e Gehort ein Objekt einer Menge an, so heildt es Element der Menge.

e Die Anzahl der unterscheidbaren Elemente einer Menge heil3t Machtigkeit der
Menge.

e Die Menge, die kein Element enthalt, heil3t leere Menge. Symbol: {} oder @

e Man unterscheidet zwischen endlichen Mengen (z.B.: A = {2,4,8,16} oder die
Menge der Finger an einer Hand) und unendlichen Mengen (z.B.: Menge der
naturlichen Zahlen N = {0,1,2,3,4,5,6,7,8, .... }

A =1{1,2,5,7,9} ... Zeichen einer Menge ist die geschwungene Mengenklammer
7 € A...7 ist ein Element der Menge A
4 ¢ A .. 4 ist kein Element der Menge A

|A| = 5 ... Die Méachtigkeit der Menge A ist 5 (A hat funf Elemente)

Def.: Gleichheit von Mengen (4 = B) ,A ist gleich B*

Die Menge A ist gleich der Menge B, wenn sie beide genau dieselben Elemente
haben. Die Reihenfolge der Elemente ist beliebig, gleiche Elemente werden nur
einmal angefuhrt.

Def.: Teilmenge (4 <€ G) ,A ist Teilmenge von G*

Eine Menge A heil’t Teilmenge der Grundmenge G, wenn jedes Element von A auch

Element von G ist.

Grafische Darstellung:
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Def.: Durchschnittsmenge (4 n B) ,A Durchschnitt B*

Die Durchschnittsmenge zweier Mengen A und B ist die Menge der Elemente, die

sowohl der Menge 4 als auch der Menge B angehoren.

Weisen zwei Mengen kein gemeinsames Element auf, so heillen diese

elementfremd.

Grafische Darstellung:

Def.: Vereinigungsmenge (4 U B) ,A vereinigt mit B*

Die Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die

der Menge A oder der Menge B oder beiden Mengen angehdren. (inklusives ODER)!)

Grafische Darstellung:

Def.: Differenzmenge (4\B) ,A ohne B*

Die Differenzmenge A ohne B ist die Menge aller Elemente, die der Menge A

angehoren, aber nicht der Menge B.

Grafische Darstellung:
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Aufgabe: 4 = {1,2,3,4,5,6,7,8} und B = {2,4,6,8,10,12}

Ermitteln Sie folgende Mengen in aufzahlender und grafischer Darstellung:

ANB =

AUB =

A\B =

B\A =

Aufgabe: Ermitteln Sie alle Teilmengen der Menge 4 = {1,2,3}

Aufgabe: Uberpriifen Sie, ob die Mengen A und B gleich sind. Ermitteln Sie die

Elemente von A und B und geben Sie ihre Machtigkeit an.
A = Menge der Buchstaben des Wortes ,RENNEN®

B = Menge der Buchstaben des Wortes ,NENNER*

Mengen konnen auf zwei verschiedene Arten dargestellt werden:

1. Aufzihlendes Verfahren
A ={1,2,3,4,5,6,7,8}

2. Beschreibendes Verfahren
A={x€eN|1<x<8}
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Ubungsaufgaben zur Mengenlehre

1. Setzen Sie das richtige Symbol € oder ¢:

91 A = {x|x ist eine zweistellige Primzahl}
Erde B = {x|x ist ein Planet}
a C = {x|x ist ein Vokal}

2. Schreiben Sie in aufzahlender Form an:

a) Die Menge A der positiven ganzen Zahlen, die gréRer als 11 und kleiner als 14 sind.
b) Die Menge B der positiven ganzen Zahlen, die gréRer als 11 und kleiner als 12 sind.
c) Die Menge C der Ziffern der Zahl 240 438.

d) Die Menge D der Osterreichischen Bundeslander.

3. Schreiben Sie alle Elemente der Menge an:

a) A = {x|x ist eine Primzahl A x ist grofier als 3 A x ist gerade}
b) B = {x|x ist eine Primzahl A x ist kleiner als 20}

c) Die Menge C der Quadratzahlen zwischen 5 und 40.

4. Setzen Sie ,ein“ oder ,.kein“ ein, sodass eine wahre Aussage entsteht:

Die leere Menge enthalt (ein/kein) Element.
{0} enthalt (ein/kein) Element.

5. Uberpriifen Sie, ob die Mengen 4 und B gleich sind! Begriinden Sie Ihre Antwort!

A = {x|x ist eine Primzahl zwischen 9 und 22.}

B ={11,13,15,17,19}

6. Gegeben ist die Menge M = {1,2,4,6,8,10,15}. Ermitteln Sie die Teilmenge, deren

Elemente

a) durch 3 teilbar sind. b) durch 4 teilbar sind. ¢) durch 7 teilbar sind.
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7. a) Schreiben Sie fur die Mengen {a, b},{a, b, c} und {a, b, ¢, d} alle Teilmengen an!

b) Ermitteln Sie die Anzahl der jeweiligen Teilmengen!

c) Stellen Sie eine Vermutung auf, wie viele Teilmengen eine Menge mit n Elementen

besitzt!

8. Schreiben Sie die gekennzeichneten Mengen jeweils als Durchschnitt oder

Vereiniqung der Menge A, B oder C an!

.

9. Zeichnen Sie ein Mengendiagramm und schraffieren Sie jeweils die angegebenen

Mengen:

a)AU(B\C)b)(AnB)U(C\B) c)(A\B)u(C\B)

d)(AuB)\Ce)B\ANB\C) HA\(BNC)

10. In einer Kindergartengruppe (Menge K) finden am Freitag zeitgleich zwei
Zusatzangebote statt: Mathematische Friiherziehung (Menge M) und Early English (Menge

E). Stellen Sie die Struktur der Gruppe am Freitag grafisch dar und entscheiden Sie, ob ein

Kind Mathematik und Englisch besuchen kann!

11. In einem Internat mit 100 Studierenden werden 3 Sportarten betrieben: Fuf3ball,
Handball und Tennis. 58 Studierende spielen Fulball, 54 spielen Handball, 19 spielen
Tennis. 28 Studierende spielen Fuliball und Handball, 14 spielen Handball und Tennis, 13

spielen Fufliball und Tennis, 10 Studierende spielen alle drei Sportarten.
a) Zeichnen Sie ein Mengendiagramm!
b) Ermitteln Sie, wie viele Studierende nur eine Sportart betreiben!

c) Entscheiden Sie, ob es Studierende gibt, die an keiner Sportart teilnehmen!
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Mathematische
Weiterfuhrung Il

Zur  weiteren  Vertiefung und  Horizonterweiterung
mathematischen Arbeitens kann eine Modellierungsaufgabe
wie das dargestellte Satellitenbeispiel aus Abschnitt 4.4.4.
oder der Artikel von Graumann (2019: 85-94) herangezogen
und in das Unterrichtsgeschehen eingebettet werden.

Fachubergreifende

Konzeption

Im facherubergreifenden Kontext gestaltet sich die Chance, die
Gemeinsamkeit der beiden Facher beim Problem
transzendenter Begriffe zu erkennen und diese im Sinne des
philosophischen Denkens zu verknupfen. Grundlage fur diese
Unterrichtsphase bieten die vorangegangenen Materialien und
Fortfuhrungen. Dahingehend sollen die Schulerinnen und
Schuler nun Uber den Gottesbegriff, ebenso wie das
Phanomen der Allklasse und die Axiome im folgenden
Arbeitsblatt  nachdenken, philosophieren und diese
zusammenfassen. Wesentlich ist dabei, die Bedeutung der
einzelnen Aspekte zu erarbeiten und mogliche Relationen zu
den genannten Begriffen herzustellen. Ziel ist es hierbei, dass
die Lernenden nicht primar zu der Gewissheit einer gottlichen
Existenz gelangen, sondern den ursprunglichen inklusiven
Zugehorigkeitscharakter der beiden Disziplinen (Mathematik
und Theologie) beim Nachdenken und Philosophieren von
transzendentalen Fragen erkennen und diese fur sich
individuell verknupfend und (,weitgehend®) beantworten

konnen.
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Entspricht Gott der Allklasse? < Entspricht die Allklasse Gott?

Ist Gott ein Axiom?

$0

GOTTIST ... ALLKLASSE IST ... AXIOME SIND ...
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
AUFGABE:

Listen Sie nochmals in einigen Punkten auf, was fur Sie die Begriffe Gott, Allklasse und
Axiome bedeuten. Verfassen Sie ein kurzes Essay, in dem Sie darlber erdrtern, inwiefern
Gott der Allklasse oder einem Axiom entspricht und worin Widerspruchlichkeiten bestehen.
Diskutieren Sie zudem Uber den Buchtitel: ,Ist Gott ein Mathematiker?“ und beantworten Sie

folgende Frage fur sich: Ist Gott berechenbar?

84




Als Ergebnissicherung des Gesamtprozesses kann entweder die
facherubergreifende Konzeption fungieren oder zusatzlich noch
SiCherung ein gruppenindividuelles kreatives Plakat im Sinne eines
Lapbooks — wie in Abbildung 10 — oder ein personliches
Reflexions-Lerntagebuch angefertigt werden.

Abbildung 10: Lapbookgestaltungsmuster (school-scout.de 2022: 20)

4.5.2. Anknupfungspunkt mit facheriibergreifendem Element in Religion und

Sequenzaufbau zur Pilatusfrage: Was ist Wahrheit?

Auf der Suche nach einer potenziellen Schnittstelle von Religions- und
Mathematikunterricht bietet sich neben dem Philosophieren Uber Abzahlbarkeit,
Mengen, Unendlichkeit sowie Gott als mdgliche Wesensdarstellung einer
Unmenge/Allklasse oder von Axiomen, das u. a. im vorherigen Abschnitt kurz skizziert
wurde, auch die Frage nach Wahrheit an. Wahrheit ist eines der zentralsten Themen
der Menschheit und findet sich auch haufig in der Bibel sowohl im Alten wie auch
Neuen Testament. Die Mathematik beschaftigt sich zudem damit, Hypothesen als
wahr oder falsch zu beweisen. In diesem Sinne soll ein weiterer Beriihrungspunkt von
Mathematik und Religion gezeigt werden, der sich im Bereich der Beweisflihrung
(Deduktion sowie Gottesbeweise) ergibt. Vorweg soll gesagt sein, dass die
beiliegenden  Arbeitsmaterialien zum  Thema ,Logische Wahrheit und

Glaubenswahrheit* konzipiert sind und aufgrund des Gottesbeweises, der am
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mathematisch-wissenschaftlichen Arbeiten angelehnt ist, letztendlich wieder Uber das
Wesen des ewigen (unendlichen) Gottes philosophiert werden kann — wodurch sich
hierbei der facherubergreifende Themenkreis schliel3en mag.

Auf diese Frage kann man durch verschiedene Lehrplaninhalte aus dem katholischen
Religionsunterricht hinfuhren. Gelegenheiten bieten dabei das Arbeiten mit biblischen
Texten, die Frage nach Gott, dem Ostergeheimnis — Auferstehung, Leben nach dem
Tod und Jenseitsvorstellungen — aber auch die Auseinandersetzung mit der
Religionskritik und Gottesbeweisen.

Je nach Themenschwerpunkt ergeben sich unterschiedliche Facetten und
Fokussierungen hinsichtlich der Frage nach dem Wahrheitsbegriff. Neben der
naheliegenden rhetorisch-offenen Fragestellung ,Was ist Wahrheit?“, die flr einen
,Sspontanen® Themeneinstieg herangezogen werden kann, ergeben sich additive
Gestaltungsansatze, welche nachfolgend in schuler*innenadaquater Form dargestellt
und fur die verschiedenen Phasen, je nach Ausrichtung, im Unterricht individuell

einsetzbar sind.

Zur schnellen Erfassung der Grundvorstellungen sowie dem
potenziellen Vorwissen der Schulerinnen zum
Wabhrheitsbegriff eignet sich die Methode des Brainstormings.
Die Antworten geben darauf Aufschluss, inwieweit sich
gewisse Moralvorstellungen inklusive Absichten- und
Folgeabschatzung sowie Grundorientierungen
(Autoritatsanerkennung) bislang entwickelt haben. Diese

. . Unterrichtsmethode kann entweder sofort im Plenum an der
Einstieg zum

| Tafel oder schuler*innenspezifisch in personlichen Notizen
Thema Wahrheit

angefertigt werden. WeiterfUhrend wird in Zusammenarbeit ein
Begriff definiert, in welchem alle charakteristischen Aspekte
erortert werden.

Im Anschluss an die Definition des Wahrheits- und eventuellen
Lagenbegriffs kdonnen diesbezuglich die nachstehenden
Materialien zu Wahrheit und Lluge aufgegriffen werden.
Primarziel dieser Materialblatter und der Einstiegsphase ist ein
bewusster und reflektierter Umgang mit den Begriffen.
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LUGE, NOTLUGE UND DAS GEBOT — DU SOLLST NICHT LUGEN

AUFGABE 1:

Diskutieren Sie in Kleingruppen von zwei bis drei Personen Situationen, in denen lhrer Meinung
nach Ligen ungerechtfertigt oder gerechtfertigt sind und ordnen Sie diese den jeweiligen Boxen
Zu.

@ O

) S)

) S

AUFGABE 2:

Beurteilen Sie die nachfolgenden Sachlagen und begriinden Sie lhre Entscheidung.

Gerecht | Ungerecht

Situation gehandelt | gehandelt

Begrindung

Andreas (16) hat eine negative Note auf die
Mathematikschularbeit bekommen und
verschweigt dies ihren Eltern.

Sabinas Freundin méchte sich am
Nachmittag mit ihr treffen. Allerdings hat sie
keine Lust und sagt aufgrund eines
vorgeschobenen Zahnarzttermins ab.

Franz sieht, dass aus Omas Geldboérse ein
50€ Schein gefallen ist. Er steckt ihn heimlich
ein und hilft anschliel’end bei der Suche.

Die Studenten stimmen jener Meinung zu, die
ihr Professor von ihnen héren mochte.

Das geliebte Haustier von Jana (14) ist
wahrend der Sprachreise gestorben. Die
Eltern beschlielRen, ihr die Nachricht erst
nach ihrer Heimkehr mitzuteilen.

Michi (8) hat versehentlich die Keramikvase
umgestolRen. Den Eltern erzahlt er, dass es
seine kleine Schwester (2) gewesen sei.

Aus Anstand loben die Partygaste ihren
Gastgeber fiir das Essen, obwohl dieses
aulerst salzig und scharf ist.
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Erarbeitungsphase |
,Was ist Wahrheit?*

(Joh 18,38)

Die Pilatusfrage im
gegenwartigen

gesellschaftlichen

In einem ersten Erarbeitungsschritt sollte auf die
christliche Urquelle Bezug genommen werden, indem
jeweils zentrale Bibelstellen betrachtet und diskutiert

werden.

Nach der Klarstellung dieser beiden Textstellen bietet der
theologische Aufsatz von Pastor Dr. Christoph Schroeder
die Basis fur ein tieferes theologisches Verstandnis. Ziel
dabei ist, einerseits die Argumentations- und
Auslegungsstrange kennenzulernen, und andererseits
gehaltvoller in die Materie der Bibelexegese zu gelangen.
An dieser Stelle ist es moglich, den Fokus auf zusatzliche

Kontext Erarbeitungs- und Verknupfungsphasen wie nachfolgend
beschrieben zu legen oder sofort auf die
facherubergreifende Konzeption zu wechseln.

AUFGABE:

Diskutieren Sie im Plenum Uber die Bedeutung
und Relevanz der beiden Textstellen des
Johannesevangeliums. Scannen Sie im
Anschluss den QR-Code zum theologischen
Aufsatz von Pater Dr. Schroeder, markieren Sie

die wichtigsten Inhalte, fassen Sie diese im

Anschluss nachvollziehbar zusammen und
prasentieren Sie ihre Ergebnisse. (Einzel- oder
Partnerarbeit ist erlaubt.)
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Joh 14,6f:

Jesus sagte zu ihm: Ich bin der Weg
und die Wahrheit und das Leben;

niemand kommt zum Vater auﬁer

durch mich.

Joh 18,37f:

Da sagte Pilatus zu thm: Also bist du
doch ein Konig? Jesus antwortete:
Du sagst es, ich bin ein Konig. Ich
bin dazu geboren und dazu in die
Welt gekommen, dass ich ﬁlr die
Wahrheit Zeugnis ablege. Jeder, der
aus der Wahrheit ist, hort auf meine

Stimme.

Wenn ihr mich erkannt habt, werdet
thr auch meinen Vater erkennen.
Schon fetzt kennt it thn und habt
thn gesehen.

Pilatus sagte  zu ihm: Was st

Wahrheit? Nachdem er das gesagt

hatte, ging er wieder zu den Juden
hinaus und sagte zu ihnen: 7c/, ﬁW
keine Schuld an ihm.

Abbildungsquelle: https://de.freepik.com/vektoren-premium/offenes-buch-in-einem-braunen-einband_5903351.htm
Textquellen: https://www.frei-und-fromm.de/was-wir-wollen/positionen/was-ist-wahrheit/

(Joh 14,6f), (Joh18,37f) [Neue Einheitstibersetzung 2016]

89



Erarbeitung Il

Antikes
Wahrheits-

konzept

Als weiterfuhrende Vertiefung kann das antike
Wahrheitskonzept, das im nachstehenden Arbeitsblatt dargestellt
ist, in den Unterricht eingewoben werden. Dabei ist es sinnvoll,
dies mit dem christlichen Verstandnis hinsichtlich des grof3en
Glaubensbekenntnisses von Nizaa zu verknupfen, und mit Hilfe
der Erlauterungen einen konkreteren Verstandniszugang zu
gewahren. Die Schulerinnen und Schuler sollen dabei die
Entwicklung  beziehungsweise @ den  Paradigmenwechsel
erkennen, nachvollziehen, selbst deuten, umformulieren sowie
den Aktualitdtsbezug herstellen kdnnen. Zudem lasst sich ein
weiterer Bezug zur Wahrheitsvorstellung des unlangst
verstorbenen und emeritierten Papst Benedikts XVI. herstellen.
Die ORF-Dokumentation Kreuz und Quer zu Benedikt XVI. — Der
Denker auf dem Thron vom 31.12.2022 und 05.01.2023 geht
dabei vor allem auf die Lehrhaltungen des Papstes ein, in welcher
auch auf sein Wabhrheitsverstandnis, das aus den
Geschehnissen seiner Jugend (NS-Zeit) gepragt ist,
eingegangen wird. Darin wird deutlich, dass fur den Kirchenfuhrer
und Theologen der Wahrheitsbegriff ,eine zeitlose Theologie, in

einem unverrickbaren Denken” ist.

Fach-
ubergreifende

Konzeption

AnschlieBend an die theologische Phase lieRe sich ein
facherubergreifender Bezug auf die Frage nach der Wahrheit im
Sinne der mathematischen Beweisfuhrung Uberleiten. Aufgrund
der Gegebenheit, dass in der formal-logischen Deduktion ein
Instrument der Tatsachen- und ,Wahrheitsfindung“ erkannt wird,
ist es naheliegend, sich genauer mit diesem mathematischen
Werkzeug zu befassen, da dieses Mittel auch fur die
Gotteserklarung herangezogen wurde. Folgend auf die
Erarbeitungsphase des Prinzips der logischen Deduktion und
vollstandigen Induktion konnen die Gedankenschritte des
Gottesbeweises nach Anselm von Canterbury mit Hilfe des
Infoblatts und den mathematischen Arbeitsblattern analysiert,
logisch erortert und diskutiert werden.
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AUFGABE 1:

Vergleichen Sie das antike Verstandnis von Wahrheit mit den heutigen christlichen,
neutestamentlichen Glaubensansitzen des groBen Glaubensbekenntnisses und

fiihren Sie Parallelen bzw. Kontroversen an.

Antikes Wahrheitskonzept Erlauterungen

Wahrheit ist das Vernehmen der | Das Sein ist (existiert), das Nichtsein ist (existiert)

Gegenwartigkeit des universellen Seins, | nicht.

die Unverborgenheit des Seins, auf das
wir uns im Denken vertraulich einlassen. | Kennzeichen des Seins: Das Sein ist ungeboren,

nicht geschaffen und besitzt keine Zeitlichkeit.

Im Hebraischen bedeutet Wahrheit eine

erfahrene Wabhrheit, personliches

: : « Gegenwartigkeit bedeutet: auch im Denken ist
Wissen, sogenanntes ,Herzwissen®.

Vergangenes  gegenwartig, wodurch  die

Zeitlichkeit aufgehoben ist.

Das groRe Credo/ Nizano-Konstantinopolitanische Glaubensbekenntnis

Ich glaube an den einen Gott, den Vater, den Allmachtigen, der alles geschaffen hat, Himmel und
Erde, die sichtbare und die unsichtbare Welt.

Und an den einen Herrn Jesus Christus, Gottes eingeborenen Sohn, aus dem Vater geboren vor
aller Zeit: Gott von Gott, Licht vom Licht, wahrer Gott vom wahren Gott, gezeugt, nicht
geschaffen, eines Wesens mit dem Vater; durch ihn ist alles geschaffen.

Fir uns Menschen und zu unserem Heil ist er vom Himmel gekommen, hat Fleisch angenommen
durch den Heiligen Geist von der Jungfrau Maria und ist Mensch geworden.

Er wurde fiir uns gekreuzigt unter Pontius Pilatus, hat gelitten und ist begraben worden. Er ist am
dritten Tage auferstanden nach der Schrift und aufgefahren in den Himmel. Er sitzt zur Rechten
des Vaters und wird wiederkommen in Herrlichkeit, zu richten die Lebenden und die Toten; seiner
Herrschaft wird kein Ende sein.

Ich glaube an den Heiligen Geist, der Herr ist und lebendig macht, der aus dem Vater und dem
Sohn hervorgeht, der mit dem Vater und dem Sohn angebetet und verherrlicht wird, der
gesprochen hat durch die Propheten, und die eine, heilige, katholische und apostolische Kirche.
Ich bekenne die eine Taufe zur Vergebung der Siinden.

Ich erwarte die Auferstehung der Toten und das Leben der kommenden Welt. Amen.
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Papst Benedikt XVI. (Teil 1)

AUFGABE 2:

Recherchieren Sie zur Jugend Papst Benedikts XVI. mit Hilfe des Internets.
Interpretieren Sie im Hinblick auf die Jugendzeit Papst Benedikts XVI., inwieweit er mit
einer fur ihn fremdartigen Wahrheitskonzeption konfrontiert wurde und wie er laut
Kardinal Schonborn darauf reagierte. Stellen Sie in wenigen Worten dar, wie die
Menschen seiner Zeit zur ,Wahrheit* gekommen sind.

Wahrheit ist auch fiir ihn nicht einfach Besitz, ein Besitzstand, den man hlitet,

sondem Wahrheit istimmer auch etwas zu Suchendes, etwas das vor uns liegt und

auf das wir uns ausrichten. Aber, dass es die Wahrheit gibt, das muss vorausgesetzt

werden und das hat ihm die Erfahrung seines eigenen Landes, seiner Heimat,
schmerzlich gezeigt. Das muss vorausgesetzt werden.“ — Kardinal Christoph
Schénborn Uber Papst Benedikt XVI. und sein Verstandnis der Wahrheit
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Papst Benedikt XVI. (Teil 2)

AUFGABE 2:

Vergleichen Sie das antike Wahrheitsverstandnis mit jenem nach Papst Benedikt
XVI. Stellen Sie ihre Feststellungen in der zu sehenden Tabelle dar.

Bereich Antike Benedikt XVI.

Existenz der
Wahrheit

Bedeutung von Zeit

Bedeutung von
Vergangenheit fur
die Wahrheit

AUFGABE 3:

Reflektieren Sie Uber die Inhalte der vorherigen Aufgaben und beantworten Sie in
einer Phase der Selbstreflexion die folgenden Punkte:

e Eigenes Verstandnis von Wahrheit im Vergleich zu den Inhalten

e Veranderungen im Hinblick auf das eigene Verstandnis
e Unklarheiten/ Offengebliebenes

Diskutieren Sie im Anschluss an die Selbstreflexion mit einem/einer Partner*in Ihre
Ergebnisse und halten Sie sowohl Uberschneidungen als auch divergierende
Meinungen uber die Bereiche fest.
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Beweis und wahre Folgerungsketten —

Der Grund fiir das mathematische Arbeiten.

In der Mathematik unterscheidet man zwischen zwei Beweisverfahren — die direkte

sowie die indirekte Beweisfuhrung. Beweise bestehen immer aus drei Schritten:

1. Voraussetzung
2. Behauptung
3. Beweisdurchfihrung

Mochte man mathematische Aussagen beweisen, so ist es gunstig, diese im Sinne der
Implikation mit ,sei ... daraus folgt* oder ,wenn ..., so gilt ...“-Satzen zu formulieren.
(Vgl. Duden Learnattack 2010:1).

Mathematische Beweisarten

Direkter Beweis

Die direkte Beweisfuhrung sieht vor, dass angefangen von den Axiomen weitere
logische Satze und Folgerungen mittels bereits bewiesener (wahrer) Satze, Gesetzen
der Logik und Regeln fur aquivalente Umformungen abgeleitet werden.

Wird eine Behauptung als wahr anerkannt, so bildet dies ein weiteres Glied in der
Folgerungskette, auf das nun weitere Behauptungen und Anknupfungen angestellt
werden konnen, wie dies Abbildung 11 skizziert. (Vgl. Duden Learnattack 2010:1).

@-» -»@-»@-»

@ @-@

1@

Abbildung 11: Entwicklungsprozess mathematischer Aussagenverkettungen und Themenbereichs-
erweiterung
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Indirekter Beweis

Beimindirekter Beweis wird die Behauptung negiert und als wahr angenommen.
Unter Anwendung gultiger Schlussfolgerungen sowie Rechengesetzen/-regeln wird
diese allerdings widerlegt, indem die logische Schlussfolgerung einen Widerspruch zur
Annahme (negierten Behauptung) zeigt. Somit muss die Annahme (negierte
Behauptung) falsch sein und die eigentliche Grundbehauptung, wonach urspringlich
gefragt war, ist bewiesen. Kommt es allerdings zu keinem Widerspruch, so kann mit
dem indirekten Verfahren die Gultigkeit der Urbehauptung nicht nachgewiesen
werden. Zumeist benétigt man den indirekten Beweis fur Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen, wie auch fur Beweise von Satzumkehrungen und negierten

Darlegungen. (Vgl. Duden Learnattack 2010:1).

Beispiel eines indirekten Beweises

1. Zu beweisende Aussage: P =Es gibt unendlich viele Primzahlen.

2. Negation der Aussage und neue Annahme : = P = Es gibt eine endliche Anzahl an
Primzahlen. Dies impliziert, dass es eine hochste Primzahl geben muss, die mit p
bezeichnet wird.

3. Beweisdurchfuhrung: Nun konstruiert man eine Zahl a, welche das um 1
vergroRerte Produkt von allen zuvor angeschriebenen Primzahlen ist. Somit gilt:
a=(2-3-5-7----p)+ 1. aistdurch keine Primzahl teilbar, die kleiner oder gleich
p ist, da bei einer Division letztendlich 1 Rest bleibt. Es gibt aber sicher eine
Primzahl g, die ein Teiler von a ist. Fur den Fall, dass a selbst eine Primzahl ist,
muss man q = a annehmen, andernfalls ist g kleiner als a.

4. Conclusio: Aufgrund dessen, dass die Zahl a aber durch keine Primzahl teilbar ist,
die kleiner oder gleich p ist, muss diese Primzahl q grol3er als p sein. Somit wurde
gezeigt, dass zu jeder Primzahl p sicher eine Primzahl g existiert, die groRer als p
ist. Daher kann allgemein gesagt werden, dass es tatsachlich unendlich viele
Primzahlen gibt. (Vgl. Kuba & Gtz 2004: 8ff).
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Beweisverfahren der vollstandigen Induktion

Die vollstandige Induktion ist ein mathematisches Beweisverfahren, welches
sich stark mit allgemein gultigen Aussagen zu der Menge der naturlichen Zahlen
beschaftigt. Dabei lauten solche Satze meist ,Fur alle naturlichen Zahlen gilt, ..."

Da es nicht maglich ist, mit jeder natirlichen Zahl die Behauptung zu Uberprufen,
versucht man mit Hilfe des nachstehenden Algorithmus eine allgemein gultige

Schlussfolgerung zu erzielen:

1. Der Induktionsanfang wird fur einen Startwert (z. B. 0, 1, 2) gewahlt, indem man
pruft, ob die Hypothese in diesem Fall erfullt ist.

2. Eine Induktionsvoraussetzung lautet meist: ,Die Aussage ... gilt fur
(mindestens) ein Element n der Menge der naturlichen Zahlen N

3. Die Induktionsbehauptung/-annahme fuhrt fort, was es zu beweisen (zeigen)
gilt: meist die Aussage von 2. fur n+1.

4. Der Induktionsschritt geht nach dem Prinzip des ,umfallenden Dominosteins auf
seinen Nachfolger® vor. Das bedeutet, dass man die Behauptung auch auf die
Gultigkeit fur einen allgemeinen Nachfolger n+1 einer naturlichen Zahl
ausweitet und Uberpruft. Trifft dies zu, so ist die ursprunglich gestellte
Hypothese bewiesen und wird als wahr anerkannt. Der Beweis ist
abgeschlossen, sobald die Induktionsbehauptung gezeigt wurde und allgemein
fur jeden Nachfolger gilt. (Vgl. Dalwigk 2019: 2-7).

StoBe den ersten Stein um und sorge dafiir. dass der n-te Stein auch den (n+1)-ten Stein umwirft (n = N).

Te0000000000

Abbildung 12: Dominoeffekt — Prinzip der vollstandigen Induktion (Mohr o. J.:1)
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Gottesbeweise und ihre Reaktion aufeinander — Wie Theologen

und Philosophen Gott beweisen wollten

Der ontologische Gottesbeweis ist ein Versuch, Gott durch einen bestimmten Faktor
fur die Menschen begreifbar zu machen. Dieser Versuch unterscheidet sich vom
mittelalterlichen kosmologischen Gottesbeweis, der sich auf die Aussage stutzt, Gott
sei die eigene Ursache fur seine Existenz. Beim ontologischen Beweis nach Anselm
von Canterbury (1034 — 1109) hingegen steht die Vernunft des Menschen im Zentrum.
Doch auch dieser Gottesbeweis wird in weiterer Folge einige Jahrhunderte durch

Immanuel Kant in Frage gestellt.

AUFGABE 1: Recherchieren Sie im Internet zum ontologischen Gottesbeweis nach
Anselm von Canterbury. Rekonstruieren und fuhren Sie diesen in den nachstehenden
Zeilen an. Diskutieren Sie, ob lhnen dieser Beweis schlussig erscheint oder ob es

Ihrer Meinung nach Kritikpunkte gibt.

Ontologischer Gottesbeweis

AUFGABE 2: Lesen Sie den auf der nachsten Seite angefuhrten Text von Immanuel
Kant. Markieren Sie SchlUsselstellen seines Versuches, den ontologischen
Gottesbeweis zu hinterfragen und beschreiben Sie in eigenen Worten, was laut Kant

wirklich ausschlaggebend ist.

Kritik nach Kant
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Text nach Immanuel Kant:

Sein ist offenbar kein reales Pradikat, d. i. ein Begriff von irgend etwas, was zu dem
Begriffe eines Dinges hinzukommen koénne. [...]

Im logischen Gebrauche ist es lediglich die Kopula®? eines Urteils. Der Satz: Gott ist
allméachtig, enthalt zwei Begriffe, die ihre Objekte haben: Gott und Allmacht; das
Wortchen: ist, ist nicht noch ein Pradikat oben ein, sondern nur das, was das Pradikat
beziehungsweise aufs Subjekt setzt. Nehme ich nun das Subjekt (Gott) mit allen seinen
Pradikaten (worunter auch die Allmacht gehoret) zusammen, und sage: Gott ist, oder es
ist ein Gott, so setze ich kein neues Pradikat zum Begriffe von Gott, sondern nur das
Subjekt an sich selbst mit allen seinen Pradikaten, und zwar den Gegenstand in
Beziehung auf meinen Begriff. Beide mussen genau einerlei enthalten, und es kann
daher zu dem Begriffe, der blof3 die Moglichkeit ausdrickt, darum, dal® ich dessen
Gegenstand als schlechthin gegeben (durch den Ausdruck: er ist) denke, nichts weiter
hinzukommen. Und so enthalt das Wirkliche nichts mehr als das blof3 Mogliche. Hundert
wirkliche Taler enthalten nicht das mindeste mehr, als hundert mogliche. Denn, da diese
den Begriff, jene aber den Gegenstand [...] bedeuten, so wurde, im Fall dieser mehr
enthielte als jener, mein Begriff nicht den ganzen Gegenstand ausdricken, und also
auch nicht der angemessene Begriff von ihm sein. Aber in meinem Vermogenszustande
ist mehr bei hundert wirklichen Talern, als bei dem_bloRen Begriffe derselben (d. i. ihrer
Mdoglichkeit). [...]

Wenn ich also ein Ding, durch welche und wie viel Pradikate ich will (selbst in der
durchgangigen Bestimmung), denke, so kommt dadurch, daf® ich noch hinzusetze,
dieses Ding ist, nicht das mindeste zu dem Dinge hinzu. Denn sonst wurde nicht eben
dasselbe, sondern mehr existieren, als ich im Begriffe gedacht hatte, und ich kdnnte
nicht sagen, dal® gerade der Gegenstand meines Begriffs existiere. Denke ich mir [...]
nun ein Wesen als die hochste Realitat (ohne Mangel), so bleibt noch immer die Frage,
ob es existiere, oder nicht. [...]

Unser Begriff von einem Gegenstande mag also enthalten, was und wie viel er wolle, so
mussen wir doch aus ihm herausgehen, um diesem die Existenz zu erteilen. Bei
Gegenstanden der Sinne geschieht dieses durch den Zusammenhang mit irgendeiner
meiner Wahrnehmungen nach empirischen Gesetzen; aber fur Objekte des reinen
Denkens ist ganz und gar kein Mittel, inr Dasein zu erkennen [...].

32 Kopula: Verbindungsstiick zwischen Subjekt und Pradikat in einem Urteil
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Beweisbeispiele in Mathematik und christlich-philosophischer

Theologie

Mathematisch logische Deduktion durch vollstandige Induktion

uber n am Beispiel (vgl. King 2014: 28):

Ontologischer Gottesbeweis nach Anselm von
Canterbury (vgl. Heinle o. J.: 1).

1. Aussage/Behauptung:

n(n+1)

Seianp =0+1+2+3+--n.Danngilt ap = vn € N.

1. Schritt: Definition:

Gottist das, tiber dem nichts Grélkeres gedacht werden kann.

2. Induktionsanfang:
0-1
aO —_ T —_ 0

2. Schritt:

Auch ohne Einsicht tUber die Existenz ist Gott im Verstand.

3. Induktionsvoraussetzung/-hypothese:

_ n(n+1)

n 2

3. Schritt:
Wenn Gott allein nur im Verstand ist, dann kann gedacht

werden, dass er auch in Wirklichkeit ist.

4. Induktionsschritt:

(n+1)(n+2
an+1= —5— )2(n )
ant1=an+m+1) = n(n+1) +(n+1) = nn+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)

2 2 2

4. Schritt:

Wenn aber Gott genauso in Verstande ist, wie etwas,
worilber hinaus Grolieres gedacht werden kann, dann kann
man auch tber Gott noch GrélReres denken. ¥

- Widerspruch zur Definition von Gott

5. Conclusio:

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion ist die Behauptung a, = @

vn € N bewiesen.

5. Schritt: Conclusio:
Somit muss Gott sowohl im Verstand wie auch in Wirklichkeit

existieren.

AUFGABE: Vergleichen Sie den mathematischen wie den theologischen Beweiszugang. Erklaren Sie, worin Sie Gemeinsamkeiten beziehungsweise

Differenzen erkennen und erldutern Sie diese. Kann/Darf sich der theologische Zugang in diesem Beispiel einen ,logischen Beweis“ nennen?
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Ergebnissicherung,
Zusammenfassung,
Ausblick

Die Ergebnissicherung dieser fachertubergreifenden
Unterrichtsstruktur entsteht durch Erprobung simpler
mathematischer Beweise und Notizfuhrung (Mindmap,
Heft, Lerntagebuch). Durch das Interview von Elke Zapf
uber das Verstandnis zur Unendlichkeit mit einer
Fachmathematikerin sowie eines Fachtheologen der
Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-Nurnberg kann
auf hoherer fachlicher Ebene angesetzt werden und ein
letzter inhaltlicher Anknupfungspunkt sowie
Gedankenimpuls auf die Frage nach der Unendlichkeit
gegeben werden. Ziel ist es, dass die Lernenden
erkennen, dass selbst auf universitarer Ebene offene
Fragen zurlckbleiben, im Sinne der fachlichen
Kooperation neue wissenschaftliche Horizonte entdeckt
werden konnen und auch in diesem Bereich gegen manch
gesellschaftliche Empfindungen diese beiden
Wissenschaften einander nicht gegenseitig exkludieren.

Der ewige Diskurs —

Interview mit einer Mathematikerin und einem

Theologen zur Frage: ,,Konnen wir Unendlichkeit verstehen?*

AUFGABE:

Lesen Sie sich das Interview von Elke Zapf mit der Mathematikerin Prof. Dr. Christina

Birkenhake und dem Theologen Prof. Dr. Wolfgang Schoberth durch und

kennzeichnen Sie die fur Sie zentralen Aussagen des Gesprachs. Skizzieren Sie

diese anschlief3end in einer fur Sie schlussigen Concept-Map.
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Was verstehen Sie als Mathematikerin unter Unendlichkeit? Und wie
definieren Sie das als Theologe?

Prof. Dr. Christina Birkenhake: Das Wort ,unendlich® entsteht durch eine
Verneinung aus dem Wort ,endlich®. Wenn wir also dem Begriff der Unendlichkeit
naherkommen wollen, mussen wir uns zunachst mit dem Endlichen beschaftigen, und
dieses bezieht man dann auf ein Sachgebiet — auf einen Ort, eine Zeit, eine Qualitat,
eine Tatigkeit oder eine Menge. Und damit sind wir bei der Mathematik. Sie ist eine
der altesten Wissenschaften und beschaftigt sich schon immer mit grolien Fragen:
mit der Beschreibung des Himmels und der Erde, mit den Gesetzmaligkeiten der
Zahlen und der Geometrie, mit der Endlichkeit und der Unendlichkeit. Allerdings
wurde das Unendliche Uber Jahrtausende nicht als existent fir moglich erachtet. Erst
vor gut 100 Jahren wurde dieser Gedanke zugelassen — und seitdem gibt es in der
Mathematik sehr viele Unendlichkeiten.

Prof. Dr. Wolfgang Schoberth: Der Begriff der Unendlichkeit ist philosophischen
Ursprungs und hat Gbrigens kein genaues Aquivalent in der Bibel. Hier ist vielmehr
die Rede von der Ewigkeit, die Geheimnis und Hoffnung zugleich zur Sprache bringt.
Die klassische Metaphysik dagegen fragt generell nach der hochsten Form und ersten
Grundlage allen Seins. Unendlichkeit steht dabei — grob gesagt — fur all das, was
jenseits unserer Bestimmungen liegt und jenseits der Grenzen unseres Denkens. Die
damit verbundenen Erfahrungen finden freilich ihren deut-
lichen Niederschlag in der Schrift und der theologischen Tradition: Die Erfahrung
Gottes ist mit dem Bewusstsein fur die Grenzen unseres Denkens und unserer Welt
eng verbunden.

Wo sehen Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede in lhren Definitionen?

Schoberth: Wir fangen an unterschiedlichen Stellen an und gehen mit
unterschiedlichen Methoden an die Phanomene heran. Theologisches Arbeiten ist
immer auf Selbsterfahrung bezogen, die in einem anderen Verhaltnis zur Wirklichkeit
steht als wissenschaftliche Arbeit. Denn wir beziehen auch Stimmungen,
Atmospharen und Gefuhle mit ein.

Birkenhake: Und genau darum geht es bei uns im Endeffekt nicht. Auch in der
mathematischen Forschung spielen zwar Intuition und Asthetik eine groRe Rolle, die
Ergebnisse miUssen dann aber streng mathematisch, logisch und objektiv bewiesen
werden. Zwangslaufig sto3t man beim Umgang mit der Unendlichkeit immer wieder
auf Paradoxien und Antinomien, und es stellt sich die Frage, wie man am besten damit
umgehen kann, und wie man am besten diese Phanomene beschreiben kann.
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Warum beschaftigen sich gerade lhre beiden Wissenschaften mit diesem
Phanomen?

Birkenhake: Sowohl die Theologie als auch die Mathematik haben ihre Urspringe in
der Philosophie, und beide versuchen, an die Grenzen zu gehen. Schon im antiken
Griechenland beschaftigte sich die Wissenschaft intensiv mit der spannenden Frage
nach der Unendlichkeit. Nehmen Sie Platon oder Aristoteles, deren Uberlegungen uns
bis heute faszinieren.

Schoberth: Bis ins 19. Jahrhundert hinein war es ohnehin selbstverstandlich, in
vielen Wissenschaftsbereichen tatig zu sein. Nehmen Sie zum Beispiel Gottfried
Wilhelm Leibniz. Er wirkte als Philosoph, Jurist, Historiker, Naturwissenschaftler und
Theologe, aber auch als Mathematiker und Techniker — er war also der klassische
Universalgelehrte. Heute ist die Wissenschaft sehr ausdifferenziert, zum Teil sind wir
ganz erstaunt, womit sich die Kollegen beschaftigen. Die Theologie befasst sich
schon seit der Antike mit dem philosophischen Begriff der Unendlichkeit und hat sich
immer an dem Thema gerieben.

Birkenhake: Erst Georg Cantor fuhrte Ende des 19. Jahrhunderts den Begriff der
Unendlichkeit wirklich ein und lieferte damit ein Fundament der modernen
Mathematik. Er gilt als Begrunder der Mengenlehre und entwickelte einen neuen
Begriff der Unendlichkeit.

Schoberth: Er konstruiert damit sozusagen einen neuen Begriff; was traditionell das
Unendliche genannt wurde, bezeichnet er als das Absolute, das unerkennbar ist.
Umgangssprachlich verwenden wir den Begriff gerne als Superlativ. Wie sehen Sie
das als Wissenschaftler?

Birkenhake: Ja, der Begriff Unendlichkeit wird umgangssprachlich gerne als
Steigerungsform, als ultimativer Superlativ verwendet. Denken Sie nur an Ausdrucke
wie ,Das ist unendlich weit weg“ oder den Bestseller ,Die unendliche Geschichte®.
Naturlich steckt viel mehr in dem Begriff der Unendlichkeit, aber das konnen die
meisten Menschen nicht erfassen. Warum sollten sie auch? Man kann sehr gut leben,
ohne sich diese Gedanken zu machen ...

Konnen wir als Menschen Unendlichkeit iberhaupt verstehen?

Schoberth: Ich glaube, es gehort ganz generell zu dem Begriff dazu, dass er das
Vorstellbare Ubersteigt. Das ist ja gerade das Spannende daran. Mit der Unendlichkeit
kommen wir an eine Grenze des Denk- und Vorstellbaren — und das wiederum ist
sinnkonstitutiv. Denn wir mussen uns fragen, wie wir uns in einer Welt orientieren, die
zum Teil durchschaubar ist, zum Teil aber auch nicht. Wie kann ich mich in dem Meer
dessen, was ich nicht erfassen kann, bewegen? Wie gehen wir innerhalb dieser
Grenzen mit unseren eigenen Grenzen um? Was kommt jenseits meiner eigenen
Endlichkeit?
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Birkenhake: Auch als Mathematikerin kann ich mir etwas Hoherdimensionales oder
gar Unendlichkeit nicht wirklich vorstellen. Man macht sich ein geistiges Bild, das doch
immer den uns bekannten raumlichen drei Dimensionen ahnelt. Aber man kann mit
der Unendlichkeit sehr wohl rechnen, man sollte wohl besser sagen argumentieren,
und damit wird der Begriff Unendlichkeit entmystifiziert.

Eigentlich passiert das schon in der Schule: Eine Gerade erklart man als sich bis ins
Unendliche fortgesetzt, ohne dass jemand protestiert, in der Infinitesimalrechnung
arbeiten wir mit der potenziellen Unendlichkeit, und die Zahlen, besser die Menge der
Zahlen, an sich ist unendlich. Aber das, die Theorie der unendlichen Mengen und der
transfiniten Kardinalzahlen, fihrt dann beim genaueren Betrachten schnell Uber das
Vorstellbare hinaus.

Die Mathematik spricht von verschieden groBen Unendlichkeiten. Was
kann ich mir darunter vorstellen?

Birkenhake: Fangen wir mit dem an, was wir uns alle noch vorstellen konnen. Das
sind die naturlichen Zahlen, die wir schon als Kinder lernen. Die Kleinen kdnnen sich
Zahlen von eins bis zehn gut vorstellen, die Erwachsenen gehen heutzutage
tagtaglich mit astronomisch groRen Zahlen um, auch wenn man sich die dann wohl
auch nicht wirklich vorstellen kann. Zu jeder naturlichen Zahl kbnnen wir immer noch
eine weitere addieren — und schon sind wir bei der ersten Stufe von Unendlichkeit.
Die Kardinalitat — also die Mal3zahl der Menge dieser uns allen doch scheinbar so
vertrauten naturlichen Zahlen — bezeichnete Cantor mit Aleph 0 — die erste transfinite
Zahl! Mit Aleph 0 tat Cantor den ersten Schritt Uber das Endliche hinaus in die Welt
der transfiniten Zahlen Aleph 0, Aleph 1, Aleph 2,... So wie mit diesen transfiniten
Zahlen viele mathematische Probleme nun behandelt werden kdnnen, so tun sich
aber auch immer neue Fragen auf.

Gibt es in allen Religionen die Verknupfung von Unendlichkeit mit Gott?

Schoberth: Das Wesen des Unendlichen istinsbesondere ein Thema der Metaphysik
— aber nicht nur sie stellt die Fragen nach dem Jenseits unserer Erfahrung. Alle
Religionen wollen wissen ,Wo kommen wir her?”, Wo gehen wir hin?“, ,Was gibt
unserem Leben und Handeln Sinn?“ und finden andere Bilder fur das, was jenseits
unserer Grenzen liegt. Und jede Religion entwickelt andere Praktiken, um der
Unendlichkeit naherzukommen — Meditieren, Yoga, Beten. In der Geschichte der
christlichen Theologie ist die Unendlichkeit eines der Attribute Gottes — die Schopfung
dagegen ist ihrem Wesen nach endlich.

Quelle: https://www.fau.de/2019/08/news/wissenschaft/koennen-wir-unendlichkeit-verstehen/
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5. Anhang

5.1. Der ontologische Gottesbeweis nach Kurt Godel

Im Jahre 1970 rekonstruierte der Mathematiker Kurt Godel mithilfe der Modallogik den
ontologischen Gottesbeweis. Ursprunglich zogerte Godel seinen Beweis zu
veroffentlichen, da er ein Missverstehen seiner Absichten befurchtete. Seine
Beweisfuhrung griundet auf drei Definitionen, drei Theoremen wund funf
widerspruchsfreien Axiomen, welche in der folgenden Tabelle 7 zusammengefasst
angefuhrt sind. (Vgl. Bromand 2011: 392).

In den ersten drei Definitionen Godels werden der Gottesbegriff, die essenziellen
Eigenschaften vom Wesen sowie die notwendige Existenz angefuhrt. Die Axiome
gemeinsam mit den Theoremen formulieren implizit positive Eigenschaften sowie die
am Ende resultierende maogliche Existenz eines gottlichen Wesens. Glaubhaft zahlt
jedoch Godels Gottesbeweis nur, sofern seine Gottesdefinition sowie der ontologische

Rahmen anerkannt werden.

Die Entstehung des Gottesbeweises obliegt der Auseinandersetzung Godels mit dem
ontologischen Gottesbeweis, die in zwei Schritten beschrieben werden:

Aus dem 2. Theorem (siehe T2 in Tabelle 7) ergibt sich zuallererst die notwendige
Existenz eines gottlichen Wesens aus der materialen Konsequenz seiner moglichen
Existenz. In Theorem 3 (siehe T3 in Tabelle 7) wird die Existenz eines maoglichen
gottlichen Wesens dargebracht. Durch die logische Schlussfolgerung (modus ponens)
ergibt sich in Einbezug von T2 und T3 das Resultat der notwendigen Existenz eines
gottlichen Wesens. (Vgl. Bromand 2011: 399f). Nachfolgend finden sich nun
Beweisskizzen der behaupteten Theoreme in den wesentlichen Schritten.

Beweisskizze von Theorem 1: Zu zeigen ist hier der universelle Abschluss von
G(x) -» G Ess.x beziehungsweise wegen Definition 2 von: G(x) - V¢ [Y(x) -

vy (G») = v ())]
Um dies zu zeigen, nehmen wir ein beliebiges x an, fir das G(x) gilt, sowie eine

beliebige Eigenschaft ¢ von x (so dal (x) gilt). Zu zeigen ist nun noch
Ovx (G(x) > ¥(x)). Ist nun ¢ positiv? Falls nicht, gilt wegen Axiom 2 P(—)), und
wegen Definition 1 gilt dann —y(x), was im Widerspruch zur Annahme steht. Also
mufd y positiv sein und es gilt wegen Axiom 3 OP(¢). Wegen Definition 1 gilt aber
Vx (G(x) =» Vo[P(p) » ¢(x)]), woraus folgt:

(#) OP(¥) »0Ovx[G(x) = p(x)].
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Dies ergibt sich wie folgt: Aus V@ [P(¢) —» ¢(x)] folgt im Rahmen von PL2 aufgrund
von universeller Spezialisierung P(y) — ¥(x) ,so dal aus Vx (G(x) » V@[P(p) -
@ (x)]) pradikatenlogisch Folgendes folgt: Vx (G(x) —» [P(¥) —» Y(x)]) . Letzteres ist
wiederum aufgrund von PL1 aquivalent zur Aussage: Vx (P(Y) » [G(x) = Y (x)]),
woraus nach Distribuierung des Allquantors P(y) - Vx[G(x) — y¥(x)] folgt. Mit Hilfe
der abgeleiteten Regel R1 folgt dann das gewiinschte Resultat (#). Da wir bereits
OP(y) nachgewiesen hatten, folgt mit (#) sowie modus ponens das gewiinschte
Resultat Ovx [G(x) - ¥ (x)] .QED

Beweisskizze von Theorem 2: Angenommen, es gilt G(x). Zu zeigen ist noch
O3y G (y). Nach D1 gilt: Vo [P(¢) = ¢ (x)]. Insbesondere gilt P(E) » E (x), und da
nach A4 P(E), folgt E (x). Letzteres besagt nach D3, daR V¢ [¢ Ess.x —» O3x ¢(x)],
und hieraus folgt wiederum, dass G Ess.x — O3x G(x). Das ergibt zusammen mit T1
und der Transitivitdt des Konditionals das gewlinschte Resultat. QED

Beweisskizze von Theorem 3: Inkompatibel ware das System aller positiven
Eigenschaften, wenn fir eine endliche Teilmenge seiner positiven Eigenschaften
P, ..., B, gelten wiirde: Ovx([P; (x) A ... A B,(x) selbst positiv, so dal® wegen A5 auch
x # x positiv ware. Dies kann aber nicht sein, da es sich bei OVx(P;(x) = x = x) um
eine (modal-)logische Wahrheit handelt, so dal® wiederum wegen A5 x = x positiv ist.
Wegen A2 kdnnen aber nicht sowohl x = x als auch x # x positiv sein, woraus sich
ein Widerspruch zur obigen Annahme ergibt. QED (Bromand 2011: 400f)
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Axiom 1
(A1)

[P (@) AP¥)] = P(@ At)

Die Konjunktion positiver Eigenschaften ist selbst wieder positiv.

Axiom 2 P(p) © —P(~¢) Entweder ¢ oder —¢ ist positiv.

(A2)

Definition 1 | G(x) « Vo [P(¢) = ¢(x)] Eine Entitat ist gottlich genau dann, wenn sie alle positiven

(1) Eigenschaften besitzt.

Definition 2 | ¢ Ess.x < (¢ (x) AVY [ (x) » Ovy (¢(¥) = ¥(»¥))]) | Die Eigenschaft ¢ ist eine Essenz eines Objekts x genau dann, wenn x

(B2) die Eigenschaft ¢ besitzt und alle Eigenschaften des Objekts
.,Konsequenzen® von ¢ sind.

Axiom 3 P(p) - OP(p) Positive (beziehungsweise negative) Eigenschaften sind in allen

(A3) —P () > O=P (@) moglichen Welten positiv (beziehungsweise negativ).

Theorem1 | G (x) » G Ess.x Wenn eine Entitat gottlich ist, ist aufgrund von D2 Gattlichkeit eine ihrer

(T1) Essenzen.

Definition 3 | E (x) & V¢ [¢ Ess.x » O3x ¢ (x)] Eine Entitat x existiert notwendig (E(x)) genau dann, wenn jede ihrer

(D3)

Essenzen notwendigerweise exemplifiziert (beziehungsweise in jeder
moglichen Welt ,verwirklicht) ist. Anders gesagt: Eine Entitat existiert
notwendig genau dann, wenn die Summe ihrer Eigenschaften
beziehungsweise ihr ,Wesenskern® in jeder moglichen Welt
exemplifiziert ist.
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Axiom 4 P (E) Notwendige Existenz (E)ist eine positive Eigenschaft.
(A4)
Theorem 2 | G(x) » O3y G(y) (i) Wenn etwas gottlich ist, dann ist es notwendig, dass etwas Gottliches
T2 it
= also3x G(x) » O3y G(y) existiert;
(ilWenn etwas Gottliches existiert, dann ist es notwendig, dass etwas
also ¢ 3x G(x) » O3y G(y)
Gattliches existiert;
also © 3x G(x) L3y 6O (iii) Wenn es moglich ist, dass etwas Géttliches existiert, dann ist es
moglicherweise notwendig, dass etwas Gattliches existiert;
(iv) Wenn es moglich ist, dass etwas Gottliches existiert, dann ist es
notwendig, dass etwas Gottliches existiert.
Axiom 5 [P(p) AO(@ —» P)] - PQ) Notwendige Konsequenzen aus positiven Eigenschaften sind positiv.
) Daraus folgt:
(i) x = x ist positiv
(i) x # x ist negativ.
Theorem3 | ¢3x G(x) Es ist mdglich, dass es ein gottliches Wesen gibt beziehungsweise das
(T3)

System aller positiven Eigenschaften kompatibel ist, aufgrund von AS5.

Tabelle 7: Axiome, Definitionen und Theoreme fiir Gédels ontologische Beweisflihrung (Bromand 2011: 394-397)

30O ... notwendig
¢ ... moglich
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5.2. Kritik am ontologischen Gottesbeweis nach Godel

Gegenuber dem Gottesbeweis nach Godel wurden einige Einwande eingebracht, die
allerdings zum Teil wiederum durch andere Verweise entkraftet werden konnten. Die
ersten Bedenken kamen interessanterweise von Godel selbst. Obwohl der
Mathematiker mit seiner Beweisfihrung grundsatzlich zufrieden war, zweifelte er
bereits vor der Veroffentlichung am Gebrauch der modallogischen Prinzipien und er
erkannte die potenziell resultierenden Missverstandnisse und Fehlinterpretationen.
Aufgrund der Beanstandungen Fregels3# hinsichtlich der Durchfiihrbarkeit eines
ontologischen Gottesbeweises im Sinne des modernen logischen Modus hielt
schliel3lich Godel daran fest, einen solchen darzulegen und dessen Einwande zu
behelligen.

Neben der Kritik von Léffler am S5-Axiom3®, welches in den modallogischen Prinzipien
verankert ist und durch ein anderes modallogisches Prinzip — dem Brouwerschen
System B3¢ — widerrufen werden kann, und der Kritik von Sobel zum Theorem

a —» O «a,37 wonach es laut Anderson fur die Ausfuhrung des Gottesbeweises keine
notwendige Aquivalenzdarlegung bedarf, gibt es eine weitere Anfechtung von Graham
Oppy. Dieser verweist darauf, dass sich Godels Argumentation nicht nur auf eine
einzige Menge positiver Eigenschaften anwenden lasst — sodass ein Objekt existieren
muss, welches diese Eigenschaften besitzt — sondern auf alle Mengen, fur die das
Axiom gilt. Nachdem es mehrere Mengen dieser Art gibt, scheint das Argument nicht
nur die Existenz Gottes, sondern zugleich die Existenz vieler Entitaten zu zeigen, die
weniger vollkommen sind. Oppy kritisiert die kontraintuitive Konsequenz des
Beweises, dieser werde zu umfanglich beziehungsweise zu wenig exklusiv belegt.
Sein Kritikpunkt gibt jedoch keine Nichtigkeitsbegrindung des Beweises ab, da er
weiterhin die Existenz Gottes neben eventuell anderen existierenden Objekten
aufzeigt. Die zu untersuchende Frage hingegen ist, ob die Menge der Eigenschaften

34 Existenz sei kein Pradikat erster Stufe, das [zugleich] Merkmal eines Begriffs wie ,vollkommenes
Wesen* oder ,etwas, Uber das hinaus Gréf3eres nicht gedacht werden kann* sein kann. (Bromand 2011:
393)

% Oa —» O Ga Eine wahre Aussage in einer moglichen Welt ist in jeder anderen mdglichen Welt
ebenfalls moglicherweise wahr. (Vgl. Bromand 2011: 399).

% @ —> [0 Oa Wenn eine Aussage a der Fall ist, dann ist diese auch in jeder moglichen Welt «
zumindest mdglich. (Vgl. Bromand 2011: 399).

37 Wenn «a der Fall ist, dann gilt @ auch notwendigerweise.
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Gottes tatsachlich eine Menge positiver Eigenschaften im Sinne von Godels Beweis
darstellt. Das Kernelement wirft dabei nochmals die Frage auf, ob die Menge der

Eigenschaften Gottes ebenso wie Mengen positiver Eigenschaften konsistent ist.

Kurt Godel definiert das System positiver Eigenschaften als ein konsistentes. Dennoch
bewahrheitet sich der Gottesbeweis nur dann, wenn auch die Menge der
Eigenschaften Gottes eine Menge positiver Eigenschaften ist und unter der
Voraussetzung steht, dass die Eigenschaften Gottes eine konsistente Menge bilden.
Doch Letzteres zeigt sich im Gottesbeweis nicht, weshalb er im Aufschluss der
Existenz Gottes unvollstandig bleibt. Hierbei bedarf es zuvor der Analyse und
Erforschung der Eigenschaften Gottes, die aber viel mehr im Problemfeld der
Theologie als der Mathematik eingebettet sind. Demnach benétigt Godels Beweis

keine weitere logische Vorerklarung.

Zwar ist dieser Gottesbeweis nicht vollkommen lickenlos, dennoch erreicht Godel sein
eigentliches Ziel, einen ontologischen Gottesbeweis nach logischer Abhandlung zu
formulieren. (Vgl. Bromand 2011: 392 — 405).
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Zusammenfassung

Die Unendlichkeit per se bietet nicht zwingend den Vorteil, eine kleine, Uberschaubare
Thematik ohne Ausuferung zu sein. Um diese unbeschreibliche Grof3e dennoch ein
wenig einzufangen, beginnt diese Arbeit mit dem Grundgedanken der Mathematik —
dem Zahlen und Messen von endlich erfassbaren Mengen — und fahrt anschlie3end
mit der Philosophie der Mathematik und der Mengenlehre fort. Letzteres erstreckt sich
von den Axiomen (dem mathematischen Ursprung) Uber das
Unendlichkeitsverstandnis von Georg Cantor bis hin zur Unmenge (der
mengentheoretischen Vollendung) und dem Reflexionsprinzip der Unmenge als
Allklasse in seiner theologischen Komponente. Aufbauend darauf folgt der theologisch
behaftete sowie historisch-metaphysische Aspekt der Frage und den Beweisen der
Existenz eines ewigen Gottes. Abschlielend mindet das Thema im Kontext der
Schule und der fachertubergreifenden Auseinandersetzung durch den Einsatz der
philosophischen Lehrmethode in den beiden Unterrichtsgegenstanden Mathematik
und katholische Religion.

Im Hinblick auf die Einfihrung der neuen Lehrplane in den kommenden Jahren soll
hierbei das neue Konzept der facherubergreifenden Methodik gezeigt werden. Die
kurzlich in den fachdidaktischen Lehrbachern aufgenommene Methode des
Philosophierens im Mathematikunterricht stellt dabei eine unkonventionelle
Moglichkeit fur einen neuen Erweiterungshorizont im Unterrichtsgegenstand dar, der

diesem geplanten Bildungsmodell folgeleistet.

Auf Basis wissenschaftlicher Erkenntnisse zum Unendlichkeitsbegriff werden
exemplarisch Unterrichtsmaterialien in Form von Informations- und Arbeitsblattern
vorgestellt. Die Materialien bieten thematische, fachubergreifende Verknupfungen
sowie weiterfuhrende Elemente zur Frage nach der Unendlichkeit und des
Wahrheitsaspekts in Bezug auf die Beweisfluhrung an, die an den Lehrplan der
Osterreichischen Handelsakademien angepasst sind.
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Abstract

There is not just one definition of infinity and it is therefore not limited to just one
scientific field. In order to be able to capture this indescribable magnitude to some
extent, this thesis begins with the fundamental idea of mathematics — the counting and
measuring of finite sets — and continues with the philosophy of mathematics and set
theory. The latter ranges from the axioms (the mathematical origin) to the
understanding of infinity by Georg Cantor, culminating in the concept of a multitude
(the completion of set theory) and the reflection principle of the multitude as the class
of all classes in its theological component. Building on that, the thesis follows the
theological and historically metaphysical aspect concerning the question and proofs of
the existence of an eternal God. Finally, the topic concludes in the context of education,
specifically the interdisciplinary approach using the philosophical teaching method in

the subjects of mathematics and Catholic religion.

Regarding the introduction of new curricula in the coming years, the aim is to
demonstrate the new concept of interdisciplinary methodology. The recently
incorporated method of philosophizing in mathematics education textbooks represents
an unconventional possibility for a new expanded horizon in the subject, following this
planned educational model.

Based on scientific findings on the concept of infinity, exemplary teaching materials in
the form of information and activity sheets are presented. These materials provide
thematic, cross-curricular connections and additional elements related to the question
of infinity and the aspect of truth — in relation to proof — which are aligned with the

curriculum of Austrian commercial academies.
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