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1 Die Absicht dieser Arbeit

Durch Geometrische Vorstellung entdeckte ich vor einigen Jahren, wie man einen Einblick in
den Aufbau von Mannigfaltigkeiten mit Hilfe der Morse Theorie gewinnen kann. iiber einige
Jahre habe ich mich damit beschéftigt und gewann dabei ein immer klareres Bild. Diese an-
schaulich Geometrischen Fakten habe ich versucht in eine analytische Sprache zu iibersetzen.
Dabei geht naturgemis viel verloren. Das entsandene Werk enthélt keine neuen Erkenntnisse in
der Form neuer Lehrsitze, wohl aber eine stark vom iiblichen Zugang abweichende Darstellung
und eine Sammlung von Fakten, die zwar seit einiger Zeit bekannt sind, aber in der Literatur
kaum dokumentiert sind. So weifl ich von dem Satz, daB jeder C*°-Kobordismus entweder
Abbildungszylinder einer Abbildung vom oberen Rand auf einen relativen CW-Komplex ist,
nur daB er von einem Herrn Cohen in den sechziger Jahren fiir (nicht notwendigerweise C*°)
Kobordismen bewiesen wurde, die aus Henkeln zusammengeklebt sind. Diesen Beweis habe ich
(vielleicht aus Bequemlichkeit) nie zu Gesicht bekommen. Leicht zu finden diirfte er jedenfalls
nicht sein. Eben so wenig leicht, da8 es sich lohnt ihn selbst nochmals zu beweisen oder die
vorgelegte Arbeit zu lesen. Mit der Beweisidee in dieser Arbeit lieSe sich namlich leicht das-
selbe beweisen. Allerdings sind diese aus Henkeln zusammengeklebten Objekte hier nichteinmal
definiert, denn ich habe vielmehr versucht, die Klebeabbildungen im CW-Komplex genauer zu
beschreiben.




Ich glaube auch,da8 ich eine besonders iibersichtliche Methode fiir die Konstruktion des CW-
Komplexes gefunden habe. Sollte diese Methode nicht neu sein, so habe ich sie zumindest
wiederentdeckt, ich glaube aber sie ist neu.

Die Mittel die verwendet werden sind groBtenteils elementare Rechnungen. Man braucht wohl
kaum Kenntnisse in Algebraischer Topologie, um die Beweise zu verstehen. Ich weif allerdings
nicht, ob man die Bedeutung der Sitze richtig erfassen kann ohne solche Kenntnisse.

Die Grundlage der Beweismethode wird von mir Z-Struktur genannt und in Kapitel 4 und 5
konstruiert.

Beginnend mit Kapitel 7 wird eine Konstruktionsmethode fiir Kobordismen angegeben. Ich
habe die Schwierigkeiten, die beim Verkleben Topologischer Raume auftreten bewufit umgangen
obwohl das im Allgemeinen eine heikle Angelegenheit ist. Das erklart die,auf den ersten Blick
etwas umstandliche Ausdrucksweise bei der Konstruktionsvorschrift fiir Kobordismen. Einige
Eigenschaften dieser zusammengeklebten Rdume scheinen offensichtlich sind aber nicht so leicht
zu beweisen wie es scheint.

Auf dieser Konstruktion gibt es eine gegebene Z-Struktur. Damit folgt ausder Konstruk-
tionsvorschrift fiir den Kobordismus schon die Konstruktion des CW-Komplexes

In Kapitel 11 wird bewiesen, dal jder Kobordismus auf die gewahlte Methode konstruiert
werden kann.

Kapitel 12 bis 16 beschiftigt sich mit differentialtopologischer Technik die nétig ist um die
konstruierten CW-Komplexe so genau wie moglich zu beschreiben. Ein wichtiges Theorem
iber das Paarweise eliminieren kritischer Punkte einer Morse Funktion wird als Theorem 15.4
bewiesen hier habe ich den Beweis nicht nur iibersetzt, sondern auch verindert. Denn das
Original war keineswegs elementar sondern beniitzte, wohl aus Bequemlichkeit Eigenschaften
der Topologie am Raum der Trajektorien was fiir diesen Beweis vollig unnétig ist. Leider habe
ich mir nicht Zeit genommen, iiber die Bedeutung dieses Satzes mehr zu sagen, aber in der
Literatur gibt es genug Ausfilhrungen dariiber.

2. Definitionen

2.1. Die Kobordismen Kategorie. Ein C®-Kobordismus wird in dieser Arbeit stets be-
deuten: Eine Triade (M, V,V’) von Raumen, die folgende Bedingungen erfiillen:

i). M ist eine m—dimensionale, kompakte C>-Mannigfaltigkeit mit Rand.
i V sind m — 1-dimensionale geschlossene C*°-Untermannigfaltigkeit oder 0.
iii). oM =V UV

Die Morphismen. Morphismen von Kobordismen sind C*® Abbildungen ® : M — N, so
daB ® ein Morphismus von Triaden ist.

2.2. Bezeichnungen trivialer Funktoren. Ist (M, V,V) ein Kobordismus so heiBt:
Bdy(M,V, V) = V der Obere Rand

Bd,(M,V,V) =V der Untere Rand

Mf(M,V, V)=M (Vergissfunktor) die zugrundeliegende Mannigfaltigkeit. mit Rand.

3. Das Verkleben von Riaumen

Sei in der Kategorie der Topologischen Riume ein solches Diagramm:
Gk Lig,

dann sei

der pushout dieses Systems.




Bemerkung. Im Normalfall ist K ein Unterraum und i die Inklusion. In diesem Fall schreibt
man fiir gewdhnlich

Gll}|G2

fiir den pushout. Selbstverstandlich 148t sich eine Kategorie solcher Klebediagramme bilden
mit Morphismen m;, ms, so daf8 das folgende Diagramm kommutiert.

A A

incIT incII

i
K

i e
B
ma ~
G, — G,
ljl ist dann ein Funktor.

3.1. Natiirliche Abbildungen. Betrachtet man Klebediagramme als Kategorie so sind die
durch die pushout Eigenschaft definierten Abbildungen
J1: G — Gllile und j; : G — le;ng natiirliche Transformationen von den offensichtlichen

Funktoren PRg,, PRg, nach 51 Zur besseren Ubersicht betrachte das Diagramm:

Standardsatze der Topologie besagen:
i)j2 ist eine Einbettung
i1)ist f eine Einbettung so auch j;.

3.2. Zusammensetzung von Kobordismen.

Seien M;, M, Kobordismen und g : Bd; (M;) — Bd,(M;) ein Diffeomorphismus, so heifit
(Mf(M,) U Mf(M,), Bdi(M,), Bdy(M;)) die Zusammensetzung von M; und M lings g. Dafiir
9

verwende ich auch das gebrauchliche Symbol M; ¢ M,. Es laBt sich ein Verfahren angeben wie
g
man auf der topologischen Mannigfaltigkeit M; e M, eine differenzierbare Struktur konstruiert.
g

Dieses Verfahren hingt aber von sogenannten Kragen ab. Immerhin sind diese Konstrukte
wenigstens diffeomorph zueinander, wie aus den folgenden Zitaten zu erkennen ist.

Krigen und differenzierbare Strukturen. Unter einem Kragen einer berandeten Man-
nigfaltigkeit M versteht man einen Diffeomorphismus von der berandeten Mannigfaltigkeit
OM x [0,1[— O, O eine offene Umgebung von M in M, deren Einschrankung auf M x 0 die
Inklusion ist.

3.3. Satz (Zitat ohne Beweis). Jede berandete Mannigfaltigkeit hat einen Kragen.

3.4. Satz (Zitat). Sei M eine berandete Mannigfaltigkeit T : 8, M — 0; M eine Fixpunktfreie
Involution, d.h. T ist ein Diﬂeomorphismu§ und 7ot = Id wobei O, M C OM offen und
Abgeschlossen im Rand ist. Sei 7: folgende Aquivalenzrelation:

z*;y@r(:t):y

3



Dann gibt es auf der topologischen Mannigfaltigkeit M /s zu jedem Kragen k eine differen-
zierbare Struktur beziiglich der die kanonische Inklusion (M \ ;M) C M/ und die durch &
gegebene Abbildung A : ;M /+x]—1,1[— M/s, A(p,t) = k(p,t) fiirt > 0, A(p,t) = &(7(p), —1)
fiir t < 0 C*®Einbettungen sind

3.5. Satz (Zitat). Der Diffeomorphietyp von M /s hingt nicht vom Kragen ab

Alle Satze iiber Kragen sind zitiert aus Brocker Janich Einfithrung in die Differentialtopologie.

4. Der Abbildungszylinder

4.1. Definition. Sei ¢ : L — N eine stetige Abbildung. Dann bezeichne ich den pushout
des folgenden Klebediagramms:

insg (7]

Lx[0,1] « L ' N

als Abbildungszylinder von ¢ oder kurz M,,.
Uber Abbildungszylinder will ich folgende Sitze zitieren.

4.2.
Sei f: X — Y stetig dann ist j3(Y) D M/ ein Deformationsretrakt von M.

4.3.
f: X — Y hat genau dann ein Homotopie-Linksinverses wenn jjoinsg(X) ein Retrakt vonM;
ist. Dabei ist j; o insg : X — M eine natiirliche Einbettung.

4.4.
f : X — Y hat genau dann ein Homotopie-Rechtsinverses wennM; sich nach j; o insg
deformieren 1a8t.

4.5.
f : X — yist eine Homotopiedquivalenz genau dann wenn j;oins; (X) ein Deformationsretrakt
von My ist.

4.6. Definitionen von Bezeichnungen. Sei K C R ein abgeschlossener Unterraum und
¢ C K x K eine abgeschlossene Aquivalenzrelation auf K dann bezeichne ¢qo1a1 folgende
abgeschlossene Aquivalenzrelation auf R
Seienry,rp € R

By~ l'2¢=>(l'1 :l'z)V(l'l,l‘g €EKAn ';'1'2)

¢!otol

Sei ¢ eing_A'qivalenzrelation auf R und g : Ry — R eine Abbildung, so bezeichne ich mit g*(4)
folgende Aquivalenzrelation auf R;. Seien ry,r3 € Ry

| g ~ Iy ) =~ gLt
1 12 (9(n) 5 9(r2))

4.7. Lemma. Sei g : Ry — R, eine Quotientenabbildung und § die zugehérige Aquivalen-
zrelation und q; : R3 — R; eine andere Quotientenabbildung dann ist die Quotientenrelation

7o q1 zu goq gleich ¢i(q)
Beweis: g;o7q ist folgende Aquivalenzrelation

Ip ~ ra&qogqi(r) = goqi(ra)
109

wihrend ¢} (g) beschrieben wird durch:

Ty e Tg s qi(ry) ~ q1(r2)
97 (9) 7

Es gilt aber
q1(r1) = q1(r2) <> goqi(r1) =goq(r2) 1



4.8. Der Abbildungszylinder einer Quotientenabbildung. Seien A, B Hausdorff Raume
und ¢ : A — B eine Quotientenabbildung und § die zugehérige Quotientenrelation sodafl
A/§ = B. Sei dann §io1a1 folgende Quotientenrelation auf A x [0, 1]

(a,t) i::u (al,tl) L —4 ((a = 01) A (t = tl)) Vv ((t == 0) A (a '; 01))

Dann ist §t,1qr€ine abgeschlossene Aquivalenzrelation und der Abbildungszylinder

My = (A x[0,1])/Gtotar

Beweis: Den pushout in der Kategorie der topologischen Rdume konstruiert man durch eine
Aquivalenzrelation auf der Summe, im Fall des Abbildungszylinders sieht das so aus: M, =
A x [0,1]U B/, und o wird beschrieben durch

z~y e (z=y)V(ginsg! (z)) = glinsg ' (1)) V (z = q(insg " (1)) V (v = q(insg (2)))

Da g surjektiv ist ist in jeder Aquivalenzklasse ein Punkt aus A x [0, 1] enthalten, M, ist also
als Menge A x [0, 1]/5 wobei & nur die Bedingung ¢(ins; ! (z)) = ¢(ins;*(y)) enthalt. Weil aber
B die Quotiententopologie tragt, ist auch die Topologie auf M, die von A x [0,1]/5, & ist aber
genaudasselbe wie Giotar Il

5. Z-Strukturen

Bemerkung. Sei (M,V,V) ein Kobordismus und ¢ : V x [0,1] — M stetig und surjektiv.
Dann ist g als surjektive Abbildung von kompakten 75> Raumen eine Quotientenabbildung.
5.1. Lemma.

(1) Sei mit den obigen Bezeichnungen § die zugehorige Agivalenzrelation und nehmen wir
an, dafl sich § so beschreiben lafit:
(2) Sei § eine abgeschlossene Aquivalenzrelation auf V. und es gelte:

(z,t)';;(y,s)¢:>(z=yAs=t)V(s=t=0/\zr;y)

(3) Ist dann § : V — V/g die zugehérige Quotientenabbildung. Dann ist M homéomorph
zum Abbildungszylinder My

Beweis: Die beschriebene Situation ist nur die von 4.6 von einer anderen Seite betrachtet.

5.2. Definition einer Z-Struktur. Sei (M,V, V) ein Kobordismus. Eine stetige surjektive
Abbildung ¢ : V x [0,1] — M mit folgenden Eigenschaften nenne ich Z-Struktur (Z-kommt von
Zylinder):
(1) Die zugehorige Agqivalenzrelation § 148t sich so aus einer abgeschlossenen Aquivalenzre-
lation auf V konstruieren.

(:c,s)-qy(y,t)@(z:yl\s:t)V(s:t:O/\zf;y)

(2) Der untere Rand Vist ganz in ¢(V x 0) enthalten.
(3) Die Einschrankung ¢|V x 1 ist die Einbettung des oberen Randes

5.3. Bezeichnungen. Soweit es sich um Z-Strukturen handelt werden iiber dem Namen der
Abbildung dieselben Zeichen angewandt wie oben, um die entsprechenden Abbildungen und
Relationen zu bezeichnen.



5.4. Lemma. Z-Strukturen lassen sich zusammensetzen.
Genauer: Seien (M,V,V),(N,W, W) Kobordismen, g : W =V ein Diffeomorphismus,
qm :V — M,qn : W — N Z-Strukturen. Dann legen diese Daten auf (M, V, V) (N, W, W)

eine Z-Struktur qps e gn fest.
g

Beweis:
(1) (N, W, W) ist isomorph als Kobordismus zu V x [0,1] e (N, W, W). Diese Aussage ist
g

trivial. Ich wihle also einen Isomorphismus
w: (N,W,W) =V x [0,1] e (N, W, W), sodaB w|Bdp := jp 0insoog ist.
g

(2) Betrachte nun die folgende Verkettung von Abbildungen:

Wx[0,1]—N-—=NUVx[0,1]——NUM
gN w g I g

Ugm
g

Ich behaupte ¢ := Id Ugps o w o gn ist eine Z-Struktur denn:
g

(3) ¢ ist surjektiv als Zusammensetzung surjektiver Abbildungen

(4) ¢|Wx]0,1] ist injektiv denn:
i)gn|W x]0, 1]ist injektiv wegen der Bedingung 5.2.(1)
i) gv(Wx]0,1])N W = @ und w ist ein Isomorphismus von Kobordismen. Daraus folgt
woqn(Wx]0,1])NBdy(...) =0
iii) aber Id l;lqM ist iiberall injektiv auBler auf dem unteren Rand. Das bedeutet aber,
daB ¢ die Bedingung 5.2.(1) erfiillt.

(5) Bd(M,V,V) . (N, W, W) ist ganz in ((W x 0) enthalten denn:

qN(W x0) D W wegen der Bedingung 5.2.(2). w ist ein Isomorphismus von Kobordismen,
bildet also den unteren Rand in den unteren Rand ab. Id Ugps erfiillt die Bedingung weil
g
g sie erfiillt.
(6) ¢|W ist die Einbettung des oberen Randes. Das sieht man leicht indem man die Bedin-

gung an allen drei Abbildungen nachpriift.
(7) ¢ hangt im Wesentlichen nicht von der Wahl von w ab. Das sieht man in 5.5. §

5.5. Lemma. Einen Isomorphismusw : (N, W, W) = V x [0, 1];(N, W, W), der eingeschrinkt
auf den unteren Rand j, o insg o g ist gibt, es immer.

Beweis: Man nehme einen Kragen & : Wx [0, 1[— N Die im folgenden definierten Abbildungen
71,12 sind so dafl 7, l;I m ein Isomorphismus ist 7, : V x [0,1] — N mit n;(v,t) := x(g(v), 3

und 7, : N — N mit T)le \ (W x [0,1[= Id Sei dann A : R — R eine C*® Funktion A > 0
auf ganz R und A(0) = 3, A(1) = 1, 0) = 1, A1) = 3 dann gelte fiir no|x(W x [0,1],
n2(k(w,t)) = k(w, A(t)) Wenn man bel der Konstruktion der Differenzierbaren Struktur den
Kragen k verwendet hat, ist 7, l;l n1 ein Isomorphismus, die Inversion dieses Isomorphismus ist

dann ein Isomorphismus w der die Bedingung erfiillt |

5.6. Eindeutigkeit. Es ist sinnlos zwei Z-Strukturen zu unterscheiden die folgende Eigen-
schaft haben : Seien ¢;,¢ Z-Strukturen und h : (M,V, V) — (M, V,V) ein Isomorphismus
sodaBl ¢; = hog gilt. Dann nenne ich beide Z-Strukturen dquivalent. Ist nun w konstruiert wie

in Lemma 5.5, dann hat die Wahl des Kragens keine Auswirkungen auf die Aquivalenzklasse
von gp e gn, denn es gibt immer einen Isomorphismus von Kobordismen der zwei beliebige
g

Kragen ineinander tiberfiihrt.



5.7. Die Aquivalenzrelation g3 e gy auf W. Man erweitere die Relation §, auf V zu
g

dM totar auf N U V x [0, 1]wobei man V mit jg(V x 0) identifiziert dann ist nach Lemma 4.7.
g

M S IN = (an lw x0)” (W (@M, t0tar))
nun ist w|W = j, o insg o g laut Voraussetzung Daher gilt

M SIN = (gl x0)™ (9" (a6, total))

6.Morse Theorie

Bemerkung: Ich setze im Folgenden voraus, dafi die Funktionen keine kritischen Punkte auf
dem Rand der M.F. haben

6.1.Nicht degenerierte Funktionen.

(1) Sei f : M — R eine C* Funktion, &, 7 Vektorfelder auf M, und {z € M;df|, = 0}. Dann
ist D2f.(€,n) := &(n(f))- nur von &;,7n, abhingig und eine Symmetrische Bilinearform auf
.M

Beweis:Siehe Milnor Morse Theory.

(2) Definition:f : M — R heiBit nicht degeneriert wenn D2 nicht degeneriert ist fiir alle z € M
mit dfils = 0-

(3) Lemma: Sei f : M — R nicht degeneriert, dann ist die Menge der kritischen Punkte diskret
Beweis: Sei ¢ € M;df|; = 0, dann ist in lokalen Koordinaten df : U — R™ ein lokaler Diffeo-
morphismus und daher lokal injektiv.

(4) Definition Sei z ein kritischer Punkt einer nicht degenerierten Funktion f dann heifit
ind(z) := Indez(D?f,) der Index von z.

6.2. Das Morse Lemma. Sei f : M — R nicht degeneriert, z € M mit df|; = 0, es
sei k := ind(z). Dann gibt es eine Karte (Umarae,z,hmorse,z) (1) Umorse,z C RF x Rt (2)
Rmorse,z(0,0) = 2 (3) h}yppye o (f)(¥, %) = 4% — #? wobei mit 4? das Skalarprodukt mit sich
selbst im R™gemeint ist analog v*.

Bis jetzt habe ich zum leichteren Verstindnis 4, ¢ geschrieben.Fiir den Rest dieser Arbeit
definiere ich u € R™¥, v € R* und u? beziehungsweise v? als Skalarprodukte.

6.3 Gradientenfelder und gradientenartige Vektorfelder.

(1) Sei f : M — R eine C*® Funktion und g eine Riemann Metrik auf M so ist gy(df) das
Vektorfeld auf M mit der Eigenschaft g(¢;, gy(dfz)) = €(f)|- fiir jedes beliebige x € M und
beliebige Tangentialvektoren & .

(2) Sei Gy folgendes Vektorfeld auf M \ {df = 0}:

ey 91 (df)
s 9(91(df), gy (df))

(3) Gy(f) =1 auf ganz M \ {df = 0}

(4) Ist f nicht degeneriert so 1Bt sich die Riemann Metrik so wahlen, da A}, .. »(g) die
Standardmetrik auf einer Kugel um 0 in Umorse,z ist. gy(df) ist bei allen kritischen Punkten
von f. dann dort das lineare Differentialgleichungssystem i(%;ﬂ = (—v,u)

(5) Definition: Konstruiert man Gy nach so einer Metrik, dann heiit G ein gradientenartiges
Vektorfeld. Dieser Name wird in der Literatur anders verwendet.

6.4. Einige Eigenschaften gradientenartiger Vektorfelder. Bezeichnungen iibernehme
ich von oben :

(1) Gy hat dieselben Trajektorien wie gy(df) bis auf Geschwindigkeit. Der Beweis ist trivial.
(2) Lemma: Ist f zusatzlich proper (dh. Das Urbild einer kompakten Menge ist kompakt), dann

7



endet beziehungsweise beginnt die Trajektorie von G; durch einen Punkt z € M entweder im
Rand oder in einem kritischen Punkt oder FIZ;! (z) ist fiir ¢ € R definiert.

Beweis: Der Ausdruck fiihrt in einen kritischen Punkt ist sinnvoll denn obwohl Gy an einem
kritischen Punkt nicht definiert ist hat G, dieselben Trajektorien wie gy(df). Die sind sogar
wohlbekannt in der Umgebung kritischer Punkte siehe 6.3.4.

Angenommen die Trajektorie durch z fiihrt nicht in positiver Richtung in einen kritischen
Punkt.Dann verlauft sie sicher auBerhalb einer offenen Umgebung & der kritischen Punkte. Weil
Gy(f) = 1ist gilt f(Fl};! (z)) = f(z)+t falls der FluB definiert ist.Insgesamt erhalt man Fl};! (z)
bleibt bei endlichem ¢ in der kompakten Menge f~' [f(z), f(z) + 1]\, sofern der FluB definiert
ist.Nicht definiert kann aber unter diesen Bedingungen der FluB nur sein wenn die Trajektorie
im Rand endet. Dasselbe gilt in negativer Richtung.

6.5. Definition. Eine nicht degenerierte Funktion f : Mf(M, V, V) — R heifit Morse Funktion
wenn f ein Morphismus von Kobordismen f : (M,V, V) — ([a, 8], @, B) ist

6.6. Satz. Auf jedem Kobordismus gibt es eine Morse Funktion.

zum Beweis ist zu sagen: Dieser Satz ist zwar nicht trivial aber ein alter Hut. Ich verweise
auf die Literatur iiber Morse Theorie oder Katastrophentheorie.

7 Konstruierte elementare Kobordismen

FEinleitung: Mit Hilfe der Morse Theorie 1a8t sich zeigen, daB jeder Kobordismus aus ein-
fachen sogenannten elementaren Kobordismen zusammengesetzt werden kann. Der Begriff
des elementaren Kobordismus hat sich fiir mein Beweisverfahren als zu allgemein erwiesen.Ich
verwende daher eine spezielle Konstruktionsmethode fiir elementare Kobordismen weil alles
einen Namen haben mufl wovon man sprechen will, nenne ich sie konstruierte Kobordismen.
Abgekiirzt k.K.

7.1 Satz Grundmodelle fiir konstruierte Kobordismen. Sei V eine m — 1 dimensionale
geschlossene Mannigfaltigkeitk € N,0 < k < m und ¢ : $¥~! xD™~F < V eine C* Einbettung
falls k > 0 und ¢ := @ falls k = 0.Aus diesen Informationen 18t sich ein Kobordismus K(V, k, ¢)
konstruieren.Ebenso bestimmt sind durch die Konstruktion eine Morse Funktion F und ein
gegebenes gradientenartiges Vektorfeld.Ferner hat F nur einen kritischen Punkt vom Index
k.Ist k # m so tragt K(V, k, ) eine Z-Struktur q : (Bd2(K(V, k,¢))) x [0,1] — K(V,k,¢) Es
gilt

o(Bdy(K(V; k,9)) x0)=*DF UV

@|Sk=1x0

Im Fall k = 0 muf man hier die Konvention D° = Pt einfiihren
Korollar: K(V, ky) ist der Abbildungszylinder der Abbildung
§: Bdy(K(V,k,p)) = DF U . V auflerdem ist D¥ UV ein relativer CW-Komplex.

P|$*-1x @|Sk=1x0

Der Beweis nimmt das ganze folgende Kapitel in Anspruch:

8 die Konstruktion der Kobordismen
Es gibt drei Falle von denen die ersten beiden schnell behandelt sind.
8.1.
(1) k=0 :dann sei
K(V,k,p)=(D™UV x [a,8,V xa,S™ 1LV x B)

F|V x [a, 8] = proj, und f|D™ = das Quadrat der Radiusfunktion mal 8 Die Z-Struktur

auf K(V, k, p)lasst sich so beschreiben ¢|V x [0, 1] ist Id x! wobei [ : [0, 1] i [a,B]1(t) =
a+ (B —a)t ist. ¢|S™"! x [0, 1] lasst sich am besten in Polarkoordinaten beschreiben.
g(w,t) = (w,t) wobei die Koordinaten nach dem = Polarkoordinaten auf D™ sind.
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(2) k = m: dann ist ¢ : ™! < V eine C*® Einbettung daher proper und offen und
daher ein Diffeomorphismus auf eine Zusammenhangskomponente von V. Daraus folgt
V = V; US™! wobei V; eine m — 1 dimensionale M.F. oder 0 ist.

K(V, k)= (D™ UV x [, 8], S™ U Vi x @,V x f)

und F|V; x [a, 8] = projs F|D™ = minus Quadrat der Radiusfunktion mal &
(3) Der Fall 0 < k < m wird den Rest des Kapitels beanspruchen.

8.2. Definitionen. Die folgenden Definitionen werden fiir den Rest der Arbeit gelten:

(1) k,m € N seien natiirliche Zahlen 0 < k <m
(2) u € R™* v € R* und mit u? beziehungsweise v? sei das euklidische Standardprodukt
mit sich selbst gemeint

(3) Es sei f: R¥F x R™~* — R definiert durch
f(v,u) = u?® - v?
(4) Ebenso r : R* x R™~F — R+ definiert durch

r(v,u) := Vu2v?

(5) Sei 7 :R¥\ 0 — S*¥~! definiert durch

r(v) = 1 "
(6) w:R™*\ 0 — S™~k-1 definiert durch

-u

w(u) = i
Taz
(7) Sei m:8k=1 x §m=k=1 y R+ _, §k=1 x R™~* definiert durch
#(T,w,r) = (7, r-w)
(8) Sei P:S™~k~1 x (R*¥\ 0) — $*¥~1 x (R™=* \ 0) definiert durch
P(w,v) = (1(v), V2 -w)
(9) Q:S*-1 x §™ k-1 x Rt x R — R* x R™~* definiert durch

Q(va)r,f) S (\/—_2f"+ \,%2"+7‘2T,\/-£-+”T2+r2w)

8.3. Lemma. (1)

QIS*~1 x §™k=1 x (R*+\ 0) — RE x R™*\ (0 x R™* UR* x 0)
ist reell bianalytisch.
(2) @ ist surjektiv

Beweis: (1) Nachzurechnen ist folgende Behauptung: Q=1(v, u) := (7(v),w(u), r(v, u), f(v, u))
Die rechte Seite ist offensichtlich auf R¥ x R™=¥ \ (0 x R™~*¥ URF x 0) wohldefiniert.
Sei (v,u) = Q(r,w,r,f)und r > 0

aIS<>(vu)—(\/—+\/—+r2 r\/% +r2 ‘W)




aus 0 < r folgt ||{/ = + r2|| > ||—|| sodaB :Q~!(v,u) wohldefiniert ist

offensmhthch ist 7(v) = ,w(u) = w

r(v,u):\/(-_f+,/ﬁ+,.2).(£+\[ﬁ+,.2)=\/f_2+,.2_f_2=r
ebenso f(v,u) = —+\/—+r2 1/ +12) =

Sei andererseits (v, u) gegeben soda8 r(v,u) > 0 dann sind T(v),w(u) definiert und

Qo Q1 (v,u) := Q(r(v),w(u), r(v, u), f(v,u))

Q(r(v),w(u), r(v,u), f(v, u))_(\/ 2 "2 ”4”2)2 +(\/v—z.u‘z)z.\/%.v,

e '"2+\/( — Y | iy

2

\/—- u) = (v, u).

(2) Q ist surjektiv, denn ist (v,u) € R¥ x R™F gegeben so ist entweder r(v,u) > 0 dann ist
@~ %(v,u) definiert, oder v = 0, oder u = 0, oder beide sind 0. Ist das der Fall so kann man ein
Urbild, finden indem man, falls u = 0 w beliebig wahlt, fiir v = 0 7 beliebig wahlt. I

8.4. Definition. Sei
Uy :={(v,u) ER* xR™* :r(v,u) < 1+e¢,f €lay, B[}
Ebenso
U = {(v,u) € R* x R™* : r(v,u) < 1, €]a, B}
Ebenso ist durch

§5-1 x §m=k=1 x (R+\0) x R ——  §k-1 x §m=k=1 x (R*\ 0) x R

= Je

i el ——— R¥ xR™F\ (R¥-1 x QU0 x R™~¥)
"

die bianalytische Abbildung 1 definiert.
8.5. Damit lafit sich eine 7> Mannigfaltigkeit konstruieren. zunichst 1a8t sich ¢ :

§¥=1 x D™~*¥ — V sicher erweitern zu einer Abbildung ¢ : $¥~1 x ((1 +¢) -6”‘"‘) -V
Sei also :

M = Ul Id) oy (V\@(S*71 x 0))x]ar, A1

8.6.lemma. M ist eine T, Mannigfaltigkeit und hat einen C™ Atlas, soda8 die natiirlichen
Einbettungen ji, j2» die vom Verkleben entlang einer Einbettung stammen (siehe3.1) C*° Ein-
bettungen sind.
Beweis:
(1) Aus einem C* Atlas {(Uy,¢,),0 € £} von (V \ ¢(S¥~! x 0))x]ay, 1] konstruiert man
leicht einen Atlas {(U,,¢,),0 € £} U {(U1, 51} von M denn )

M\ 51(Ur) = jo((V \ 9(S*~1 x 0))x]er, Bi[\&(UY))
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aber (V \ ¢(8*~! x 0))x]a1,f1[\¢(U1 \ {r = 0}) ist eine abgeschlossene Menge die
saturiert ist beziiglich der Kleberelation.Also ist j; (U;) offen

Dieser Atlas ist C*. Das moge der zweifelnde Leser durch Diagrammjagd im folgenden
kommutativen Diagramm nachpriifen denn ein richtiggehender Beweis ist sehr langweilig.

U it

o] |
Ui\ {r=0} —— M
(soxld)wl ”

U, S (V \ ¢(S¥-1 x 0))x]ay, B[ ey M

Dabei ist natiirlich zu beachten, da8 (¢ x Id) o ¥ eine C*® Einbettung ist.

(2) M ist ein To-Raum.
Zum Beweis untersuche ich die Trennbarkeit zweier Punkte p;,ps € M. Sind beide
Punkte in j; (U1 bzw. in jo((V \ ¢(S*~! x 0))x]ai, B1[) so sind sie getrennt, weil beide
Réaume T3 sind. Ist ein Punkt aber nicht in jo((V \ ¢(S*~! x 0))x]a1, f1[), dann ist er
in j1(U1U {r = 0} und damit sicher getrennt von einem Punkt der nicht in j; (U1 ist

8.7.. Sei F : M — R definiert durch j*(F) = f und j5(F) = proj,. Dann ist F wohldefiniert
und eine nicht degenerierte C*™° Funktion mit genau einem kritischen Punkt j;(0,0) vom Index
k

Folgerung : F~1([e, f]) ist ein Kobordismus mit den in 7.1 geforderten Eigenschaften.

Ein Beweis: ist hier glaube ich nicht notwendig.

8.8. Lemma. Sei K(V,k,¢) := (F~[e,B], F~Y(a), f~1(B)). Dann gilt:
(1) K(V,k,p) kann aus dem folgenden Klebediagramm erhalten werden.
U

Tincl
U\{r=10}
l(wxld)ow
(V\ (81 x 0)) x [a, 4]
(2) Es gibt Einbettungen
PV x o, A\ (9(S*71 x 0) x [0, B]) = MF(K(V, k, ),
P+ 1V x [, 8]\ (¢'(S™F71 x 0) x [a,0]) = MF(K(V, k,p)),

wobei V der obere Rand des Kobordismus K (V,k, ) ist, und wobei ¢' bei der Kon-
struktion definiert wird.

Beweis: (1) Wir betrachten das folgende Diagramm:

Id incl
U —_— U _ U,
Iincl Iincl Tincl
incl incl
U\ {r<e} s U\ {r=0) il Pin
J'(wxld)oqz l(npxld)otp d l(ﬁPde)Ow

incl

V\p(S*1 x e -D™*) x [0, B] —— V\ p(S*1 x 0) x [, f] —ons V' \ (S*-1 x 0)x]ay, A1
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Die linke Seite ist nach den Standardsiatzen der Topologie ein kompakter Hausdorff Raum und
die Zusammensetzung Id oincl&lincloincl ist injektiv ihr Bild ist genau F~1[a, #].Daraus folgt

Id oincll}lincloincl ist ein Homomorphismus vom pushout der linken Spalte nach F~[a, 3] weil

M ein To-Raum ist. inel U inel : Pushout der mittleren Spalte — Pushout der rechten Spalte

ist injektiv und stetig. Das bedeutet die Topologie am Pushout der mittleren Spalte kénnte
hochstens feiner sei als die auf F~![a,8]. Aber weil Id Uincl : Pushout der linken Spalte —

Pushout der mittleren Spalte injektiv surjektiv und stetig ist ist die Topologie des Pushout der
mittleren Spalte grober gleich der Topologie auf dem Pushout der linken Spalte und die ist
gleich der auf F~1[qa, f].

(2)
Sublemma. ¥ : R¥ xR™~*\{r = 0} — $¥~! x (R™~*\0) xR hat eine analytische Fortsetzung
¥ (R X SR\ () R RF) s §F 1 x R-* x R\ (8! x 0 x Rt)
Poy : RE x Rm—*\ {r = 0} — $™%-1 x (R*¥\ 0) x R hat eine analytische Fortsetzung
Y4 :RExR™F\ (0 x R*) — §™-F-1 x R¥ x R\ (§"*-1x 0 xR).
Diese beiden Abbildungen sind reell bianalytisch.

Der Beweis des Sublemmas folgt am Ende dieses Abschnitts und ist nur eine Rechnung.
Interessant sind aber die Folgerungen aus dem Sublemma:
Zunichst sind F~1([e, 8]) \ j1((R* x 0)UU) und F~1([a, 8])\ j1((0 x R™~¥)UU) wohldefinierte
Untermannigfaltigkeiten von F~![a, §]. Die Einbettungen deren Existenz hier bewiesen werden
soll, definiere ich erst durch die folgenden Diagramme als Abbildungen.

-1

Sk-1 x D™k x [, A]\ ($¥-1 x 0 x [0, /] —— U
inclT Tincl

$k=1 x (D™* \ 0)[a, A] 2. unr=0)
wxldl l(pxld)ow

V\ (¢(8*71 x 0)) x [a, #] = okl (p($¥~1 x 0)) x [a, 4]

§m-E-1 5 D* x [a, B\ (™%~ x 0 x [a, 0] —;l> U
inclo(pxld)T Iincl

§k-1 x (D™* \ 0)[ax, i U\{r=0}
phxldl l(wxld)od;

VA (p(8¥71 x 0)) x [e, A] o i \ (p($*1 x 0)) x [e, A]

Auf R¥ x 0 Beziehungsweise 0 x R™~* entstehen beim Verkleben keine Relationen. Das heifit
aber, daf8 die linken Spalten der beiden Diagramme homdomorph den anfangs erwiahnten Un-
termannigfaltigkeiten sind und ¢4 LfJId =: py sowie _ lj_IId =: p_ Einbettungen sind.Aus den

Diagrammen ist auch ersichtlich, daff
Bdy(K(V, k,p)) = S™*-1 x D* "RA ($¥~1 x 0).
op
Definiert man ¢’ als j;|S™~%~1 x 0 wobei mit j; die natiirliche Einbettung gemeint ist beziiglich

der obigen Verklebung, so erhdlt man(durch genaueres hinsehen), daf die linke Spalte des
zweiten Diagramms genau die in Lemma 8.8 Punkt 2 behauptete Doméne von py ist.
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die Rechnung zum Sublemma.
Y(v,u) = (7(v), r(v, u) - w(v, u), f(v, u))
P~ o (v, u) = (w(u), r(v,u) - 7(v, u), f(v,u))

Diese Formeln folgen aus den Definitionen siehe 8.2
Durch Einsetzen entsteht daraus :

(v,u) = (r(v), Vo? a2 \/—1_; u, f(v,u))

P~ lo¢(v,u) = (w(u), Vv2 - u?. # ‘v, f(v,u))

in der ersten Formel wird f(v,u) < 0 = v? > 0 vorausgesetzt in der zweiten

f(v,u) > 0 = u? > 0.daher ist alles auf den jeweiligen Definitionsbereichen wohldefiniert und
analytisch

Es gibt auch eine analytische Umkehrabbildung

YY(r,u, f) = Q(r,w(u), Vu?, f)

(\/_Tf+\/f72+\/ﬁz-r,\/£+ sz+\/§2-

1 —
ﬁ‘U)-
-f /fz if f? 1
(\/T+ .4_+u2.‘r,\/§+ T_*.1‘2.7.“)

Nun gilt es nachzupriifen, da8

7. 1 f+VE+e

Vu? u?

2
eine analytische Abbildung ist.Dazu betrachte ich 'JL"J@ als analytische Funktion von u?
(also von R nach R ).Es gilt % + 4/ '%2 + u? ist analytisch ausser bei '%2 = u? = 0 letzteres ist
wegen der Voraussetzung f < 0 nicht der Fall. Auch gilt wegen f < 0 bei u? =0 -2L+\/ 143 +u? =

34 5 .
0, somit ist 'JLL@ analytisch in f und u? und
2
f+VE+u

P
{u2=0}
d f -
e =+ —Ful)=
d(uz) {u2=0} (2 4 )
T o
W e L A
2 4 i {u2=0}
Letzteres ist sicher nirgends = 0 Daraus folgt in einer Umgebung von {u? = 0} ist auch

2
o] 2+ tu?

i analytisch.Uberall sonst ist aber schon lingst bewiesen daB 1%~T existiert und

analytisch ist Fiir f > 0 und (¢ o P=1)~! verlauft die Rechnung véllig analog. I
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8.9. Definition eines gradientenartigen Vektorfeldes. Sei G(v i ) ein Vektorfeld auf
ME(K(V, £, ) \ 71 (0) , sodaB

j1(G)=2- “(=v,u)

2 + 2
J5(G) = das Einheitsvektorfeld in Intervallrichtung

G ist wohldefiniert, denn sei 8 : V x [a,8] — R! eine C°° Funktion soda8 gilt 8(v,t) =
(v) wobe1 § € C*(V,R'),v € v sein soll dann gilt 2 - u,+v, (=v,u)(Grt 0 42)*(8) = 0
: (—=v,u)(f) = 1 ebenso wie 0;(f) = 0 und 0;(projz) = 1 dann stimmen die beiden

aufl T&alen Koordinatenfunktionen auch iiberein AuBerdem ist damit schon gezeigt dai G ein

gradientenartiges Vektorfeld ist.

9. Die Konstruktion der Z-Struktur auf X(V,k,p) im Fall 0 < k <m
9.1. Definition. Sei I : [0, 1] x [0,1] = [0,1] x [e, ] definiert durch folgendes:
I, : [0,1] = [0,1] x C R x 8 CR?

I : [0,1] = 0 x [a,f]U[0,1] x @

| =

Ho(r) = (0,2c - r) falls r < %Ho(r) =(2r—1,a)fallsr >

Iy(r) = (r, B)
O(r,t) = (1—1t) - Oo(r) + ¢ - My (r)

also II(r, 1) liegt auf der Strecke von Ilg(r) nach II;(r) diese Strecken schneiden einander nicht
was man durch eine Zeichnung leicht sieht. Ein Beweis ld8t sich nur durch eine umstéandliche
Rechnung bringen die ich dem Leser gern sparen wiirde.Da [0, 1] x [0, 1] kompakt ist folgt aus
Bijektivitat da II ein Homéomorphismus ist.Injektivitit ist offensichtlich wenn man voraus-
setzt, dafl sich die Strecken nicht schneiden.Auch Surjektivitit entnimmt man am besten der
Zeichnung.

9.2.Die Definition der zur Z-Struktur gehérigen Abbildung eingeschrinkt auf V \
(71(U) NV ist ganz primitiv. Namlich:

g(v',t) ;= py (v, a + (B — Q)t)

9.3.Auf j;(U) mufl man mit Hilfe von II eine Abbildung finden die oben definierte
ergianzt. und geeignete Bedingungen erfiillt Da j; eine Einbettung ist kann man beqemerweise
71(U) durch U ersetzen.

Behauptung und erster Konstruktionsschritt.
Sei:
7y 8471 x §Mk-1 x R — §™ k-1 x DF y(r,w, 1) 1= (w, T 1)

Der untere waagrechte Pfeil Tl im folgenden Diagramm ist wohldefiniert

Id x 1d xT1
§h-1 s §m—k=1 5ill0.1) % 6,13 L, k-1 gm-k-1y [0,1] x [, B]

nxldl IQ

§m=k=1 x D* x [0,1] —_— U
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Beweis: Sofern II als Abbildung definiert ist so ist es stetig denn 7; x Id und Q sind Quo-
tientenabbildungen. AuBerhalb von $™~*~1! x 0 x [0, 1] ist nichts zu untersuchen, denn dort ist
(my x Id)~?! als Abbildung definiert.

Sei (w,0,t) € ™ %=1 x 0 x [0, 1] beliebig so ist (7; x I1d)~!(w,0,t) = $*~! x (w,0,1)

1(0,2) = (1—1)-(0,0)+¢-(0,8) = (0, 1)

Q(va)oaﬂt):(\/_%"' %'{'027,\/%‘*’ £‘ﬂ'—4tﬁ“|'02w)=

=05

Letzteres hangt nicht von der Wahl von 7 ab. Damit ist 11 definiert. §

9.4.. j;oll erfiillt simtliche Voraussetzungen fiir die Konstruktion einer Z-Struktur als da sind
(1) j; o1l erginzt die Abbildung in 9.2.
(2) j1oM|S™—*-1 x D¥x]0, 1] ist injektiv
(3) VN (U)C j1 o I(S™*-! x D* x 0)
(4) j1oM|S™*=1 x D* x 1= ji|{f = B}

Beweis: (1)
ji1oM|S™%-1 x 8D* x [0,1] =
= (v, + (B - ))lP/(S™+1 x 8D* x [0, 1))

erhilt man durch Einsetzen 2
(2) AuBerhalb von m; x I1d($¥~! x §™-*-1 x II-1(0 x [a, A])) ist II injektiv weil dort Q o
Id x Id xII injektiv ist. II=2(0 x [a, A]) = (0 x [0,1]) U ([0, 1] x 0). Auf S™*-1 x 0 x [0, 1] gilt

M(w,0,t) = (0, % ‘w)

wie schon oben berechnet wurde. daher ist IT auf $™=%-1 x 0x]0, 1] injektiv.

(3) Hier ist zu zeigen, daB [0,1] x @ C TI([0,1] x 0) ist, denn I bildet $™~*-1 x D* x 0
anfQ(S* -t x §™°—*-1 x (H{[0, 1] x 0)) ab und V N ji(U) = j1 0 Q(5* ! x ™~ %1 x [0,1] x a).
Die Abbildung IT|S™~*-1 x D* x 0 ist aber das interessanteste an dieser Konstruktion und die
Rechnung zu diesem Beweis ist in der folgenden Untersuchung von IT1|$™~*~1 x D* x 0 enthalten.

9.5.Eine Beschreibung von I1|S™~*-! x D¥ x 0 und damit eine Beschreibung der zur
Z-Struktur g(v,; ,) gehdrigen Aquivalenzrelation §(v i ;). Sei (w,v,0) € S™ %~ xD* x 0.

im Fall v = 0 ist TI(w,0,) = (0, \/@2—"- -w) wie schon vorher berechnet also
fi(w,0,0) = (0,0)

Ansonsten gilt

(my x Id)"Y(w,v,0) = (7(v),w, \/v_2,0)

daher gilt
fi(w,v,0) = Q(r(v),w, M(V12,0) =

im Fall V2 < 1
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(\/2a-\/v_2-ﬁ~v,0)

(V2a - v,0)
im Fall V22 > %
= Q(r(v),w,2Vv2 — 1,a) =
j10i(w,v,0) = p(r(v),w,2Vv2 - 1,0)

Das Ergebnis ist also $™~*=1 x 1.D* x 0 wird auf j;(U N R* x 0 abgebildet das ist eine

topologische D* deren Rand genau ¢(S$*~! x 0) ist.

Korollar: Es gibt einen Deformationsretrakt vonK(V, k, ¢) nach VU;j1(UNR* = D¥ 15
©|S*=1x0

Letzteres ist ein relativer CW-Komplex
9.6.Feststellung. Die Quotientenrelation §(v k) auf $(S™*~1 x D¥) ist
fiir vVv2 < %

(w,v) ~ (w1,m1) e (v=1)
I(v,k,p)

fir Vo2 > 1

(w,v) s (w1,11) & ((w,v) = (w1,1))
(Vik,9)

und sonst auf dem restlichen V trivial.

Die eigentliche Konstruktion der konstruierten Kobordismen

Sei n € N Sei (V, k,¢) wie vorher mit dem einzigen Unterschied, da8l ¢ im Fall k > 0 eine
Einbettung ¢ : n x $¥=1 x D™~* < V ist.Im Fall k = 0 ersetzt man ¢ durch n.
Nun definiere ich alles was bis jetzt iiber konstruierte Kobordismen gesagt wurde so daf8 die
bisherige Definition zum Spezialfall n = 1 wird. Alles 148t sich iibertragen und alle Beweise
funktionieren auch wenn man an die Richtige Stelle nx schreibt.Nur im Fall £ = 0 ist die
Definition
K(V,0,n) nenne ich folgenden Kobordismus

(V x[a,flu(n xD™),V x a,V x U(n x S™"1))

Die Definition von F' und der Z-Struktur g(v,o ) ist auf jeder einzelnen D™ gleich wie auf der
D™ in Kapitel8 (1) Genau das Gleiche gilt fiir kK = m und 8.1 (2)
Bei 0 < k < m definiert man

K(V,k,p)=nxU V\¢(n x $¥~1 x 0)

]
(exId)o(y¥xId,

Alle Argumente die fiir n = 1 gelten lassen sich durch ersetzen von R¥ x R™~* U, Up, §F-1 x
§m=k=1 gh~1yfpu=s So-t-lyx Pt durch n kR xR nx ) nx U n% 8- x§™~*-1 g x
§k=1 x D™~k n x §m—k-1 x D¥ {ibertragen, sodaB K(V, k, p) ein C* Kobordismus ist. Die Z-
Struktur g(v x,,) wird vermittels Id, xIT : n x $™=¥=1 x D¥ x [0,1] — n x U konstruiert, und
ergibt daher dieselbe Agivalenzrelation v k,e) auf jeder einzelnen S™~*-1 x D*

10. Die Zusammensetzung von konstruierten Kobordismen
und der zugehérige CW- Komplex

10.1. Definition. Seien (V,k,¢),(V1, k1, 1) konstruierte Kobordismen, k; > k, es sei g :
Vi — V ein Diffeomorphismus, so nenne ich (V,k,p) ® (Vi, k1, 1) die Zusammensetzung der
g

beiden konstruierten Kobordismen langs g und

K((V’ k’ ‘P); (v].’ klv“’l)) =
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K(M’%‘P);K;(Vl,kl,?l)

mit der Zusitzlichen Bedingung, daB die C* Struktur nach Kragen konstruiert wird, die man
mit G(vk,,) konstruiert
2u G(v, k,,p,) Siehe Definition 8.9.
Auf diesem Konstrukt gibt es eine Morse Funktion F' mit genau zwei kritischen Werten aber
vor allem eine Z-Struktur
V.ke) § V2 k1,01)

wozu die letzte Bedingung nicht nétig ware. Sei (Va, k2, ¢2),k2 > k1 und g1 : Vo — Vi ein
Diffeomorphismus so nenne ich (V,k,¢) @ (Vi,ky,¢1)  (V3, k2, p2) die Zusammensetzung der
9 9

konstruierten Kobordismen langs ¢ und g¢;
K((V.k, @) 8 (1, k1, 91)) 8 (V2, k2, 02)) :=

K(V, k; (P) ; K:(Vl)kl"Pl) !].1 K:(VZ, k21 ’102)

Auf diesem Konstrukt gibt es eine Morse Funktion F' mit genau drei kritischen Werten aber
vor allem eine Z-Struktur
q((V,k,p) ; q(V1,k1,01) g.l 9(Va,ka,03)

und so weiter fiir endlich viele. Maximal kénnen es m + 1 konstruierte Kobordismen sein, aber
bei Index m stimmt die Aussage mit der Z-Struktur nicht mehr.

10.2. Lemma:. Sei (M,V,V) ein Kobordismus mit einer Z-Struktur { so da ((V x 0) =
P C M und (P,V) ein relativer CW-Komplex der Dimension l. Sei fernerk > 1, g : Vi — 1%
ein Diffeomorphismus und (Vi, k, ) ein konstruierter Kobordismus. Dann hat die Z-Struktur
q ® (Vi k) folgende Eigenschaft ¢ e Q(V,,k,np)(Vl x 0) ist
g
n x D¥ u i

(oinsgop|Sk-1
und somit ein Relativer CW-Komplex.

Beweis: Zur Erinnerung ¢ e q(v, i o) ist definiert als die Zusammensetzung:
g

Idu¢

vy .k, o™ ’ 9
GR, ME(K(Vi, k, 9)) — ME(K(VA, k, ) UV x [0,1) —— MI(K(VA, k,¢)) U M

Vl X [0, 1]

Dabei wird auf V; x 0 die Aquivalenzrelation (¢* ((—))g,,;a; angewandt also eine Aqivalenzrelation

auf n x D¥ . U 0 Vidie auBer auf V; trivial ist damit sind die k-Zellen richtig geklebt da die
(7] k=1 x

jeweilige charakteristische Abbildung der k-Zelle am Inneren injektiv ist.

10.3. SATZ: Der Zusammenhang zwischen konstruierten Kobordismen und CW-
Komplexen. Es sei ' eine Zusammensetzung von konstruierten Kobordismen wie in 10.1,
definiert von héochstens Index m — 1 so 1aBt sich aus den gegebenen Daten eindeutig ein re-
lativer CW-Komplex (Pr, Bd;(K(T)) konstruieren und es gilt:

Sei gr die auf K(T') nach 10.1. konstruierte Z—-Struktur, dann ist Mf(K(I')) homéomorph zum
Abbildungszylinder M,

Beweis: In Lemma 10.2 hingen die Klebeabbildungen der Zellen nur von der Einbettung ¢,
dem Diffeomorphismus g und der Z-Struktur { ab. Nun miite man den Satz durch Induktion
beweisen diese Induktionsschluf soll aber dem Leser iiberlassen bleiben, denn nach dem bisher
bewiesenen ist die Vorgangsweise klar. Bei jedem Schritt ist nun die Z-Struktur durch die
Konstruktion in Kapitel 5. festgelegt. Das ist zwar willkiirlich (man koénnte auch andere Z-
Strukturen verwenden) aber eindeutig. Der Diffeomorphismus der Rinder sowie die Einbettung
ist vorgegeben durch ' I
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11.Anwendung der Konstruktionen auf C*> Kobordismen

11.1.Final rearrangement theorem(Milnor Lectures on the h-Cobordism Theorem
4.8). Jeder Kobordismus C kann als Zusammensetzung

CoeCie(Cr0(C30... o Cpy

go g9 93 gs Im-1

geschrieben werden. Wo C; ein Kobordismus ist der eine Morse Funktion mit nur einem kriti-
schen Wert und nur kritische Punkte vom Index j hat.

Dieses Theorem wurde von Smale zuerst bewiesen. Allerdings werde ich letztendlich den
gesamten Differentialtopologischen Apparat brauchen, der fiir den Beweis nétig ist, um CW-
Komplexe mit schénen Klebeabbildungen zu basteln.Das Zitat dient dazu die folgenden Lem-
mata zu motivieren.Ein Beweis folgt erst wesentlich spater.

In der Folge wird vorerst Satz 11.4 bewiesen und zwar mit Hilfe des obigen Zitats

11.2Lemma. Satz 11.1 ist dquivalent zu folgender Aussage: Sei C ein Kobordismus von Di-
mension m dann gibt es eine Morse Funktion F : C — [a,b] s.d. esm+1 Werte {wg, w1, ..., wn}
von F, wo = @, wy, = b und w; > w; < 1 > j und alle krit. Punkte vom Index j liegen in
F=1(w;)

Beweis: (1) 11.2 = 11.1 :Man findet sicher m + 2 Werte y; € [a, b] sodaB w; < yiy1 < w; +1
falls i + 1 # 0 undyo = a. Dann sind C; := F~![y;, y;.1] Kobordismen sd

C':CQOClOCz.CaO... L] Cm
9o 9 92 g

3 gm-1

gilt und die Bedingungen an die C; sind alle erfiillt

(2)
11.3.Sublemma. Sind zwei Kobordismen gegeben die sich zusammensetzen lassen und auf
beiden eine Morse Funktion dann kann man eine bis auf Konstante eindeutige Morse Funktion

F auf der Zusammensetzung konstruieren und zwar so, daf j;(F) und j;(F) die urspriinglichen
Morse Funktionen bis auf Addition mit einer Konstanten sind.

Beweis:
Seien (M, V,V),(N,W,W)und g : W — V Fy : (M,V,V) — [a1,b1], F2: (M, V,V) — [az, bs)]
Definiert man dann F|j2(M) als js.(F1) und F|j;(N) als ji.(F2) + by — az dann mufBi man
nur noch zeigen daB dieses F differenzierbar ist. Tatsichlich kann man auf Mf((M,V,V) e
g

(N, W, W)) die Differenzierbare Struktur so wihlen da F differenzierbar ist, indem man Kra-
gen verwendet : k1 : V x [0,1[— M, Zlo(k1) = =G; wo G ein gradientenartiges Vektorfeld
zu Fy ist und k2 : W x [0,1[— N, £&|o(x2) = G2 wo G ein gradientenartiges Vektorfeld zu F,
ist. Wie man solche Kragen konstruiert iiberlasse ich dem Leser

Daraus folgt aber ist 11.1 erfiillt dann kann man auf jedem Kobordismus eine Morse Funktion

mit den in11.2 geforderten Eigenschaften konstruieren [

11.4. Hilfssatz. Jeder Kobordismus 148t sich als K(T') darstellen, wo I" eine Zusammensetzung
von konstruierten Kobordismen ist.

Der Beweis erfolgt iiber

11.5. Lemma. Sei C; ein Kobordismus und F : C — [a, 5] eine Morse Funktion mit nur
einem Kritischen Wert und nur kritischen Punkten vom Index k. Dann ist C = K(V,k, )
wobei V = F~!(a) aber ¢ : n x $¥~1! x D™~* < V nur bis auf Diffeotopie durch C; und F
festgelegt ist.

Der Beweis erfolgt durch eine gréBere Anzahl Lemmata die auch spéter noch Verwendung
finden. Im Folgenden sollen die in Kapitel 8 gemachten Definitionen gelten.Bei Unklarheiten
sollte man daher in 8.3 oder 8.8 nachschauen.
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Ich werde Einbettungen hp .-« von Mengen U, C R* x R™~*¥
Up = {(v.u) : r(v,u) < 1+¢, f(v,u) € [a,F]}

zu jedem krit. Punkt p und sodaB {f = a} in den unteren Rand eingebettet wird und {f = 3}
in den oberen Rand. Sowie eine Einbettung von

(Bdi(C)\ D (hps extl(jearmc)) X [, ]

sodafl die Koordinatenwechsel gleich sind wie bei den entsprechenden Mengen in
K(Bd;(Ck), k, ‘Qo(hp..ezd{.f:a}- Dabei mu man sich erinnern daB die Unterrdume {f = o}

diffeomorph zu $¥~! x D™~* sind. Hat man das so ist das Lemma bewiesen. Ich werde bei der
Konstruktion auch einige niitzliche Dinge beweisen die ich erst spater brauche.

11.6. Lemma. Sei U, := {(v,u) : r(v,u) < p, f(v,u) €]a,B[}, p < 1 dann gibt es einen
Diffeomorphismus p, : R¥ x R™~* — R¥ x R™~*, der eingeschrankt ein Diffeomorphismus von
U, nach U, ist.

Beweis: Es gibt sicher eine C*™ Funktion A : R — R die auf ] — 0o, §] eingeschrankt Idg ist
und so daB A(t) = 1££ -t falls t > 26 wo § < £ gelten soll. Sei dann

“”(v’"):(\/:fzi*V‘f;“‘(r)-%-v,\/gﬂ/-f;w\(r)-é-u)

beziehungsweise die Fortsetzung dieser Abbildung auf R x R™~* einschlieBlich {r = 0} durch
die Identitat auf{r = 0{.

p, ist auch auf einer Umgebung von {r = 0} die Identitat und sonst Qo(Id x Id xAxId)o Q™!
und erfiillt somit die Anforderungen H

11.7. Lemma. Ist F : M — R eine nicht degenerierte Funktion und p € M ein kritischer
Punkt vm index k dann gibt es eine C* Einbettung h, : U, , — M wobei gilt

Ul,p = {(U,U) € R* x R™-% . p <1+ €,f G]ao,ﬂo[}
hP(Ovo) =y
hy(F) = F(p) + u® — v?

Beweis: Laut Morse Lemma gibt es eine offene Kugel B, := {(v,u) € R* xR™~* : v24u? < p}
und eine C* Einbettung hmorse : B, < M, sodaB

h'n""e(o’ 0) =P, h:none(F) = F(p) -+ u2 i ‘!/2

Die Funktion u2 +v2 148t sich auch als 2\/ '%2- + r2 ausdriicken. Man sieht leicht da8 es g, ag, B0

gibt, sodaB fir r < o, f €]ag, o] gilt, 2\/% +1r2 < p. Dann ist hpmorse © p1 =: hp eine
e

Einbettung die das Lemma erfiillt. il

11.8. Lemma. Sei F : M — R nicht degeneriert, s ein regulirer Wert , G ein gradientenartiges
Vektorfeld zu F und O eine offene Menge in der Untermannigfaltigkeit F~1(s).ist dann Fl} (o)
definiert fiir o € O,t €]a, B[, dann existiert eine Einbettung © : Ox]a, [~ M, soda F 0 © =
proj; ist

Beweis: Sei ©(o,t) := Fl;(0) dann ist© sicher eine Immersion
Behauptung: © ist injektiv denn wegen G(F') = 1 wiirde folgen

Flg (o) = Flg(01) = F o Flg(0) = F o Fl2 (1)

daraus aber wegen F(o) = F(0;) = s t = t;, und daraus o = oy, weil FI%, injektiv ist. Aus
Dimensionsgriinden ist aber © ein lokaler Diffeomorphismus i
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11.9. Lemma. Sei F : C — [a,b] eine Morse Funktion, p ein kritischer Punkt, hy, : Uy, —
Mf(C) die zugehérige Einbettung und G ein gradientenartiges Vektorfeld h;(G) = ﬁ .
(—v,u). Sei ferner |7, [ das maximale Intervall das die folgende Bedingung erfiillt:

Flg(z) ist definiert fiir z € hy({f <0} N Uy, und t €]y — F(z) + F(p),0]

ebenso fiir z € hy({f >0} NU1p und t €)0,6 — F(z)+ F(p)[.

Dann gibt es eine Erweiterung von h,

h;(:;,ezt : Ul(fp,ez't o Mf(C)
Wobei so definiert ist Ufp,ezt = {(v,u) ER* xR™*:r < 1+¢, f€l,6[)
Beweis: Die Definition mit einem maximalen Intervall ist sinnvoll denn die Flusslinien enden

entweder in einem kritischen Punkt oder im Rand und brauchen dafiir genau die Differenz der
Funktionswerte an Zeit. Es gibt also endlich viele mogliche Definitionsbereiche.

Ein Vektorfeld ist durch seinen Flu8 sicher schon festgelegt
2 :
und der Fluss von T , T(v,u) := o 0 (—v,u) , ist festgelegt durch
roFly =r, foFlk = f+¢,Fli(v,u) = (-'l-c- CU, K- u)

Das rechnet man nach in dem man folgende Behauptungen priift:
T(r)=0,T(f) =1
und T hat dieselben Flusslinien wie die lineare Differentialgleichung &d’tul = (—v,u)

mit den drei Gleichungen erhilt man eine Gleichung vierten Grades fiir den Faktor « die aber
leicht zu I&sen ist.

In der Tat giltQ(r,w,r, f) = FL(v/r - 7,/r - w)
Seien v¢_, ¥4 definiert wie in Sublemma 8.9 und es gelte in den folgenden Diagrammen, da8 die
Fliisse alle definiert sind, dann gibt es eine C* Einbettung h, : {r < 1+¢, f €]v,6[} — M die
eine Fortsetzung von h, ist. Dabei gelte h, , := hy|{s=s)

Bl e Y D RPN = U S0 x B
¢_l 1
o
S -1 x (1+¢e)D™ *x]y—s,6 — s[\($*~! x 0 x [—5,6 — §]) —————— M

Flis *oby, souTt

Uf, et \RE x 0 — UE, ezt \R* x 0

N 1

§m=k=1 x (1+¢&)D*x]y— 5,6 — s[\(S™ %1 x 0 x [—5,6 — 5)

Flt ohy o0t

Fiir das erste Diagramm soll gelten s €]a — 0, 0[ fiir das zweite s €]0, 3,[. Der rechte senkrechte
Pfeil ist dann definiert und eine C* Einbettung. Die beiden Einbettungen und k, stimmen auf
dem gemeinsamen Definitionsbereich iiberein. Damit ist das Lemma bewiesen.

Beweis des Satzes 11.5: Da F keine weiteren kritischen Werte hat kann nur der Rand ein
Hindernis fiir die Erweiterung von hy, .z sein. Daher ist in diesem Fall Uy p ezt = {(v,u) : 7 <
1+¢,f € [a,B]. Durch die Einbettungen von {f = a} in den unteren Rand ist ein konstru-

ierter Kobordismus definiert. Und Fly; : Bd;(Ci) \ -.@0( hpiextls=ar<1) X [o, B) — ME(Cy) ist
eine Einbettung. Wahlt man den Isomorphismus ;-v-vischen = ai so wie in 8.8. dann ist
der Koordinatenwechsel so wie in K(Bd;(C), k,‘go( h,,.,,,,tl{f=a}). Dieser Kartenwechsel wird
namlich durch die Eigenschaften des Vektorfelds in 11.9 festgelegt.
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12. Diffeotopien, Isotopien und Zeitabhingige Vektorfelder

Dieses Kapitel enthilt eine Aufstellung der Tatsachen iiber Isotopien und Diffeotopien ohne
die ich nicht fortfahren kann. Irgendwelche Aussagen iiber Kobordismen sind nicht enhalten.
Auch nehme ich an daf8 diese Dinge dem Leser bekannt sind. Daher ist alles etwas kurz gehalten.
12.1. Definition einer Isotopie. Sei f : M — N eine C* Einbettung. Eine C* Abbildung
h:[0,1] x M — N heiBt Isotopie von f wenn gilt

h; ist eine Einbettung fiir ¢ € [0,1]; ho = f
Man nennt h auch Isotopie zwischen f und h;.
12.2. Definition einer technischen Isotopie. Sei h wie in 12.1 mit der zusatzlichen Bedin-
gung hy = ho fiir t < e und hy = hy fiir t > 1 — €. So nennt man h eine technische Isotopie.

Bemerkung:Technische Isotopien kann man zusammensetzen. Das heifit ist h eine technische
Isotopie zwischen f und f; und g eine solche zwischen f; und f; soist heg

(heg)::= hy fﬁrtS%(hog), = hoy fﬁrt?_-;—

eine technische Isotopie zwischen f und f5.
12.3. Lemma. Sei h eine Isotopie zwischen f, und f, dann gibt es auch eine technische
Isotopie zwischen f; und f,. Isotopien werden von nun an bei Bedarf 0.B.d.A. technisch sein.
Beweis: Sei pu: R — R eine C*® Funktion, soda8 u(t) =0 fiirt <eund p(t) =1firt > 1—¢
und p streng monoton auf [¢,1 — ¢]. Dann ist h

h(z,1) := h(z, u(1))
eine technische Isotopie zwischen f; undfs. i

12.4. Definition einer Diffeotopie. Eine differenzierbare Abbildung H : [0,1]x N — N
mit Hy = Idy und jedes H; einDiffeomorphismus, nennt man Diffeotopie.

12.5.Bemerkung. Ist H eine Diffeotopie und f : M — N eine Einbettung so ist H o f eine
Isotopie.

12.6. Definition und Lemma. Sei u wie in 12.3 so ist durch

H(z,1) = H(z, u(t))
eine sogenannte technische Diffeotopie gegeben. Die Definition ist offensichtlich.
12.7. Lemma.

Eine technische Diffeotopie 148t sich als FluB eines eindeutig bestimmten zeitabhingigen Vek-
torfelds darstellen

Beweis: Sei H eine solche. Dann sei
¢(.1) =Tl o) HO:
Es gilt Flé(z) = H(z,t) denn die Flusslinien sind die Kurven H(z,). I

12.8. Lemma. Auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit ist der FluB eines zeitabhingigen
Vektorfelds immer eine Diffeotopie.

Beweis: Ich setze voraus, dal der Leser weiff, dafi der Flu8 eines Zeitabhingigen Vektorfelds
immer ein Diffeomorphismus auf das Bild und damit ein lokaler Diffeomorphismus ist. Das ist
zwar nicht trivial aber es ist unméoglich solche Sitze hier zu beweisen. Eine schéne Darstellung
findet man bei Serge Lang. Damit ist der FluB offen und proper und daher surjektiv. i

12.9. Definition Einbettung einer Isotopie. Eine Isotopie h : [0,1] x M — N heifit in

eine Diffeotopie einbettbar , wenn es eine Diffeotopie H von N gibt so dai h = H o hg gilt. Die
Einbettungen ho und h; heifien dann diffeotop.

12.10. Satz (R.Thom 1957). Ist h eine technische Isotopie von Einbettungen von M in
N, die auBlerhalb einer kompakten Teilmenge My C M alle Punkte festlifit, dann kann man h
in eine technische Diffeotopie von N einbetten, die auBerhalb einer kompakten Umgebung von
h([0,1] x My alle Punkte festlifit.
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13. Die Allgemeine Lage von Tubenumgebungen eines
Transversalen Durchschnitts von Untermannigfaltigkeiten

Transversalitiat, Diffeotopien, Normalenbiindel

13.1. Definition. Seien M, N C* Mannigfaltigkeiten, L C N eine Untermannigfaltigkeit der
Kodimension k.

f: M — N heifit transversal zu L, wenn gilt :
T f(TyM) + Typ)L = Ty(p) N fiir allep € M, f(p) € L

Zwei Untermannigfaltigkeiten nennt man transversal wenn gilt daB die Inklusion der einen
transversal zur andern ist.
Ich werde den folgenden Satz spater verwenden:

13.2.Transversalitidtssatz fiir Schnitte von Vektorbiindeln. Sei E, 7, M ein C*® Vek-
torbiindel mit einer beliebigen Riemann Metrik. Sei N C E eine C*™ Untermannigfaltigkeit
und 7 eine tberall positive Funktion auf M. Dann gibt es einen C* Schnitt s : M — E sodaf
[ls(p)|| < n(p) fiir alle p € M, so dafi s transversal zu N ist. Ist A C M abgeschlossen und
erfiillt der Nullschnitt die Transversalititsbedingung auf ganz A so kann man s so wahlen, daf
s|A = 0-Schnitt ist.

Weil es nicht viel Platz wegnimmt werde ich einige Tatsachen iiber Transversalitiat erwahnen,
die ich dann dringend brauchen werde.

13.3. Definition. Sei L eine Untermannigfaltigkeit von M, so bezeichnet man TM/ry als
das Normalenbiindel zu L. Im Folgenden schreibe ich fiir Normalenbiindel immer L, also z.B.
1 L Normalenbiindel hangen nicht nur von der abstrakten Mannigfaltigkeit L ,sondern auch
von der Einbettung von L ab. Zumindest sind sie aber fiir homotope Einbettungen isomorph.
In spateren Abschnitten dieser Arbeit gehe ich auf diese Feinheiten nicht ein, weil das so iiblich
ist und leichter verstandlich.

13.4. Satz. Seien M, N, L, f wie in 13.1so ist f~1(L) entweder leer oder eine k—kodimension-
ale Untermannigfaltigkeit von M, und man hat einen kanonischen Biindelisomorphismus
1f-Y(L) = f*(LL) gegeben

Beweis: Sei ¥ : V — N eine Untemannigfaltigkeitskarte von L. Das heit V = RF x R™-*
und 9(0 x R™=%) C L sei U = f~1(9(V)) dann ist durch

9~ o f proj

U — R*xR™* — . R

lokal eine Submersion gegeben und f~!(L) ist lokal das Urbild von 0 € R¥ unter dieser Sub-
mersion. Daher ist f~1(L) eine k—kodimensionale Untermannigfaltigkeit von M.
Ebenso ist T'f|y-1(zy : TM|;-11y — TN|L lokal gegeben durchdie erste Abbildung in

T(l’-lof) Tproj
TU T(R* x Rm-¥) ——, TRk
und T'proj ist die lokale Projektion auf LL etc ... einen detaillierten Beweis findet man in

Jedem Buch iiber Differentialtopologie.
Bemerkung: Es gibt aber keinen natiirlichen Schnitt LL — TN|
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13.5.Der Transversale Durchschnitt zweier Untermannigfaltigkeiten.

Seien S;, S, transversale Untermannigfaltigkeiten der Dimensionen s;, s, von F' so ist wie eben
gezeigt ihr Durchschnitt L eine s; + s — m-Dimensionale Untermannigfaltigkeit oder leer, wenn
F Dimension m hat. Insbesondere ist L = @ wenn s; + s, — m < 0 ist. Das Pullbackdiagramm
macht vieles iibersichtlicher und sieht so aus

iﬂcll.|
L — 5

incl,_gl lincl,

Sy —— F
incly

und kommutiert. Also kommutiert auch

Tincl,,l

TL 1

Tincll,gl 1Tincll

TS, —— TF

sincly

Lemma.

Seien _LlL = Tsl/T[,, .L2L = TSz/TL.
Aus den Tatsachen : TL = TS|t NTSy|r , TSi|t +TS2|L = TF|L(< Transversalitat
folgt \L=1,L& 1,5L

Beweis:

1L =TF|L/rL =TSi|L + TSz|r/rs,nTs, = TS1|L/Ts,a1s, ® TS2/rs,nTs, 1

13.6.Das Ausgangsproblem fiir diese Betrachtungen ist:. Seien S;, S, transversale Un-
termannigfaltigkeiten der Dimensionen s;, s, von F mit trivialem Normalenbiindel, ihr Durch-
schnitt L eine s; + s; — m-Dimensionale Untermannigfaltigkeit wenn F Dimension m hat und
es seien folgende Tubenumgebungen gegeben

AllJ_Sl—'}-,Azt_LSQ—*f

51 :.LlL—0$1,0’2:l2L—>52

Wie ist dann die allgemeine Lage der Tubenumgebungen modulo Diffeotopien

Definition: Mit einer Radiusfunktion r auf einem Vektorbiindel £ meine ich immer r(z,v) :=
(v, v) nach einer beliebigen Riemann Metrik und unter einem Scheibenbiindel p - D C E meine
ich {n € E|r(n) < p} mit der eingeschrankten Projektion von E. Das ist ein C* Biindel.

13.7. Satz. In der obigen Situation gibt es eine Einbettung A, : LS, — F diffeotop zu
A; und A,|L = As|L, soda auf den zu 1, 1, gehérigen Scheibenbiindeln mit Faser eine
kompakte Scheibe gilt :

A
LWLl —— 15

s Ja

T PR
Az
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kommutiert, sofern diese Bedingung schon aufierhalb der Fasern iiber einer kompakten Menge
C C L erfiillt ist.

A ist ein Biindelisomorphismus iiber o1, und D ein Biindelisomorphismus iiber 05. Ferner
1aBt sich durch Verwendung diffeotoper Abbildungen A, und A, von erreichen, da8 auch

A
1Ll —— 1S5

e
Qi A
Aj

ein Pullbackdiagramm wird. Wo auflerdem die linearen Abbildungen nur vom Basispunkt in L
abhingen also A;, D; geschrieben werden kénnen.

Der Beweis gliedert sich in mehrere Lemmata. Ich fiihre ihn weil ich nicht mehr brauche nur
fiir triviale Biindel.

13.8. Lemma. Sei (E,n,L) ein C* Vektorbiindel und VE := kerT'w das vertikale Biindel so
gibt es auf T E|0-Schnitt eine natiirliche Zerlegung in ein vertikales und ein horizontales Biindel
das eine gegeben durch T'incly_gchnitt : TL — TE das andere ist sowieso natiirlich. Damit gibt
es dort auch eine natiirliche Horizontale Projektion T'w und eine natiirliche Vertikale Projektion
vpr = IdTE(TinCIO—Schnitt (o} T7l’)
Es gibt auch einen natiirlichen Isomorphismus p : E — V|0-Schnitt gegeben durch

plE b= %h,(:c,tv)

13.9. Lemma. Sery : E; — E, eine C® Einbettung, wobei (E1,m,L) und (Es, 73, L) C*®
Vektorbiindel von Dimensionen ki und k, sind und |0 — Schnitt = Idy, ist. Dann ist v isotop
zu p; ' ovpryoTyop; wobei die Indizes die jeweiligen Vektorbiindel bezeichnen, sofern i schon
auBerhalb der Fasern iiber einer einer kompakten Menge C C L p;' o vpra o Ty o p; ist.

Beweis: Seien mj ¢, mg; die Multiplikation mit ¢ € R in den jeweiligen Vektorbiindeln.
Sei h :]0,1] x Ey — E, h(t,z) := my1070m,

Dann ist das Lemma bewiesen wenn sich folgende Behauptung verifizieren lafit:
h hat eine differenzierbare Fortsetzung auf [0, 1] x E;

und hg ist genau pgl ovpryoTyop

Zunichst zeige ich das lokal.

Seialso L =U C R"**2~™ 5. x R®* - U x R*?

1
Dort gilt ¥(z,v) =z + / (%-y(z,s - 0)|¢=4dt
0
1
daraus folgt h(r,z,v) =m, 1(z + /D(’y)l(,,,‘,.v)dt) T
0

1
wobei /D(7)|(,,,,,,.,,)dt eine C* Abbildung
0

A(r, z,v) nach L(R*1+s2=m+ky Rortoa=mika it )\(0, z,v) = Dz, 0) ist.
m, 1 multipliziert dann den R*? Anteil des Bildes mit .
v r
aber h(r,z,v) = my 1(A(r,z,v)-7-v =
T PrOjRsy+sa—m O A(7, Z,0) - v + projgi, o A(r, z,v) - v

daraus folgt (z,v) — (z,projgr, o Dy - v) ist eine C*° Fortsetzung bei 0 fiir A.
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Diese Fortsetzung erfiillt die Bedingungen des Lemmas in Koordinaten.

Damit diese lokale Rechnung Sinn macht braucht man Trivialisierungen U; x R¥1 U, x R¥3,
Uy, Us C R*1t52=m yon Ey E5 sodaB es eine Einschrankung v : U; x R¥r — U, x R¥2 gibt, das
ist im allgemeinen nicht so. Aber zu jedem solchen v : E; < E, gibt es ein isotopes 4 wo man
solche Trivialisierungen finden kann.

Nun konstruiere ich eine Isotopie & : [0,1] x E; — E; , soda8 k,(E;) C p-D C E; zuerst
wihle ich eine C*® Funktion g : R — R p(t) = 1fallst < ¢, p(t) = ?w falls ¢ > 2¢ und
p ist monoton und es gelte j# > £. Dann ist in lokalen Biindelkoordinaten durch x(s,z,v) =
(z,(1 — s+ su(y/r(z,v)) - v) eine Isotopie gegeben die das-verlangte erfiillt.

Also gilt es Mengen U C L zu finden sodaB 7; o y(p - D¥*) C U; C L und U, diffeomorph zu
einer offenen Menge im R*:*22-™_ Hier verwende ich da8 die untersuchten Biindel trivial sind
was aber nur Vorteile in der Schreibweise bringt.

Sei g eine vollstandige Riemann Metrik auf L dann gibt es auf der kompakten menge C
ein Maximum K fiir ||T'r3 o Ty|rgx, || beziiglich der Riemann Metrik g und einer Metrik auf
R¥2. Sei Bs(z) := {y : d(z,y) < 6}. Dann ist m 0 y(Bs(z) C Bs1kp(z). Auf C gibt es aber
eine endliche Uberdeckung mit geoditisch konvexen Mengen {Bs,(z:)}, sodaB Bs, 4n,(zi) noch
immer geoditisch konvex sind dann gibt es aber auch ein Minimum 7 fiir die 7;. Verwendet
man als Radius p eine Zahl< & dann sind die Bj, geeignete Mengen. 1

13.10. Lemma. Sei A : E; — E; ein Vektorbiindel Isomorphismus iiber der Identitit. Seien
Ei=E 1®E13 E2=E;1®FEsound A: E;y — Eay, B: Ey 3 — E31,C : Ey1 — Ejp,
D : E, 3 — E, 3 Biindelhomomorphismen, soda8

+=(¢ )

gilt und sei die Bedingung erfiillt A, D sind Biindelisomorphismen. Dann ist A isotop zu dem
Biindelisomorphismus

A 0

0 D

A 0 A B Id A-'.B
R ok C D Dl.¢ Id

ist ein Vektorbiindel Endomorphismus auf F;und

(61 g) [ld+(1—1t)- (D—Ild. ¢ A—Ild. B>]

ist eine Isotopie zwischen
A B
¢ B

(6 5)

Es gibt aber sicher auch eine Isotopie soda A, D Isometrien werden auch sind nur bis auf
Homotopieklassen von Abbildungen von L in die jeweiligen Orthogonalen Gruppen festgelegt Il

Beweis:

und

13.11. Lemma. Sei h: R X L xR? — L x RP eine technische Isotopie die auf dem Nullschnitt
immer die Identitit ist und auBerhalb der Fasern iiber einer kompakten Menge Lo C L alle
Punkte unverandert 1aBt. Dann gibt es eine technische Diffeotopie H : R x L x RP — L x RP,
sodafl H o hg = h gilt auf einem Scheibenbiindel q -DP x L.

Beweis: Id xh : Rx LxRP — R x LxRP? ist eine Einbettung und ein lokaler Diff(;omorphismus,
sodaB T'(Id xh)d; ein Vektorfeld auf dem offenen Bild ist.
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Sei A C* von R nach R eine Funktion sodaB A(1) =0t >¢g+ecund A(f) =141 < qund
X : L x R? — R definiert durch A(l,z) := A(z2). Dann ist T(Id xh)(X - 8;) : € ein Vektorfeld
mit Trager im Bild Sei pr die Projektion die die 8; Komponente vernichtet, dann hat pr(§)
kompakten Trager, das heifit 8;+pr(€) ist ein Zeitabhingiges Vektorfeld mit kompaktem Trager,
und der FluB ist die gesuchte Diffeotopie.

13.12.Die Anwendung auf die Situation in 13.6 und der Beweis von 13.7. Ich identi-
fiziere £y mit Ay ooy X Id(LL) und F; mit Ay 00y x Id(LL). Nun kontrahiere ich das Biindel
E, Isotop in sich selbst, sodaB (¢2 x Id)~1 0 (A2|s,x1d(L,2)) " © (A1 001 X Id) eine Einbettung
von L& 1y — 1,6 L1, ist. Diese Einbettung nenne ich 5. 7 ist dann isotop zu einer direkten
Summe von Biindelisometrien

AeoD: Liel,— 161,
Es gibt auch eine Diffeotopie H mit Trager in Ay(LS3) sodal
o3 x ¥ o(Hy 0 Azls,x1d(L,2)) " 0 (A1 0 0y x 1d)

eingeschrankt auf D™~%2 x D™~*1 x L ebenfalls A @ D ist.
Ich brauche aber, dafl das Diagramm

N APRL IR

o] Ja

B g
Ay

ein Pullbackdiagramm ist. Das heifit daB der gesamte Durchschnitt in A; o A(D™~%2 x D™~ 1 x
L= Age DD~ x D2t x [ liegt,

Dazu ist als erstes wichtig, daB8 die neue Einbettung von S, keine neuen Durchschnitte mit
S; hat.

. Diese Hiirde kann man nur mit der Hilfe von Abschitzungen nehmen. Also ist es nétig

Riemann Metriken einzufithren deren Eigenschaften so unwesentlich sind, da8 ich ohne nihere
Definition ||| bzw. d(e, e) schreiben werde.
Nach einer Idee von Thom werde ich positive Konstanten K, k finden die nur von der konstru-
ierten Isotopie h abhangen, die erst nach der eventuellen Kontraktion des Biindels in sich selbst
einsetzt. Diese Kontraktion ist ungefahrlich und sowieso in eine Diffeotopie einbettbar, also
beginnt fiir die folgenden Betrachtungen die Diffeotopie erst nach der Kontraktion.

13.13. Ubersetzt in die Sprache der Biindel bedeutet das: L; kann man mit S; und L, mit
S, identifizieren. y(L,) darf L5 nicht schneiden auBier im 0-Schnitt analoges gilt fiir y(L»)

13.14. Lemma. Es gilt fiir die im vorhergehenden Konstruierte Isotopie h
7L 0 he(l,01,0)]| > kflos|
llm1, 0 he(1,0,v2)|| > kffvz|

fiir beliebige t € [0,1] und ||v], ||v2]| < p

Beweis: Man mu$ als erstes in Betracht ziehen, da8 h keine neuen Durchschnitte der Mannig-
faltigkeiten erzeugt, das sieht man aus der Konstruktion. Da h C* ist und jedes h; ein lokaler
Diffeomorphismus gilt

“7('_]_2 € hf(I! v, 0)” und ”7r-L1 o ht(l’ 0,v2)
lloal [[v-]l
sind stetige Funktionen die nirgends 0 werden man sieht das leicht an der ersten Taylorentwick-

lung mit Restglied um den 0-Schnitt also haben die beiden Funktionen Minima > 0 auf der
kompakten Menge Lo x p - DP das kleinere der Minima ist als k geeignet.
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13.15. Lemma. Es gibt ein K > 0, sodaf

0
55 el < vl

wo (t,z,v) lokale Koordinaten sind auf 1, & 1,

Beweis: Da h auf dem 0-Schnitt iiberall die Identitat ist, ist %hl[, = 0. In lokalen Biindelka-
rten kann man so schreiben.

a bl
a—h(t,z,v) =/o D(gh)k,',,,.u)ds-v

|| D(Zh)|| hat sicher ein Maximum auf der kompakten Menge Lo x p-D? und jedes K das grofier
ist als dieses ist geeignet

13.16. Lemma. Sei nun H die in 13.11 konstruierte Diffeotopie mit dem Trager eine Scheibe
mit Radius p. Dann kann Hy, t € [0, -:‘—] keine neuen Durchschnitte erzeugen.

Beweis: Dazu mufl man nur nachpriifen, was H mit 1; tut, denn das ist das Stiick von S
mit dem wir hantieren. Fiir n € L, gilt entweder

l7Ls, © he(m)ll 2 k- [I(n)l

oder H bewegt das Bild von 7 nicht. Fiir die Distanz von Ho(n) und Hy(n) gilt

d(Ho(n), He(n)) < K -t -||nl|

wegen Lemma 13.15. Hat man die Metriken richtig gewahlt, dann ist

715, 0 He()l| 2 |7 L5, © ho(n)l| — d(Ho(n), Hi(n))

Damit ist das Lemma bewiesen. |

13.17.Induktionsbeweis von 13.13. Auf L x (p—¢)D ist H oy = h also gelten dort dieselben
Abschitzungen. Setzt man also eine Diffeotopie H! mit Trager im Bild dieses Scheibenbiindels
mit der ersten zusammen sodaB sie auf L x (p — 2¢)DP erfiillt H! o ¥(t,n) = h(t + £,7)

so entstehen daraus wegen 13.16 keine neuen Durchschnitte fiir ¢ < % etc ... Also erreicht
man nach endlich vielen Schritten und Verkleinerungen des Scheibenbiindels das gewiinschte
Ergebnis.

Jetzt ist noch nicht geklart, daB die Tubenumgebungen keine weiteren Durchschnitte haben

als Ay o A(D™* x D™*2 x L). Nimmt man an, da8 S; \ o1(D™*2) und S, \ o2(D™ ")
kompakt beziehungsweise, dafl die Aussage aufierhalb einer kompakten Menge stimmt sind und

die Aussage von 13.7 auch auf einer (1 +¢) - 6""‘" x D™~*1 x L gilt dann ist der Abstand

o
d; von A;(S; \ 01((1 + €)D™=*2 x L)) und S; positiv in jeder Metrik. Dann kann man eine
Riemann Metrik ¢ nehmen, die lokal um A;(S; x D™=?1) auf D™~*1 die euklidische Metrik ist.
Es gibt sicher eine Diffeotopie H mit kompaktem Triger auf einer groBen Scheibe die D™=*1 zu
4 .pm-: kontrahiert. Nun konstruiere ich eine Diffeotopie von S; x R™=*1 aus H mit Triger

auf (S; \01(6"‘"’ x L)xp-D™=*1, Sei A eine C*™ Funktion S; — R, die auf o1 (D™~*2 x L gleich
Oist , auf o1((1+¢€)-D™~*2 x L eine C*® Funktion des Radius in der D™~*2 die bei 1 gleich 0 und
bei 1+ ¢ gleich 1 und auf dem Rest von S; gleich 1 ist. Sei dann H(z,y,t) := (z, H(y, \(z) - 1))
so hat man erreicht dal der Hy 0 Ay(S; \ (01((1+¢)-D™*2x L) x D™~*1 NS, = @ gilt . Dann
hat A,(S;\ (02((1+€)-D™~*! x L)) positiven Abstand in jeder Metrik zu A;(S;"x D™~*1) und
daher kann man jetzt dieselbe Konstruktion mit S; x D™~*2 wie mit S; ausfithren und erhilt
das gewiinschte Ergebnis.
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14. Die Auswirkungen der bewiesenen und zitierten Sitze
auf die Theorie der Kobordismen.

Es gibt mehrere Anwendungen der Aussagen in den letzten beiden Kapiteln auf die Theorie
der Kobordismen. Der Zusammenhang zwischen beiden 148t sich so umreissen
Das grundlegende Problem ist das. In Lemma 11.6 wurde bewiesen, dal zu jedem kritischen
Punkt p einer Morse Funktion, und einem frei wahlbaren gradientenartigen Vektorfeld G gibt
es eine eindeutige Einbettung

hgezt : Ufp,ez:t T Mf(C)

Die Beliebigkeit des gradientenartigen Vektorfelds stort ein klares Bild. Denn dadurch gibt es
fiir denselben elementaren Kobordismus iiberabzahlbar viele Konstruktionen die einander nicht
ahnlich sehen. Leider 148t sich diese Schwierigkeit nicht ausmerzen, aber mit der Anwendung
von Transversalitits und Diffeotopiesitzen kann man etwas mehr Ubersicht in diese verwirrende
Vielfalt bringen. Der Leser moge selbst beurteilen um wieviel klarer die Verhiltnisse dadurch
werden.
In diesem Kapitel wird gezeigt wie man mit dem Transversalititssatz das Theorem 11.1 be-
weist und dann mit der Hilfe von Satz 13.7 eine Z-Struktur ¢norma auf einem Kobordismus
mit einer Morse Funktion, die keine kritischen Punkte vom hochsméglichen Index hat, sodafl
gnormal(Bd2(C) x 0) ein normaler CW-Komplex ist mit etwas iibersichtlicheren Klebeabbildun-
gen. Im nichsten Kapitel werde ich auf der Grundlage von Satz 13.7 einen Satz beweisen, der
es ermoglicht, diese Ergebnisse auf beliebige C* Kobordismen zu erweitern.

14.1. Lemma. Ist F : C — [a,b] eine Morse Funktion [, ] C [a,b] ein Intervall, auf dem
keine kritischen Werte liegen F := F~1(a) so gibt es zu jedem gradientenartigen Vektorfeld G
einen Isomorphismus von Kobordismen ig : F x [a, ] — f~![a, A].

Beweis: Definiere ig(z,t) := Flg(z)

14.2. Lemma. Wihlt man nun ein anderes gradientenartiges Vektorfeld G so ergibt sich
ig(z,t) = Fli(z) und ig(G) ist ein zeitabhingiges Vektorfeld aufF und ig(Fl}.(G,)(:z:),t) =

G

ig(z,t). Also entspricht der Wechsel des gradientenartigen Vektorfeld’s einer Diffeotopie von

F. und jede Diffeotopie H von F 1aBt sich durch die Verwendung von i&(%(H)) als gradien-
tenartiges Vektorfeld ausfiihren.

14.3Bezeichnungen. Seit € [a, b] ein regulidrer Wert der Morse Funktion F : C — [a, b], dann
bezeichne ich mit F; die geschlossene Mannigfaltigkeit F~1(t).

Sei p ein kritischer Punkt vom Index k und t < F(p) ein regularer Wert, soda in dem
Intervall [t, F(p)] kein kritischer Wert liegt. Dann ist Uy p ezt = {(v,u) : 7 < 1+¢, f € [a, 5]}
wobei ||a|| > F(p) —t ist. Das folgt aus dem Beweis von 11.9. Also gibt es auch die Einbettung

o
hp ezt|l{f = F(p) — t} einer S™~*-1 x D™~* pnach F,
Ebenso sei t; > F(p) ein reguliarer Wert, sodaB in [F(p),t;] kein kritischer Wert liegt, dann ist

0
B > t; — F(p) und es gibt die Einbettung hp .-¢|{f = t; — F(p)} einer S*"~*-1 x D* nach F;
Ebenso kann es Einbettungen nach F; geben, die von anderen kritischen Punkten stammen.
Ich nenne solche Einbettungen dann @y, x.: wo p;der krit. Punkt und k; sein Index ist falls
F(p;) >t und @p; k5« falls F(p;) <t ist.

Trajektorien eines beliebigen gradientenartigen Vektorfeld’s schneiden F; entweder in einem
Punkt oder garnicht. Letzteres aber nur dann, wenn sie vorher ineinem kritischen Punkt enden.
Sei also G ein solches gradientenartiges Vektorfeld Die durch $p;.k;,t €ingebetteten S™—ki~len
sind also gleichzusetzen mit den Trajektorien von —G die nach p; fiithren. Umgekehrt sind die
eingebetteten ¢p, k,,:(S* ~)en gleichzusetzen mit Trajektorien von G die nach p; filhren. Daher
kann man an Durchschnitten solcher Sphiren ablesen ob und welche Trajektorien von p; nach
p; fiihren

14.4. Lemma. Schneidensich ¢p. ;. (S™*=1) und @, &, «(S¥'~!) nicht so kann man durch
die Wahl einer kleineren Umgebung von p; erreichen, daff z

hp_,',ezt(Up,-,e.tt) 0 hp.,czt(Upi,e:t) =0 gilt
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Beweis: Man betrachte folgendes beide Sphiren sind kompakt und haben daher in einer be-
liebigen Metrik auf F; positiven Abstand, sofern sie sich nicht schneiden. Man wahle eine

Riemann Metrik die auf ¢p, k, +(S¥~1 x [o)"“"") eine Riemann Metrik auf $¥:~!xdie euklidis-
che Metrik auf D™~*: ist. Dann werden lokal um @p, i, (S*:~! x D™~*:) die Abstande von der
Sphire, von der Metrik auf der D™~*; bestimmt. Ist der Abstand von ¢y, ¢, +(S™~%i~1 x D¥5)
und der Sphire gr”Ber als 1 + ¢ so ist nichts zu beweisen. Andernfalls verwende man anstelle
von hp, die Einbettung ps o hp, wo é kleiner als der Abstand ist. Das y; stammt von Lemma
11.4

14.5. Lemma. Zwischen einem Schnitt in einem Vektorbiindel der aufler auf einer kompakten
Menge K aus der Basis der 0-Schnitt ist und dem 0-Schnitt gibt es eine Isotopie mit kompaktem
Trager namlich h(t,z) = my(s;) wo m; die Multiplikation mit t im Vektorbiindel und = aus
dem 0-Schnitt ist.

14.6. Lemma. Nun kann man den Transversalititssatz und 12.10 einsetzen und erhalt ohne
lange Rechnung, daf die Spharen von denen nun die ganze Zeit die Rede ist, 0.B.d.A. transversal
sind.

Beweis: Man fasse ¢p; &,;,«(S™ %=1 x D¥ auf als Vektorbiindel und

@ps kit (SF 1)U bp, k;,1(S™Fi~1 x D*5 als Untermannigfaltigkeit.

Dann besagt Satz 13.2, daB es einen Schnitt gibt der transversal zu ¢p, &, ¢/(S**~1). Dieser
Schnitt ist laut 14.5 isotop zum 0-Schnitt und laut Satz 12.10 gibt es dann eine Diffeotopie H
mit kompaktem Trager, sodafl

Hjogp, k1 |S™=*i=1 transversal ist zupp, , ¢|(S** ")

Nach 14.2 kann man dann das gradientenartige Vektorfeld so verandern dafl ein neues cpfp;,kj), =
Hio ¢y, k,¢|S™ %=1 entsteht.

14.7. Schlufifolgerungen. Die Menge der Trajektorien von —G die von p; nach p; fiithren
entspricht dem transversalen Durchschnitt der beiden Spharen. Der ist entweder leer oder eine
ki—1+m—kj—1—m+1=k; —k; — 1 dimensionale Mannigfaltigkeit. Daher gilt:

i.) Ist k;j > k; so, ist dieser Durchschnitt leer

ii.) Ist der Durchschnitt nichtleer, so kann man Satz 13.7 anwenden

Ich wende mich vorlaufig weiteren Folgerungen von i) zu

14.8. Lemma. Wendet man auf i) das Lemma 14.4 an so folgt: Ein Hindernis fiir die Er-
weiterung von Up, ezt nach unten kann nur ein kritischer Punkt von niedrigerem Index oder der
untere Rand des Kobordismus sein. Ansonsten kann man das gradientenartige Vektorfeld so
andern, da8 ein eventuelles Hindernis umgangen wird.

Beweis: Man beachte im Zweifel den Anfang des Beweises von 11.9. Daraus geht hervor,
daB ein solches Hindernis, nur ein Hindernis zur Fortsetzung einer FluBlinie des gradientenar-
tigen Vektorfelds (in negativer Richtung), die durch h, (Ui p,) verlauft, bestehen kann. Ein
solches kann dann nur ein kritischer Punkt oder der untere Rand sein. Einem kritischen Punkt
héhereren Indices kann wegen 14.7 i) und 14.4 immer durch Wahl der Umgebungen und des
gradientenartigen Vektorfeld’s ausgewichen werden.

14.9. Lemma.

Ist p; ein krit. Punkt und Up ezt = {(v,u) € R* xR™=F : r(v,u) < 1, f(v,u) €]a, B[}, dann gibt
es eine Morse Funktion F, die auBerhalb von hp,ezt(Up,ezt) gleich F ist und dieselben kritischen
Punkte hat wie F. F(p) = F(p) + a + ¢ und F hat ein gradientenartiges Vektorfeld, dessen
Trajektorien sich nur durch Geschwindigkeit von Trajektorien des gradientenartigen Vektorfelds
unterscheiden, mit dem hy .. konstruiert wurde

?eweis: Es liegt nahe, eine C* Funktion f auf Up .o+ zu konstruieren, die erfiillt:
f = f auf einer Umgebung des Randes in Up,est
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f = f+ a+e¢in einer Umgebung von (0,0) € R* x R™~*

T(f) > 0 auf Up ezt \ (0,0) Dann wiirde F(p) + h,,,,,,,.(f) auf Up .1+ und F iiberall sonst alle
Anforderungen erfiillen.

Behauptung ohne Beweis: Es gibt eine C* Funktion # mit Tréager in dem Intervall [a, £], soda8

gilt
6t)=0&telate,f—e¢l

0(t) = |la| —e1 & t € [-4, 6],
6 <1Vt eR.

Sei A eine Glockenfunktion, die folgendes erfiillt
M)=1ei< %,A(t):O«—»tZ%+s

Dann setze ich f fest als
f(v,u) = f(v,u) = 0(f(v,u)) - Mr(v, u))

Der Trager von 8(f(v,u)) - A(r(v,u)) ist {(v,u) € R* x R™~k : r
also ist sicher f = f auf einer Umgebung des Randes. 0(f(v, u)) -
= |a| — €, auf {(v,u) ER* x R™~*:r < 1 7€ [-46,6]}

Nun ist noch die Ableitung zu iiberpriifen

<liefelateB-¢},
Alr

(r(v,u)) ist lokal konstant

df =df — A(r)-6-df +6(f) - A-dr
df = 2(—v,u), dr:%-(uz-v,v2-u)

df und dr sind also linear unabhéngig aufler dort wo r = 0 ist aber da ist sowieso X_: 0
(1 = A(r) - ) der Koeffizient von df istiiberall gréBer als 0, weil § < 1 und damit erfiillt f alle
Anforderungen. Als gradientenartiges Vektorfeld kann man nun 1/Y(f) - T verwenden.

Aus 14.8 und 14.9 kann man dann den Satz 11.1 durch eine triviale Induktion beweisen. Von
diesem Satz gibt es in der Literatur aber immerhin genug Beweise.

15. Konsequenzen des Satzes 13.7

In diesem Kapitel wird stets angenommen, dafi eine Morse Funktion FC — [a, b] so aussieht.

F hat m + 1 Werte wo, w; ... wn, fiir die gilt wo = a,w, = b, w; > w; & i > j und F~1(w;)
enthilt alle kritischen Punkte vom Index i. Es sei denn eine andere Annahme wird ausdriicklich
verwendet. Die obige Grundannahme ist eine Folgerung aus Satz 11.1.
15.1.Einiges iiber Kartenwechsel.
Angenommen ¢y, , ¢(S¥~?) und @p, k(S "*i~1) schneiden einander, wobei t € [w;, w;] ein
regulirer Wert ist. Dann tun sie das 0.B.d.A. transversal, und der Durchschnitt ist eine k; —
k; — 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit L von F;. Durch Anpassung des gradientenartigen
Vektorfeld’s G kann man erreichen, daf8

A
L x D¥ x D™~k ——— §ki=1 x pm—k

Dl J‘Pp,‘k..t

Sm—kj—l

PR B TN -7:!
Prjikjit

kommutiert, wobei A und D Vektorbiindelisometrien iiber Tubenumgebungen
o1 :1x D% — 8§51 gy L x D™k — gm-ki-l
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der Untermannigfaltigkeit L in den Spharen sind. AuBerdem bin ich im Beweis von beliebig
gewahlten Tubenumgebungen ausgegangen. Man kann daher die Tubenumgebungen vorher frei
wihlen. AuBerdem kann man in globalen Biindel Koordinaten (die beiden Biindel sind triv-
ial) A(l,v,u) = (o1(1,v), A; - u) , D(l,v,u) = (02(l,u), D; - v) schreiben wo A;,D; vonl € L
differenzierbar abhangige orthogonale Matritzen sind.

Sei nun v; ; der Kartenwechsel zwischen Uy p; ezt, hp; ezt Und Ul p; ext, Bp; ezt und 7; ; seine
Einschrankung auf #;, dann kann man in Koordinaten schreiben

'_75.j(61(lr v)’u) = (‘72(1’ Az_l 2 u),DI ¢ U)-

D, -v wird durch I, v schon bestimmt. Das heifit durch den Punkt auf der Sphire $*—1 wihrend
der Punkt auf der $™~%5=! durch ! und u bestimmt wird.

Die Konstruktion des Kartenwechsels v; ; aus %; j. Sei T; das Vektorfeld Tj—(ﬁ (—v,u)
auf R¥: x R™~*: und T, dasselbe mit j statt i. Da die beiden Umgebungen nach dem gleichen
gradientenartigen Vektorfeld konstruiert sind miissen, da FluBlinien in FluBlinien iibergehen
FluBlinien von T; in FluBlinien von T; iibergehen Am besten 148t sich das so als Formel auf-
schreiben.
Falls %; ; 0 Qi(m,wi, ri, t — wi) = Qj(7,wj, rj, 1 — wj),
dann ist v;; 0 Qi(7i,wi, i, 5 — w;) = Qj(75,wj, 5,5 — w;).

Das definiert den Kartenwechsel auf einer offenen dichten Menge des Durchschnitts. Vielleicht
ist auch

7,5 © Qi(o1(l,v),w(u), \/ﬁ, §—w;) = Qj(az(l,AI—l -u), 7(Dy - v), \/‘l—);, 5 — wj)

eine iibersichtliche Schreibweise.

15.2. Das Eliminieren kritischer Punkte. Aus der (Ko-)Homologie Theorie kann man
folgern, daf sich zwei kritische Punkte p;,p; nur eliminieren lassen, wenn k; = kj + 1 st und
Ppi ki ts Pp, k;t Durchschnittszahl 1 oder —1 haben.

15.3. Ich wende mich aber jetzt dem Spezialfall zu k; = k; + 1 und L ist ein Punkt. Dann
kann man die Koordinaten in Up, so wahlen, daB dieser Punkt auf der $¥:~1 durch die erste
Koordinate im R¥: gegeben ist. Ebenso fiir Up,; wahle man Koordinaten , sodaf8 dieser Punkte
§m-ki-1 die erste Koordinate in R™~%; ist.

Das ist so gemeint: Es handelt sich um Punkte auf einer $*~! beziehungsweise auf einer
§m-ki=1 diese Sphiren sind in den konstruierten Karten Aquipotentialflichen der Funktion f
geschnitten mit dem entsprechenden Unterraum R¥: beziehungsweise R™~*i=1. Sicherlich gibt
es einen linearen Koordinatenwechsel in diesem Unterraum, der diesen Durchschnittspunkt in
jeden beliebigen Punkt auf der entsprechenden Sphire abbildet. Nun erinnere man sich daran,
daB an A, D nur jeweils eine Homotopieklasse von Abbildungen L — O(m—k;) bzw L — O(k;)
festgelegt ist. Da L nur ein Punkt ist steht nur Orientierungsumkehrung oder die Identitét
zur Auswahl. Orientierungsumkehrung kann man vermeiden indem man auf den Koordinaten
andere Orientierungen wihlt. O.B.d.A. ist also ein Kartenwechsel in diesem Fall immer gleich
wiahlbar, dh er ist durch m, k;, w; — w; schon eindeutig festgelegt bis auf die beliebige Wahl der
Tubenumgebungen.

15.4. Satz (first cancellation Theorem). Angenommen es gibt auf C eine Morse Funktion
F : C — [a,b] und dazu ein gradientenartiges Vektorfeld, soda zwischen zwei krit. Punkten
pi und p; genau eine Trajektorie T von G verliuft und sich die Spharen in F; transversal
schneiden. Dann gibt es auf C eine Morse Funktion die bei p; und p; keine kritischen Punkte hat
aber sonst dieselben kritischen Punkte wie F, und auBerhalb einer beliebig kleinen Umgebung
von T dasselbe gradientenartige. Vektorfeld

15.5. Lemma. Man kann o.B.d.A. annehmen, daf§

C=C,eCe(C

91 92
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gilt wobei C als einzige krit. Punkte von F p;,p; enthélt. Allerdings muf man hier von der
urspriinglichen Annahme am Anfang von Kapitel 15 abgehen.

Beweis: Nach den Lemmata 14.8 und 14.9 kann man die kritischen Werte so verschieben, daf§
es ein gradientenartiges Vektorfeld der neuen Morse Funktion gibt, dessen Trajektorien sich nur
durch Geschwindigkeit von denen des alten gradientenartigen Vektorfeld‘s unterscheiden. Die
Bedingungen fiir eine Verschiebung der Werte aller kritischen Punkte vom Index k; aufler p;
nach oben, sowie die Bedingungen fiir eine Verschiebung der Werte aller kritischen Punkte vom
Index k; aufer p; nach unten sind gegeben.

Sei also € =: (W, V,V)

Ich werde nun nach einer Idee von Marston Morse das gradientenartige Vektorfeld so in einer
Umgebung der Trajektorie andern, daB ein Vektorfeld entsteht, dessen Trajektorien von V' nach
V verlaufen

15.6. Konstruktion einer Umgebung der Trajektorie T, die mit praktischen Koor-
dinaten versehen ist.. Sei ¢ : R — R eine C*® Funktion mit den Eigenschaften

Ol—00,e] = Idjoco,e] s Plfr—e,00[(t) =1 — 1,

1
(1) > 0 fiir ¢ € [0, 1]/ SR =y s
0

Dann ist das Vektorfeld auf R x R¥i x R™=%: (¢,v,u) = W(Mt),—%,?u) ein gra-

dientenartiges Vektorfeld zu f(; #(t)dt + u? — v?, und die einzige Trajektorie, die die kritischen
Punkte (0,0,0) und (1,0,0) verbindet ist die Strecke zwischen ihnen. Es gibt Einbettungen

h(o,0,0) : R* x R™7%i — R x R¥ x R™~%:

h(1,0,0) : R¥ x R™=¥ — R x R¥ x R™~%:

in Umgebungen der kritischen Punkte. h(g,0) identifiziert die erste Koordinate in Rk
mit der R Koordinate und h(; ) bildet die erste Koordinate z; in R*: affin durch 1 + z,
auf die R Koordinate ab, sonst sind beide die Identitit. Den tatsiachlichen Kartenwechsel der
durch das gradientenartige Vektorfeld festgelegt wird braucht man zum Gliick nicht ausrechnen,
denn in einer Umgebung der Trajektorie zwischen (0,0,0) und (1,0,0) kann man das gradien-
tenartige Vektorfeld so verindern, daf8 ein vorbestimmter Kartenwechsel entsteht, siehe 15.1
bis 15.3, und denselben Kartenwechsel kann man zwischen Up; ext, hyp; ezt und Up, ezt, hp; ext
durch Anpassung des gradientenartigen Vektorfelds wahlen. Daher kann man die Vereini-
gung der Bilder von ko)), h(1,0,0) in W einbetten, darin ist auf jeden Fall folgende Menge
enthalten. Sei F : C — [—¢,w; — w; + €], F(p;) = 0, F(p;) = w; — w; dann gibt es
eine Umgebung U, von [—\/w; —wj +¢,1 + Vwi—wj +¢] x 0x 0, Up := {t,v,u) : t €

w; — w; +&,1+ \/w; —w; +¢),u’ + v2 < r} und von der gibt es eine C* Einbettung
v nach W. v([—/wi —w; + ¢, 1+ /w; — w; + € x 0 x 0]) nenne ich T und v([0, 1] x 0 x 0) nenne
ich T', letzteres ist die Trajektorie von p; nach p;. In einer kleineren Umgebung von T #andere ich
das gradientenartige Vektorfeld zu ”*(W))ﬁm -(¢(t), —2v, 2u)) und dieses lokal geanderte

gradientenartige Vektorfeld nenne ich G. T zerfillt in drei Trajektorien, eine von V nach p;,
das ist v([1,1+ /w; — w; ¥ €] x 0 x 0) T von p; nach p; und v([—/w;i — wj +¢,0] x 0 x 0) von
p; nach 14

Die Idee ist nun das Vektorfeld lokal so zu verandern, daB T eine Trajektorie wird, die von V
nach p; von da in umgekehrter Richtung zum urspriinglichen Vektorfeld nach p; und von dort
weiter nach V geht.

Das geht zwar leicht, aber das globale Verhalten des neuen Vektorfelds ist schwer zu beur-
teilen. Vorlaufig rechne ich in den eben konstruierten Koordinaten. Es wird jedoch geniigen
folgendes zu wissen:
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15.7Lemma. Es gibt eine Umgebung v(Us) von T, Us = {u?+v? < 6}, sodaB keine Trajektorie
von G v(Us) schneidet, dann v(U) verlafit, und wieder nach v(Us) zuriickkehrt

Beweis: Andernfalls gibt es eine Folge von Trajektorien Tk, sodaB T; durch Punkte ri, s,k
in dieser Reihenfolge verlauft, sodaB die Haufungspunkte von r; und t; auf T liegen. W \ v(U;)
ist kompakt, und daher kann man die T} so wahlen, da die Folge s; in einen Punkt s €
W \ v(U;) konvergiert . Die Trajektorie T, durch s kann nicht von p; nach p; verlaufen wegen
der Voraussetzung, dafl es nur eine solche gibt. Also kommt 7, entweder von V, oder geht
nach V, oder beides. Wie man spéter aus den Argumenten leicht sehen wird, ist es nur nétig
folgenden Fall zu untersuchen.

Angenommen T, kommt von V. Sei s, :=T, NV und TNV := P € V. Es gibt drei Fille.

(1) T,fiihrt von s, nach s und von dort nach p; und endet daher dort. Dann ist F(s) <
F(pj) = 0. s, ist sicher von P durch eine kompakte Umgebung K getrennt . Dann ist
K :=Flg(K x [0, F(s)+¢€]) eine kompakte Umgebung, die disjunkt ist zu 7' und daher positiven
Abstand zu T hat. K enthalt alle Punkte s; fiir groBe k und auch alle zugehdrigen Punkte ry.
Das ist ein Widerspruch.

(2) T, verlauft nach p; und endet daher dort.

Es gilt: s, ist durch eine kompakte Unmgebung K von ¢, _.(S*¥~1) getrennt. Daher ist
F(s) < F(p;). K := Flg(K x [0, F(s) + €]) eine kompakte Umgebung von s, disjunkt zu
T. K enthilt alle Punkte si, fiir groBe k und auch alle zugehérigen Punkte . Das ist ein
Widerspruch.

(3) T, verlduft nach V. Sei dann F(p;) <t < F(p;) und P := T, N F,. P ist dann sicher
getrennt von ¢y, +(S*:~1) und &, (S™*~1) durch eine kompakte Umgebung K. Sei nun
K :=FI5(K x [-t —¢,w; — w; + € —t]). K enthilt alle Punkte s, fiir groBe k und auch alle
zugehorigen Punkte ri. Das ist ein Widerspruch. il

15.8. Jetzt éndere ich das Gradientenfeld. v*(grad(F)) = (#(t), —2v,2u) Sei A eine
C> Funktion A : R®> — R mit Trager [—£,4] x [, wi — wj + 1] , &1 < € und das neue
Vektorfeld £ sei A((u?+v?),t)-(—1,—2v, 2u)+ (1= A((u?+v?),t)) - v*(grad(F)) in Koordinaten.
Das 148t sich zweifellos durch grad(F') iiberall sonst zu einem Vektorfeld auf W erginzen. In
den gewiahlten Koordinaten ist jedenfalls der R¥s x R™~*i_Anteil (—2v,2u). Das heifit die
R¥; x R™~*: Koordinaten von Flg(t,v,u) sind ezp(—2s) - v,ezp(2s) - u), sofern die FluBlinie
nicht v(U) verlaBt. Daraus kann man folgern, eine FluBlinie verlaBt entweder nach endlicher
Zeit v(U), dadurch daB u? + v? zu grof wird, oder die u Koordinate ist 0 und die FluBllinie
nahert sich dem Bild des Intervalls, oder sie verlaBt v(U) ,,vorher” aus irgendeinem anderen
Grund. Das Bild des Intervalls ist eine FluSllinie von £, die von V nach p; von dort nach p;
und dann nach V geht, und £ angewandt auf die Koordinatenfunktion ¢ ist in einer kleinen
Umgebung immer kleiner als eine fixe negative Zahl und daher verliduft jede Trajektorie die
v(U) nicht verlaBt nach V.

15.9. Lemma. Alle Trajektorien von ¢ verlaufen von V nach V

Beweis: Alle Trajektorien, deren Durchschnitt mit v(U%) leer ist, verlaufen sowieso so, denn
es sind Trajektorien von G, die in keinen kritischen Punkt verlaufen. Sei z ein Punkt aus v(Ug_)

und 7T die Trajektorie von & durch z.
Laut 15.7 gilt : Falls T, v(Us) verlait, dann kehrt T, nichtmehr in diese Menge zuriick.
Daraus folgt: T, bleibt dann eine Trajektorie von G, und die verlauft immer nach V. Verlait
T: v(Us) nicht, dann nahert sich T, beliebig nahe (siehe 15.8) an T an, falls sie nicht vorher 1%
erreicht, aber in einer kleinen Umgebung von T' verlaufen alle Trajektorien nach 14
Dieselben Argumente sind auch fiir die negative Richtung und V anwendbar. i

15.10. Lemma. In der gegebenen Situation ist (W,V,V) = (V x [0,1],V x 0,V x 1).

Beweis: Um umstéandliche technische Konstruktionen zu vermeiden, verwende ich die Tat-
sache, da W = F~1[—¢, w; —w; +¢€] C Mf(C) ist und (_EEH = G in einer Umgebung des Randes

von W. Sei E% =: & |W und sonst iiberall {; = G, dann ist V wegen 15.9 sicher im Bild
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von Flé1 oincly : V. x R D @ — MI(C) und V ist sicher transversal zu der Abbildung daher
ist (Flg, oincly )~1(V) eine Untermannigfaltigkeit von Kodimension 1 in ©. Zu jedem Punkt
v € V, muB es, wegen 15.9 genau einen Zeitpunkt #(v) geben, soda8 Flz(lv)(v) =9 €V ist.
v ist durch v eindeutig bestimmt, weil die Trajektorien eindeutig sind. Die Aussage mit der
Untermannigfaltigkeit bedeutet nichts anderes, als da8 ¢(v) C* ist. Nun definiere ich das C*
Vektorfeld £ auf W durch E(Fl;1 oincly (v) := t(v) - §(Flg, oincly (v)). Dann ist

FI;— oincly : V x[0,1] — W
ein Diffeomorphismus wie man leicht nachrechnet, und dieser Diffeomorphismus ist auch ein

Isomorphismus von Kobordismen.
Das heifit wenn man auf 15.5 zuriickkommt, da8

C= Ca; Bdy(C,) x [0,1]:(,’5

gilt wo g ein Diffeomorphismus ist der von g; und dem eben konstruierten Diffeomorphismus
von V und V bestimmt wird. Da sich Morse Funktionen wie Kobordismen zusammensetzen
lassen, folgt leicht 15.4. I

Mit diesem Satz ist die Grundlage dafiir gegeben, dafl ich auch konstruierte
Kobrdismen vom Index m behandeln kann

15.11. Lemma. Ist C ein Kobordismus, Mf(C) zusammenhangend und F : C — [a,b] eine
Morse Funktion. Dann kann man F so idndern , da8 gilt:

(1) Ist Bdy(C) = @, so gibt es genau einen kritischer Punkt vom Index 0

(2) Ist Bdi(C) # 0, dann gibt es keine kritischen Punkte vom Index 0.

(3) Ist Bdy(C) = 0, so gibt es genau einen kritischen Punkt vom Index m.

(4) Ist Bdy(C) # 0, dann gibt es keine kritischen Punkte vom Index m.

Bei der Anderung bleiben kritischen Punkte vom Index k, 1 < k < m — 1 erhalten.
Der Beweis braucht einige Sublemmata.

15.12. Lemma. Ist m > 1, dann ist die 0-te (KO-)Homologie von Mf(C) schon bestimmt
durch die 0-te (KO-)Homologie von F~1[a,b], wo w; < b < wo ist.

Beweis: Ein Kobordismus setzt sich laut Satz 11.1 zusammen aus F~![a,¢], wo w1 <
é < b gilt, und F~1[¢,b]. Letzteres ist isomorph zu n x (b — ¢é) - D™ U Bd»(C) x [é,b] wobei
F~1a,b]\n x D™ = F~1[a, ] ist.

F~1[a, ¢ ist Homotopieaquivalent zu einem CW-Komplex mit einer k Zelle fiir jeden kritis-
chen Punkt vom Index k. Die m -Zellen sind entlang einer Einbettung des Randes angeklebt
und es gibt sicher eine Mayer Vietoris Seqenz:

H(incl)@H((incl)
Hi(n x D™) @ Hi(F~[a,é]) — H;(F~[a,})])
— Hi_j(nxS™ 1) — ...

Die Abbildung H(incl) & H (incl) ist in Dimension 0 aber offensichtlich Idz~ &1 wo

n
N2l T,y ) = Zz,-
=1
Daraus folgt Idz» @7 ist insbesondere injektiv und der Kokern dieser Abbildung ist isomorph
zu Ho(F~1[a,b]), wegen

.= H.-(n X Sm_l)

H(incl)@H(incl)

0 — Ho(n x $™1) Ho(n x D™) @ Ho(F~[a,d)) — Ho(F~[a,b]) = 0
Ho(F~1[a,b]) ist frei, also auch der Kokern und dieser Kokern muf ebensoviele Erzeuger haben
wie Ho(F~[a,d])

F~1[a, ¢ ist homotopieiquivalent zu einem relativen CW-Komplex und ich behaupte nun F~1
ist homotopiedquivalent zu dessen 1-Geriist. Stimmt diese Behauptung dann ist das Lemma
bewiesen. Diese Behauptung ist aber ein Korollar eines Satzes den ich als nichstes beweisen
will.
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15.13. Satz. Sei C :=Cy ® C; ...C;n—1 ein Kobordismus mit einer Morse Funktion F, sodafi

o

F~a;,b;] C; ist. Dann ist F~1[a,b;]] homotopieiqivalent zum I Geriist des zugehérigen CW-
Komplexes.

Genauer ausgedriickt: Aus diesen Daten kann man (nicht eindeutig) eine Zusammensetzung
von konstruierten Kobordismen aufbauen. Dieser entspricht dann eine Z-Struktur und ein
CW-Komplex eindeutig. Aber es ist praktischer, C; nur dann als konstruierten Kobordismus
aufzufassen, falls es kritische Punkte der vom Index i gibt, und dort die Z-Struktur zu verwen-
den. Andernfalls ist C; ein Zylinder und auf dem Zylinder gibt es auch eine eindeutige triviale
Z-Struktur. Das hat den Zweck ,dafl dann keine Fallunterscheidungen mehr getroffen werden
miissen.

Beweis: Der CW-Komplex wird nun, wenn man wie oben beschrieben vorgeht, stufenweise
aufgebaut:

Bdg(cm_l)/q-m_l = pm-1 'UBdl(Cm_l),
nichstensBdz(Crm—-2)/gn-5 = Nm-2 X D™~ 2 U Bd; (Cp—2)
der CW-Komplex zu Cy,_p @ 2Cm — 1 ist dann n,,—; x D™~ By (Con-1/ g —s.c05a

qm=
das m—2 Geriist dieses Komplexes ist Bdy(Cm-2)/j,._, und auf offensichtliche Weise eingebettet
in nm_y X D™= U Bdi(Cm-1/gm—3,100a: Der CW-Komplex zu C ist

Bd2(c)/qm_| /qm-:,«nu: 2% / L /qO,(ctul‘

Alle Zellen von Dimension < [ sind dabei Quotienten von Bd;(C;) mit denselben Quotientenre-
lationen, mit denen auch der CW-Komplex zu Cp e C; ...C; konstruiert wird. Also ist letzterer
do

isomorph zum l-Geriist und nach Voraussetzung ist

Cog’ Clc---OQEF_l[a,bl] [ |

15.14. Sublemma. SeiC :=(p oCl, dann werden durch (q := Q¢ ql)leQ(C)XO — Mf(C) die

1-Zellen abgebildet in die Tra_]ektonen des gradientenartigen Vektorfelds die in die kritischen
Punkte vom Index 1 gehen, und entweder vom unteren Rand oder von einem kritischen Punkt
mit Index 0 kommen.

Beweis: Fiir ¢; auf C; gilt das, wegen der Konstruktion von II in 9.3, wodurch $$™~2 x ;-D?
abgebildet wird auf j;(ca - D'), wenn man C; als K(V, k, ¢) auffasst, bzw. auf hp, ezt(R), wenn
man das nicht tut,aber die Z-Struktur von K(V,k, ¢) iibertragt. Die Randpunkte einer Zelle
sind zwei Punkte, von denen 0.B.d.A. nur die Zusammenhangskomponente festgelegt ist. Die
Z-Struktur go ist auf den D™ die Abbildung = : $™~! x [0,1] — D™, #(r,w) = r-w. Wahlt
man bei der Konstruktion der zusammengesetzten Z-Struktur den Isomorphismus von C; nach
Bd,(Co) x [0, 1];C1 so:

Dieser Isomorphismus wird in 5.4 (Konstruktion der Z-Struktur) durch einen Kragen fest-
gelegt, den kann man mit der Hilfe des gradientenartigen Vektorfeld,das in 8.9 festgelegt ist

konstruieren.
So werden durch Id Ugo Trajektorien in Trajektorien abgebildet, also insbesondere diejenigen
g

die 1-Zellen reprasentieren

Beweis von Lemma 15.12: Nun ist bewiesen, da§ aus Mf(C) ist zusammenhingend folgt,
daB F~1[a, b] zusammenhéngend ist.

(1) Angenommen Bd;(C) # @ und es gibt einen kritischen Punkt vom Index 0, dann reprisen-
tiert dieser eine 0-Zelle und die miifite durch eine 1-Zelle mit Bd,(C) oder einer anderen 0-Zelle
verbunden sein. In beiden Féllen enthilt die 1-Zelle eine Trajektorie, die von einem Punkt vom
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Index 1, nach dem krit Punkt vom Index 0 geht, und die zweite Trajektorie verlauft nicht in
diese D™. Damit sind die Bedingungen fiir die Elimination dieser kritischen Punkte gegeben.

(2) Ist Bd;(C) = 0, dann hat F sicher ein lokales Minimum, und das ist ein kritischen Punkt
vom Index 0. Gibt es noch einen zweiten solchen, so miissen beide durch eine 1-Zelle verbunden
sein. Diese bedeutet wieder einen kritischen Punkt vom Index 1 der mit beiden genau durch
eine Trajektorie verbunden ist. Daher kann man einen der beiden kritischen Punkte vom Index
0 eliminieren.

(3), (4) beweist man indem man (1) und (2) auf —F anwendet und dann wieder die negative
der neuen Morse Funktion nimmt.

15.15. Satz. Ein Kobordismus C mit leerem Oberem Rand entspricht einem CW-Komplex,
der homdomorph ist zu Mf(C). Genauer: C hat eine Darstellung als K(I') wo I' eine Zusam-
mensetzung von konstruierten Kobordismen ist, und T' hat als konstruierten Kobordismus von
Dimension m den Raum ($™~!, m,1dgm-1). T entspricht eindeutig ein CW-Komplex und dieser
CW-Komplexe ist homéomorph zu Mf(C).

Bewels:

SeilC:=Co .. ® iy

Jo gm-1

Bd; (C,,) ist wegen 15.12 0.B.d.A. eine S™~! und der relative CW-Komplexzu Coe... ® Cpn_1
g

0 Im-2

ist ein Quotient der Sphare.Es gilt auch:

Cio.c. » Loy o (™ x5 ' 208" ' x1)2=Ce... ¢ Cpu-1.
9o Im—-2 gm-1 9o gm-2

Von Mf(Co e ... ® Cpy @ I(S"‘“1 x [0,1],8™~1 x 0,8™~! x 1)) nach Mf(C) gibt es die
go Im-2 gm-—

Quotientenabbildung 7 U Id, #(w,r) :=(1 = 1) - w.
gm-1

Im folgenden Diagramm ist der untere Pfeil eine wohldefinierte Quotientenabbildung

m-1
§™~1x[0,1]] —— Coe... ® Cm_y o (S™1x[0,1],8™1x0,5™ 1 x 1)
go Im—-2 gm—1
*l lt"l..l_lld
D™ R Mf(C)

Um das zu zeigen braucht man nur zu zeigen, da # U Idog™~1(#~1(0 € D™)) ein Punkt
Im-1

ist. Das ist so, denn ¢™~1|§™-1 x 1 ist die Einbettung des oberen Randes. c ist surjektiv
und daher eine Quotientenabbildung, wobei die Aquivalenzrelation g2} zu g™~ ! auf $™~1 ist.
"1 /qgm-1 ist aber derzuCy e ... ® Cn_; gehorige CW-Komplex. I

9o gm-2

16. Die Konstruktion eines normalen CW-Komplexes
mit schénen Klebeabbildungen
aus einer Zusammensetzung von konstruierten Kobordismen

16.1. Lemma. Seien (V,k, ) und (Vy,k, ;) konstruierte Kobordismen und g : V = V; ein
Diffeomorphismus, soda8 gilt ¢; = g o ¢. Dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus von
Kobordismen § : K(V, k,¢) = K(Vi,k, ¢1), soda8 §|Bd, = g gilt
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Beweis: Betrachte:

Id

nx U _ nx U
inclI inclI
1d
nx (U;\{r=0}) _ nx (U \{r=0})
wo(wxld)l lw;o(‘ﬁxld)

(V\ (p(n x $*~1 x 0))) x [a, ] g (Vi \ (p1(n x $*=1 x 0))) x [a, ]

Dieses Diagramm definiert einen Homdomorphismus K(V,k,¢) — K(Vi,k, 1), der auf den
beiden offenen Mengen j;(n x U; und j2((V \ (¢(n x $¥~1 x 0))) x [e, A]) ein lokaler Diffeomor-
phismus ist. § ist daher offensichtlich ein Isomorphismus von Kobordismen und g|Bd, =g

16.2. Lemma. Sei (M,V, V) ein Kobordlsmus und (W, k, ), (Wi, k, 1 konstruierte Kobor-
dismen. Weitersseig: W — V, g1 : Wy — V sodaBl go ¢ = g, 0 ¢1. Dann ist

(M’ Vy V) : K(W’k)¢) £ (M) Vv V); K(Wlakysol)'
1

Beweis: Seig, :=g7log: W bt W, dann erfiillt g, die Bedingung in 16.1, daher gibt es einen
eindeutigen Isomorphismus g, : K(W, k, ) — K(Wy, k, ¢1), wo g2|Bd; = g2 ist. Betrachte nun:

K(W,k, @) —— K(Wh,k,¢1)
‘n‘BdQT Iin:de

% " ) e

(M,V,V) i (M,V,V)

Dieses kommutative Diagramm definiert einen Homsomorphismus. Ubertrigt man jeweils die
Krigen durch die Isomorphismen so wird dieser Homomorphismus zum Diffeomorphismus und
offensichtlich zum Isomorphismus von Kobordismen. [

16.3.Vereinfachung der Schreibweise. In anderen Worten heiit das: Fiir die Zusammenset-
zung von Kobordismen C; ¢ C; wo Ca = K(V, k, ¢) ist nur die Einbettung gop : n x $¥-1 x D™~k
g

ausschlaggebend.

Eine Zusammensetzung Cop ; ... ® C, von Kobordismen, wo C; = K(V;, ki, ;) ist schon
0 gp-1

bestimmt durch die Einbettungen g; o ;41 : nj4q x $¥++1=1 x D™—ki41 — Bd,(C;). Daher werde

ich von nun an Cog' ,. Cp schreiben als Cq > & -2 (fp, wo C; = K(Bda(Ci—1, ki, gi—1 0 i)

ist natiirlich werde ich, da eine Unterscheldung von nun an nichtmehr nétig ist ; als C; und
gi—1 0 ; als p; bezeichnen.

Das nichste wird sein einige Konstruktionen, die der geometrischen Vorstellung offensichtlich
sind, auszufiihren. Um alles wohldefiniert zu haben mu8 ich leider Umwege gehen
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16.4. Definition. Sei K(V,k,¢) gegeben und 6 : N — V= Bdy(K(V,k,)) eine Abbildung:

Dann sei Transp(6) : N \ 6~(4(n x S"~¥~1 x 0)) — V die Abbildung,
die im Folgenden definiert wird:
BN \ 6~ (4(n x S™*-1 x 0)) ist eine Abbildung nach V \ (4(n x S™~*-1 x 0))

Es gibt einen natiirlichen Diffeomorphismus & : V \ (4(n x S™ *¥~1 x 0)) —t \ ¢(n x $¥~1 x 0) (siehe Kapitel 8
nun sei Transp(f) := j; o insg 0 BN \ 671 (p(n x S™*-1 x 0)),
wo j1 : (V \ (¢(S¥~! x 0))) x [a, 8] = K(V, k,¢) die natiirliche Einbettung ist.
Ist # eine C*° Einbettung
dann ist Transp(f) eine C*™ Einbettung einer offenen Untermannigfaltigkeit nach V.
AuBerdem gilt: Ist § = $of , wof: N — nx S™ %1 x DF ist
dann ist Transp(f) = @ o Pof|N \ (6~ (4(n x S™*-1 x 0)))
Zur Erinnerung: P : $™~%-1 x (R¥\ 0) — $*~1 x (R™"%\0) ;
P(w,v) == (1(v), Vo2 -w)

P wurde in Kapitel 8 schon definiert.

16.5Anwendung auf die Einbettungen ¢;. In Cpe...Cp gilt ¢; : n; x S¥—1 x D™~k —
Bd,(Ci—1 und nach 13.7 0.B.d.A. Transp(y;) : (n; x $¥=1\ L) x D™~% — Bd;(Ci-;. Let-
zteres ist keine Tubenumgebung einer kompakten Mannigfaltigkeit. Will man daher auch auf
Transp(y;) und $;_, die Ergebnisse aus Kapitel 13 anwenden, ben6tigt man folgendes Lemma:

16.6. Lemma. Sei N eine m — o — 1 dimensionale Untermannigfaltigkeit von Bdy(C;) und
6 : N x D° — Bd,(C;) eine Einbettung, sodaf :

A
L xD* x D° —— n; x S™—ki-1 x Dki

= [«

N x D° e Bd,y(C;)

ein Pullbackdiagramm ist (ich werde diese Eigenschaft von Tubenumgebungen transversaler
Untermannigfaltigkeiten fortan zur Abkiirzung stark transversal nennen). Sei ebenso ¢;_;
stark transversal zu ¢;. Dann ist Transp(8)|0=1($;(n; x S™~*i—1 x D*i)) stark transversal zu

Pi-1.
Beweis: Sei N der 0-Schnitt in 8~ (4;(n; x S™~*=1 x D*/)) und 6 := 0|0~ (;(n; x S™ %=1 x
D*:)) Es ist auch praktisch, die Diagramme

L x DF: x D° B n; x §M—ki=1 x pk:

ol [

N x D° ety ¢,‘(Tl,‘ x Ski-1pm—k,
é

’ A
Ll % Dln—l % Dm—k. Sk,—l X Dm-—k.

Dl lw.

§m-kisi=ly Dhi Vi
¢l—l
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aufzuzeichnen. Aus der Beschreibung der Kartenwechsel folgt:
Transp(6) ist auf (o2(L x D¥: \ 0) x D° definiert und

Transp(6)(c2(l,v),u) = p; 0o Po Ao D™ (a2(l,v), u) = pi(T(A: - v), Vo? - o1(l, D7t - u))
ebenso ¢;_1(52(11,v1),u1) = @i 0 Ao D™ (52(l1,v1), u1) = ¢i(G1(h, D' - u1), Ay, - v1)

Alle Punkte @;(7(4; - v), V2 - 01(1,0)) sind aus Transp(8)(N)
Alle Punkte ¢;(1(11,0), A;, - v1) sind aus @i — 1(§™~*i-1=1 x 0)

Von nun an werde ich weiterrechnen als ob n; und n;_; beide 1 waren, denn der
Durchschnitt zwischen zwei einzelnen Sphiren ist eine offene und abgeschlossene
Untermannigfaltigkeit von L;. Daher geschieht das 0.B.d.A.

Transp(f)(N) ist daher das Produkt des Kegelstumpfs iiber o2(L x 0) C $™~%:~1, ohne den
0- Punkt, mit der $*:~1. Anders ausgedriickt:

¢i(7,u) € Transp()(N) < (u # 0) A (w(u) € o2(L x 0)) ,
wahrend ¢;(7,u) € $;i1(S™ 5171 x 0) & 7 € 51(L1 X 0) .
Daher ist 8(N) Np;_1(S™ F-1—1 x 0) = L; x Lx]0,1] .

Die Einbettung der D°-Faser iiber einem Punkt @;(r,u) € 8(N) N p;—1(S™~*i-1~1 x 0),

dh. 7 = 7(4 - v), Vo2 -0:1(1,0) = u ist @i(r(Ar - v),Vv? - o1(I, D[ - 4)) wo i € D° ist
die 7 Koordinate ist fiir beide Punkte gleich und das bedeutet diese Punkte liegen alle in
@i—1(S™~*i-1=1 x 0). Daraus folgt wieder, daB durch diese Einbettung eine Tubenabbildung
03:L—1x Lx]0,1] x D° — §™~ki-1-1 gegeben ist.
Ebenso ist 7 = &;(l;,0) und u = A - u; dann ist das Bild der D*:-1-Faser iiber (&;(l;,0), A-u;)
die Menge {¢:(d1 (11, f),‘ll -v1), Ay, -u1)|v; € D¥-1}. Hier bleibt die u-Koordinate gleich und das
bedeutet, daB die Einbettung der D¥:-1-Faser eine Tubenabbildung o4 : L; x Lx]0, 1] x D*i-1 —
N darstellt.

Sei (31(h,0), Ay, -uy) = (r(Ar - v), Vo2 - oy (I, D! - ),

dann ist {, % und V42 schon bestimmt durch l; und u;, und daher ist
@1(h D - v1), Ay - w) = (r(Ar- A7 Y10, DY - v))), Ve2ay (1, Dy M),

d.h. die Wahl eines Punktes in der D*:-1-Faser iiber einem Punkt ist gleichbedeutend mit der
Wahl eines anderen Punktes in der Tubenumgebung von L C N, der in der Faser iiber [ € L
liegt, und dieser Punkt ist unabhangig von der Lage in der D°-Faser. Daher kommutiert:

quld

Ly x Lx]0,1] x D° x D*-1 ———, N x D°
oaxldl l’l‘ransp(&)

Sm—ki-—l = D"'—l <p,-(Sk"'1 X Dm—k.)
pi—1

|
16.7. Interessant ist die Anwendung von 16.6 auf Transp(p;) denn nj x $*~1L ist keine

kompakte Mannigfaltigkeit wohl aber nj x §%=1\ 7 1($; -1 (S™~#/ ~1-1xPki-1)) damit ist starke
Transversalitit zwischen Transp(p;) und ¢;_» erfiillt, auBer auf einer kompakten Menge, und
0.B.d.A. sind die beiden Abbildungen stark transversal.
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16.8. Zu Transp(yp;) gibt es auch den Transport Transp(Transp(yp;)) — Vj-2 den nenne
ich Transp?(yp;) analog definiere ich Transp'(¢;) — V;_;. und mit Induktion nach i kann
man beweisen, dal jeder Transport Transp'(yp;) stark transversal zu ¢; i ist

Beweis: (1) Induktionsanfang:Auf einem Kobordismus Cy e C;  C; ist das schon bewiesen.
(2) Induktionsvoraussetzung:Sei also 16.8 auf Co e - - - @ C;_; schon erfiillt.

(3) Induktionsschritt:-Im Fall daB 2 erfiillt ist sind in Co ® --- @ C;_; @ C; alle Transporte
Transp*(yp;) stark transversal zu ¢i — k — 1

Beweis: Eine Folgerung aus der Rechnung im Beweis von 16.6 ist, daB sie auch stimmt, wenn
man eine Untermannigfaltigkeit aus @;_;()ni—y x S¥-1=1 x D™~*i-1 herausnimmt. Also gilt,
ist Transp""l(:,o,-_l) stark transversal zu ¢;_;—;, dann ist

Transp* (p; Iphj‘(¢._,(n;-;x5*i—l"xD"‘"‘i—x))\A) stark transversal zu ¢¥;_j_1,

wobei A die Menge ist die wegen der Transporte herausgenommen werden mufl. Analoges, gilt
falls Transp?(¢;) stark transversal zu ¢;_,_; ist. Dann ist der entsprechende Transport von
;i auf dem Urbild stark transversal zu allem wozu ¢;_,_; stark transversal ist. Ich gehe nun
gleichsam mit Induktion von i —1 gegen 0 abwirts. Der genaue Induktionsbeweis wiirde jedoch
nur einen uniibersehbaren Wust von Indizes bedeuten. Daher ersuche ich, sich mit den folgenden
Aussagen zufriedenzugeben. Bei jedem Transport werden Untermannigfaltigkeiten mitsamt
der D™—%i Faser dariiber entfernt, falls beim vorhergehenden Schritt starke Transversalitit

erfiillt war. Ebenso ist bei jedem Schritt wo starke Transversalitat erfiillt ist auf, einer L,D¥»
Umgebung starke Transversalitdt in allen folgenden Schritten erfiillt Das heifit aber, da8i nach
jedem Schritt eine kompakte Menge aus n; x $¥:~! iibrigbleibt, auf der man aber 0.B.d.A. starke
Transversalitat durch Anwendung von Diffeotopien herstellen kann.

Die Klebeabbildungen

Ich will als erstes niher eingehen auf den relativen CW-Komplex, der aus einer Zusammenset-
zung von konstruierten Kobordismen aufgebaut wird. Ich habe bewiesen, dal es Abbildungen
von Zellen gibt, die als charakteristische Abbildungen verwendet werden koénnen, und da der
konstruierte Raum kompakt ist, und die Anzahl der Zellen endlich, gibt es keine Schwierigkeiten
mit der Topologie. Mit einer k-Zelle in dem konstruierten Komplex zu Cp @ - - - ® C, identifiziere
ich eine Zelle, die durch die Z-Struktur auf dem Kobordismus C; mit k; = kals j; (R¥: x 0) einge-
bettet wird. Die wird dann durch die Z-Struktur *~! auf Cp e --- @ C;_; ”weiterverarbeitet”.
Zur Erinnerung

C‘_l : de(C.-_l X [0, l] —F Mf(Co L RS :'—1)
5'.—1 = C“lleg(C.--l x 0)
als Klebeabbildung bezeichne ich :¢*=1;(§¥~ 0) : ¢;(§¥~! 0) — {*~1(Bda(Ci-1))

Letzteres ist eine Abbildung in einen relativen CW-Komplex, und 148t sich durch eine Folge
von Quotientenrelationen beschreiben, die aus Produkt-Tubenumgebungen einer Untermannig-
faltigkeit Zellen des CW -Komplexes machen, indem im Wesentlichen die Untermannigfaltigkeits
-Koordinate weggelassen wird. Letzteres folgt aus 16.8.

Im folgenden wird sinnvollerweise die Klebeabbildung einer Zelle auf eine Zelle untersucht

daher bedeuten ¢;, ; immer Einschrankungen auf eine S™~*i=1 x D¥; beziehungsweise $*5~1 x
Dm—kj—l

16.9. Der normale CW-Komplex:. Sei L := ¢;_1(S™*-1=1 x 0) N ;(S*~1 x 0) und $;_,
stark transversal zu o; sei dann (; die Z-Struktur auf C; und (' die auf C, .- --o C; dann ist
Gi-1 auf gy (8™ F-171 x . Dhi-1)

(W,')) e (w1,v1) S v=0
-1
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Eingeschrankt auf ¢;(S*~!) ist das

o1(l,v) ~ odi,v1) < Dy, -vy = D;-vfalls \/1—175 %
Cl—l
Wihrend ¢;_; o @;01 (1, v) = Transply;)o;(l, %_l -v) ist. Falls Vo2 > 3+ Mit einem Punkt

© aus der k;_;-Zelle wird dabei die Aquivalenzklasse
{o1(1,v)|[Vv? < %,ZD; “y= 9}

identifiziert. Das Bild von Transp(y;) ist ganz im Bild von {;_; enthalten sodaB unter der

Voraussetzung, daB ¢;_, stark transversal zu Transp(yp;) ist (;_, analog auf ¢;(S¥=1) wirkt.
Dasselbe gilt wie man leicht sieht fiir die folgenden Schritte. Daraus folgt wird ein Punkt
aus dem Inneren einer Zelle von der Klebeabbildung getroffen, so ist die ganze Zelle im Bild
der Klebeabbildung und daher ist jede Abgeschlossene Zelle ein Unterkomplex. So einen CW-
Komplex nennt man normal.
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