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Abstract

A triangle possesses many distinguished points. The most well-known of these points
are the incenter, the excenters, the circumcenter, the centroid, and the orthocenter. This
thesis deals, among other things, with the generalization of these points to three- and
higher-dimensional space. Furthermore, the generalization of Euler’s line and Feuerbach’s
circle to three- and higher-dimensional space is addressed. In two- and three-dimensional
space, the proofs were mostly demonstrated geometrically as well as algebraically.

The incenter, circumcenter, and centroid can be naturally generalized to
higher-dimensional space. However, the excenters and the orthocenter are more complex.

In three- and higher-dimensional space, the altitudes of a simplex generally do not in-
tersect at a single point. However, there exists another point, the Monge point, which
exhibits many properties of the orthocenter in higher-dimensional space. For example,
in higher-dimensional space, the Monge point lies on the line through the centroid and
the circumcenter of a simplex, which also allows for the generalization of Euler’s line.

Equally interesting is the possible existence of excenters in higher-dimensional space.
For example, a tetrahedron possesses between four and seven exspheres, each touching
the supporting plane of the lateral faces. In general, simplices have different types of
circumspheres, the existence of which depends on the size of the lateral faces. The set of
existing circumspheres is limited but exhibits gaps in odd dimensions. No information
about whether such gaps occur in even dimensions could be found.
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Abstrakt

Ein Dreieck besitzt sehr viele ausgezeichnete Punkte. Die wohl bekanntesten dieser
Punkte sind der Inkreismittelpunkt, die Ankreismittelpunkte, der Umkreismittelpunkt,
der Schwerpunkt und der Hohenschnittpunkt. Diese Arbeit beschéaftigt sich unter an-
derem mit der Verallgemeinerung dieser Punkte auf den drei- und héherdimensionalen
Raum. Des Weiteren wird die Verallgemeinerung der Euler’schen Gerade und des Feu-
erbach’schen Kreises auf den drei- und héherdimensionalen Raum behandelt. Im zwei-
und dreidimensionalen Raum wurden die Beweise meist sowohl geometrisch, als auch
algebraisch argumentiert.

Der Inkreismittelpunkt, der Umkreis und der Schwerpunkt lassen sich auf sehr nahe-
liegende Weise auf den hoherdimensionalen Raum verallgemeinern. Komplexere Félle
bilden hingegen die Ankreismittelpunkte und der Hohenschnittpunkt.

Im drei- und héherdimensionalen Raum miissen sich die Héhen eines Simplex im All-
gemeinen nicht in einem Punkt schneiden. Allerdings existiert ein anderer Punkt, der
Monge Punkt, der sehr viele Eigenschaften des Hohenschnittpunkts im héherdimensio-
nalen Raum aufweist. Beispielsweise liegt der Monge Punkt im Hoéherdimensionalen auf
der Geraden durch den Schwerpunkt und den Umkreismittelpunkt, wodurch mit dessen
Hilfe auch die Euler’sche Gerade verallgemeinert werden kann.

AuBerst interessant ist ebenso die mégliche Existenz der Ankreismittelpunkte im hoher-
dimensionalen Raum. So besitzt ein Tetraeder beispielsweise zwischen vier und sieben
Ankugeln, die jede Tragerebene der Seitenflichen beriihren. Im Allgemeinen haben Sim-
plexe verschiedene Arten von Ansphéren, deren Existenz mit der Grofie der Seitenflachen
zusammenhéngt. Die Menge der existierenden Ansphéren ist begrenzt, weist jedoch in
ungeraden Dimensionen Liicken auf. Es konnten keine Informationen dazu gefunden wer-
den, ob solche Liicken ebenfalls in geraden Dimensionen auftreten.
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1 Einleitung

Schon Euklid beschrieb in seinem Buch der Elemente einige der uns heute bekannten
ausgezeichneten Punkte eines Dreiecks [5]. Derzeit sind mehrere tausend ausgezeichnete
Punkte im Dreieck bekannt [12].

Diese Arbeit befasst sich mit der Verallgemeinerung einiger ausgezeichneter Punkte des
Dreiecks auf den hoherdimensionalen Raum.

Dabei werden zuerst der zwei- und dreidimensionale Fall und anschlieflend der allgemeine
hoherdimensionale Fall behandelt. Im zwei- und dreidimensionalen wurden die Beweise
grofteils sowohl algebraisch, als auch geometrisch argumentiert, im Hoherdimensionalen
wurde nur der algebraische Ansatz verfolgt.

Diese Arbeit befasst sich konkret mit der Verallgemeinerung des Schwerpunkts, des Um-
kreismittelpunkts, des Hohenschnittpunkts, der Euler’schen Gerade, dem Feuerbach’schen
Kreis sowie den Inkreismittelpunkten und den Ankreismittelpunkten eines Dreiecks.

Der Schwerpunkt, der Umkreismittelpunkt und der Inkreismittelpunkt lassen sich auf
sehr naheliegende Weise auf den hoherdimensionalen Raum verallgemeinern. Der Schwer-
punkt eines allgemeinen Simplex kann durch die Summe der Eckpunkte dividiert durch
die um Eins erhohte Dimension definiert werden.

Fiir den Umsphéaremittelpunkt konnen die Streckensymmetralen durch die (n — 1)-
dimensionalen Ebenen, die normal auf jeweils eine Kante des Simplex stehen und durch
ihre Mittelpunkte verlaufen, verallgemeinert werden. Der Umsphéaremittelpunkt stellt,
analog zum zweidimensionalen Fall, den Schnittpunkt dieser Ebenen dar. Die Eckpunk-
te eines Simplex haben alle den selben Abstand zum Umsphéremittelpunkt, es existiert
also eine Sphére, die alle Eckpunkte eines Simplex enthélt.

Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks, die sich im Inkreismittelpunkt schneiden, kon-
nen im dreidimensionalen Raum durch die Ebenen verallgemeinert werden, die jeweils
einen inneren Kantenwinkel des Tetraeders halbieren. Diese Ebenen schneiden sich im
Inkugelmittelpunkt des Tetraeders. Im Hoherdimensionalen wére eine verallgemeinerte
Definition der Winkelhalbierenden ebenfalls mdoglich, fiir den allgemeinen algebraischen
Beweis ist sie jedoch nicht notwendig und ist in der Arbeit daher auch nicht explizit
angefiihrt.

Interessanter gestaltet sich die Verallgemeinerung des Hohenschnittpunkts. Da dieser
im Héherdimensionalen im Allgemeinen nicht existiert, wird hier ein neuer Punkt de-
finiert, der sehr viele Eigenschaften des Hohenschnittpunkts erfillt, der Monge Punkt.
Der Monge Punkt eines Tetraeders ist der Schnittpunkt der Ebenen, die normal auf
jeweils eine Kante stehen und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Kante enthalten.



1 FEinleitung

Im Hoherdimensionalen wird der Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Kante durch den
Schwerpunkt der (n — 2)-dimensionalen gegeniiberliegenden Seite verallgemeinert. Ein
Hohenschnittpunkt existiert genau dann, wenn jede Kante normal auf jede gegentiberlie-
gende Kante steht. Ein solches Simplex wird orthozentrisches Simplex genannt. Im Fall
der Existenz eines Hohenschnittpunkts, fillt dieser mit dem Monge Punkt zusammen.
Des Weiteren lassen sich die Euler’sche Gerade und der Feuerbach’sche Kreis mithilfe des
Monge Punkts auf den héherdimensionalen Raum verallgemeinern. Umgekehrt fiihrt die
Verallgemeinerung der Eigenschaft, dass die Verbindungsstrecke des Hohenschnittpunkts
mit den Eckpunkten eines Dreiecks vom Feuerbach’schen Kreis im gleichen Verhéltnis
geteilt wird, ebenfalls zur Definition des Monge Punkts. Der Monge Punkt ist im héherdi-
mensionalen Raum also der einzige Punkt, der diese Eigenschaft des Hohenschnittpunkts
eines Dreiecks erfiillt.

Einen weiteren sehr interessanten Fall bilden die Ankreismittelpunkte im héherdimensio-
nalen Raum. Im Gegensatz zu den Inkreismittelpunkten, die sich sehr direkt verallgemei-
nern lassen, kommt es bei der Verallgemeinerung der Ankreismittelpunkte zu erstaun-
lichen Modifikationen. So existieren beispielsweise fiir ein Tetraeder zwischen vier und
sieben Ankugeln, die in zwei Arten unterteilt werden kénnen. Die erste Art beriihrt alle
Tréagerebenen und jeweils eine dreieckige Seite des Tetraeders. Diese Art der Ankugeln
existieren fiir jedes Tetraeder. Die zweite Art beriihrt ebenso alle Trégerebenen, jedoch
nicht das Tetraeder. Diese Ankugeln liegen jeweils in einem, von den Tragerebenen auf-
gespannten Teilraum, der eine Kante, eines gegeniiberliegenden Kantenpaares enthélt.
Fiir hoherdimensionale Simplexe kénnen die Ansphéren in noch mehr verschiedene Ar-
ten kategorisiert werden. Ob diese Ansphéren existieren und in welchem der Teilrdume
sie liegen, ist abhingig von der Summe der, an den Teilraum angrenzenden (n — 1)-
dimensionalen Seitenflichen und der Summe der, an den gegeniiberliegenden Teilraum
angrenzenden (n—1)-dimensionalen Seitenflichen. Sind diese Summen genau gleich grof,
so existiert in keinem der beiden Teilrdume eine Ansphére, bei Ungleichheit liegt die An-
sphére in dem Teilraum, an den die gréflere Summe an Seitenflichen grenzt. Die Anzahl
der existierenden Ansphéiren kann dabei eingeschrankt werden. Diese Einschrankungen
sowie die Einteilung in die verschiedenen Arten sind ebenfalls in der Arbeit enthalten.
Interessanterweise tritt ab dem fiinfdimensionalen Raum bei ungeraden Dimensionen in
der Menge der moglichen Ansphéren eine Liicke auf. Uber die Existenz solcher Liicken
in geraden Dimensionen konnten keine Informationen gefunden werden.

In dieser Arbeit wird die Verallgemeinerung einiger der bekanntesten ausgezeichneten
Punkte des Dreiecks behandelt. Weitere ausgezeichnete Punkte wie beispielsweise der
Gergonne Punkt, der Nagel Punkt und der Fermat-Torricelli Punkt lassen sich auch auf
den hoherdimensionalen Raum verallgemeinern [3, S. 174]. Aufgrund des bereits erreich-
ten Umfangs der Arbeit wurden diese Punkte nicht mehr behandelt. Im Allgemeinen
gibt es viele Punkte, die noch nicht auf den héherdimensionalen Raum verallgemeinert
wurden [3, S. 174].



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die verwendeten Notationen und Begrifflichkeiten der Arbeit
definiert sowie elementare Aussagen fiir Dreiecke, Tetraeder und n-Simplexe behandelt,
die in mehreren Kapiteln der Masterarbeit bendtigt werden.



2 Grundlagen

2.1 Notation fiir Dreiecke

In diesem Abschnitt wird die in der Arbeit verwendete Notation fiir Dreiecke definiert.
Die Notation der Tetraeder aus [11] wurde fiir Dreiecke iibernommen. Fiir die Definition
der Dreiecke wurde sich an der Definition fiir Simplexe aus [16] orientiert.

Definition 2.1.1 (Dreieck [16]). Ein Dreieck ist die konvexe Hiille aus 3 Punkten in
einem 2 oder hoherdimensionalen euklidischen Raum, die nicht auf einer Geraden liegen.
Die drei Punkte werden als die Ecken des Dreiecks bezeichnet. Die Verbindungsstrecken
der Punkte entsprechen den Seiten des Dreiecks.

Die Position der Eckpunkte wird durch Vektoren eines euklidischen Vektorraums E mit
innerem Produkt beschrieben. Sei O der Ursprung des Vektorraums, so ist jeder Eck-
punkt A; durch seinen Richtungsvektor

gegeben.

Seien Agp, A1 und Ay die Eckpunkte eines Dreiecks A im 2-dimensionalen euklidischen
Raum, mit den Ortsvektoren agp,a; und ag, so lisst sich ein Dreieck durch die Menge
aller Konvexkombinationen der 3 Eckpunkte darstellen:

a =tgag + tia; +teae mit tg,t1,t0 >0, to+1t1 +t2=1. (2.2)

Um die Formulierung verallgemeinerter Gleichungen zu vereinfachen, wird in dieser Ar-
beit folgende Konvention verwendet: Seien i, j, k die Indizes der drei Eckpunkte eines
Dreiecks, so erfiillen sie folgende Bedingung

{i,j,k} ={0,1,2}.
Wenn k also der Index des "obersten" Eckpunkts ist, sind i, j die Indizes der Eckpunkte

der Basis.
Die Vektoren der Seiten des Dreiecks seien durch folgende Vektoren gegeben:

bij == a; — aj;. (2.3)
Diese Vektoren erfiillen die folgenden Bedingungen:
bij +bj; =0 (2.4)
bij + bjr 4+ bri =0 (2.5)
bij, bix, sind linear unabhéngig. (2.6)

Die lineare Unabhéngigkeit folgt aus der Voraussetzung, dass die Eckpunkte des Dreiecks
A nicht auf einer Geraden liegen.
Aus (2.6) und (2.3) folgt mithilfe der Rechnung:

bik—bij:ai—ak—(ai—aj):ai—ak—a,;—i-aj:aj—ak:bjk,

bij, bji sind linear unabhéngig. (2.7)



2.2 Notation fiir Tetraeder

2.2 Notation fiir Tetraeder

In diesem Abschnitt wird die in der Arbeit verwendete Notation fiir Tetraeder definiert.
Die Notation wurde aus [11] iibernommen. Fiir die Definition der Tetraeder wurde die
Definition fiir Simplexe aus [16] fiir den 3-dimensionalen Fall formuliert.

Definition 2.2.1 (Tetraeder [16]). Ein Tetraeder ist die konvexe Hiille aus 4 Punkten in
einem 3 oder hoherdimensionalen euklidischem Raum, die nicht in einer Ebene liegen. Die
vier Punkte werden als die Ecken des Tetraeders bezeichnet. Die Verbindungsstrecken
der Punkte entsprechen den Kanten des Tetraeders. Die von jeweils drei der vier Punkte
aufgespannten Dreiecke, werden als die Seiten des Tetraeders bezeichnet.

Fiir Tetraeder wird die in Abschnitt 2.1 fiir Vektoren beschriebene Notation verwendet.

Seien Ag, A1, As und Az die Eckpunkte eines Tetraeders T' im 3-dimensionalen euklidi-
schen Raum, mit den Ortsvektoren ag, a1, a2 und ag, so lasst sich ein Tetraeder durch
die Menge aller Konvexkombinationen der 4 Eckpunkte darstellen:

a = tgag + tiay + teas + tsas mit tg,t1,t9,t3 >0, to+t1 +12+t3 = 1. (2.8)

Um die Formulierung verallgemeinerter Gleichungen zu vereinfachen, wird in dieser Ar-
beit folgende Konvention verwendet: Seien i, j, k, [ die Indizes der vier Eckpunkte eines
Tetraeders, so erfiillen sie folgende Bedingung

{i,j,k,1} ={0,1,2,3}.
Wenn [ also der Index des "obersten" Eckpunkts ist, sind ¢, 7 und &k die Indizes der Eck-
punkte der Basis.

Im 3-dimensionalen Raum erfiillen die Vektoren analog zum 2-dimensionalen Fall fiir
{i7j7k71}:{0,1,2,3}2

bij +bji =0 (2.9)

bij + bjr +bp; =0 (2.10)

bij + bjx + by + by =0 (2.11)
bij, bik, by sind linear unabhéngig. (2.12)

Die lineare Unabhéngigkeit folgt aus der Voraussetzung, dass die Eckpunkte des Tetra-
eder T nicht in einer Ebene liegen.
Aus (2.12) und (2.3) folgt mithilfe der Rechnungen:

bik, — bij = a; —ap — (a; —a;) = a; —ap, —a; +a; = a; —ap = bjy,
bit — b, = ai —a; — (a; — ag) = a; —a; — a; + ar, = ag — a; = by,
bij, bjk, iy sind linear unabhéangig. (2.13)
Aus Definition (2.3) folgt nach einer etwas lingeren direkten Rechnung:
bij - bkt + big - by + by - bj = 0, (2.14)
wobei - das Skalarprodukt bezeichnet.



2 Grundlagen

2.3 Notation fiir n-Simplexe

In diesem Abschnitt wird die Begrifflichkeit des n-Simplex, sowie die verwendete Notati-
on fir n-Simplexe beschrieben. Die Notation der Tetraeder aus [11] wurde fiir Simplexe
tibernommen. Fiir die Definition der Simplexe wurde sich an der Definition aus [16] orien-
tiert. Die Informationen zu den p-dimensionalen Seiten wurden in [14, S. 371f] behandelt.

Ein n-dimensionales Simplex, kurz n-Simplex, ist ein n-dimensionales Analogon zu einem
Dreieck, mit folgender Definition:

Definition 2.3.1 (n-Simplex [16]). Ein n-Simplex ist die konvexe Hiille aus (n + 1)
Punkten in einem n- oder hoéherdimensionalen euklidischen Raum, die nicht in einer
(n — 1)-dimensionalen Ebene liegen. Die (n + 1) Punkte werden als die Ecken des n-
Simplex bezeichnet. Die Verbindungsstrecken der Punkte entsprechen den Kanten des
n-Simplex. Die von jeweils (p 4+ 1) der (n + 1) Punkte aufgespannten konvexen Hiillen,
werden als die p-dimensionalen Seiten des n-Simplex bezeichnet.

So sind beispielsweise die Eckpunkte des n-Simplex die 0-dimensionalen Seiten des
Simplex. Die Kanten entsprechen den 1-dimensionalen Seiten, die Seitenflichen den 2-
dimensionalen Seiten, die Tetraeder den 3-dimensionalen Seiten usw.

FEin beliebiges System von p+ 1 Ecken eines n-dimensionalen Simplex legt also eindeutig
eine p-dimensionale Seite fest. Die Anzahl der p-dimensionalen Seiten eines n-Simplex
entspricht der Anzahl der moglichen Kombinationen von n+ 1 Elementen zur (p+ 1)-ten

Klasse:
n+1
Ng = .

Ein 4-dimensionales Simplex (Pentachron) hat somit Nj = 5 dreidimensionale Seiten
(Tetraeder), N4 = 10 zweidimensionale Seiten (Seitenflichen), N{ = 10 eindimensionale
Seiten (Kanten) und N§ = 5 nulldimensionale Seiten (Ecken).

Fiir n-Simplexe wird die in Abschnitt 2.1 fiir Vektoren beschriebene Notation verwendet.

Um die Formulierung verallgemeinerter Gleichungen zu vereinfachen, wird in dieser Ar-
beit folgende Konvention verwendet: Seien i, i1, . . . , i, die Indizes der (n+1) Eckpunkte
eines n-Simplex, so erfiillen sie folgende Bedingung

{io,i1s . in} = {0,1,...,n}.

Die Seite A;,,, ..., A;, nennt man die, der Seite A;y, A;,, ..., A;, gegeniiberliegende Sei-
te.

Seien Ag, A1,..., A, die Eckpunkte eines n-Simplex im n-dimensionalen euklidischen
Raum, mit den Ortsvektoren ag, a1, ..., a,, so lisst sich ein n-Simplex durch die Menge

aller Konvexkombinationen der (n + 1) Eckpunkte darstellen:

a =toag + tia1 + - -+ tha, mittg,t1,...,t, >0, to+t1+---+t,=1. (2.15)



2.3 Notation fiir n-Simplexe

Im n-dimensionalen Raum erfiillen die Vektoren analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall
fir p € {0,1,...,n} und {ip,i1,...,ip} C {0,1,...,n}:

bioil + bi1i2 + bizig + -+ bz‘pio =0 (2.16)
und
bigiy s bigias - - - » bigi,, sind linear unabhéngig. (2.17)

Die lineare Unabhéngigkeit folgt aus der Voraussetzung, dass die Eckpunkte des n-
Simplex nicht in einer (n — 1)-dimensionalen Ebene liegen.
Aus (2.17) und (2.3) folgt mithilfe der Rechnungen:

bioiz - bioil = Qg — Qjy — (aio - ai1) = iy — iy — Qg + Qi = Ay — Qjy = bi1i2

bioiB - bi0i2 = Qg — Qjz — (aio - ai2) = iy — Qg — Qjg T Qi = Ay — Qjz = bi2i3

bioin - bioi(nq) = Qip — A4y, — (aio - ai(nq)) = @, — A, — Qi + i1y

= @i,y = @iy = Dy

bigiys Diyigys -+, b sind linear unabhéngig. (2.18)

L(n—1)%n






3 Der Schwerpunkt

In diesem Kapitel wird der Schwerpunkt eines Dreiecks auf den 3- und n-dimensionalen
Raum verallgemeinert. Da sich der Schwerpunkt sehr leicht auf den héherdimensionalen
Raum verallgemeinern lésst, wurde er als Inhalt des ersten Kapitels der Arbeit gewahlt.



3 Der Schwerpunkt

3.1 Der Schwerpunkt

In diesem Abschnitt wird die Existenz des Schwerpunkts eines Dreiecks ausgearbeitet.
Der Beweis wird dabei dhnlich zu [14, S. 373] durchgefiihrt. Rein geometrische Beweise
sind in [1, S. 21] und [9, S. 53] zu finden.

Definition 3.1.1 (Schwerlinie eines Dreiecks). Die Strecke, die den Seitenmittelpunkt
mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt verbindet, wird Schwerlinie eines Dreiecks ge-
nannt.

Satz 3.1.2 (Existenz des Schwerpunkts eines Dreiecks). Die drei Schwerlinien eines
Dreiecks schneiden sich in einem Punkt S im Inneren des Dreiecks. Dieser Punkt teilt
jede Schwerlinie, von den Eckpunkten aus betrachtet, im Verhdltnis 2 : 1.

Ay

Ag Mo, Ay

Abbildung 3.1: Skizze zum Beweis der Existenz des Schwerpunkts.

Beweis. Sei AAgA1As ein Dreieck mit den Eckpunkten Ay, A; und As. Betrachtet man
eine beliebige Seite A;A; von AAgA1Asz, so ist A; der der Seite gegeniiberliegende Eck-
punkt. Sei M}, der Mittelpunkt der Seite A;Ay, so gilt fiir seinen Ortsvektor my:
1
mk = 5(a; + ar).
Die Ortsvektoren x; der Punkte auf der Verbindungsgeraden A; M, sind demnach durch
:ci:ai—i—(mjk—ai)-t

1

t
:(l—t)ai+§(aj+ak).
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3.1 Der Schwerpunkt

gegeben. Fiir den Parameterwert ¢ = % erhélt man, unabhéngig von der Wahl der Kante,
den Ortsvektor

1
s = g(ao +a + az). (3.2)

Der Punkt S mit dem Ortsvektor s liegt also auf allen drei durch (3.1) gegebenen Schwer-
linien. Diese sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Da die Punkte A; und Mj;, den Para-
meterwerten ¢ = 0 und ¢ = 1 entsprechen, ist ebenso das Teilungsverhéltnis der Strecke
A;Mjj, durch den Punkt S des Dreiecks gezeigt. Der Punkt S des Dreiecks liegt al-
so im Schnittpunkt aller Schwerlinien des Dreiecks und teilt jede Schwerlinie, von den
Eckpunkten aus betrachtet, im Verhéltnis 2 : 1. ]

Definition 3.1.3 (Schwerpunkt eines Dreiecks). Der Schnittpunkt aller drei Schwerli-
nien eines Dreiecks wird als Schwerpunkt S des Dreiecks bezeichnet. Die Koordinaten
dieses Punktes sind durch

1
s = g(az +a; + ak) (3.3)

gegeben.

11



3 Der Schwerpunkt

3.2 Der Schwerpunkt eines Tetraeders

In diesem Abschnitt wurde die Quelle [14, S. 373] herangezogen, um den Schwerpunkt
eines Dreiecks auf den 3-dimensionalen Raum zu verallgemeinern.

Definition 3.2.1 (Schwerlinie eines Tetraeders). Die Strecke zwischen dem Schwerpunkt
einer Seitenfliche und dem gegeniiberliegenden Eckpunkt, sowie die Strecke zwischen
den Schwerpunkten zweier gegeniiberliegender Kanten wird Schwerlinie eines Tetraeders
genannt.

Satz 3.2.2 (Existenz des Schwerpunkts eines Tetraeders). Die sieben Schwerlinien eines
Tetraeders schneiden sich in einem Punkt S im Inneren des Tetraeders. Dieser Punkt
teilt jede Schwerlinie zwischen einer Seitenfliche und dem gegeniiberliegenden Eckpunkt
von den Eckpunkten aus betrachtet, im Verhdltnis 3 : 1 und jede Schwerlinie zwischen
den Schwerpunkten gegentiberliegender Kanten im Verhdltnis 1 : 1.

Beweis. Sei T ein Tetraeder mit den Eckpunkten Ay, A1, As und Asz. Betrachtet man
eine beliebige Seitenfliche AA;ALA;, so ist A; der der Seitenfliche gegeniiberliegende
Eckpunkt. Sei S} der Schwerpunkt der Seitenflache AA; A, A;, so gilt laut (3.3) fiir seinen
Ortsvektor s;:

1
sy = g(aj + ag + a;).

Die Ortsvektoren z; der Punkte auf der Verbindungsgeraden A;S; sind demnach durch
xi:ai-k(s;—ai)-t

1
=a; + g(aj—i-ak—i-al)—ai -t (34)

t
:(1—t)ai+§(aj+ak+al)
3

gegeben. Fiir den Parameterwert ¢t = 4 erhilt man, unabhingig von der Wahl der Sei-
tenfliche, den Ortsvektor

1
5= Z(ao—l—al + as + as).

Der Punkt S mit dem Ortsvektor s liegt also auf allen vier durch (3.4) gegebenen Schwer-
linien. Diese sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Da die Punkte A;, S und S} den Parame-
terwerten t = 0, % und 1 entsprechen, ist ebenso das Teilungsverhéltnis der Strecke A4;S]
durch den Punkt S des Tetraeders gezeigt.

Betrachtet man eine beliebige Kante A;A; des Tetraeders, so ist A A; die gegeniiberlie-
gende Kante. Die Schwerpunkte der Kanten entsprechen ihren Seitenmittelpunkten und
kénnen demnach mit den Koordinaten

1
mij = 5(ai +aj)

und
1
my = i(ak + ay)

12



3.2 Der Schwerpunkt eines Tetraeders

As

Az

Ay

Abbildung 3.2: Schwerpunkt eines Tetraeders durch Schneiden der Schwerlinien, die den
Schwerpunkt einer Seite und den gegeniiberliegenden Eckpunkt enthal-
ten.

ausgedriickt werden. Die Ortsvektoren x;; der Punkte auf der Verbindungsgeraden der
beiden Kantenschwerpunkte sind demnach durch

Tij = mij + (Mg — mij) -
= (1 —t)m;; + tmy
a; + a; ar + ap

+1

== 2

gegeben. Fiir den Parameterwert ¢ = 0 erhélt man den Punkt M;;, fir ¢ = 1 den
Punkt My, und fir ¢t = % den Punkt S. Der Punkt S teilt die Schwerlinie zwischen den
Schwerpunkten gegeniiberliegender Kanten demnach im Verhéltnis 1 : 1.

Der Punkt S des Tetraeders liegt also im Schnittpunkt aller Schwerlinien des Tetra-
eders und teilt jede Schwerlinie zwischen einer Seitenfliche und dem gegeniiberliegenden
FEckpunkt von den Eckpunkten aus betrachtet, im Verhéltnis 3 : 1 und jede Schwerlinie
zwischen den Schwerpunkten gegeniiberliegender Kanten im Verhéltnis 1 : 1, womit die
Behauptung bewiesen ist. O

Definition 3.2.3 (Schwerpunkt eines Tetraeders). Der Schnittpunkt aller sieben Schwer-
linien eines Tetraeders wird als Schwerpunkt S des Tetraeders bezeichnet. Die Koordi-
naten dieses Punktes sind durch

1
s = Z(CLO + a1 +az + as) (3.5)

gegeben.
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3 Der Schwerpunkt

As

M[]l

Ay

Abbildung 3.3: Schwerpunkt eines Tetraeders durch Schneiden der Schwerlinien, die den
Kantenmittelpunkt zweier gegeniiberliegender Kanten enthélt.
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3.3 Der Schwerpunkt eines n-Simplex

3.3 Der Schwerpunkt eines n-Simplex

In diesem Abschnitt wird der Schwerpunkt mithilfe von [14, S. 373] auf den n-dimensionalen
Raum verallgemeinert.

Durch die bereits bekannten Formeln (3.3) und (3.5) aus dem 1-, 2- und 3-dimensionalen
Raum koénnen die Koordinaten des Schwerpunkts einer p-dimensionalen Seite in nahe-
liegender Weise auf den n-dimensionalen Raum verallgemeinert werden.

Definition 3.3.1 (p-Schwerpunkt). Der Punkt mit Koordinaten

1
Szm(aio+ai1+"'+aip) (3.6)
wird als p-Schwerpunkt S}, einer p-dimensionalen Seite bezeichnet.
Fiir p = 0,1, 2 stimmen die Koordinaten des p-Schwerpunkts mit den bereits bekannten
Werten iiberein und kénnen deshalb als Verallgemeinerung angesehen werden.

Definition 3.3.2 (p-Schwerlinie eines n-Simplex). Die Strecke zwischen einem
p-Schwerpunkt und seinem gegeniiberliegendem (n—p—1)-Schwerpunkt wird p-Schwerlinie
des n-Simplex genannt, wobei p die Werte 0,1,...,n — 1 annehmen kann.

Satz 3.3.3 (Existenz des Schwerpunkts eines n-Simplex). Alle Schwerlinien eines n-
Simplex schneiden sich in einem Punkt S im Inneren des Simplex. Dieser Punkt teilt
jede p-Schwerlinie im Verhdltnis (p+ 1) : (n — p).

Beweis. Seien Ag, A1, ..., A, die Eckpunkte eines n-Simplex. Betrachtet man 0.B.d.A.
die p-dimensionale Seite des Simplex die von den Punkten Ay, A1,..., A, aufgespannt
wird. Die verbleibenden n—p Eckpunkte Ay, ..., A, bilden eine (n—p—1)-dimensionale
Seite des Simplex. Sei S, der p-Schwerpunkt der p-dimensionalen Seite und S,_,_1 der
(n — p—1)-Schwerpunkt der gegeniiberliegenden (n — p — 1)-dimensionalen Seite, so gilt
laut (3.6) fiir deren Ortsvektoren s, und s,_,_1:

1
Sp = ap+a+---+a
p p+1(0 1 p)

1
Sp—p—1 = n_p(ap+1 + - +an)-

Die Ortsvektoren der Punkte auf der Verbindungsgeraden S,,S,,_,—1 sind demnach durch
T =5p+ (Sn—p-1—5p) -t

1
:Sp+ m(ap+1+ap+2+"‘+an)—8p -t

t
:(1—t)sp+ﬂ(ap+1+ap+2+~--+an)

1
= (-1

t
+1(a0+a1+-~-+an)+n_

- (apy1+ apra+ - +an)

15



3 Der Schwerpunkt

gegeben. Fiir den Parameter ¢ = Z—;If erhdlt man, unabhingig von der Wahl der p-

dimensionalen Seite, den Ortsvektor

1
s:n+1(ag+a1+-'-+an).

Der Punkt S mit dem Ortsvektor s liegt also auf allen, durch (3.7) gegebenen p-Schwer-
linien des n-Simplex. Da die Punkte Sy, S und S,,—,—1 den Parameterwerten ¢ = 0, Z—J—r’l’
und 1 entsprechen, ist ebenso das Teilungsverhéltnis der Strecke S,S,—p—1 durch den
Punkt S des n-Simplex gezeigt. Der Punkt S des n-Simplex liegt also im Schnittpunkt
aller Schwerlinien des Simplex und teilt jede p-Schwerlinie im Verhéltnis (p+1) : (n—p),

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Definition 3.3.4 (Schwerpunkt eines n-Simplex). Der Schnittpunkt aller Schwerlinien
eines n-Simplex wird als Schwerpunkt S des Simplex bezeichnet. Die Koordinaten dieses

Punktes sind durch ]
s:n+1(ao+a1+---+an) (3.8)

gegeben. Der Schwerpunkt S eines n-Simplex entspricht somit dem, durch Definition
3.3.1 definierten, n-Schwerpunkt S,,.
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4 Der Umkreismittelpunkt

In diesem Kapitel wird der Umkreis eines Dreiecks und sein Umkreismittelpunkt auf den
hoherdimensionalen Raum verallgemeinert. Der Umspharemittelpunkt liegt demnach im
Schnittpunkt aller Mittelsenkrechten, also aller Ebenen, die normal auf eine Kante stehen
und den Mittelpunkt der Kante enthalten. Dieser Schnittpunkt ist dquidistant zu allen
Eckpunkten und somit der Mittelpunkt einer Sphére, die alle Eckpunkte eines Simplex
enthalt.
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4 Der Umbkreismittelpunkt

4.1 Der Umkreismittelpunkt

In diesem Abschnitt wird der Umkreismittelpunkt eines Dreiecks im 2-dimensionalen
Raum behandelt. Ideen zum Aufbau des geometrischen Beweises wurden in [1, S. 23]
und [5, S. 296] gefunden.

Definition 4.1.1 (Streckensymmetrale). Die Streckensymmetrale einer Strecke ist jene
Gerade, die normal auf die Strecke steht und durch ihren Mittelpunkt verlauft.

Mittels Koordinaten kann der Ortsvektor des Mittelpunkts M;; der Strecke A;A; wie
folgt ausgedriickt werden:

1
mg; = 5(611 + CL]'). (41)

Die Streckensymmetrale der Strecke A;A; ist also jene Gerade, deren Punkte fiir 7, j =
0,1,2 mit 7 # j die Gleichung
bij . (mij - l’) =0 (4.2)

erfullt.

Lemma 4.1.2. Jeder Punkt auf der Streckensymmetrale einer Strecke hat denselben
Abstand zu den Endpunkten der Strecke.

Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Endpunkten einer Strecke auf
threr Streckensymmetrale.

Beweis (algebraisch). Man betrachte eine Strecke A;A;. Sei P ein Punkt aus der Ebene.
Es ist zu zeigen, dass fiir den Punkt P d(4;, P) = |a; — p| = |a; — p| = d(A;, P) genau
dann gilt, wenn P auf der Streckensymmetrale von A;A; liegt. Dies kann durch die
folgenden Aquivalenzumformungen gezeigt werden:

d(A;, P) = d(A;j, P) =
|ai —p| = |a; — p| =
lai = p|? = |a; — pl? —
ai —2a;p +p* = af — 2a;p +p*
a?—2aip:a§—2ajp =

L S
5 iP =5 — ;P =
aj—aip—aj—i-ajp:O —
(a; — aj) <ai;aj —p>= —

18



4.1 Der Umbkreismittelpunkt

Der Punkt P ist also von den Punkten A; und A; genau dann gleich weit entfernt, wenn
die Gleichung (4.2) gilt und der Punkt P somit auf der Streckensymmetrale von A;A;
liegt. O

Dieses Lemma kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte eine Strecke A;A;. Sei M der Mittelpunkt der
Strecke A;A; und P ein Punkt auf der Streckensymmetrale der Strecken A;A;, wie in
Abbildung 4.1 dargestellt. Da die Dreiecke AA; M P und AA; M P rechtwinklige Dreiecke
mit zwei gleichlangen Seiten (M P und A;M = M A;) sind, folgt aus dem SWS-Satz

[AiP| = |A;P].

Jeder Punkt auf der Streckensymmetrale ist also gleich weit von den beiden Endpunkten
der Strecke entfernt.
Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P ein Punkt mit

|A;P| = |A; P).

Die Punkte A;, P und A; bilden somit ein gleichschenkliges Dreieck. Konstruiert man die
Hohe auf A; A; durch P mit Fuflpunkt F', so entstehen die Dreiecke AA; FFP und AA; F'P.
Die Kongruenz der beiden Dreiecke folgt aus dem SWW-Satz, da die Basiswinkel eines
gleichschenkligen Dreiecks kongruent sind, sowie der rechte Winkel und die Seitenldnge
der Hohe iibereinstimmen. Der Fulpunkt F' entspricht also dem Mittelpunkt M der
Strecke A;A;. Jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Endpunkten einer Strecke liegt
also auf ihrer Streckensymmetrale. O

|7

Abbildung 4.1: Skizze zur Streckensymmetrale.

Satz 4.1.3 (Existenz des Umkreismittelpunkts [5, S. 296]). Die drei Streckensymmetra-
len eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt U. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt
des einzigen Kreises, der alle drei Eckpunkte des Dreiecks beinhaltet.
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4 Der Umbkreismittelpunkt

Abbildung 4.2: Skizze zum Beweis der Existenz des Umkreismittelpunkts.

Beweis (algebraisch). Seien Ay, A1, Ay die Eckpunkte eines Dreiecks A AgAj As. Die drei
Streckensymmetralen der Seiten des Dreiecks sind nach (4.2) durch:

bij . (mij — $) =0
bjk : (mjk - l’) =0 (4'3)

gegeben. Aus (2.4) und (2.7) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhéngig
sind. Durch Addieren der Gleichungen erhélt man mit (2.5):

bij - (mij — o) + bjk - (myjk — ) + bgi - (Mg — @)
= bz’j S M5 =+ bjk - Mk + bri - My — .CL‘(bij + bjk + bkz)

1 1 1
= (a; — a;) - §(a¢ +aj) + (a; — ag) - i(aj +ay) + (ar — a;) - i(ak +a;)—0
1

1 1
= 5(%2 - a?) + 5(“? —aj) + 5( P —al)
=0.

Die drei Gleichungen in (4.3) sind somit linear abhéngig und besitzen eine eindeutige Lo-
sung. Die Streckensymmetralen schneiden sich also in einem Punkt U. Nach Lemma 4.1.2
ist der Punkt U von allen Eckpunkten gleich weit entfernt. Der Kreis mit Mittelpunkt
U und Radius

r = ‘AOU| = |A1U’ = ’A2U|

verlauft somit durch alle Eckpunkte des Dreiecks.
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4.1 Der Umbkreismittelpunkt

Um die Eindeutigkeit des Punktes U zu zeigen sei U’ ein weiterer Punkt, der gleich weit
von allen drei Eckpunkten des Dreiecks entfernt ist. Es muss somit

|AoU’| = |ALU'| = | AU

gelten. Aus der Umkehrung in Lemma 4.1.2 folgt, dass U’ auf allen Streckensymmetralen
liegen muss. Die Punkte U und U’ fallen also zusammen, was die Eindeutigkeitsaussage
des Satzes zeigt. m

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck AA;A;Ay. Die Streckensymmetralen
der Strecken A;A; und A;Aj mit den Mittelpunkten M;; und M;;, schneiden sich in
einem Punkt U. Wire dies nicht der Fall und die Streckensymmetralen wéren parallel,
wiirde nach dem Stufenwinkelsatz folgen, dass Ay, A1 und Ay auf einer Geraden liegen,
was einem Widerspruch zur Definition des Dreiecks entspricht. Da U auf der Strecken-
symmetrale von A;A; liegt folgt aus Lemma 4.1.2:

|AU| = [A;U].

Analog folgt
|AiU| = [AxU].

Somit gilt
AU = |A,U] = | AU, (4.4)

Der Punkt U hat also denselben Abstand zu Ag, A1 und As. Der Punkt U liegt nach der
Umkehrung in Lemma 4.1.2 also auch auf der dritten Streckensymmetrale des Dreiecks
durch den Mittelpunkt der Strecke A;Ay. Der Kreis mit Mittelpunkt U und Radius

r = ‘AOU| = |A1U‘ = |A2U|
verlduft somit durch alle Eckpunkte des Dreiecks.

Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis. O

Definition 4.1.4 (Umkreis). Der Kreis, der alle drei Eckpunkte eines Dreiecks beinhal-
tet, wird als Umkreis des Dreiecks bezeichnet. Sein Radius heifit Umkreisradius und sein
Mittelpunkt Umkreismittelpunkt U.

Der Umkreismittelpunkt U ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten fiir alle
1,7 =0,1,2 mit ¢ # j die Gleichung

bij - <ai —g 4 u) =0 (4.5)

erfillt.
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4.2 Der Umkugelmittelpunkt

In diesem Abschnitt wird der in 4.1 behandelte Umkreismittelpunkt auf den 3-dimensio-
nalen Raum verallgemeinert. Dabei wurde der Aufbau des geometrischen Beweises fiir
ein n-Simplex in [14, S. 374] auf das Tetraeder iibertragen.

Definition 4.2.1 (1-Mittelsenkrechte einer Strecke). Die 1-Mittelsenkrechte einer Stre-
cke ist jene Ebene, die normal auf die Strecke steht und durch ihren Mittelpunkt verlauft.

Fiir die 1-Mittelsenkrechten im 3-dimensionalen Fall gilt analog zu den Streckensymme-
tralen aus dem 2-dimensionalen Fall: Die 1-Mittelsenkrechte der Strecke A;A; ist also
jene Gerade, deren Punkte fiir 4,5 = 0,1,2 mit ¢ # j die Gleichung

bij . (mij - (L‘) =0 (46)
erfiillt.

Lemma 4.2.2. Jeder Punkt auf der 1-Mittelsenkrechten einer Strecke hat denselben
Abstand zu den Endpunkten der Strecke.

Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Endpunkten einer Strecke auf
threr 1-Mittelsenkrechten.

Dieses Lemma lasst sich analog zum 2-dimensionalen Fall in 4.1 beweisen.

Mittels Koordinaten kann die 1-Mittelsenkrechte der Strecke A; A; wie folgt ausgedriickt

werden:
bij - <a1 ta _ x) =0, (4.7)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der 1-Mittelsenkrechten bezeichnet.

Definition 4.2.3 (2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks). Die 2-Mittelsenkrechte eines Drei-
ecks ist jene Gerade, die normal auf das Dreieck steht und durch dessen Umkreismittel-
punkt verlauft.

Lemma 4.2.4. Jeder Punkt auf der 2-Mittelsenkrechten eines Dreiecks hat denselben
Abstand zu den Eckpunkten des Dreiecks.

Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Eckpunkten eines Dreiecks auf
dessen 2-Mittelsenkrechten.

Die 2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks stimmt mit dem Durchschnitt der drei
1-Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten tiberein.

Dieses Lemma lasst sich algebraisch analog zum 2-dimensionalen Fall in 4.1 beweisen.

Beweis (algebraisch). Seien Ay, A1, Ag, A3 die Eckpunkte eines Tetraeders. Betrachtet
man 0.B.d.A. die Tetraederseite AAgA;1As. Die drei 1-Mittelsenkrechten der Seiten des

22



4.2 Der Umkugelmittelpunkt

Dreiecks sind nach (4.6) durch:

bi]’ . (mij —13) =0
bjk . (mjk - .73) =0 (48)
bki . (mkl — a;) = 0

gegeben. Durch das Gleichungssystem (4.9) sind drei Ebenen gegeben, die normal auf
die Trégerebene ¢; stehen und nach Abschnitt 4.1 den Punkt U;j;, enthalten. Aus (2.9)
und (2.12) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhéngig sind. Aus (2.10)
folgt direkt, dass alle drei Gleichungen linear abhéngig sind. Da die drei Ebenen auf
jeden Fall den Punkt Uj;j; gemeinsam haben, schneiden sie sich in einer Geraden, die
normal auf die Ebene g; steht und den Punkt Uj;;;, enthélt. Diese Gerade entspricht nach
der Definition der 2-Mittelsenkrechten des Dreiecks. Die restlichen Aussagen von Lemma
4.2.4 folgen direkt aus Lemma 4.2.2 und dessen Umkehrung. In Abbildung 4.3 ist eine
2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks dargestellt. O

Dieses Lemma kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck AA;A;Aj. Die 1-Mittelsenkrechten der
Dreiecksseiten schneiden sich in der Dreiecksebene, wie in Abschnitt 4.1 gezeigt, im Um-
kreismittelpunkt U;j;. Da die 1-Mittelsenkrechten alle normal auf die Dreiecksebene ste-
hen und durch den Punkt U, verlaufen, schneiden sich die 1-Mittelsenkrechten der Drei-
ecksseiten in einer Geraden, die normal auf die Dreiecksseite steht und ihren Umkreismit-
telpunkt enthélt. Diese Gerade entspricht nach der Definition der 2-Mittelsenkrechten
des Dreiecks. Die restlichen Aussagen von Lemma 4.2.4 folgen direkt aus Lemma 4.2.2
und dessen Umkehrung. In Abbildung 4.3 ist eine 2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks dar-
gestellt.

O

Satz 4.2.5 (Existenz des Umkugelmittelpunkts). Die Mittelsenkrechten eines Tetraeders
schneiden sich in einem Punkt U. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der einzigen Kugel,
die alle vier Eckpunkte des Tetraeders beinhaltet.

Beweis (algebraisch). Seien Ay, A1, A2 und As die Eckpunkte eines Tetraeders 7" und
M;; der Seitenmittelpunkt der Seite A;A;, wie in (4.1) beschrieben. Durch das Glei-
chungssystem

bi]’ . (m,-j —33) =0
bjk . (mjk - .%’) =0 (49)
bkl . (mkl — a;) = 0
sind drei 1-Mittelsenkrechten gegeben, die nicht alle zur selben Dreiecksseite des Te-
traeders gehoren. Aus (2.13) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhéngig sind. Das

System in (4.9) ist also linear unabhéngig und hat somit eine eindeutige Losung. Die drei
1-Mittelsenkrechten schneiden sich also in einem Punkt U. Nach Lemma 4.2.2 ist der
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4 Der Umbkreismittelpunkt

Er;
ik A

Aj

Abbildung 4.3: Skizze zur 2-Mittelsenkrechte.

Punkt U von allen Eckpunkten des Tetraeders gleich weit entfernt. Nach der Umkehrung
in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 liegt der Punkt U somit auf allen Mittelsenkrechten
des Tetraeders.

Die Kugel mit Mittelpunkt U und Radius

r=|A)U| = |A1U| = |A2U| = |A3U|
verlduft somit durch alle Eckpunkte des Tetraeders.

Um die Eindeutigkeit des Punktes U zu zeigen sei U’ ein weiterer Punkt, der gleich weit
von allen vier Eckpunkten des Tetraeders entfernt ist. Es muss somit

|AgU’| = [AU'] = |AQU'| = |AsU|

gelten. Aus der Umkehrung in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 folgt, dass U’ auf allen
Mittelsenkrechten liegen muss. Die Punkte U und U’ fallen also zusammen, was die
Findeutigkeitsaussage des Satzes zeigt. O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Die 2-Mittelsenkrechte einer Seitenflache ist der Durchschnitt der
1-Mittelsenkrechten. Alle Punkte auf dieser Geraden sind nach Lemma 4.2.4 gleich weit
von den Eckpunkten der Seitenfliche entfernt. Analog gilt dies fiir die Gerade der be-
nachbarten Seitenflache. Da sich die benachbarten Seitenflichen einen Seitenmittelpunkt
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4.2 Der Umkugelmittelpunkt

teilen, ist auch eine der beiden definierenden 1-Mittelsenkrechten ident. Beide Geraden
liegen somit auf der gemeinsamen 1-Mittelsenkrechten. Da die beiden Geraden normal
auf verschiedene Seitenflichen des Tetraeders stehen, kdnnen sie weder ident noch par-
allel sein. Als Konsequenz miissen sich die beiden Geraden in einem Punkt U schneiden.
Der Punkt U liegt also auf den 2-Mittelsenkrechten zweier unterschiedlichen Seitenfla-
chen des Tetraeders und ist nach Lemma 4.2.4 dquidistant zu allen Eckpunkten. Nach
der Umkehrung in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 liegt der Punkt U auf allen Mittel-
senkrechten des Tetraeders.

Die Kugel mit Mittelpunkt U und Radius

r=|AoU| = |A1U| = |A2U| = |A3U|

verlduft somit durch alle Eckpunkte des Tetraeders.
Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis. O

Abbildung 4.4: Skizze zum Beweis der Existenz des Umkugelmittelpunkts.
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4 Der Umbkreismittelpunkt

Definition 4.2.6 (Umkugel). Die Kugel, die alle vier Eckpunkte eines Tetraeders bein-
haltet, wird als Umkugel des Tetraeders bezeichnet. Ihr Radius heifit Umkugelradius
und ihr Mittelpunkt Umkugelmittelpunkt U.

Der Umkugelmittelpunkt U ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten fiir alle
1,7 =0,1,2,3 mit i # j die Gleichung

bij (“;“ﬂ - u) =0 (4.10)

erfullt.
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4.3 Der Umspharemittelpunkt

In diesem Abschnitt werden, wie schon in 4.2 erwdhnt, die aus der Quelle [14, S. 374]
entnommen Informationen herangezogen, um den Umkreismittelpunkt fiir ein n-Simplex
flir den n-dimensionalen Raum zu verallgemeinern. Dabei wurde das Konzept der p-
Mittelsenkrechten iibernommen.

Die Definitionen der Streckensymmetralen aus dem 2-dimensionalen und der 1- und 2-
Mittelsenkrechten aus dem 3-dimensionalen Fall konnen wie folgt fiir den n-dimensionalen
Raum verallgemeinert werden:

Definition 4.3.1 (1-Mittelsenkrechte einer Strecke). Die 1-Mittelsenkrechte einer Stre-
cke ist jene (n—1)-dimensionale Ebene, die normal auf die Strecke steht und durch ihren
Mittelpunkt verlauft.

Definition 4.3.2 (2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks). Die 2-Mittelsenkrechte eines Drei-
ecks ist jene (n — 2)-dimensionale Ebene, die normal auf das Dreieck steht und durch
dessen Umkreismittelpunkt verlauft.

Die Aussagen der Lemma 4.2.2 und 4.2.4 aus dem 3-dimensionalen Fall, bleiben im n-
dimensionalem Fall aufrecht.

Wie im 2- und 3-dimensionalen Fall, kann die Mittelsenkrechte der Strecke A;A; mittels
Koordinaten wie folgt ausgedriickt werden:

by - <“i+ i _x> _o, (4.11)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Mittelsenkrechten bezeichnet.

Satz 4.3.3 (Existenz des Umsphéremittelpunkts eines n-Simplex). Alle 1- und
2-Mittelsenkrechten eines n-Simplex schneiden sich in einem Punkt U. Dieser Punkt ist
der Mittelpunkt der einzigen Sphdre, die alle Eckpunkte des n-Simplex beinhaltet.

Beweis (algebraisch). Seien Ag, Ay, ..., A, die Eckpunkte eines n-Simplex und M;; der
Seitenmittelpunkt der Seite A;A;, wie in (4.1) beschrieben. Durch das Gleichungssystem

bo1 - (mo1 —x) =0
biz- (mi2 —x) =0

bas - (a3 — x) =0 (4.12)

b(n—l)n ’ (m(n—l)n - l‘) =0

sind n 1-Mittelsenkrechten gegeben, die nicht alle zur selben (n — 1)-dimensionalen Seite
des n-Simplex gehoren. Aus (2.18) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhéngig sind.
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4 Der Umbkreismittelpunkt

Das System in (4.12) ist also linear unabhéngig und hat somit eine eindeutige Losung.
Die n 1-Mittelsenkrechten schneiden sich also in einem Punkt U. Nach Lemma 4.2.2
ist der Punkt U von allen Eckpunkten des n-Simplex gleich weit entfernt. Nach der
Umkehrung in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 liegt der Punkt U somit auf allen 1- und
2-Mittelsenkrechten des n-Simplex.

Die Sphéare mit Mittelpunkt U und Radius

T:’AQU|:‘A1U|:"':’AnU|

verlauft somit durch alle Eckpunkte des n-Simplex.

Um die Eindeutigkeit des Umsphéaremittelpunkts zu zeigen sei U’ ein weiterer Punkt,
der gleich weit von allen (n + 1) Eckpunkten des n-Simplex entfernt ist. Es muss somit

[AU| = AU = -+ = AU

gelten. Aus der Umkehrung in Lemma 4.2.2 folgt, dass U’ auf allen 1-Mittelsenkrechten
liegen muss. Die Punkte U und U’ fallen also zusammen, was die Eindeutigkeitsaussage
des Satzes zeigt. O

Da nun die Existenz des Umsphéremittelpunkts eines n-Simplex bewiesen wurde folgt
die Existenz der Umsphéremittelpunkte niedrigerer Dimensionen. Es kann also eine p-
Mittelsenkrechte eines p-Simplex im n-dimensionalen Raum definiert werden.

Definition 4.3.4 (p-Mittelsenkrechte). Die p-Mittelsenkrechte einer p-dimensionalen
Seite ist jene (n — p)-dimensionale Ebene, die normal auf die p-dimensionalen Seite steht
und durch deren Umsphéaremittelpunkt verlauft, wobei p die Werte 1, 2, ...,n annehmen
kann.

Fiir p = 1,2 sind die p-Mittelsenkrechtenden konsistent mit den Definitionen der Stre-
ckensymmetralen im 2-dimensionalen Fall bzw. den 1- und 2-Mittelsenkrechten im 3-
dimensionalen Fall. Die n-Mittelsenkrechte eines n-Simplex entspricht dem Umspha-
remittelpunkt des n-Simplex.

Lemma 4.3.5. Jeder Punkt auf der p-Mittelsenkrechten einer p-dimensionalen Seite
hat denselben Abstand zu den Eckpunkten der Seite.

Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Eckpunkten einer p-dimensionalen
Seite auf ihrer p-Mittelsenkrechten. Die p-Mittelsenkrechte einer p-dimensionalen Sei-
te eines n-Simplex stimmt mit dem Durchschnitt der (ZE) k-Mittelsenkrechten der p-
dimensionalen Seite iberein, wobei k die Werte k = 1,2,...,(p — 1) annehmen kann.

Dieses Lemma lésst sich analog zum 3-dimensionalen Fall in 4.2 beweisen.
Nach der Umkehrung in Lemma 4.3.5 liegt der Punkt U auf allen p-Mittelsenkrechten

des n-Simplex. Dementsprechend kann der Satz der Existenz des Umsphéremittelpunkts
eines n-Simplex noch konkreter formuliert werden:
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4.3 Der Umspharemittelpunkt

Satz 4.3.6 (Existenz des Umsphérepunkts eines n-Simplex). Alle Mittelsenkrechten ei-
nes n-Simplex schneiden sich in einem Punkt U. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der
einzigen Sphdre, die alle Eckpunkte des n-Simplex beinhaltet.

Definition 4.3.7 (Umsphére eines n-Simplex). Die Sphére, die alle (n + 1) Eckpunkte
eines n-Simplex beinhaltet, wird als Umsphéire des n-Simplex bezeichnet. IThr Radius
heiffit Umsphéreradius und ihr Mittelpunkt Umsphéremittelpunkt U.

Der Umsphéaremittelpunkt U ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten fiir alle
1,7 =20,1,2,...,n mit ¢ # j die Gleichung

bij - (a’;aﬂ - u) =0 (4.13)

erfillt.
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge
Punkt

In diesem Kapitel wird die Verallgemeinerung des Hohenschnittpunkts eines Dreiecks
auf den 3- und n-dimensionalen Raum behandelt. Die Héhen eines Tetraeders oder eines
Simplex schneiden sich im Allgemeinen nicht in einem Punkt. Wie in diesem Kapitel
gezeigt wird, existiert der Hohenschnittpunkt nur dann, wenn jede Kante orthogonal auf
die von den restlichen Punkten aufgespannte Seite des Simplex steht, solche Simplexe
werden orthozentrisch genannt.

Da im hoherdimensionalen Raum im Allgemeinen kein Hohenschnittpunkt existiert,
stellt sich die Frage, ob ein Analogon fiir den héherdimensionalen Raum gefunden wer-
den kann. Der von Gaspard Monge (1746-1818) entdeckte Monge Punkt erfiillt sehr viele
Figenschaften des Hohenschnittpunkts aus dem 2-dimensionalen Raum und existiert fiir
jedes n-Simplex. Im 3-dimensionalem entspricht der Monge Punkt dem Schnittpunkt
aller sechs Mittelebenen eines Tetraeders. Die Mittelebenen stehen orthogonal auf eine
Kante eines Tetraeders und verlaufen durch den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Kante. Da den Kanten in héheren Dimensionen keine Kanten, sondern 2- oder hoher-
dimensionale Seiten gegeniiberliegen, kénnen die Mittelebenen nicht auf naheliegende
Weise auf den 4- und hoherdimensionalen Raum verallgemeinert werden.

Im hoherdimensionalen Raum kénnen die Mittelpunkte der gegeniiberliegenden Kan-
ten durch die Schwerpunkte der gegeniiberliegenden Seiten verallgemeinert werden. Der
Schnittpunkt dieser Mittelebenen ergibt den Monge Punkt eines Simplex im 4- und ho-
herdimensionalen Raum.

In orthozentrischen Simplexen féllt der Monge Punkt mit dem existierenden Hoéhen-
schnittpunkt zusammen.
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

5.1 Der Hohenschnittpunkt

In diesem Abschnitt wird der Hohenschnittpunkt eines Dreiecks behandelt. Dabei wird
wieder ein Dreieck im 2-dimensionalen Raum mit Eckpunkten Ay, A1, A2 betrachtet und
die Notation 4,7,k = 0,1,2 aus Abschnitt 2.1 verwendet. Die Idee des geometrischen
Beweises wurde aus [9, S. 54] aufgegriffen. Eine weitere Beweisidee eines geometrischen
Beweises findet man in [9, S. 57], einen anderen analytischen Beweis in [1, S. 20f].

Definition 5.1.1 (Hohe eines Dreiecks). Eine Gerade, die normal auf die Trégergerade
einer Dreiecksseite steht und durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt verlduft, wird
Hohe des Dreiecks genannt.

Eine Hohe des Dreiecks A A;Aj Ay, ist also eine Gerade, deren Punkte fiir 7,5,k = 0,1,2
mit ¢ # j # k die Gleichung
bij . (ak — .CU) =0 (51)

erfiillt.

Satz 5.1.2 (Existenz des Hohenschnittpunkts eines Dreiecks [1, S. 22f]). Die drei Hohen
eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt H.

Beweis (algebraisch). Seien Ay, A1, Ay die Eckpunkte eines Dreiecks A AgAj As. Die drei
Hohen des Dreiecks sind nach (5.1) durch:

bij - (ap —x) =0
bjk . (ai - x) =0 (52)
bki . (aj - 1‘) = 0.

gegeben. Aus (2.7) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhéngig sind. Durch
Addieren der Gleichungen erhilt man mit (2.5):

bij - (ak — ) + bji, - (a; — @) + by - (a; — @)
= bij - ap + bji - a; + b - a; — x(bij + bjr + ;)
= (a; —aj) - ap + (aj —ag) - a; + (ag, — a;) - a; — 0
= a;ar — ajay + a;a; — a;a + a;ar — a;a;

=0.

Die drei Gleichungen in (5.2) sind somit linear abhéngig und besitzen eine eindeutige
Losung. Die Hohen schneiden sich also in einem Punkt.
O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch) [9, S. 54]. Gegeben sei ein Dreieck AAgA;1Az. Zeichnet man die
drei Parallelen zu den Dreiecksseiten, die durch die gegeniiberliegenden Eckpunkte ver-
laufen, so erhélt man ein zweites Dreieck AA{A)A), wie in Abbildung 5.1 dargestellt.
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5.1 Der Hohenschnittpunkt

Betrachtet man die zwei entstandenen Parallelogramme [JA; As AgAS und A Ay Al Ay
folgt, dass ALbA) = A1 Ay = ApA]. Ap ist also der Mittelpunkt der Strecke A} Al dies
folgt fiir die Punkte A; und As analog. Die Hohe durch Ay des Dreiecks A AgA1 As steht
normal auf die Dreiecksseite AgA; und somit auch auf ihre Parallele AjA). Dies gilt wie-
derum analog fiir die anderen Dreiecksseiten. Die Hohen des Dreiecks A Ag A1 As stimmen
daher mit den Streckensymmetralen des Dreiecks A A( A} Af tiberein. Wie in Abschnitt
4.1 gezeigt, schneiden sich die Streckensymmetralen von AAjA)} A5 in einem Punkt, dem
Umbkreismittelpunkt U’ des Dreiecks. Die Hohen des Dreiecks A AgAjAs schneiden sich
somit im selben Punkt U’ = H, wodurch die Existenz des Schnittpunkts H geometrisch
bewiesen wurde. ]

Al

A()

Aj

Abbildung 5.1: Skizze zum geometrischen Beweis des Hohenschnittpunkts.

Definition 5.1.3 (Hohenschnittpunkt). Der Schnittpunkt der Hohen eines Dreiecks
wird als Hohenschnittpunkt H des Dreiecks bezeichnet.

Der Hoéhenschnittpunkt H ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten fiir alle
i,7,k =0,1,2 mit i # j # k die Gleichung (5.1)

bij - (ax —h) =0

erfiillt.
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

5.2 Der Hohenschnittpunkt eines Tetraeders

In diesem Abschnitt wird der in 5.1 thematisierte Hohenschnittpunkt nach [11, S. 681-
684] fiir Tetraeder verallgemeinert und der dafiir hilfreiche Monge Punkt definiert. Dabei

wurden die Beweise, die den Hoéhenschnittpunkt im Zusammenhang mit dem Monge
Punkt betrachten dhnlich zu [6, S. 22-37] durchgefiihrt.

Definition 5.2.1 (Hohe eines Tetraeders). Eine Gerade, die normal auf die Trégerebene
einer Seite des Tetraeders steht und durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt verlauft,
wird Hohe des Tetraeders genannt.

Seien Ag, A1, As und As die Eckpunkte eines Tetraeders 1" und h; die Hohe von T, die
durch den Eckpunkt A; verlduft. Die Hohe h; steht also normal auf die Tragerebene
g1 = e(4;, Aj, Ag) und verlauft durch den Punkt A4;. Durch das Gleichungssystem

bij-(al—x) =0
bjk : (al — .T}) =0 (5.3)
bri - (ag —x) =0

sind drei Ebenen gegeben, die normal auf die Trégerebene ¢; stehen und den Punkt A
enthalten. Aus (2.13) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhéngig sind. Aus
(2.10) folgt direkt, dass alle drei Gleichungen linear abhéngig sind. Da die drei Ebenen
auf jeden Fall den Punkt A; gemeinsam haben, schneiden sie sich in einer Geraden,
die normal auf die Ebene ¢; steht und den Punkt A; enthélt. Die Gleichungen in (5.3)
beschreiben also drei verschiedene Ebenen, die sich in der Héhe h; schneiden. Zwei dieser
Ebenen sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Sie stehen normal auf die Kanten AgA; bzw.
AgAs und schneiden sich in der Hohe hs.

Definition 5.2.2 (Orthozentrisches Lot eines Tetraeders). Eine Gerade, die normal
auf eine Seite des Tetraeders steht und durch ihren Héhenschnittpunkt verlduft, wird
orthozentrische Lot des Tetraeders genannt.

Betrachtet man nochmals das Gleichungssystem (5.2) aus Abschnitt 5.1 im
3-dimensionalen Raum

bij'(ak—$) =0

bj . (ai - CL') =0 (54)

bki . (CL]' — CL‘) = 0,
so gilt ebenfalls die lineare Abhéngigkeit der Gleichungen. Die drei Ebenen stehen eben-
falls normal auf die Ebene £; und enthalten alle den Hohenschnittpunkt H; des Dreiecks
A A;Aj Ay in der Ebene ;. Das System (5.4) beschreibt also ebenfalls drei Gleichungen,
die sich in einer Geraden schneiden, dem orthozentrischen Lot n;. Zwei dieser Ebenen
sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Sie stehen normal auf die Kanten AgA; bzw. AgAs
und schneiden sich im orthozentrischen Lot ng.

Da die Hohe h; und das orthozentrische Lot n; normal auf dieselbe Ebene stehen sind
diese beiden Geraden parallel.
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5.2 Der Hohenschnittpunkt eines Tetraeders

Abbildung 5.2: Skizze zu den Hohen eines Tetraeders [11, S. 681].

Satz 5.2.3 ([11, Theorem 1.]). Jedes orthozentrische Lot n; schneidet jede Héhe h; mit
i# 1

Beweis (algebraisch). Betrachtet man das orthozentrische Lot n; und die Hohe h;, so
folgt aus (5.3) und (5.4), dass n; und h; beide in der Ebene

bjk-(ai—:c):0

liegen, die normal auf die Kante A;Aj steht und den Punkt A; enthélt. Da die beiden
Geraden normal auf verschiedene Ebenen stehen, die nicht parallel sein konnen, miissen
sie sich in einem Punkt schneiden. ]

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Betrachtet man 0.B.d.A. das orthozentrische Lot n; auf die Seite
A;Aj Ay und die Hohe h;, die normal auf die Trégerebene €; = €(A4; Ay A;) steht und durch
den Punkt A; verlduft. Das orthozentrische Lot n; liegt auf den Ebenen, die normal auf
die Kanten A;A;, A; A, und A; Ay, stehen und den dritten Punkt der Seite beinhalten.
Die Hohen des Tetraeders, stehen normal auf die Tragerebene dreier Eckpunkte und
beinhalten den vierten Eckpunkt des Tetraeders. Die Hohe h; und das orthozentrische
Lot n; liegen also beide auf der Ebene, die normal auf die Kante A;A; steht und den
Punkt A; beinhaltet. Die Existenz des Schnittpunkts folgt analog zum algebraischen
Beweis. O
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

In Abbildung 5.3 ist das orthozentrische Lot n3 sowie die drei schneidenden Héhen
ho, h1, he und die parallele Hohe h3 dargestellt.

Aq
H_z
\
A .,
Ag . 2
—___\_____________‘_-_4— /“"
\'n
\
A |

Abbildung 5.3: Skizze zu den Schnittpunkten der Héhen mit dem orthozentrischen Lot
[11, S. 681].

Satz 5.2.4 ([11, Theorem 2.]). Eine Hohe h; schneidet eine Hohe hj genau dann, wenn
bry - bij = 0 (5.5)

oder geometrisch, wenn die gegeniiberliegenden Kanten ApA; und A;A; normal aufein-
ander stehen.
Insbesondere gilt: hi NV hj # 0 <= h, N hy # 0.

Beweis (algebraisch). Eine Hohe wird durch zwei Gleichungen des Gleichungssystems in
(5.3) eindeutig definiert. Betrachtet man 0.B.d.A. die Héhen h; und h;, so kénnen sie
durch die Gleichungssysteme

bjk . (ai — .’L‘) =0 (5.6)

brr - (a; —x) =0 (5.7)
und

bt - (aj — x) = (5.8)

b - (a; — @) = (5.9)
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5.2 Der Hohenschnittpunkt eines Tetraeders

beschrieben werden. Sei angenommen, dass Gleichung (5.5) erfiillt ist. Durch Umformung
der Gleichung (5.5) folgt:

bi - ai = by - a;.

Demnach sind die Gleichungen (5.7) und (5.8) dquivalent. Die beiden Héhen liegen somit
beide in einer Ebene und kénnen daher durch nur drei Ebenen beschrieben werden. Diese
drei Gleichungen sind linear unabhéngig und besitzen somit eine eindeutige Losung. Die
beiden Hohen schneiden sich also in einem Punkt.

Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P ein gemeinsamer Punkt von h; und hj; mit

Ortsvektor p := O? Durch die Rechnung

0=0-0=0bg-(ai —p) —br - (aj —p) =g - b (5.10)
kann man umgekehrt riickschlieen, dass (5.5) erfiillt ist. O
Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Damit sich zwei Hohen des Tetraeders schneiden konnen, muss
es eine Ebene geben, die beide Hohen enthélt. Die Hohen liegen auf allen Ebenen, die
normal auf eine Trigerebene steht und den verbleibenden Eckpunkt des Tetraeders bein-
haltet. Betrachtet man 0.B.d.A. die Héhe h;, so liegt sie auf allen Ebenen, die normal
auf die Ebene ¢; = €(A;j, Ay, 4;) steht und den Punkt A; enthalten. Analog liegt die
Hohe h; auf allen Ebenen, die normal auf die Ebene €; = €(A4;, Ay, A;) steht und den
Punkt A; enthalten. Die beiden Ebenen schneiden sich in der Tragergeraden von AjA;,
eine gemeinsame Ebene von h; und h; muss also normal auf die Kante A;A; stehen,
um normal auf beide Ebenen ¢; und €; zu stehen. Auflerdem miisste diese Ebene die
Eckpunkte A; und A; enthalten. Beide Bedingungen sind nur moglich, wenn die Kanten
A;A; und ApA; normal aufeinander stehen. Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P
ein gemeinsamer Punkt von h; und hj;. Demnach liegt der Punkt P auf einer Ebene,
die normal auf die Trégerebenen ¢; und ¢; steht und die Punkte A; und A; enthalt. Die
Kante A;A; und die gemeinsame Kante der Trégerebenen Aj;A; miissen demnach normal
aufeinander stehen. Dies folgt analog fiir die Héhen hy und h;. Wenn sich zwei Hohen
schneiden, schneiden sich demnach auch die beiden anderen Hoéhen. ]

Satz 5.2.5 ([11, Theorem 3.]). Wenn eine Héhe zwei andere Héohen schneidet, dann
sind alle Hohen kopunktal.

Beweis (algebraisch). O.B.d.A. sei angenommen, dass die Hohe h; die Héhen h; und hy,
schneidet. Aus (5.5) folgt, dass

bt - bij = bj1 - b = 0. (5.11)

Mit (2.14) folgt aus (5.11):
bit - bj = 0.
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

Wenn sich zwei Hohen schneiden, schneiden sich ebenso die beiden anderen Hohen,
demnach folgt aus Satz 5.2.4, dass jede Hohe jede andere Hohe schneidet. Betrachtet
man o.B.d.A. die drei Hohen h;, h; und hj. Nimmt man indirekt an, dass sich die drei
Ho6hen nicht in einem gemeinsamen Punkt schneiden, so schneiden sie sich paarweise
und miissen daher in einer gemeinsamen Ebene liegen. Dies kann jedoch nicht der Fall
sein, da alle Hohen normal auf unterschiedliche Seiten des Tetraeders stehen. Die drei
Hohen miissen sich somit in einem gemeinsamen Punkt schneiden, demnach schneiden
sich je drei Hohen in einem gemeinsamen Punkt. Betrachtet man nun o0.B.d.A. die Hohen
hi, hj, h, und die Hohen h;, hj, by des Tetraeders, so miissen sich diese jeweils in einem
gemeinsamen Punkt schneiden. Da dieser Punkt dem Schnittpunkt der Hohen h; und h;
entspricht schneiden sich alle vier Hohen in diesem Punkt. Wenn eine Hohe zwei andere
Ho6hen schneidet, miissen sich die vier Héhen des Tetraeders also alle in einem Punkt H
schneiden. O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Da zwei Hohen nicht parallel sein kénnen, da sie normal auf un-
terschiedliche Seitenflichen des Tetraeders stehen, schneiden sie sich, wenn es eine Ebene
gibt, die beide Hohen enthélt. O.B.d.A. sei angenommen, dass die Héhe h; die Héhen
hj und hj schneidet. Es existiert also eine Ebene ¢;;, die die Hohen h; und h; und eine
Ebene ¢, die die Héhen h; und hj enthélt. Die Ebenen schneiden sich also in der Hohe
h;. Da die Ebene ¢;; normal auf die Kanten A;A; steht und den Punkt A; enthélt und
die Ebene €;; normal auf die Kanten A;A4; steht und den Punkt A; enthilt, verlauft
die Héhe h; durch den Héhenschnittpunkt von A A;A;A;. Die Hohe h; und somit der
Eckpunkt A; liegt also auch auf der Ebene, die normal auf die Kante A; Ay, steht und den
Eckpunkt A; enthalt. Demnach steht die Kante A; A; normal auf die Kante A;Aj, und aus
Satz 5.2.4 folgt, dass die Hohe h; auch die Hohe h; schneiden muss. Jede Hohe schneidet
also jede andere Hohe. Die restliche Argumentation erfolgt analog zum algebraischen
Beweis. ]

Aus Satz 5.2.4 und Satz 5.2.5 folgt:

Korollar 5.2.6. Die Héhen eines Tetraeders schneiden sich genau dann in einem Punkt,

wenn jede Kante orthogonal auf die gegentiberliegende Kante steht oder algebraisch, wenn
(5.11) gilt.

Definition 5.2.7 (Hohenschnittpunkt eines Tetraeders). Der Schnittpunkt der Héhen
eines Tetraeders wird als Hohenschnittpunkt H des Tetraeders bezeichnet, falls ein sol-
cher Schnittpunkt existiert. Ein Tetraeder in dem ein Hohenschnittpunkt existiert wird
orthozentrisches Tetraeder genannt.

In Abbildung 5.5 ist ein orthozentrisches Tetraeder dargestellt, in dem sich alle vier
Hohen im Hohenschnittpunkt H schneiden. In diesem Fall féillt jede Hohe h; mit dem
dazugehorigen orthozentrischen Lot n; zusammen.

Steht nur ein Paar gegeniiberliegender Seiten normal aufeinander, so wird das Tetraeder
semi-orthozentrisch genannt. In einem semi-orthozentrischem Tetraeder schneiden sich
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5.2 Der Hohenschnittpunkt eines Tetraeders

jeweils zwei der Hohen. In Abbildung 5.4 ist ein semi-orthozentrisches Tetraeder darge-
stellt, in dem die Kanten AgAsz und A;As normal aufeinander stehen. Die Hoéhen hg und
hs und die Héhen h; und hs schneiden sich jeweils in einem Punkt.

Abbildung 5.4: Schnittpunkt zweier Hohen eines semi-orthozentrischen Tetraeders [11,
S. 681].

5.2.1 Der Monge Punkt eines Tetraeders

Im Allgemeinen besitzt ein Tetraeder zwar keinen Hohenschnittpunkt, allerdings exis-
tiert ein von Gaspard Monge (1746-1818) entdeckter und nach ihm benannter Punkt,
der eine gute Analogie zum Héhenschnittpunkt aus dem 2-dimensionalen Raum darstellt.
Der Monge Punkt M wird in der Literatur manchmal auch anders benannt, Fritsch ver-
wendet in [6] beispielsweise den Namen Feuerbachpunkt und gibt diesem Punkt den
Buchstaben H.

In einem allgemeinem Tetraeder gibt es zwei Ebenen, die orthogonal auf die Kante
A;A; stehen und die Eckpunkte Ay und A; enthalten. Diese Ebenen kénnen durch die
Gleichungen

bij-(ak—:c):O

bij-(al—x) ZO
beschrieben werden. Aus

) U

~——
Moglichkeiten fir gewdhlte Kante Moglichkeiten fur verbliebenen Punkt
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

Abbildung 5.5: Hohenschnittpunkt eines orthozentrischen Tetraeders [11, S. 681].

folgt, dass es maximal 12 solcher Ebenen gibt.

Weniger als 12 Ebenen ergeben sich beispielsweise, wenn zwei gegeniiberliegende Kanten
normal aufeinander stehen. Denn die Ebene, die normal auf eine Kante steht enthéilt
dann die beiden Eckpunkte der gegeniiberliegenden Kante und umgekehrt. Dadurch fal-
len zweimal 2 dieser 12 Ebenen zusammen. In Abbildung 5.2 sind die zwei parallelen
Ebenenpaare auf die Seite ApAs und auf die Seite AgA; eingezeichnet.

Es kann eine Ebene definiert werden, die genau zwischen den beiden Ebenen liegt.

Definition 5.2.8 (Mittelebene eines Tetraeders). Eine Ebene, die normal auf eine Kante
des Tetraeders steht und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Kante enthélt, wird
Mittelebene des Tetraeders genannt.

Sind die beiden Ebenen durch die Eckpunkte ident, so stimmt auch die Mittelebene mit
ihnen tberein.

Mittels Koordinaten kann die Mittelebene der Strecke A;A; wie folgt ausgedriickt wer-
den:
bij . (ak +a — 2x) =0, (5.12)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Mittelebene bezeichnet. Ein Tetra-
eder hat sechs solche Mittelebenen. Im Allgemeinen ist die Mittelebene (5.12) nicht die
Mittelsenkrechte der Strecke A;A;, wie im Vergleich mit der Gleichung der Mittelsenk-
rechten in (4.7) ersichtlich ist.

Satz 5.2.9 ([11, Theorem 4.]). Alle sechs Mittelebenen eines Tetraeders schneiden sich
in einem Punkt.
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5.2 Der Hohenschnittpunkt eines Tetraeders

Beweis (algebraisch). Durch das Gleichungssystem

bz-j-(ak—i—al—Qx):O
bik - (aj +a; — 21’) =0 (5.13)
by - (aj +ap —2x) =0.

sind drei Mittelebenen gegeben, die nicht alle zur selben Dreiecksseite des Tetraeders
gehoren. Aus (2.12) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhéngig sind. Das System
in (5.13) ist also linear unabhéngig und hat somit eine eindeutige Loésung. Die drei
Mittelebenen schneiden sich also in einem Punkt M. Durch Subtrahieren der ersten
Gleichungen von der zweiten Gleichung erhélt man:

bir - (a5 + a; — 2x) — bij - (a + a; — 27)
= bir - aj — bij - ag + (bix — bij) - (a; — 2x)
= (a; — ak) - aj — (a; — a;) - ag + (bir, — bij) - (a — 22)
= aja; — ajag — aay + ajar + (a; — ag — a; + a;) - (a — 2) (5.14)
= aja; — a;ar + (a; — ay) - (a7 — 2x)
= bjk'(ai—FCLl—Ql‘);O.

Aus (5.14) folgt, dass der Punkt M auch auf der Mittelebene liegt, die normal auf die
Kante AjAj steht und den Seitenmittelpunkt M;; der gegeniiberliegenden Seite enthélt.
Subtrahiert man von der ersten Gleichung in (5.13) die dritte Gleichung und von der
zweiten Gleichung die dritte Gleichung, so folgt dies analog fiir die beiden verbleibenden
Mittelebenen. Der Punkt M liegt also auf allen 6 Mittelebenen des Tetraeders. O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Betrachtet man das durch die Seitenmittelpunkte My, Mj; und
My, aufgespannte Dreieck, so sind die Seiten des Dreiecks A M;; Mj; M}y, nach dem Strah-
lensatz parallel zu den Seiten des Dreiecks A A;AjAj. Die Mittelebene auf die Kante
A;A; steht also ebenso normal auf die Kante M;M;; und verlduft durch den gegen-
iiberliegenden Eckpunkt My;. Dies folgt analog fiir die Mittelebenen auf die Kanten
A; Ay und AjAy. Der Hohenschnittpunkt des Dreiecks A My Mj My, liegt somit auf al-
len drei Mittelebenen auf die Triagerebene ¢; = €(A4;, Aj, Ai). Somit folgt, dass sich die
drei Mittelebenen auf eine Trégerebene in einer Geraden schneiden, die normal auf die
Trégerebene steht. Da die Schnittgeraden der Mittelebenen zweier benachbarter Tetra-
ederseiten eine gemeinsame Kante haben, liegen die Geraden beide in der Mittelebene
auf diese Kante. Da die Geraden auf verschiedene Tetraederseiten normal stehen kénnen
sie weder ident noch parallel sein und miissen sich demnach in einem Punkt schneiden.
Jede Gerade muss also die drei anderen Geraden schneiden. Da dieses Geraden nicht in
einer gemeinsamen Ebene liegen konnen schneiden sie sich alle in einem Punkt M. Der
Punkt M liegt also auf allen 6 Mittelebenen des Tetraeders. O

Definition 5.2.10 (Monge Punkt eines Tetraeders). Der Schnittpunkt aller sechs Mit-
telebenen eines Tetraeders wird als Monge Punkt M des Tetraeders bezeichnet.
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

Der Monge Punkt M ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten fiir alle
1,7 =0,1,2,3 mit ¢ # j die Gleichung

bz‘j . (ak +a; — 2m) =0 (515)

erfullt.

Der Punkt M liegt auf der Schnittgeraden der Mittelebenen auf die Tragerebene ;. Die
Schnittgerade ist parallel zu den Geraden n; und h; und liegt mit minimalem Normal-
abstand genau zwischen den Geraden.

In Abbildung 5.6 ist ein Tetraeder und dessen Monge Punkt dargestellt. Die Schnittge-
rade auf die Trégerebene e3 ist in Abbildung 5.6 strichliert dargestellt.

Abbildung 5.6: Skizze zum Monge Punkt eines Tetraeders [11, S. 681].

Satz 5.2.11. In einem orthozenirischem Tetraeder fallen die Héhen mit den orthozentri-
schen Loten zusammen. Demnach stimmt der Hohenschnittpunkt mit dem Monge Punkt
tberein.

Auferdem fallen die Hohenfufipunkte mit dem Hdéhenschnittpunkt der jeweiligen Seiten-
fliche zusammen.

Beweis (algebraisch). In einem orthozentrischem Tetraeder stehen die gegeniiberliegen-
den Kanten normal aufeinander. Aus Gleichung (5.5) folgt b;; - (ar — a;) = 0 und daher

bij QA = bij - aj. (516)

Betrachtet man die Gleichung
bij-(al—x) :0
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5.2 Der Hohenschnittpunkt eines Tetraeders

aus (5.3), also der Ebene, die normal auf die Kante A;A; steht und den Eckpunkt A4,
enthélt, so folgt aus (5.16)
bij - (ax —x) =0.

Diese Gleichung entspricht genau der Gleichung der Ebene, die normal auf die Kante
A;A; steht und den Eckpunkt Ay enthalt. Die Mittelebene auf die Kante A;A; ist die
Ebene, die genau zwischen diesen zwei Ebenen liegt. Da die beiden Ebenen ident sind
fallt auch die Mittelebene mit ihnen zusammen. Durch Addition der beiden Ebenenglei-
chungen folgt algebraisch die Ebenengleichung (5.15) der Mittelebene:

bij-(al—$)+bij'(ak—l‘):bij'(ak—{-al—Qm):O

In einem orthozentrischem Tetraeder fallen die Hoéhen also mit den orthozentrischen Lo-
ten zusammen. Demnach fallen auch die Hohenfulpunkte mit den Héhenschnittpunkten
der jeweiligen Seitenflichen und der Hohenschnittpunkt mit dem Monge Punkt zusam-
men. O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). In einem orthozentrischem Tetraeder stehen die gegeniiberliegen-
den Kanten normal aufeinander. Die Hohe h; auf die Trégerebene g, = e(A4;, Aj, Ax)
steht normal auf die Tragerebene und verlduft durch den Punkt A;. Die Hohe liegt somit
auf den drei Ebenen, die normal auf die Kanten A;A;, A; Ay, und A;Aj stehen und den
Eckpunkt A; enthalten. Sei 0.B.d.A. € die Ebene, die normal auf die Kante A;A; steht
und die Hohe h; sowie den Eckpunkt A; enthélt. Da die Kante Ay A; normal auf die Kan-
te A;A; steht, liegt der Eckpunkt Ay ebenfalls in der Ebene €. Dementsprechend liegt
auch der Mittelpunkt My, der Seite Ay A; in dieser Ebene. Die Ebene ¢ fallt also mit der
Mittelebene auf die Kante A;A; zusammen. Dies folgt analog fiir die Ebenen, die normal
auf die Kanten A; Ay und A; Ay, stehen und den Eckpunkt A; enthalten. Die Hohe h; féllt
also mit den Schnittgeraden der Mittelebenen auf die Seite A A;A; Ay, des Tetraeders zu-
sammen. Da die Schnittgerade der Mittelebenen durch den Hohenschnittpunkt der Seite
A A;Aj A verlduft und somit dem orthozentrischen Lot auf die Seite entspricht, fallt der
Hoéhenfuflpunkt der Héhe A; mit dem Hoéhenschnittpunkt zusammen. Dies folgt analog
flir alle anderen Seiten des Tetraeders. Die Hohen fallen also mit den orthozentrischen
Loten und den Schnittgeraden von 3 Mittelebenen des Tetraeders zusammen. Demnach
fallt der Hohenschnittpunkt mit dem Monge Punkt zusammen. O

Da der Hohenschnittpunkt in einem orthozentrischem Tetraeder mit dem Monge Punkt
iibereinstimmt, wird der Monge Punkt als Analogie des Héhenschnittpunkts in einem
allgemeinem Tetraeder angesehen.
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

5.3 Der Hohenschnittpunkt eines n-Simplex

In diesem Abschnitt wird mithilfe von [11, S. 685] der in 5.2 definierten Monge Punkt,
als Analogon zum Hoéhenschnittpunkt, im n-dimensionalen Raum beschrieben und die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fir die Existenz eines Hohenschnittpunkts
im n-dimensionalen Raum analog zum 3-dimensionalen Raum aufgezeigt.

Die Definition der Héhe kann analog zum 3-dimensionalen Fall fiir den n-dimensionalen
Raum formuliert werden.

Definition 5.3.1 (Hohe eines n-Simplex). Eine Gerade, die normal auf die Trégerebene
einer (n — 1)-dimensionalen Seite des n-Simplex steht und durch den gegeniiberliegenden
Eckpunkt verlauft, wird Hohe des n-Simplex genannt.

Seien Ay, A1, ..., A, die Eckpunkte eines n-Simplex S und h;, die Héhe von S, die durch
den Eckpunkt A; verlduft. Die Hohe h;, steht also normal auf die Trégerebene ¢;, =
(Aig; Aiy, -+ -5 Ai,_,)) und verlduft durch den Punkt A4;,. Durch das Gleichungssystem

bigiy - (s, —x) =0
biriy + (@i, —x) =0

(5.17)

Di_1yio * (a;, —x) =0.
sind n Ebenen gegeben, die normal auf die Tragerebene ¢;, stehen und den Punkt A;,
enthalten. Aus (2.18) folgt, dass (n — 1) dieser Gleichungen linear unabhéngig sind. Aus
(2.16) folgt direkt, dass alle n Gleichungen linear abhéngig sind. Da die n Ebenen auf
jeden Fall den Punkt A;, gemeinsam haben, schneiden sie sich in einer Geraden, die
normal auf die Ebene ¢;, steht und den Punkt A; enthélt. Die Gleichungen in (5.17)
beschreiben also n verschiedene Ebenen, die sich in der Hohe h;, schneiden.

Satz 5.3.2 ([11, Theorem 2.]). Eine Hohe h;, schneidet eine Hohe h;, genau dann, wenn
bigiy - biyis =0  V{ia,i3} C{0,1,...,n}, mit ig, i1, 12,93 paarweise verschieden, (5.18)

oder geometrisch, wenn die Kante A;,A;; normal auf die Seitenfliche A;,A;, ... A
steht.

in

Beweis. Eine Hohe wird durch (n — 1) Gleichungen des Gleichungssystems in (5.17)
eindeutig definiert. Betrachtet man 0.B.d.A. die Hohen hy und h,, so kénnen sie durch
die Gleichungssysteme

biz - (ap—z) =0

b23-(a0—a:) =0
(5.19)

bin—1yn - (a0 —2) =0
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und

b12-(an—:r):0

vas (i =) = (5.20)

b(n—l)O : (an - x) =0
beschrieben werden. Durch Umformen der Gleichung in (5.18) folgt:
bilig sapg = bi1i2 cQp V{il,’iz} C {1, Lo, = 1}, 11 7& 9.

Bis auf die letzte Gleichung ist jede der Gleichungen in (5.19) zur entsprechenden Glei-
chung in (5.20) dquivalent. Betrachtet man nun die (n — 1) Gleichungen aus (5.19) und
die letzte Gleichung aus (5.20), so sind diese n Gleichungen nach (2.18) linear unabhén-
gig und besitzen somit eine eindeutige Losung. Die beiden Hohen schneiden sich also in
einem Punkt.

Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P ein gemeinsamer Punkt von hg und h, mit
Ortsvektor p := OP. Durch die Rechnung

0=0-0= bi1i2 ’ (CLO _p) - bi1i2 ’ (a’n _p) = bi1i2 ~bon
kann man umgekehrt riickschlieBen, dass (5.18) erfiillt ist. O

Satz 5.3.3 ([11, Theorem 3.]). Wenn eine Hohe (n — 1) andere Héhen schneidet, dann
sind alle Hohen kopunktal.

Beweis. O.B.d.A. sei angenommen, dass die Hohe hg die Hohen hy, hg, ... h(,_1) schnei-
det. Aus (5.18) folgt, dass

bo1 - bioil =0 V{io,’il} C {2, .. .,TL}, 10 75 11,

bOQ'bioil =0 v{iﬂail} C {1735”"’”}’ io#ila
(5.21)

bom-1) - bigis =0 V{io,i1} C {1,...,n—2,n}, o # ir.
Durch Subtrahieren zweier Gleichungen der Form
boiy * biyn — boiy * bign = bon - biyiy =0 Yio,i1} C{1,...,n—1}, o # 1.
erhilt man analog zu (2.14):
bon - bigiy =0 V{io,ir} C {1,...,n—1}, g # i1.

Die Hohe hg schneidet also ebenfalls die Hohe h,,.
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Durch Subtrahieren zweier Gleichungen der Form
bOio . bi2z‘3 — bOil . bigig = bilio . bi2i3 =0 V{ig, ig} (- {1, ... ,n},
wobei ig, i1, i2, i3 paarweise verschieden sind, erhalt man:
bigiy - biyis =0 Y{ig,i1,42,13} C {0,1,...,n}, mit ig, 1, i2, 73 paarweise verschieden.

Nach Satz 5.3.2 folgt, dass jede Hohe jede andere Hohe schneidet.

Betrachtet man 0.B.d.A. die drei Hoéhen h;,, h;; und h;,. Nimmt man indirekt an, dass
sich die drei Hohen nicht in einem gemeinsamen Punkt schneiden, so schneiden sie sich
paarweise und miissen daher in einer gemeinsamen Ebene liegen. Dies kann jedoch nicht
der Fall sein, da alle Héhen normal auf unterschiedliche Seiten des n-Simplex stehen.
Die drei H6hen miissen sich somit in einem gemeinsamen Punkt schneiden, demnach
schneiden sich je drei Hohen in einem gemeinsamen Punkt. Betrachtet man nun o.B.d.A.
die Hohen h;,, h;,, hi, und die Héhen h;, h;,, hi; des n-Simplex, so miissen sich diese
jeweils in einem gemeinsamen Punkt schneiden. Da dieser Punkt dem Schnittpunkt der
Hohen h; und h; entspricht schneiden sich alle vier Hohen in diesem Punkt. Dies folgt
analog fiir alle anderen Hohen. Wenn eine Hohe (n — 1) andere Hohen schneidet, miissen
sich die (n + 1) Hohen des n-Simplex also alle in einem Punkt H schneiden. O

Aus Satz 5.3.2 und Satz 5.3.3 folgt:

Korollar 5.3.4. Die Hohen eines n-Simplex schneiden sich genau dann in einem Punkt,
wenn jede Kante orthogonal auf die gegeniiberliegende (n — 2)-dimensionale Seite steht
oder algebraisch, wenn (5.21) gilt.

Definition 5.3.5 (Hohenschnittpunkt eines n-Simplex). Der Schnittpunkt der Héhen
eines n-Simplex wird als Hohenschnittpunkt H des n-Simplex bezeichnet, falls ein sol-
cher Schnittpunkt existiert. Ein n-Simplex in dem ein Hohenschnittpunkt existiert wird
orthozentrisches n-Simplex genannt.

5.3.1 Der Monge Punkt eines n-Simplex

Ein n-Simplex S im n-dimensionalen euklidischen Raum hat (n + 1) Eckpunkte.

Um den Monge Punkt als Schnittpunkt aller Mittelebenen eines Tetraeders auf den
n-dimensionalen Raum zu verallgemeinern miissen zunéchst die Mittelebenen im n-
dimensionalen definiert werden. Im 3-dimensionalen liegt jeder Kante eine Kante ge-
geniiber, durch deren Mittelpunkt die Mittelebene verlduft. Im n-dimensionalen liegt
jeder Kante eine (n — 2)-dimensionale Seite gegentiber. Es muss also ein Analogon zum
Seitenmittelpunkt einer Kante im (n — 2)-dimensionalen Raum gefunden werden.

Fiir diese Analogie wéren folgende Punkte naheliegend:

o Der Schwerpunkt der (n — 2)-dimensionalen Seite, weil der Mittelpunkt einer Stre-
cke im physikalischen Sinn ihrem Schwerpunkt entspricht.
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e Der Umsphéaremittelpunkt, denn dieser ist dquidistant zu allen Eckpunkten, ge-
nauso wie der Streckenmittelpunkt zu den Eckpunkten der Strecke.

Da der Hohenschnittpunkt nicht fiir alle (n — 2)-dimensionalen Seiten existiert, ist dieser
Punkt als Analogon unpassend.

Da n-Simplexe existieren, bei denen die Ebenen, die normal auf eine Kante stehen und
durch die Umkreismittelpunkte der gegeniiberliegenden Seitenflichen verlaufen, keinen
gemeinsamen Schnittpunkt aufweisen, wie das folgende Beispiel zeigt, bieten sich die
Schwerpunkte an.

Beispiel 5.1. Seien Ag, Ay, As, As, A4 die Eckpunkte eines 4-Simplex mit

O O = O
— =0 O

Fiir den Ortsvektor des Umsphéremittelpunkts U;; der Seitenfliche, die der Kante A;A;
gegeniiberliegt gilt:

0 1/2 3/10 1/3
| e S I | 310 | s
01 — 1/2 ) 02 — 1/2 ) 03 — 2/5 ) 04 - 1/3 3

1/2 1/2 2/5 0

0

1/2
Uiz = 1/2 ’

1/2

Durch das Gleichungssystem

bo1 - (uo1 — ) =

boz - (ugz — @) =0 (5.22)
bo3 - (uo3 — ) =0

boa - (ups —x) =0

sind 4 Ebenen gegeben, die nicht alle zur selben 3-dimensionalen Seite des 4-Simplex
gehoren. Aus (2.17) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhéngig sind. Das System in
(5.22) ist also linear unabhéngig und hat somit eine eindeutige Losung. Die 4 Ebenen
schneiden sich also in einem Punkt P:
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Nun gilt es herauszufinden, ob P auch auf den anderen Ebenen liegt, die normal auf
eine Kante des 4-Simplex stehen und den Umsphéremittelpunkt der gegeniiberliegenden
Seite enthalten. Durch Einsetzen der Koordinaten von P in die Gleichung der Ebene,
die normal auf eine Kante A A3z steht und durch den Punkt U3 verlauft folgt:

biz - (u1z — )

= b13 - (w13 — p)
1 [/ 0 0
1o | 12 | 0
| -1 1/2 2/5
0 |\ 1/2 ~-1/15 (5.23)
1 0
B 12 | 1!
|l -1 || 110 | T 10 70
0 17/30

Aus (5.23) folgt, dass der Punkt P nicht auf dieser Ebene liegt.

Der Umsphéremittelpunkt eignet sich daher nicht als Analogon der Seitenmittelpunkte
fiir die Verallgemeinerung der Mittelebenen auf den n-dimensionalen Raum.

Die Mittelebenen kénnen im n-dimensionalen wie folgt definiert werden:

Definition 5.3.6 (Mittelebene eines n-Simplex). Eine Ebene, die normal auf eine Kante
des n-Simplex steht und den Schwerpunkt der (n — 2)-dimensionalen gegeniiberliegenden
Seite enthilt, wird Mittelebene des n-Simplex genannt.

Wie im 2- und 3-dimensionalen Fall kann die Mittelebene der Strecke A;A; mittels
Koordinaten wie folgt ausgedriickt werden:

bij-(a0—|—a1+---—|-ai71+ai+1+--~—|—aj,1—|—aj+1—|—~--—|—an—(n—l)z:):0. (5.24)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Mittelebene bezeichnet. Ein n-
Simplex hat (”;1) solcher Mittelebenen.

Es gilt der folgende Satz:
Satz 5.3.7. Alle ("J{l) Mittelebenen eines n-Simplex schneiden sich in einem Punkt.

Beweis. Fiir die Schwerpunkte S;; der Seitenfliche, die der Kante A;A; gegeniiberliegt
gilt:

501:n_1(a2+a3+---+an), Slgzn_l(ao—l—ag,—i-"-—{—an),
! (a1 +az+ - +an) -
n_1 al -+ as an) , 513—n_1

S02 = (ap+az+as+---+an),
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Durch das Gleichungssystem

bor- (a2 +az3+---+a,—(n—1)x) =0

boz - (a1 +a3+---+a, —(n—1)x) =0
(5.25)

bOn'(a1+"‘+a(n71)_(n_l)x):0

sind n Ebenen gegeben, die nicht alle zur selben (n — 1)-dimensionalen Seite des n-
Simplex gehoren. Aus (2.17) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhéngig sind. Das
System in (5.25) ist also linear unabhéngig und hat somit eine eindeutige Losung. Die
n Mittelebenen schneiden sich also in einem Punkt M. Durch Subtrahieren der ersten
Gleichungen von der zweiten Gleichung erhélt man:

boz - (a1 +az+---+ap,—(n—1)x) —bor - (aa+az+---+a,— (n—1)z)
=bo2 - a1 — boy - ag + (boz — bo1) - (a3 + -+ -+ ap — (n — 1)x)
=bo2-a1 —bor-az +bia- (a3 + - +a, — (n—1)x) (5.26)

:blg~(ao+a3+--~+an—(n—1)x)éO.

Aus (5.26) folgt, dass der Punkt M auch auf der Ebene liegt, die normal auf die Kante
A1 A5 steht und den Schwerpunkt

ap+az+---+ap
n—1

S12 =

der (n — 2)-dimensionalen Seite AgA3Ay ... A, enthélt. Durch analoge Subtraktion der
Gleichung in (5.25) folgt dies analog fiir die verbleibenden Mittelebenen. Der Punkt M
liegt also auf allen (”;“1) Mittelebenen des n-Simplex, die normal auf die Kanten stehen

und die Schwerpunkte der gegeniiberliegenden (n — 2)-dimensionalen Seite enthalten.
O

Da dies allgemein fiir alle Simplexe gilt, verwendet man den Schwerpunkt als Verallge-
meinerung des Seitenmittelpunkts auf den hoherdimensionalen Raum.

Im 3-dimensionalen Fall stimmt der Satz 5.3.7 mit dem Satz 5.2.9 tberein, da die
Mittelpunkte der gegeniiberliegenden Kanten ihren Schwerpunkten entsprechen. Im 2-
dimensionalen Fall liegt der dritte Eckpunkt den Kanten gegeniiber. Der Schwerpunkt
dieses Eckpunkts fallt klarerweise mit dem Eckpunkt zusammen. Die Mittelebenen des
n-Simplex fallen im 2-dimensionalen mit den Hohen des Dreiecks zusammen. Dement-
sprechend féllt auch der Monge Punkt mit dem H&éhenschnittpunkt zusammen.

Definition 5.3.8 (Monge Punkt eines n-Simplex). Der Schnittpunkt aller (n;rl)
Mittelebenen eines n-Simplex wird als Monge Punkt M des n-Simplex bezeichnet.
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5 Der Hohenschnittpunkt und der Monge Punkt

Der Monge Punkt M ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten fiir alle
1,7 =0,1,...,n mit ¢ # j die Gleichung

bij-(ao+a1+---+ai—1+aip1+-+aj-1+ajp1+-+a,—(n—1)m) =0 (5.27)
erfiillt.

Satz 5.3.9. In einem orthozentrischen n-Simplex fallen die Hohen mit den Schnittge-
raden der Mittelebenen zusammen. Demnach stimmt der Hoéhenschnittpunkt mit dem
Monge Punkt diberein.

Auferdem fallen die Hohenfufpunkte mit dem Hohenschnittpunkt der jeweiligen Seiten-
flache zusammen.

Beweis. In einem orthozentrischem n-Simplex stehen die Kanten normal auf die gegen-
iiberliegenden (n—2)-dimensionalen Seiten. Aus Gleichung (5.18) folgt by, - (ai, —ais) = 0
und daher

bioil cQiy = bioil . aiBV{ig, ’il, i2, ig} C {O, 1, ey TL}, mit io, il, ’iQ, i3 paarweise verschieden.

(5.28)
ist demnach fiir alle Kanten A;, A;, erfiillt. Betrachtet man die Gleichung
bioil : (aiz - l‘) =0

aus (5.17), also der Ebene, die normal auf die Kante A;, A;, steht und den Eckpunkt A;,
enthélt, so folgt aus (5.28)
bi0i1 . (a,-3 — x) =0. (5.29)

Durch Addition von (n — 1) Ebenengleichungen der Form (5.29) auf die Kante A;,A;,
folgt algebraisch die Ebenengleichung (5.27) der Mittelebene:

bigir - (@iy +ais + -+ a;, — (n—1)x) =0.

In einem orthozentrischem n-Simplex fallen die Hohen also mit den Schnittgeraden der
Mittelebenen zusammen. Demnach fallen auch die Hoéhenfuflpunkte mit den Hohen-
schnittpunkten der jeweiligen Seitenflichen und der Héhenschnittpunkt mit dem Monge
Punkt zusammen. O

Da der Hohenschnittpunkt in einem orthozentrischem n-Simplex mit dem Monge Punkt
tibereinstimmt, wird der Monge Punkt als Analogie des Hohenschnittpunkts in einem
allgemeinem n-Simplex angesehen.

Bemerkung 1. In einem orthozentrischem Simplex schneiden sich die Mittelebenen
durch jeden Punkt der gegeniiberliegenden Seite im Monge Punkt.

Da jede Kante eines orthozentrischen Simplex normal auf die gegeniiberliegende Seite
steht ist die Ebenengleichung unabhéngig von der Wahl des Punktes in der gegeniiber-
liegenden Seite. Genau genommen ergibt sich die Ebene durch jeden Punkt auf der Tra-
gerebene der gegeniiberliegenden Seite. Der Schnittpunkt der Ebenen entspricht dann
sowohl dem Monge Punkt als auch dem Hohenschnittpunkt.
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6 Die Euler’'sche Gerade

In diesem Kapitel wird die Euler’sche Gerade eines Dreiecks auf den héherdimensio-
nalen Raum verallgemeinert. Da der Hohenschnittpunkt im Hoéherdimensionalen nur
fir orthozentrische Simplexe existiert, wird der in Kapitel 5 definierte Monge Punkt
fiir die Verallgemeinerung der Euler’schen Gerade verwendet. Der Monge Punkt liegt
nédmlich, genau wie der Hohenschnittpunkt im 2-dimensionalen, auf der Geraden durch
den Schwerpunkt und den Umsphéremittelpunkt eines Simplex. Das Teilungsverhéltnis
der Geraden durch den Monge Punkt, den Schwerpunkt und den Umsphéaremittelpunkt
dndert sich jedoch mit der Dimension des Simplex.
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6 Die Euler’sche Gerade

6.1 Die Euler’'sche Gerade

In diesem Abschnitt wird die Euler’sche Gerade beschrieben. Der Inhalt des Satzes zur
Existenz sowie der Aufbau des geometrischen Beweises wurden aus [1, S. 24f] iibernom-
men.

Satz 6.1.1 (Existenz der Euler’schen Gerade [1, S. 24f]). In jedem nicht gleichseitigen
Dreieck liegen der Hohenschnittpunkt H, der Schwerpunkt S und der Umkreismittelpunkt
U auf einer Geraden. Der Schwerpunkt teilt dabei die Strecke HU im Verhdltnis 2 : 1.
Im gleichseitigen Dreieck fallen die Punkte H,S und U zusammen.

é . ° o
AD H2 M01 Al

Abbildung 6.1: Skizze zum Beweis der Existenz der Euler’schen Gerade.

Beweis (algebraisch). Aus den Gleichungen (4.5) und (5.1) ist bekannt, dass die Koordi-
naten des Umkreismittelpunkts U und die Koordinaten des Hohenschnittpunkts H fiir
alle 3,5 = 0,1,2 mit ¢ # j die folgenden Gleichungen erfiillen:

bij-(ai—i—a]——Qu):O
bij'(ak—h):O.

Durch Addieren der beiden Gleichungen erhélt man:
b¢j~(ai+aj—2u)+bz-j-(ak—h):bij-(ai+aj+ak—h—2u) =0
und daher

P+ a; —h—2 h+2
bij‘(a +aa+‘;k “)Zbij.(s_ J;“):0, (6.1)
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6.1 Die Fuler’sche Gerade

Da die Gleichung (6.1) unabhéngig von der Wahl von ¢ und j gelten muss, folgt fiir den
Schwerpunkt S:

h+2
s = z “ (6.2)
Der Schwerpunkt S teilt die Strecke HU also im Verhéltnis 2 : 1. 0

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Nach Konstruktion kénnen folgende Eigenschaften vorausgesetzt
werden:

. AoH H M12U, weil A()H, M12U 1 A1A2
. AlH H MOQU, weil AlH, MOQU 1 A()AQ
. AOAl || M12M02 mit |AOA1| : |M12M02| =2: 1, nach dem Strahlensatz.

Die Dreiecke AAgA1H und AMisMyU sind also dhnliche Dreiecke mit einem Stre-
ckungsfaktor 2. Daher gilt:

|AoH | : |M12U| =2: 1. (6.3)
Da das Dreieck A AgHgM2 bei Hy einen rechten Winkel hat, muss der Winkel
LAgM1oHy < 90° sein. Nach Konstruktion gilt: ZHoM12U = 90°. Der Umkreismittel-
punkt U und der der Hohenschnittpunkt H liegen daher auf verschiedenen Seiten von
A()Mlg.
Es sei S’ der Schnittpunkt der Strecke HU mit AgMi2, dann gilt durch den Scheitelwin-
kelsatz:

LAgS'H = ZM2S'U
ZHA()S/ == ZUMHS/, weil AoH || M12U.
Somit ergibt sich die Ahnlichkeit der Dreiecke AAgHS’ und AM5US’ und mit (6.3)
folgt:
|AOS,| . |M125,‘ =2:1 (64)
|IS'H|:|S'Ul=2:1. (6.5)
Die Seitenhalbierende AgMio wird also durch S’ im Verhéltnis 2 : 1 geteilt. Diese Ei-
genschaft erfiillt jedoch auch der Schwerpunkt S, wodurch die Punkte S’ und S zusam-

menfallen. Der Schwerpunkt S liegt also auf der durch H und U laufenden Strecke. Die
Behauptung iiber das Teilungsverhéltnis folgt direkt aus (6.5). O

Bemerkung 2. In einem gleichseitigem Dreieck fallen die Punkte H,S und U zusam-
men, da die Eckpunkte auf den Streckensymmetralen der gegeniiberliegenden Seiten
liegen. In diesem Fall existiert also keine Euler’sche Gerade.

Definition 6.1.2 (Euler’sche Gerade eines Dreiecks). Die Verbindungsgerade des Ho6-
henschnittpunkts H, des Schwerpunkts S und des Umkreismittelpunkts U eines nicht
gleichseitigen Dreiecks wird als Euler’sche Gerade eines Dreiecks bezeichnet.
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6 Die Euler’sche Gerade

6.2 Die Euler'sche Gerade eines Tetraeders

In diesem Abschnitt wird die Euler’sche Gerade aus 6.1 auf ein Tetraeder verallgemeinert.
Der Inhalt des Satzes zur Existenz, sowie der Aufbau des Beweises wurden aus [11, S.
685] ibernommen.

Satz 6.2.1 (Existenz der Euler’schen Gerade eines Tetraeders [11, S. 685]). In jedem
nicht gleichseitigen Tetraeder liegen der Monge Punkt M, der Schwerpunkt S und der
Umkugelmittelpunkt U auf einer Geraden. Der Schwerpunkt teilt dabei die Strecke MU
im Verhdltnis 1 : 1. Im orthogonalen Tetraeder fallen die Punkte M, S und U zusammen.

Beweis. Aus den Abschnitten 4.2 und 5.2 ist bekannt, dass die Koordinaten des Umku-
gelmittelpunkts U und die Koordinaten des Monge Punkts M fir alle ¢,j = 0,1, 2,3 mit
1 # j die folgenden Gleichungen erfiillen:

bij~(a¢+aj—2u):O
bij - (ar, +a; —2m) = 0.

Durch Addieren der beiden Gleichungen erhélt man:
bij - (ai +aj —2u) + bij - (ap +a; — 2m) = by - (a; + a; + ar, +a; —2u —2m) =0

und daher

; ; —2m — 2
bij.(az—l—aj—i—ak—tlaz m u)_bij'(s_m—i—u)_o. (6.6)

Aus Gleichung (6.6) folgt fiir den Schwerpunkt S:

s:m;“. (6.7)

Die Punkte M, U und S liegen also auf einer Geraden, wobei der Punkt S die Strecke
MU im Verhéltnis 1 : 1 teilt. O

Bemerkung 3. In einem gleichseitigem Tetraeder fallen die Punkte M = H,S und
U zusammen, da die Eckpunkte und somit auch die Kantenmittelpunkte auf den 1-
Mittelsenkrechten der gegeniiberliegenden Kanten liegen. In diesem Fall existiert also
keine Euler’sche Gerade.

Definition 6.2.2 (Euler’sche Gerade eines Tetraeders). Die Verbindungsgerade des
Monge Punkts M, des Schwerpunkts S und des Umkugelmittelpunkts U eines nicht
gleichseitigen Tetraeders wird als Euler’sche Gerade eines Tetraeders bezeichnet.
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6.2 Die Euler’sche Gerade eines Tetraeders

Abbildung 6.2: Skizze zum Beweis der Existenz der Euler’schen Gerade.
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6 Die Euler’sche Gerade

6.3 Die Euler'sche Gerade eines n-Simplex

In diesem Abschnitt wird die Euler’sche Gerade aus 6.1 auf ein Simplex verallgemeinert.
Der Inhalt des Satzes zur Existenz, wurde aus [11, S. 685] iibernommen, der Aufbau des
Beweises wurde aus dem 3-dimensionalen Fall fiir den n-dimensionalen Fall angepasst.

Satz 6.3.1 (Existenz der Euler’schen Gerade eines n-Simplex [11, S. 685]). In jedem
nicht gleichseitigen n-Simplex liegen der Monge Punkt M, der Schwerpunkt S und der
Umkugelmittelpunkt U auf einer Geraden. Der Schwerpunkt teilt dabei die Strecke MU
im Verhdltnis 2 : (n —1). Im orthozentrischem n-Simplex fallen die Punkte M,S und U
zusammen.

Beweis. Aus den Abschnitten 4.3 und 5.3 ist bekannt, dass die Koordinaten des Umku-
gelmittelpunkts U und die Koordinaten des Monge Punkts M fiir alle 4,5 =0,1,2,...,n
mit ¢ # j die folgenden Gleichungen erfiillen:

bij' (al-—l—aj —2u) =0
bij-(ap+a1+---+ai1+ai1+--+aj1+aj1+-+a, —(n—1)m)=0.
Durch Addieren der beiden Gleichungen erhélt man:

bij - (a; +aj —2u) + b - (ap+ a1+ -+ ai—1 + a1+ +aj—1+aj41+...
+an,—(n—1)m)=0b;;-(ap+ - +ap—(n—1)m—2u) =0

und daher
a0+~-+an—(n—1)m—2u) < (n—l)m+2u>
bij by (s - T IMEEY .
! ( - (- 0. (68)
Aus Gleichung (6.8) folgt fiir den Schwerpunkt S:
_ (n—=1)m+2u
= ] . (6.9)
Die Punkte M, U und S liegen also auf einer Geraden, wobei der Punkt S die Strecke
MU im Verhéltnis 2 : (n — 1) teilt. O

Das erkldrt, warum im 2-dimensionalen, wo der Hohenschnittpunkt dem Monge ent-
spricht, das Verhéltnis der Euler’schen Gerade 2 : 1 ist, im 3-dimensionalen jedoch 2 : 2
bzw. 1: 1.

Bemerkung 4. In einem gleichseitigem Simplex fallen die Punkte M = H, S und U zu-
sammen, da die Schwerpunkte der (n—2)-dimensionalen Seiten auf den 1-Mittelsenkrechten
der gegeniiberliegenden Kanten liegen. In diesem Fall existiert also keine Euler’sche Ge-
rade.

Definition 6.3.2 (Euler’'sche Gerade eines n-Simplex). Die Verbindungsgerade des
Monge Punkts M, des Schwerpunkts S und des Umkugelmittelpunkts U eines nicht
gleichseitigen Simplex wird als Euler’sche Gerade eines n-Simplex bezeichnet.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

In diesem Kapitel wird der Feuerbach’sche Kreis eines Dreiecks auf den héherdimen-
sionalen Raum verallgemeinert. Dabei werden die Seitenmittelpunkte des Dreiecks, wie
in Kapitel 5, durch die Schwerpunkte verallgemeinert. Interessant ist hier, dass die Ho-
henfulpunkte im Hoéherdimensionalen im Allgemeinen nicht auf der Feuerbach’schen
Sphére liegen. Ebenso interessant ist, dass die Verallgemeinerung der Eigenschaft, dass
jede Verbindungsstrecke des Hohenschnittpunkt mit den Eckpunkten des Dreiecks durch
den Feuerbach’schen Kreis im selben Verhéltnis geteilt wird, wieder zum, in Kapitel 5
definierten, Monge Punkt fiihrt.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

In diesem Abschnitt wird die Existenz des Feuerbach’schen Kreises und dessen Mit-
telpunkt gezeigt. Fiir den geometrischen Beweis wurde sich an [2, S. 6-8] und [9, 57{]
orientiert. Der Aufbau der mathematischen Satze sowie die algebraische Herleitung wur-
den aus [6, S. 9-16] tibernommen. Dabei wurde der Beweis fiir Tetraeder auf den 2-
dimensionalen Raum adaptiert.

7.1.1 Die Seitenmittelpunkte der Dreiecksseiten

Da die Seitenmittelpunkte M;;, M;y, M;;, der Dreiecksseiten nicht auf einer Gerade liegen
konnen, kann man einen Kreis definieren, der durch diese Punkte verlauft:

Definition 7.1.1 (Feuerbach’sche Kreis). Der Feuerbach’sche Kreis I' ist der Umkreis
der Seitenmittelpunkte der Dreiecksseiten des Dreiecks. Sein Mittelpunkt wird mit F
und sein Radius mit rr bezeichnet.

Satz 7.1.2. Der Mittelpunkt F des Feuerbach’schen Kreises liegt auf der Verbindungs-
strecke von H und U und teilt diese im Verhdltnis 1 : 1. Sein Radius rr ist halb so grofs
wie der Umkreisradius ry .

e
e

H
Abbildung 7.1: Skizze zur gegenseitigen Lage von H, F' und U.

Beweis. Sei A ein Dreieck mit Eckpunkten A;, A;, Ay und Schwerpunkt S und A’ das
von den Seitenmittelpunkten M;;, M;i, M, von A erzeugte Dreieck. Fiir den Ortsvektor
des Seitenmittelpunkts M;; gilt nach (4.1):

1
mij = 5(ai +aj).

Der Schwerpunkt S’ des Dreiecks A’ ergibt sich zu

, 1
s = §(m” + myg +mjk) =
1/1 1 1
=3 (z(ai + a;) — i(ai + ag) + 5(% +ak)) -
1
= g(ai+aj+ak)

und fallt somit mit dem Schwerpunkt S des Dreiecks A zusammen. Somit haben die
beiden Dreiecke A und A’ denselben Schwerpunkt und fiir den Eckpunkt A; von A und
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

seinen gegeniiberliegenden Eckpunkt M, von A’ gilt:

1
My =5 - 5(4i - §)
s 4 (7.1)
mjk = 58 — 5@7;.

Das Dreieck A’ ergibt sich also durch zentrische Streckung des Dreiecks A mit Zentrum
S um den Faktor —%.

Die Eckpunkte von A werden also durch die zentrische Streckung auf die Eckpunkte
von A’ abgebildet. Da sich Langen bei der zentrischen Streckung um den Betrag des
Streckungsfaktors veréndern wird auch der Umkreis des Dreiecks A auf den Umkreis
des Dreiecks A’, also den Feuerbach’schen Kreis abgebildet. Der Mittelpunkt des Feuer-
bach’schen Kreises ergibt sich somit durch zentrische Streckung des Umkreismittelpunkts
von A mit Zentrum S um den Streckungsfaktor —%:

Fes-tw_g
s (7.2)
f = 58 — §U

wobei 7y der Umkreisradius des Dreiecks A ist.

Da nach Abschnitt 6.1 der Schwerpunkt S die Verbindungsstrecke von H und U im
Verhéltnis 2 : 1 teilt und F' um % des Abstands SU in Richtung H von S entfernt ist
folgt, dass F' die Verbindungsstrecke HU im Verhéltnis 1 : 1 teilt. O

Nach dem geometrischen Beweis in 5.1 entspricht der Hohenschnittpunkt H’ eines ein-
geschriebenen Dreiecks dem Umbkreismittelpunkt U des umgeschriebenen Dreiecks. Da
der Mittelpunkt des Feuerbach’schen Kreises F' nach Definition dem Umkreis U’ des
eingeschriebenen Dreiecks A’ entspricht, liegen die Punkte F=U’,S = S’,U = H' und
H nach Kapitel 6.1 alle auf einer Euler’schen Gerade. Die Lage von H, F,S = S’ und
U = H’ ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Die Abbildung zeigt ebenso die Teilung von
H'F = UF durch S = S’ im Verhaltnis 2 : 1, wie in Abschnitt 6.1 erarbeitet.

7.1.2 Der Durchschnitts des Feuerbach’schen Kreises mit den
Tragergeraden der Dreiecksseiten

Es stellt sich heraus, dass auch die Hohenfu3punkte H; auf dem Feuerbach’schen Kreis
liegen. Um den folgenden Satz fiir hohere Dimensionen leichter Verallgemeinern zu koén-
nen wird diese Eigenschaft wie folgt formuliert:
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

2 : 1
@ @ @
H S U
1 ; 2
@ @ @
F S U
1 2
. 1 i a8 2 3 .
H F S=5 U=H'
1 1
@ @ @
H F U

Abbildung 7.2: Skizze zur gegenseitigen Lage von H, F, S = S und U = H'.

Satz 7.1.3. Der Durchschnitt des Feuerbach’schen Kreises mit der Trdgergeraden
gi = g(A;j, Ay) ist eine Strecke mit Mittelpunkt

1
Ui = M+ 5(Hi — Myi)

1 (7.3)
u; = i(m]'k + hi)
und Ldnge
d; = d(H;, M), (7.4)

wobei der Punkt U] der Lotfufipunkt von F auf die Tragergerade g; bezeichnet.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Gerade durch F' und U] orthogonal auf die Tré-
gergerade g; der Dreiecksseite A; Ay steht. Fiir den Punkt U] soll dabei die Gleichung
(7.3) erfillt sein. Mit Hilfe von (7.1), (7.2) und (7.3) erhélt man:

T2 2 2 2
1 1 1 1
= §<az+aj+ak)_§u— Z(a] +ak) §hz
1 1 1
= Qal—§u+ 4(a] +ak) ihz =
1 1 1
= ia,— §’U/+ im]k— ihz
1
= —5 (U = Myy) + (Hi — Ai)] -

Da die Streckensymmetrale durch U und Mj;, sowie die Hohe durch H; und A; nach
Definition beide normal auf g; stehen folgt, dass die Gerade durch F und U] othogonal
auf die Tragergerade g; steht. O
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

7.1.3 Die Teilung der Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem
Hohenschnittpunkt

Satz 7.1.4. Der Feuerbach’sche Kreis teilt die Verbindungsstrecken des Hohenschnitt-
punkts H mit den Eckpunkten A;, Aj, Ay, des Dreiecks im Verhdltnis 1 : 1.

Beweis. Sei A} ein Punkt auf der Verbindungsstrecke des Hohenschnittpunkts H mit
dem Eckpunkt A;, der die Verbindungsstrecke von A; und H im Verhéltnis 1 : 1 teilt.
Fiir den Punkt A} gilt daher: Da der Punkt A} in der Mitte der Verbindungsstrecke von
A; und H liegt folgt:

1 1 1
Al=H+ -(A; — H)=-H + - A;.

(7.5)
Aus Abbildung 7.2 folgt fiir H:
H=F—-U-F)=2F-U. (7.6)
Durch Einsetzen von (7.6) in (7.5) folgt:
1 1 1 1
Al=—-H+-A;=F— = —A; 7.7
L) * 2 QU + 2 (1)

daraus ergibt sich
A= %(Ai —u).

Der Abstand von A} und F entspricht also %TU, also der Halfte des Umkreisradius des
Dreiecks A und daher genau dem Radius rp des Feuerbach’schen Kreises. Der Mittel-
punkt A} der Verbindungsstrecke des Hohenschnittpunkts mit dem Eckpunkt A; liegt
also auf dem Feuerbach’schen Kreis. Analog folgt dies fiir die andern Eckpunkte. Dem-
nach teilt der Feuerbach’sche Kreis die Verbindungsstrecken des Héhenschnittpunkts mit
den Eckpunkten des Dreiecks im Verhéltnis 1 : 1.

O

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Punkte gibt, deren Verbindungsstrecken mit
den Eckpunkten des Dreiecks durch den Feuerbach’schen Kreis im selben Verhéltnis
geteilt werden.

Satz 7.1.5 ([6, S. 16, 28f]). Der Héhenschnittpunkt ist der einzige Punkt, dessen offenen
Halbgeraden durch die Eckpunkte des Dreiecks durch den Feuerbach’schen Kreis im selben
Verhdltnis geteilt werden.

Beweis. Dieser Beweis folgt dem Beweis in [6, S. 26-29, 33-35]. Sei H ein weiterer Punkt,
dessen offenen Halbgeraden durch die Eckpunkte A;, A;, Ay durch den Feuerbach’schen
Kreis im selben Verhaltnis geteilt wird. Es existiert also ein A > 0 so, dass die Punkte

Al =H+ \NA; — H)

- 7.8
a; = (1 —N)h+ \a; (7:8)
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

alle am Feuerbach’schenkreis liegen.
Demnach muss fiir 1 =0, 1,2
d(A;, F) = rr (7.9)

erfillt sein, wobei F' der Mittelpunkt und rr der Radius des Feuerbach’schen Kreises be-
zeichnet. Aus den drei Eckpunkten Ao, Ay, A2 eines Dreiecks ergeben sich 3 Gleichungen
flir die Unbekannten \ und H:

d(AL FY? = ((1=Nh+Xa; — f)> =72 miti=0,1,2. (7.10)
Durch Ausmultiplizieren folgt:
(1= N)2h2 + X2a2 + f2 4+ 20(1 — Nagh — 2(1 — Nhf — 2Xa; f = r2. (7.11)
Durch Gleichsetzten von (7.10) mit verschiedenen Indizes i, j folgt
(1= N)2R% 4+ 22a? + f2 4+ 20(1 — Naih — 2(1 = MAf — 2 a;f =
(1= M)?R* 4+ X%af + % 4 2M(1 — Najh — 2(1 = MAf — 2)a; f,

wobei sich durch Herauskiirzen der, von a; und a; unabhingigen, gleichen Summanden
die folgende Gleichung ergibt:

A2ai + 2M(1 = N)aih — 2Xa; f = X*aF + 2A(1 — N)a;h — 2)a; f.

Da X\ > 0 kann durch \? dividiert werden:

1—A - 2 1—A - 2

a? + 2Taih - Xaif = a? + 2Tajh - Xajf' (7.12)

Fir A = 1 wiirde aus (7.8) A, = A; und somit aus (7.9) d(A;, F) = rp und daraus

wiederum F = U folgen, was zu einem Widerspruch von (7.1.1) fithrt. Daher ist fiir
A = 1 keine Losung des Gleichungssystems (7.10) moglich. Setzt man nun

1 .
H:H+X(F—H)
oa—1. 1 (7.13)
h=——nh+—
A +)\f
und formt nach A um, so erhélt man:
[ — 1
H=H+ —(H-F)
A—1
. \ 1 1 \ (7.14)
b L v T VA S

Setzt man nun in die Gleichung (7.12) fiir A den Ausdruck (7.14) ein und erweitert die
Gleichung auf beiden Seiten mit EQ, so ergibt sich

1—-A 1 A — 2 -2

2 . — — — Q= =

a; + 2 3 az<1_>\f 1_)\h> )\azf—kh
1— A 1 A\ 2 —

2

42 ; — h) — <a; .

aj +2— aj<1_)\f 1_)\> )\ajf+h
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

Durch Herauskiirzen der, von a; und a; unabhingigen, gleichen Summanden folgt durch
einfache Umformungen:

2 2 2 _
a + azf 2a;h — alf—i—h —a + a]f 2a3 (ij+h2
a —2a1h—|—h —a 2a]h+h (7.15)
(Ai = H)? =(A; - H)?
d(A;, H)> =d(A;, H)%

Die Eckpunkte A4; und 4; sind also gleich weit vom Punkt H entfernt. Daraus folgt, dass
der Punkt H dem Umkreismittelpunkt U entspricht. Aus (7.14) folgt somit:

(U~ F)

1

o1t

Der Punkt H liegt also genau wie H auf der Geraden durch U und F. Aus (7.8) folgt
fiir den Punkt A’:

H

U+
(7.16)
PP

ai=(1—=Ah+ X\a; =
A 1
—(1—)\)<>\_1u—>\_1f>+)\ai_

= Aa; — Au+ f.

Fiir den Abstand von A und F folgt mit (7.9):

rr=d(ALF) = \/(Qhai — du+ f — )2 =
= /(Mai —u))? =
A2(a; —u)? =
= (s — w2 = (7.17)
= [Ald(4;,U) =
= [Alru.

T

— A=

Aus Satz 7.1.2 folgt mit der Voraussetzung A > 0 damit unmittelbar

A\ = 3 (7.18)

Durch Einsetzen von A = 3 in (7.16) folgt mit (7.6) H = H. Der Hohenschnittpunkt H
ist also der einzige Punkt, dessen offenen Halbgeraden durch die Eckpunkte des Dreiecks
vom Feuerbach’schen Kreis im selben Verhaltnis geteilt werden. O
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

H> U, Mn

Abbildung 7.3: Skizze zum Feuerbach’schen Kreis eines spitzwinkligen Dreiecks.

In Abbildung 7.3 ist der Feuerbach’sche Kreis mit allen behandelten Punkten dargestellt.

Die bereits gezeigten Eigenschaften des Feuerbach’schen Kreises kénnen nochmals zu
folgendem Satz zusammengefasst werden:

Satz 7.1.6 (Existenz des Feuerbach’schen Kreises ). Fiir jedes Dreieck existiert ein ein-
deutiger Kreis, der die Seitenmittelpunkte, die HéhenfufSpunkte und die Mittelpunkte der
Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem Hohenschnittpunkt beinhaltet. Der Radius
dieses Kreises ist halb so groff wie der Umkreisradius und sein Mittelpunkt liegt auf der
Euler’schen Geraden genau zwischen dem Hohenschnittpunkt und dem Umkreismittel-
punkt. Der Kreis schneidet aus den Trdgergeraden des Dreiecks eine Strecke aus, deren
Randpunkte der HéhenfufSpunkt und der Seitenmittelpunkt der jeweiligen Dreiecksseite
15t.

Die Eigenschaften des Feuerbach’schen Kreises konnen auch rein geometrisch bewiesen
werden:

Beweis (geometrisch). Hier wird der Beweis aus [2, S. 6-8] wiedergegeben. Gegeben sei
ein Dreieck AAgAq1As. Seien Moy, Mgs und Mo die Seitenmittelpunkte, Hg, Hi, und Ho
die Hohenfuipunkte, H der Hohenschnittpunkt und Af, A} und A} die Mittelpunkte der
Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem Héhenschnittpunkt.

Nun ist zu zeigen, dass Mo, Moa, M2, Hy, H1, Ha, Ajy, A} und A5 auf einem Kreis liegen.
Nach dem Strahlensatz sind die Strecken My Mo und AgA; zueinander parallel, also

Moz Mz || AoAs. (7.19)
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.4: Skizze zum Feuerbach’schen Kreis eines stumpfwinkligen Dreiecks.

Durch Anwenden des Strahlensatzes auf das Dreieck AAgA1H folgt:
AGAL || Ao As. (7.20)
Aus (7.19) und (7.20) folgt somit:
Moo Mz || AGAY || AgAy.
Wendet man nun den Strahlensatz auf das Dreieck AA; As H an, so folgt die Parallelitét:
M2 Al || AsH.
Analog folgt fiir das Dreieck AAgAoH:
Mo Ajy || A2H.
Daraus ergibt sich die Parallelitét:
Mo AY || Moo Ay || AoH.

Des Weiteren stehen Mio A} und Mo Afy normal auf Mys Mio und AyA}, da AsH L ApA;.
Die Punkte Moa, Mi2, A und A} bilden somit ein Rechteck. Sei F' der Mittelpunkt dieses
Rechtecks, dann ist F' dquidistant zu allen vier Eckpunkten. Die vier Eckpunkte liegen
somit auf einem Kreis I' mit Mittelpunkt F' und Durchmesser Mo Af) bzw. My Al.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Ap H,y Mo, Ay

Abbildung 7.5: Skizze zum Beweis der Existenz des Feuerbach’schen Kreises.

Nun bleibt zu zeigen, dass I' ebenso die Punkte Mo, Hy, H1, Hy und A} enthélt. Der Ho-
henfuipunkt Hy liegt auf den beiden Geraden g(Ag, Hy) und g(A;, Az), wobei g(Ag, Hp) L
g(A1, Az). AuBerdem gilt:

Mys € g(Ay, A)

und
A6 S g(Ao, HQ)

Der Winkel ZA{ HyM;s ist also rechtwinklig. Nach der Umkehrung des Satzes von Tha-
les liegt der HohenfuSipunkt Hy demnach auf einem Kreis mit der Hypotenuse AjMio
als Durchmesser. Da A{ M5 Durchmesser von T ist, gilt: Hy € T'. Uber den Kreisdurch-
messer Moo A} folgt analog Hy € T

Betrachtet man nun A;As als Basis, so erhélt man analog zu vorhin das Rechteck
Moy Ay AL Mys. Da F' der Mittelpunkt der Strecke Mgpa Al ist, ist F' ebenso der Mit-
telpunkt des Rechtecks Mgy A} AL Mys. Somit liegen auch My, und Af auf dem Kreis T,
wobei My; A} ein weiterer Durchmesser des Kreises ist. Fiir den Punkt Hs folgt analog
zu oben

ZMOlHQAIQ =90° = HyeT.
Nun bleibt zu zeigen, dass F' der Mittelpunkt der Strecke HU und der Umkreisradius

ry doppelt so grol, wie der Radius des Kreises I' ist. Sei A5 der Symmetriepunkt von
Ao beziiglich der Umkreismittelpunktes U, wie in Abbildung 7.6 dargestellt, so ist die
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

A3

Abbildung 7.6: Skizze zum Beweis der Existenz des Feuerbach’schen Kreises.

Strecke Ay A} ein Durchmesser des Umkreises. Nach dem Satz von Thales gilt daher:

ZA;AQAQ =90° = A(_)A; 1 AOA2 AoA; || HAl
ZA;AlAQ =90° = A;Al 1 A1A2 A;Al ” AOH.

Die Punkte A3, Ay, H und Ap bilden also ein Parallelogramm. Da sich die Diagonalen
halbieren gilt: | H My;1| = |Mo1 A3| und H, My; und A% sind kollinear. Nach Konstruktion
gilt: £ Moy Ho A = 90° und auBlerdem Ho, My, Ay € T'. Nach der Umkehrung des Satzes
von Thales ist die Strecke My A} daher ein Durchmesser von I'. Nach Definition gilt
auflerdem:

1
|Ag AL = |HA,| = §|A2H\. (7.21)
Aus (7.21) und (6.3) folgt:
Mo U| = |HAL.

Die Punkte A, U, My; und H bilden also ein Parallelogramm. Die Diagonalen halbieren
sich im Mittelpunkt des Kreises, weil My; A, Durchmesser des Kreises I' ist. F' liegt also
in der Mitte der Strecke HU. Da der Punkt My; Mittelpunkt der Strecke H A3 und A,
Mittelpunkt der Strecke A>H ist, folgt aus dem Strahlensatz fiir das Dreiecks A Ay H A3:

1
| Moy Ay| = 5!142 5|
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

und somit

1

T = <TU.
2U

Womit die Existenz und alle Eigenschaften des Feuerbach’schen Kreises aus Satz 7.1.6

bewiesen sind. O
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

In diesem Abschnitt wird die Adaption des Feuerbach’schen Kreises auf den
3-dimensionalen Raum behandelt. Dafiir wurde die Herleitung aus [6, S. 22-37] verwen-
det. Im Gegensatz zu [6] wurde in dieser Arbeit auf die Verwendung des Bosschen Kalkiils
verzichtet.

7.2.1 Verallgemeinerung der Seitenmittelpunkte auf den 3-dimensionalen
Raum

Im 2-dimensionalen Raum entspricht der Feuerbach’sche Kreis dem Umkreis der Sei-
tenmittelpunkte. Da ein Tetraeder 4 Seitenflichen besitzt und 4 Punkte zur Bestim-
mung einer Kugel verwendet werden konnen, ist es naheliegend vier Punkte des Te-
traeders zu wéhlen, die sich jeweils auf einer Seitenfliche befinden. Um das Analogon
zum 2-dimensionalen Raum zu bilden, sollten die gewéhlten Punkte in Bezug auf das
2-dimensionale Dreieck, dem Mittelpunkt einer Strecke im 1-dimensionalen entsprechen.
Diese Analogie trifft auf folgende zwei Punkte zu:

e Dem Schwerpunkt des Dreiecks, weil der Mittelpunkt einer Strecke im physikali-
schen Sinn ihrem Schwerpunkt entspricht.

e Dem Umkreismittelpunkt, denn dieser ist dquidistant zu allen Eckpunkten, genau-
so wie der Streckenmittelpunkt zu den Eckpunkten der Strecke.

Die vier zu wahlenden Punkte sollten dabei nicht in einer Ebene liegen. Da Tetraeder
existieren, bei denen die Umkreismittelpunkte der Seitenflichen in einer Ebene liegen,
wie das folgende Beispiel zeigt, bieten sich die Schwerpunkte an.

Beispiel 7.1. Seien Ay, A1, As und Az die Eckpunkte eines Tetraeders mit

0 1 0 0
Ao=| 0 |, A= 0], A= 11, A3=10
0 0 0 1

Fiir den Ortsvektor des Umkreismittelpunkts U; der Seitenflache, die dem Eckpunkt A;
gegeniiberliegt gilt:

1 1 1 1
uo =g (a1+aztas), w=g(atas), ur=glatas), us=g(a+a).

Die vier Umkreismittelpunkte U; liegen also alle in der von Aj, A2 und As aufgespannten
Ebene.

Im Gegenzug dazu gilt das folgende Lemma.

Lemma 7.2.1. Die vier Schwerpunkte eines Tetraeders liegen niemals in einer Ebene.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Beweis. Sei T ein Tetraeder mit den Eckpunkten Ag, A1, As und As. Die Punkte Sy, S1,
Sy und S3 seien die Schwerpunkte der den Ecken gegeniiberliegenden Seiten. Dann gilt:

1 1
sozf(a1+a2+a3), 81:*(a0+a2+a3),

3 3
1 1
32:§(a0+a1+a3), 33:§(a0+a1+a2).
Durch Umformen erhalt man:
2
ag = s1 + S2 + 83 — g(al +ag + az) = s1 + s2 + s3 — 2. (7.22)

Wiirden die Schwerpunkte S; alle in einer Ebene liegen, so wiirde wegen (7.22) auch
Ap in dieser Ebene liegen. Dies folgt analog fiir die Eckpunkte A;, Ao und As. Nach
Voraussetzung bilden Ag, A1, As und A3 jedoch ein Tetraeder, was ein Widerspruch dazu
ist, dass alle Punkte in einer Ebenen liegen. Die Schwerpunkte S; liegen daher nicht alle
in derselben Ebene. O

Da die Schwerpunkte Sg, S1, S2, S3 der, den Punkten Ag, A1, A, A3 gegeniiberliegenden
Seiten nach Satz 7.2.1 nicht in einer Ebene liegen kénnen, kann man eine Kugel definie-
ren, die durch diese Punkte verlauft:

Definition 7.2.2 (Feuerbach’sche Kugel). Die Feuerbach’sche Kugel I ist die Umkugel
der Schwerpunkte der Seitendreiecke des Tetraeders. Ihr Mittelpunkt wird mit F und
ihr Radius mit rr bezeichnet.

Als Analogon zum Feuerbach’schen Kreis als Umkreis der Seitenmittelpunkte nimmt
man die Feuerbach’sche Kugel also als Umkugel der Schwerpunkte der Seitendreiecke
des Tetraeders an. Fir seinen Mittelpunkt F' und seinen Radius rp gilt:

Satz 7.2.3. Der Mittelpunkt F' der Feuerbach’schen Kugel liegt auf der Verbindungs-
strecke von M und U und teilt diese im Verhdltnis 1 : 2. Ihr Radius rr betragt % des
Umkugelradius ry;.

M F U
Abbildung 7.7: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F' und U.

Beweis. Sei T' ein Tetraeder mit Eckpunkten A;, A;, Ay, A; und Schwerpunkt S und 7”
das von den Schwerpunkten S;, Sj, Sk, S; der Seitenflichen erzeugte Tetraeder. Fiir die
Schwerpunkte S; gilt nach Abschnitt 3.2:

1
8; = §(aj + ai + a;).
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel
Der Schwerpunkt S’ des Tetraeders T ergibt sich zu
(Si—f—Sj—l-Sk-l-Sl) =

1 1 1 1
g(aj +ar + a;) + g(ai +ai +a;) + g(ai +a; +a;) + g(ai +aj+ay)| =

— o =

= ;(ai+aj +ap + @)
und fallt somit mit dem Schwerpunkt S des Tetraeders 1 zusammen. Somit haben die
beiden Tetraeder T' und T” denselben Schwerpunkt und fiir den Eckpunkt A; von 7" und
seinen gegeniiberliegenden Eckpunkt S; von T” gilt:

SZ-:S—%(AZ»—S)

4 1
S; = =S — —a;.
3

3

(7.23)

Das Tetraeder T” ergibt sich also durch zentrische Streckung des Tetraeders T mit Zen-
trum S um den Faktor —%.

Die Eckpunkte von T werden also durch die zentrische Streckung auf die Eckpunkte
von T" abgebildet. Da sich Langen bei der zentrischen Streckung um den Betrag des
Streckungsfaktors verdndern wird auch die Umkugel des Tetraeders T auf die Umkugel
des Tetraeders T”, also die Feuerbach’sche Kugel abgebildet. Der Mittelpunkt der Feuer-
bach’schen Kugel ergibt sich somit durch zentrische Streckung des Umkugelmittelpunkts

von T mit Zentrum S um den Streckungsfaktor —%:

1

F=S5—--(U-Y5)
L (7.24)
f = gS — gu

Fiir den Radius rr der Feuerbach’schen Kugel folgt:

1

T = grUa

wobei riy der Umkugelradius des Tetraeders T’ ist.

Da nach Abschnitt 6.2 der Schwerpunkt S die Verbindungsstrecke von M und U im
Verhéltnis 1 : 1 teilt und F um % des Abstands SU in Richtung M von S entfernt ist
folgt, dass F' die Verbindungsstrecke MU im Verhéltnis 1 : 2 teilt. O

Die Lage von M, F,S, M’ und U ist in Abbildung 7.8 dargestellt. Die Abbildung zeigt

ebenso die Teilung von FM' durch S = S’ im Verhiltnis 1 : 1, wie in Abschnitt 6.2
erarbeitet.
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1 | : 1
[ @ @
M S U
1
3 : 1
@ @ &}
F S U
1 $ il
@ . 4 @
r s’ M’
2 1 1 2
g £ 3 H 3 £ g
L @ @ @ @
M F S=5 M’ U
1 2
@ { 2 @
M F U

Abbildung 7.8: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F, S, M’ und U.

7.2.2 Verallgemeinerung des Durchschnitts des Feuerbach’schen Kreises mit
den Tragergeraden der Dreiecksseiten auf den 3-dimensionalen Raum

Im 2-dimensionalen Fall schneidet der Feuerbach’sche Kreis aus der Trégergerade zweier
Eckpunkte des Dreiecks die Verbindungsstrecke des auf ihr liegenden Hohenfuflpunkts
mit dem zugehorigen Seitenmittelpunkt aus. Im 3-dimensionalen Raum entspricht dies
dem Durchschnitt der Feuerbach’schen Kugel mit den Tragerebenen des Tetraeders,
also den Ebenen, die jeweils drei der Eckpunkte beinhalten. Die 4 Seitenflichen des
Tetraeders liegen jeweils auf einer der 4 moglichen Trigerebenen des Tetraeders. Fur
den Durchschnitt einer Kugel mit einer Ebene gibt es drei verschiedene Moglichkeiten:

1) Der Durchschnitt ist leer.
Die Ebene und die Kugel haben also keinen gemeinsamen Punkt.

2) Der Durchschnitt besteht aus genau einem Punkt.
Die Ebene und die Kugel beriihren sich also in genau einem Punkt, die Ebene ist
eine Tangentialebene der Kugel.

3) Der Durchschnitt ist ein Kreis.
Der Kreismittelpunkt ist der Fufpunkt des Kugelmittelpunkts F' zur Ebene.

Sei ¢; die Tragerebene der drei Eckpunkte A;, A, und A; mit gegeniiberliegendem Eck-
punkt A;. Der Schwerpunkt S; der Seitenfliche AA;AA; liegt nach Definition auf der
Feuerbach’schen Kugel und somit auch im Durchschnitt der Ebene &; mit der Feuer-
bach’schen Kugel. Der Durchschnitt der Ebene mit der Kugel kann in diesem Fall also
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nicht leer sein, womit der Fall 1) ausgeschlossen werden kann.

Sei H! der HohenfuBBpunkt von T an ¢;, also der Schnittpunkt der Geraden mit der
Trégerebenen, die normal auf die Ebene steht und den gegeniiberliegenden Eckpunkt A;
enthélt. Aulerdem sei U; der Umkreismittelpunkt des Seitendreiecks von T in ;. Es gilt:

Satz 7.2.4. Wenn H| # U;, so ist der Durchschnitt der Feuerbach’schen Kugel mit der
FEbene ¢; ein Kreis mit Mittelpunkt

1
Ul = i+ 5 (H - Uy, (7.25)
wobei der Punkt U] der LotfufSpunkt von F' auf die Trigerebene e; bezeichnet. Der Radius
des Kreises ist gleich einem Drittel des Abstandes von H] und Uj.
1
b3
Gilt H! = U;, so berihrt die Feuerbach’sche Kugel die Ebene im Punkt S;.

T (Hz, — Ul)

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Gerade durch F' und U] orthogonal auf die Tréa-
gerebene ¢; der Tetreaderseite A;A,A; steht. Fiir den Punkt U] soll dabei die Gleichung
(7.25) erfiillt sein. Mit Hilfe von (7.23), (7.24) und (7.25) erhdlt man:

4 1 1
F—Ui':§s—§u—sZ 3(h;~—ui):

4 1 4 1 1, 1

38—3u—<3s 3a1> Shi 5 Ui

Da die Mittelsenkrechte durch U und U;, sowie die Hohe durch H/ und A; nach Definition
beide normal auf ¢; stehen folgt, dass die Gerade durch F und U] othogonal auf die
Trégerebene ¢; steht. 0

Der Durchschnitt der Feuerbach’schen Kugel mit der Ebene ¢; ist also abhéngig vom
HohenfuBpunkt H/, sowie dem Schwerpunkt S; und dem Umkreismittelpunkt U; von
AAjARA;, wobei der HohenfuBipunkt H, wie aus dem 2-dimensionalen Raum vielleicht
zu erwarten ware, im Allgemeinen nicht auf der Feuerbach’schen Kugel liegt. Verschiebt
man den Eckpunkt A; entlang der Hohe h; durch A; verdndert sich weder der Hohenfuf3-
punkt H; noch der Schwerpunkt S; und der Umkreismittelpunkt U; der Seite AA;ARA;.
Eine solche Verschiebung bewirkt somit keine Verdnderung des Durchschnitts der Feu-
erbach’schen Kugel mit der Trégerebene ¢;.

Aus (7.25) kann auBerdem folgende Eigenschaft hergeleitet werden:
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Korollar 7.2.5. Der HohenfufSpunkt H] und der Mittelpunkt U] des Durchschnitts der
Feuerbach’schen Kugel mit der Trdgerebene der Seite A AjARA; liegen auf einer Ge-
raden, die die Euler’sche Gerade der Seite A AjARA; im Mittelpunkt F; des Feuer-
bach’schen Kreises der Seite schneidet. Dabei teilt der Punkt U! die Verbindungsstrecke
von H! und F; im Verhdltnis 2 : 1.

Beweis. Sei F; der Mittelpunkt des Feuerbach’schen Kreises der Seite A A;A;A;. Aus
(7.2)

1 3 1
Fi =8 — 5 (Ui = 5i) = 558 = 5Ui (7.26)
folgt durch Umformen nach S;:
S = %F + %U (7.27)
Durch Einsetzen von (7.27) in (7.25) folgt:
Ul = Sﬁ%(H;—U,-) = ;Fi—i—%H{ :Fi+%(H{—Fi). (7.28)

Die Verbindungsgeraden des HohenfuBpunkts H] und des Mittelpunkts U/, des Durch-
schnitts der Feuerbach’schen Sphére mit der Trégerebene der Seite A A; A A;, schneidet
die Euler’sche Gerade der Seite A A;A;A; also im Mittelpunkt F; ihres Feuerbach’schen
Kreises. Der Punkt U] teilt dabei die Verbindungsstrecke von H und F; im Verhéltnis
2 : 1. Fir die Triagerebene g9 = (A1, Ag, A3) ist die Lage dieser beiden Geraden in
Abbildung 7.9 dargestellt. O

7.2.3 Verallgemeinerung der Teilung der Verbindungsstrecke der Eckpunkte
mit dem Hohenschnittpunkt auf den 3-dimensionalen Raum

Es stellt sich die Frage, ob im 3-dimensionalen Raum ebenfalls ein Punkt existiert, des-
sen Verbindungsstrecken mit den Eckpunkten des Tetraeders von der Feuerbach’schen
Kugel im selben Verhiltnis geteilt werden. Da der Hohenschnittpunkt in einem Tetra-
eder, wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, nicht zwangsweise existieren muss bietet sich
als Verallgemeinerung des Hohenschnittpunkts fiir den héherdimensionalen Raum der in
Abschnitt 5.2.1 beschriebene Monge Punkt an.

Satz 7.2.6. Die Feuerbach’sche Kugel teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts
M mit den Eckpunkten A;, A;, Ay, A; des Tetraeders im Verhdltnis 1 : 2.

Beweis. Sei A} ein Punkt auf der Verbindungsstrecke des Monge Punkts M mit dem
Eckpunkt A;, der die Verbindungsstrecke von A; und M im Verhéltnis 1 : 2 teilt. Fiir
den Punkt A/ gilt daher:

2

1 1

3 (7.29)

74



7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

Al AZ

\

Abbildung 7.9: Skizze zur gegenseitigen Lage von Hy, U}, Hy, Fo, Sp und Uy in der Ebene
€0-

Aus Abbildung 7.8 folgt fiir M:

1 3 1
M=F—-—-(U-F)=-F—--U. 7.30
W-F)=3F-1U (7.30)
Durch Einsetzen von (7.30) in (7.29) folgt:
2 1 2.3 1 1 1 1
A =M+ A="(CF—-U)+-A=F—-U+-A 7.31
t3 + 3 3(2 QU) + 3 3U + 3 ( )

daraus ergibt sich

7

1
Af—F = (4 - U).

Der Abstand von A} und F' entspricht also ry, also einem Drittel des Umkreisradius
des Tetraeders 7' und daher genau dem Radius 1 der Feuerbach’schen Kugel. Der Punkt
Al der die Verbindungsstrecke des Monge Punkts mit dem Eckpunkt A; im Verhéltnis
1 : 2 teilt, liegt also auf der Feuerbach’schen Kugel. Analog folgt dies fiir die andern
Eckpunkte. Demnach teilt die Feuerbach’sche Kugel die Verbindungsstrecken des Monge
Punkts mit den Eckpunkten des Tetraeders im Verhéltnis 1 : 2.

O
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Im orthozentrischen Fall fillt der Monge Punkt mit dem existierendem Hohenschnitt-
punkt zusammen. Demnach gilt die Aussage in Satz 7.2.6 ebenfalls fiir den Hohenschnitt-
punkt.

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Punkte gibt, deren Verbindungsstrecken mit
den Eckpunkten des Tetraeders durch die Feuerbach’sche Kugel im selben Verhéltnis
geteilt werden.

Satz 7.2.7. Der Monge Punkt ist der einzige Punkt, dessen offene Halbgeraden durch
die Eckpunkte des Tetraeders durch die Feuerbach’sche Kugel im selben Verhdltnis geteilt
werden.

Beweis. Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Satz 7.1.5 aus dem 2-dimensionalem
Fall. Aufgrund dessen werden hier nur die wichtigsten Beweisschritte durchgefiihrt, die
Rechnungen erfolgen analog zum Beweis in Abschnitt 7.1.

Sei M ein weiterer Punkt, dessen offene Halbgeraden durch die Eckpunkte A;, Aj A, Ay
durch die Feuerbach’sche Kugel im selben Verhaltnis geteilt wird. Es existiert also ein
A > 0 so, dass die Punkte

Al = M + \(A; — M)

7.32
a; = (1= \)m + Aa, (7.32)
alle auf der Feuerbach’schenkugel liegen.
Demnach muss fiir 1 = 0,1,2,3
d(A;, F) =rr (7.33)

erfiilllt sein, wobei F' den Mittelpunkt und rr den Radius der Feuerbach’schen Kugel
bezeichnet. Aus den vier Eckpunkten A0~, A1, Asg, Az eines Tetraeders ergeben sich 4
Gleichungen fiir die Unbekannten A und M:

d(4;, F)? = (1 = N+ Aa; — f)* = rp. (7.34)
Durch Ausmultiplizieren und Gleichsetzen folgt analog zu (7.12):
1-X _ 2 1-X _ 2
a? + 2Taim - Xaif = a? + 2Tajm - Xajf' (7.35)
Wie im 2-dimensionalen Fall ist auch im 3-dimensionalen Fall fiir A = 1 keine Losung
des Gleichungssystems (7.34) moglich. Setzt man nun

_ ~ 1 ~
M =M +  (F — M)
LAt (7.36)
mETm TR

so folgt analog zu (7.15):
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

Die Eckpunkte A; und A; sind also gleich weit vom Punkt M entfernt und der Punkt
M entspricht somit dem Umkugelmittelpunkt U. Somit folgt aus (7.36):

~ 1
M=U+ 1 (U-F)
B (7.37)
i A . 1 s
CA-1 a-1
und mit (7.32) fiir den Punkt A’:
a; = Xa; — Au+ f.
Fiir den Abstand von A} und F folgt mit (7.33) analog zu (7.17):
rr = d(A;, F) = )\TU.
= |\ = .
TU
Aus Satz 7.2.3 folgt mit der Voraussetzung A > 0 damit unmittelbar
1
A=, 7.38
. (7.39)

Durch Einsetzen von A = % in (7.37) folgt mit (7.30) M = M. Der Monge Punkt M ist
also der einzige Punkt, dessen offene Halbgeraden durch die Eckpunkte des Tetraeders
von der Feuerbach’schen Kugel im selben Verhaltnis geteilt werden. ]

In Abbildung 7.10 ist die Feuerbach’sche Kugel mit allen behandelten Punkten einer der
Dreiecksseite dargestellt.

Die bereits gezeigten Eigenschaften der Feuerbach’schen Kugel kénnen nochmals zu fol-
gendem Satz zusammengefasst werden:

Satz 7.2.8 (Existenz der Feuerbach’schen Kugel). Fir jedes Tetraeder existiert eine
eindeutige Kugel, die die Schwerpunkte der Seitendreiecke und die Punkte, die die Ver-
bindungsstrecken der Eckpunkte mit dem Monge Punkt dritteln, beinhaltet. Der Radius
dieser Kugel betrigt ein Drittel des Umkugelradius und ihr Mittelpunkt liegt auf der
Euler’schen Geraden und teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts M mit dem
Umbkugelmittelpunkt U im Verhdltnis 1 : 2. Die Kugel schneidet aus den Trdgerebenen
einen Kreis aus, der durch den Schwerpunkt der jeweiligen Tetraederseite verlduft und
dessen Mittelpunkt der Lotfufipunkt des Mittelpunkts der Feuerbach’schen Kugel auf die
Trigerebene ist.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.10: Skizze zur Feuerbach’schen Kugel.
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7.3 Die Feuerbach’sche Sphére

7.3 Die Feuerbach’sche Sphare

In diesem Abschnitt werden die aus der Quelle [7, S. 3-8] entnommen Informationen
herangezogen, um den Feuerbach’schen Kreis fiir ein n-Simplex zu verallgemeinern. Die
Aufbau des Abschnittes wurde dabei analog zu Abschnitt 7.2 nach [6, S. 22-37] verfasst.

7.3.1 Verallgemeinerung der Seitenmittelpunkte auf den n-dimensionalen
Raum

Da die Seitenmittelpunkte des Dreiecks, wie in Abschnitt 7.2.1 bereits erarbeitet, mit Hil-
fe des Schwerpunkts auf den 3-dimensionalen Raum verallgemeinert werden kénnen und
der Schwerpunkt nach Abschnitt 3.3 auch fiir n-Simplexe bekannt ist, konnen die Sei-
tenmittelpunkte eines Dreiecks ebenso durch die Schwerpunkte auf den n-dimensionalen
Raum verallgemeinert werden.

Um die Feuerbach’sche Kugel auf den n-dimensionalen Raum verallgemeinern zu kénnen
ist ein Analogon zu Lemma 7.2.1 notwendig.

Lemma 7.3.1. Die (":1) Schwerpunkte der (n — 1)-dimensionalen Seiten eines n-
Simplex liegen niemals in einer Ebene.

Beweis. Gegeben sei ein n-Simplex mit den Eckpunkten Ag, Ay,...,A,. Die Punkte
S0, 51, - - ., Sy seien die Schwerpunkte der, den Ecken gegeniiberliegenden Seiten. Dann
gilt:

1
so=— (a1 +az+---+ap)

1
31:5(a0+a2+a3+~--+an)

1
Qo+ a1+ -+ an).

Sn_ﬁ(

Durch Umformen erhalt man:

n
ag = S1+82+- -+ 8, — (a1 +ag+---+ay) =s1+s2+-+s,—(n—1)sp. (7.39)

Wiirden die Schwerpunkte S; alle in einer Ebene liegen, so wiirde wegen (7.39) auch
Ap in dieser Ebene liegen. Dies folgt analog fur die Eckpunkte Ai, As,..., A,. Nach

Voraussetzung bilden Ay, A1, Ag, ..., A, jedoch ein n-Simplex, was ein Widerspruch dazu
ist, dass alle Punkte in einer Ebenen liegen. Die Schwerpunkte S; liegen daher nicht alle
in derselben Ebene. O

Dadurch kann man, analog zum 2- und 3-dimensionalen Raum die Feuerbach’sche Sphére
wie folgt definieren:
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Definition 7.3.2 (Feuerbach’sche Sphére). Die Feuerbach’sche Sphére I' ist die Um-
sphére der Schwerpunkte der (n—1)-dimensionalen Seiten des n-Simplex. Thr Mittelpunkt
wird mit F' und ihr Radius mit rr bezeichnet

Als Analogon zum Feuerbach’schen Kreis als Umkreis der Seitenmittelpunkte nimmt
man die Feuerbach’sche Sphére also als Umsphére der Schwerpunkte der
(n — 1)-dimensionalen Seiten des n-Simplex an.

Satz 7.3.3. Der Mittelpunkt I der Feuerbach’schen Sphdre liegt auf der Verbindungs-
strecke von M und U und teilt diese im Verhdltnis 1 : (n — 1). Ihr Radius rr betrigt ein
n-tel des Umkreisradius rg;.

1 : (n—1)
M F U

Abbildung 7.11: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F und U.

Beweis. Sei N ein n-Simplex mit Eckpunkten Ag, A1,..., A, und Schwerpunkt S und
N’ das von den Schwerpunkten S; der (n — 1)-dimensionalen Seiten von N erzeugte
n-Simplex. Fiir die Schwerpunkte S; gilt nach (3.8):

1
Si:g(a(]""al+"'+ai—1+ai+1+"'+an)'

Der Schwerpunkt S’ von N’ ergibt sich zu

1
s'zﬁ(so—i—sl—l—--wksn):
1/1 1 1
=—(=(a1 4 +an)+—(ao+az+---+an) -+ =(a0+ar+-+ap, 1)) =
n \n n n

1

—(ap + a1+ -+ an)

n

und fallt somit mit dem Schwerpunkt S des n-Simplex N zusammen. Somit haben beide
n-Simplexe N und N’ denselben Schwerpunkt und fiir den Eckpunkt A; von N und
seinen gegeniiberliegenden Eckpunkt S; von N’ gilt:

1
=8 ——(4i—
Si=5— (A~ )

n+1 1
S; — S — —ay.
n n

(7.40)

Das n-Simplex N’ ergibt sich also durch zentrische Streckung des n-Simplex N mit Zen-
trum S um den Faktor —%.

Die Eckpunkte von N werden also durch die zentrische Streckung auf die Eckpunkte
von N’ abgebildet. Da sich Léngen bei der zentrischen Streckung um den Betrag des
Streckungsfaktors verdndern wird auch die Umsphére des n-Simplex N auf die Umspha-

re des n-Simplex N’, also die Feuerbach’sche Sphire abgebildet. Der Mittelpunkt der
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7.3 Die Feuerbach’sche Sphére

Feuerbach’schen Sphére ergibt sich somit durch zentrische Streckung des Umsphéremit-
telpunkts von N mit Zentrum S um den Streckungsfaktor —%:
1
F=5S—-—U-Y5)
n (7.41)

Fiir den Radius rr der Feuerbach’schen Sphére folgt:

1
T = —Tru,
n

wobei 7y der Umsphéreradius des n-Simplex N ist.

Da nach Abschnitt 6.3 der Schwerpunkt S die Verbindungsstrecke von M und U im
Verhéltnis 2 : (n — 1) teilt und F' um % des Abstands SU in Richtung M von S entfernt
ist folgt, dass F' die Verbindungsstrecke MU im Verhéltnis 1: (n — 1) teilt. O

Durch einfache Rechnungen folgen die, Verhéltnisse in Abbildung 7.12. Die Lage von
M, F,S und U ist in Abbildung 7.12 dargestellt. Die Abbildung zeigt ebenso die Teilung
von FM' durch S = 5" im Verhéltnis (n — 1) : 2, wie in Abschnitt 6.3 erarbeitet.

2 : (n—1)
M s U
n—1
_n ‘ (n—1) _
F 3 U
(n—1):2
F S’ M’
-1
B, :n_:E: (n—l)—2
= n . nn. n =
M FS=S8M U
1 : (n—1)
M F U

Abbildung 7.12: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F, S und U.

7.3.2 Verallgemeinerung des Durchschnitts des Feuerbach’schen Kreises mit
den Tragergeraden der Dreiecksseiten auf den n-dimensionalen Raum

Da der Durchschnitt des Feuerbach’schen Kreises mit den Tragergeraden des Dreiecks,
wie in Abschnitt 7.2.2 bereits erarbeitet, mit Hilfe des Durchschnitts der Feuerbach’schen
Kugel mit den Trégerebenen des Tetraeders auf den 3-dimensionalen Raum verallgemei-
nert werden kann und ein solcher Durchschnitt auch fiir n-Simplexe existiert, kann der
Durchschnitt des Feuerbach’schen Kreises mit den Trégergeraden eines Dreiecks durch
den Durchschnitt der Feuerbach’schen Sphére mit der (n—1)-dimensionalen Trégerebene
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

eines n-Simplex auf den n-dimensionalen Raum verallgemeinert werden. Dadurch kann
man, analog zum 2- und 3-dimensionalen Raum den folgenden Satz formulieren.

Dabei sei H] der Hohenfuipunkt von N an ¢; = (Ao, A1,..., Ai—1, 4iy1,..., Ap), al-
so der Schnittpunkt der Geraden mit der (n — 1)-dimensionalen Ebene, die normal auf
die Ebene steht und den gegeniiberliegenden Eckpunkt A; enthélt. Aulerdem sei U; der
Umkreismittelpunkt der (n — 1)-dimensionalen Seite von N in ¢;. Es gilt:

Satz 7.3.4. Wenn H| # U;, so ist der Durchschnitt der Feuerbach’schen Sphdre mit der
FEbene ¢; eine (n — 2)-dimensionale Sphdre mit Mittelpunkt

1
U = Si + E(Hi, - Ui), (7.42)

wobei der Punkt U] den Lotfufipunkt von F auf die Tragerebene e; bezeichnet. Der Ra-
dius der Sphdre ist gleich einem n-tel des Abstandes von H; und Uj;.

1
"= Z(H!-U;
1= (- Uy)
Gilt H! = U;, so berihrt die Feuerbach’sche Sphdre die Ebene im Punkt S;.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass die Gerade durch F' und U] orthogonal auf die Trégere-
bene ¢; der (n — 1)-dimensionalen Seite AgA; ... A;—1A;+1... A, steht. Fir den Punkt
U/ soll dabei die Gleichung (7.42) erfiillt sein. Mit Hilfe von (7.40), (7.41) und (7.42)
erhélt man:

1 1
F—UZ/:RZ s—gu—si— (R —w;) =
n+1 1 (n+1 1 > 1., 1
= §— —UuU— §——a;| ——h; + —u; =
n n n n n n

Da die (n — 1)-Mittelsenkrechte durch U und U;, sowie die Hohe durch H} und A; nach
Definition beide normal auf ¢; stehen folgt, dass die Gerade durch F und U] othogonal
auf die Tréagerebene ¢; steht. O

Der Durchschnitt der Feuerbach’schen Sphére mit der Ebene ¢; ist also abhéngig vom
HohenfuBpunkt H/, sowie dem Schwerpunkt S; und dem Umkreismittelpunkt U; von
AgAr...Aj_1A;41... A,. Eine Verschiebung von A; entlang der Héhe h; durch A; ver-
dndert sich weder der HohenfuBpunkt H] noch der Schwerpunkt S; und der Umsphé-
remittelpunkt U; der (n — 1)-dimensionalen Seite AgA; ... A;—1A4;4+1...A,. Eine solche
Verschiebung bewirkt somit keine Verdnderung des Durchschnitts der Feuerbach’schen
Sphére mit der Tragerebene ¢;.

Aus (7.42) kann auBerdem folgende Eigenschaft hergeleitet werden:
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7.3 Die Feuerbach’sche Sphére

Korollar 7.3.5. Der HohenfufSpunkt H] und der Mittelpunkt U] des Durchschnitts der
Feuerbach’schen Sphdre mit der Tragerebene der Seite AgAy...A;_1Ai11 ... Ay liegen
auf einer Geraden, die die Fuler’sche Gerade der Seite AgAy ... Ai—1Ai41 ... Ay tm Mit-
telpunkt F; der Feuerbach’schen Sphdre der Seite schneidet. Dabei teilt der Punkt U] die
Verbindungsstrecke von H| und F; im Verhdltnis (n — 1) : 1.

Beweis. Sei F; der Mittelpunkt der Feuerbach’schen Sphére der Seite
A0A1 N Ai—lAH—I N An Aus (7.41)

1 n 1
Fi=5—-———U—-5;)= S; — Ui 7.43
n— 1( ) n—1 n—1 ( )
folgt durch Umformen nach S;:
—1 1
Si="""F+-U. (7.44)
n n
Durch Einsetzen von (7.44) in (7.42) folgt:
1 -1 1 1
Ul=S+-(H -U)="""F+-H =F+~(H - F). (7.45)
n n n n

Die Verbindungsgeraden des HohenfuBpunkts H/ und des Mittelpunkts U/, des Durch-
schnitts der Feuerbach’schen Sphére mit der Tragerebene der Seite
AgAr ... Aj_1A;41 ... Ay, schneidet die Euler’sche Gerade der Seite
AgAr ... A 1441 ... A, also im Mittelpunkt F; ihrer Feuerbach’schen Sphére. Der Punkt
U/ teilt dabei die Verbindungsstrecke von H} und F; im Verhéltnis (n — 1) : 1. O

7.3.3 Verallgemeinerung der Teilung der Verbindungsstrecke der Eckpunkte
mit dem Hohenschnittpunkt auf den n-dimensionalen Raum

Da die Eigenschaft, dass die Mittelpunkte A der Verbindungsstrecken vom Hohen-
schnittpunkt H zu den Eckpunkten A; auf dem Feuerbach’schen Kreis liegen und der
Feuerbach’sche Kreis die Verbindungsstrecke somit im Verhéltnis 1 : 1 teilt, wie in Ab-
schnitt 7.2.2 bereits erarbeitet, durch den Monge Punkt M auf den 3-dimensionalen
Raum verallgemeinert werden kann und der Monge Punkt nach Abschnitt 5.3 auch
flir n-Simplexe bekannt ist, kann diese Eigenschaft eines Dreiecks ebenso auf den n-
dimensionalen Raum verallgemeinert werden.

Satz 7.3.6. Die Feuerbach’sche Sphdre I teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts
M mit den Eckpunkten A;, A;, A, A; des n-Simplex im Verhdltnis 1 : (n — 1).

Beweis. Sei A} ein Punkt auf der Verbindungsstrecke des Monge Punkts M mit dem
Eckpunkt A;, der die Verbindungsstrecke von A; und M im Verhéltnis 1 : (n — 1) teilt.
Fiir den Punkt A/ gilt daher:

-1 1
n M—F*Az
n

1
A/-:M—i-* A, — M) =
! n( ) (7.46)
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Aus Abbildung 7.12 folgt fiir M:

" Fovy=-—"r- Ly (7.47)

n—1 n—1

M=U-+

n—1
Durch Einsetzen von (7.47) in (7.46) folgt:

n—1

1
Al = M+ —A; = —
! n +n ' n—1 n—1

—1 1
n ( n I
n

1 1 1

U) + A, =F—-U+ —A4; (7.48)
n n n

daraus ergibt sich

A~ F = —(4; - U).

S|

Der Abstand von A} und F entspricht also %T‘U, also einem Drittel des Umsphéareradius
des n-Simplex NV und daher genau dem Radius rr der Feuerbach’schen Sphére. Der Punkt
Al der die Verbindungsstrecke des Monge Punkts mit dem Eckpunkt A; im Verhéltnis
1: (n—1) teilt, liegt also auf der Feuerbach’schen Sphére. Analog folgt dies fiir die
andern Eckpunkte. Demnach teilt die Feuerbach’sche Sphére die Verbindungsstrecken
des Monge Punkts mit den Eckpunkten des n-Simplex im Verhéltnis 1: (n — 1).

O

Im orthozentrischen Fall fillt der Monge Punkt mit dem existierendem Hohenschnitt-
punkt zusammen. Demnach gilt die Aussage in Satz 7.3.6 ebenfalls fiir den Hohenschnitt-
punkt.

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Punkte gibt, deren Verbindungsstrecken mit
den Eckpunkten des n-Simplex durch die Feuerbach’sche Sphére im selben Verhéltnis
geteilt werden.

Satz 7.3.7. Der Monge Punkt ist der einzige Punkt, dessen offene Halbgeraden durch die
Eckpunkte des n-Simplex durch die Feuerbach’sche Sphdre im selben Verhdltnis geteilt
werden.

Beweis. Dieser Beweis folgt exakt analog zum Beweis von Satz 7.2.7 aus dem
3-dimensionalem Fall. Demnach gilt:

rr = )\Y’U.
rp
— =L
ry
und mit der Voraussetzung A > 0 somit
1
A=—.
n

Genau wie im 3-dimensionalem Fall ist der Monge Punkt M der einzige Punkt, dessen
offene Halbgeraden durch die Eckpunkte des n-Simplex von der Feuerbach’schen Sphére
im selben Verhéltnis geteilt werden. O
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7.3 Die Feuerbach’sche Sphére

Die bereits gezeigten Eigenschaften der Feuerbach’schen Sphére kénnen nochmals zu
folgendem Satz zusammengefasst werden:

Satz 7.3.8 (Existenz der Feuerbach’schen Sphére). Fiir jedes n-Simplex existiert ei-
ne eindeutige Sphdre, die die Schwerpunkte der (n — 1)-dimensionalen Seiten und die
Punkte, die die Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem Monge Punkt n-telt, beinhal-
tet. Der Radius dieser Sphdre betrdgt ein n-tel des Umsphdreradius und ihr Mittelpunkt
liegt auf der Fuler’schen Geraden und teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts
M mit dem Umkugelmittelpunkt U im Verhdaltnis 1 : (n — 1). Die Sphdre schneidet aus
den Triagerebenen eine (n — 2)-dimensionale Sphdre aus, die durch den Schwerpunkt der
jeweiligen (n — 1)-dimensionalen Simplexseite verlauft und deren Mittelpunkt der Lot-
fufSpunkt des Mittelpunkts der Feuerbach’schen Sphére auf die Trdgerebene ist.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

In diesem Kapitel wird der Inkreismittelpunkt sowie die Ankreismittelpunkte eines Drei-
ecks auf den héherdimensionalen Raum verallgemeinert. Der Inkreismittelpunkt kann
dabei sehr direkt, durch den Schnittpunkt aller Winkelhalbierenden, also alle (n — 1)-
dimensionalen Ebenen, die einen inneren Kantenwinkel des Simplex halbieren, verallge-
meinert werden. Sehr interessant verhalten sich die Ankugeln im Hoherdimensionalen.
Fiir ein Tetraeder existieren beispielsweise zwei verschiedene Arten von Ankugeln, eine
Art, die jeweils eine Tetraederseite beriihrt und eine Art, die alle Trigerebenen, aber
nicht das Tetraeder beriihrt. Im hoherdimensionalen Raum ergeben sich alle zwei Di-
mensionen eine neue Art von Ansphére. Die Anzahl dieser Ansphéren und ihre Lage
kann, je nachdem welche Eigenschaften das Simplex erfiillt, differieren. Die Menge der
Anzahl an Ansphéren kann eingeschrinkt werden, die Ansphéren, die die Simplexseiten
auf den Tragerebenen beriihren, existieren jedoch in jedem Fall.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

8.1 Der Inkreismittelpunkt

In diesem Abschnitt wird der Inkreismittelpunkt, sowie die Ankreismittelpunkte im 2-
dimensionalen Raum betrachtet. Die Informationen wurden dabei den Quellen [1, S. 22]
und [8, S. 50] entnommen.

Zwei Triagergeraden der Dreiecksseiten schneiden sich im gemeinsamen Eckpunkt. Da-
durch teilen je zwei Tragergeraden den 2-dimensionalen Raum in vier Quadranten. Die
drei Trégergeraden des Dreiecks teilen den 2-dimensionalen Raum in 7 Teilrdume. Den
Teilraum, der das Dreieck enthélt, drei Teilraume, die jeweils an eine Dreiecksseite gren-
zen und drei Teilrdume, die jeweils an einen Eckpunkt grenzen. Sei der orientierte Ab-
stand eines Punktes X zur Tragergeraden g; wie folgt definiert: g/ (X) = £d(X, g;), wobei
fiir jeden Punkt X im Inneren des Dreiecks gi(X) > 0, ¢1(X) > 0, g5(X) > 0 gelten soll.
Die Menge aller Punkte X, die die Gleichung ¢}(X) = 0 erfiillen bilden somit die Tré-
gergerade g;. Die beiden Teilrdume, die durch die Trégergerade g; getrennt sind, werden
durch die Menge aller Punkte X, die die Ungleichungen ¢;(X) < 0 bzw. g/(X) > 0
erfiilllen beschrieben, wobei g/(A;) > 0 ist. Die von den Tragergeraden aufgespannten
Teilrdume kénnen dann, wie in Abbildung 8.1 dargestellt, durch die Vorzeichen der ori-
entierten Abstédnde zu den Trigergeraden beschrieben werden.

In Abbildung 8.1 sind die, durch die Trégergeraden geteilten, 7 Teilrdume des
2-dimensionalen Raums mit den jeweiligen Ungleichungen dargestellt.

2

90> 0 g =0

g1 <0 91> 0

920 g2 >0
Ay

9 =0

g <0

g <0

Abbildung 8.1: Skizze der 7 Teilrdume und deren Ungleichungen.

Definition 8.1.1 (Winkelhalbierende eines Dreiecks). Die Winkelhalbierende durch
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8.1 Der Inkreismittelpunkt

einen Eckpunkt eines Dreiecks ist jene Gerade, die den, von den Tragergeraden durch
den Eckpunkt aufgespannten, Innenwinkel des Dreiecks halbiert.

In einem Dreieck existieren 3 solche Winkelhalbierenden, eine pro Eckpunkt.

Die Winkelhalbierende durch einen Eckpunkt A; verlauft durch den Quadranten, der
das Dreieck enthélt und den gegeniiberliegenden Quadranten.

Fiir die Fulpunkte der Lote eines Punktes auf der Winkelhalbierenden gilt folgendes
Lemma:

Lemma 8.1.2. Die FufSpunkte der Lote eines Punkts auf der Winkelhalbierenden durch
etnen Eckpunkt liegen entweder auf den beiden Halbgeraden, die jeweils eine Dreiecksseite
beinhalten oder auf den beiden Halbgeraden, die keine Dreiecksseite beinhalten.

Beweis. Sei a der Innenwinkel und o’ der Gegenwinkel eines Dreiecks A A;A;Aj beim
Eckpunkt A; und sei 8 der Supplementirwinkel von o und 3’ der Supplementirwinkel
von . Sei X ein Punkt auf der Winkelhalbierenden durch A; und Fj der FuBpunkt des
Lots von X auf die Tragergerade g; und F}, der Fulpunkt des Lots von X auf die Trager-
gerade gy. Die Punkte A;, X, F; und A;, X, F}, bilden somit zwei rechtwinklige Dreiecke.
Fiir den Innenwinkel des Dreiecks A A;A; Ay gilt: o < 180°. Der durch die Winkelhal-
bierende halbierte Winkel  ist also kleiner als 90°. Fiir den Supplementarwinkel von &
gilt:
Q@ Q o
5+§—180—§>90 .
Dies folgt analog fiir o’ und 3’. Wenn X im Inneren des Winkels « liegt, dann betragt ein
Innenwinkel der Dreiecke A A;, X, F; und A A;, X, F}, 5, da die Innenwinkel nicht groier
als 90° sein kénnen und somit der Supplementéarwinkel ausgeschlossen werden kann. Dies
folgt analog fiir /. Die FuBpunkte F}, Fj, der Lote eines Punktes auf der Winkelhalbie-
renden liegen also entweder auf den beiden Halbgeraden, die jeweils eine Dreiecksseite
beinhalten oder auf den beiden Halbgeraden, die keine Dreiecksseite beinhalten. O

Lemma 8.1.3. Jeder Punkt auf der Winkelhalbierenden durch einen Eckpunkt eines
Dreiecks hat denselben Abstand zu den zwei Trigergeraden der Dreiecksseiten, die den
Eckpunkt enthalten.

Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren eines Innenwinkels des Dreiecks oder im Inneren
eines Gegenwinkels mit selbem Abstand zu den Trigergeraden zweier Dreiecksseiten auf
der Winkelhalbierenden durch den gemeinsamen Eckpunkt.

Des Weiteren gilt:

X € Winkelhalbierende durch A; <= d(X,g;) = d(X, gr) A gj(X) - gx(X) > 0. (8.1)

Beweis. Man betrachte zwei Triagergeraden der Dreiecksseiten g(A;, A;) und g(A;, Ax),
die sich im Punkt A; schneiden und die Winkel o und 3 sowie die Gegenwinkel o/ und
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

B’ einschlieflen. Sei o der Innenwinkel des Dreiecks und P ein Punkt auf der Winkel-
halbierenden durch A;. Von P aus wird das Lot auf die beiden Tragergeraden g; und
g, gefillt und die FuBpunkte der Lote, wie in Abbildung 8.2 dargestellt, mit F; und Fj,
bezeichnet. Aus Lemma 8.1.2 folgt ZF;A;P = § und ZF,A;P = 5. Dadurch entstehen
die beiden kongruenten Dreiecke AA; PF; und AA; PFj,, wobei sich die Kongruenz aus
der gemeinsamen Seite A; P und den zwei gleich groflen Winkeln w; = 90° und wy = §
ergibt. Somit gilt:
PF}| = |PFy.

Dies folgt analog fiir alle Punkte, die im Inneren des Gegenwinkels o’ liegen. Jeder
Punkt auf der Winkelhalbierenden ist also gleich weit von den beiden Trégergeraden der
Dreiecksseiten entfernt.

Sei umgekehrt P ein Punkt im Inneren des Winkels « mit gleichem Abstand |PF;| =
| PFy| zu den Trégergeraden. Durch Verbinden der Punkte F}, Fj, und P mit A; entstehen
die beiden kongruenten Dreiecke AA; PF; und AA; PFj,, wobei sich die Kongruenz aus
der gemeinsamen Seite A; P, der gleich groBen Seite |PF;| = | PF}| und dem gleich grofien
Winkel w = 90° ergibt. Somit gilt:

/PAF; = /F AP = %

Dies folgt analog fiir alle Punkte, die im Inneren des Gegenwinkels o’ liegen. Jeder Punkt
im Inneren des Winkels oder im Inneren des Gegenwinkels mit selbem Abstand zu den
Trégergeraden zweier Dreiecksseiten liegt also auf der Winkelhalbierenden durch den
gemeinsamen Eckpunkt.

Das Produkt der Ungleichungen der orientierten Absténde zu den Trégergeraden g; und
gk, die den Eckpunkt A; enthalten ist fiir alle Punkte X auf der Winkelhalbierenden
durch A; positiv:

Wenn X auf der Halbgerade durch das Innere des Dreiecks liegt gilt:
9;(X) > 0,g;(X) > 0 und daher auch gi(X) - g;(X) > 0.
Wenn X auf der Halbgerade auflerhalb des Dreiecks liegt gilt:
9;(X) <0,g;(X) <0 und daher auch g}(X) - g,.(X) > 0.
(8.2)

Um die Umkehrung der Aquivalenzrelation zu zeigen sei X ein Punkt mit selbem Ab-
stand zu den Trigergeraden g; und gi, wobei das Produkt g7(X)- g, (X) nicht negativ ist.
Der Punkt X liegt daher entweder im Inneren des Winkels ZA;A; A;, oder in dessen Ge-
genwinkel. Aus dem bereits bewiesenen zweiten Teil des Lemmas 8.1.3 folgt direkt, dass
X auf der Winkelhalbierenden durch A; liegt, womit das Lemma vollstdndig bewiesen
ist.
Aus (8.2) folgt (8.1), womit das Lemma vollstindig bewiesen ist.

O

Satz 8.1.4 (Existenz des Inkreismittelpunkts [1, S. 22]). Die drei Winkelhalbierenden
eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt I im Inneren des Dreiecks. Dieser Punkt
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Abbildung 8.2: Skizze zur Winkelhalbierenden.

ist der Mittelpunkt des einzigen Kreises, der alle drei Dreiecksseiten beriihrt. Dieser Kreis
liegt zur Gédnze im Inneren des Dreiecks.

Beweis (algebraisch). Betrachtet man die zwei Winkelhalbierenden durch die Eckpunk-
te A; und A; eines Dreiecks AA;AjAj. Die Normalvektoren der Winkelhalbierenden
ergeben sich durch Subtrahieren der Normalvektoren 7. der Tragergeraden, die den
jeweiligen Eckpunkt enthalten, wobei die Normalvektoren n jeweils normal auf die Tra-
gergerade ¢; stehen, Lange 1 haben und in den Teilraum zeigen, der A; und das Dreieck
enthélt. Die Normalvektoren der Winkelhalbierenden durch A; und A; sind demnach
durch @, = nj, — 773 und 173 =n —nj gegeben. Da in einem nicht entarteten Dreieck die
Tragergeraden nicht parallel sein konnen, sind die Normalvektoren ’I”T;,TT;, TT]; der Tra-
gergeraden paarweise linear unabhéngig. Die 3 Normalvektoren sind im 2-dimensionalen
Raum linear abhéngig und es gilt

nf=a-n; +b-n}, mit a,b#0. (8.3)

Damit sich die Winkelhalbierenden durch A; und A; in einem Punkt I schneiden, miis-
sen die Normalvektoren w, und 175 linear unabhéngig sein. Demnach ist die folgende
Aquivalenz zu zeigen:

/\i~17§+)\j-17§:0<:>/\i:>\j:0. (8.4)
Durch Einsetzen von w, = nj, — n_>] und 17; = 71, — nj, sowie (8.3) ergibt sich durch

Umformen:

(Aj + (N = ) - @) + (=i + (N = Ay) - b)7j = 0.

Da die Normalvektoren 77, und 773 linear unabhéingig sind muss
)\j + ()\z - )\j) -ca=0 (85)

und
-\ + ()\i - )\j) -b=0 (8.6)
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

erfiillt sein. Durch Umformen von (8.5) erhdlt man

A = (a_w (8.7)

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (8.6) erhélt man:

Aj.<(a_1)'(b_1)—b>:0. (8.8)

a

Nun gilt es zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall: \; =0
Wenn \; = 0, so folgt aus (8.7): A\; = 0, womit (8.4) erfiillt wére.

2. Fall: (=070 — g
Durch Umformen von @=2C=1 _p — 0 erhilt man a 4+ b = 1. Das bedeutet, dass
TT;Z auf der Geraden durch n; und 775 liegen muss. Da die Normalvektoren alle auf dem
Finheitskreis liegen und die Gerade durch 7, und 77; den Einheitskreis nur in zwei Punk-
ten schneiden kann, muss der Vektor ni entweder mit n; oder 773 iibereinstimmen, was
einen Widerspruch zur paarweise linearen Unabhéngigkeit von n, und 7f, bzw. TT; und
7Tk> darstellt.

Die Normalvektoren der Winkelhalbierenden sind also linear unabhéngig. Demnach miis-
sen sich die Winkelhalbierenden in einem Punkt I schneiden.
Fiir den Schnittpunkt I gilt nach (8.1):

g;(I) - gi.(I)
gi(1) - g,
Durch das Produkt der beiden Ungleichungen folgt:
/ / / / / / 2 /
;1) - gx(I) - g;(I) - gx(I) = g(I) - g5, (1)” - g;(I) = 0.

Da gx(I)? auf alle Fille positiv ist folgt:

>0
> 0.

gi(I) - g;(I) = 0.

Damit alle Ungleichungen erfiillt werden konnen miissen die Vorzeichen aller ¢'(I) gleich
sein. Da kein Teilraum existiert, fiir den alle Vorzeichen der Trigergeraden negativ sind,
ist der einzige Teilraum, der alle drei Ungleichungen erfiillt jener, fiir den

9i(I),g5(I), g.(I) > 0 gilt. Dieser Teilraum entspricht genau dem Inneren des Dreiecks.
Der Punkt I liegt also im Inneren des Dreiecks. Nach Lemma 8.1.3 hat der Punkt I den
gleichen Abstand zu allen drei Tragergeraden. Der Punkt I liegt nach der Umkehrung
in Lemma 8.1.3 also auch auf der dritten Winkelhalbierenden des Dreiecks, durch den
Eckpunkt Aj. Da der Punkt I auf allen Winkelhalbierenden im Inneren des Dreiecks
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liegt, miissen die Fulpunkte der Lote des Punktes I auf die Tragergeraden nach Lemma
8.1.2 also auf allen Halbgeraden liegen, die von den Eckpunkten A;, A; und Aj, ausgehen
und die Dreiecksseiten enthalten. Da die Durchschnitte von jeweils zwei Halbgeraden
genau den Dreiecksseiten entsprechen, liegen die Fufipunkte der Lote alle auf einer Drei-
ecksseite.

Der Kreis mit Mittelpunkt I und Radius r bzw. Normalabstand d

r=d(I,9(Ai, Aj)) = d(I,9(Ai, Ax)) = d(1, 9(4;, A)) (8.9)
liegt somit im Inneren des Dreiecks und beriihrt alle drei Dreiecksseiten.

Um die Eindeutigkeit des Punktes I zu zeigen sei I’ der Mittelpunkt eines weiteren
Kreises der alle drei Dreiecksseiten des Dreiecks AA;Aj Ay beriihrt. Es muss somit nach
Lemma 8.1.3

= d(I/’g(Ah A])) = d(Ilvg(Aia Ak)) = d(I/’g(Ajv Ak))

gelten. Wiirde der Punkt I’ im Aufleren des Dreiecks liegen, so ldge er nicht mehr im
Inneren aller Innenwinkel des Dreiecks. Demnach wiirden analog zu Lemma 8.1.2 die
LotfuBlpunkte nicht alle auf den Halbgeraden liegen, die die Dreiecksseiten beinhalten.
Der Kreis wiirde also nur die Trégergeraden, nicht aber die Dreiecksseiten beriihren.
Der Punkt " muss also im Inneren des Dreiecks liegen, wobei g;(I'),g}(I"), g;,(I') >
0 gilt. Aus der Umkehrung in Lemma &8.1.3 folgt, dass I’ im Schnittpunkt aller drei
Winkelhalbierenden liegen muss. Die Punkte I und I’ fallen also zusammen, was die
FEindeutigkeitsaussage des Satzes zeigt. O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck AA;AjAy. Da die Winkelhalbierende
durch den Eckpunkt A; den Innenwinkel an der Ecke A; halbiert, muss sie die gegeniiber-
liegende Seite A; A, in einem Punkt S schneiden. Betrachtet man nun das neu entstan-
dene Dreieck AA;S Ay, so muss die Winkelhalbierende durch A; die gegeniiberliegende
Seite A;S schneiden. Da die Seite A;S zur Génze im Inneren des Dreiecks AA;A; Ay liegt
folgt, dass sich zwei Winkelhalbierende eines Dreiecks in einem Punkt im Inneren des
Dreiecks schneiden miissen. Sei I der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch A; und
der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch A;. Da I auf der Winkelhalbierenden
durch A; liegt, folgt aus Lemma 8.1.3:

d(I,9(Ai, Aj)) = d(I, g(Ai, Ag))-

Analog folgt

da I auch auf der Winkelhalbierenden durch A; liegt. Somit gilt

(I, g(Ai, Aj)) = d(1, g(As, Ag)) = d(1, g(A;, Ar)).- (8.10)
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Der Punkt I hat also ebenso denselben Abstand zu g(A;, Ax) und g(Aj, Ax). Da der
Punkt I im Inneren des Dreiecks liegt gilt auBerdem: g;(1), g3(1), g, (1) > 0. Der Punkt [
liegt nach der Umkehrung in Lemma 8.1.3 also auch auf der dritten Winkelhalbierende
des Dreiecks, durch den Eckpunkt A;. Da der Punkt I auf allen Winkelhalbierenden im
Inneren des Dreiecks liegt, miissen die Fuipunkte der Lote des Punktes I auf die Tréger-
geraden nach Lemma 8.1.2 also auf allen Halbgeraden liegen, die von den Eckpunkten
A;, Aj und Ay ausgehen und die Dreiecksseiten enthalten. Da der Durchschnitt von je-
weils zwei Halbgeraden genau den Dreiecksseiten entsprechen, liegen die Fuflpunkte der
Lote alle auf einer Dreiecksseite.

Der Kreis mit Mittelpunkt I und Radius r bzw. Normalabstand d

r=d(I,g(Ai, Aj)) = d(I, 9(As, Ay)) = d(I, g(Aj, Ax)) (8.11)

liegt somit im Inneren des Dreiecks und beriihrt alle drei Dreiecksseiten.
Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis. O

In Abbildung 8.7 ist ein solcher Kreis dargestellt.

Az

\ o
Abbildung 8.3: Skizze zum Beweis der Existenz des Inkreismittelpunkts.

Definition 8.1.5 (Inkreis). Der Kreis, der alle drei Seiten eines Dreiecks beriithrt und
im Inneren des Dreiecks liegt, wird als Inkreis des Dreiecks bezeichnet. Sein Radius heifit
Inkreisradius r; und sein Mittelpunkt Inkreismittelpunkt I.

8.1.1 Ankreismittelpunkte

Vernachldssigt man in der Definition der Winkelhalbierenden die Einschrinkung, dass
die Gerade den Innenwinkel halbiert und somit durch das Dreiecksinnere verlduft, so
erhalt man eine weitere Gerade, die zu den Tragergeraden der Dreiecksseiten denselben
Abstand hat.
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Definition 8.1.6 (AuBlenwinkelhalbierende eines Dreiecks). Die Auflenwinkelhalbieren-
de durch einen Eckpunkt eines Dreiecks ist jene Gerade, die den von den Tragergeraden
durch den Eckpunkt aufgespannten Supplementérwinkel des Dreiecks halbiert.

In einem Dreieck existieren 3 solche Auflenwinkelhalbierenden, eine pro Eckpunkt.

Die Aulenwinkelhalbierende verlduft ebenso durch den Schnittpunkt der Tragergeraden
des Winkels und steht normal auf dessen Winkelhalbierende. Die Auflenwinkelhalbieren-
de durch den Eckpunkt A; verlduft also durch die beiden Quadranten, die an das Dreick
und den Eckpunkt A; angrenzen.

Lemma 8.1.7. Die Fuf$punkte der Lote eines Punkts auf der Aufenwinkelhalbierenden
durch einen Eckpunkt liegen immer auf einer Halbgeraden, die eine Dreiecksseite enthdlt
und einer Halbgerade, die keine Dreiecksseite enthdlt.

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.2.

Lemma 8.1.8. Jeder Punkt auf der Auflenwinkelhalbierenden durch einen Eckpunkt ei-
nes Dreiecks hat denselben Abstand zu den zwei Trdgergeraden der Dreiecksseiten, die
den Eckpunkt enthalten.

Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren der Supplementdrwinkel eines Innenwinkels des
Dreiecks mit selbem Abstand zu den Trigergeraden zweier Dreiecksseiten auf der AufSen-
winkelhalbierenden durch den gemeinsamen Eckpunkt.

Des Weiteren gilt:

X € Aupenwinkelhalbierende durch A; <= d(X, g;) = d(X, gx) A g5(X) - g1(X) < 0.
(8.12)

Eine Skizze zur Auflenwinkelhalbierenden ist in Abbildung 8.4 dargestellt, der Beweis
von Lemma 8.1.8 und dessen Umkehrung erfolgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.3.

Abbildung 8.4: Skizze zur Auflenwinkelhalbierenden.
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Satz 8.1.9 (Existenz der Ankreismittelpunkte). Die Aufenwinkelhalbierenden zweier
Eckpunkte und die Winkelhalbierende des dritten Eckpunkts eines Dreiecks schneiden
sich jeweils in einem Punkt im Auferen des Dreiecks. Diese Punkte sind die Mittelpunkte
jeweils eines Kreises, der alle drei Tragergeraden der Dreiecksseiten beriihrt. Dariiber
hinaus beriihren sie die von der Winkelhalbierenden geschnittene Dreiecksseite.
Zusammen mit dem Inkreis sind dies die einzigen Kreise, die alle drei Trdgergeraden
beriihren.

Beweis (algebraisch). Betrachtet man die zwei AuBlenwinkelhalbierenden durch die Eck-
punkte A; und A; eines Dreiecks AA;A;jAj. Die Normalvektoren der Aulenwinkelhalbie-
renden ergeben sich durch Addieren der Normalvektoren 7 der Tragergeraden, die den
jeweiligen Eckpunkt enthalten. Die Normalvektoren der Auflenwinkelhalbierenden durch
A; und A; sind demnach durch cﬁé = 17; —i—n_;Z und a—w; = n_>z—|—7z_k> gegeben. Fiir die lineare
Unabhéngigkeit der beiden Normalvektoren der Auflenwinkelhalbierenden folgt mit einer
analogen Rechnung zu dem Beweis von Satz 8.1.4: a+b = —1. Das bedeutet, dass n1f, auf
der Geraden durch —n; und —775- liegen muss. Analog zum Beweis von Satz 8.1.4 folgt
ein Widerspruch und somit, dass sich die beiden Auflenwinkelhalbierenden demnach in
einem Punkt By schneiden miissen. Fiir den Schnittpunkt By, gilt nach (8.12):

9:(Br) - gx(Bi) <0
9:(Bk) - 9 (Bg) < 0.

Durch das Produkt der beiden Ungleichungen folgt:
95(Bx) - 9k(Bx) - 9i(Br) - 9x(Br) = 9;(Bx) - 9i(Br)* - gi(Br) = 0.
Da g}.(B)? auf alle Fille positiv ist folgt:
9i(Br) - gj(By) = 0. (8.13)

Der Punkt By, liegt also auch auf der Winkelhalbierenden des Dreiecks, durch den Eck-
punkt Ag.

Die einzigen Teilrdume, die alle drei Ungleichungen erfiillen sind jene, fiir die

9i(Bx), 95(Bk) = 0, g;(Bk) < 0 baw. gi(By),g;(Bk) < 0,9;(Bk) = 0 gilt. Der Punkt By,
liegt also im Aufleren des Dreiecks.

Der Teilraum mit g;(By), g;(Bk) < 0, g;.(Bk) > 0 entspricht dem Teilraum, der nur den
Eckpunkt Aj, des Dreiecks enthélt und von den beiden Trégergeraden g; und g; begrenzt
ist. Sei X ein Punkt in diesem Teilraum, so schneidet das Lot auf die Tragergerade
g, entweder die Trégergerade g; oder die Trégergerade g;. Der Abstand d(gx, X) jedes
Punktes X im Teilraum ist somit auf jeden Fall grofier als einer der Abstande d(g;, X)
und d(g;, X). Der Punkt By kann somit nicht in diesem Teilraum liegen. Der Punkt
By, muss daher im Teilraum mit g;(By), g;(Bk) > 0, g;.(By) < 0 liegen. Dieser Teilraum
entspricht dem Teilraum, der an die Dreiecksseite A;A; grenzt.

Der Punkt By, liegt also auf der Seite von g, die A nicht enthélt. Da der Punkt B;, auf
den Auflenwinkelhalbierenden durch A; liegt, liegt nach Lemma 8.1.7 der Lotfuflpunkt

96



8.1 Der Inkreismittelpunkt

F}; auf die Trégergeraden g; auf der Halbgerade von A; ausgehend, die den Eckpunkt Ay,
nicht enthélt. Der LotfuBpunkt F}, auf die Tragergeraden g, liegt daher auf der Halbgera-
den, die die Dreiecksseite A;A; enthélt. Analog folgt durch die Aulenwinkelhalbierende
durch Aj;, dass F; auf der Halbgeraden von A; ausgehend liegt, die den Eckpunkt Ay
nicht enthélt und Fj, daher auf der Halbgeraden, die die Dreiecksseite A;A; enthélt. Aus
dem Durchschnitt der beiden Halbgeraden der Trigergeraden g folgt, dass der Lotfuf3-
punkt Fj, auf der Dreiecksseite A;A; liegt. Die LotfuBBpunkte F;, F; auf die Tragergeraden
gi, gj liegen im Auferen des Dreiecks.

Der Kreis mit Mittelpunkt By und Radius r bzw. Normalabstand d

liegt somit im AuBeren des Dreiecks, beriihrt alle drei Trigergeraden der Dreiecksseiten
und dariiber hinaus die Dreiecksseite 4;A;. Dies folgt analog fiir die anderen Dreiecks-
seiten.

Um die Eindeutigkeit dieser Punkte zu zeigen sei B’ der Mittelpunkt eines weiteren
Kreises, der alle drei Tragergeraden der Dreiecksseiten beriihrt. Es muss somit

= d(B/7g(Ai7 A])) = d(B/ag(Aiy Ak)) = d(Blvg(Aj’Ak))

gelten. Fiir die Vorzeichen der Produkte der orientierten Absténde zu den Trigergeraden
gibt es vier verschiedene Moglichkeiten:

1: gi(B")-g;(B)>0; gi(B) gy(B)>0; g;(B)-g,(B)>0
2: gi(B")-g;(B") >0, g{(B)-gi(B") <0; g;(B)-gp(B)<0 (5.15)
3: gi(B') g;(B") <0; gi(B)-gr(B) >0; g;(B)-gp(B) <0
4: g(B")-g;(B") <0; gi(B)-gi(B") <0; g;(B)-gp(B)>0.

Aus der Umkehrung in Lemma 8.1.3 folgt, dass sich fiir Moglichkeit 1 der Schnittpunkt
der drei Winkelhalbierenden, also der Inkreismittelpunkt I ergibt. Aus den Umkehrun-
gen in Lemma 8.1.3 und Lemma 8.1.8 folgt fiir Moglichkeit 2 der Schnittpunkt By der
Winkelhalbierenden durch Ay und der Aulenwinkelhalbierenden durch A; und A;. Aus
Méglichkeit 3 und 4 folgen analog die Schnittpunkte B; und B;. Die drei Schnittpunkte
B;, Bj, By, einer Winkelhalbierenden mit zwei Auflenwinkelhalbierenden und der Inkreis-
mittelpunkt I sind also die Mittelpunkte der einzigen Kreise, die alle drei Trégergeraden
beriihren. O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck AA;A;Aj. Da sich, wie im Beweis von
8.1.4 bereits gezeigt, die Winkelhalbierenden in einem Punkt schneiden und die Auflen-
winkelhalbierenden normal auf die Winkelhalbierenden stehen, miissen sich zwei Auflen-
winkelhalbierende eines Dreiecks in einem Punkt im AuBeren des Dreiecks schneiden. Sei
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By, der Schnittpunkt der Auflenwinkelhalbierenden durch A; und A;. Aus Lemma 8.1.8
folgt:

da By auf der Auflenwinkelhalbierenden durch A; liegt und
d(Bk, g(Ai, Aj)) = d(B, g(Aj, Ar)),
da By auch auf der Auflenwinkelhalbierenden durch A; liegt. Somit gilt
d(By, 9(As, Aj)) = d(By, 9(Ai, Ai)) = d(By, 9(A;, Ag))- (8.16)

Der Punkt Bj hat also ebenso denselben Abstand zu allen Trégergeraden. Da Bj auf
den AuBenwinkelhalbierenden durch A; liegt, liegt nach Lemma 8.1.7 einer der zwei Lot-
fuBpunkte auf die Trégergeraden g(A;, A;) und g(A;, Ai) auf einer Halbgeraden, die eine
Dreiecksseite beinhaltet und der andere Lotfufpunkt auf einer Halbgeraden, die keine
Dreiecksseite beinhaltet. Analog gilt dies fiir die Tragergeraden g(A;, A;) und g(A4;, Ag).
Da zwei dieser Lotfulpunkte zusammenfallen und die beiden Eckpunkte die Tragerge-
raden g(A;, A;) gemeinsam haben und die Dreiecksseite 4;A4; genau dem Durchschnitt
der beiden Halbgeraden von A; und A; entspricht, liegt ein LotfuBpunkt des Punktes By,
auf der Dreiecksseite A;A; die anderen Lotfufipunkte liegen auf den Halbgeraden durch
A; und Aj, die keine Dreiecksseite beinhalten. Vom Punkt A;, aus betrachtet liegen diese
zwei LotfuBipunkte auf den Halbgeraden der Trigerebene, die die Dreiecksseiten A; Ay
und A; A beinhalten. Der Punkt By, liegt nach Lemma 8.1.3 also auch auf der Winkel-
halbierenden des Dreiecks, durch den Eckpunkt Ayg.

Der Kreis mit Mittelpunkt By und Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(By, 9(Ai, Aj)) = d(By, g(Ai, Ax)) = d(Bg, g(Aj, Ay)) (8.17)

liegt somit im AuBeren des Dreiecks, beriihrt alle drei Trigergeraden der Dreiecksseiten
und dariiber hinaus die Dreiecksseite A4;A;.
Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis. O

Fiir ein Dreieck existieren drei verschiedene solche Kreise, einer pro Dreiecksseite, diese
sind in Abbildung 8.5 dargestellt.

Definition 8.1.10 (Ankreis). Die Kreise, die alle drei Trégergeraden der Dreiecksseiten
bertihren und auflerhalb des Dreiecks liegen, werden als Ankreis des Dreiecks bezeichnet.
Thre Radien heiflen Ankreisradien und ihre Mittelpunkte Ankreismittelpunkte.
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™
A

X4,

Abbildung 8.5: Skizze zum Beweis der Existenz der Ankreismittelpunkte.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

8.2 Der Inkugelmittelpunkt

In dem folgenden Abschnitt wird die Existenz der Inkugel und der Ankugeln eines Te-
traeders thematisiert. Die Informationen wurden dabei aus [1, S. 22], [8, S. 50] und [14,
S. 374f] entnommen.

Zwei Trégerebenen der Tetraederseiten schneiden sich in der gemeinsamen Kante. Da-
durch teilen je zwei Trégerebenen den 3-dimensionalen Raum in vier Quadranten. Die
vier Trégerebenen des Tetraeders teilen den 3-dimensionalen Raum in 15 Teilrdume.
Den Teilraum, der das Tetraeder enthélt, vier Teilraume, die jeweils an eine Tetraeder-
seite grenzen, sechs Teilraume, die jeweils an eine Kante grenzen und vier Teilrdume, die
jeweils an einen Eckpunkt grenzen. Sei der orientierte Abstand eines Punktes X zur Tra-
gerebene ¢; wie folgt definiert: €/(X) = £d(X, ¢;), wobei fiir jeden Punkt X im Inneren
des Tetraeders (X ) > 0,](X) > 0,e5(X) > 0 gelten soll. Die Menge aller Punkte X,
die die Gleichung €/(X) = 0 erfiillen bilden somit die Trégerebene ¢;. Die beiden Teilrau-
me, die durch die Trégerebene ¢; getrennt sind, werden durch die Menge aller Punkte X,
die die Ungleichungen €/(X) < 0 bzw. £;(X) > 0 erfiillen beschrieben, wobei €/(A4;) > 0
ist. Die von den Tragerebenen aufgespannten Teilrdume kénnen dann, wie in Tabelle 8.1
dargestellt, durch die Vorzeichen der Absténde zu den Trégerebenenbeschrieben werden.

In Tabelle 8.1 sind die, durch die Trégerebenen geteilten, 15 Teilrdume des 3-dimensionalen
Raums mit den jeweiligen Ungleichungen zusammengefasst.

€0 | €1 | & | &3

AgA1AsAs | + | + | + | +
AgAAy |+ |+ |+ | —
AgA1As | + |+ | — | +
AgAgAs | + | — | + | +
Adds | — |+ |+ |+
Aoy + |+ | -] -
Ap Az + |- |+ | -
ApAs + |- — |+
A1 Ay - |+ |+ | -
A1 A3 -+ -]+
Az A3 - |-+ |+
A |+ - |-
4 |-+ |-
A - |-+ ]-
A |- - -+

Tabelle 8.1: In der linken Spalte sind die Teilrdume anhand der enthaltenen Eckpunkte
charakterisiert. In der jeweiligen Zeile sind die Vorzeichen der Ungleichungen
der Trégerebenen fiir diesen Teilraum dargestellt.
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Definition 8.2.1 (2-Winkelhalbierende eines Tetraeders). Die 2-Winkelhalbierende
durch eine Kante eines Tetraeders ist jene Ebene, die den von den Tragerebenen durch
die Kante aufgespannten Innenwinkel des Tetraeders halbiert.

In einem Tetraeder existieren 6 solche 2-Winkelhalbierenden, eine pro Kante.

Die 2-Winkelhalbierende durch die Kante A;A; verlduft durch den Quadranten, der das
Tetraeder enthélt und den gegeniiberliegenden Quadranten. Fiir die Fulpunkte der Lote
eines Punktes auf der 2-Winkelhalbierenden gilt folgendes Lemma:

Lemma 8.2.2. Die FufSpunkte der Lote eines Punkts auf der 2-Winkelhalbierenden
durch einen Eckpunkt liegen entweder auf den beiden Halbebenen, die jeweils eine Tetra-
ederseite beinhalten oder auf den beiden Halbebenen, die keine Tetraederseite beinhalten.

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.2.

Lemma 8.2.3. Jeder Punkt auf der 2- Winkelhalbierenden durch eine Kante eines Te-
traeders hat denselben Abstand zu den zwei Triagerebenen der Tetraederseiten, die die
Kante enthalten.

Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren eines Innenwinkels des Tetraeders oder im Inne-
ren eines Gegenwinkels mit selbem Abstand zu den Trdgerebenen zweier Tetraederseiten
auf der 2- Winkelhalbierenden durch die gemeinsame Kante.

Des Weiteren gilt:

X € 2-Winkelhalbierende durch A;A; <= d(X,ei) = d(X,e) A e(X) - g(X) > 0.
(8.18)

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.3.

Satz 8.2.4 (Existenz des Inkugelmittelpunkts). Die sechs 2- Winkelhalbierenden eines
Tetraeders schneiden sich in einem Punkt I im Inneren des Tetraeders. Dieser Punkt ist
der Mittelpunkt der einzigen Kugel, die alle vier Seitenflichen des Tetraeders beriihrt.
Diese Kugel liegt zur Gdanze im Inneren des Tetraeders.

Beweis (algebraisch). Betrachtet man die drei 2-Winkelhalbierenden durch die Kanten
A;A;, AjAp und A A; eines Tetraeders A;A; A A;. Diese drei 2-Winkelhalbierenden ver-
laufen jeweils durch eine Kante, die nicht alle zur selben Dreiecksseite des Tetraeders
gehoren. Die Normalvektoren der 2-Winkelhalbierenden ergeben sich durch Subtrahieren
der Normalvektoren 77 der Tragerebenen, die die jeweilige Kante enthalten. Die Nor-
malvektoren der Winkelhalbierenden durch A;A;, A;A; und AiA; sind demnach durch

— — -
Wi = N — Ny
— - —
Wik = Ty — Ty (819)
— — =
Wil = Ny — N5
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

Abbildung 8.6: Skizze zur 2-Winkelhalbierenden.

gegeben. Da das Tetraeder nicht entartet ist, sind jeweils drei der Normalvektoren
ﬁ%,ﬁ;,'ﬁk,ﬁl} der Tragerebenen linear unabhéngig. Die 4 Normalvektoren sind im 3-
dimensionalen Raum linear abhéngig und es gilt

ﬁl):a-ﬁ;-l—b-ﬁ;+c-77k>, mit a,b,c # 0. (8.20)

Fiir die Zahlen a, b, ¢ kann noch eine gréflere Einschriankung vorgenommen werden: Da
A — A; || e und A; — A; || €j gilt:

nh- (A — A) =0=n} - (A — A). (8.21)
Multipliziert man beide Seiten von (8.20) mit (A; — 4;), so folgt mit (8.21):
(A —A) =a-nf- (A — A). (8.22)
Da 7} nach Innen zeigt gilt:
n - (A —Ag) > 0. (8.23)
Da 7} nach Innen zeigt folgt:
ny - (A —A;) <0. (8.24)

Aus (8.22), (8.23) und (8.24) folgt a < 0. Analog kann b < 0 und ¢ < 0 gezeigt werden.

Damit sich die Winkelhalbierenden durch A;A;, AjA; und ApA; in einem Punkt [
schneiden, miissen die Normalvektoren w_z; , w_]k> und Wy linear unabhéngig sein. Demnach
ist die folgende Gleichung zu zeigen:

Ai'@+Aj'@+Ak'@:0=>Ai=Aj=)\l:0. (8.25)
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Durch Einsetzen von (8.19), sowie (8.20) ergibt sich durch Umformen:
Ak — Aj + Aja — Na)nf + (A\jb — Nib — \p)7s + (A + Aje — Ne)nnf = 0.

Da die Normalvektoren 727, 775 und 77, linear unabhéngig sind muss

A — )\j + )\ja —Xa=0 (826)

und
Ajb—Aib— A, =0 (8.27)

und
Ai + )\jC —Xc=0 (8.28)

erfiillt sein. Durch Umformen von (8.28) erhélt man

A= (C_i)A (8.29)

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (8.27) erhélt man:

Aib
A = =202 (8.30)
c
Durch Einsetzen der Ausdriicke (8.29) und (8.30) in (8.26) erhalt man:
—a—b—c+1
A - (achr> — 0. (8.31)

Nun gilt es zwei Félle zu unterscheiden:

1. Fall: \; =0
Wenn \; = 0, so folgt aus (8.29) und (8.30): A\; = 0 und \; = 0, womit (8.25) erfiillt wére.

2. Fall: =a=b=ctl — ¢
Durch Umformen von
zu a, b, c < 0 darstellt.

w = 0 erhélt man a + b+ ¢ = 1, was einen Widerspruch

Die Normalvektoren der drei 2-Winkelhalbierenden durch A;A;, AjA;, und A A; sind
also linear unabhangig. Demnach miissen sich die 2-Winkelhalbierenden in einem Punkt
I schneiden. Fir den Punkt I folgt nach (8.18):

~

|+ ef()- (D) >0
||+ ei(I)-e)(I) >0 (8.32)

I+ &) - 5(1) = 0.

~
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

Aus (8.32) folgt:

|-l &) - el(1) >0
-1l €5 -e(1) >0
-1l s €5(T) - ek (I) > 0.

Damit alle Ungleichungen erfiillt werden konnen miissen die Vorzeichen aller ¢ gleich
sein. Da kein Teilraum existiert, fiir den alle Vorzeichen der Trégerebenen negativ sind,
ist der einzige Teilraum, der alle sechs Ungleichungen erfiillt jener, fiir den

e;(I),e5(I),e,(1),e1(I) > 0 ist. Dieser Teilraum entspricht genau dem Inneren des Te-
traeders. Der Punkt I liegt also im Inneren des Tetraeders. Nach Lemma 8.1.3 hat der
Punkt I den gleichen Abstand zu allen vier Tragerebenen. Der Punkt I liegt nach der
Umkehrung in Lemma 8.2.3 also auch auf den drei anderen 2-Winkelhalbierenden des

Tetraeders. Die Kugel mit Mittelpunkt / und Radius r bzw. Normalabstand d
r = d([, 8(142‘, Aj, Ak)) = d([, E(AZ', Aj, Al)) = d([, E(AZ', Ak, Al)) = d([, E(Aj, Ak, Al))
liegt somit im Inneren des Tetraeders und beriihrt alle vier Seitenfléchen.

Um die Eindeutigkeit des Punktes I zu zeigen sei I’ der Mittelpunkt einer weiteren Kugel
in AgA1AsAgs, die alle vier Seitenflachen des Tetraeders beriihrt. Es muss somit

T/ = d(I’,&(Ai, AJ,Ak)) = d(I’,E(Ai, Aj, Al)) = d(I/,&‘(Ai, Ak, AZ)) = d(I’,E(Aj, Ak, Al))

gelten. Aus den Erkenntnissen aus Abschnitt 8.2.1 folgt, dass I’ im Inneren des Tetraeders
liegt. Aus der Umkehrung in Lemma 8.2.3 folgt, dass I’ im Schnittpunkt aller sechs 2-
Winkelhalbierenden liegen muss. Die Punkte I und I’ fallen also zusammen, was die
FEindeutigkeitsaussage des Satzes zeigt. O

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Tetraeder A4;A4;A,A;. Da die
2-Winkelhalbierende durch die Kante A;A; den Innenwinkel an der Kante A;A; halbiert,
muss sie die gegeniiberliegende Kante A A; in einem Punkt S schneiden.

Betrachtet man nun das neu entstandene Tetraeder A;A;A;S, so muss die
2-Winkelhalbierende durch A;A; die gegeniiberliegende Seite A4;S in einem Punkt S’
schneiden. Da die Strecke A;S zur Génze im Inneren der Tetraederseite AA; A A; liegt
folgt, dass der Punkt S’ ebenfalls in AA; A A; liegt. Zwei 2-Winkelhalbierende mit ge-
meinsamen Eckpunkt schneiden sich also in einer Geraden, die durch die Tetraederseite
verlauft, die dem gemeinsamen Eckpunkt gegeniiber liegt. Sei g die Schnittgerade der
beiden 2-Winkelhalbierenden durch A;A; und A; A, die durch den Eckpunkt A; und
den Schnittpunkt S’ mit der Tetraederseite AA; A, A; verlauft.

Betrachtet man nun das Tetraeder A;A4;A;S’, so muss die 2-Winkelhalbierende durch
A; Ay, die gegeniiberliegende Seite A;S’ in einem Punkt I schneiden. Da die Seite A;5’
auf der Gerade g und zur Génze im Inneren des Tetraeders A;A; A, A; liegt folgt, dass
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sich drei 2-Winkelhalbierende eines Tetraeders in einem Punkt I im Inneren des Tetra-
eders schneiden miissen.
Da I auf den 2-Winkelhalbierenden durch A;A;, A;Aj;, und A; Ay, liegt, folgt aus Lemma
8.2.3:

d(I,e(Ai, Aj, Ay)) = d(I,e(Ai, Aj, A1),

d(I, E(AZ', Aj, Ak)) = d(I, €(Aj, Ak, Al)),

und
d(I, E(AZ', Aj, Ak)) = d(I, E(Ai, Ak, Al))

Somit gilt

d([, 8(141‘, Aj, Ak)> = d(], E(AZ‘, Aj, Al)) = d([, E(AZ‘, Ak, Al)) = d(], E(Aj, Ak, Al))
(8.33)
Der Punkt I hat also ebenso denselben Abstand zu allen Trigerebenen. Der Punkt 1
liegt nach der Umkehrung in Lemma 8.2.3 also auch auf den anderen drei
2-Winkelhalbierenden des Tetraeders, durch die Kanten A;A4;, A;A; und Ay A;. Da der
Punkt I auf allen 2-Winkelhalbierenden im Inneren des Tetraeders liegt, miissen die
Fulpunkte der Lote des Punktes I auf die Trigerebenen nach Lemma 8.2.2 also auf allen
Halbebenen liegen, die von den Kanten ausgehen und die Tetraederseiten enthalten. Da
die Durchschnitte von jeweils drei Halbebenen genau den Tetraederseiten entsprechen,
liegen die Fufipunkte der Lote alle auf einer Tetraederseite.
Die Kugel mit Mittelpunkt I und Radius r bzw. Normalabstand d

r= d([, E(Ai, Aj, Ak)) = d(I, E(AZ', Aj, Al)) = d(I, E(AZ', Ak, Al)) = d(I, E(Aj, Ak, Al)
liegt somit im Inneren des Tetraeders und beriihrt alle vier Seitenfléchen.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt analog zum algebraischen Beweis. O

Definition 8.2.5 (Inkugel). Die Kugel, die alle vier Seiten eines Tetraeders beriihrt und
im Inneren des Tetraeders liegt, wird als Inkugel des Tetraeders bezeichnet. Ihr Radius
heifit Inkugelradius r; und ihr Mittelpunkt Inkugelmittelpunkt 1.

8.2.1 Ankugelmittelpunkte

Vernachldssigt man in der Definition der 2-Winkelhalbierenden die Einschrankung, dass
die Ebene einen Innenwinkel halbiert und somit durch das Innere des Tetraeders verlauft,

so erhélt man eine weitere Ebene, die zu den Tragerebenen der Tetraederseiten denselben
Abstand hat.

Definition 8.2.6 (2-Auflenwinkelhalbierende eines Tetraeders). Die
2-Auflenwinkelhalbierende durch eine Kante eines Tetraeders ist jene Ebene, die den von

den Tragerebenen durch die Kante aufgespannten Supplementiarwinkel des Tetraeders
halbiert.
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As

A,

Abbildung 8.7: Skizze zum Beweis der Existenz des Inkugelmittelpunkts. Der Durch-
schnitt von jeweils drei 2-Winkelhalbierenden durch denselben Eckpunkt
ist hier rot dargestelt.

Die 2-Auflenwinkelhalbierende durch die Kante A; A; verlauft ebenso durch die gemeinsa-
me Kante der Tragerebenen des Winkels und steht normal auf dessen 2-Winkelhalbierende.
Genau genommen verlduft die 2-Auflenwinkelhalbierende durch die, das Tetraeder ent-
haltenen Quadranten, angrenzenden Quadranten. Die angrenzenden Quadranten ent-
halten dabei jeweils eine der Seitenflichen, die die gemeinsame Kante der Tragerebenen
beinhalten. Eine Skizze zur 2-Aulenwinkelhalbierenden durch A;A; ist in Abbildung 8.8
dargestellt.

Lemma 8.2.7. Die FufSpunkte der Lote eines Punkts auf der 2- Auflenwinkelhalbierenden
durch eine Kante liegen immer auf einer Halbebene, die eine Tetraederseite enthdlt und
einer Halbebene, die keine Tetraederseite enthdlt.

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.2.

In einem Tetraeder existieren 6 solche 2-Auflenwinkelhalbierende, eine pro Kante.

Lemma 8.2.8. Jeder Punkt auf der 2- Auflenwinkelhalbierenden durch eine Kante eines
Tetraeders hat denselben Abstand zu den zwei Trdgerebenen der Tetraederseiten, die die
Kante enthalten.

Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren der Supplementdrwinkel eines Innenwinkels des
Tetraeders mit selbem Abstand zu den Trdgerebenen zweier Tetraederseiten auf der 2-
Aufenwinkelhalbierenden durch die gemeinsame Kante.
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Des Weiteren gilt:

X € 2-Aufenwinkelhalbierende durch A;A; < d(X,ex) = d(X, &) A e (X) - (X)) <0.
(8.34)

Der Beweis von Lemma erfolgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.8.

"

Abbildung 8.8: Skizze zur 2-Aulenwinkelhalbierenden.

Nach dem sich alle 2-Winkelhalbierenden in einem gemeinsamen Punkt schneiden, stellt
sich die Frage, ob es noch weitere Schnittpunkte der 2-Winkelhalbierenden und der 2-
Auflenwinkelhalbierenden gibt. Ein solcher Punkt hétte nach Lemma 8.2.3 und Lemma
8.2.1 zu allen Tragerebenen denselben Abstand. Da der Teilraum, der nur einen Eckpunkt
enthélt, nicht an die Tragerebene der gegeniiberliegenden Seitenfléche grenzt, kann in
diesen vier Teilrdumen kein Punkt existieren, der zu allen Trigerebenen denselben Ab-
stand hat. In den Teilrdumen, die an eine Kante des Tetraeders grenzen, kénnten sich
die 2-Winkelhalbierende durch die Kante und die gegeniiberliegende Kante und alle 2-
AuBenwinkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten schneiden. In einem Teilraum,
der eine Tetraederseite enthéalt, konnten sich die 2-Auflenwinkelhalbierenden durch die
Kanten der Tetraederseiten und die 2-Winkelhalbierenden der verbleibenden Kanten
schneiden. Dementsprechend gibt es noch 10 Teilrdume, die zu untersuchen sind.

Satz 8.2.9 (Existenz der Ankugelmittelpunkte). Die drei 2- Winkelhalbierenden durch
einen gemeinsamen FEckpunkt und die drei 2- AufSenwinkelhalbierenden der verbleibenden
Kanten schneiden sich in einem Punkt im Aufleren des Tetraeders. Diese Punkte sind
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die Mittelpunkte jeweils einer Kugel, die alle vier Trdgerebenen der Seitenflichen des
Tetraeders beriihren. Dariiber hinaus beriihren sie die Tetraederseite, die den gemeinsa-
men Eckpunkt der 2- Winkelhalbierenden nicht enthdlt.

Des Weiteren konnen sich zwei 2-Winkelhalbierende, durch gegeniiberliegende Kanten
und vier 2-Auflenwinkelhalbierende, die durch die verbleibenden Kanten verlaufen in ei-
nem gemeinsamen Punkt im Aufleren des Tetraeders schneiden. Diese Punkte sind die
Mittelpunkte von Kugeln, die alle vier Tragerebenen der Seitenflichen des Tetraeders,
jedoch keine Tetraederseite beriihren.

Zusammen mit der Inkugel sind dies die einzigen Kugeln, die alle vier Trdgerebenen
beriihren.

Beweis (algebraisch). Der algebraischen Beweis wird in Abschnitt 8.3 fiir ein allgemeines
n-Simplex bewiesen. Da im folgenden Abschnitt ein anderer Aufbau verwendet wird, wird
der Beweis fiir den 3-dimensionalen Fall hier nicht extra angefiihrt. O

Die Kombinationsmoglichkeiten aus 2-Winkelhalbierenden (4) und
2-AuBenwinkelhalbierenden (-) und den dadurch resultierenden Ankugeln ist in Tabelle
8.2 dargestellt.

I | Bo | By | By | By | Bo1/Ba3 | Bo2/Bis | Bos/Bi2
AA [+ + [+ - -] + - -
AgAg |+ | + | — | + | — — + —
AAz |+ | + | — | — | + — — +
AA [+ - |+ |+ | - - - +
AA3 |+ — | + | — | + — + —
Ay [+ - | - |+ |+ ] + - -
[+ -+ 1+ +] —/+ | —/+ | —/+
e |+ + | -+ |+ —/+ | +/- | +/-
e |+ |+ |+ |-+ #/- | =]+ | +/-
g |+ + |+ +] -] +/- +/- —/+

Tabelle 8.2: Kombinationsmoglichkeiten aus 2-Winkelhalbierenden (4) und 2-
Auflenwinkelhalbierenden (-) durch die jeweiligen Kanten und der
dadurch entstehende Schnittpunkt, sowie die Vorzeichen der Ungleichungen
der Trégerebenen fiir diesen Schnittpunkt.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Seien A;, A;, Ay, A; die Eckpunkte eines Tetraeders 7. Betrach-
tet man 0.B.d.A. die 2-Winkelhalbierenden durch die Kanten A;A;, A; Ay, so schneiden
sie sich analog zum geometrischen Beweis von Satz 8.2.4 in einer Geraden g; durch die
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Punkte A; und I. Die Punkte auf der Geraden haben nach Lemma 8.2.3 den gleichen
Abstand zu allen drei Tragerebenen, die den Eckpunkt A; enthalten. Nach der Umkeh-
rung in Lemma 8.2.3 liegen alle Punkte auf der Schnittgeraden der 2-Winkelhalbierenden
durch A;A; und A; Ay, auch auf der 2-Winkelhalbierenden durch A; A;. Die Gerade g; ver-
lauft als durch den Teilraum, der die Seitenfliche A A;AjA; enthélt und hat denselben
Abstand zu den Trégerebenen €;, e, ;.

Es sei indirekt angenommen, dass keine der 2-Auenwinkelhalbierenden durch A; Ay, A;A;
und ApA; die Gerade g; schneidet. Demnach missen diese 2-Auflenwinkelhalbierenden
parallel zu g; sein. Betrachtet man nun das Tetraeder 7" das sich durch die Seitenflache
A AjARA; und den Inkugelmittelpunkt I ergibt. Die Trégerebenen €;, ¢ und & von 7’
entsprechen dabei den 2-Winkelhalbierenden des Tetraeders T'.

Sei Fjj, der FuBpunkt des Lots durch I auf die Gerade g(A;, A;). Die Gerade g(1, Fji,)
liegt also in der 2-Winkelhalbierenden durch A;A; und steht normal auf die Gerade
9(A;, Ag). Da die Gerade g(/, Fji,) in der 2-Winkelhalbierenden durch A;A, liegt, steht
sie nach Definition normal auf die 2-Aulenwinkelhalbierende durch A;A; und nach ge-
troffener Annahme normal auf die Gerade g;.

Sei €,(gi,I) die Normalebene auf g; durch I. Fiir den Punkt Fj, gilt somit: Fj, €
en(9i, I). Dies folgt analog fiir die LotfuSpunkte Fj;, Fj,; durch I auf die Geraden g(4;, A;)
und g(Ag, A;). Die drei LotfuBpunkte Fji, Fj;, Fj; liegen daher alle sowohl in der Ebe-
ne ey,(gi,I) als auch in der Ebene ¢; = €(A;, Ag, A;). Da der Inkugelmittelpunkt I in
en(gi, I) liegt, jedoch im Inneren von 7" und somit nicht in ¢; liegen kann, kénnen die
beiden Ebenen nicht ident sein und miissen sich somit in einer Geraden schneiden. Die
Punkte Fjy, Fy;, Fi; liegen also auf dieser Geraden und sind somit kollinear.

Sei F; der Fulpunkt des Lots durch I auf die Tragerebene ¢;, dann liegt F; im Inneren
des Dreiecks A AjA,A;. Da die Ebene durch I, Fj;, und F; normal auf die Kante A;Ay
steht, ist Fj;, der Fulpunkt des Lots durch F; auf A;Ay. Dies folgt analog fiir die Punkte
Fj1, Fyy. Dies widerspricht jedoch dem Satz von Simson bzw. Wallace, der in [4, S. 41,
Theorem 2.51] zu finden ist. Die 2-Auflenwinkelhabierenden durch A;Aj, A;A; und A4,
konnen als nicht alle parallel zu g; sein.

O.B.d.A. sei die 2-Aulenwinkelhalbierende durch A;A; nicht parallel zu g;, die
2-AuBenwinkelhalbierende durch A;Aj schneidet die Gerade g; als in einem Punkt B;.
Da die 2-Auflenwinkelhalbierende durch A; Ay nicht durch das Innere des Tetraeders T'
verlduft, liegt der Punkt B; im Aufleren des Tetraeders. Aus Lemma 8.2.3 und Lem-
ma 8.2.1 folgt, dass der Punkt B; zu allen Trégerebenen des Tetraeders denselben Ab-
stand hat. Aus der Umkehrung in Lemma 8.2.1 folgt, dass der Punkt B; auch auf den
2-AuBenwinkelhalbierenden durch die Kanten A;A; und A A; liegen muss. Bei den Kan-
ten A;A; und ApA; kann es sich nur um die 2-Auflenwinkelhalbierenden handeln, da
die 2-Winkelhalbierenden die Gerade g; im Inneren des Tetraeders, genau genommen
im Inkreismittelpunkt I, schneiden. Der Punkt B; ist also der Schnittpunkt aller 2-
Winkelhalbierenden durch den Eckpunkt A; und den 2-Aufilenwinkelhalbierenden durch
die verbleibenden Kanten. Die Kugel mit Mittelpunkt B; und Radius r bzw. Normalab-
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stand d

(Bi,e(Ao, A1, Az)) = d(By, e( Ao, A1, A3))
(Bi,e(Ag, Az, A3)) = d(B;s,e(A1, As, A3))

liegt somit im AuBeren des Tetraeders und beriihrt die Seitenfliche NAjALA; sowie die
Tragerebenen der Seitenflichen e(A;, A;, Ag),e(As, Aj, A) und e(A;, Ag, Ayp).

Dies folgt analog fiir die anderen Eckpunkte. Fiir ein Tetraeder existieren 4 solche Ku-
geln, eine pro Seitenfliche. FEine dieser Kugeln ist in Abbildung 8.9 dargestellt.
Betrachtet man 0.B.d.A. die 2-Winkelhalbierenden durch die Kanten A;A; und Ay A;.
Da die beiden Ebenen einen Innenwinkel des Tetraeders halbieren miissen sie durch die
gegeniiberliegende Seite verlaufen. Da die Ebenen auflerdem nicht parallel sein kénnen,
schneiden sie sich in einer Gerade g;. Diese Gerade schneidet daher beide Kanten und
verlduft somit durch die Teilrdume, die die Kanten A;A; und A;A; und das Tetraeder
enthalten. Betrachtet man nun die 2- Auflenwinkelhalbierende durch die Kante A; A, die
unter anderem auch duch die Teilréume verlduft, die die Kanten A;A; und ApA; ent-
halten. Die Gerade g; und die 2-Auflenwinkelhalbierende durch A;A; konnen entweder
parallel sein oder sich in einem der beiden Teilrdume schneiden. Vaughan und Gabai
zeigten in [15, S. 388], dass ein Schnittpunkt genau dann existiert, wenn die Summe der
beiden Seitenflichen, die an die gegeniiberliegenden Kanten angrenzen, verschieden sind.
Der Schnittpunkt liegt dann im Teilraum, der die Kante beinhaltet, deren angrenzenden
Seitenfléchen die kleinere Summe ergeben. Ist die Summe von jeweils zwei Seitenflichen
gleich, so stehen die 2-Winkelhalbierenden und die 2-Auflenwinkelhalbierenden alle nor-
mal auf dieselbe Ebene und schneiden sich somit nicht in einem gemeinsamen Punkt. Es
koénnen also zwischen null und drei solcher Schnittpunkte existieren.

Angenommen es existiert ein Schnittpunkt und die 2 Auflenwinkelhalbierende durch die
Kante A; Ay, schneidet die Schnittgerade g; der 2-Winkelhalbierenden im Punkt B;;. Da
der Punkt auf der 2-Auflenwinkelhalbierenden durch A; Ay, liegt, kann er nicht im Inneren
des Tetraeders liegen. Der Punkt B;; liegt demnach entweder im Teilraum, der die Kante
A;A; oder im Teilraum, der die Kante A A; enthélt. Aus Lemma 8.2.3 und Lemma 8.2.1
folgt, dass der Punkt B;; zu allen Tragerebenen des Tetraeders denselben Abstand hat.
Aus der Umkehrung in Lemma 8.2.3 und Lemma 8.2.1 folgt, dass der Punkt B;; auch auf
einer 2-Auflen- oder einer 2-Winkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten liegen
muss. Da die 2-Winkelhalbierenden durch A; Ay, A;A; und A;A; die Gerade g; alle im
Inneren des Tetraeders, genau genommen im Inkreismittelpunkt I, schneiden, kann der
Punkt B;; nur auf den 2-Auflenwinkelhalbierenden der Kanten liegen. Der Punkt B;;
ist, falls er existiert, also der Schnittpunkt der 2-Winkelhalbierenden durch das gegen-
iiberliegende Kantenpaar A;A; und A;A; und den 2-Auflenwinkelhalbierenden durch die
verbleibenden Kanten.

Die Kugeln mit Mittelpunkt B;; und Radius rp,; bzw. Normalabstand d
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8.2 Der Inkugelmittelpunkt

liegt somit im AuBleren des Tetraeders und beriihrt die Trigerebenen der Seitenflichen,
jedoch keine Tetraederseite. Dies folgt analog fiir die anderen gegeniiberliegenden Kan-
tenpaare. ]

Fiir ein Tetraeder existieren zwischen 0 und 3 solche Punkte bzw. 0 und 3 solche Kugeln,
maximal einer bzw. eine pro gegeniiberliegendem Kantenpaar. Eine dieser Kugeln ist in
Abbildung 8.10 dargestellt.

Ein Tetraeder besitzt also insgesamt zwischen 5 und 8 Kugeln, die die Tragerebenen der
Seitenflachen beriihren, eine im Inneren und 4 bis 7 auferhalb des Tetraeders, wobei 4 da-
von jeweils eine Tetraederseite beriihren und 0 bis 3 davon keine Tetraederseite beriihren.

Abbildung 8.9: Skizze zum Beweis der Existenz des Ankugelmittelpunkts, der ei-
ne Seitenfliche des Tetraeders beriihrt. Der Durchschnitt der drei 2-
Winkelhalbierenden durch den Eckpunkt Ag ist hier rot dargestellt.
In der blauen Geraden durch einen Eckpunkt schneiden sich jeweils
die 2-Winkelhalbierende durch den Eckpunkt und Ag und die zwei 2-
AuBlenwinkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten.

Definition 8.2.10 (Ankugel). Die Kugeln, die alle vier Triagerebenen der Seitenflachen
des Tetraeders beriithren und auflerhalb des Tetraeders liegen, werden als Ankugeln des
Tetraeders bezeichnet. Thre Radien heiflen Ankugelradien und ihre Mittelpunkte Anku-
gelmittelpunkte. Fiir ein Tetraeder gibt es zwei verschiedene Arten von Ankugeln.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

Abbildung 8.10: Skizze zum Beweis der moglichen Existenz des Ankugelmittel-
punkts, der keine Seitenfliche des Tetraeders beriihrt. In der blau-
en Geraden durch einen Eckpunkt schneiden sich jeweils eine 2-
Winkelhalbierende durch die Kante AgAs oder A1 Az und die zwei 2-
AuBenwinkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten, die den Eck-
punkt enthalten.
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8.3 Der Inspharemittelpunkt

In diesem Abschnitt wird die Insphére und ihr zugehoériger Insphéremittelpunkt, so-
wie die verschiedenen Arten der Ansphéren mit ihren Ansphiremittelpunkten, eines
n-Simplex behandelt. Dabei wird ein anderer Zugang, als in den vorherigen Abschnitten
verwendet. Der Abschnitt liegt dabei den Informationen aus [13, S. 131-133] und [15, S.
384-389] zugrunde.

Vaughan und Gabai begannen ihre Uberlegungen durch Verallgemeinerung der folgenden
Tatsache:
Sei P ein Punkt auf der Geraden durch die Punkte Ay und Ay, so gilt fiir den Ortsvektor

von P: Vi v
0 1
=ay — - — 8.35
p=ao- + a1 v ( )
wobei ag und a; die Ortsvektoren der Punkte Ag, A1 und Vj, V7 und V die gerichteten
Langen der Strecken PAj, AgP und AgA; bezeichnet. Die gerichtete Linge sei so zu

wahlen, dass V' > 0 gilt.

Um die Formel (8.35) auf den n-dimensionalen Raum zu verallgemeinern, sei o ein n-
Simplex und o; das n-Simplex, dass sich durch Tauschen des Eckpunkts A; von ¢ mit
einen Punkt P im n-dimensionalen Raum ergibt. Analog zum 1-dimensionalen Fall sei
Vi das orientierte n-dimensionale Volumen, von o;, wobei fiir das gerichtete (n — 1)-
dimensionale Volumen V von o wieder V' > 0 gelten soll. Ersetzt man jeden Eckpunkt
von ¢ einmal mit P, so gilt fiir die Summe der gerichteten (n—1)-dimensionalen Volumen
aller entstehenden n-Simplexe:

S vi=V. (8.36)
1=0

Der Beweis zur Formel in (8.36) ist im Kapitel 7.6 in [10] zu finden.
Die Formel (8.35) kann somit wie folgt fiir den n-dimensionalen Raum verallgemeinert
werden:

Satz 8.3.1 ([15, Theorem 1.]). p =1 ya; - %

Beweis. Sei P ein Punkt im n-dimensionalen Raum. Da die Vektoren b;yp = a; — ag fiir
1 =1,2,...,n den n-dimensionale Raum aufspannen, kann der Vektor p’ = p — aq als
Linearkombination wie folgt beschrieben werden:

p = A,P = Zn:(ai — ap) - ;. (8.37)
=1

Sei V/ das (n — 1)-dimensionale Volumen der auf der Trégerebene ¢; liegenden, (n — 1)-
dimensionalen Seite von o und sei h; die Héhe des Punktes A; iiber der Tragerebene ¢;,
dann gilt fiir das n-dimensionale Volumen V' von o:

_ VY

=

V
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Durch das innere Produkt des Normalvektors ﬁ,) mit dem Vektor (a; — ag) folgt fiir die

Hohe hl
hi =7} - (a; — ag), (8.38)

wobei 7} den normierten Normalvektor, der normal auf die Tragerebene ¢; steht und in
Richtung des Eckpunktes A; zeigt, bezeichnet. Betrachtet man wieder die Trégerebene
g; und ersetzt den Eckpunkt A; von o durch P, so ist die orientierte Hohe des Punktes
P iiber der Trédgerebene mit (8.37) durch

n

hp, =17 - (p—ao) = i - (a5 —ao) - @
j=1

gegeben. Da bis auf den Vektor (a; —ag) alle Vektoren der Summe in der Ebene ¢; liegen
und somit normal auf den Normalvektor 7] stehen, folgt:

hp, = - (a; — ag) - @

Die orientierte Hohe h,,, von P iiber der Trégerebene ¢; ergibt sich mit (8.38) also durch
hp, = h; - x;, wobei x; positiv ist, falls P und A; auf derselben Seite von ¢; liegen und
negativ ist, falls P und A; auf unterschiedlichen Seiten von ¢; liegen. Fiir das orientierte
n-dimensionale Volumen V; von o; folgt daher:

hp, Vi xihiV]

Vi= n - (8.39)
und somit ; = {. Durch Ersetzen von z; durch % in (8.37) erhélt man:
n n n
p/:;(a_ao % Z:: ;‘Vj
Aus (8.36) folgt > i % =1— 2 und somit:
n
p—p—ao—;az-‘vj 0<1—“//0>
= En: a Vi_ a
- i=0 v
Fiir den Ortsvektor p von P folgt daher:
p=2li00- *~ D

Daa:i—v’undz =V folgt >1 yz; = 1.
Es lassen sich somit folgende Korollare formulieren:

Korollar 8.3.2 ([15, Corollary 1.]). Wennp =31 a;x; und Y i—gx; = 1, dann gilt fir

0§i§n:a:ifvl
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Korollar 8.3.3 ([15, Corollary 2.]). Wenn Y i* o x; = 1, so existiert ein Punkt P, sodass
fir0<i<nV,=uz;-V gilt.

Um den Inkreismittelpunkt und die Ankreismittelpunkte auf den n-dimensionalen Raum
zu verallgemeinern soll analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall, ein Punkt gefunden
werden, der dquidistant zu allen (n — 1)-dimensionalen Trégerebenen der Simplexseiten
ist.

Korollar 8.3.4 ([15, Corollary 3.]). Sei P ein Punkt, der zu allen (n—1)-dimensionalen
Trigerebenen e; mit 0 < ¢ < n denselben Abstand h hat. Sei

o —1, wenn P und A; auf unterschiedlichen Seite von €; liegen,
i 1, wenn P und A; auf derselben Seite von ¢; liegen.
Dann gilt:
nV "
i=0
und . o
&iVi
p=S a; =t (8.40)
; ' im0V

Umgekehrt: jede Wahl von e, ey, ... e, mit Y1 qeiVi > 0 ergibt einen eindeutigen

Punkt, der zu allen (n — 1)-dimensionalen Trigerebenen denselben Abstand hat und fir
den sich die gewdhlten Vorzeichen ergeben.

Beweis. Da der Punkt P zu allen Trigerebenen den selben Abstand h hat und das
Vorzeichen ¢ jedoch verschieden sein kann folgt aus (8.39):

hp Vi _ eihV{

V= Bt — 8.41
n p (8.41)
Bildet man die Summe aller V;, so ergibt sich:
- " ethV!
Svi=v=y (8.42)
i=0 =0 "

Da das Volumen V nach Definition positiv ist, folgt mittels einer einfachen Umformung
die erste Aussage von Korollar 8.3.4. Die zweite Aussage des Korollars 8.3.4 folgt durch
Einsetzen von (8.41) und (8.42) in die Formel des Satzes 8.3.1 und Kiirzen von n und
h. O]

Mit Hilfe von Korollar 8.3.4 kann folgender Satz formuliert werden:

Satz 8.3.5. Fir ein n-Simplex existieren mazimal 2™ Punkte, die zu allen (n — 1)-
dimensionalen Trigerebenen denselben Abstand haben.

Beweis. Wihlt man fiir &, ¢, .. .,&!,_; entweder —1 oder 1, so gibt es 2" verschiedene
Moglichkeiten. Da maximal fir die Hélfte dieser Moglichkeiten die Summe > 7' e V/
positiv ist, bleiben 2" Moglichkeiten. Im n-dimensionalen Raum existieren also maxi-
mal 2" verschiedene Punkte, die zu allen (n — 1)-dimensionalen Tragerebenen denselben
Abstand haben. O

115



8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

Satz 8.3.6 (Existenz des Insphéiremittelpunkts). Fir die Wahl e =¢) =---=¢], =1
ergibt sich ein Schnittpunkt I im Inneren des n-Simplex. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt
der einzigen Sphdre, die alle (n+1) (n—1)-dimensionalen Seiten des n-Simplex beriihrt.
Diese Sphdire liegt zur Gdanze im Inneren des n-Simplez.

Beweis. Wenn ¢, = ¢} = --- = ¢/, = 1, so ergibt sich nach Korollar 8.3.4 ein Punkt
I, der zu allen (n — 1)-dimensionalen Tragerebenen denselben Abstand hat und fiir den
alle €/(I) > 0 sind. Daher liegt der Punkt I fiir alle Eckpunkte A; auf derselben Seite
der Tragerebene e; mit ¢ = 0,1,...,n. Der Punkt I liegt also im Inneren des n-Simplex
und hat zu allen Trigerebenen denselben Abstand. Die Sphére mit Mittelpunkt I und
Radius r bzw. Normalabstand d

r=d(l,e) =d(l,e1)=---=d(I,en)

liegt somit im Inneren des n-Simplex und beriihrt alle (n + 1) Seitenflichen.

Um die Eindeutigkeit des Punktes I zu zeigen sei I’ der Mittelpunkt einer weiteren
Sphére des n-Simplex, die alle (n+1) (n—1)-dimensionalen Seitenflachen des n-Simplex
beriihrt. Es muss somit

' =d(I',e0) =d(I',e1) = =d(I',ep)

gelten. Da der Punkt in dem Teilraum liegen muss, der alle (n — 1)-dimensionalen Sei-
tenflachen enthélt, miissen alle £, = 1 sein. Aus der Umkehrung in Korollar 8.3.4 folgt,
dass es nur einen Punkt mit diesen Eigenschaften gibt. Die Punkte I und I’ fallen also
zusammen, was die Eindeutigkeitsaussage des Satzes zeigt. O

Definition 8.3.7 (Insphére eines n-Simplex). Die Sphére, die alle (n + 1) (n — 1)-
dimensionalen Seiten eines n-Simplex beriihrt und im Inneren des n-Simplex liegt, wird
als Insphére des n-Simplex bezeichnet. Thr Radius heifit Insphéreradius r; und ihr Mit-
telpunkt Insphéaremittelpunkt I.

8.3.1 Ansphdremittelpunkte

Satz 8.3.8 (Existenz des Ansphéremittelpunkts der Art 1). Fir die Wahl e, = —1 und
59 = 1Vj # i ergibt sich ein Schnittpunkt B; im Auferen des n-Simplex. Dieser Punkt
ist der Mittelpunkt einer Sphdre, die alle (n + 1) (n — 1)-dimensionalen Trigerebenen
des n-Simplex berihrt. Dariber hinaus berihrt sie die (n — 1)-dimensionalen Seiten des
n-Simplex, die dem Eckpunkt A; gegeniiberliegt.

Beweis. Da das (n — 1)-dimensionale Volumen jeder Seite eines n-Simplex kleiner ist,
als die Summe der (n — 1)-dimensionale Volumen der verbleibenden Seiten, fithrt die
Wahl von & = —1 und €} = 1 Vj # i auf jedem Fall zu einem Schnittpunkt B;. Da nur
e} negativ ist, liegt der Punkt B; fir alle (n — 1)-dimensionalen Trégerebenen, aufler &;
auf der Seite, die das Simplex enthélt. Der Punkt B; liegt also in dem Teilraum, der an
die Seitenfliche angrenzt, die A; gegeniiber liegt. Die Sphére mit Mittelpunkt B; und
Radius r bzw. Normalabstand d

T = d(BZ‘,é“[)) = d(Bi,El) —= = d(BZ‘,En)
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liegt somit im Aufleren des n-Simplex und beriihrt die Seitenfliiche, die A; gegeniiberliegt,
sowie die (n — 1)-dimensionalen Trigerebenen der restlichen Seitenflachen.

Dies folgt analog fiir die anderen Eckpunkte. Fiir ein n-Simplex existieren also n + 1
solche Sphéren, eine pro (n — 1)-dimensionaler Seitenfliche.

Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum Beweis von Satz 8.3.6. O

Definition 8.3.9 (Ansphére der Art 1). Die Sphéren, die alle (n+1) (n—1)-dimensionalen
Trégerebenen der Seitenflichen und insbesondere eine Seitenfléche des n-Simplex beriih-
ren und auflerhalb des n-Simplex liegen, werden als Ansphéren der Art 1 des n-Simplex
bezeichnet. Fiir ein n-Simplex gibt es n + 1 Ansphéren der Art 1, eine pro Seitenfléche.

Umgekehrt fiihrt die Wahl von ¢} = 1 und ¢ = —1 Vj # 4, da das (n — 1)-dimensionale
Volumen jeder Seite eines n-Simplex kleiner ist, als die Summe der (n — 1)-dimensionale
Volumen der verbleibenden Seiten, nie zu einem Schnittpunkt. In den Teilrdumen, die nur
einen Eckpunkt enthalten existiert somit kein Punkt, der zu allen (n — 1)-dimensionalen
Tragerebenen den gleichen Abstand hat.

Allgemein lasst sich feststellen, dass nur in einem von zwei gegeniiberliegenden Teilrau-
men ein Schnittpunkt existieren kann, da die Gleichung Y7 ;&/V/ > 0 nicht fir beide
Teilrdume erfiillt sein kann. Fiir n > 2 ist es moglich zwei oder mehrere ' negativ zu
wahlen. Der Schnittpunkt liegt dabei immer in dem Teilraum, dessen Summe der (n—1)-
dimensionalen Volumen der angrenzenden (n —1)-dimensionalen Seiten kleiner ist als die
Summe der (n — 1)-dimensionalen Volumen der restlichen (n — 1)-dimensionalen Seiten
des Simplex. Sind diese Summen gleich grof}, existiert in keinem der beiden Teilrdu-
me ein Schnittpunkt. In einem gleichseitigen Simplex existieren somit keine weiteren
Ansphéren.

Definition 8.3.10 (Ansphére der Art k). Die Sphéren, die alle (n+1) (n—1)-dimensional-
en Tragerebenen der Seitenflichen des n-Simplex beriihren und insbesondere in einem
Teilraum liegen, der entweder eine (k — 1)- oder eine (n — k)-dimensionale Seite des n-
Simplex enthélt und auerhalb des n-Simplex liegen, werden als Ansphéren der Art k des
n-Simplex bezeichnet. Fiir ein n-Simplex gibt es maximal ("7;1) = (ni'fik) Ansphéren
der Art k, eine pro (k — 1)- bzw. (n — k)-dimensionaler Seite.

Definition 8.3.11 (Ansphére). Die Sphéren, die alle (n+1) (n—1)-dimensionalen Tré-
gerebenen der Seitenflichen des n-Simplex beriihren und auflerhalb des n-Simplex liegen,
werden als Ansphére des n-Simplex bezeichnet. Thre Radien heiflen Ansphéreradien und
ihre Mittelpunkte Ansphiremittelpunkte. Fiir ein n-Simplex gibt es 5 verschiedene Ar-
ten von Ansphéren, wenn n eine gerade und "TH verschiedene Arten von Ansphéren,
wenn n eine ungerade Zahl ist.

Zusammen mit der Insphére sind dies die einzigen Sphéren, die alle (n+1) Triagerebenen

beriihren.

Fiir ein n-Simplex existiert also immer eine Insphére und die (n+ 1) Ansphéren der Art
1. Das Maximum von 2" — 1 Ansphéren wird fiir ein n-Simplex, fir n > 1 beispielsweise
dann erreicht, wenn alle, bis auf eine Seite gleich grofl sind und die verbleibende Seite
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(n — 1)-mal so grof ist, falls n eine ungerade Zahl ist bzw. wenn alle Seiten gleich grof3
sind, falls n eine gerade Zahl ist.

Ab einer Dimension n > 3 existieren zusétzlich zur Insphére und den (n + 1) Ansphéren
der Art 1 immer weitere Ansphéire von anderen Arten. Es ist in diesem Dimensionen
also nicht moglich, dass keine Ansphére der Art k£ mit k # 1 existieren.

Satz 8.3.12 ([13]). Fir n gerade existieren mindestens

n
2
n
2

Spharen, die zu allen (n — 1)-dimensionalen Tragerebenen den gleichen Abstand haben.

und fiir n ungerade mindestens

Purdy untersuchte die Existenz der In- und Ansphéren eines n-Simplex noch genauer
und zeigte in [13, S. 131-133], dass zwischen dem Minimum und dem Maximum der
Anzahl an In- und Ansphéren nicht jede Anzahl existieren kann. Nach Purdy existieren
somit in einem n-dimensionalen Raum, wobei n eine ungerade Zahl ist, kein n-Simplex
mit 7" In- und Ansphéren, wobei fiir T

n 1/n+1
v (ap) <rer-3()

gilt. Somit existieren beispielsweise keine 5-Simplexe, mit 23 oder 24 Sphéren, die zu den
Trégerebenen denselben Abstand haben, das Minimum 22 und alle Anzahlen zwischen
25 und dem Maximum 32 sind jedoch moglich.

Fiir n-Simplexe, wobei n eine gerade Zahl ist, ist die Existenz solcher Liicken zwischen
dem Minimum und dem Maximum der Anzahl an Sphéren noch ungeklért.
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