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Abstract

A triangle possesses many distinguished points. The most well-known of these points
are the incenter, the excenters, the circumcenter, the centroid, and the orthocenter. This
thesis deals, among other things, with the generalization of these points to three- and
higher-dimensional space. Furthermore, the generalization of Euler’s line and Feuerbach’s
circle to three- and higher-dimensional space is addressed. In two- and three-dimensional
space, the proofs were mostly demonstrated geometrically as well as algebraically.

The incenter, circumcenter, and centroid can be naturally generalized to
higher-dimensional space. However, the excenters and the orthocenter are more complex.

In three- and higher-dimensional space, the altitudes of a simplex generally do not in-
tersect at a single point. However, there exists another point, the Monge point, which
exhibits many properties of the orthocenter in higher-dimensional space. For example,
in higher-dimensional space, the Monge point lies on the line through the centroid and
the circumcenter of a simplex, which also allows for the generalization of Euler’s line.

Equally interesting is the possible existence of excenters in higher-dimensional space.
For example, a tetrahedron possesses between four and seven exspheres, each touching
the supporting plane of the lateral faces. In general, simplices have different types of
circumspheres, the existence of which depends on the size of the lateral faces. The set of
existing circumspheres is limited but exhibits gaps in odd dimensions. No information
about whether such gaps occur in even dimensions could be found.
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Abstrakt

Ein Dreieck besitzt sehr viele ausgezeichnete Punkte. Die wohl bekanntesten dieser
Punkte sind der Inkreismittelpunkt, die Ankreismittelpunkte, der Umkreismittelpunkt,
der Schwerpunkt und der Höhenschnittpunkt. Diese Arbeit beschäftigt sich unter an-
derem mit der Verallgemeinerung dieser Punkte auf den drei- und höherdimensionalen
Raum. Des Weiteren wird die Verallgemeinerung der Euler’schen Gerade und des Feu-
erbach’schen Kreises auf den drei- und höherdimensionalen Raum behandelt. Im zwei-
und dreidimensionalen Raum wurden die Beweise meist sowohl geometrisch, als auch
algebraisch argumentiert.

Der Inkreismittelpunkt, der Umkreis und der Schwerpunkt lassen sich auf sehr nahe-
liegende Weise auf den höherdimensionalen Raum verallgemeinern. Komplexere Fälle
bilden hingegen die Ankreismittelpunkte und der Höhenschnittpunkt.

Im drei- und höherdimensionalen Raum müssen sich die Höhen eines Simplex im All-
gemeinen nicht in einem Punkt schneiden. Allerdings existiert ein anderer Punkt, der
Monge Punkt, der sehr viele Eigenschaften des Höhenschnittpunkts im höherdimensio-
nalen Raum aufweist. Beispielsweise liegt der Monge Punkt im Höherdimensionalen auf
der Geraden durch den Schwerpunkt und den Umkreismittelpunkt, wodurch mit dessen
Hilfe auch die Euler’sche Gerade verallgemeinert werden kann.

Äußerst interessant ist ebenso die mögliche Existenz der Ankreismittelpunkte im höher-
dimensionalen Raum. So besitzt ein Tetraeder beispielsweise zwischen vier und sieben
Ankugeln, die jede Trägerebene der Seitenflächen berühren. Im Allgemeinen haben Sim-
plexe verschiedene Arten von Ansphären, deren Existenz mit der Größe der Seitenflächen
zusammenhängt. Die Menge der existierenden Ansphären ist begrenzt, weist jedoch in
ungeraden Dimensionen Lücken auf. Es konnten keine Informationen dazu gefunden wer-
den, ob solche Lücken ebenfalls in geraden Dimensionen auftreten.
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1 Einleitung

Schon Euklid beschrieb in seinem Buch der Elemente einige der uns heute bekannten
ausgezeichneten Punkte eines Dreiecks [5]. Derzeit sind mehrere tausend ausgezeichnete
Punkte im Dreieck bekannt [12].
Diese Arbeit befasst sich mit der Verallgemeinerung einiger ausgezeichneter Punkte des
Dreiecks auf den höherdimensionalen Raum.
Dabei werden zuerst der zwei- und dreidimensionale Fall und anschließend der allgemeine
höherdimensionale Fall behandelt. Im zwei- und dreidimensionalen wurden die Beweise
großteils sowohl algebraisch, als auch geometrisch argumentiert, im Höherdimensionalen
wurde nur der algebraische Ansatz verfolgt.

Diese Arbeit befasst sich konkret mit der Verallgemeinerung des Schwerpunkts, des Um-
kreismittelpunkts, des Höhenschnittpunkts, der Euler’schen Gerade, dem Feuerbach’schen
Kreis sowie den Inkreismittelpunkten und den Ankreismittelpunkten eines Dreiecks.

Der Schwerpunkt, der Umkreismittelpunkt und der Inkreismittelpunkt lassen sich auf
sehr naheliegende Weise auf den höherdimensionalen Raum verallgemeinern. Der Schwer-
punkt eines allgemeinen Simplex kann durch die Summe der Eckpunkte dividiert durch
die um Eins erhöhte Dimension definiert werden.
Für den Umsphäremittelpunkt können die Streckensymmetralen durch die (n − 1)-
dimensionalen Ebenen, die normal auf jeweils eine Kante des Simplex stehen und durch
ihre Mittelpunkte verlaufen, verallgemeinert werden. Der Umsphäremittelpunkt stellt,
analog zum zweidimensionalen Fall, den Schnittpunkt dieser Ebenen dar. Die Eckpunk-
te eines Simplex haben alle den selben Abstand zum Umsphäremittelpunkt, es existiert
also eine Sphäre, die alle Eckpunkte eines Simplex enthält.
Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks, die sich im Inkreismittelpunkt schneiden, kön-
nen im dreidimensionalen Raum durch die Ebenen verallgemeinert werden, die jeweils
einen inneren Kantenwinkel des Tetraeders halbieren. Diese Ebenen schneiden sich im
Inkugelmittelpunkt des Tetraeders. Im Höherdimensionalen wäre eine verallgemeinerte
Definition der Winkelhalbierenden ebenfalls möglich, für den allgemeinen algebraischen
Beweis ist sie jedoch nicht notwendig und ist in der Arbeit daher auch nicht explizit
angeführt.

Interessanter gestaltet sich die Verallgemeinerung des Höhenschnittpunkts. Da dieser
im Höherdimensionalen im Allgemeinen nicht existiert, wird hier ein neuer Punkt de-
finiert, der sehr viele Eigenschaften des Höhenschnittpunkts erfüllt, der Monge Punkt.
Der Monge Punkt eines Tetraeders ist der Schnittpunkt der Ebenen, die normal auf
jeweils eine Kante stehen und den Mittelpunkt der gegenüberliegenden Kante enthalten.
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1 Einleitung

Im Höherdimensionalen wird der Mittelpunkt der gegenüberliegenden Kante durch den
Schwerpunkt der (n − 2)-dimensionalen gegenüberliegenden Seite verallgemeinert. Ein
Höhenschnittpunkt existiert genau dann, wenn jede Kante normal auf jede gegenüberlie-
gende Kante steht. Ein solches Simplex wird orthozentrisches Simplex genannt. Im Fall
der Existenz eines Höhenschnittpunkts, fällt dieser mit dem Monge Punkt zusammen.
Des Weiteren lassen sich die Euler’sche Gerade und der Feuerbach’sche Kreis mithilfe des
Monge Punkts auf den höherdimensionalen Raum verallgemeinern. Umgekehrt führt die
Verallgemeinerung der Eigenschaft, dass die Verbindungsstrecke des Höhenschnittpunkts
mit den Eckpunkten eines Dreiecks vom Feuerbach’schen Kreis im gleichen Verhältnis
geteilt wird, ebenfalls zur Definition des Monge Punkts. Der Monge Punkt ist im höherdi-
mensionalen Raum also der einzige Punkt, der diese Eigenschaft des Höhenschnittpunkts
eines Dreiecks erfüllt.

Einen weiteren sehr interessanten Fall bilden die Ankreismittelpunkte im höherdimensio-
nalen Raum. Im Gegensatz zu den Inkreismittelpunkten, die sich sehr direkt verallgemei-
nern lassen, kommt es bei der Verallgemeinerung der Ankreismittelpunkte zu erstaun-
lichen Modifikationen. So existieren beispielsweise für ein Tetraeder zwischen vier und
sieben Ankugeln, die in zwei Arten unterteilt werden können. Die erste Art berührt alle
Trägerebenen und jeweils eine dreieckige Seite des Tetraeders. Diese Art der Ankugeln
existieren für jedes Tetraeder. Die zweite Art berührt ebenso alle Trägerebenen, jedoch
nicht das Tetraeder. Diese Ankugeln liegen jeweils in einem, von den Trägerebenen auf-
gespannten Teilraum, der eine Kante, eines gegenüberliegenden Kantenpaares enthält.
Für höherdimensionale Simplexe können die Ansphären in noch mehr verschiedene Ar-
ten kategorisiert werden. Ob diese Ansphären existieren und in welchem der Teilräume
sie liegen, ist abhängig von der Summe der, an den Teilraum angrenzenden (n − 1)-
dimensionalen Seitenflächen und der Summe der, an den gegenüberliegenden Teilraum
angrenzenden (n−1)-dimensionalen Seitenflächen. Sind diese Summen genau gleich groß,
so existiert in keinem der beiden Teilräume eine Ansphäre, bei Ungleichheit liegt die An-
sphäre in dem Teilraum, an den die größere Summe an Seitenflächen grenzt. Die Anzahl
der existierenden Ansphären kann dabei eingeschränkt werden. Diese Einschränkungen
sowie die Einteilung in die verschiedenen Arten sind ebenfalls in der Arbeit enthalten.
Interessanterweise tritt ab dem fünfdimensionalen Raum bei ungeraden Dimensionen in
der Menge der möglichen Ansphären eine Lücke auf. Über die Existenz solcher Lücken
in geraden Dimensionen konnten keine Informationen gefunden werden.

In dieser Arbeit wird die Verallgemeinerung einiger der bekanntesten ausgezeichneten
Punkte des Dreiecks behandelt. Weitere ausgezeichnete Punkte wie beispielsweise der
Gergonne Punkt, der Nagel Punkt und der Fermat-Torricelli Punkt lassen sich auch auf
den höherdimensionalen Raum verallgemeinern [3, S. 174]. Aufgrund des bereits erreich-
ten Umfangs der Arbeit wurden diese Punkte nicht mehr behandelt. Im Allgemeinen
gibt es viele Punkte, die noch nicht auf den höherdimensionalen Raum verallgemeinert
wurden [3, S. 174].
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die verwendeten Notationen und Begrifflichkeiten der Arbeit
definiert sowie elementare Aussagen für Dreiecke, Tetraeder und n-Simplexe behandelt,
die in mehreren Kapiteln der Masterarbeit benötigt werden.
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2 Grundlagen

2.1 Notation für Dreiecke

In diesem Abschnitt wird die in der Arbeit verwendete Notation für Dreiecke definiert.
Die Notation der Tetraeder aus [11] wurde für Dreiecke übernommen. Für die Definition
der Dreiecke wurde sich an der Definition für Simplexe aus [16] orientiert.

Definition 2.1.1 (Dreieck [16]). Ein Dreieck ist die konvexe Hülle aus 3 Punkten in
einem 2 oder höherdimensionalen euklidischen Raum, die nicht auf einer Geraden liegen.
Die drei Punkte werden als die Ecken des Dreiecks bezeichnet. Die Verbindungsstrecken
der Punkte entsprechen den Seiten des Dreiecks.

Die Position der Eckpunkte wird durch Vektoren eines euklidischen Vektorraums E mit
innerem Produkt beschrieben. Sei O der Ursprung des Vektorraums, so ist jeder Eck-
punkt Ai durch seinen Richtungsvektor

ai :=
−−→
OAi (2.1)

gegeben.

Seien A0, A1 und A2 die Eckpunkte eines Dreiecks △ im 2-dimensionalen euklidischen
Raum, mit den Ortsvektoren a0, a1 und a2, so lässt sich ein Dreieck durch die Menge
aller Konvexkombinationen der 3 Eckpunkte darstellen:

a = t0a0 + t1a1 + t2a2 mit t0, t1, t2 g 0, t0 + t1 + t2 = 1. (2.2)

Um die Formulierung verallgemeinerter Gleichungen zu vereinfachen, wird in dieser Ar-
beit folgende Konvention verwendet: Seien i, j, k die Indizes der drei Eckpunkte eines
Dreiecks, so erfüllen sie folgende Bedingung

{i, j, k} = {0, 1, 2}.

Wenn k also der Index des "obersten" Eckpunkts ist, sind i, j die Indizes der Eckpunkte
der Basis.
Die Vektoren der Seiten des Dreiecks seien durch folgende Vektoren gegeben:

bij := ai − aj . (2.3)

Diese Vektoren erfüllen die folgenden Bedingungen:

bij + bji = 0 (2.4)

bij + bjk + bki = 0 (2.5)

bij , bik sind linear unabhängig. (2.6)

Die lineare Unabhängigkeit folgt aus der Voraussetzung, dass die Eckpunkte des Dreiecks
△ nicht auf einer Geraden liegen.
Aus (2.6) und (2.3) folgt mithilfe der Rechnung:

bik − bij = ai − ak − (ai − aj) = ai − ak − ai + aj = aj − ak = bjk,

bij , bjk sind linear unabhängig. (2.7)
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2.2 Notation für Tetraeder

2.2 Notation für Tetraeder

In diesem Abschnitt wird die in der Arbeit verwendete Notation für Tetraeder definiert.
Die Notation wurde aus [11] übernommen. Für die Definition der Tetraeder wurde die
Definition für Simplexe aus [16] für den 3-dimensionalen Fall formuliert.

Definition 2.2.1 (Tetraeder [16]). Ein Tetraeder ist die konvexe Hülle aus 4 Punkten in
einem 3 oder höherdimensionalen euklidischem Raum, die nicht in einer Ebene liegen. Die
vier Punkte werden als die Ecken des Tetraeders bezeichnet. Die Verbindungsstrecken
der Punkte entsprechen den Kanten des Tetraeders. Die von jeweils drei der vier Punkte
aufgespannten Dreiecke, werden als die Seiten des Tetraeders bezeichnet.

Für Tetraeder wird die in Abschnitt 2.1 für Vektoren beschriebene Notation verwendet.

Seien A0, A1, A2 und A3 die Eckpunkte eines Tetraeders T im 3-dimensionalen euklidi-
schen Raum, mit den Ortsvektoren a0, a1, a2 und a3, so lässt sich ein Tetraeder durch
die Menge aller Konvexkombinationen der 4 Eckpunkte darstellen:

a = t0a0 + t1a1 + t2a2 + t3a3 mit t0, t1, t2, t3 g 0, t0 + t1 + t2 + t3 = 1. (2.8)

Um die Formulierung verallgemeinerter Gleichungen zu vereinfachen, wird in dieser Ar-
beit folgende Konvention verwendet: Seien i, j, k, l die Indizes der vier Eckpunkte eines
Tetraeders, so erfüllen sie folgende Bedingung

{i, j, k, l} = {0, 1, 2, 3}.

Wenn l also der Index des "obersten" Eckpunkts ist, sind i, j und k die Indizes der Eck-
punkte der Basis.

Im 3-dimensionalen Raum erfüllen die Vektoren analog zum 2-dimensionalen Fall für
{i,j,k,l}={0,1,2,3}:

bij + bji = 0 (2.9)

bij + bjk + bki = 0 (2.10)

bij + bjk + bkl + bli = 0 (2.11)

bij , bik, bil sind linear unabhängig. (2.12)

Die lineare Unabhängigkeit folgt aus der Voraussetzung, dass die Eckpunkte des Tetra-
eder T nicht in einer Ebene liegen.
Aus (2.12) und (2.3) folgt mithilfe der Rechnungen:

bik − bij = ai − ak − (ai − aj) = ai − ak − ai + aj = aj − ak = bjk

bil − bik = ai − al − (ai − ak) = ai − al − ai + ak = ak − al = bkl,

bij , bjk, bkl sind linear unabhängig. (2.13)

Aus Definition (2.3) folgt nach einer etwas längeren direkten Rechnung:

bij · bkl + bik · blj + bil · bjk = 0, (2.14)

wobei · das Skalarprodukt bezeichnet.
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2 Grundlagen

2.3 Notation für n-Simplexe

In diesem Abschnitt wird die Begrifflichkeit des n-Simplex, sowie die verwendete Notati-
on für n-Simplexe beschrieben. Die Notation der Tetraeder aus [11] wurde für Simplexe
übernommen. Für die Definition der Simplexe wurde sich an der Definition aus [16] orien-
tiert. Die Informationen zu den p-dimensionalen Seiten wurden in [14, S. 371f] behandelt.

Ein n-dimensionales Simplex, kurz n-Simplex, ist ein n-dimensionales Analogon zu einem
Dreieck, mit folgender Definition:

Definition 2.3.1 (n-Simplex [16]). Ein n-Simplex ist die konvexe Hülle aus (n + 1)
Punkten in einem n- oder höherdimensionalen euklidischen Raum, die nicht in einer
(n − 1)-dimensionalen Ebene liegen. Die (n + 1) Punkte werden als die Ecken des n-
Simplex bezeichnet. Die Verbindungsstrecken der Punkte entsprechen den Kanten des
n-Simplex. Die von jeweils (p + 1) der (n + 1) Punkte aufgespannten konvexen Hüllen,
werden als die p-dimensionalen Seiten des n-Simplex bezeichnet.

So sind beispielsweise die Eckpunkte des n-Simplex die 0-dimensionalen Seiten des
Simplex. Die Kanten entsprechen den 1-dimensionalen Seiten, die Seitenflächen den 2-
dimensionalen Seiten, die Tetraeder den 3-dimensionalen Seiten usw.
Ein beliebiges System von p+1 Ecken eines n-dimensionalen Simplex legt also eindeutig
eine p-dimensionale Seite fest. Die Anzahl der p-dimensionalen Seiten eines n-Simplex
entspricht der Anzahl der möglichen Kombinationen von n+1 Elementen zur (p+1)-ten
Klasse:

Nn
p =

(
n + 1

p + 1

)
.

Ein 4-dimensionales Simplex (Pentachron) hat somit N4
3 = 5 dreidimensionale Seiten

(Tetraeder), N4
2 = 10 zweidimensionale Seiten (Seitenflächen), N4

1 = 10 eindimensionale
Seiten (Kanten) und N4

0 = 5 nulldimensionale Seiten (Ecken).

Für n-Simplexe wird die in Abschnitt 2.1 für Vektoren beschriebene Notation verwendet.

Um die Formulierung verallgemeinerter Gleichungen zu vereinfachen, wird in dieser Ar-
beit folgende Konvention verwendet: Seien i0, i1, . . . , in die Indizes der (n+1) Eckpunkte
eines n-Simplex, so erfüllen sie folgende Bedingung

{i0, i1, . . . , in} = {0, 1, . . . , n}.

Die Seite Aip+1 , . . . , Ain
nennt man die, der Seite Ai0 , Ai1 , . . . , Aip

gegenüberliegende Sei-
te.

Seien A0, A1, . . . , An die Eckpunkte eines n-Simplex im n-dimensionalen euklidischen
Raum, mit den Ortsvektoren a0, a1, . . . , an, so lässt sich ein n-Simplex durch die Menge
aller Konvexkombinationen der (n + 1) Eckpunkte darstellen:

a = t0a0 + t1a1 + · · · + tnan mit t0, t1, . . . , tn g 0, t0 + t1 + · · · + tn = 1. (2.15)
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2.3 Notation für n-Simplexe

Im n-dimensionalen Raum erfüllen die Vektoren analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall
für p ∈ {0, 1, . . . , n} und {i0, i1, . . . , ip} ¦ {0, 1, . . . , n}:

bi0i1 + bi1i2 + bi2i3 + · · · + bipi0 = 0 (2.16)

und

bi0i1 , bi0i2 , . . . , bi0in
sind linear unabhängig. (2.17)

Die lineare Unabhängigkeit folgt aus der Voraussetzung, dass die Eckpunkte des n-
Simplex nicht in einer (n − 1)-dimensionalen Ebene liegen.
Aus (2.17) und (2.3) folgt mithilfe der Rechnungen:

bi0i2 − bi0i1 = ai0 − ai2 − (ai0 − ai1) = ai0 − ai2 − ai0 + ai1 = ai1 − ai2 = bi1i2

bi0i3 − bi0i2 = ai0 − ai3 − (ai0 − ai2) = ai0 − ai3 − ai0 + ai2 = ai2 − ai3 = bi2i3

...

bi0in
− bi0i(n−1)

= ai0 − ain
− (ai0 − ai(n−1)

) = ai0 − ain
− ai0 + ai(n−1)

= ai(n−1)
− ain

= bi(n−1)in
,

bi0i1 , bi1i2 , . . . , bi(n−1)in
sind linear unabhängig. (2.18)
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3 Der Schwerpunkt

In diesem Kapitel wird der Schwerpunkt eines Dreiecks auf den 3- und n-dimensionalen
Raum verallgemeinert. Da sich der Schwerpunkt sehr leicht auf den höherdimensionalen
Raum verallgemeinern lässt, wurde er als Inhalt des ersten Kapitels der Arbeit gewählt.
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3 Der Schwerpunkt

3.1 Der Schwerpunkt

In diesem Abschnitt wird die Existenz des Schwerpunkts eines Dreiecks ausgearbeitet.
Der Beweis wird dabei ähnlich zu [14, S. 373] durchgeführt. Rein geometrische Beweise
sind in [1, S. 21] und [9, S. 53] zu finden.

Definition 3.1.1 (Schwerlinie eines Dreiecks). Die Strecke, die den Seitenmittelpunkt
mit dem gegenüberliegenden Eckpunkt verbindet, wird Schwerlinie eines Dreiecks ge-
nannt.

Satz 3.1.2 (Existenz des Schwerpunkts eines Dreiecks). Die drei Schwerlinien eines
Dreiecks schneiden sich in einem Punkt S im Inneren des Dreiecks. Dieser Punkt teilt
jede Schwerlinie, von den Eckpunkten aus betrachtet, im Verhältnis 2 : 1.

Abbildung 3.1: Skizze zum Beweis der Existenz des Schwerpunkts.

Beweis. Sei △A0A1A2 ein Dreieck mit den Eckpunkten A0, A1 und A2. Betrachtet man
eine beliebige Seite AjAk von △A0A1A2, so ist Ai der der Seite gegenüberliegende Eck-
punkt. Sei Mjk der Mittelpunkt der Seite AjAk, so gilt für seinen Ortsvektor mjk:

mjk =
1

2
(aj + ak).

Die Ortsvektoren xi der Punkte auf der Verbindungsgeraden AiMjk sind demnach durch

xi = ai + (mjk − ai) · t

= ai +

[
1

2
(aj + ak) − ai

]
· t

= (1 − t)ai +
t

2
(aj + ak) .

(3.1)
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3.1 Der Schwerpunkt

gegeben. Für den Parameterwert t = 2
3 erhält man, unabhängig von der Wahl der Kante,

den Ortsvektor

s =
1

3
(a0 + a1 + a2). (3.2)

Der Punkt S mit dem Ortsvektor s liegt also auf allen drei durch (3.1) gegebenen Schwer-
linien. Diese sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Da die Punkte Ai und Mjk den Para-
meterwerten t = 0 und t = 1 entsprechen, ist ebenso das Teilungsverhältnis der Strecke
AiMjk durch den Punkt S des Dreiecks gezeigt. Der Punkt S des Dreiecks liegt al-
so im Schnittpunkt aller Schwerlinien des Dreiecks und teilt jede Schwerlinie, von den
Eckpunkten aus betrachtet, im Verhältnis 2 : 1.

Definition 3.1.3 (Schwerpunkt eines Dreiecks). Der Schnittpunkt aller drei Schwerli-
nien eines Dreiecks wird als Schwerpunkt S des Dreiecks bezeichnet. Die Koordinaten
dieses Punktes sind durch

s =
1

3
(ai + aj + ak) (3.3)

gegeben.
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3 Der Schwerpunkt

3.2 Der Schwerpunkt eines Tetraeders

In diesem Abschnitt wurde die Quelle [14, S. 373] herangezogen, um den Schwerpunkt
eines Dreiecks auf den 3-dimensionalen Raum zu verallgemeinern.

Definition 3.2.1 (Schwerlinie eines Tetraeders). Die Strecke zwischen dem Schwerpunkt
einer Seitenfläche und dem gegenüberliegenden Eckpunkt, sowie die Strecke zwischen
den Schwerpunkten zweier gegenüberliegender Kanten wird Schwerlinie eines Tetraeders
genannt.

Satz 3.2.2 (Existenz des Schwerpunkts eines Tetraeders). Die sieben Schwerlinien eines
Tetraeders schneiden sich in einem Punkt S im Inneren des Tetraeders. Dieser Punkt
teilt jede Schwerlinie zwischen einer Seitenfläche und dem gegenüberliegenden Eckpunkt
von den Eckpunkten aus betrachtet, im Verhältnis 3 : 1 und jede Schwerlinie zwischen
den Schwerpunkten gegenüberliegender Kanten im Verhältnis 1 : 1.

Beweis. Sei T ein Tetraeder mit den Eckpunkten A0, A1, A2 und A3. Betrachtet man
eine beliebige Seitenfläche △AjAkAl, so ist Ai der der Seitenfläche gegenüberliegende
Eckpunkt. Sei S′

i der Schwerpunkt der Seitenfläche △AjAkAl, so gilt laut (3.3) für seinen
Ortsvektor s′

i:

s′

i =
1

3
(aj + ak + al).

Die Ortsvektoren xi der Punkte auf der Verbindungsgeraden AiS
′

i sind demnach durch

xi = ai + (s′

i − ai) · t

= ai +

[
1

3
(aj + ak + al) − ai

]
· t

= (1 − t)ai +
t

3
(aj + ak + al)

(3.4)

gegeben. Für den Parameterwert t = 3
4 erhält man, unabhängig von der Wahl der Sei-

tenfläche, den Ortsvektor

s =
1

4
(a0 + a1 + a2 + a3).

Der Punkt S mit dem Ortsvektor s liegt also auf allen vier durch (3.4) gegebenen Schwer-
linien. Diese sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Da die Punkte Ai, S und S′

i den Parame-
terwerten t = 0, 3

4 und 1 entsprechen, ist ebenso das Teilungsverhältnis der Strecke AiS
′

i

durch den Punkt S des Tetraeders gezeigt.
Betrachtet man eine beliebige Kante AiAj des Tetraeders, so ist AkAl die gegenüberlie-
gende Kante. Die Schwerpunkte der Kanten entsprechen ihren Seitenmittelpunkten und
können demnach mit den Koordinaten

mij =
1

2
(ai + aj)

und

mkl =
1

2
(ak + al)
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3.2 Der Schwerpunkt eines Tetraeders

Abbildung 3.2: Schwerpunkt eines Tetraeders durch Schneiden der Schwerlinien, die den
Schwerpunkt einer Seite und den gegenüberliegenden Eckpunkt enthal-
ten.

ausgedrückt werden. Die Ortsvektoren xij der Punkte auf der Verbindungsgeraden der
beiden Kantenschwerpunkte sind demnach durch

xij = mij + (mkl − mij) · t

= (1 − t)mij + tmkl

= (1 − t)
ai + aj

2
+ t

ak + al

2

gegeben. Für den Parameterwert t = 0 erhält man den Punkt Mij , für t = 1 den
Punkt Mkl und für t = 1

2 den Punkt S. Der Punkt S teilt die Schwerlinie zwischen den
Schwerpunkten gegenüberliegender Kanten demnach im Verhältnis 1 : 1.
Der Punkt S des Tetraeders liegt also im Schnittpunkt aller Schwerlinien des Tetra-
eders und teilt jede Schwerlinie zwischen einer Seitenfläche und dem gegenüberliegenden
Eckpunkt von den Eckpunkten aus betrachtet, im Verhältnis 3 : 1 und jede Schwerlinie
zwischen den Schwerpunkten gegenüberliegender Kanten im Verhältnis 1 : 1, womit die
Behauptung bewiesen ist.

Definition 3.2.3 (Schwerpunkt eines Tetraeders). Der Schnittpunkt aller sieben Schwer-
linien eines Tetraeders wird als Schwerpunkt S des Tetraeders bezeichnet. Die Koordi-
naten dieses Punktes sind durch

s =
1

4
(a0 + a1 + a2 + a3) (3.5)

gegeben.
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3 Der Schwerpunkt

Abbildung 3.3: Schwerpunkt eines Tetraeders durch Schneiden der Schwerlinien, die den
Kantenmittelpunkt zweier gegenüberliegender Kanten enthält.
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3.3 Der Schwerpunkt eines n-Simplex

3.3 Der Schwerpunkt eines n-Simplex

In diesem Abschnitt wird der Schwerpunkt mithilfe von [14, S. 373] auf den n-dimensionalen
Raum verallgemeinert.

Durch die bereits bekannten Formeln (3.3) und (3.5) aus dem 1-, 2- und 3-dimensionalen
Raum können die Koordinaten des Schwerpunkts einer p-dimensionalen Seite in nahe-
liegender Weise auf den n-dimensionalen Raum verallgemeinert werden.

Definition 3.3.1 (p-Schwerpunkt). Der Punkt mit Koordinaten

s =
1

p + 1
(ai0 + ai1 + · · · + aip

) (3.6)

wird als p-Schwerpunkt Sp einer p-dimensionalen Seite bezeichnet.

Für p = 0, 1, 2 stimmen die Koordinaten des p-Schwerpunkts mit den bereits bekannten
Werten überein und können deshalb als Verallgemeinerung angesehen werden.

Definition 3.3.2 (p-Schwerlinie eines n-Simplex). Die Strecke zwischen einem
p-Schwerpunkt und seinem gegenüberliegendem (n−p−1)-Schwerpunkt wird p-Schwerlinie
des n-Simplex genannt, wobei p die Werte 0, 1, . . . , n − 1 annehmen kann.

Satz 3.3.3 (Existenz des Schwerpunkts eines n-Simplex). Alle Schwerlinien eines n-
Simplex schneiden sich in einem Punkt S im Inneren des Simplex. Dieser Punkt teilt
jede p-Schwerlinie im Verhältnis (p + 1) : (n − p).

Beweis. Seien A0, A1, . . . , An die Eckpunkte eines n-Simplex. Betrachtet man o.B.d.A.
die p-dimensionale Seite des Simplex die von den Punkten A0, A1, . . . , Ap aufgespannt
wird. Die verbleibenden n−p Eckpunkte Ap+1, . . . , An bilden eine (n−p−1)-dimensionale
Seite des Simplex. Sei Sp der p-Schwerpunkt der p-dimensionalen Seite und Sn−p−1 der
(n − p − 1)-Schwerpunkt der gegenüberliegenden (n − p − 1)-dimensionalen Seite, so gilt
laut (3.6) für deren Ortsvektoren sp und sn−p−1:

sp =
1

p + 1
(a0 + a1 + · · · + ap)

sn−p−1 =
1

n − p
(ap+1 + · · · + an).

Die Ortsvektoren der Punkte auf der Verbindungsgeraden SpSn−p−1 sind demnach durch

x = sp + (sn−p−1 − sp) · t

= sp +

[
1

n − p
(ap+1 + ap+2 + · · · + an) − sp

]
· t

= (1 − t)sp +
t

n − p
(ap+1 + ap+2 + · · · + an)

= (1 − t)
1

p + 1
(a0 + a1 + · · · + an) +

t

n − p
(ap+1 + ap+2 + · · · + an)

(3.7)
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3 Der Schwerpunkt

gegeben. Für den Parameter t = n−p
n+1 erhält man, unabhängig von der Wahl der p-

dimensionalen Seite, den Ortsvektor

s =
1

n + 1
(a0 + a1 + · · · + an).

Der Punkt S mit dem Ortsvektor s liegt also auf allen, durch (3.7) gegebenen p-Schwer-
linien des n-Simplex. Da die Punkte Sp, S und Sn−p−1 den Parameterwerten t = 0, n−p

n+1
und 1 entsprechen, ist ebenso das Teilungsverhältnis der Strecke SpSn−p−1 durch den
Punkt S des n-Simplex gezeigt. Der Punkt S des n-Simplex liegt also im Schnittpunkt
aller Schwerlinien des Simplex und teilt jede p-Schwerlinie im Verhältnis (p+1) : (n−p),
womit die Behauptung bewiesen ist.

Definition 3.3.4 (Schwerpunkt eines n-Simplex). Der Schnittpunkt aller Schwerlinien
eines n-Simplex wird als Schwerpunkt S des Simplex bezeichnet. Die Koordinaten dieses
Punktes sind durch

s =
1

n + 1
(a0 + a1 + · · · + an) (3.8)

gegeben. Der Schwerpunkt S eines n-Simplex entspricht somit dem, durch Definition
3.3.1 definierten, n-Schwerpunkt Sn.
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4 Der Umkreismittelpunkt

In diesem Kapitel wird der Umkreis eines Dreiecks und sein Umkreismittelpunkt auf den
höherdimensionalen Raum verallgemeinert. Der Umsphäremittelpunkt liegt demnach im
Schnittpunkt aller Mittelsenkrechten, also aller Ebenen, die normal auf eine Kante stehen
und den Mittelpunkt der Kante enthalten. Dieser Schnittpunkt ist äquidistant zu allen
Eckpunkten und somit der Mittelpunkt einer Sphäre, die alle Eckpunkte eines Simplex
enthält.
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4 Der Umkreismittelpunkt

4.1 Der Umkreismittelpunkt

In diesem Abschnitt wird der Umkreismittelpunkt eines Dreiecks im 2-dimensionalen
Raum behandelt. Ideen zum Aufbau des geometrischen Beweises wurden in [1, S. 23]
und [5, S. 296] gefunden.

Definition 4.1.1 (Streckensymmetrale). Die Streckensymmetrale einer Strecke ist jene
Gerade, die normal auf die Strecke steht und durch ihren Mittelpunkt verläuft.

Mittels Koordinaten kann der Ortsvektor des Mittelpunkts Mij der Strecke AiAj wie
folgt ausgedrückt werden:

mij =
1

2
(ai + aj). (4.1)

Die Streckensymmetrale der Strecke AiAj ist also jene Gerade, deren Punkte für i, j =
0, 1, 2 mit i ̸= j die Gleichung

bij · (mij − x) = 0 (4.2)

erfüllt.

Lemma 4.1.2. Jeder Punkt auf der Streckensymmetrale einer Strecke hat denselben
Abstand zu den Endpunkten der Strecke.
Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Endpunkten einer Strecke auf
ihrer Streckensymmetrale.

Beweis (algebraisch). Man betrachte eine Strecke AiAj . Sei P ein Punkt aus der Ebene.
Es ist zu zeigen, dass für den Punkt P d(Ai, P ) = |ai − p| = |aj − p| = d(Aj , P ) genau
dann gilt, wenn P auf der Streckensymmetrale von AiAj liegt. Dies kann durch die
folgenden Äquivalenzumformungen gezeigt werden:

d(Ai, P ) = d(Aj , P ) ⇐⇒

|ai − p| = |aj − p| ⇐⇒

|ai − p|2 = |aj − p|2 ⇐⇒

a2
i − 2aip + p2 = a2

j − 2ajp + p2 ⇐⇒

a2
i − 2aip = a2

j − 2ajp ⇐⇒

a2
i

2
− aip =

a2
j

2
− ajp ⇐⇒

a2
i

2
− aip −

a2
j

2
+ ajp = 0 ⇐⇒

a2
i

2
+

aiaj

2
− aip −

aiaj

2
−

a2
j

2
+ ajp = 0 ⇐⇒

(ai − aj) ·

(
ai + aj

2
− p

)
= 0 ⇐⇒

bij · (mij − p) = 0.
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4.1 Der Umkreismittelpunkt

Der Punkt P ist also von den Punkten Ai und Aj genau dann gleich weit entfernt, wenn
die Gleichung (4.2) gilt und der Punkt P somit auf der Streckensymmetrale von AiAj

liegt.

Dieses Lemma kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte eine Strecke AiAj . Sei M der Mittelpunkt der
Strecke AiAj und P ein Punkt auf der Streckensymmetrale der Strecken AiAj , wie in
Abbildung 4.1 dargestellt. Da die Dreiecke △AiMP und △AjMP rechtwinklige Dreiecke
mit zwei gleichlangen Seiten (MP und AiM = MAj) sind, folgt aus dem SWS-Satz

|AiP | = |AjP |.

Jeder Punkt auf der Streckensymmetrale ist also gleich weit von den beiden Endpunkten
der Strecke entfernt.
Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P ein Punkt mit

|AiP | = |AjP |.

Die Punkte Ai, P und Aj bilden somit ein gleichschenkliges Dreieck. Konstruiert man die
Höhe auf AiAj durch P mit Fußpunkt F , so entstehen die Dreiecke △AiFP und △AjFP .
Die Kongruenz der beiden Dreiecke folgt aus dem SWW-Satz, da die Basiswinkel eines
gleichschenkligen Dreiecks kongruent sind, sowie der rechte Winkel und die Seitenlänge
der Höhe übereinstimmen. Der Fußpunkt F entspricht also dem Mittelpunkt M der
Strecke AiAj . Jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Endpunkten einer Strecke liegt
also auf ihrer Streckensymmetrale.

Abbildung 4.1: Skizze zur Streckensymmetrale.

Satz 4.1.3 (Existenz des Umkreismittelpunkts [5, S. 296]). Die drei Streckensymmetra-
len eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt U . Dieser Punkt ist der Mittelpunkt
des einzigen Kreises, der alle drei Eckpunkte des Dreiecks beinhaltet.
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4 Der Umkreismittelpunkt

Abbildung 4.2: Skizze zum Beweis der Existenz des Umkreismittelpunkts.

Beweis (algebraisch). Seien A0, A1, A2 die Eckpunkte eines Dreiecks △A0A1A2. Die drei
Streckensymmetralen der Seiten des Dreiecks sind nach (4.2) durch:

bij · (mij − x) = 0

bjk · (mjk − x) = 0

bki · (mki − x) = 0

(4.3)

gegeben. Aus (2.4) und (2.7) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhängig
sind. Durch Addieren der Gleichungen erhält man mit (2.5):

bij · (mij − x) + bjk · (mjk − x) + bki · (mki − x)

= bij · mij + bjk · mjk + bki · mki − x(bij + bjk + bki)

= (ai − aj) ·
1

2
(ai + aj) + (aj − ak) ·

1

2
(aj + ak) + (ak − ai) ·

1

2
(ak + ai) − 0

=
1

2
(a2

i − a2
j ) +

1

2
(a2

j − a2
k) +

1

2
(a2

k − a2
i )

= 0.

Die drei Gleichungen in (4.3) sind somit linear abhängig und besitzen eine eindeutige Lö-
sung. Die Streckensymmetralen schneiden sich also in einem Punkt U . Nach Lemma 4.1.2
ist der Punkt U von allen Eckpunkten gleich weit entfernt. Der Kreis mit Mittelpunkt
U und Radius

r = |A0U | = |A1U | = |A2U |

verläuft somit durch alle Eckpunkte des Dreiecks.
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4.1 Der Umkreismittelpunkt

Um die Eindeutigkeit des Punktes U zu zeigen sei U ′ ein weiterer Punkt, der gleich weit
von allen drei Eckpunkten des Dreiecks entfernt ist. Es muss somit

|A0U ′| = |A1U ′| = |A2U ′|

gelten. Aus der Umkehrung in Lemma 4.1.2 folgt, dass U ′ auf allen Streckensymmetralen
liegen muss. Die Punkte U und U ′ fallen also zusammen, was die Eindeutigkeitsaussage
des Satzes zeigt.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck △AiAjAk. Die Streckensymmetralen
der Strecken AiAj und AiAk mit den Mittelpunkten Mij und Mik schneiden sich in
einem Punkt U . Wäre dies nicht der Fall und die Streckensymmetralen wären parallel,
würde nach dem Stufenwinkelsatz folgen, dass A0, A1 und A2 auf einer Geraden liegen,
was einem Widerspruch zur Definition des Dreiecks entspricht. Da U auf der Strecken-
symmetrale von AiAj liegt folgt aus Lemma 4.1.2:

|AiU | = |AjU |.

Analog folgt
|AiU | = |AkU |.

Somit gilt
|AiU | = |AjU | = |AkU |. (4.4)

Der Punkt U hat also denselben Abstand zu A0, A1 und A2. Der Punkt U liegt nach der
Umkehrung in Lemma 4.1.2 also auch auf der dritten Streckensymmetrale des Dreiecks
durch den Mittelpunkt der Strecke AjAk. Der Kreis mit Mittelpunkt U und Radius

r = |A0U | = |A1U | = |A2U |

verläuft somit durch alle Eckpunkte des Dreiecks.

Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis.

Definition 4.1.4 (Umkreis). Der Kreis, der alle drei Eckpunkte eines Dreiecks beinhal-
tet, wird als Umkreis des Dreiecks bezeichnet. Sein Radius heißt Umkreisradius und sein
Mittelpunkt Umkreismittelpunkt U .

Der Umkreismittelpunkt U ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten für alle
i, j = 0, 1, 2 mit i ̸= j die Gleichung

bij ·

(
ai + aj

2
− u

)
= 0 (4.5)

erfüllt.
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4 Der Umkreismittelpunkt

4.2 Der Umkugelmittelpunkt

In diesem Abschnitt wird der in 4.1 behandelte Umkreismittelpunkt auf den 3-dimensio-
nalen Raum verallgemeinert. Dabei wurde der Aufbau des geometrischen Beweises für
ein n-Simplex in [14, S. 374] auf das Tetraeder übertragen.

Definition 4.2.1 (1-Mittelsenkrechte einer Strecke). Die 1-Mittelsenkrechte einer Stre-
cke ist jene Ebene, die normal auf die Strecke steht und durch ihren Mittelpunkt verläuft.

Für die 1-Mittelsenkrechten im 3-dimensionalen Fall gilt analog zu den Streckensymme-
tralen aus dem 2-dimensionalen Fall: Die 1-Mittelsenkrechte der Strecke AiAj ist also
jene Gerade, deren Punkte für i, j = 0, 1, 2 mit i ̸= j die Gleichung

bij · (mij − x) = 0 (4.6)

erfüllt.

Lemma 4.2.2. Jeder Punkt auf der 1-Mittelsenkrechten einer Strecke hat denselben
Abstand zu den Endpunkten der Strecke.
Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Endpunkten einer Strecke auf
ihrer 1-Mittelsenkrechten.

Dieses Lemma lässt sich analog zum 2-dimensionalen Fall in 4.1 beweisen.

Mittels Koordinaten kann die 1-Mittelsenkrechte der Strecke AiAj wie folgt ausgedrückt
werden:

bij ·

(
ai + aj

2
− x

)
= 0, (4.7)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der 1-Mittelsenkrechten bezeichnet.

Definition 4.2.3 (2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks). Die 2-Mittelsenkrechte eines Drei-
ecks ist jene Gerade, die normal auf das Dreieck steht und durch dessen Umkreismittel-
punkt verläuft.

Lemma 4.2.4. Jeder Punkt auf der 2-Mittelsenkrechten eines Dreiecks hat denselben
Abstand zu den Eckpunkten des Dreiecks.
Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Eckpunkten eines Dreiecks auf
dessen 2-Mittelsenkrechten.
Die 2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks stimmt mit dem Durchschnitt der drei
1-Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten überein.

Dieses Lemma lässt sich algebraisch analog zum 2-dimensionalen Fall in 4.1 beweisen.

Beweis (algebraisch). Seien A0, A1, A2, A3 die Eckpunkte eines Tetraeders. Betrachtet
man o.B.d.A. die Tetraederseite △A0A1A2. Die drei 1-Mittelsenkrechten der Seiten des
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4.2 Der Umkugelmittelpunkt

Dreiecks sind nach (4.6) durch:

bij · (mij − x) = 0

bjk · (mjk − x) = 0

bki · (mki − x) = 0

(4.8)

gegeben. Durch das Gleichungssystem (4.9) sind drei Ebenen gegeben, die normal auf
die Trägerebene εl stehen und nach Abschnitt 4.1 den Punkt Uijk enthalten. Aus (2.9)
und (2.12) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhängig sind. Aus (2.10)
folgt direkt, dass alle drei Gleichungen linear abhängig sind. Da die drei Ebenen auf
jeden Fall den Punkt Uijk gemeinsam haben, schneiden sie sich in einer Geraden, die
normal auf die Ebene εl steht und den Punkt Uijk enthält. Diese Gerade entspricht nach
der Definition der 2-Mittelsenkrechten des Dreiecks. Die restlichen Aussagen von Lemma
4.2.4 folgen direkt aus Lemma 4.2.2 und dessen Umkehrung. In Abbildung 4.3 ist eine
2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks dargestellt.

Dieses Lemma kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck △AiAjAk. Die 1-Mittelsenkrechten der
Dreiecksseiten schneiden sich in der Dreiecksebene, wie in Abschnitt 4.1 gezeigt, im Um-
kreismittelpunkt Uijk. Da die 1-Mittelsenkrechten alle normal auf die Dreiecksebene ste-
hen und durch den Punkt Uijk verlaufen, schneiden sich die 1-Mittelsenkrechten der Drei-
ecksseiten in einer Geraden, die normal auf die Dreiecksseite steht und ihren Umkreismit-
telpunkt enthält. Diese Gerade entspricht nach der Definition der 2-Mittelsenkrechten
des Dreiecks. Die restlichen Aussagen von Lemma 4.2.4 folgen direkt aus Lemma 4.2.2
und dessen Umkehrung. In Abbildung 4.3 ist eine 2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks dar-
gestellt.

Satz 4.2.5 (Existenz des Umkugelmittelpunkts). Die Mittelsenkrechten eines Tetraeders
schneiden sich in einem Punkt U . Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der einzigen Kugel,
die alle vier Eckpunkte des Tetraeders beinhaltet.

Beweis (algebraisch). Seien A0, A1, A2 und A3 die Eckpunkte eines Tetraeders T und
Mij der Seitenmittelpunkt der Seite AiAj , wie in (4.1) beschrieben. Durch das Glei-
chungssystem

bij · (mij − x) = 0

bjk · (mjk − x) = 0

bkl · (mkl − x) = 0

(4.9)

sind drei 1-Mittelsenkrechten gegeben, die nicht alle zur selben Dreiecksseite des Te-
traeders gehören. Aus (2.13) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhängig sind. Das
System in (4.9) ist also linear unabhängig und hat somit eine eindeutige Lösung. Die drei
1-Mittelsenkrechten schneiden sich also in einem Punkt U . Nach Lemma 4.2.2 ist der
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4 Der Umkreismittelpunkt

Abbildung 4.3: Skizze zur 2-Mittelsenkrechte.

Punkt U von allen Eckpunkten des Tetraeders gleich weit entfernt. Nach der Umkehrung
in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 liegt der Punkt U somit auf allen Mittelsenkrechten
des Tetraeders.
Die Kugel mit Mittelpunkt U und Radius

r = |A0U | = |A1U | = |A2U | = |A3U |

verläuft somit durch alle Eckpunkte des Tetraeders.

Um die Eindeutigkeit des Punktes U zu zeigen sei U ′ ein weiterer Punkt, der gleich weit
von allen vier Eckpunkten des Tetraeders entfernt ist. Es muss somit

|A0U ′| = |A1U ′| = |A2U ′| = |A3U ′|

gelten. Aus der Umkehrung in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 folgt, dass U ′ auf allen
Mittelsenkrechten liegen muss. Die Punkte U und U ′ fallen also zusammen, was die
Eindeutigkeitsaussage des Satzes zeigt.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Die 2-Mittelsenkrechte einer Seitenfläche ist der Durchschnitt der
1-Mittelsenkrechten. Alle Punkte auf dieser Geraden sind nach Lemma 4.2.4 gleich weit
von den Eckpunkten der Seitenfläche entfernt. Analog gilt dies für die Gerade der be-
nachbarten Seitenfläche. Da sich die benachbarten Seitenflächen einen Seitenmittelpunkt
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4.2 Der Umkugelmittelpunkt

teilen, ist auch eine der beiden definierenden 1-Mittelsenkrechten ident. Beide Geraden
liegen somit auf der gemeinsamen 1-Mittelsenkrechten. Da die beiden Geraden normal
auf verschiedene Seitenflächen des Tetraeders stehen, können sie weder ident noch par-
allel sein. Als Konsequenz müssen sich die beiden Geraden in einem Punkt U schneiden.
Der Punkt U liegt also auf den 2-Mittelsenkrechten zweier unterschiedlichen Seitenflä-
chen des Tetraeders und ist nach Lemma 4.2.4 äquidistant zu allen Eckpunkten. Nach
der Umkehrung in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 liegt der Punkt U auf allen Mittel-
senkrechten des Tetraeders.
Die Kugel mit Mittelpunkt U und Radius

r = |A0U | = |A1U | = |A2U | = |A3U |

verläuft somit durch alle Eckpunkte des Tetraeders.
Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis.

Abbildung 4.4: Skizze zum Beweis der Existenz des Umkugelmittelpunkts.
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4 Der Umkreismittelpunkt

Definition 4.2.6 (Umkugel). Die Kugel, die alle vier Eckpunkte eines Tetraeders bein-
haltet, wird als Umkugel des Tetraeders bezeichnet. Ihr Radius heißt Umkugelradius
und ihr Mittelpunkt Umkugelmittelpunkt U .

Der Umkugelmittelpunkt U ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten für alle
i, j = 0, 1, 2, 3 mit i ̸= j die Gleichung

bij ·

(
ai + aj

2
− u

)
= 0 (4.10)

erfüllt.

26



4.3 Der Umsphäremittelpunkt

4.3 Der Umsphäremittelpunkt

In diesem Abschnitt werden, wie schon in 4.2 erwähnt, die aus der Quelle [14, S. 374]
entnommen Informationen herangezogen, um den Umkreismittelpunkt für ein n-Simplex
für den n-dimensionalen Raum zu verallgemeinern. Dabei wurde das Konzept der p-
Mittelsenkrechten übernommen.

Die Definitionen der Streckensymmetralen aus dem 2-dimensionalen und der 1- und 2-
Mittelsenkrechten aus dem 3-dimensionalen Fall können wie folgt für den n-dimensionalen
Raum verallgemeinert werden:

Definition 4.3.1 (1-Mittelsenkrechte einer Strecke). Die 1-Mittelsenkrechte einer Stre-
cke ist jene (n−1)-dimensionale Ebene, die normal auf die Strecke steht und durch ihren
Mittelpunkt verläuft.

Definition 4.3.2 (2-Mittelsenkrechte eines Dreiecks). Die 2-Mittelsenkrechte eines Drei-
ecks ist jene (n − 2)-dimensionale Ebene, die normal auf das Dreieck steht und durch
dessen Umkreismittelpunkt verläuft.

Die Aussagen der Lemma 4.2.2 und 4.2.4 aus dem 3-dimensionalen Fall, bleiben im n-
dimensionalem Fall aufrecht.

Wie im 2- und 3-dimensionalen Fall, kann die Mittelsenkrechte der Strecke AiAj mittels
Koordinaten wie folgt ausgedrückt werden:

bij ·

(
ai + aj

2
− x

)
= 0, (4.11)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Mittelsenkrechten bezeichnet.

Satz 4.3.3 (Existenz des Umsphäremittelpunkts eines n-Simplex). Alle 1- und
2-Mittelsenkrechten eines n-Simplex schneiden sich in einem Punkt U . Dieser Punkt ist
der Mittelpunkt der einzigen Sphäre, die alle Eckpunkte des n-Simplex beinhaltet.

Beweis (algebraisch). Seien A0, A1, . . . , An die Eckpunkte eines n-Simplex und Mij der
Seitenmittelpunkt der Seite AiAj , wie in (4.1) beschrieben. Durch das Gleichungssystem

b01 · (m01 − x) = 0

b12 · (m12 − x) = 0

b23 · (m23 − x) = 0

...

b(n−1)n · (m(n−1)n − x) = 0

(4.12)

sind n 1-Mittelsenkrechten gegeben, die nicht alle zur selben (n−1)-dimensionalen Seite
des n-Simplex gehören. Aus (2.18) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhängig sind.
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4 Der Umkreismittelpunkt

Das System in (4.12) ist also linear unabhängig und hat somit eine eindeutige Lösung.
Die n 1-Mittelsenkrechten schneiden sich also in einem Punkt U . Nach Lemma 4.2.2
ist der Punkt U von allen Eckpunkten des n-Simplex gleich weit entfernt. Nach der
Umkehrung in Lemma 4.2.2 und Lemma 4.2.4 liegt der Punkt U somit auf allen 1- und
2-Mittelsenkrechten des n-Simplex.
Die Sphäre mit Mittelpunkt U und Radius

r = |A0U | = |A1U | = · · · = |AnU |

verläuft somit durch alle Eckpunkte des n-Simplex.

Um die Eindeutigkeit des Umsphäremittelpunkts zu zeigen sei U ′ ein weiterer Punkt,
der gleich weit von allen (n + 1) Eckpunkten des n-Simplex entfernt ist. Es muss somit

|A0U ′| = |A1U ′| = · · · = |AnU ′|

gelten. Aus der Umkehrung in Lemma 4.2.2 folgt, dass U ′ auf allen 1-Mittelsenkrechten
liegen muss. Die Punkte U und U ′ fallen also zusammen, was die Eindeutigkeitsaussage
des Satzes zeigt.

Da nun die Existenz des Umsphäremittelpunkts eines n-Simplex bewiesen wurde folgt
die Existenz der Umsphäremittelpunkte niedrigerer Dimensionen. Es kann also eine p-
Mittelsenkrechte eines p-Simplex im n-dimensionalen Raum definiert werden.

Definition 4.3.4 (p-Mittelsenkrechte). Die p-Mittelsenkrechte einer p-dimensionalen
Seite ist jene (n−p)-dimensionale Ebene, die normal auf die p-dimensionalen Seite steht
und durch deren Umsphäremittelpunkt verläuft, wobei p die Werte 1, 2, . . . , n annehmen
kann.

Für p = 1, 2 sind die p-Mittelsenkrechtenden konsistent mit den Definitionen der Stre-
ckensymmetralen im 2-dimensionalen Fall bzw. den 1- und 2-Mittelsenkrechten im 3-
dimensionalen Fall. Die n-Mittelsenkrechte eines n-Simplex entspricht dem Umsphä-
remittelpunkt des n-Simplex.

Lemma 4.3.5. Jeder Punkt auf der p-Mittelsenkrechten einer p-dimensionalen Seite
hat denselben Abstand zu den Eckpunkten der Seite.
Umgekehrt liegt jeder Punkt mit selbem Abstand zu den Eckpunkten einer p-dimensionalen
Seite auf ihrer p-Mittelsenkrechten. Die p-Mittelsenkrechte einer p-dimensionalen Sei-
te eines n-Simplex stimmt mit dem Durchschnitt der

(p+1
k+1

)
k-Mittelsenkrechten der p-

dimensionalen Seite überein, wobei k die Werte k = 1, 2, . . . , (p − 1) annehmen kann.

Dieses Lemma lässt sich analog zum 3-dimensionalen Fall in 4.2 beweisen.

Nach der Umkehrung in Lemma 4.3.5 liegt der Punkt U auf allen p-Mittelsenkrechten
des n-Simplex. Dementsprechend kann der Satz der Existenz des Umsphäremittelpunkts
eines n-Simplex noch konkreter formuliert werden:
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4.3 Der Umsphäremittelpunkt

Satz 4.3.6 (Existenz des Umsphärepunkts eines n-Simplex). Alle Mittelsenkrechten ei-
nes n-Simplex schneiden sich in einem Punkt U . Dieser Punkt ist der Mittelpunkt der
einzigen Sphäre, die alle Eckpunkte des n-Simplex beinhaltet.

Definition 4.3.7 (Umsphäre eines n-Simplex). Die Sphäre, die alle (n + 1) Eckpunkte
eines n-Simplex beinhaltet, wird als Umsphäre des n-Simplex bezeichnet. Ihr Radius
heißt Umsphäreradius und ihr Mittelpunkt Umsphäremittelpunkt U .

Der Umsphäremittelpunkt U ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten für alle
i, j = 0, 1, 2, . . . , n mit i ̸= j die Gleichung

bij ·

(
ai + aj

2
− u

)
= 0 (4.13)

erfüllt.
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Punkt

In diesem Kapitel wird die Verallgemeinerung des Höhenschnittpunkts eines Dreiecks
auf den 3- und n-dimensionalen Raum behandelt. Die Höhen eines Tetraeders oder eines
Simplex schneiden sich im Allgemeinen nicht in einem Punkt. Wie in diesem Kapitel
gezeigt wird, existiert der Höhenschnittpunkt nur dann, wenn jede Kante orthogonal auf
die von den restlichen Punkten aufgespannte Seite des Simplex steht, solche Simplexe
werden orthozentrisch genannt.
Da im höherdimensionalen Raum im Allgemeinen kein Höhenschnittpunkt existiert,
stellt sich die Frage, ob ein Analogon für den höherdimensionalen Raum gefunden wer-
den kann. Der von Gaspard Monge (1746-1818) entdeckte Monge Punkt erfüllt sehr viele
Eigenschaften des Höhenschnittpunkts aus dem 2-dimensionalen Raum und existiert für
jedes n-Simplex. Im 3-dimensionalem entspricht der Monge Punkt dem Schnittpunkt
aller sechs Mittelebenen eines Tetraeders. Die Mittelebenen stehen orthogonal auf eine
Kante eines Tetraeders und verlaufen durch den Mittelpunkt der gegenüberliegenden
Kante. Da den Kanten in höheren Dimensionen keine Kanten, sondern 2- oder höher-
dimensionale Seiten gegenüberliegen, können die Mittelebenen nicht auf naheliegende
Weise auf den 4- und höherdimensionalen Raum verallgemeinert werden.
Im höherdimensionalen Raum können die Mittelpunkte der gegenüberliegenden Kan-
ten durch die Schwerpunkte der gegenüberliegenden Seiten verallgemeinert werden. Der
Schnittpunkt dieser Mittelebenen ergibt den Monge Punkt eines Simplex im 4- und hö-
herdimensionalen Raum.
In orthozentrischen Simplexen fällt der Monge Punkt mit dem existierenden Höhen-
schnittpunkt zusammen.
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

5.1 Der Höhenschnittpunkt

In diesem Abschnitt wird der Höhenschnittpunkt eines Dreiecks behandelt. Dabei wird
wieder ein Dreieck im 2-dimensionalen Raum mit Eckpunkten A0, A1, A2 betrachtet und
die Notation i, j, k = 0, 1, 2 aus Abschnitt 2.1 verwendet. Die Idee des geometrischen
Beweises wurde aus [9, S. 54] aufgegriffen. Eine weitere Beweisidee eines geometrischen
Beweises findet man in [9, S. 57], einen anderen analytischen Beweis in [1, S. 20f].

Definition 5.1.1 (Höhe eines Dreiecks). Eine Gerade, die normal auf die Trägergerade
einer Dreiecksseite steht und durch den gegenüberliegenden Eckpunkt verläuft, wird
Höhe des Dreiecks genannt.

Eine Höhe des Dreiecks △ AiAjAk ist also eine Gerade, deren Punkte für i, j, k = 0, 1, 2
mit i ̸= j ̸= k die Gleichung

bij · (ak − x) = 0 (5.1)

erfüllt.

Satz 5.1.2 (Existenz des Höhenschnittpunkts eines Dreiecks [1, S. 22f]). Die drei Höhen
eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt H.

Beweis (algebraisch). Seien A0, A1, A2 die Eckpunkte eines Dreiecks △A0A1A2. Die drei
Höhen des Dreiecks sind nach (5.1) durch:

bij · (ak − x) = 0

bjk · (ai − x) = 0

bki · (aj − x) = 0.

(5.2)

gegeben. Aus (2.7) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhängig sind. Durch
Addieren der Gleichungen erhält man mit (2.5):

bij · (ak − x) + bjk · (ai − x) + bki · (aj − x)

= bij · ak + bjk · ai + bki · aj − x(bij + bjk + bki)

= (ai − aj) · ak + (aj − ak) · ai + (ak − ai) · aj − 0

= aiak − ajak + aiaj − aiak + ajak − aiaj

= 0.

Die drei Gleichungen in (5.2) sind somit linear abhängig und besitzen eine eindeutige
Lösung. Die Höhen schneiden sich also in einem Punkt.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch) [9, S. 54]. Gegeben sei ein Dreieck △A0A1A2. Zeichnet man die
drei Parallelen zu den Dreiecksseiten, die durch die gegenüberliegenden Eckpunkte ver-
laufen, so erhält man ein zweites Dreieck △A′

0A′

1A′

2, wie in Abbildung 5.1 dargestellt.
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Betrachtet man die zwei entstandenen Parallelogramme □A1A2A0A′

2 und □A1A2A′

1A0

folgt, dass A′

2A0 = A1A2 = A0A′

1. A0 ist also der Mittelpunkt der Strecke A′

1A′

2, dies
folgt für die Punkte A1 und A2 analog. Die Höhe durch A2 des Dreiecks △A0A1A2 steht
normal auf die Dreiecksseite A0A1 und somit auch auf ihre Parallele A′

0A′

1. Dies gilt wie-
derum analog für die anderen Dreiecksseiten. Die Höhen des Dreiecks △A0A1A2 stimmen
daher mit den Streckensymmetralen des Dreiecks △A′

0A′

1A′

2 überein. Wie in Abschnitt
4.1 gezeigt, schneiden sich die Streckensymmetralen von △A′

0A′

1A′

2 in einem Punkt, dem
Umkreismittelpunkt U ′ des Dreiecks. Die Höhen des Dreiecks △A0A1A2 schneiden sich
somit im selben Punkt U ′ = H, wodurch die Existenz des Schnittpunkts H geometrisch
bewiesen wurde.

Abbildung 5.1: Skizze zum geometrischen Beweis des Höhenschnittpunkts.

Definition 5.1.3 (Höhenschnittpunkt). Der Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks
wird als Höhenschnittpunkt H des Dreiecks bezeichnet.

Der Höhenschnittpunkt H ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten für alle
i, j, k = 0, 1, 2 mit i ̸= j ̸= k die Gleichung (5.1)

bij · (ak − h) = 0

erfüllt.
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5.2 Der Höhenschnittpunkt eines Tetraeders

In diesem Abschnitt wird der in 5.1 thematisierte Höhenschnittpunkt nach [11, S. 681-
684] für Tetraeder verallgemeinert und der dafür hilfreiche Monge Punkt definiert. Dabei
wurden die Beweise, die den Höhenschnittpunkt im Zusammenhang mit dem Monge
Punkt betrachten ähnlich zu [6, S. 22-37] durchgeführt.

Definition 5.2.1 (Höhe eines Tetraeders). Eine Gerade, die normal auf die Trägerebene
einer Seite des Tetraeders steht und durch den gegenüberliegenden Eckpunkt verläuft,
wird Höhe des Tetraeders genannt.

Seien A0, A1, A2 und A3 die Eckpunkte eines Tetraeders T und hl die Höhe von T , die
durch den Eckpunkt Al verläuft. Die Höhe hl steht also normal auf die Trägerebene
εl = ε(Ai, Aj , Ak) und verläuft durch den Punkt Al. Durch das Gleichungssystem

bij · (al − x) = 0

bjk · (al − x) = 0

bki · (al − x) = 0

(5.3)

sind drei Ebenen gegeben, die normal auf die Trägerebene εl stehen und den Punkt Al

enthalten. Aus (2.13) folgt, dass diese Gleichungen paarweise linear unabhängig sind. Aus
(2.10) folgt direkt, dass alle drei Gleichungen linear abhängig sind. Da die drei Ebenen
auf jeden Fall den Punkt Al gemeinsam haben, schneiden sie sich in einer Geraden,
die normal auf die Ebene εl steht und den Punkt Al enthält. Die Gleichungen in (5.3)
beschreiben also drei verschiedene Ebenen, die sich in der Höhe hl schneiden. Zwei dieser
Ebenen sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Sie stehen normal auf die Kanten A0A1 bzw.
A0A2 und schneiden sich in der Höhe h3.

Definition 5.2.2 (Orthozentrisches Lot eines Tetraeders). Eine Gerade, die normal
auf eine Seite des Tetraeders steht und durch ihren Höhenschnittpunkt verläuft, wird
orthozentrische Lot des Tetraeders genannt.

Betrachtet man nochmals das Gleichungssystem (5.2) aus Abschnitt 5.1 im
3-dimensionalen Raum

bij · (ak − x) = 0

bjk · (ai − x) = 0

bki · (aj − x) = 0,

(5.4)

so gilt ebenfalls die lineare Abhängigkeit der Gleichungen. Die drei Ebenen stehen eben-
falls normal auf die Ebene εl und enthalten alle den Höhenschnittpunkt Hl des Dreiecks
△ AiAjAk in der Ebene εl. Das System (5.4) beschreibt also ebenfalls drei Gleichungen,
die sich in einer Geraden schneiden, dem orthozentrischen Lot nl. Zwei dieser Ebenen
sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Sie stehen normal auf die Kanten A0A1 bzw. A0A2

und schneiden sich im orthozentrischen Lot n3.
Da die Höhe hl und das orthozentrische Lot nl normal auf dieselbe Ebene stehen sind
diese beiden Geraden parallel.
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Abbildung 5.2: Skizze zu den Höhen eines Tetraeders [11, S. 681].

Satz 5.2.3 ([11, Theorem 1.]). Jedes orthozentrische Lot nl schneidet jede Höhe hi mit
i ̸= l.

Beweis (algebraisch). Betrachtet man das orthozentrische Lot nl und die Höhe hi, so
folgt aus (5.3) und (5.4), dass nl und hi beide in der Ebene

bjk · (ai − x) = 0

liegen, die normal auf die Kante AjAk steht und den Punkt Ai enthält. Da die beiden
Geraden normal auf verschiedene Ebenen stehen, die nicht parallel sein können, müssen
sie sich in einem Punkt schneiden.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Betrachtet man o.B.d.A. das orthozentrische Lot nl auf die Seite
AiAjAk und die Höhe hi, die normal auf die Trägerebene εi = ε(AjAkAl) steht und durch
den Punkt Ai verläuft. Das orthozentrische Lot nl liegt auf den Ebenen, die normal auf
die Kanten AiAj , AjAk und AiAk stehen und den dritten Punkt der Seite beinhalten.
Die Höhen des Tetraeders, stehen normal auf die Trägerebene dreier Eckpunkte und
beinhalten den vierten Eckpunkt des Tetraeders. Die Höhe hi und das orthozentrische
Lot nl liegen also beide auf der Ebene, die normal auf die Kante AjAk steht und den
Punkt Al beinhaltet. Die Existenz des Schnittpunkts folgt analog zum algebraischen
Beweis.
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

In Abbildung 5.3 ist das orthozentrische Lot n3 sowie die drei schneidenden Höhen
h0, h1, h2 und die parallele Höhe h3 dargestellt.

Abbildung 5.3: Skizze zu den Schnittpunkten der Höhen mit dem orthozentrischen Lot
[11, S. 681].

Satz 5.2.4 ([11, Theorem 2.]). Eine Höhe hi schneidet eine Höhe hj genau dann, wenn

bkl · bij = 0 (5.5)

oder geometrisch, wenn die gegenüberliegenden Kanten AkAl und AiAj normal aufein-
ander stehen.
Insbesondere gilt: hi ∩ hj ̸= ∅ ⇐⇒ hk ∩ hl ̸= ∅.

Beweis (algebraisch). Eine Höhe wird durch zwei Gleichungen des Gleichungssystems in
(5.3) eindeutig definiert. Betrachtet man o.B.d.A. die Höhen hi und hj , so können sie
durch die Gleichungssysteme

bjk · (ai − x) = 0 (5.6)

bkl · (ai − x) = 0 (5.7)

und

bkl · (aj − x) = 0 (5.8)

bli · (aj − x) = 0 (5.9)
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beschrieben werden. Sei angenommen, dass Gleichung (5.5) erfüllt ist. Durch Umformung
der Gleichung (5.5) folgt:

bkl · ai = bkl · aj .

Demnach sind die Gleichungen (5.7) und (5.8) äquivalent. Die beiden Höhen liegen somit
beide in einer Ebene und können daher durch nur drei Ebenen beschrieben werden. Diese
drei Gleichungen sind linear unabhängig und besitzen somit eine eindeutige Lösung. Die
beiden Höhen schneiden sich also in einem Punkt.
Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P ein gemeinsamer Punkt von hi und hj mit

Ortsvektor p :=
−−→
OP . Durch die Rechnung

0 = 0 − 0 = bkl · (ai − p) − bkl · (aj − p) = bkl · bij (5.10)

kann man umgekehrt rückschließen, dass (5.5) erfüllt ist.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Damit sich zwei Höhen des Tetraeders schneiden können, muss
es eine Ebene geben, die beide Höhen enthält. Die Höhen liegen auf allen Ebenen, die
normal auf eine Trägerebene steht und den verbleibenden Eckpunkt des Tetraeders bein-
haltet. Betrachtet man o.B.d.A. die Höhe hi, so liegt sie auf allen Ebenen, die normal
auf die Ebene εi = ε(Aj , Ak, Al) steht und den Punkt Ai enthalten. Analog liegt die
Höhe hj auf allen Ebenen, die normal auf die Ebene εj = ε(Ai, Ak, Al) steht und den
Punkt Aj enthalten. Die beiden Ebenen schneiden sich in der Trägergeraden von AkAl,
eine gemeinsame Ebene von hi und hj muss also normal auf die Kante AkAl stehen,
um normal auf beide Ebenen εi und εj zu stehen. Außerdem müsste diese Ebene die
Eckpunkte Ai und Aj enthalten. Beide Bedingungen sind nur möglich, wenn die Kanten
AiAj und AkAl normal aufeinander stehen. Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P
ein gemeinsamer Punkt von hi und hj . Demnach liegt der Punkt P auf einer Ebene,
die normal auf die Trägerebenen εi und εj steht und die Punkte Ai und Aj enthält. Die
Kante AiAj und die gemeinsame Kante der Trägerebenen AkAl müssen demnach normal
aufeinander stehen. Dies folgt analog für die Höhen hk und hl. Wenn sich zwei Höhen
schneiden, schneiden sich demnach auch die beiden anderen Höhen.

Satz 5.2.5 ([11, Theorem 3.]). Wenn eine Höhe zwei andere Höhen schneidet, dann
sind alle Höhen kopunktal.

Beweis (algebraisch). O.B.d.A. sei angenommen, dass die Höhe hi die Höhen hj und hk

schneidet. Aus (5.5) folgt, dass

bkl · bij = bjl · bik = 0. (5.11)

Mit (2.14) folgt aus (5.11):
bil · bjk = 0.
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

Wenn sich zwei Höhen schneiden, schneiden sich ebenso die beiden anderen Höhen,
demnach folgt aus Satz 5.2.4, dass jede Höhe jede andere Höhe schneidet. Betrachtet
man o.B.d.A. die drei Höhen hi, hj und hk. Nimmt man indirekt an, dass sich die drei
Höhen nicht in einem gemeinsamen Punkt schneiden, so schneiden sie sich paarweise
und müssen daher in einer gemeinsamen Ebene liegen. Dies kann jedoch nicht der Fall
sein, da alle Höhen normal auf unterschiedliche Seiten des Tetraeders stehen. Die drei
Höhen müssen sich somit in einem gemeinsamen Punkt schneiden, demnach schneiden
sich je drei Höhen in einem gemeinsamen Punkt. Betrachtet man nun o.B.d.A. die Höhen
hi, hj , hk und die Höhen hi, hj , hl des Tetraeders, so müssen sich diese jeweils in einem
gemeinsamen Punkt schneiden. Da dieser Punkt dem Schnittpunkt der Höhen hi und hj

entspricht schneiden sich alle vier Höhen in diesem Punkt. Wenn eine Höhe zwei andere
Höhen schneidet, müssen sich die vier Höhen des Tetraeders also alle in einem Punkt H
schneiden.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Da zwei Höhen nicht parallel sein können, da sie normal auf un-
terschiedliche Seitenflächen des Tetraeders stehen, schneiden sie sich, wenn es eine Ebene
gibt, die beide Höhen enthält. O.B.d.A. sei angenommen, dass die Höhe hi die Höhen
hj und hk schneidet. Es existiert also eine Ebene εij , die die Höhen hi und hj und eine
Ebene εik, die die Höhen hi und hk enthält. Die Ebenen schneiden sich also in der Höhe
hi. Da die Ebene εij normal auf die Kanten AkAl steht und den Punkt Aj enthält und
die Ebene εik normal auf die Kanten AjAl steht und den Punkt Ak enthält, verläuft
die Höhe hi durch den Höhenschnittpunkt von △ AjAkAl. Die Höhe hi und somit der
Eckpunkt Ai liegt also auch auf der Ebene, die normal auf die Kante AjAk steht und den
Eckpunkt Al enthält. Demnach steht die Kante AiAl normal auf die Kante AjAk und aus
Satz 5.2.4 folgt, dass die Höhe hi auch die Höhe hl schneiden muss. Jede Höhe schneidet
also jede andere Höhe. Die restliche Argumentation erfolgt analog zum algebraischen
Beweis.

Aus Satz 5.2.4 und Satz 5.2.5 folgt:

Korollar 5.2.6. Die Höhen eines Tetraeders schneiden sich genau dann in einem Punkt,
wenn jede Kante orthogonal auf die gegenüberliegende Kante steht oder algebraisch, wenn
(5.11) gilt.

Definition 5.2.7 (Höhenschnittpunkt eines Tetraeders). Der Schnittpunkt der Höhen
eines Tetraeders wird als Höhenschnittpunkt H des Tetraeders bezeichnet, falls ein sol-
cher Schnittpunkt existiert. Ein Tetraeder in dem ein Höhenschnittpunkt existiert wird
orthozentrisches Tetraeder genannt.

In Abbildung 5.5 ist ein orthozentrisches Tetraeder dargestellt, in dem sich alle vier
Höhen im Höhenschnittpunkt H schneiden. In diesem Fall fällt jede Höhe hi mit dem
dazugehörigen orthozentrischen Lot ni zusammen.
Steht nur ein Paar gegenüberliegender Seiten normal aufeinander, so wird das Tetraeder
semi-orthozentrisch genannt. In einem semi-orthozentrischem Tetraeder schneiden sich
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jeweils zwei der Höhen. In Abbildung 5.4 ist ein semi-orthozentrisches Tetraeder darge-
stellt, in dem die Kanten A0A3 und A1A2 normal aufeinander stehen. Die Höhen h0 und
h3 und die Höhen h1 und h2 schneiden sich jeweils in einem Punkt.

Abbildung 5.4: Schnittpunkt zweier Höhen eines semi-orthozentrischen Tetraeders [11,
S. 681].

5.2.1 Der Monge Punkt eines Tetraeders

Im Allgemeinen besitzt ein Tetraeder zwar keinen Höhenschnittpunkt, allerdings exis-
tiert ein von Gaspard Monge (1746-1818) entdeckter und nach ihm benannter Punkt,
der eine gute Analogie zum Höhenschnittpunkt aus dem 2-dimensionalen Raum darstellt.
Der Monge Punkt M wird in der Literatur manchmal auch anders benannt, Fritsch ver-
wendet in [6] beispielsweise den Namen Feuerbachpunkt und gibt diesem Punkt den
Buchstaben H.

In einem allgemeinem Tetraeder gibt es zwei Ebenen, die orthogonal auf die Kante
AiAj stehen und die Eckpunkte Ak und Al enthalten. Diese Ebenen können durch die
Gleichungen

bij · (ak − x) = 0

bij · (al − x) = 0

beschrieben werden. Aus(
4

2

)

︸ ︷︷ ︸
Möglichkeiten für gewählte Kante

·

(
2

1

)

︸ ︷︷ ︸
Möglichkeiten für verbliebenen Punkt

= 12
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

Abbildung 5.5: Höhenschnittpunkt eines orthozentrischen Tetraeders [11, S. 681].

folgt, dass es maximal 12 solcher Ebenen gibt.

Weniger als 12 Ebenen ergeben sich beispielsweise, wenn zwei gegenüberliegende Kanten
normal aufeinander stehen. Denn die Ebene, die normal auf eine Kante steht enthält
dann die beiden Eckpunkte der gegenüberliegenden Kante und umgekehrt. Dadurch fal-
len zweimal 2 dieser 12 Ebenen zusammen. In Abbildung 5.2 sind die zwei parallelen
Ebenenpaare auf die Seite A0A2 und auf die Seite A0A1 eingezeichnet.

Es kann eine Ebene definiert werden, die genau zwischen den beiden Ebenen liegt.

Definition 5.2.8 (Mittelebene eines Tetraeders). Eine Ebene, die normal auf eine Kante
des Tetraeders steht und den Mittelpunkt der gegenüberliegenden Kante enthält, wird
Mittelebene des Tetraeders genannt.

Sind die beiden Ebenen durch die Eckpunkte ident, so stimmt auch die Mittelebene mit
ihnen überein.

Mittels Koordinaten kann die Mittelebene der Strecke AiAj wie folgt ausgedrückt wer-
den:

bij · (ak + al − 2x) = 0, (5.12)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Mittelebene bezeichnet. Ein Tetra-
eder hat sechs solche Mittelebenen. Im Allgemeinen ist die Mittelebene (5.12) nicht die
Mittelsenkrechte der Strecke AiAj , wie im Vergleich mit der Gleichung der Mittelsenk-
rechten in (4.7) ersichtlich ist.

Satz 5.2.9 ([11, Theorem 4.]). Alle sechs Mittelebenen eines Tetraeders schneiden sich
in einem Punkt.
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5.2 Der Höhenschnittpunkt eines Tetraeders

Beweis (algebraisch). Durch das Gleichungssystem

bij · (ak + al − 2x) = 0

bik · (aj + al − 2x) = 0

bil · (aj + ak − 2x) = 0.

(5.13)

sind drei Mittelebenen gegeben, die nicht alle zur selben Dreiecksseite des Tetraeders
gehören. Aus (2.12) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhängig sind. Das System
in (5.13) ist also linear unabhängig und hat somit eine eindeutige Lösung. Die drei
Mittelebenen schneiden sich also in einem Punkt M . Durch Subtrahieren der ersten
Gleichungen von der zweiten Gleichung erhält man:

bik · (aj + al − 2x) − bij · (ak + al − 2x)

= bik · aj − bij · ak + (bik − bij) · (al − 2x)

= (ai − ak) · aj − (ai − aj) · ak + (bik − bij) · (al − 2x)

= aiaj − ajak − aiak + ajak + (ai − ak − ai + aj) · (al − 2x)

= aiaj − aiak + (aj − ak) · (al − 2x)

= bjk · (ai + al − 2x)
!

= 0.

(5.14)

Aus (5.14) folgt, dass der Punkt M auch auf der Mittelebene liegt, die normal auf die
Kante AjAk steht und den Seitenmittelpunkt Mil der gegenüberliegenden Seite enthält.
Subtrahiert man von der ersten Gleichung in (5.13) die dritte Gleichung und von der
zweiten Gleichung die dritte Gleichung, so folgt dies analog für die beiden verbleibenden
Mittelebenen. Der Punkt M liegt also auf allen 6 Mittelebenen des Tetraeders.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Betrachtet man das durch die Seitenmittelpunkte Mil, Mjl und
Mkl aufgespannte Dreieck, so sind die Seiten des Dreiecks △ MilMjlMkl nach dem Strah-
lensatz parallel zu den Seiten des Dreiecks △ AiAjAk. Die Mittelebene auf die Kante
AiAj steht also ebenso normal auf die Kante MilMjl und verläuft durch den gegen-
überliegenden Eckpunkt Mkl. Dies folgt analog für die Mittelebenen auf die Kanten
AiAk und AjAk. Der Höhenschnittpunkt des Dreiecks △ MilMjlMkl liegt somit auf al-
len drei Mittelebenen auf die Trägerebene εl = ε(Ai, Aj , Ak). Somit folgt, dass sich die
drei Mittelebenen auf eine Trägerebene in einer Geraden schneiden, die normal auf die
Trägerebene steht. Da die Schnittgeraden der Mittelebenen zweier benachbarter Tetra-
ederseiten eine gemeinsame Kante haben, liegen die Geraden beide in der Mittelebene
auf diese Kante. Da die Geraden auf verschiedene Tetraederseiten normal stehen können
sie weder ident noch parallel sein und müssen sich demnach in einem Punkt schneiden.
Jede Gerade muss also die drei anderen Geraden schneiden. Da dieses Geraden nicht in
einer gemeinsamen Ebene liegen können schneiden sie sich alle in einem Punkt M . Der
Punkt M liegt also auf allen 6 Mittelebenen des Tetraeders.

Definition 5.2.10 (Monge Punkt eines Tetraeders). Der Schnittpunkt aller sechs Mit-
telebenen eines Tetraeders wird als Monge Punkt M des Tetraeders bezeichnet.
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

Der Monge Punkt M ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten für alle
i, j = 0, 1, 2, 3 mit i ̸= j die Gleichung

bij · (ak + al − 2m) = 0 (5.15)

erfüllt.
Der Punkt M liegt auf der Schnittgeraden der Mittelebenen auf die Trägerebene εi. Die
Schnittgerade ist parallel zu den Geraden ni und hi und liegt mit minimalem Normal-
abstand genau zwischen den Geraden.

In Abbildung 5.6 ist ein Tetraeder und dessen Monge Punkt dargestellt. Die Schnittge-
rade auf die Trägerebene ε3 ist in Abbildung 5.6 strichliert dargestellt.

Abbildung 5.6: Skizze zum Monge Punkt eines Tetraeders [11, S. 681].

Satz 5.2.11. In einem orthozentrischem Tetraeder fallen die Höhen mit den orthozentri-
schen Loten zusammen. Demnach stimmt der Höhenschnittpunkt mit dem Monge Punkt
überein.
Außerdem fallen die Höhenfußpunkte mit dem Höhenschnittpunkt der jeweiligen Seiten-
fläche zusammen.

Beweis (algebraisch). In einem orthozentrischem Tetraeder stehen die gegenüberliegen-
den Kanten normal aufeinander. Aus Gleichung (5.5) folgt bij · (ak − al) = 0 und daher

bij · ak = bij · al. (5.16)

Betrachtet man die Gleichung
bij · (al − x) = 0
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aus (5.3), also der Ebene, die normal auf die Kante AiAj steht und den Eckpunkt Al

enthält, so folgt aus (5.16)
bij · (ak − x) = 0.

Diese Gleichung entspricht genau der Gleichung der Ebene, die normal auf die Kante
AiAj steht und den Eckpunkt Ak enthält. Die Mittelebene auf die Kante AiAj ist die
Ebene, die genau zwischen diesen zwei Ebenen liegt. Da die beiden Ebenen ident sind
fällt auch die Mittelebene mit ihnen zusammen. Durch Addition der beiden Ebenenglei-
chungen folgt algebraisch die Ebenengleichung (5.15) der Mittelebene:

bij · (al − x) + bij · (ak − x) = bij · (ak + al − 2m) = 0

In einem orthozentrischem Tetraeder fallen die Höhen also mit den orthozentrischen Lo-
ten zusammen. Demnach fallen auch die Höhenfußpunkte mit den Höhenschnittpunkten
der jeweiligen Seitenflächen und der Höhenschnittpunkt mit dem Monge Punkt zusam-
men.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). In einem orthozentrischem Tetraeder stehen die gegenüberliegen-
den Kanten normal aufeinander. Die Höhe hl auf die Trägerebene εl = ε(Ai, Aj , Ak)
steht normal auf die Trägerebene und verläuft durch den Punkt Al. Die Höhe liegt somit
auf den drei Ebenen, die normal auf die Kanten AiAj , AiAk und AjAk stehen und den
Eckpunkt Al enthalten. Sei o.B.d.A. ε die Ebene, die normal auf die Kante AiAj steht
und die Höhe hl sowie den Eckpunkt Al enthält. Da die Kante AkAl normal auf die Kan-
te AiAj steht, liegt der Eckpunkt Ak ebenfalls in der Ebene ε. Dementsprechend liegt
auch der Mittelpunkt Mkl der Seite AkAl in dieser Ebene. Die Ebene ε fällt also mit der
Mittelebene auf die Kante AiAj zusammen. Dies folgt analog für die Ebenen, die normal
auf die Kanten AiAk und AjAk stehen und den Eckpunkt Al enthalten. Die Höhe hl fällt
also mit den Schnittgeraden der Mittelebenen auf die Seite △ AiAjAk des Tetraeders zu-
sammen. Da die Schnittgerade der Mittelebenen durch den Höhenschnittpunkt der Seite
△ AiAjAk verläuft und somit dem orthozentrischen Lot auf die Seite entspricht, fällt der
Höhenfußpunkt der Höhe hl mit dem Höhenschnittpunkt zusammen. Dies folgt analog
für alle anderen Seiten des Tetraeders. Die Höhen fallen also mit den orthozentrischen
Loten und den Schnittgeraden von 3 Mittelebenen des Tetraeders zusammen. Demnach
fällt der Höhenschnittpunkt mit dem Monge Punkt zusammen.

Da der Höhenschnittpunkt in einem orthozentrischem Tetraeder mit dem Monge Punkt
übereinstimmt, wird der Monge Punkt als Analogie des Höhenschnittpunkts in einem
allgemeinem Tetraeder angesehen.
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

5.3 Der Höhenschnittpunkt eines n-Simplex

In diesem Abschnitt wird mithilfe von [11, S. 685] der in 5.2 definierten Monge Punkt,
als Analogon zum Höhenschnittpunkt, im n-dimensionalen Raum beschrieben und die
notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Existenz eines Höhenschnittpunkts
im n-dimensionalen Raum analog zum 3-dimensionalen Raum aufgezeigt.

Die Definition der Höhe kann analog zum 3-dimensionalen Fall für den n-dimensionalen
Raum formuliert werden.

Definition 5.3.1 (Höhe eines n-Simplex). Eine Gerade, die normal auf die Trägerebene
einer (n−1)-dimensionalen Seite des n-Simplex steht und durch den gegenüberliegenden
Eckpunkt verläuft, wird Höhe des n-Simplex genannt.

Seien A0, A1, . . . , An die Eckpunkte eines n-Simplex S und hin
die Höhe von S, die durch

den Eckpunkt Ain
verläuft. Die Höhe hin

steht also normal auf die Trägerebene εin
=

ε(Ai0 , Ai1 , . . . , Ai(n−1)
) und verläuft durch den Punkt Ain

. Durch das Gleichungssystem

bi0i1 · (ain
− x) = 0

bi1i2 · (ain
− x) = 0

...

bi(n−1)i0 · (ain
− x) = 0.

(5.17)

sind n Ebenen gegeben, die normal auf die Trägerebene εin
stehen und den Punkt Ain

enthalten. Aus (2.18) folgt, dass (n − 1) dieser Gleichungen linear unabhängig sind. Aus
(2.16) folgt direkt, dass alle n Gleichungen linear abhängig sind. Da die n Ebenen auf
jeden Fall den Punkt Ain

gemeinsam haben, schneiden sie sich in einer Geraden, die
normal auf die Ebene εin

steht und den Punkt Ain
enthält. Die Gleichungen in (5.17)

beschreiben also n verschiedene Ebenen, die sich in der Höhe hin
schneiden.

Satz 5.3.2 ([11, Theorem 2.]). Eine Höhe hi0 schneidet eine Höhe hi1 genau dann, wenn

bi0i1 · bi2i3 = 0 ∀{i2, i3} ¢ {0, 1, . . . , n}, mit i0, i1, i2, i3 paarweise verschieden, (5.18)

oder geometrisch, wenn die Kante Ai0Ai1 normal auf die Seitenfläche Ai2Ai3 . . . Ain

steht.

Beweis. Eine Höhe wird durch (n − 1) Gleichungen des Gleichungssystems in (5.17)
eindeutig definiert. Betrachtet man o.B.d.A. die Höhen h0 und hn, so können sie durch
die Gleichungssysteme

b12 · (a0 − x) = 0

b23 · (a0 − x) = 0

...

b(n−1)n · (a0 − x) = 0

(5.19)
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und

b12 · (an − x) = 0

b23 · (an − x) = 0

...

b(n−1)0 · (an − x) = 0

(5.20)

beschrieben werden. Durch Umformen der Gleichung in (5.18) folgt:

bi1i2 · a0 = bi1i2 · an ∀{i1, i2} ¢ {1, . . . , n − 1}, i1 ̸= i2.

Bis auf die letzte Gleichung ist jede der Gleichungen in (5.19) zur entsprechenden Glei-
chung in (5.20) äquivalent. Betrachtet man nun die (n − 1) Gleichungen aus (5.19) und
die letzte Gleichung aus (5.20), so sind diese n Gleichungen nach (2.18) linear unabhän-
gig und besitzen somit eine eindeutige Lösung. Die beiden Höhen schneiden sich also in
einem Punkt.
Um die Umkehrung zu zeigen sei nun P ein gemeinsamer Punkt von h0 und hn mit
Ortsvektor p :=

−−→
OP . Durch die Rechnung

0 = 0 − 0 = bi1i2 · (a0 − p) − bi1i2 · (an − p) = bi1i2 · b0n

kann man umgekehrt rückschließen, dass (5.18) erfüllt ist.

Satz 5.3.3 ([11, Theorem 3.]). Wenn eine Höhe (n − 1) andere Höhen schneidet, dann
sind alle Höhen kopunktal.

Beweis. O.B.d.A. sei angenommen, dass die Höhe h0 die Höhen h1, h2, . . . h(n−1) schnei-
det. Aus (5.18) folgt, dass

b01 · bi0i1 = 0 ∀{i0, i1} ¢ {2, . . . , n}, i0 ̸= i1,

b02 · bi0i1 = 0 ∀{i0, i1} ¢ {1, 3, . . . , n}, i0 ̸= i1,

...

b0(n−1) · bi0i1 = 0 ∀{i0, i1} ¢ {1, . . . , n − 2, n}, i0 ̸= i1.

(5.21)

Durch Subtrahieren zweier Gleichungen der Form

b0i0 · bi1n − b0i1 · bi0n = b0n · bi1i0 = 0 ∀{i0, i1} ¢ {1, . . . , n − 1}, i0 ̸= i1.

erhält man analog zu (2.14):

b0n · bi0i1 = 0 ∀{i0, i1} ¢ {1, . . . , n − 1}, i0 ̸= i1.

Die Höhe h0 schneidet also ebenfalls die Höhe hn.
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Durch Subtrahieren zweier Gleichungen der Form

b0i0 · bi2i3 − b0i1 · bi2i3 = bi1i0 · bi2i3 = 0 ∀{i2, i3} ¢ {1, . . . , n},

wobei i0, i1, i2, i3 paarweise verschieden sind, erhält man:

bi0i1 · bi2i3 = 0 ∀{i0, i1, i2, i3} ¢ {0, 1, . . . , n}, mit i0, i1, i2, i3 paarweise verschieden.

Nach Satz 5.3.2 folgt, dass jede Höhe jede andere Höhe schneidet.

Betrachtet man o.B.d.A. die drei Höhen hi0 , hi1 und hi2 . Nimmt man indirekt an, dass
sich die drei Höhen nicht in einem gemeinsamen Punkt schneiden, so schneiden sie sich
paarweise und müssen daher in einer gemeinsamen Ebene liegen. Dies kann jedoch nicht
der Fall sein, da alle Höhen normal auf unterschiedliche Seiten des n-Simplex stehen.
Die drei Höhen müssen sich somit in einem gemeinsamen Punkt schneiden, demnach
schneiden sich je drei Höhen in einem gemeinsamen Punkt. Betrachtet man nun o.B.d.A.
die Höhen hi0 , hi1 , hi2 und die Höhen hi0 , hi1 , hi3 des n-Simplex, so müssen sich diese
jeweils in einem gemeinsamen Punkt schneiden. Da dieser Punkt dem Schnittpunkt der
Höhen hi und hj entspricht schneiden sich alle vier Höhen in diesem Punkt. Dies folgt
analog für alle anderen Höhen. Wenn eine Höhe (n − 1) andere Höhen schneidet, müssen
sich die (n + 1) Höhen des n-Simplex also alle in einem Punkt H schneiden.

Aus Satz 5.3.2 und Satz 5.3.3 folgt:

Korollar 5.3.4. Die Höhen eines n-Simplex schneiden sich genau dann in einem Punkt,
wenn jede Kante orthogonal auf die gegenüberliegende (n − 2)-dimensionale Seite steht
oder algebraisch, wenn (5.21) gilt.

Definition 5.3.5 (Höhenschnittpunkt eines n-Simplex). Der Schnittpunkt der Höhen
eines n-Simplex wird als Höhenschnittpunkt H des n-Simplex bezeichnet, falls ein sol-
cher Schnittpunkt existiert. Ein n-Simplex in dem ein Höhenschnittpunkt existiert wird
orthozentrisches n-Simplex genannt.

5.3.1 Der Monge Punkt eines n-Simplex

Ein n-Simplex S im n-dimensionalen euklidischen Raum hat (n + 1) Eckpunkte.
Um den Monge Punkt als Schnittpunkt aller Mittelebenen eines Tetraeders auf den
n-dimensionalen Raum zu verallgemeinern müssen zunächst die Mittelebenen im n-
dimensionalen definiert werden. Im 3-dimensionalen liegt jeder Kante eine Kante ge-
genüber, durch deren Mittelpunkt die Mittelebene verläuft. Im n-dimensionalen liegt
jeder Kante eine (n − 2)-dimensionale Seite gegenüber. Es muss also ein Analogon zum
Seitenmittelpunkt einer Kante im (n − 2)-dimensionalen Raum gefunden werden.

Für diese Analogie wären folgende Punkte naheliegend:

• Der Schwerpunkt der (n − 2)-dimensionalen Seite, weil der Mittelpunkt einer Stre-
cke im physikalischen Sinn ihrem Schwerpunkt entspricht.
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• Der Umsphäremittelpunkt, denn dieser ist äquidistant zu allen Eckpunkten, ge-
nauso wie der Streckenmittelpunkt zu den Eckpunkten der Strecke.

Da der Höhenschnittpunkt nicht für alle (n−2)-dimensionalen Seiten existiert, ist dieser
Punkt als Analogon unpassend.
Da n-Simplexe existieren, bei denen die Ebenen, die normal auf eine Kante stehen und
durch die Umkreismittelpunkte der gegenüberliegenden Seitenflächen verlaufen, keinen
gemeinsamen Schnittpunkt aufweisen, wie das folgende Beispiel zeigt, bieten sich die
Schwerpunkte an.

Beispiel 5.1. Seien A0, A1, A2, A3, A4 die Eckpunkte eines 4-Simplex mit

A0 =




0
0
0
0


 , A1 =




1
0
0
0


 , A2 =




0
1
0
0


 , A3 =




0
0
1
0


 , A4 =




0
0
1
1


 .

Für den Ortsvektor des Umsphäremittelpunkts Uij der Seitenfläche, die der Kante AiAj

gegenüberliegt gilt:

u01 =




0
1/2
1/2
1/2


 , u02 =




1/2
0

1/2
1/2


 , u03 =




3/10
3/10
2/5
2/5


 , u04 =




1/3
1/3
1/3
0


 ,

u13 =




0
1/2
1/2
1/2


 ,

Durch das Gleichungssystem

b01 · (u01 − x) = 0

b02 · (u02 − x) = 0

b03 · (u03 − x) = 0

b04 · (u04 − x) = 0

(5.22)

sind 4 Ebenen gegeben, die nicht alle zur selben 3-dimensionalen Seite des 4-Simplex
gehören. Aus (2.17) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhängig sind. Das System in
(5.22) ist also linear unabhängig und hat somit eine eindeutige Lösung. Die 4 Ebenen
schneiden sich also in einem Punkt P :

P =




0
0

2/5
−1/15


 .
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

Nun gilt es herauszufinden, ob P auch auf den anderen Ebenen liegt, die normal auf
eine Kante des 4-Simplex stehen und den Umsphäremittelpunkt der gegenüberliegenden
Seite enthalten. Durch Einsetzen der Koordinaten von P in die Gleichung der Ebene,
die normal auf eine Kante A1A3 steht und durch den Punkt U13 verläuft folgt:

b13 · (u13 − x)

= b13 · (u13 − p)

=




1
0

−1
0


 ·







0
1/2
1/2
1/2


−




0
0

2/5
−1/15







=




1
0

−1
0


 ·




0
1/2
1/10
17/30


 = −

1

10

!
̸= 0.

(5.23)

Aus (5.23) folgt, dass der Punkt P nicht auf dieser Ebene liegt.

Der Umsphäremittelpunkt eignet sich daher nicht als Analogon der Seitenmittelpunkte
für die Verallgemeinerung der Mittelebenen auf den n-dimensionalen Raum.

Die Mittelebenen können im n-dimensionalen wie folgt definiert werden:

Definition 5.3.6 (Mittelebene eines n-Simplex). Eine Ebene, die normal auf eine Kante
des n-Simplex steht und den Schwerpunkt der (n−2)-dimensionalen gegenüberliegenden
Seite enthält, wird Mittelebene des n-Simplex genannt.

Wie im 2- und 3-dimensionalen Fall kann die Mittelebene der Strecke AiAj mittels
Koordinaten wie folgt ausgedrückt werden:

bij · (a0 + a1 + · · · + ai−1 + ai+1 + · · · + aj−1 + aj+1 + · · · + an − (n − 1)x) = 0. (5.24)

wobei x den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Mittelebene bezeichnet. Ein n-
Simplex hat

(n+1
2

)
solcher Mittelebenen.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 5.3.7. Alle
(n+1

2

)
Mittelebenen eines n-Simplex schneiden sich in einem Punkt.

Beweis. Für die Schwerpunkte Sij der Seitenfläche, die der Kante AiAj gegenüberliegt
gilt:

s01 =
1

n − 1
(a2 + a3 + · · · + an) , s12 =

1

n − 1
(a0 + a3 + · · · + an) , . . .

s02 =
1

n − 1
(a1 + a3 + · · · + an) , s13 =

1

n − 1
(a0 + a2 + a4 + · · · + an) , . . .

...
...
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5.3 Der Höhenschnittpunkt eines n-Simplex

Durch das Gleichungssystem

b01 · (a2 + a3 + · · · + an − (n − 1)x) = 0

b02 · (a1 + a3 + · · · + an − (n − 1)x) = 0

...

b0n · (a1 + · · · + a(n−1) − (n − 1)x) = 0

(5.25)

sind n Ebenen gegeben, die nicht alle zur selben (n − 1)-dimensionalen Seite des n-
Simplex gehören. Aus (2.17) folgt, dass diese Gleichungen linear unabhängig sind. Das
System in (5.25) ist also linear unabhängig und hat somit eine eindeutige Lösung. Die
n Mittelebenen schneiden sich also in einem Punkt M . Durch Subtrahieren der ersten
Gleichungen von der zweiten Gleichung erhält man:

b02 · (a1 + a3 + · · · + an − (n − 1)x) − b01 · (a2 + a3 + · · · + an − (n − 1)x)

= b02 · a1 − b01 · a2 + (b02 − b01) · (a3 + · · · + an − (n − 1)x)

= b02 · a1 − b01 · a2 + b12 · (a3 + · · · + an − (n − 1)x)

= b12 · (a0 + a3 + · · · + an − (n − 1)x)
!

= 0.

(5.26)

Aus (5.26) folgt, dass der Punkt M auch auf der Ebene liegt, die normal auf die Kante
A1A2 steht und den Schwerpunkt

s12 =
a0 + a3 + · · · + an

n − 1

der (n − 2)-dimensionalen Seite A0A3A4 . . . An enthält. Durch analoge Subtraktion der
Gleichung in (5.25) folgt dies analog für die verbleibenden Mittelebenen. Der Punkt M
liegt also auf allen

(n+1
2

)
Mittelebenen des n-Simplex, die normal auf die Kanten stehen

und die Schwerpunkte der gegenüberliegenden (n − 2)-dimensionalen Seite enthalten.

Da dies allgemein für alle Simplexe gilt, verwendet man den Schwerpunkt als Verallge-
meinerung des Seitenmittelpunkts auf den höherdimensionalen Raum.

Im 3-dimensionalen Fall stimmt der Satz 5.3.7 mit dem Satz 5.2.9 überein, da die
Mittelpunkte der gegenüberliegenden Kanten ihren Schwerpunkten entsprechen. Im 2-
dimensionalen Fall liegt der dritte Eckpunkt den Kanten gegenüber. Der Schwerpunkt
dieses Eckpunkts fällt klarerweise mit dem Eckpunkt zusammen. Die Mittelebenen des
n-Simplex fallen im 2-dimensionalen mit den Höhen des Dreiecks zusammen. Dement-
sprechend fällt auch der Monge Punkt mit dem Höhenschnittpunkt zusammen.

Definition 5.3.8 (Monge Punkt eines n-Simplex). Der Schnittpunkt aller
(n+1

2

)

Mittelebenen eines n-Simplex wird als Monge Punkt M des n-Simplex bezeichnet.
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5 Der Höhenschnittpunkt und der Monge Punkt

Der Monge Punkt M ist also der einzige Punkt, dessen Koordinaten für alle
i, j = 0, 1, . . . , n mit i ̸= j die Gleichung

bij · (a0 + a1 + · · · + ai−1 + ai+1 + · · · + aj−1 + aj+1 + · · · + an − (n − 1)m) = 0 (5.27)

erfüllt.

Satz 5.3.9. In einem orthozentrischen n-Simplex fallen die Höhen mit den Schnittge-
raden der Mittelebenen zusammen. Demnach stimmt der Höhenschnittpunkt mit dem
Monge Punkt überein.
Außerdem fallen die Höhenfußpunkte mit dem Höhenschnittpunkt der jeweiligen Seiten-
fläche zusammen.

Beweis. In einem orthozentrischem n-Simplex stehen die Kanten normal auf die gegen-
überliegenden (n−2)-dimensionalen Seiten. Aus Gleichung (5.18) folgt bi0i1 ·(ai2−ai3) = 0
und daher

bi0i1 · ai2 = bi0i1 · ai3∀{i0, i1, i2, i3} ¢ {0, 1, . . . , n}, mit i0, i1, i2, i3 paarweise verschieden.
(5.28)

ist demnach für alle Kanten Ai0Ai1 erfüllt. Betrachtet man die Gleichung

bi0i1 · (ai2 − x) = 0

aus (5.17), also der Ebene, die normal auf die Kante Ai0Ai1 steht und den Eckpunkt Ai2

enthält, so folgt aus (5.28)
bi0i1 · (ai3 − x) = 0. (5.29)

Durch Addition von (n − 1) Ebenengleichungen der Form (5.29) auf die Kante Ai0Ai1

folgt algebraisch die Ebenengleichung (5.27) der Mittelebene:

bi0i1 · (ai2 + ai3 + · · · + ain
− (n − 1)x) = 0.

In einem orthozentrischem n-Simplex fallen die Höhen also mit den Schnittgeraden der
Mittelebenen zusammen. Demnach fallen auch die Höhenfußpunkte mit den Höhen-
schnittpunkten der jeweiligen Seitenflächen und der Höhenschnittpunkt mit dem Monge
Punkt zusammen.

Da der Höhenschnittpunkt in einem orthozentrischem n-Simplex mit dem Monge Punkt
übereinstimmt, wird der Monge Punkt als Analogie des Höhenschnittpunkts in einem
allgemeinem n-Simplex angesehen.

Bemerkung 1. In einem orthozentrischem Simplex schneiden sich die Mittelebenen
durch jeden Punkt der gegenüberliegenden Seite im Monge Punkt.
Da jede Kante eines orthozentrischen Simplex normal auf die gegenüberliegende Seite
steht ist die Ebenengleichung unabhängig von der Wahl des Punktes in der gegenüber-
liegenden Seite. Genau genommen ergibt sich die Ebene durch jeden Punkt auf der Trä-
gerebene der gegenüberliegenden Seite. Der Schnittpunkt der Ebenen entspricht dann
sowohl dem Monge Punkt als auch dem Höhenschnittpunkt.
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6 Die Euler’sche Gerade

In diesem Kapitel wird die Euler’sche Gerade eines Dreiecks auf den höherdimensio-
nalen Raum verallgemeinert. Da der Höhenschnittpunkt im Höherdimensionalen nur
für orthozentrische Simplexe existiert, wird der in Kapitel 5 definierte Monge Punkt
für die Verallgemeinerung der Euler’schen Gerade verwendet. Der Monge Punkt liegt
nämlich, genau wie der Höhenschnittpunkt im 2-dimensionalen, auf der Geraden durch
den Schwerpunkt und den Umsphäremittelpunkt eines Simplex. Das Teilungsverhältnis
der Geraden durch den Monge Punkt, den Schwerpunkt und den Umsphäremittelpunkt
ändert sich jedoch mit der Dimension des Simplex.
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6 Die Euler’sche Gerade

6.1 Die Euler’sche Gerade

In diesem Abschnitt wird die Euler’sche Gerade beschrieben. Der Inhalt des Satzes zur
Existenz sowie der Aufbau des geometrischen Beweises wurden aus [1, S. 24f] übernom-
men.

Satz 6.1.1 (Existenz der Euler’schen Gerade [1, S. 24f]). In jedem nicht gleichseitigen
Dreieck liegen der Höhenschnittpunkt H, der Schwerpunkt S und der Umkreismittelpunkt
U auf einer Geraden. Der Schwerpunkt teilt dabei die Strecke HU im Verhältnis 2 : 1.
Im gleichseitigen Dreieck fallen die Punkte H, S und U zusammen.

Abbildung 6.1: Skizze zum Beweis der Existenz der Euler’schen Gerade.

Beweis (algebraisch). Aus den Gleichungen (4.5) und (5.1) ist bekannt, dass die Koordi-
naten des Umkreismittelpunkts U und die Koordinaten des Höhenschnittpunkts H für
alle i, j = 0, 1, 2 mit i ̸= j die folgenden Gleichungen erfüllen:

bij · (ai + aj − 2u) = 0

bij · (ak − h) = 0.

Durch Addieren der beiden Gleichungen erhält man:

bij · (ai + aj − 2u) + bij · (ak − h) = bij · (ai + aj + ak − h − 2u) = 0

und daher

bij ·

(
ai + aj + ak − h − 2u

3

)
= bij ·

(
s −

h + 2u

3

)
= 0. (6.1)
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6.1 Die Euler’sche Gerade

Da die Gleichung (6.1) unabhängig von der Wahl von i und j gelten muss, folgt für den
Schwerpunkt S:

s =
h + 2u

3
. (6.2)

Der Schwerpunkt S teilt die Strecke HU also im Verhältnis 2 : 1.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Nach Konstruktion können folgende Eigenschaften vorausgesetzt
werden:

• A0H ∥ M12U , weil A0H, M12U § A1A2

• A1H ∥ M02U , weil A1H, M02U § A0A2

• A0A1 ∥ M12M02 mit |A0A1| : |M12M02| = 2 : 1, nach dem Strahlensatz.

Die Dreiecke △A0A1H und △M12M02U sind also ähnliche Dreiecke mit einem Stre-
ckungsfaktor 2. Daher gilt:

|A0H| : |M12U | = 2 : 1. (6.3)

Da das Dreieck △A0H0M12 bei H0 einen rechten Winkel hat, muss der Winkel
"A0M12H0 < 90◦ sein. Nach Konstruktion gilt: "H0M12U = 90◦. Der Umkreismittel-
punkt U und der der Höhenschnittpunkt H liegen daher auf verschiedenen Seiten von
A0M12.
Es sei S′ der Schnittpunkt der Strecke HU mit A0M12, dann gilt durch den Scheitelwin-
kelsatz:

"A0S′H = "M12S′U

"HA0S′ = "UM12S′, weil A0H ∥ M12U.

Somit ergibt sich die Ähnlichkeit der Dreiecke △A0HS′ und △M12US′ und mit (6.3)
folgt:

|A0S′| : |M12S′| = 2 : 1 (6.4)

|S′H| : |S′U | = 2 : 1. (6.5)

Die Seitenhalbierende A0M12 wird also durch S′ im Verhältnis 2 : 1 geteilt. Diese Ei-
genschaft erfüllt jedoch auch der Schwerpunkt S, wodurch die Punkte S′ und S zusam-
menfallen. Der Schwerpunkt S liegt also auf der durch H und U laufenden Strecke. Die
Behauptung über das Teilungsverhältnis folgt direkt aus (6.5).

Bemerkung 2. In einem gleichseitigem Dreieck fallen die Punkte H, S und U zusam-
men, da die Eckpunkte auf den Streckensymmetralen der gegenüberliegenden Seiten
liegen. In diesem Fall existiert also keine Euler’sche Gerade.

Definition 6.1.2 (Euler’sche Gerade eines Dreiecks). Die Verbindungsgerade des Hö-
henschnittpunkts H, des Schwerpunkts S und des Umkreismittelpunkts U eines nicht
gleichseitigen Dreiecks wird als Euler’sche Gerade eines Dreiecks bezeichnet.
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6 Die Euler’sche Gerade

6.2 Die Euler’sche Gerade eines Tetraeders

In diesem Abschnitt wird die Euler’sche Gerade aus 6.1 auf ein Tetraeder verallgemeinert.
Der Inhalt des Satzes zur Existenz, sowie der Aufbau des Beweises wurden aus [11, S.
685] übernommen.

Satz 6.2.1 (Existenz der Euler’schen Gerade eines Tetraeders [11, S. 685]). In jedem
nicht gleichseitigen Tetraeder liegen der Monge Punkt M , der Schwerpunkt S und der
Umkugelmittelpunkt U auf einer Geraden. Der Schwerpunkt teilt dabei die Strecke MU
im Verhältnis 1 : 1. Im orthogonalen Tetraeder fallen die Punkte M, S und U zusammen.

Beweis. Aus den Abschnitten 4.2 und 5.2 ist bekannt, dass die Koordinaten des Umku-
gelmittelpunkts U und die Koordinaten des Monge Punkts M für alle i, j = 0, 1, 2, 3 mit
i ̸= j die folgenden Gleichungen erfüllen:

bij · (ai + aj − 2u) = 0

bij · (ak + al − 2m) = 0.

Durch Addieren der beiden Gleichungen erhält man:

bij · (ai + aj − 2u) + bij · (ak + al − 2m) = bij · (ai + aj + ak + al − 2u − 2m) = 0

und daher

bij ·

(
ai + aj + ak + al − 2m − 2u

4

)
= bij ·

(
s −

m + u

2

)
= 0. (6.6)

Aus Gleichung (6.6) folgt für den Schwerpunkt S:

s =
m + u

2
. (6.7)

Die Punkte M , U und S liegen also auf einer Geraden, wobei der Punkt S die Strecke
MU im Verhältnis 1 : 1 teilt.

Bemerkung 3. In einem gleichseitigem Tetraeder fallen die Punkte M = H, S und
U zusammen, da die Eckpunkte und somit auch die Kantenmittelpunkte auf den 1-
Mittelsenkrechten der gegenüberliegenden Kanten liegen. In diesem Fall existiert also
keine Euler’sche Gerade.

Definition 6.2.2 (Euler’sche Gerade eines Tetraeders). Die Verbindungsgerade des
Monge Punkts M , des Schwerpunkts S und des Umkugelmittelpunkts U eines nicht
gleichseitigen Tetraeders wird als Euler’sche Gerade eines Tetraeders bezeichnet.
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6.2 Die Euler’sche Gerade eines Tetraeders

Abbildung 6.2: Skizze zum Beweis der Existenz der Euler’schen Gerade.
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6 Die Euler’sche Gerade

6.3 Die Euler’sche Gerade eines n-Simplex

In diesem Abschnitt wird die Euler’sche Gerade aus 6.1 auf ein Simplex verallgemeinert.
Der Inhalt des Satzes zur Existenz, wurde aus [11, S. 685] übernommen, der Aufbau des
Beweises wurde aus dem 3-dimensionalen Fall für den n-dimensionalen Fall angepasst.

Satz 6.3.1 (Existenz der Euler’schen Gerade eines n-Simplex [11, S. 685]). In jedem
nicht gleichseitigen n-Simplex liegen der Monge Punkt M , der Schwerpunkt S und der
Umkugelmittelpunkt U auf einer Geraden. Der Schwerpunkt teilt dabei die Strecke MU
im Verhältnis 2 : (n − 1). Im orthozentrischem n-Simplex fallen die Punkte M, S und U
zusammen.

Beweis. Aus den Abschnitten 4.3 und 5.3 ist bekannt, dass die Koordinaten des Umku-
gelmittelpunkts U und die Koordinaten des Monge Punkts M für alle i, j = 0, 1, 2, . . . , n
mit i ̸= j die folgenden Gleichungen erfüllen:

bij · (ai + aj − 2u) = 0

bij · (a0 + a1 + · · · + ai−1 + ai+1 + · · · + aj−1 + aj+1 + · · · + an − (n − 1)m) = 0.

Durch Addieren der beiden Gleichungen erhält man:

bij · (ai + aj − 2u) + bij · (a0 + a1 + · · · + ai−1 + ai+1 + · · · + aj−1 + aj+1 + . . .

+ an − (n − 1)m) = bij · (a0 + · · · + an − (n − 1)m − 2u) = 0

und daher

bij ·

(
a0 + · · · + an − (n − 1)m − 2u

n + 1

)
= bij ·

(
s −

(n − 1)m + 2u

n + 1

)
= 0. (6.8)

Aus Gleichung (6.8) folgt für den Schwerpunkt S:

s =
(n − 1)m + 2u

n + 1
. (6.9)

Die Punkte M , U und S liegen also auf einer Geraden, wobei der Punkt S die Strecke
MU im Verhältnis 2 : (n − 1) teilt.

Das erklärt, warum im 2-dimensionalen, wo der Höhenschnittpunkt dem Monge ent-
spricht, das Verhältnis der Euler’schen Gerade 2 : 1 ist, im 3-dimensionalen jedoch 2 : 2
bzw. 1 : 1.

Bemerkung 4. In einem gleichseitigem Simplex fallen die Punkte M = H, S und U zu-
sammen, da die Schwerpunkte der (n−2)-dimensionalen Seiten auf den 1-Mittelsenkrechten
der gegenüberliegenden Kanten liegen. In diesem Fall existiert also keine Euler’sche Ge-
rade.

Definition 6.3.2 (Euler’sche Gerade eines n-Simplex). Die Verbindungsgerade des
Monge Punkts M , des Schwerpunkts S und des Umkugelmittelpunkts U eines nicht
gleichseitigen Simplex wird als Euler’sche Gerade eines n-Simplex bezeichnet.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

In diesem Kapitel wird der Feuerbach’sche Kreis eines Dreiecks auf den höherdimen-
sionalen Raum verallgemeinert. Dabei werden die Seitenmittelpunkte des Dreiecks, wie
in Kapitel 5, durch die Schwerpunkte verallgemeinert. Interessant ist hier, dass die Hö-
henfußpunkte im Höherdimensionalen im Allgemeinen nicht auf der Feuerbach’schen
Sphäre liegen. Ebenso interessant ist, dass die Verallgemeinerung der Eigenschaft, dass
jede Verbindungsstrecke des Höhenschnittpunkt mit den Eckpunkten des Dreiecks durch
den Feuerbach’schen Kreis im selben Verhältnis geteilt wird, wieder zum, in Kapitel 5
definierten, Monge Punkt führt.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

In diesem Abschnitt wird die Existenz des Feuerbach’schen Kreises und dessen Mit-
telpunkt gezeigt. Für den geometrischen Beweis wurde sich an [2, S. 6-8] und [9, 57f]
orientiert. Der Aufbau der mathematischen Sätze sowie die algebraische Herleitung wur-
den aus [6, S. 9-16] übernommen. Dabei wurde der Beweis für Tetraeder auf den 2-
dimensionalen Raum adaptiert.

7.1.1 Die Seitenmittelpunkte der Dreiecksseiten

Da die Seitenmittelpunkte Mij , Mjk, Mik der Dreiecksseiten nicht auf einer Gerade liegen
können, kann man einen Kreis definieren, der durch diese Punkte verläuft:

Definition 7.1.1 (Feuerbach’sche Kreis). Der Feuerbach’sche Kreis Γ ist der Umkreis
der Seitenmittelpunkte der Dreiecksseiten des Dreiecks. Sein Mittelpunkt wird mit F
und sein Radius mit rΓ bezeichnet.

Satz 7.1.2. Der Mittelpunkt F des Feuerbach’schen Kreises liegt auf der Verbindungs-
strecke von H und U und teilt diese im Verhältnis 1 : 1. Sein Radius rΓ ist halb so groß
wie der Umkreisradius rU .

Abbildung 7.1: Skizze zur gegenseitigen Lage von H, F und U .

Beweis. Sei △ ein Dreieck mit Eckpunkten Ai, Aj , Ak und Schwerpunkt S und △
′ das

von den Seitenmittelpunkten Mij , Mik, Mjk von △ erzeugte Dreieck. Für den Ortsvektor
des Seitenmittelpunkts Mij gilt nach (4.1):

mij =
1

2
(ai + aj).

Der Schwerpunkt S′ des Dreiecks △
′ ergibt sich zu

s′ =
1

3
(mij + mik + mjk) =

=
1

3

(
1

2
(ai + aj) −

1

2
(ai + ak) +

1

2
(aj + ak)

)
=

=
1

3
(ai + aj + ak)

und fällt somit mit dem Schwerpunkt S des Dreiecks △ zusammen. Somit haben die
beiden Dreiecke △ und △

′ denselben Schwerpunkt und für den Eckpunkt Ai von △ und
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

seinen gegenüberliegenden Eckpunkt Mjk von △
′ gilt:

Mjk = S −
1

2
(Ai − S)

mjk =
3

2
s −

1

2
ai.

(7.1)

Das Dreieck △
′ ergibt sich also durch zentrische Streckung des Dreiecks △ mit Zentrum

S um den Faktor −1
2 .

Die Eckpunkte von △ werden also durch die zentrische Streckung auf die Eckpunkte
von △

′ abgebildet. Da sich Längen bei der zentrischen Streckung um den Betrag des
Streckungsfaktors verändern wird auch der Umkreis des Dreiecks △ auf den Umkreis
des Dreiecks △

′, also den Feuerbach’schen Kreis abgebildet. Der Mittelpunkt des Feuer-
bach’schen Kreises ergibt sich somit durch zentrische Streckung des Umkreismittelpunkts
von △ mit Zentrum S um den Streckungsfaktor −1

2 :

F = S −
1

2
(U − S)

f =
3

2
s −

1

2
u.

(7.2)

Für den Radius rΓ des Feuerbach’schen Kreises folgt:

rΓ =
1

2
rU ,

wobei rU der Umkreisradius des Dreiecks △ ist.

Da nach Abschnitt 6.1 der Schwerpunkt S die Verbindungsstrecke von H und U im
Verhältnis 2 : 1 teilt und F um 1

2 des Abstands SU in Richtung H von S entfernt ist
folgt, dass F die Verbindungsstrecke HU im Verhältnis 1 : 1 teilt.

Nach dem geometrischen Beweis in 5.1 entspricht der Höhenschnittpunkt H ′ eines ein-
geschriebenen Dreiecks dem Umkreismittelpunkt U des umgeschriebenen Dreiecks. Da
der Mittelpunkt des Feuerbach’schen Kreises F nach Definition dem Umkreis U ′ des
eingeschriebenen Dreiecks △

′ entspricht, liegen die Punkte F =̂U ′, S = S′, U = H ′ und
H nach Kapitel 6.1 alle auf einer Euler’schen Gerade. Die Lage von H, F, S = S′ und
U = H ′ ist in Abbildung 7.2 dargestellt. Die Abbildung zeigt ebenso die Teilung von
H ′F = UF durch S = S′ im Verhältnis 2 : 1, wie in Abschnitt 6.1 erarbeitet.

7.1.2 Der Durchschnitts des Feuerbach’schen Kreises mit den

Trägergeraden der Dreiecksseiten

Es stellt sich heraus, dass auch die Höhenfußpunkte Hi auf dem Feuerbach’schen Kreis
liegen. Um den folgenden Satz für höhere Dimensionen leichter Verallgemeinern zu kön-
nen wird diese Eigenschaft wie folgt formuliert:
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.2: Skizze zur gegenseitigen Lage von H, F, S = S′ und U = H ′.

Satz 7.1.3. Der Durchschnitt des Feuerbach’schen Kreises mit der Trägergeraden
gi = g(Aj , Ak) ist eine Strecke mit Mittelpunkt

U ′

i = Mjk +
1

2
(Hi − Mjk)

u′

i =
1

2
(mjk + hi)

(7.3)

und Länge
d′

i = d(Hi, Mjk), (7.4)

wobei der Punkt U ′

i der Lotfußpunkt von F auf die Trägergerade gi bezeichnet.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass die Gerade durch F und U ′

i orthogonal auf die Trä-
gergerade gi der Dreiecksseite AjAk steht. Für den Punkt U ′

i soll dabei die Gleichung
(7.3) erfüllt sein. Mit Hilfe von (7.1), (7.2) und (7.3) erhält man:

F − U ′

i =
3

2
s −

1

2
u −

1

2
mjk −

1

2
hi =

=
1

2
(ai + aj + ak) −

1

2
u −

1

4
(aj + ak) −

1

2
hi

=
1

2
ai −

1

2
u +

1

4
(aj + ak) −

1

2
hi =

=
1

2
ai −

1

2
u +

1

2
mjk −

1

2
hi =

= −
1

2
[(U − Mjk) + (Hi − Ai)] .

Da die Streckensymmetrale durch U und Mjk, sowie die Höhe durch Hi und Ai nach
Definition beide normal auf gi stehen folgt, dass die Gerade durch F und U ′

i othogonal
auf die Trägergerade gi steht.
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

7.1.3 Die Teilung der Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem

Höhenschnittpunkt

Satz 7.1.4. Der Feuerbach’sche Kreis teilt die Verbindungsstrecken des Höhenschnitt-
punkts H mit den Eckpunkten Ai, Aj , Ak des Dreiecks im Verhältnis 1 : 1.

Beweis. Sei A′

i ein Punkt auf der Verbindungsstrecke des Höhenschnittpunkts H mit
dem Eckpunkt Ai, der die Verbindungsstrecke von Ai und H im Verhältnis 1 : 1 teilt.
Für den Punkt A′

i gilt daher: Da der Punkt A′

i in der Mitte der Verbindungsstrecke von
Ai und H liegt folgt:

A′

i = H +
1

2
(Ai − H) =

1

2
H +

1

2
Ai.

(7.5)

Aus Abbildung 7.2 folgt für H:

H = F − (U − F ) = 2F − U. (7.6)

Durch Einsetzen von (7.6) in (7.5) folgt:

A′

i =
1

2
H +

1

2
Ai = F −

1

2
U +

1

2
Ai (7.7)

daraus ergibt sich

A′

i − F =
1

2
(Ai − U).

Der Abstand von A′

i und F entspricht also 1
2rU , also der Hälfte des Umkreisradius des

Dreiecks △ und daher genau dem Radius rΓ des Feuerbach’schen Kreises. Der Mittel-
punkt A′

i der Verbindungsstrecke des Höhenschnittpunkts mit dem Eckpunkt Ai liegt
also auf dem Feuerbach’schen Kreis. Analog folgt dies für die andern Eckpunkte. Dem-
nach teilt der Feuerbach’sche Kreis die Verbindungsstrecken des Höhenschnittpunkts mit
den Eckpunkten des Dreiecks im Verhältnis 1 : 1.

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Punkte gibt, deren Verbindungsstrecken mit
den Eckpunkten des Dreiecks durch den Feuerbach’schen Kreis im selben Verhältnis
geteilt werden.

Satz 7.1.5 ([6, S. 16, 28f]). Der Höhenschnittpunkt ist der einzige Punkt, dessen offenen
Halbgeraden durch die Eckpunkte des Dreiecks durch den Feuerbach’schen Kreis im selben
Verhältnis geteilt werden.

Beweis. Dieser Beweis folgt dem Beweis in [6, S. 26-29, 33-35]. Sei H̃ ein weiterer Punkt,
dessen offenen Halbgeraden durch die Eckpunkte Ai, Aj , Ak durch den Feuerbach’schen
Kreis im selben Verhältnis geteilt wird. Es existiert also ein λ > 0 so, dass die Punkte

A′

i = H̃ + λ(Ai − H̃)

a′

i = (1 − λ)h̃ + λai

(7.8)
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

alle am Feuerbach’schenkreis liegen.
Demnach muss für i = 0, 1, 2

d(A′

i, F ) = rΓ (7.9)

erfüllt sein, wobei F der Mittelpunkt und rΓ der Radius des Feuerbach’schen Kreises be-
zeichnet. Aus den drei Eckpunkten A0, A1, A2 eines Dreiecks ergeben sich 3 Gleichungen
für die Unbekannten λ und H̃:

d(A′

i, F )2 = ((1 − λ)h̃ + λai − f)2 = r2
Γ mit i = 0, 1, 2. (7.10)

Durch Ausmultiplizieren folgt:

(1 − λ)2h̃2 + λ2a2
i + f2 + 2λ(1 − λ)aih̃ − 2(1 − λ)h̃f − 2λaif = r2

Γ. (7.11)

Durch Gleichsetzten von (7.10) mit verschiedenen Indizes i, j folgt

(1 − λ)2h̃2 + λ2a2
i + f2 + 2λ(1 − λ)aih̃ − 2(1 − λ)h̃f − 2λaif =

(1 − λ)2h̃2 + λ2a2
j + f2 + 2λ(1 − λ)aj h̃ − 2(1 − λ)h̃f − 2λajf,

wobei sich durch Herauskürzen der, von ai und aj unabhängigen, gleichen Summanden
die folgende Gleichung ergibt:

λ2a2
i + 2λ(1 − λ)aih̃ − 2λaif = λ2a2

j + 2λ(1 − λ)aj h̃ − 2λajf.

Da λ > 0 kann durch λ2 dividiert werden:

a2
i + 2

1 − λ

λ
aih̃ −

2

λ
aif = a2

j + 2
1 − λ

λ
aj h̃ −

2

λ
ajf. (7.12)

Für λ = 1 würde aus (7.8) A′

i = Ai und somit aus (7.9) d(Ai, F ) = rΓ und daraus
wiederum F = U folgen, was zu einem Widerspruch von (7.1.1) führt. Daher ist für
λ = 1 keine Lösung des Gleichungssystems (7.10) möglich. Setzt man nun

H = H̃ +
1

λ
(F − H̃)

h =
λ − 1

λ
h̃ +

1

λ
f

(7.13)

und formt nach h̃ um, so erhält man:

H̃ = H +
1

λ − 1
(H − F )

h̃ =
λ

λ − 1
h −

1

λ − 1
f =

1

1 − λ
f −

λ

1 − λ
h.

(7.14)

Setzt man nun in die Gleichung (7.12) für h̃ den Ausdruck (7.14) ein und erweitert die

Gleichung auf beiden Seiten mit h
2
, so ergibt sich

a2
i + 2

1 − λ

λ
ai

(
1

1 − λ
f −

λ

1 − λ
h

)
−

2

λ
aif + h

2
=

a2
j + 2

1 − λ

λ
aj

(
1

1 − λ
f −

λ

1 − λ
h

)
−

2

λ
ajf + h

2
.
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

Durch Herauskürzen der, von ai und aj unabhängigen, gleichen Summanden folgt durch
einfache Umformungen:

a2
i +

2

λ
aif − 2aih −

2

λ
aif + h

2
= a2

j +
2

λ
ajf − 2ajh −

2

λ
ajf + h

2

a2
i − 2aih + h

2
= a2

j − 2ajh + h
2

(Ai − H)2 = (Aj − H)2

d(Ai, H)2 = d(Aj , H)2.

(7.15)

Die Eckpunkte Ai und Aj sind also gleich weit vom Punkt H entfernt. Daraus folgt, dass
der Punkt H dem Umkreismittelpunkt U entspricht. Aus (7.14) folgt somit:

H̃ = U +
1

λ − 1
(U − F )

H̃ =
λ

λ − 1
u −

1

λ − 1
f.

(7.16)

Der Punkt H̃ liegt also genau wie H auf der Geraden durch U und F . Aus (7.8) folgt
für den Punkt A′

i:

a′

i = (1 − λ)h̃ + λai =

= (1 − λ)

(
λ

λ − 1
u −

1

λ − 1
f

)
+ λai =

= λai − λu + f.

Für den Abstand von A′

i und F folgt mit (7.9):

rΓ = d(A′

i, F ) =
√

(λai − λu + f − f)2 =

=
√

(λ(ai − u))2 =

=
√

λ2(ai − u)2 =

= |λ|
√

(ai − u)2 =

= |λ|d(Ai, U) =

= |λ|rU .

=⇒ |λ| =
rΓ

rU

.

(7.17)

Aus Satz 7.1.2 folgt mit der Voraussetzung λ > 0 damit unmittelbar

λ =
1

2
. (7.18)

Durch Einsetzen von λ = 1
2 in (7.16) folgt mit (7.6) H̃ = H. Der Höhenschnittpunkt H

ist also der einzige Punkt, dessen offenen Halbgeraden durch die Eckpunkte des Dreiecks
vom Feuerbach’schen Kreis im selben Verhältnis geteilt werden.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.3: Skizze zum Feuerbach’schen Kreis eines spitzwinkligen Dreiecks.

In Abbildung 7.3 ist der Feuerbach’sche Kreis mit allen behandelten Punkten dargestellt.

Die bereits gezeigten Eigenschaften des Feuerbach’schen Kreises können nochmals zu
folgendem Satz zusammengefasst werden:

Satz 7.1.6 (Existenz des Feuerbach’schen Kreises ). Für jedes Dreieck existiert ein ein-
deutiger Kreis, der die Seitenmittelpunkte, die Höhenfußpunkte und die Mittelpunkte der
Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem Höhenschnittpunkt beinhaltet. Der Radius
dieses Kreises ist halb so groß wie der Umkreisradius und sein Mittelpunkt liegt auf der
Euler’schen Geraden genau zwischen dem Höhenschnittpunkt und dem Umkreismittel-
punkt. Der Kreis schneidet aus den Trägergeraden des Dreiecks eine Strecke aus, deren
Randpunkte der Höhenfußpunkt und der Seitenmittelpunkt der jeweiligen Dreiecksseite
ist.

Die Eigenschaften des Feuerbach’schen Kreises können auch rein geometrisch bewiesen
werden:

Beweis (geometrisch). Hier wird der Beweis aus [2, S. 6-8] wiedergegeben. Gegeben sei
ein Dreieck △A0A1A2. Seien M01, M02 und M12 die Seitenmittelpunkte, H0, H1, und H2

die Höhenfußpunkte, H der Höhenschnittpunkt und A′

0, A′

1 und A′

2 die Mittelpunkte der
Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem Höhenschnittpunkt.
Nun ist zu zeigen, dass M01, M02, M12, H0, H1, H2, A′

0, A′

1 und A′

2 auf einem Kreis liegen.
Nach dem Strahlensatz sind die Strecken M02M12 und A0A1 zueinander parallel, also

M02M12 ∥ A0A1. (7.19)
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.4: Skizze zum Feuerbach’schen Kreis eines stumpfwinkligen Dreiecks.

Durch Anwenden des Strahlensatzes auf das Dreieck △A0A1H folgt:

A′

0A′

1 ∥ A0A1. (7.20)

Aus (7.19) und (7.20) folgt somit:

M02M12 ∥ A′

0A′

1 ∥ A0A1.

Wendet man nun den Strahlensatz auf das Dreieck △A1A2H an, so folgt die Parallelität:

M12A′

1 ∥ A2H.

Analog folgt für das Dreieck △A0A2H:

M02A′

0 ∥ A2H.

Daraus ergibt sich die Parallelität:

M12A′

1 ∥ M02A′

0 ∥ A2H.

Des Weiteren stehen M12A′

1 und M02A′

0 normal auf M02M12 und A′

0A′

1, da A2H § A0A1.
Die Punkte M02, M12, A′

0 und A′

1 bilden somit ein Rechteck. Sei F der Mittelpunkt dieses
Rechtecks, dann ist F äquidistant zu allen vier Eckpunkten. Die vier Eckpunkte liegen
somit auf einem Kreis Γ mit Mittelpunkt F und Durchmesser M12A′

0 bzw. M02A′

1.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.5: Skizze zum Beweis der Existenz des Feuerbach’schen Kreises.

Nun bleibt zu zeigen, dass Γ ebenso die Punkte M01, H0, H1, H2 und A′

2 enthält. Der Hö-
henfußpunkt H0 liegt auf den beiden Geraden g(A0, H0) und g(A1, A2), wobei g(A0, H0) §
g(A1, A2). Außerdem gilt:

M12 ∈ g(A1, A2)

und

A′

0 ∈ g(A0, H0).

Der Winkel "A′

0H0M12 ist also rechtwinklig. Nach der Umkehrung des Satzes von Tha-
les liegt der Höhenfußpunkt H0 demnach auf einem Kreis mit der Hypotenuse A′

0M12

als Durchmesser. Da A′

0M12 Durchmesser von Γ ist, gilt: H0 ∈ Γ. Über den Kreisdurch-
messer M02A′

1 folgt analog H1 ∈ Γ.
Betrachtet man nun A1A2 als Basis, so erhält man analog zu vorhin das Rechteck
M01A′

1A′

2M02. Da F der Mittelpunkt der Strecke M02A′

1 ist, ist F ebenso der Mit-
telpunkt des Rechtecks M01A′

1A′

2M02. Somit liegen auch M01 und A′

2 auf dem Kreis Γ,
wobei M01A′

2 ein weiterer Durchmesser des Kreises ist. Für den Punkt H2 folgt analog
zu oben

"M01H2A′

2 = 90◦ ⇒ H2 ∈ Γ.

Nun bleibt zu zeigen, dass F der Mittelpunkt der Strecke HU und der Umkreisradius
rU doppelt so groß, wie der Radius des Kreises Γ ist. Sei A∗

2 der Symmetriepunkt von
A2 bezüglich der Umkreismittelpunktes U , wie in Abbildung 7.6 dargestellt, so ist die
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7.1 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.6: Skizze zum Beweis der Existenz des Feuerbach’schen Kreises.

Strecke A2A′

2 ein Durchmesser des Umkreises. Nach dem Satz von Thales gilt daher:

"A∗

2A0A2 = 90◦ ⇒ A0A∗

2 § A0A2 A0A∗

2 ∥ HA1

"A∗

2A1A2 = 90◦ ⇒ A∗

2A1 § A1A2 A∗

2A1 ∥ A0H.

Die Punkte A∗

2, A1, H und A0 bilden also ein Parallelogramm. Da sich die Diagonalen
halbieren gilt: |HM01| = |M01A∗

2| und H, M01 und A∗

2 sind kollinear. Nach Konstruktion
gilt: "M01H2A′

2 = 90◦ und außerdem H2, M01, A′

2 ∈ Γ. Nach der Umkehrung des Satzes
von Thales ist die Strecke M01A′

2 daher ein Durchmesser von Γ. Nach Definition gilt
außerdem:

|A2A′

2| = |HA′

2| =
1

2
|A2H|. (7.21)

Aus (7.21) und (6.3) folgt:
|M01U | = |HA′

2|.

Die Punkte A′

2, U, M01 und H bilden also ein Parallelogramm. Die Diagonalen halbieren
sich im Mittelpunkt des Kreises, weil M01A′

2 Durchmesser des Kreises Γ ist. F liegt also
in der Mitte der Strecke HU . Da der Punkt M01 Mittelpunkt der Strecke HA∗

2 und A′

2

Mittelpunkt der Strecke A2H ist, folgt aus dem Strahlensatz für das Dreiecks △A2HA∗

2:

|M01A′

2| =
1

2
|A2A∗

2|
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

und somit

rΓ =
1

2
rU .

Womit die Existenz und alle Eigenschaften des Feuerbach’schen Kreises aus Satz 7.1.6
bewiesen sind.
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

In diesem Abschnitt wird die Adaption des Feuerbach’schen Kreises auf den
3-dimensionalen Raum behandelt. Dafür wurde die Herleitung aus [6, S. 22-37] verwen-
det. Im Gegensatz zu [6] wurde in dieser Arbeit auf die Verwendung des Bosschen Kalküls
verzichtet.

7.2.1 Verallgemeinerung der Seitenmittelpunkte auf den 3-dimensionalen

Raum

Im 2-dimensionalen Raum entspricht der Feuerbach’sche Kreis dem Umkreis der Sei-
tenmittelpunkte. Da ein Tetraeder 4 Seitenflächen besitzt und 4 Punkte zur Bestim-
mung einer Kugel verwendet werden können, ist es naheliegend vier Punkte des Te-
traeders zu wählen, die sich jeweils auf einer Seitenfläche befinden. Um das Analogon
zum 2-dimensionalen Raum zu bilden, sollten die gewählten Punkte in Bezug auf das
2-dimensionale Dreieck, dem Mittelpunkt einer Strecke im 1-dimensionalen entsprechen.
Diese Analogie trifft auf folgende zwei Punkte zu:

• Dem Schwerpunkt des Dreiecks, weil der Mittelpunkt einer Strecke im physikali-
schen Sinn ihrem Schwerpunkt entspricht.

• Dem Umkreismittelpunkt, denn dieser ist äquidistant zu allen Eckpunkten, genau-
so wie der Streckenmittelpunkt zu den Eckpunkten der Strecke.

Die vier zu wählenden Punkte sollten dabei nicht in einer Ebene liegen. Da Tetraeder
existieren, bei denen die Umkreismittelpunkte der Seitenflächen in einer Ebene liegen,
wie das folgende Beispiel zeigt, bieten sich die Schwerpunkte an.

Beispiel 7.1. Seien A0, A1, A2 und A3 die Eckpunkte eines Tetraeders mit

A0 =




0
0
0


 , A1 =




1
0
0


 , A2 =




0
1
0


 , A3 =




0
0
1


 .

Für den Ortsvektor des Umkreismittelpunkts Ui der Seitenfläche, die dem Eckpunkt Ai

gegenüberliegt gilt:

u0 =
1

3
(a1 + a2 + a3) , u1 =

1

2
(a2 + a3) , u2 =

1

2
(a1 + a3) , u3 =

1

2
(a1 + a2) .

Die vier Umkreismittelpunkte Ui liegen also alle in der von A1, A2 und A3 aufgespannten
Ebene.

Im Gegenzug dazu gilt das folgende Lemma.

Lemma 7.2.1. Die vier Schwerpunkte eines Tetraeders liegen niemals in einer Ebene.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Beweis. Sei T ein Tetraeder mit den Eckpunkten A0, A1, A2 und A3. Die Punkte S0, S1,
S2 und S3 seien die Schwerpunkte der den Ecken gegenüberliegenden Seiten. Dann gilt:

s0 =
1

3
(a1 + a2 + a3) , s1 =

1

3
(a0 + a2 + a3) ,

s2 =
1

3
(a0 + a1 + a3) , s3 =

1

3
(a0 + a1 + a2) .

Durch Umformen erhält man:

a0 = s1 + s2 + s3 −
2

3
(a1 + a2 + a3) = s1 + s2 + s3 − 2s0. (7.22)

Würden die Schwerpunkte Si alle in einer Ebene liegen, so würde wegen (7.22) auch
A0 in dieser Ebene liegen. Dies folgt analog für die Eckpunkte A1, A2 und A3. Nach
Voraussetzung bilden A0, A1, A2 und A3 jedoch ein Tetraeder, was ein Widerspruch dazu
ist, dass alle Punkte in einer Ebenen liegen. Die Schwerpunkte Si liegen daher nicht alle
in derselben Ebene.

Da die Schwerpunkte S0, S1, S2, S3 der, den Punkten A0, A1, A2, A3 gegenüberliegenden
Seiten nach Satz 7.2.1 nicht in einer Ebene liegen können, kann man eine Kugel definie-
ren, die durch diese Punkte verläuft:

Definition 7.2.2 (Feuerbach’sche Kugel). Die Feuerbach’sche Kugel Γ ist die Umkugel
der Schwerpunkte der Seitendreiecke des Tetraeders. Ihr Mittelpunkt wird mit F und
ihr Radius mit rΓ bezeichnet.

Als Analogon zum Feuerbach’schen Kreis als Umkreis der Seitenmittelpunkte nimmt
man die Feuerbach’sche Kugel also als Umkugel der Schwerpunkte der Seitendreiecke
des Tetraeders an. Für seinen Mittelpunkt F und seinen Radius rΓ gilt:

Satz 7.2.3. Der Mittelpunkt F der Feuerbach’schen Kugel liegt auf der Verbindungs-
strecke von M und U und teilt diese im Verhältnis 1 : 2. Ihr Radius rΓ beträgt 1

3 des
Umkugelradius rU .

Abbildung 7.7: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F und U .

Beweis. Sei T ein Tetraeder mit Eckpunkten Ai, Aj , Ak, Al und Schwerpunkt S und T ′

das von den Schwerpunkten Si, Sj , Sk, Sl der Seitenflächen erzeugte Tetraeder. Für die
Schwerpunkte Si gilt nach Abschnitt 3.2:

si =
1

3
(aj + ak + al).
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

Der Schwerpunkt S′ des Tetraeders T ′ ergibt sich zu

s′ =
1

4
(si + sj + sk + sl) =

=
1

4

[
1

3
(aj + ak + al) +

1

3
(ai + ak + al) +

1

3
(ai + aj + al) +

1

3
(ai + aj + ak)

]
=

=
1

4
(ai + aj + ak + al)

und fällt somit mit dem Schwerpunkt S des Tetraeders T zusammen. Somit haben die
beiden Tetraeder T und T ′ denselben Schwerpunkt und für den Eckpunkt Ai von T und
seinen gegenüberliegenden Eckpunkt Si von T ′ gilt:

Si = S −
1

3
(Ai − S)

si =
4

3
s −

1

3
ai.

(7.23)

Das Tetraeder T ′ ergibt sich also durch zentrische Streckung des Tetraeders T mit Zen-
trum S um den Faktor −1

3 .
Die Eckpunkte von T werden also durch die zentrische Streckung auf die Eckpunkte
von T ′ abgebildet. Da sich Längen bei der zentrischen Streckung um den Betrag des
Streckungsfaktors verändern wird auch die Umkugel des Tetraeders T auf die Umkugel
des Tetraeders T ′, also die Feuerbach’sche Kugel abgebildet. Der Mittelpunkt der Feuer-
bach’schen Kugel ergibt sich somit durch zentrische Streckung des Umkugelmittelpunkts
von T mit Zentrum S um den Streckungsfaktor −1

3 :

F = S −
1

3
(U − S)

f =
4

3
s −

1

3
u.

(7.24)

Für den Radius rΓ der Feuerbach’schen Kugel folgt:

rΓ =
1

3
rU ,

wobei rU der Umkugelradius des Tetraeders T ist.

Da nach Abschnitt 6.2 der Schwerpunkt S die Verbindungsstrecke von M und U im
Verhältnis 1 : 1 teilt und F um 1

3 des Abstands SU in Richtung M von S entfernt ist
folgt, dass F die Verbindungsstrecke MU im Verhältnis 1 : 2 teilt.

Die Lage von M, F, S, M ′ und U ist in Abbildung 7.8 dargestellt. Die Abbildung zeigt
ebenso die Teilung von FM ′ durch S = S′ im Verhältnis 1 : 1, wie in Abschnitt 6.2
erarbeitet.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.8: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F, S, M ′ und U .

7.2.2 Verallgemeinerung des Durchschnitts des Feuerbach’schen Kreises mit

den Trägergeraden der Dreiecksseiten auf den 3-dimensionalen Raum

Im 2-dimensionalen Fall schneidet der Feuerbach’sche Kreis aus der Trägergerade zweier
Eckpunkte des Dreiecks die Verbindungsstrecke des auf ihr liegenden Höhenfußpunkts
mit dem zugehörigen Seitenmittelpunkt aus. Im 3-dimensionalen Raum entspricht dies
dem Durchschnitt der Feuerbach’schen Kugel mit den Trägerebenen des Tetraeders,
also den Ebenen, die jeweils drei der Eckpunkte beinhalten. Die 4 Seitenflächen des
Tetraeders liegen jeweils auf einer der 4 möglichen Trägerebenen des Tetraeders. Für
den Durchschnitt einer Kugel mit einer Ebene gibt es drei verschiedene Möglichkeiten:

1) Der Durchschnitt ist leer.
Die Ebene und die Kugel haben also keinen gemeinsamen Punkt.

2) Der Durchschnitt besteht aus genau einem Punkt.
Die Ebene und die Kugel berühren sich also in genau einem Punkt, die Ebene ist
eine Tangentialebene der Kugel.

3) Der Durchschnitt ist ein Kreis.
Der Kreismittelpunkt ist der Fußpunkt des Kugelmittelpunkts F zur Ebene.

Sei εi die Trägerebene der drei Eckpunkte Aj , Ak und Al mit gegenüberliegendem Eck-
punkt Ai. Der Schwerpunkt Si der Seitenfläche △AjAkAl liegt nach Definition auf der
Feuerbach’schen Kugel und somit auch im Durchschnitt der Ebene εi mit der Feuer-
bach’schen Kugel. Der Durchschnitt der Ebene mit der Kugel kann in diesem Fall also
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

nicht leer sein, womit der Fall 1) ausgeschlossen werden kann.
Sei H ′

i der Höhenfußpunkt von T an εi, also der Schnittpunkt der Geraden mit der
Trägerebenen, die normal auf die Ebene steht und den gegenüberliegenden Eckpunkt Ai

enthält. Außerdem sei Ui der Umkreismittelpunkt des Seitendreiecks von T in εi. Es gilt:

Satz 7.2.4. Wenn H ′

i ̸= Ui, so ist der Durchschnitt der Feuerbach’schen Kugel mit der
Ebene εi ein Kreis mit Mittelpunkt

U ′

i = Si +
1

3
(H ′

i − Ui), (7.25)

wobei der Punkt U ′

i der Lotfußpunkt von F auf die Trägerebene εi bezeichnet. Der Radius
des Kreises ist gleich einem Drittel des Abstandes von H ′

i und Ui.

r′

i =
1

3
(H ′

i − Ui)

Gilt H ′

i = Ui, so berührt die Feuerbach’sche Kugel die Ebene im Punkt Si.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass die Gerade durch F und U ′

i orthogonal auf die Trä-
gerebene εi der Tetreaderseite AjAkAl steht. Für den Punkt U ′

i soll dabei die Gleichung
(7.25) erfüllt sein. Mit Hilfe von (7.23), (7.24) und (7.25) erhält man:

F − U ′

i =
4

3
s −

1

3
u − si −

1

3
(h′

i − ui) =

=
4

3
s −

1

3
u −

(
4

3
s −

1

3
ai

)
−

1

3
h′

i +
1

3
ui =

= −
1

3
u +

1

3
ai −

1

3
h′

i +
1

3
ui =

= −
1

3

[
(U − Ui) + (H ′

i − Ai)
]
.

Da die Mittelsenkrechte durch U und Ui, sowie die Höhe durch H ′

i und Ai nach Definition
beide normal auf εi stehen folgt, dass die Gerade durch F und U ′

i othogonal auf die
Trägerebene εi steht.

Der Durchschnitt der Feuerbach’schen Kugel mit der Ebene εi ist also abhängig vom
Höhenfußpunkt H ′

i, sowie dem Schwerpunkt Si und dem Umkreismittelpunkt Ui von
△AjAkAl, wobei der Höhenfußpunkt H ′

i, wie aus dem 2-dimensionalen Raum vielleicht
zu erwarten wäre, im Allgemeinen nicht auf der Feuerbach’schen Kugel liegt. Verschiebt
man den Eckpunkt Ai entlang der Höhe hi durch Ai verändert sich weder der Höhenfuß-
punkt H ′

i noch der Schwerpunkt Si und der Umkreismittelpunkt Ui der Seite △AjAkAl.
Eine solche Verschiebung bewirkt somit keine Veränderung des Durchschnitts der Feu-
erbach’schen Kugel mit der Trägerebene εi.

Aus (7.25) kann außerdem folgende Eigenschaft hergeleitet werden:
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Korollar 7.2.5. Der Höhenfußpunkt H ′

i und der Mittelpunkt U ′

i des Durchschnitts der
Feuerbach’schen Kugel mit der Trägerebene der Seite △ AjAkAl liegen auf einer Ge-
raden, die die Euler’sche Gerade der Seite △ AjAkAl im Mittelpunkt Fi des Feuer-
bach’schen Kreises der Seite schneidet. Dabei teilt der Punkt U ′

i die Verbindungsstrecke
von H ′

i und Fi im Verhältnis 2 : 1.

Beweis. Sei Fi der Mittelpunkt des Feuerbach’schen Kreises der Seite △ AjAkAl. Aus
(7.2)

Fi = Si −
1

2
(Ui − Si) =

3

2
Si −

1

2
Ui (7.26)

folgt durch Umformen nach Si:

Si =
2

3
Fi +

1

3
Ui. (7.27)

Durch Einsetzen von (7.27) in (7.25) folgt:

U ′

i = Si +
1

3
(H ′

i − Ui) =
2

3
Fi +

1

3
H ′

i = Fi +
1

3
(H ′

i − Fi). (7.28)

Die Verbindungsgeraden des Höhenfußpunkts H ′

i und des Mittelpunkts U ′

i , des Durch-
schnitts der Feuerbach’schen Sphäre mit der Trägerebene der Seite △ AjAkAl, schneidet
die Euler’sche Gerade der Seite △ AjAkAl also im Mittelpunkt Fi ihres Feuerbach’schen
Kreises. Der Punkt U ′

i teilt dabei die Verbindungsstrecke von H ′

i und Fi im Verhältnis
2 : 1. Für die Trägerebene ε0 = ε(A1, A2, A3) ist die Lage dieser beiden Geraden in
Abbildung 7.9 dargestellt.

7.2.3 Verallgemeinerung der Teilung der Verbindungsstrecke der Eckpunkte

mit dem Höhenschnittpunkt auf den 3-dimensionalen Raum

Es stellt sich die Frage, ob im 3-dimensionalen Raum ebenfalls ein Punkt existiert, des-
sen Verbindungsstrecken mit den Eckpunkten des Tetraeders von der Feuerbach’schen
Kugel im selben Verhältnis geteilt werden. Da der Höhenschnittpunkt in einem Tetra-
eder, wie in Abschnitt 5.2 beschrieben, nicht zwangsweise existieren muss bietet sich
als Verallgemeinerung des Höhenschnittpunkts für den höherdimensionalen Raum der in
Abschnitt 5.2.1 beschriebene Monge Punkt an.

Satz 7.2.6. Die Feuerbach’sche Kugel teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts
M mit den Eckpunkten Ai, Aj , Ak, Al des Tetraeders im Verhältnis 1 : 2.

Beweis. Sei A′

i ein Punkt auf der Verbindungsstrecke des Monge Punkts M mit dem
Eckpunkt Ai, der die Verbindungsstrecke von Ai und M im Verhältnis 1 : 2 teilt. Für
den Punkt A′

i gilt daher:

A′

i = M +
1

3
(Ai − M) =

2

3
M +

1

3
Ai.

(7.29)
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

Abbildung 7.9: Skizze zur gegenseitigen Lage von H ′

0, U ′

0, H0, F0, S0 und U0 in der Ebene
ε0.

Aus Abbildung 7.8 folgt für M :

M = F −
1

2
(U − F ) =

3

2
F −

1

2
U. (7.30)

Durch Einsetzen von (7.30) in (7.29) folgt:

A′

i =
2

3
M +

1

3
Ai =

2

3
(
3

2
F −

1

2
U) +

1

3
Ai = F −

1

3
U +

1

3
Ai (7.31)

daraus ergibt sich

A′

i − F =
1

3
(Ai − U).

Der Abstand von A′

i und F entspricht also 1
3rU , also einem Drittel des Umkreisradius

des Tetraeders T und daher genau dem Radius rΓ der Feuerbach’schen Kugel. Der Punkt
A′

i der die Verbindungsstrecke des Monge Punkts mit dem Eckpunkt Ai im Verhältnis
1 : 2 teilt, liegt also auf der Feuerbach’schen Kugel. Analog folgt dies für die andern
Eckpunkte. Demnach teilt die Feuerbach’sche Kugel die Verbindungsstrecken des Monge
Punkts mit den Eckpunkten des Tetraeders im Verhältnis 1 : 2.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Im orthozentrischen Fall fällt der Monge Punkt mit dem existierendem Höhenschnitt-
punkt zusammen. Demnach gilt die Aussage in Satz 7.2.6 ebenfalls für den Höhenschnitt-
punkt.

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Punkte gibt, deren Verbindungsstrecken mit
den Eckpunkten des Tetraeders durch die Feuerbach’sche Kugel im selben Verhältnis
geteilt werden.

Satz 7.2.7. Der Monge Punkt ist der einzige Punkt, dessen offene Halbgeraden durch
die Eckpunkte des Tetraeders durch die Feuerbach’sche Kugel im selben Verhältnis geteilt
werden.

Beweis. Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Satz 7.1.5 aus dem 2-dimensionalem
Fall. Aufgrund dessen werden hier nur die wichtigsten Beweisschritte durchgeführt, die
Rechnungen erfolgen analog zum Beweis in Abschnitt 7.1.

Sei M̃ ein weiterer Punkt, dessen offene Halbgeraden durch die Eckpunkte Ai, Aj , Ak, Al

durch die Feuerbach’sche Kugel im selben Verhältnis geteilt wird. Es existiert also ein
λ > 0 so, dass die Punkte

A′

i = M̃ + λ(Ai − M̃)

a′

i = (1 − λ)m̃ + λai,
(7.32)

alle auf der Feuerbach’schenkugel liegen.
Demnach muss für i = 0, 1, 2, 3

d(A′

i, F ) = rΓ (7.33)

erfüllt sein, wobei F den Mittelpunkt und rΓ den Radius der Feuerbach’schen Kugel
bezeichnet. Aus den vier Eckpunkten A0, A1, A2, A3 eines Tetraeders ergeben sich 4
Gleichungen für die Unbekannten λ und M̃ :

d(A′

i, F )2 = ((1 − λ)m̃ + λai − f)2 = r2
Γ. (7.34)

Durch Ausmultiplizieren und Gleichsetzen folgt analog zu (7.12):

a2
i + 2

1 − λ

λ
aim̃ −

2

λ
aif = a2

j + 2
1 − λ

λ
ajm̃ −

2

λ
ajf. (7.35)

Wie im 2-dimensionalen Fall ist auch im 3-dimensionalen Fall für λ = 1 keine Lösung
des Gleichungssystems (7.34) möglich. Setzt man nun

M = M̃ +
1

λ
(F − M̃)

m =
λ − 1

λ
m̃ +

1

λ
f,

(7.36)

so folgt analog zu (7.15):

d(Ai, M)2 = d(Aj , M)2.
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7.2 Die Feuerbach’sche Kugel

Die Eckpunkte Ai und Aj sind also gleich weit vom Punkt M entfernt und der Punkt
M entspricht somit dem Umkugelmittelpunkt U . Somit folgt aus (7.36):

M̃ = U +
1

λ − 1
(U − F )

m̃ =
λ

λ − 1
u −

1

λ − 1
f

(7.37)

und mit (7.32) für den Punkt A′

i:

a′

i = λai − λu + f.

Für den Abstand von A′

i und F folgt mit (7.33) analog zu (7.17):

rΓ = d(A′

i, F ) = λrU .

=⇒ |λ| =
rΓ

rU

.

Aus Satz 7.2.3 folgt mit der Voraussetzung λ > 0 damit unmittelbar

λ =
1

3
. (7.38)

Durch Einsetzen von λ = 1
3 in (7.37) folgt mit (7.30) M̃ = M . Der Monge Punkt M ist

also der einzige Punkt, dessen offene Halbgeraden durch die Eckpunkte des Tetraeders
von der Feuerbach’schen Kugel im selben Verhältnis geteilt werden.

In Abbildung 7.10 ist die Feuerbach’sche Kugel mit allen behandelten Punkten einer der
Dreiecksseite dargestellt.
Die bereits gezeigten Eigenschaften der Feuerbach’schen Kugel können nochmals zu fol-
gendem Satz zusammengefasst werden:

Satz 7.2.8 (Existenz der Feuerbach’schen Kugel). Für jedes Tetraeder existiert eine
eindeutige Kugel, die die Schwerpunkte der Seitendreiecke und die Punkte, die die Ver-
bindungsstrecken der Eckpunkte mit dem Monge Punkt dritteln, beinhaltet. Der Radius
dieser Kugel beträgt ein Drittel des Umkugelradius und ihr Mittelpunkt liegt auf der
Euler’schen Geraden und teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts M mit dem
Umkugelmittelpunkt U im Verhältnis 1 : 2. Die Kugel schneidet aus den Trägerebenen
einen Kreis aus, der durch den Schwerpunkt der jeweiligen Tetraederseite verläuft und
dessen Mittelpunkt der Lotfußpunkt des Mittelpunkts der Feuerbach’schen Kugel auf die
Trägerebene ist.
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Abbildung 7.10: Skizze zur Feuerbach’schen Kugel.
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7.3 Die Feuerbach’sche Sphäre

7.3 Die Feuerbach’sche Sphäre

In diesem Abschnitt werden die aus der Quelle [7, S. 3-8] entnommen Informationen
herangezogen, um den Feuerbach’schen Kreis für ein n-Simplex zu verallgemeinern. Die
Aufbau des Abschnittes wurde dabei analog zu Abschnitt 7.2 nach [6, S. 22-37] verfasst.

7.3.1 Verallgemeinerung der Seitenmittelpunkte auf den n-dimensionalen

Raum

Da die Seitenmittelpunkte des Dreiecks, wie in Abschnitt 7.2.1 bereits erarbeitet, mit Hil-
fe des Schwerpunkts auf den 3-dimensionalen Raum verallgemeinert werden können und
der Schwerpunkt nach Abschnitt 3.3 auch für n-Simplexe bekannt ist, können die Sei-
tenmittelpunkte eines Dreiecks ebenso durch die Schwerpunkte auf den n-dimensionalen
Raum verallgemeinert werden.
Um die Feuerbach’sche Kugel auf den n-dimensionalen Raum verallgemeinern zu können
ist ein Analogon zu Lemma 7.2.1 notwendig.

Lemma 7.3.1. Die
(n+1

n

)
Schwerpunkte der (n − 1)-dimensionalen Seiten eines n-

Simplex liegen niemals in einer Ebene.

Beweis. Gegeben sei ein n-Simplex mit den Eckpunkten A0, A1, . . . , An. Die Punkte
S0, S1, . . . , Sn seien die Schwerpunkte der, den Ecken gegenüberliegenden Seiten. Dann
gilt:

s0 =
1

n
(a1 + a2 + · · · + an)

s1 =
1

n
(a0 + a2 + a3 + · · · + an)

...

sn =
1

n
(a0 + a1 + · · · + an−1) .

Durch Umformen erhält man:

a0 = s1 +s2 + · · ·+sn −
n − 1

n
(a1 +a2 + · · ·+an) = s1 +s2 + · · ·+sn − (n−1)s0. (7.39)

Würden die Schwerpunkte Si alle in einer Ebene liegen, so würde wegen (7.39) auch
A0 in dieser Ebene liegen. Dies folgt analog für die Eckpunkte A1, A2, . . . , An. Nach
Voraussetzung bilden A0, A1, A2, . . . , An jedoch ein n-Simplex, was ein Widerspruch dazu
ist, dass alle Punkte in einer Ebenen liegen. Die Schwerpunkte Si liegen daher nicht alle
in derselben Ebene.

Dadurch kann man, analog zum 2- und 3-dimensionalen Raum die Feuerbach’sche Sphäre
wie folgt definieren:
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Definition 7.3.2 (Feuerbach’sche Sphäre). Die Feuerbach’sche Sphäre Γ ist die Um-
sphäre der Schwerpunkte der (n−1)-dimensionalen Seiten des n-Simplex. Ihr Mittelpunkt
wird mit F und ihr Radius mit rΓ bezeichnet

Als Analogon zum Feuerbach’schen Kreis als Umkreis der Seitenmittelpunkte nimmt
man die Feuerbach’sche Sphäre also als Umsphäre der Schwerpunkte der
(n − 1)-dimensionalen Seiten des n-Simplex an.

Satz 7.3.3. Der Mittelpunkt F der Feuerbach’schen Sphäre liegt auf der Verbindungs-
strecke von M und U und teilt diese im Verhältnis 1 : (n − 1). Ihr Radius rΓ beträgt ein
n-tel des Umkreisradius rU .

Abbildung 7.11: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F und U .

Beweis. Sei N ein n-Simplex mit Eckpunkten A0, A1, . . . , An und Schwerpunkt S und
N ′ das von den Schwerpunkten Si der (n − 1)-dimensionalen Seiten von N erzeugte
n-Simplex. Für die Schwerpunkte Si gilt nach (3.8):

si =
1

n
(a0 + a1 + · · · + ai−1 + ai+1 + · · · + an).

Der Schwerpunkt S′ von N ′ ergibt sich zu

s′ =
1

n
(s0 + s1 + · · · + sn) =

=
1

n

(
1

n
(a1 + · · · + an) +

1

n
(a0 + a2 + · · · + an) · · · +

1

n
(a0 + a1 + · · · + an−1)

)
=

=
1

n
(a0 + a1 + · · · + an)

und fällt somit mit dem Schwerpunkt S des n-Simplex N zusammen. Somit haben beide
n-Simplexe N und N ′ denselben Schwerpunkt und für den Eckpunkt Ai von N und
seinen gegenüberliegenden Eckpunkt Si von N ′ gilt:

Si = S −
1

n
(Ai − S)

si =
n + 1

n
s −

1

n
ai.

(7.40)

Das n-Simplex N ′ ergibt sich also durch zentrische Streckung des n-Simplex N mit Zen-
trum S um den Faktor − 1

n
.

Die Eckpunkte von N werden also durch die zentrische Streckung auf die Eckpunkte
von N ′ abgebildet. Da sich Längen bei der zentrischen Streckung um den Betrag des
Streckungsfaktors verändern wird auch die Umsphäre des n-Simplex N auf die Umsphä-
re des n-Simplex N ′, also die Feuerbach’sche Sphäre abgebildet. Der Mittelpunkt der
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Feuerbach’schen Sphäre ergibt sich somit durch zentrische Streckung des Umsphäremit-
telpunkts von N mit Zentrum S um den Streckungsfaktor − 1

n
:

F = S −
1

n
(U − S)

f =
n + 1

n
s −

1

n
u.

(7.41)

Für den Radius rΓ der Feuerbach’schen Sphäre folgt:

rΓ =
1

n
rU ,

wobei rU der Umsphäreradius des n-Simplex N ist.
Da nach Abschnitt 6.3 der Schwerpunkt S die Verbindungsstrecke von M und U im
Verhältnis 2 : (n − 1) teilt und F um 1

n
des Abstands SU in Richtung M von S entfernt

ist folgt, dass F die Verbindungsstrecke MU im Verhältnis 1 : (n − 1) teilt.

Durch einfache Rechnungen folgen die, Verhältnisse in Abbildung 7.12. Die Lage von
M, F, S und U ist in Abbildung 7.12 dargestellt. Die Abbildung zeigt ebenso die Teilung
von FM ′ durch S = S′ im Verhältnis (n − 1) : 2, wie in Abschnitt 6.3 erarbeitet.

Abbildung 7.12: Skizze zur gegenseitigen Lage von M, F, S und U .

7.3.2 Verallgemeinerung des Durchschnitts des Feuerbach’schen Kreises mit

den Trägergeraden der Dreiecksseiten auf den n-dimensionalen Raum

Da der Durchschnitt des Feuerbach’schen Kreises mit den Trägergeraden des Dreiecks,
wie in Abschnitt 7.2.2 bereits erarbeitet, mit Hilfe des Durchschnitts der Feuerbach’schen
Kugel mit den Trägerebenen des Tetraeders auf den 3-dimensionalen Raum verallgemei-
nert werden kann und ein solcher Durchschnitt auch für n-Simplexe existiert, kann der
Durchschnitt des Feuerbach’schen Kreises mit den Trägergeraden eines Dreiecks durch
den Durchschnitt der Feuerbach’schen Sphäre mit der (n−1)-dimensionalen Trägerebene
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

eines n-Simplex auf den n-dimensionalen Raum verallgemeinert werden. Dadurch kann
man, analog zum 2- und 3-dimensionalen Raum den folgenden Satz formulieren.
Dabei sei H ′

i der Höhenfußpunkt von N an εi = ε(A0, A1, . . . , Ai−1, Ai+1, . . . , An), al-
so der Schnittpunkt der Geraden mit der (n − 1)-dimensionalen Ebene, die normal auf
die Ebene steht und den gegenüberliegenden Eckpunkt Ai enthält. Außerdem sei Ui der
Umkreismittelpunkt der (n − 1)-dimensionalen Seite von N in εi. Es gilt:

Satz 7.3.4. Wenn H ′

i ̸= Ui, so ist der Durchschnitt der Feuerbach’schen Sphäre mit der
Ebene εi eine (n − 2)-dimensionale Sphäre mit Mittelpunkt

U ′

i = Si +
1

n
(H ′

i − Ui), (7.42)

wobei der Punkt U ′

i den Lotfußpunkt von F auf die Trägerebene εi bezeichnet. Der Ra-
dius der Sphäre ist gleich einem n-tel des Abstandes von H ′

i und Ui.

r′

i =
1

n
(H ′

i − Ui)

Gilt H ′

i = Ui, so berührt die Feuerbach’sche Sphäre die Ebene im Punkt Si.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass die Gerade durch F und U ′

i orthogonal auf die Trägere-
bene εi der (n − 1)-dimensionalen Seite A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An steht. Für den Punkt
U ′

i soll dabei die Gleichung (7.42) erfüllt sein. Mit Hilfe von (7.40), (7.41) und (7.42)
erhält man:

F − U ′

i =
n + 1

n
s −

1

n
u − si −

1

n
(h′

i − ui) =

=
n + 1

n
s −

1

n
u −

(
n + 1

n
s −

1

n
ai

)
−

1

n
h′

i +
1

n
ui =

= −
1

n
u +

1

n
ai −

1

n
h′

i +
1

n
ui =

= −
1

n

[
(U − Ui) + (H ′

i − Ai)
]
.

Da die (n − 1)-Mittelsenkrechte durch U und Ui, sowie die Höhe durch H ′

i und Ai nach
Definition beide normal auf εi stehen folgt, dass die Gerade durch F und U ′

i othogonal
auf die Trägerebene εi steht.

Der Durchschnitt der Feuerbach’schen Sphäre mit der Ebene εi ist also abhängig vom
Höhenfußpunkt H ′

i, sowie dem Schwerpunkt Si und dem Umkreismittelpunkt Ui von
A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An. Eine Verschiebung von Ai entlang der Höhe hi durch Ai ver-
ändert sich weder der Höhenfußpunkt H ′

i noch der Schwerpunkt Si und der Umsphä-
remittelpunkt Ui der (n − 1)-dimensionalen Seite A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An. Eine solche
Verschiebung bewirkt somit keine Veränderung des Durchschnitts der Feuerbach’schen
Sphäre mit der Trägerebene εi.

Aus (7.42) kann außerdem folgende Eigenschaft hergeleitet werden:
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7.3 Die Feuerbach’sche Sphäre

Korollar 7.3.5. Der Höhenfußpunkt H ′

i und der Mittelpunkt U ′

i des Durchschnitts der
Feuerbach’schen Sphäre mit der Trägerebene der Seite A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An liegen
auf einer Geraden, die die Euler’sche Gerade der Seite A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An im Mit-
telpunkt Fi der Feuerbach’schen Sphäre der Seite schneidet. Dabei teilt der Punkt U ′

i die
Verbindungsstrecke von H ′

i und Fi im Verhältnis (n − 1) : 1.

Beweis. Sei Fi der Mittelpunkt der Feuerbach’schen Sphäre der Seite
A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An. Aus (7.41)

Fi = Si −
1

n − 1
(Ui − Si) =

n

n − 1
Si −

1

n − 1
Ui (7.43)

folgt durch Umformen nach Si:

Si =
n − 1

n
Fi +

1

n
Ui. (7.44)

Durch Einsetzen von (7.44) in (7.42) folgt:

U ′

i = Si +
1

n
(H ′

i − Ui) =
n − 1

n
Fi +

1

n
H ′

i = Fi +
1

n
(H ′

i − Fi). (7.45)

Die Verbindungsgeraden des Höhenfußpunkts H ′

i und des Mittelpunkts U ′

i , des Durch-
schnitts der Feuerbach’schen Sphäre mit der Trägerebene der Seite
A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An, schneidet die Euler’sche Gerade der Seite
A0A1 . . . Ai−1Ai+1 . . . An also im Mittelpunkt Fi ihrer Feuerbach’schen Sphäre. Der Punkt
U ′

i teilt dabei die Verbindungsstrecke von H ′

i und Fi im Verhältnis (n − 1) : 1.

7.3.3 Verallgemeinerung der Teilung der Verbindungsstrecke der Eckpunkte

mit dem Höhenschnittpunkt auf den n-dimensionalen Raum

Da die Eigenschaft, dass die Mittelpunkte A′

i der Verbindungsstrecken vom Höhen-
schnittpunkt H zu den Eckpunkten Ai auf dem Feuerbach’schen Kreis liegen und der
Feuerbach’sche Kreis die Verbindungsstrecke somit im Verhältnis 1 : 1 teilt, wie in Ab-
schnitt 7.2.2 bereits erarbeitet, durch den Monge Punkt M auf den 3-dimensionalen
Raum verallgemeinert werden kann und der Monge Punkt nach Abschnitt 5.3 auch
für n-Simplexe bekannt ist, kann diese Eigenschaft eines Dreiecks ebenso auf den n-
dimensionalen Raum verallgemeinert werden.

Satz 7.3.6. Die Feuerbach’sche Sphäre Γ teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts
M mit den Eckpunkten Ai, Aj , Ak, Al des n-Simplex im Verhältnis 1 : (n − 1).

Beweis. Sei A′

i ein Punkt auf der Verbindungsstrecke des Monge Punkts M mit dem
Eckpunkt Ai, der die Verbindungsstrecke von Ai und M im Verhältnis 1 : (n − 1) teilt.
Für den Punkt A′

i gilt daher:

A′

i = M +
1

n
(Ai − M) =

n − 1

n
M +

1

n
Ai.

(7.46)
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7 Der Feuerbach’sche Kreis

Aus Abbildung 7.12 folgt für M :

M = U +
n

n − 1
(F − U) =

n

n − 1
F −

1

n − 1
U. (7.47)

Durch Einsetzen von (7.47) in (7.46) folgt:

A′

i =
n − 1

n
M +

1

n
Ai =

n − 1

n

(
n

n − 1
F −

1

n − 1
U

)
+

1

n
Ai = F −

1

n
U +

1

n
Ai (7.48)

daraus ergibt sich

A′

i − F =
1

n
(Ai − U).

Der Abstand von A′

i und F entspricht also 1
n

rU , also einem Drittel des Umsphäreradius
des n-Simplex N und daher genau dem Radius rΓ der Feuerbach’schen Sphäre. Der Punkt
A′

i der die Verbindungsstrecke des Monge Punkts mit dem Eckpunkt Ai im Verhältnis
1 : (n − 1) teilt, liegt also auf der Feuerbach’schen Sphäre. Analog folgt dies für die
andern Eckpunkte. Demnach teilt die Feuerbach’sche Sphäre die Verbindungsstrecken
des Monge Punkts mit den Eckpunkten des n-Simplex im Verhältnis 1 : (n − 1).

Im orthozentrischen Fall fällt der Monge Punkt mit dem existierendem Höhenschnitt-
punkt zusammen. Demnach gilt die Aussage in Satz 7.3.6 ebenfalls für den Höhenschnitt-
punkt.

Es stellt sich die Frage, ob es noch andere Punkte gibt, deren Verbindungsstrecken mit
den Eckpunkten des n-Simplex durch die Feuerbach’sche Sphäre im selben Verhältnis
geteilt werden.

Satz 7.3.7. Der Monge Punkt ist der einzige Punkt, dessen offene Halbgeraden durch die
Eckpunkte des n-Simplex durch die Feuerbach’sche Sphäre im selben Verhältnis geteilt
werden.

Beweis. Dieser Beweis folgt exakt analog zum Beweis von Satz 7.2.7 aus dem
3-dimensionalem Fall. Demnach gilt:

rΓ = λrU .

=⇒ |λ| =
rΓ

rU

.

und mit der Voraussetzung λ > 0 somit

λ =
1

n
.

Genau wie im 3-dimensionalem Fall ist der Monge Punkt M der einzige Punkt, dessen
offene Halbgeraden durch die Eckpunkte des n-Simplex von der Feuerbach’schen Sphäre
im selben Verhältnis geteilt werden.
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7.3 Die Feuerbach’sche Sphäre

Die bereits gezeigten Eigenschaften der Feuerbach’schen Sphäre können nochmals zu
folgendem Satz zusammengefasst werden:

Satz 7.3.8 (Existenz der Feuerbach’schen Sphäre). Für jedes n-Simplex existiert ei-
ne eindeutige Sphäre, die die Schwerpunkte der (n − 1)-dimensionalen Seiten und die
Punkte, die die Verbindungsstrecke der Eckpunkte mit dem Monge Punkt n-telt, beinhal-
tet. Der Radius dieser Sphäre beträgt ein n-tel des Umsphäreradius und ihr Mittelpunkt
liegt auf der Euler’schen Geraden und teilt die Verbindungsstrecke des Monge Punkts
M mit dem Umkugelmittelpunkt U im Verhältnis 1 : (n − 1). Die Sphäre schneidet aus
den Trägerebenen eine (n − 2)-dimensionale Sphäre aus, die durch den Schwerpunkt der
jeweiligen (n − 1)-dimensionalen Simplexseite verläuft und deren Mittelpunkt der Lot-
fußpunkt des Mittelpunkts der Feuerbach’schen Sphäre auf die Trägerebene ist.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

In diesem Kapitel wird der Inkreismittelpunkt sowie die Ankreismittelpunkte eines Drei-
ecks auf den höherdimensionalen Raum verallgemeinert. Der Inkreismittelpunkt kann
dabei sehr direkt, durch den Schnittpunkt aller Winkelhalbierenden, also alle (n − 1)-
dimensionalen Ebenen, die einen inneren Kantenwinkel des Simplex halbieren, verallge-
meinert werden. Sehr interessant verhalten sich die Ankugeln im Höherdimensionalen.
Für ein Tetraeder existieren beispielsweise zwei verschiedene Arten von Ankugeln, eine
Art, die jeweils eine Tetraederseite berührt und eine Art, die alle Trägerebenen, aber
nicht das Tetraeder berührt. Im höherdimensionalen Raum ergeben sich alle zwei Di-
mensionen eine neue Art von Ansphäre. Die Anzahl dieser Ansphären und ihre Lage
kann, je nachdem welche Eigenschaften das Simplex erfüllt, differieren. Die Menge der
Anzahl an Ansphären kann eingeschränkt werden, die Ansphären, die die Simplexseiten
auf den Trägerebenen berühren, existieren jedoch in jedem Fall.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

8.1 Der Inkreismittelpunkt

In diesem Abschnitt wird der Inkreismittelpunkt, sowie die Ankreismittelpunkte im 2-
dimensionalen Raum betrachtet. Die Informationen wurden dabei den Quellen [1, S. 22]
und [8, S. 50] entnommen.

Zwei Trägergeraden der Dreiecksseiten schneiden sich im gemeinsamen Eckpunkt. Da-
durch teilen je zwei Trägergeraden den 2-dimensionalen Raum in vier Quadranten. Die
drei Trägergeraden des Dreiecks teilen den 2-dimensionalen Raum in 7 Teilräume. Den
Teilraum, der das Dreieck enthält, drei Teilräume, die jeweils an eine Dreiecksseite gren-
zen und drei Teilräume, die jeweils an einen Eckpunkt grenzen. Sei der orientierte Ab-
stand eines Punktes X zur Trägergeraden gi wie folgt definiert: g′

i(X) = ±d(X, gi), wobei
für jeden Punkt X im Inneren des Dreiecks g′

0(X) g 0, g′

1(X) g 0, g′

2(X) g 0 gelten soll.
Die Menge aller Punkte X, die die Gleichung g′

i(X) = 0 erfüllen bilden somit die Trä-
gergerade gi. Die beiden Teilräume, die durch die Trägergerade gi getrennt sind, werden
durch die Menge aller Punkte X, die die Ungleichungen g′

i(X) < 0 bzw. g′

i(X) > 0
erfüllen beschrieben, wobei g′

i(Ai) > 0 ist. Die von den Trägergeraden aufgespannten
Teilräume können dann, wie in Abbildung 8.1 dargestellt, durch die Vorzeichen der ori-
entierten Abstände zu den Trägergeraden beschrieben werden.

In Abbildung 8.1 sind die, durch die Trägergeraden geteilten, 7 Teilräume des
2-dimensionalen Raums mit den jeweiligen Ungleichungen dargestellt.

Abbildung 8.1: Skizze der 7 Teilräume und deren Ungleichungen.

Definition 8.1.1 (Winkelhalbierende eines Dreiecks). Die Winkelhalbierende durch
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8.1 Der Inkreismittelpunkt

einen Eckpunkt eines Dreiecks ist jene Gerade, die den, von den Trägergeraden durch
den Eckpunkt aufgespannten, Innenwinkel des Dreiecks halbiert.

In einem Dreieck existieren 3 solche Winkelhalbierenden, eine pro Eckpunkt.

Die Winkelhalbierende durch einen Eckpunkt Ai verläuft durch den Quadranten, der
das Dreieck enthält und den gegenüberliegenden Quadranten.
Für die Fußpunkte der Lote eines Punktes auf der Winkelhalbierenden gilt folgendes
Lemma:

Lemma 8.1.2. Die Fußpunkte der Lote eines Punkts auf der Winkelhalbierenden durch
einen Eckpunkt liegen entweder auf den beiden Halbgeraden, die jeweils eine Dreiecksseite
beinhalten oder auf den beiden Halbgeraden, die keine Dreiecksseite beinhalten.

Beweis. Sei α der Innenwinkel und α′ der Gegenwinkel eines Dreiecks △ AiAjAk beim
Eckpunkt Ai und sei β der Supplementärwinkel von α und β′ der Supplementärwinkel
von α′. Sei X ein Punkt auf der Winkelhalbierenden durch Ai und Fj der Fußpunkt des
Lots von X auf die Trägergerade gj und Fk der Fußpunkt des Lots von X auf die Träger-
gerade gk. Die Punkte Ai, X, Fj und Ai, X, Fk bilden somit zwei rechtwinklige Dreiecke.
Für den Innenwinkel des Dreiecks △ AiAjAk gilt: α < 180◦. Der durch die Winkelhal-
bierende halbierte Winkel α

2 ist also kleiner als 90◦. Für den Supplementärwinkel von α
2

gilt:

β +
α

2
= 180 −

α

2
> 90◦.

Dies folgt analog für α′ und β′. Wenn X im Inneren des Winkels α liegt, dann beträgt ein
Innenwinkel der Dreiecke △ Ai, X, Fj und △ Ai, X, Fk

α
2 , da die Innenwinkel nicht größer

als 90◦ sein können und somit der Supplementärwinkel ausgeschlossen werden kann. Dies
folgt analog für α′. Die Fußpunkte Fj , Fk der Lote eines Punktes auf der Winkelhalbie-
renden liegen also entweder auf den beiden Halbgeraden, die jeweils eine Dreiecksseite
beinhalten oder auf den beiden Halbgeraden, die keine Dreiecksseite beinhalten.

Lemma 8.1.3. Jeder Punkt auf der Winkelhalbierenden durch einen Eckpunkt eines
Dreiecks hat denselben Abstand zu den zwei Trägergeraden der Dreiecksseiten, die den
Eckpunkt enthalten.
Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren eines Innenwinkels des Dreiecks oder im Inneren
eines Gegenwinkels mit selbem Abstand zu den Trägergeraden zweier Dreiecksseiten auf
der Winkelhalbierenden durch den gemeinsamen Eckpunkt.
Des Weiteren gilt:

X ∈ Winkelhalbierende durch Ai ⇐⇒ d(X, gj) = d(X, gk) ' g′

j(X) · g′

k(X) g 0. (8.1)

Beweis. Man betrachte zwei Trägergeraden der Dreiecksseiten g(Ai, Aj) und g(Ai, Ak),
die sich im Punkt Ai schneiden und die Winkel α und β sowie die Gegenwinkel α′ und
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

β′ einschließen. Sei α der Innenwinkel des Dreiecks und P ein Punkt auf der Winkel-
halbierenden durch Ai. Von P aus wird das Lot auf die beiden Trägergeraden gj und
gk gefällt und die Fußpunkte der Lote, wie in Abbildung 8.2 dargestellt, mit Fj und Fk

bezeichnet. Aus Lemma 8.1.2 folgt "FjAiP = α
2 und "FkAiP = α

2 . Dadurch entstehen
die beiden kongruenten Dreiecke △AiPFj und △AiPFk, wobei sich die Kongruenz aus
der gemeinsamen Seite AiP und den zwei gleich großen Winkeln w1 = 90◦ und w2 = α

2
ergibt. Somit gilt:

|PFj | = |PFk|.

Dies folgt analog für alle Punkte, die im Inneren des Gegenwinkels α′ liegen. Jeder
Punkt auf der Winkelhalbierenden ist also gleich weit von den beiden Trägergeraden der
Dreiecksseiten entfernt.
Sei umgekehrt P ein Punkt im Inneren des Winkels α mit gleichem Abstand |PFj | =
|PFk| zu den Trägergeraden. Durch Verbinden der Punkte Fj , Fk und P mit Ai entstehen
die beiden kongruenten Dreiecke △AiPFj und △AiPFk, wobei sich die Kongruenz aus
der gemeinsamen Seite AiP , der gleich großen Seite |PFj | = |PFk| und dem gleich großen
Winkel w = 90◦ ergibt. Somit gilt:

"PAiFj = "FkAiP =
α

2
.

Dies folgt analog für alle Punkte, die im Inneren des Gegenwinkels α′ liegen. Jeder Punkt
im Inneren des Winkels oder im Inneren des Gegenwinkels mit selbem Abstand zu den
Trägergeraden zweier Dreiecksseiten liegt also auf der Winkelhalbierenden durch den
gemeinsamen Eckpunkt.
Das Produkt der Ungleichungen der orientierten Abstände zu den Trägergeraden gj und
gk, die den Eckpunkt Ai enthalten ist für alle Punkte X auf der Winkelhalbierenden
durch Ai positiv:

Wenn X auf der Halbgerade durch das Innere des Dreiecks liegt gilt:

g′

j(X) g 0, g′

k(X) g 0 und daher auch g′

j(X) · g′

k(X) g 0.

Wenn X auf der Halbgerade außerhalb des Dreiecks liegt gilt:

g′

j(X) f 0, g′

k(X) f 0 und daher auch g′

j(X) · g′

k(X) g 0.

(8.2)

Um die Umkehrung der Äquivalenzrelation zu zeigen sei X ein Punkt mit selbem Ab-
stand zu den Trägergeraden gj und gk, wobei das Produkt g′

j(X)·g′

k(X) nicht negativ ist.
Der Punkt X liegt daher entweder im Inneren des Winkels "AjAiAk oder in dessen Ge-
genwinkel. Aus dem bereits bewiesenen zweiten Teil des Lemmas 8.1.3 folgt direkt, dass
X auf der Winkelhalbierenden durch Ai liegt, womit das Lemma vollständig bewiesen
ist.
Aus (8.2) folgt (8.1), womit das Lemma vollständig bewiesen ist.

Satz 8.1.4 (Existenz des Inkreismittelpunkts [1, S. 22]). Die drei Winkelhalbierenden
eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt I im Inneren des Dreiecks. Dieser Punkt
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8.1 Der Inkreismittelpunkt

Abbildung 8.2: Skizze zur Winkelhalbierenden.

ist der Mittelpunkt des einzigen Kreises, der alle drei Dreiecksseiten berührt. Dieser Kreis
liegt zur Gänze im Inneren des Dreiecks.

Beweis (algebraisch). Betrachtet man die zwei Winkelhalbierenden durch die Eckpunk-
te Ai und Aj eines Dreiecks △AiAjAk. Die Normalvektoren der Winkelhalbierenden
ergeben sich durch Subtrahieren der Normalvektoren −→ni der Trägergeraden, die den
jeweiligen Eckpunkt enthalten, wobei die Normalvektoren −→ni jeweils normal auf die Trä-
gergerade εi stehen, Länge 1 haben und in den Teilraum zeigen, der Ai und das Dreieck
enthält. Die Normalvektoren der Winkelhalbierenden durch Ai und Aj sind demnach
durch −→wi = −→nk − −→nj und −→wj = −→ni − −→nk gegeben. Da in einem nicht entarteten Dreieck die
Trägergeraden nicht parallel sein können, sind die Normalvektoren −→ni ,

−→nj , −→nk der Trä-
gergeraden paarweise linear unabhängig. Die 3 Normalvektoren sind im 2-dimensionalen
Raum linear abhängig und es gilt

−→nk = a · −→ni + b · −→nj , mit a, b ̸= 0. (8.3)

Damit sich die Winkelhalbierenden durch Ai und Aj in einem Punkt I schneiden, müs-
sen die Normalvektoren −→wi und −→wj linear unabhängig sein. Demnach ist die folgende
Äquivalenz zu zeigen:

λi · −→wi + λj · −→wj = 0 ⇐⇒ λi = λj = 0. (8.4)

Durch Einsetzen von −→wi = −→nk − −→nj und −→wj = −→ni − −→nk, sowie (8.3) ergibt sich durch
Umformen:

(λj + (λi − λj) · a)−→ni + (−λi + (λi − λj) · b)−→nj = 0.

Da die Normalvektoren −→ni und −→nj linear unabhängig sind muss

λj + (λi − λj) · a = 0 (8.5)

und
−λi + (λi − λj) · b = 0 (8.6)
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erfüllt sein. Durch Umformen von (8.5) erhält man

λi =
(a − 1) · λj

a
. (8.7)

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (8.6) erhält man:

λj ·

(
(a − 1) · (b − 1)

a
− b

)
= 0. (8.8)

Nun gilt es zwei Fälle zu unterscheiden:

1. Fall: λj = 0
Wenn λj = 0, so folgt aus (8.7): λi = 0, womit (8.4) erfüllt wäre.

2. Fall:
(a−1)·(b−1)

a
− b = 0

Durch Umformen von (a−1)·(b−1)
a

− b = 0 erhält man a + b = 1. Das bedeutet, dass
−→nk auf der Geraden durch −→ni und −→nj liegen muss. Da die Normalvektoren alle auf dem
Einheitskreis liegen und die Gerade durch −→ni und −→nj den Einheitskreis nur in zwei Punk-
ten schneiden kann, muss der Vektor −→nk entweder mit −→ni oder −→nj übereinstimmen, was
einen Widerspruch zur paarweise linearen Unabhängigkeit von −→ni und −→nk bzw. −→nj und
−→nk darstellt.

Die Normalvektoren der Winkelhalbierenden sind also linear unabhängig. Demnach müs-
sen sich die Winkelhalbierenden in einem Punkt I schneiden.
Für den Schnittpunkt I gilt nach (8.1):

g′

j(I) · g′

k(I) g 0

g′

i(I) · g′

k(I) g 0.

Durch das Produkt der beiden Ungleichungen folgt:

g′

j(I) · g′

k(I) · g′

i(I) · g′

k(I) = g′

j(I) · g′

k(I)2 · g′

i(I) g 0.

Da gk(I)2 auf alle Fälle positiv ist folgt:

g′

i(I) · g′

j(I) g 0.

Damit alle Ungleichungen erfüllt werden können müssen die Vorzeichen aller g′(I) gleich
sein. Da kein Teilraum existiert, für den alle Vorzeichen der Trägergeraden negativ sind,
ist der einzige Teilraum, der alle drei Ungleichungen erfüllt jener, für den
g′

i(I), g′

j(I), g′

k(I) g 0 gilt. Dieser Teilraum entspricht genau dem Inneren des Dreiecks.
Der Punkt I liegt also im Inneren des Dreiecks. Nach Lemma 8.1.3 hat der Punkt I den
gleichen Abstand zu allen drei Trägergeraden. Der Punkt I liegt nach der Umkehrung
in Lemma 8.1.3 also auch auf der dritten Winkelhalbierenden des Dreiecks, durch den
Eckpunkt Ak. Da der Punkt I auf allen Winkelhalbierenden im Inneren des Dreiecks

92



8.1 Der Inkreismittelpunkt

liegt, müssen die Fußpunkte der Lote des Punktes I auf die Trägergeraden nach Lemma
8.1.2 also auf allen Halbgeraden liegen, die von den Eckpunkten Ai, Aj und Ak ausgehen
und die Dreiecksseiten enthalten. Da die Durchschnitte von jeweils zwei Halbgeraden
genau den Dreiecksseiten entsprechen, liegen die Fußpunkte der Lote alle auf einer Drei-
ecksseite.
Der Kreis mit Mittelpunkt I und Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(I, g(Ai, Aj)) = d(I, g(Ai, Ak)) = d(I, g(Aj , Ak)) (8.9)

liegt somit im Inneren des Dreiecks und berührt alle drei Dreiecksseiten.

Um die Eindeutigkeit des Punktes I zu zeigen sei I ′ der Mittelpunkt eines weiteren
Kreises der alle drei Dreiecksseiten des Dreiecks △AiAjAk berührt. Es muss somit nach
Lemma 8.1.3

r′ = d(I ′, g(Ai, Aj)) = d(I ′, g(Ai, Ak)) = d(I ′, g(Aj , Ak))

gelten. Würde der Punkt I ′ im Äußeren des Dreiecks liegen, so läge er nicht mehr im
Inneren aller Innenwinkel des Dreiecks. Demnach würden analog zu Lemma 8.1.2 die
Lotfußpunkte nicht alle auf den Halbgeraden liegen, die die Dreiecksseiten beinhalten.
Der Kreis würde also nur die Trägergeraden, nicht aber die Dreiecksseiten berühren.
Der Punkt I ′ muss also im Inneren des Dreiecks liegen, wobei g′

i(I
′), g′

j(I ′), g′

k(I ′) g
0 gilt. Aus der Umkehrung in Lemma 8.1.3 folgt, dass I ′ im Schnittpunkt aller drei
Winkelhalbierenden liegen muss. Die Punkte I und I ′ fallen also zusammen, was die
Eindeutigkeitsaussage des Satzes zeigt.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck △AiAjAk. Da die Winkelhalbierende
durch den Eckpunkt Ai den Innenwinkel an der Ecke Ai halbiert, muss sie die gegenüber-
liegende Seite AjAk in einem Punkt S schneiden. Betrachtet man nun das neu entstan-
dene Dreieck △AiSAk, so muss die Winkelhalbierende durch Ak die gegenüberliegende
Seite AiS schneiden. Da die Seite AiS zur Gänze im Inneren des Dreiecks △AiAjAk liegt
folgt, dass sich zwei Winkelhalbierende eines Dreiecks in einem Punkt im Inneren des
Dreiecks schneiden müssen. Sei I der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch Ai und
der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden durch Aj . Da I auf der Winkelhalbierenden
durch Ai liegt, folgt aus Lemma 8.1.3:

d(I, g(Ai, Aj)) = d(I, g(Ai, Ak)).

Analog folgt
d(I, g(Ai, Aj)) = d(I, g(Aj , Ak)),

da I auch auf der Winkelhalbierenden durch Aj liegt. Somit gilt

d(I, g(Ai, Aj)) = d(I, g(Ai, Ak)) = d(I, g(Aj , Ak)). (8.10)
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Der Punkt I hat also ebenso denselben Abstand zu g(Ai, Ak) und g(Aj , Ak). Da der
Punkt I im Inneren des Dreiecks liegt gilt außerdem: g′

i(I), g′

j(I), g′

k(I) g 0. Der Punkt I
liegt nach der Umkehrung in Lemma 8.1.3 also auch auf der dritten Winkelhalbierende
des Dreiecks, durch den Eckpunkt Ak. Da der Punkt I auf allen Winkelhalbierenden im
Inneren des Dreiecks liegt, müssen die Fußpunkte der Lote des Punktes I auf die Träger-
geraden nach Lemma 8.1.2 also auf allen Halbgeraden liegen, die von den Eckpunkten
Ai, Aj und Ak ausgehen und die Dreiecksseiten enthalten. Da der Durchschnitt von je-
weils zwei Halbgeraden genau den Dreiecksseiten entsprechen, liegen die Fußpunkte der
Lote alle auf einer Dreiecksseite.
Der Kreis mit Mittelpunkt I und Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(I, g(Ai, Aj)) = d(I, g(Ai, Ak)) = d(I, g(Aj , Ak)) (8.11)

liegt somit im Inneren des Dreiecks und berührt alle drei Dreiecksseiten.
Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis.

In Abbildung 8.7 ist ein solcher Kreis dargestellt.

Abbildung 8.3: Skizze zum Beweis der Existenz des Inkreismittelpunkts.

Definition 8.1.5 (Inkreis). Der Kreis, der alle drei Seiten eines Dreiecks berührt und
im Inneren des Dreiecks liegt, wird als Inkreis des Dreiecks bezeichnet. Sein Radius heißt
Inkreisradius rI und sein Mittelpunkt Inkreismittelpunkt I.

8.1.1 Ankreismittelpunkte

Vernachlässigt man in der Definition der Winkelhalbierenden die Einschränkung, dass
die Gerade den Innenwinkel halbiert und somit durch das Dreiecksinnere verläuft, so
erhält man eine weitere Gerade, die zu den Trägergeraden der Dreiecksseiten denselben
Abstand hat.
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Definition 8.1.6 (Außenwinkelhalbierende eines Dreiecks). Die Außenwinkelhalbieren-
de durch einen Eckpunkt eines Dreiecks ist jene Gerade, die den von den Trägergeraden
durch den Eckpunkt aufgespannten Supplementärwinkel des Dreiecks halbiert.

In einem Dreieck existieren 3 solche Außenwinkelhalbierenden, eine pro Eckpunkt.

Die Außenwinkelhalbierende verläuft ebenso durch den Schnittpunkt der Trägergeraden
des Winkels und steht normal auf dessen Winkelhalbierende. Die Außenwinkelhalbieren-
de durch den Eckpunkt Ai verläuft also durch die beiden Quadranten, die an das Dreick
und den Eckpunkt Ai angrenzen.

Lemma 8.1.7. Die Fußpunkte der Lote eines Punkts auf der Außenwinkelhalbierenden
durch einen Eckpunkt liegen immer auf einer Halbgeraden, die eine Dreiecksseite enthält
und einer Halbgerade, die keine Dreiecksseite enthält.

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.2.

Lemma 8.1.8. Jeder Punkt auf der Außenwinkelhalbierenden durch einen Eckpunkt ei-
nes Dreiecks hat denselben Abstand zu den zwei Trägergeraden der Dreiecksseiten, die
den Eckpunkt enthalten.
Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren der Supplementärwinkel eines Innenwinkels des
Dreiecks mit selbem Abstand zu den Trägergeraden zweier Dreiecksseiten auf der Außen-
winkelhalbierenden durch den gemeinsamen Eckpunkt.
Des Weiteren gilt:

X ∈ Außenwinkelhalbierende durch Ai ⇐⇒ d(X, gj) = d(X, gk) ' g′

j(X) · g′

k(X) f 0.
(8.12)

Eine Skizze zur Außenwinkelhalbierenden ist in Abbildung 8.4 dargestellt, der Beweis
von Lemma 8.1.8 und dessen Umkehrung erfolgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.3.

Abbildung 8.4: Skizze zur Außenwinkelhalbierenden.
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Satz 8.1.9 (Existenz der Ankreismittelpunkte). Die Außenwinkelhalbierenden zweier
Eckpunkte und die Winkelhalbierende des dritten Eckpunkts eines Dreiecks schneiden
sich jeweils in einem Punkt im Äußeren des Dreiecks. Diese Punkte sind die Mittelpunkte
jeweils eines Kreises, der alle drei Trägergeraden der Dreiecksseiten berührt. Darüber
hinaus berühren sie die von der Winkelhalbierenden geschnittene Dreiecksseite.
Zusammen mit dem Inkreis sind dies die einzigen Kreise, die alle drei Trägergeraden
berühren.

Beweis (algebraisch). Betrachtet man die zwei Außenwinkelhalbierenden durch die Eck-
punkte Ai und Aj eines Dreiecks △AiAjAk. Die Normalvektoren der Außenwinkelhalbie-
renden ergeben sich durch Addieren der Normalvektoren −→n der Trägergeraden, die den
jeweiligen Eckpunkt enthalten. Die Normalvektoren der Außenwinkelhalbierenden durch
Ai und Aj sind demnach durch −→awi = −→nj +−→nk und −−→awj = −→ni +−→nk gegeben. Für die lineare
Unabhängigkeit der beiden Normalvektoren der Außenwinkelhalbierenden folgt mit einer
analogen Rechnung zu dem Beweis von Satz 8.1.4: a+b = −1. Das bedeutet, dass −→nk auf
der Geraden durch −−→ni und −−→nj liegen muss. Analog zum Beweis von Satz 8.1.4 folgt
ein Widerspruch und somit, dass sich die beiden Außenwinkelhalbierenden demnach in
einem Punkt Bk schneiden müssen. Für den Schnittpunkt Bk gilt nach (8.12):

g′

j(Bk) · g′

k(Bk) f 0

g′

i(Bk) · g′

k(Bk) f 0.

Durch das Produkt der beiden Ungleichungen folgt:

g′

j(Bk) · g′

k(Bk) · g′

i(Bk) · g′

k(Bk) = gj(Bk) · g′

k(Bk)2 · g′

i(Bk) g 0.

Da g′

k(Bk)2 auf alle Fälle positiv ist folgt:

g′

i(Bk) · g′

j(Bk) g 0. (8.13)

Der Punkt Bk liegt also auch auf der Winkelhalbierenden des Dreiecks, durch den Eck-
punkt Ak.
Die einzigen Teilräume, die alle drei Ungleichungen erfüllen sind jene, für die
g′

i(Bk), g′

j(Bk) g 0, g′

k(Bk) f 0 bzw. g′

i(Bk), g′

j(Bk) f 0, g′

k(Bk) g 0 gilt. Der Punkt Bk

liegt also im Äußeren des Dreiecks.
Der Teilraum mit g′

i(Bk), g′

j(Bk) f 0, g′

k(Bk) g 0 entspricht dem Teilraum, der nur den
Eckpunkt Ak des Dreiecks enthält und von den beiden Trägergeraden gi und gj begrenzt
ist. Sei X ein Punkt in diesem Teilraum, so schneidet das Lot auf die Trägergerade
gk entweder die Trägergerade gi oder die Trägergerade gj . Der Abstand d(gk, X) jedes
Punktes X im Teilraum ist somit auf jeden Fall größer als einer der Abstände d(gi, X)
und d(gj , X). Der Punkt Bk kann somit nicht in diesem Teilraum liegen. Der Punkt
Bk muss daher im Teilraum mit g′

i(Bk), g′

j(Bk) g 0, g′

k(Bk) f 0 liegen. Dieser Teilraum
entspricht dem Teilraum, der an die Dreiecksseite AiAj grenzt.

Der Punkt Bk liegt also auf der Seite von gk, die Ak nicht enthält. Da der Punkt Bk auf
den Außenwinkelhalbierenden durch Ai liegt, liegt nach Lemma 8.1.7 der Lotfußpunkt
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Fj auf die Trägergeraden gj auf der Halbgerade von Ai ausgehend, die den Eckpunkt Ak

nicht enthält. Der Lotfußpunkt Fk auf die Trägergeraden gk liegt daher auf der Halbgera-
den, die die Dreiecksseite AiAj enthält. Analog folgt durch die Außenwinkelhalbierende
durch Aj , dass Fi auf der Halbgeraden von Aj ausgehend liegt, die den Eckpunkt Ak

nicht enthält und Fk daher auf der Halbgeraden, die die Dreiecksseite AiAj enthält. Aus
dem Durchschnitt der beiden Halbgeraden der Trägergeraden gk folgt, dass der Lotfuß-
punkt Fk auf der Dreiecksseite AiAj liegt. Die Lotfußpunkte Fi, Fj auf die Trägergeraden
gi, gj liegen im Äußeren des Dreiecks.

Der Kreis mit Mittelpunkt Bk und Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(Bk, g(Ai, Aj)) = d(Bk, g(Ai, Ak)) = d(Bk, g(Aj , Ak)) (8.14)

liegt somit im Äußeren des Dreiecks, berührt alle drei Trägergeraden der Dreiecksseiten
und darüber hinaus die Dreiecksseite AiAj . Dies folgt analog für die anderen Dreiecks-
seiten.

Um die Eindeutigkeit dieser Punkte zu zeigen sei B′ der Mittelpunkt eines weiteren
Kreises, der alle drei Trägergeraden der Dreiecksseiten berührt. Es muss somit

r′ = d(B′, g(Ai, Aj)) = d(B′, g(Ai, Ak)) = d(B′, g(Aj , Ak))

gelten. Für die Vorzeichen der Produkte der orientierten Abstände zu den Trägergeraden
gibt es vier verschiedene Möglichkeiten:

1 : g′

i(B
′) · g′

j(B′) g 0; g′

i(B
′) · g′

k(B′) g 0; g′

j(B′) · g′

k(B′) g 0

2 : g′

i(B
′) · g′

j(B′) g 0; g′

i(B
′) · g′

k(B′) f 0; g′

j(B′) · g′

k(B′) f 0

3 : g′

i(B
′) · g′

j(B′) f 0; g′

i(B
′) · g′

k(B′) g 0; g′

j(B′) · g′

k(B′) f 0

4 : g′

i(B
′) · g′

j(B′) f 0; g′

i(B
′) · g′

k(B′) f 0; g′

j(B′) · g′

k(B′) g 0.

(8.15)

Aus der Umkehrung in Lemma 8.1.3 folgt, dass sich für Möglichkeit 1 der Schnittpunkt
der drei Winkelhalbierenden, also der Inkreismittelpunkt I ergibt. Aus den Umkehrun-
gen in Lemma 8.1.3 und Lemma 8.1.8 folgt für Möglichkeit 2 der Schnittpunkt Bk der
Winkelhalbierenden durch Ak und der Außenwinkelhalbierenden durch Ai und Aj . Aus
Möglichkeit 3 und 4 folgen analog die Schnittpunkte Bj und Bi. Die drei Schnittpunkte
Bi, Bj , Bk einer Winkelhalbierenden mit zwei Außenwinkelhalbierenden und der Inkreis-
mittelpunkt I sind also die Mittelpunkte der einzigen Kreise, die alle drei Trägergeraden
berühren.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Dreieck △AiAjAk. Da sich, wie im Beweis von
8.1.4 bereits gezeigt, die Winkelhalbierenden in einem Punkt schneiden und die Außen-
winkelhalbierenden normal auf die Winkelhalbierenden stehen, müssen sich zwei Außen-
winkelhalbierende eines Dreiecks in einem Punkt im Äußeren des Dreiecks schneiden. Sei
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

Bk der Schnittpunkt der Außenwinkelhalbierenden durch Ai und Aj . Aus Lemma 8.1.8
folgt:

d(Bk, g(Ai, Aj)) = d(Bk, g(Ai, Ak)),

da Bk auf der Außenwinkelhalbierenden durch Ai liegt und

d(Bk, g(Ai, Aj)) = d(Bk, g(Aj , Ak)),

da Bk auch auf der Außenwinkelhalbierenden durch Aj liegt. Somit gilt

d(Bk, g(Ai, Aj)) = d(Bk, g(Ai, Ak)) = d(Bk, g(Aj , Ak)). (8.16)

Der Punkt Bk hat also ebenso denselben Abstand zu allen Trägergeraden. Da Bk auf
den Außenwinkelhalbierenden durch Ai liegt, liegt nach Lemma 8.1.7 einer der zwei Lot-
fußpunkte auf die Trägergeraden g(Ai, Aj) und g(Ai, Ak) auf einer Halbgeraden, die eine
Dreiecksseite beinhaltet und der andere Lotfußpunkt auf einer Halbgeraden, die keine
Dreiecksseite beinhaltet. Analog gilt dies für die Trägergeraden g(Ai, Aj) und g(Aj , Ak).
Da zwei dieser Lotfußpunkte zusammenfallen und die beiden Eckpunkte die Trägerge-
raden g(Ai, Aj) gemeinsam haben und die Dreiecksseite AiAj genau dem Durchschnitt
der beiden Halbgeraden von Ai und Aj entspricht, liegt ein Lotfußpunkt des Punktes Bk

auf der Dreiecksseite AiAj die anderen Lotfußpunkte liegen auf den Halbgeraden durch
Ai und Aj , die keine Dreiecksseite beinhalten. Vom Punkt Ak aus betrachtet liegen diese
zwei Lotfußpunkte auf den Halbgeraden der Trägerebene, die die Dreiecksseiten AiAk

und AjAk beinhalten. Der Punkt Bk liegt nach Lemma 8.1.3 also auch auf der Winkel-
halbierenden des Dreiecks, durch den Eckpunkt Ak.
Der Kreis mit Mittelpunkt Bk und Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(Bk, g(Ai, Aj)) = d(Bk, g(Ai, Ak)) = d(Bk, g(Aj , Ak)) (8.17)

liegt somit im Äußeren des Dreiecks, berührt alle drei Trägergeraden der Dreiecksseiten
und darüber hinaus die Dreiecksseite AiAj .
Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum algebraischen Beweis.

Für ein Dreieck existieren drei verschiedene solche Kreise, einer pro Dreiecksseite, diese
sind in Abbildung 8.5 dargestellt.

Definition 8.1.10 (Ankreis). Die Kreise, die alle drei Trägergeraden der Dreiecksseiten
berühren und außerhalb des Dreiecks liegen, werden als Ankreis des Dreiecks bezeichnet.
Ihre Radien heißen Ankreisradien und ihre Mittelpunkte Ankreismittelpunkte.
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8.1 Der Inkreismittelpunkt

Abbildung 8.5: Skizze zum Beweis der Existenz der Ankreismittelpunkte.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

8.2 Der Inkugelmittelpunkt

In dem folgenden Abschnitt wird die Existenz der Inkugel und der Ankugeln eines Te-
traeders thematisiert. Die Informationen wurden dabei aus [1, S. 22], [8, S. 50] und [14,
S. 374f] entnommen.

Zwei Trägerebenen der Tetraederseiten schneiden sich in der gemeinsamen Kante. Da-
durch teilen je zwei Trägerebenen den 3-dimensionalen Raum in vier Quadranten. Die
vier Trägerebenen des Tetraeders teilen den 3-dimensionalen Raum in 15 Teilräume.
Den Teilraum, der das Tetraeder enthält, vier Teilräume, die jeweils an eine Tetraeder-
seite grenzen, sechs Teilräume, die jeweils an eine Kante grenzen und vier Teilräume, die
jeweils an einen Eckpunkt grenzen. Sei der orientierte Abstand eines Punktes X zur Trä-
gerebene εi wie folgt definiert: ε′

i(X) = ±d(X, εi), wobei für jeden Punkt X im Inneren
des Tetraeders ε′

0(X) g 0, ε′

1(X) g 0, ε′

2(X) g 0 gelten soll. Die Menge aller Punkte X,
die die Gleichung ε′

i(X) = 0 erfüllen bilden somit die Trägerebene εi. Die beiden Teilräu-
me, die durch die Trägerebene εi getrennt sind, werden durch die Menge aller Punkte X,
die die Ungleichungen ε′

i(X) < 0 bzw. ε′

i(X) > 0 erfüllen beschrieben, wobei ε′

i(Ai) > 0
ist. Die von den Trägerebenen aufgespannten Teilräume können dann, wie in Tabelle 8.1
dargestellt, durch die Vorzeichen der Abstände zu den Trägerebenenbeschrieben werden.

In Tabelle 8.1 sind die, durch die Trägerebenen geteilten, 15 Teilräume des 3-dimensionalen
Raums mit den jeweiligen Ungleichungen zusammengefasst.

ε′

0 ε′

1 ε′

2 ε′

3

A0A1A2A3 + + + +
A0A1A2 + + + −

A0A1A3 + + − +
A0A2A3 + − + +
A1A2A3 − + + +

A0A1 + + − −

A0A2 + − + −

A0A3 + − − +
A1A2 − + + −

A1A3 − + − +
A2A3 − − + +

A0 + − − −

A1 − + − −

A2 − − + −

A3 − − − +

Tabelle 8.1: In der linken Spalte sind die Teilräume anhand der enthaltenen Eckpunkte
charakterisiert. In der jeweiligen Zeile sind die Vorzeichen der Ungleichungen
der Trägerebenen für diesen Teilraum dargestellt.

100



8.2 Der Inkugelmittelpunkt

Definition 8.2.1 (2-Winkelhalbierende eines Tetraeders). Die 2-Winkelhalbierende
durch eine Kante eines Tetraeders ist jene Ebene, die den von den Trägerebenen durch
die Kante aufgespannten Innenwinkel des Tetraeders halbiert.

In einem Tetraeder existieren 6 solche 2-Winkelhalbierenden, eine pro Kante.

Die 2-Winkelhalbierende durch die Kante AiAl verläuft durch den Quadranten, der das
Tetraeder enthält und den gegenüberliegenden Quadranten. Für die Fußpunkte der Lote
eines Punktes auf der 2-Winkelhalbierenden gilt folgendes Lemma:

Lemma 8.2.2. Die Fußpunkte der Lote eines Punkts auf der 2-Winkelhalbierenden
durch einen Eckpunkt liegen entweder auf den beiden Halbebenen, die jeweils eine Tetra-
ederseite beinhalten oder auf den beiden Halbebenen, die keine Tetraederseite beinhalten.

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.2.

Lemma 8.2.3. Jeder Punkt auf der 2-Winkelhalbierenden durch eine Kante eines Te-
traeders hat denselben Abstand zu den zwei Trägerebenen der Tetraederseiten, die die
Kante enthalten.
Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren eines Innenwinkels des Tetraeders oder im Inne-
ren eines Gegenwinkels mit selbem Abstand zu den Trägerebenen zweier Tetraederseiten
auf der 2-Winkelhalbierenden durch die gemeinsame Kante.
Des Weiteren gilt:

X ∈ 2-Winkelhalbierende durch AiAj ⇐⇒ d(X, εk) = d(X, εl) ' ε′

k(X) · ε′

l(X) g 0.
(8.18)

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.3.

Satz 8.2.4 (Existenz des Inkugelmittelpunkts). Die sechs 2-Winkelhalbierenden eines
Tetraeders schneiden sich in einem Punkt I im Inneren des Tetraeders. Dieser Punkt ist
der Mittelpunkt der einzigen Kugel, die alle vier Seitenflächen des Tetraeders berührt.
Diese Kugel liegt zur Gänze im Inneren des Tetraeders.

Beweis (algebraisch). Betrachtet man die drei 2-Winkelhalbierenden durch die Kanten
AiAj , AjAk und AkAl eines Tetraeders AiAjAkAl. Diese drei 2-Winkelhalbierenden ver-
laufen jeweils durch eine Kante, die nicht alle zur selben Dreiecksseite des Tetraeders
gehören. Die Normalvektoren der 2-Winkelhalbierenden ergeben sich durch Subtrahieren
der Normalvektoren −→n der Trägerebenen, die die jeweilige Kante enthalten. Die Nor-
malvektoren der Winkelhalbierenden durch AiAj , AjAk und AkAl sind demnach durch

−→wij = −→nk − −→nl

−→wjk = −→nl − −→ni

−→wkl = −→ni − −→nj

(8.19)
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Abbildung 8.6: Skizze zur 2-Winkelhalbierenden.

gegeben. Da das Tetraeder nicht entartet ist, sind jeweils drei der Normalvektoren
−→ni ,

−→nj , −→nk, −→nl der Trägerebenen linear unabhängig. Die 4 Normalvektoren sind im 3-
dimensionalen Raum linear abhängig und es gilt

−→nl = a · −→ni + b · −→nj + c · −→nk, mit a, b, c ̸= 0. (8.20)

Für die Zahlen a, b, c kann noch eine größere Einschränkung vorgenommen werden: Da
Al − Ai ∥ εk und Al − Ai ∥ εj gilt:

−→nj · (Al − Ai) = 0 = −→nk · (Al − Ai). (8.21)

Multipliziert man beide Seiten von (8.20) mit (Al − Ai), so folgt mit (8.21):

−→nl · (Al − Ai) = a · −→ni · (Al − Ai). (8.22)

Da −→nl nach Innen zeigt gilt:
−→nl · (Al − Ai) > 0. (8.23)

Da −→ni nach Innen zeigt folgt:
−→ni · (Al − Ai) < 0. (8.24)

Aus (8.22), (8.23) und (8.24) folgt a < 0. Analog kann b < 0 und c < 0 gezeigt werden.

Damit sich die Winkelhalbierenden durch AiAj , AjAk und AkAl in einem Punkt I
schneiden, müssen die Normalvektoren −→wij , −→wjk und −→wkl linear unabhängig sein. Demnach
ist die folgende Gleichung zu zeigen:

λi · −→wij + λj · −→wjk + λk · −→wkl = 0 ⇐⇒ λi = λj = λl = 0. (8.25)
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Durch Einsetzen von (8.19), sowie (8.20) ergibt sich durch Umformen:

(λk − λj + λja − λia)−→ni + (λjb − λib − λk)−→nj + (λi + λjc − λic)−→nk = 0.

Da die Normalvektoren −→ni ,
−→nj und −→nk linear unabhängig sind muss

λk − λj + λja − λia = 0 (8.26)

und
λjb − λib − λk = 0 (8.27)

und
λi + λjc − λic = 0 (8.28)

erfüllt sein. Durch Umformen von (8.28) erhält man

λj =
(c − 1) · λi

c
. (8.29)

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (8.27) erhält man:

λk = −
λib

c
. (8.30)

Durch Einsetzen der Ausdrücke (8.29) und (8.30) in (8.26) erhält man:

λi ·

(
−a − b − c + 1

c

)
= 0. (8.31)

Nun gilt es zwei Fälle zu unterscheiden:

1. Fall: λi = 0
Wenn λi = 0, so folgt aus (8.29) und (8.30): λj = 0 und λk = 0, womit (8.25) erfüllt wäre.

2. Fall: −a−b−c+1
c

= 0

Durch Umformen von −a−b−c+1
c

= 0 erhält man a + b + c = 1, was einen Widerspruch
zu a, b, c < 0 darstellt.

Die Normalvektoren der drei 2-Winkelhalbierenden durch AiAj , AjAk und AkAl sind
also linear unabhängig. Demnach müssen sich die 2-Winkelhalbierenden in einem Punkt
I schneiden. Für den Punkt I folgt nach (8.18):

| : ε′

k(I) · ε′

l(I) g 0

|| : ε′

i(I) · ε′

l(I) g 0

||| : ε′

i(I) · ε′

j(I) g 0.

(8.32)
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Aus (8.32) folgt:

| · || : ε′

i(I) · ε′

k(I) g 0

|| · ||| : ε′

j(I) · ε′

l(I) g 0

| · || · ||| : ε′

j(I) · ε′

k(I) g 0.

Damit alle Ungleichungen erfüllt werden können müssen die Vorzeichen aller ε′

i gleich
sein. Da kein Teilraum existiert, für den alle Vorzeichen der Trägerebenen negativ sind,
ist der einzige Teilraum, der alle sechs Ungleichungen erfüllt jener, für den
ε′

i(I), ε′

j(I), ε′

k(I), ε′

l(I) g 0 ist. Dieser Teilraum entspricht genau dem Inneren des Te-
traeders. Der Punkt I liegt also im Inneren des Tetraeders. Nach Lemma 8.1.3 hat der
Punkt I den gleichen Abstand zu allen vier Trägerebenen. Der Punkt I liegt nach der
Umkehrung in Lemma 8.2.3 also auch auf den drei anderen 2-Winkelhalbierenden des
Tetraeders. Die Kugel mit Mittelpunkt I und Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(I, ε(Ai, Aj , Ak)) = d(I, ε(Ai, Aj , Al)) = d(I, ε(Ai, Ak, Al)) = d(I, ε(Aj , Ak, Al))

liegt somit im Inneren des Tetraeders und berührt alle vier Seitenflächen.

Um die Eindeutigkeit des Punktes I zu zeigen sei I ′ der Mittelpunkt einer weiteren Kugel
in A0A1A2A3, die alle vier Seitenflächen des Tetraeders berührt. Es muss somit

r′ = d(I ′, ε(Ai, Aj , Ak)) = d(I ′, ε(Ai, Aj , Al)) = d(I ′, ε(Ai, Ak, Al)) = d(I ′, ε(Aj , Ak, Al))

gelten. Aus den Erkenntnissen aus Abschnitt 8.2.1 folgt, dass I ′ im Inneren des Tetraeders
liegt. Aus der Umkehrung in Lemma 8.2.3 folgt, dass I ′ im Schnittpunkt aller sechs 2-
Winkelhalbierenden liegen muss. Die Punkte I und I ′ fallen also zusammen, was die
Eindeutigkeitsaussage des Satzes zeigt.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Man betrachte ein Tetraeder AiAjAkAl. Da die
2-Winkelhalbierende durch die Kante AiAj den Innenwinkel an der Kante AiAj halbiert,
muss sie die gegenüberliegende Kante AkAl in einem Punkt S schneiden.
Betrachtet man nun das neu entstandene Tetraeder AiAjAkS, so muss die
2-Winkelhalbierende durch AjAk die gegenüberliegende Seite AiS in einem Punkt S′

schneiden. Da die Strecke AiS zur Gänze im Inneren der Tetraederseite △AiAkAl liegt
folgt, dass der Punkt S′ ebenfalls in △AiAkAl liegt. Zwei 2-Winkelhalbierende mit ge-
meinsamen Eckpunkt schneiden sich also in einer Geraden, die durch die Tetraederseite
verläuft, die dem gemeinsamen Eckpunkt gegenüber liegt. Sei g die Schnittgerade der
beiden 2-Winkelhalbierenden durch AiAj und AjAk, die durch den Eckpunkt Aj und
den Schnittpunkt S′ mit der Tetraederseite △AiAkAl verläuft.
Betrachtet man nun das Tetraeder AiAjAkS′, so muss die 2-Winkelhalbierende durch
AiAk die gegenüberliegende Seite AjS′ in einem Punkt I schneiden. Da die Seite AjS′

auf der Gerade g und zur Gänze im Inneren des Tetraeders AiAjAkAl liegt folgt, dass
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8.2 Der Inkugelmittelpunkt

sich drei 2-Winkelhalbierende eines Tetraeders in einem Punkt I im Inneren des Tetra-
eders schneiden müssen.
Da I auf den 2-Winkelhalbierenden durch AiAj , AjAk und AiAk liegt, folgt aus Lemma
8.2.3:

d(I, ε(Ai, Aj , Ak)) = d(I, ε(Ai, Aj , Al)),

d(I, ε(Ai, Aj , Ak)) = d(I, ε(Aj , Ak, Al)),

und
d(I, ε(Ai, Aj , Ak)) = d(I, ε(Ai, Ak, Al)).

Somit gilt

d(I, ε(Ai, Aj , Ak)) = d(I, ε(Ai, Aj , Al)) = d(I, ε(Ai, Ak, Al)) = d(I, ε(Aj , Ak, Al))
(8.33)

Der Punkt I hat also ebenso denselben Abstand zu allen Trägerebenen. Der Punkt I
liegt nach der Umkehrung in Lemma 8.2.3 also auch auf den anderen drei
2-Winkelhalbierenden des Tetraeders, durch die Kanten AiAl, AjAl und AkAl. Da der
Punkt I auf allen 2-Winkelhalbierenden im Inneren des Tetraeders liegt, müssen die
Fußpunkte der Lote des Punktes I auf die Trägerebenen nach Lemma 8.2.2 also auf allen
Halbebenen liegen, die von den Kanten ausgehen und die Tetraederseiten enthalten. Da
die Durchschnitte von jeweils drei Halbebenen genau den Tetraederseiten entsprechen,
liegen die Fußpunkte der Lote alle auf einer Tetraederseite.
Die Kugel mit Mittelpunkt I und Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(I, ε(Ai, Aj , Ak)) = d(I, ε(Ai, Aj , Al)) = d(I, ε(Ai, Ak, Al)) = d(I, ε(Aj , Ak, Al)

liegt somit im Inneren des Tetraeders und berührt alle vier Seitenflächen.

Die Eindeutigkeitsaussage folgt analog zum algebraischen Beweis.

Definition 8.2.5 (Inkugel). Die Kugel, die alle vier Seiten eines Tetraeders berührt und
im Inneren des Tetraeders liegt, wird als Inkugel des Tetraeders bezeichnet. Ihr Radius
heißt Inkugelradius rI und ihr Mittelpunkt Inkugelmittelpunkt I.

8.2.1 Ankugelmittelpunkte

Vernachlässigt man in der Definition der 2-Winkelhalbierenden die Einschränkung, dass
die Ebene einen Innenwinkel halbiert und somit durch das Innere des Tetraeders verläuft,
so erhält man eine weitere Ebene, die zu den Trägerebenen der Tetraederseiten denselben
Abstand hat.

Definition 8.2.6 (2-Außenwinkelhalbierende eines Tetraeders). Die
2-Außenwinkelhalbierende durch eine Kante eines Tetraeders ist jene Ebene, die den von
den Trägerebenen durch die Kante aufgespannten Supplementärwinkel des Tetraeders
halbiert.
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8 Der Inkreis- und die Ankreismittelpunkte

Abbildung 8.7: Skizze zum Beweis der Existenz des Inkugelmittelpunkts. Der Durch-
schnitt von jeweils drei 2-Winkelhalbierenden durch denselben Eckpunkt
ist hier rot dargestelt.

Die 2-Außenwinkelhalbierende durch die Kante AiAj verläuft ebenso durch die gemeinsa-
me Kante der Trägerebenen des Winkels und steht normal auf dessen 2-Winkelhalbierende.
Genau genommen verläuft die 2-Außenwinkelhalbierende durch die, das Tetraeder ent-
haltenen Quadranten, angrenzenden Quadranten. Die angrenzenden Quadranten ent-
halten dabei jeweils eine der Seitenflächen, die die gemeinsame Kante der Trägerebenen
beinhalten. Eine Skizze zur 2-Außenwinkelhalbierenden durch AiAj ist in Abbildung 8.8
dargestellt.

Lemma 8.2.7. Die Fußpunkte der Lote eines Punkts auf der 2-Außenwinkelhalbierenden
durch eine Kante liegen immer auf einer Halbebene, die eine Tetraederseite enthält und
einer Halbebene, die keine Tetraederseite enthält.

Dieser Beweis folgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.2.

In einem Tetraeder existieren 6 solche 2-Außenwinkelhalbierende, eine pro Kante.

Lemma 8.2.8. Jeder Punkt auf der 2-Außenwinkelhalbierenden durch eine Kante eines
Tetraeders hat denselben Abstand zu den zwei Trägerebenen der Tetraederseiten, die die
Kante enthalten.
Umgekehrt liegt jeder Punkt im Inneren der Supplementärwinkel eines Innenwinkels des
Tetraeders mit selbem Abstand zu den Trägerebenen zweier Tetraederseiten auf der 2-
Außenwinkelhalbierenden durch die gemeinsame Kante.
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8.2 Der Inkugelmittelpunkt

Des Weiteren gilt:

X ∈ 2-Außenwinkelhalbierende durch AiAj ⇐⇒ d(X, εk) = d(X, εl) ' ε′

k(X) · ε′

l(X) f 0.
(8.34)

Der Beweis von Lemma erfolgt analog zum Beweis von Lemma 8.1.8.

Abbildung 8.8: Skizze zur 2-Außenwinkelhalbierenden.

Nach dem sich alle 2-Winkelhalbierenden in einem gemeinsamen Punkt schneiden, stellt
sich die Frage, ob es noch weitere Schnittpunkte der 2-Winkelhalbierenden und der 2-
Außenwinkelhalbierenden gibt. Ein solcher Punkt hätte nach Lemma 8.2.3 und Lemma
8.2.1 zu allen Trägerebenen denselben Abstand. Da der Teilraum, der nur einen Eckpunkt
enthält, nicht an die Trägerebene der gegenüberliegenden Seitenfläche grenzt, kann in
diesen vier Teilräumen kein Punkt existieren, der zu allen Trägerebenen denselben Ab-
stand hat. In den Teilräumen, die an eine Kante des Tetraeders grenzen, könnten sich
die 2-Winkelhalbierende durch die Kante und die gegenüberliegende Kante und alle 2-
Außenwinkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten schneiden. In einem Teilraum,
der eine Tetraederseite enthält, könnten sich die 2-Außenwinkelhalbierenden durch die
Kanten der Tetraederseiten und die 2-Winkelhalbierenden der verbleibenden Kanten
schneiden. Dementsprechend gibt es noch 10 Teilräume, die zu untersuchen sind.

Satz 8.2.9 (Existenz der Ankugelmittelpunkte). Die drei 2-Winkelhalbierenden durch
einen gemeinsamen Eckpunkt und die drei 2-Außenwinkelhalbierenden der verbleibenden
Kanten schneiden sich in einem Punkt im Äußeren des Tetraeders. Diese Punkte sind
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die Mittelpunkte jeweils einer Kugel, die alle vier Trägerebenen der Seitenflächen des
Tetraeders berühren. Darüber hinaus berühren sie die Tetraederseite, die den gemeinsa-
men Eckpunkt der 2-Winkelhalbierenden nicht enthält.

Des Weiteren können sich zwei 2-Winkelhalbierende, durch gegenüberliegende Kanten
und vier 2-Außenwinkelhalbierende, die durch die verbleibenden Kanten verlaufen in ei-
nem gemeinsamen Punkt im Äußeren des Tetraeders schneiden. Diese Punkte sind die
Mittelpunkte von Kugeln, die alle vier Trägerebenen der Seitenflächen des Tetraeders,
jedoch keine Tetraederseite berühren.

Zusammen mit der Inkugel sind dies die einzigen Kugeln, die alle vier Trägerebenen
berühren.

Beweis (algebraisch). Der algebraischen Beweis wird in Abschnitt 8.3 für ein allgemeines
n-Simplex bewiesen. Da im folgenden Abschnitt ein anderer Aufbau verwendet wird, wird
der Beweis für den 3-dimensionalen Fall hier nicht extra angeführt.

Die Kombinationsmöglichkeiten aus 2-Winkelhalbierenden (+) und
2-Außenwinkelhalbierenden (-) und den dadurch resultierenden Ankugeln ist in Tabelle
8.2 dargestellt.

I B0 B1 B2 B3 B01/B23 B02/B13 B03/B12

A0A1 + + + − − + − −

A0A2 + + − + − − + −

A0A3 + + − − + − − +
A1A2 + − + + − − − +
A1A3 + − + − + − + −

A2A3 + − − + + + − −

ε′

0 + − + + + −/+ −/+ −/+
ε′

1 + + − + + −/+ +/− +/−

ε′

2 + + + − + +/− −/+ +/−

ε′

3 + + + + − +/− +/− −/+

Tabelle 8.2: Kombinationsmöglichkeiten aus 2-Winkelhalbierenden (+) und 2-
Außenwinkelhalbierenden (-) durch die jeweiligen Kanten und der
dadurch entstehende Schnittpunkt, sowie die Vorzeichen der Ungleichungen
der Trägerebenen für diesen Schnittpunkt.

Dieser Satz kann auch rein geometrisch bewiesen werden:

Beweis (geometrisch). Seien Ai, Aj , Ak, Al die Eckpunkte eines Tetraeders T . Betrach-
tet man o.B.d.A. die 2-Winkelhalbierenden durch die Kanten AiAj , AjAk, so schneiden
sie sich analog zum geometrischen Beweis von Satz 8.2.4 in einer Geraden gi durch die
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Punkte Ai und I. Die Punkte auf der Geraden haben nach Lemma 8.2.3 den gleichen
Abstand zu allen drei Trägerebenen, die den Eckpunkt Ai enthalten. Nach der Umkeh-
rung in Lemma 8.2.3 liegen alle Punkte auf der Schnittgeraden der 2-Winkelhalbierenden
durch AiAj und AiAk auch auf der 2-Winkelhalbierenden durch AiAl. Die Gerade gi ver-
läuft als durch den Teilraum, der die Seitenfläche △ AjAkAl enthält und hat denselben
Abstand zu den Trägerebenen εj , εk, εl.

Es sei indirekt angenommen, dass keine der 2-Außenwinkelhalbierenden durch AjAk, AjAl

und AkAl die Gerade gi schneidet. Demnach müssen diese 2-Außenwinkelhalbierenden
parallel zu gi sein. Betrachtet man nun das Tetraeder T ′ das sich durch die Seitenfläche
△ AjAkAl und den Inkugelmittelpunkt I ergibt. Die Trägerebenen εj , εk und εl von T ′

entsprechen dabei den 2-Winkelhalbierenden des Tetraeders T .
Sei Fjk der Fußpunkt des Lots durch I auf die Gerade g(Aj , Ak). Die Gerade g(I, Fjk)
liegt also in der 2-Winkelhalbierenden durch AjAk und steht normal auf die Gerade
g(Aj , Ak). Da die Gerade g(I, Fjk) in der 2-Winkelhalbierenden durch AjAk liegt, steht
sie nach Definition normal auf die 2-Außenwinkelhalbierende durch AjAk und nach ge-
troffener Annahme normal auf die Gerade gi.
Sei εn(gi, I) die Normalebene auf gi durch I. Für den Punkt Fjk gilt somit: Fjk ∈
εn(gi, I). Dies folgt analog für die Lotfußpunkte Fjl, Fkl durch I auf die Geraden g(Aj , Al)
und g(Ak, Al). Die drei Lotfußpunkte Fjk, Fjl, Fkl liegen daher alle sowohl in der Ebe-
ne εn(gi, I) als auch in der Ebene εi = ε(Aj , Ak, Al). Da der Inkugelmittelpunkt I in
εn(gi, I) liegt, jedoch im Inneren von T und somit nicht in εi liegen kann, können die
beiden Ebenen nicht ident sein und müssen sich somit in einer Geraden schneiden. Die
Punkte Fjk, Fjl, Fkl liegen also auf dieser Geraden und sind somit kollinear.
Sei Fi der Fußpunkt des Lots durch I auf die Trägerebene εi, dann liegt Fi im Inneren
des Dreiecks △ AjAkAl. Da die Ebene durch I, Fjk und Fi normal auf die Kante AjAk

steht, ist Fjk der Fußpunkt des Lots durch Fi auf AjAk. Dies folgt analog für die Punkte
Fjl, Fkl. Dies widerspricht jedoch dem Satz von Simson bzw. Wallace, der in [4, S. 41,
Theorem 2.51] zu finden ist. Die 2-Außenwinkelhabierenden durch AjAk, AjAl und AkAl

können als nicht alle parallel zu gi sein.
O.B.d.A. sei die 2-Außenwinkelhalbierende durch AjAk nicht parallel zu gi, die
2-Außenwinkelhalbierende durch AjAk schneidet die Gerade gi als in einem Punkt Bi.
Da die 2-Außenwinkelhalbierende durch AjAk nicht durch das Innere des Tetraeders T
verläuft, liegt der Punkt Bi im Äußeren des Tetraeders. Aus Lemma 8.2.3 und Lem-
ma 8.2.1 folgt, dass der Punkt Bi zu allen Trägerebenen des Tetraeders denselben Ab-
stand hat. Aus der Umkehrung in Lemma 8.2.1 folgt, dass der Punkt Bi auch auf den
2-Außenwinkelhalbierenden durch die Kanten AjAl und AkAl liegen muss. Bei den Kan-
ten AjAl und AkAl kann es sich nur um die 2-Außenwinkelhalbierenden handeln, da
die 2-Winkelhalbierenden die Gerade gi im Inneren des Tetraeders, genau genommen
im Inkreismittelpunkt I, schneiden. Der Punkt Bi ist also der Schnittpunkt aller 2-
Winkelhalbierenden durch den Eckpunkt Ai und den 2-Außenwinkelhalbierenden durch
die verbleibenden Kanten. Die Kugel mit Mittelpunkt Bi und Radius r bzw. Normalab-
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stand d

r = d(Bi, ε(A0, A1, A2)) = d(Bi, ε(A0, A1, A3))

= d(Bi, ε(A0, A2, A3)) = d(Bi, ε(A1, A2, A3))

liegt somit im Äußeren des Tetraeders und berührt die Seitenfläche △AjAkAl sowie die
Trägerebenen der Seitenflächen ε(Ai, Aj , Ak), ε(Ai, Aj , Al) und ε(Ai, Ak, Al).
Dies folgt analog für die anderen Eckpunkte. Für ein Tetraeder existieren 4 solche Ku-
geln, eine pro Seitenfläche. Eine dieser Kugeln ist in Abbildung 8.9 dargestellt.
Betrachtet man o.B.d.A. die 2-Winkelhalbierenden durch die Kanten AiAj und AkAl.
Da die beiden Ebenen einen Innenwinkel des Tetraeders halbieren müssen sie durch die
gegenüberliegende Seite verlaufen. Da die Ebenen außerdem nicht parallel sein können,
schneiden sie sich in einer Gerade gi. Diese Gerade schneidet daher beide Kanten und
verläuft somit durch die Teilräume, die die Kanten AiAj und AkAl und das Tetraeder
enthalten. Betrachtet man nun die 2-Außenwinkelhalbierende durch die Kante AiAk, die
unter anderem auch duch die Teilräume verläuft, die die Kanten AiAj und AkAl ent-
halten. Die Gerade gi und die 2-Außenwinkelhalbierende durch AiAj können entweder
parallel sein oder sich in einem der beiden Teilräume schneiden. Vaughan und Gabai
zeigten in [15, S. 388], dass ein Schnittpunkt genau dann existiert, wenn die Summe der
beiden Seitenflächen, die an die gegenüberliegenden Kanten angrenzen, verschieden sind.
Der Schnittpunkt liegt dann im Teilraum, der die Kante beinhaltet, deren angrenzenden
Seitenflächen die kleinere Summe ergeben. Ist die Summe von jeweils zwei Seitenflächen
gleich, so stehen die 2-Winkelhalbierenden und die 2-Außenwinkelhalbierenden alle nor-
mal auf dieselbe Ebene und schneiden sich somit nicht in einem gemeinsamen Punkt. Es
können also zwischen null und drei solcher Schnittpunkte existieren.
Angenommen es existiert ein Schnittpunkt und die 2 Außenwinkelhalbierende durch die
Kante AiAk schneidet die Schnittgerade gi der 2-Winkelhalbierenden im Punkt Bij . Da
der Punkt auf der 2-Außenwinkelhalbierenden durch AjAk liegt, kann er nicht im Inneren
des Tetraeders liegen. Der Punkt Bij liegt demnach entweder im Teilraum, der die Kante
AiAj oder im Teilraum, der die Kante AkAl enthält. Aus Lemma 8.2.3 und Lemma 8.2.1
folgt, dass der Punkt Bij zu allen Trägerebenen des Tetraeders denselben Abstand hat.
Aus der Umkehrung in Lemma 8.2.3 und Lemma 8.2.1 folgt, dass der Punkt Bij auch auf
einer 2-Außen- oder einer 2-Winkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten liegen
muss. Da die 2-Winkelhalbierenden durch AiAk, AiAl und AjAl die Gerade gi alle im
Inneren des Tetraeders, genau genommen im Inkreismittelpunkt I, schneiden, kann der
Punkt Bij nur auf den 2-Außenwinkelhalbierenden der Kanten liegen. Der Punkt Bij

ist, falls er existiert, also der Schnittpunkt der 2-Winkelhalbierenden durch das gegen-
überliegende Kantenpaar AiAj und AkAl und den 2-Außenwinkelhalbierenden durch die
verbleibenden Kanten.
Die Kugeln mit Mittelpunkt Bij und Radius rbij

bzw. Normalabstand d

rbij
= d(Bij , ε(Ai, Aj , Ak)) = d(Bij , ε(Ai, Aj , Al))

= d(Bij , ε(Ai, Ak, Al)) = d(Bij , ε(Aj , Ak, Al))
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liegt somit im Äußeren des Tetraeders und berührt die Trägerebenen der Seitenflächen,
jedoch keine Tetraederseite. Dies folgt analog für die anderen gegenüberliegenden Kan-
tenpaare.

Für ein Tetraeder existieren zwischen 0 und 3 solche Punkte bzw. 0 und 3 solche Kugeln,
maximal einer bzw. eine pro gegenüberliegendem Kantenpaar. Eine dieser Kugeln ist in
Abbildung 8.10 dargestellt.

Ein Tetraeder besitzt also insgesamt zwischen 5 und 8 Kugeln, die die Trägerebenen der
Seitenflächen berühren, eine im Inneren und 4 bis 7 außerhalb des Tetraeders, wobei 4 da-
von jeweils eine Tetraederseite berühren und 0 bis 3 davon keine Tetraederseite berühren.

Abbildung 8.9: Skizze zum Beweis der Existenz des Ankugelmittelpunkts, der ei-
ne Seitenfläche des Tetraeders berührt. Der Durchschnitt der drei 2-
Winkelhalbierenden durch den Eckpunkt A0 ist hier rot dargestellt.
In der blauen Geraden durch einen Eckpunkt schneiden sich jeweils
die 2-Winkelhalbierende durch den Eckpunkt und A0 und die zwei 2-
Außenwinkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten.

Definition 8.2.10 (Ankugel). Die Kugeln, die alle vier Trägerebenen der Seitenflächen
des Tetraeders berühren und außerhalb des Tetraeders liegen, werden als Ankugeln des
Tetraeders bezeichnet. Ihre Radien heißen Ankugelradien und ihre Mittelpunkte Anku-
gelmittelpunkte. Für ein Tetraeder gibt es zwei verschiedene Arten von Ankugeln.
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Abbildung 8.10: Skizze zum Beweis der möglichen Existenz des Ankugelmittel-
punkts, der keine Seitenfläche des Tetraeders berührt. In der blau-
en Geraden durch einen Eckpunkt schneiden sich jeweils eine 2-
Winkelhalbierende durch die Kante A0A2 oder A1A3 und die zwei 2-
Außenwinkelhalbierenden durch die verbleibenden Kanten, die den Eck-
punkt enthalten.
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8.3 Der Insphäremittelpunkt

In diesem Abschnitt wird die Insphäre und ihr zugehöriger Insphäremittelpunkt, so-
wie die verschiedenen Arten der Ansphären mit ihren Ansphäremittelpunkten, eines
n-Simplex behandelt. Dabei wird ein anderer Zugang, als in den vorherigen Abschnitten
verwendet. Der Abschnitt liegt dabei den Informationen aus [13, S. 131-133] und [15, S.
384-389] zugrunde.

Vaughan und Gabai begannen ihre Überlegungen durch Verallgemeinerung der folgenden
Tatsache:
Sei P ein Punkt auf der Geraden durch die Punkte A0 und A1, so gilt für den Ortsvektor
von P :

p = a0 ·
V0

V
+ a1 ·

V1

V
, (8.35)

wobei a0 und a1 die Ortsvektoren der Punkte A0, A1 und V0, V1 und V die gerichteten
Längen der Strecken PA1, A0P und A0A1 bezeichnet. Die gerichtete Länge sei so zu
wählen, dass V > 0 gilt.

Um die Formel (8.35) auf den n-dimensionalen Raum zu verallgemeinern, sei σ ein n-
Simplex und σi das n-Simplex, dass sich durch Tauschen des Eckpunkts Ai von σ mit
einen Punkt P im n-dimensionalen Raum ergibt. Analog zum 1-dimensionalen Fall sei
Vi das orientierte n-dimensionale Volumen, von σi, wobei für das gerichtete (n − 1)-
dimensionale Volumen V von σ wieder V > 0 gelten soll. Ersetzt man jeden Eckpunkt
von σ einmal mit P , so gilt für die Summe der gerichteten (n−1)-dimensionalen Volumen
aller entstehenden n-Simplexe:

n∑

i=0

Vi = V. (8.36)

Der Beweis zur Formel in (8.36) ist im Kapitel 7.6 in [10] zu finden.
Die Formel (8.35) kann somit wie folgt für den n-dimensionalen Raum verallgemeinert
werden:

Satz 8.3.1 ([15, Theorem 1.]). p =
∑n

i=0 ai · Vi

V
.

Beweis. Sei P ein Punkt im n-dimensionalen Raum. Da die Vektoren bi0 = ai − a0 für
i = 1, 2, . . . , n den n-dimensionale Raum aufspannen, kann der Vektor p′ = p − a0 als
Linearkombination wie folgt beschrieben werden:

p′ =
−−→
A0P =

n∑

i=1

(ai − a0) · xi. (8.37)

Sei V ′

i das (n − 1)-dimensionale Volumen der auf der Trägerebene εi liegenden, (n − 1)-
dimensionalen Seite von σ und sei hi die Höhe des Punktes Ai über der Trägerebene εi,
dann gilt für das n-dimensionale Volumen V von σ:

V =
hiV

′

i

n
.
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Durch das innere Produkt des Normalvektors −→ni mit dem Vektor (ai − a0) folgt für die
Höhe hi:

hi = −→ni · (ai − a0), (8.38)

wobei −→ni den normierten Normalvektor, der normal auf die Trägerebene εi steht und in
Richtung des Eckpunktes Ai zeigt, bezeichnet. Betrachtet man wieder die Trägerebene
εi und ersetzt den Eckpunkt Ai von σ durch P , so ist die orientierte Höhe des Punktes
P über der Trägerebene mit (8.37) durch

hpi
= −→ni · (p − a0) = −→ni ·

n∑

j=1

(aj − a0) · xj

gegeben. Da bis auf den Vektor (ai −a0) alle Vektoren der Summe in der Ebene εi liegen
und somit normal auf den Normalvektor −→ni stehen, folgt:

hpi
= −→ni · (ai − a0) · xi.

Die orientierte Höhe hpi
von P über der Trägerebene εi ergibt sich mit (8.38) also durch

hpi
= hi · xi, wobei xi positiv ist, falls P und Ai auf derselben Seite von εi liegen und

negativ ist, falls P und Ai auf unterschiedlichen Seiten von εi liegen. Für das orientierte
n-dimensionale Volumen Vi von σi folgt daher:

Vi =
hpi

V ′

i

n
=

xihiV
′

i

n
(8.39)

und somit xi = Vi

V
. Durch Ersetzen von xi durch Vi

V
in (8.37) erhält man:

p′ =
n∑

i=1

(ai − a0) ·
Vi

V
=

n∑

i=1

ai ·
Vi

V
− a0

n∑

i=1

Vi

V
.

Aus (8.36) folgt
∑n

i=1
Vi

V
= 1 − V0

V
und somit:

p′ = p − a0 =
n∑

i=1

ai ·
Vi

V
− a0

(
1 −

V0

V

)

=
n∑

i=0

ai ·
Vi

V
− a0.

Für den Ortsvektor p von P folgt daher:
p =

∑n
i=0 ai · Vi

V
.

Da xi = Vi

V
und

∑n
i=0 Vi = V folgt

∑n
i=0 xi = 1.

Es lassen sich somit folgende Korollare formulieren:

Korollar 8.3.2 ([15, Corollary 1.]). Wenn p =
∑n

i=0 aixi und
∑n

i=0 xi = 1, dann gilt für
0 f i f n: xi = Vi

V
.
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Korollar 8.3.3 ([15, Corollary 2.]). Wenn
∑n

i=0 xi = 1, so existiert ein Punkt P , sodass
für 0 f i f n Vi = xi · V gilt.

Um den Inkreismittelpunkt und die Ankreismittelpunkte auf den n-dimensionalen Raum
zu verallgemeinern soll analog zum 2- und 3-dimensionalen Fall, ein Punkt gefunden
werden, der äquidistant zu allen (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen der Simplexseiten
ist.

Korollar 8.3.4 ([15, Corollary 3.]). Sei P ein Punkt, der zu allen (n−1)-dimensionalen
Trägerebenen εi mit 0 f i f n denselben Abstand h hat. Sei

ε′

i =

{
−1, wenn P und Ai auf unterschiedlichen Seite von εi liegen,
1, wenn P und Ai auf derselben Seite von εi liegen.

Dann gilt:
nV

h
=

n∑

i=0

ε′

iV
′

i > 0

und

p =
n∑

i=0

ai ·
ε′

iV
′

i∑n
i=0 ε′

iV
′

i

. (8.40)

Umgekehrt: jede Wahl von ε′

0, ε′

1, . . . , ε′

n mit
∑n

i=0 ε′

iV
′

i > 0 ergibt einen eindeutigen
Punkt, der zu allen (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen denselben Abstand hat und für
den sich die gewählten Vorzeichen ergeben.

Beweis. Da der Punkt P zu allen Trägerebenen den selben Abstand h hat und das
Vorzeichen ε′

i jedoch verschieden sein kann folgt aus (8.39):

Vi =
hpi

V ′

i

n
=

ε′

ihV ′

i

n
. (8.41)

Bildet man die Summe aller Vi, so ergibt sich:
n∑

i=0

Vi = V =
n∑

i=0

ε′

ihV ′

i

n
. (8.42)

Da das Volumen V nach Definition positiv ist, folgt mittels einer einfachen Umformung
die erste Aussage von Korollar 8.3.4. Die zweite Aussage des Korollars 8.3.4 folgt durch
Einsetzen von (8.41) und (8.42) in die Formel des Satzes 8.3.1 und Kürzen von n und
h.

Mit Hilfe von Korollar 8.3.4 kann folgender Satz formuliert werden:

Satz 8.3.5. Für ein n-Simplex existieren maximal 2n Punkte, die zu allen (n − 1)-
dimensionalen Trägerebenen denselben Abstand haben.

Beweis. Wählt man für ε′

0, ε′

1, . . . , ε′

n−1 entweder −1 oder 1, so gibt es 2n+1 verschiedene
Möglichkeiten. Da maximal für die Hälfte dieser Möglichkeiten die Summe

∑n
i=0 ε′

iV
′

i

positiv ist, bleiben 2n Möglichkeiten. Im n-dimensionalen Raum existieren also maxi-
mal 2n verschiedene Punkte, die zu allen (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen denselben
Abstand haben.
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Satz 8.3.6 (Existenz des Insphäremittelpunkts). Für die Wahl ε′

0 = ε′

1 = · · · = ε′

n = 1
ergibt sich ein Schnittpunkt I im Inneren des n-Simplex. Dieser Punkt ist der Mittelpunkt
der einzigen Sphäre, die alle (n+1) (n−1)-dimensionalen Seiten des n-Simplex berührt.
Diese Sphäre liegt zur Gänze im Inneren des n-Simplex.

Beweis. Wenn ε′

0 = ε′

1 = · · · = ε′

n = 1, so ergibt sich nach Korollar 8.3.4 ein Punkt
I, der zu allen (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen denselben Abstand hat und für den
alle ε′

i(I) > 0 sind. Daher liegt der Punkt I für alle Eckpunkte Ai auf derselben Seite
der Trägerebene εi mit i = 0, 1, . . . , n. Der Punkt I liegt also im Inneren des n-Simplex
und hat zu allen Trägerebenen denselben Abstand. Die Sphäre mit Mittelpunkt I und
Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(I, ε0) = d(I, ε1) = · · · = d(I, εn)

liegt somit im Inneren des n-Simplex und berührt alle (n + 1) Seitenflächen.
Um die Eindeutigkeit des Punktes I zu zeigen sei I ′ der Mittelpunkt einer weiteren
Sphäre des n-Simplex, die alle (n+1) (n−1)-dimensionalen Seitenflächen des n-Simplex
berührt. Es muss somit

r′ = d(I ′, ε0) = d(I ′, ε1) = · · · = d(I ′, εn)

gelten. Da der Punkt in dem Teilraum liegen muss, der alle (n − 1)-dimensionalen Sei-
tenflächen enthält, müssen alle ε′

i = 1 sein. Aus der Umkehrung in Korollar 8.3.4 folgt,
dass es nur einen Punkt mit diesen Eigenschaften gibt. Die Punkte I und I ′ fallen also
zusammen, was die Eindeutigkeitsaussage des Satzes zeigt.

Definition 8.3.7 (Insphäre eines n-Simplex). Die Sphäre, die alle (n + 1) (n − 1)-
dimensionalen Seiten eines n-Simplex berührt und im Inneren des n-Simplex liegt, wird
als Insphäre des n-Simplex bezeichnet. Ihr Radius heißt Insphäreradius rI und ihr Mit-
telpunkt Insphäremittelpunkt I.

8.3.1 Ansphäremittelpunkte

Satz 8.3.8 (Existenz des Ansphäremittelpunkts der Art 1). Für die Wahl ε′

i = −1 und
ε′

j = 1 ∀j ̸= i ergibt sich ein Schnittpunkt Bi im Äußeren des n-Simplex. Dieser Punkt
ist der Mittelpunkt einer Sphäre, die alle (n + 1) (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen
des n-Simplex berührt. Darüber hinaus berührt sie die (n − 1)-dimensionalen Seiten des
n-Simplex, die dem Eckpunkt Ai gegenüberliegt.

Beweis. Da das (n − 1)-dimensionale Volumen jeder Seite eines n-Simplex kleiner ist,
als die Summe der (n − 1)-dimensionale Volumen der verbleibenden Seiten, führt die
Wahl von ε′

i = −1 und ε′

j = 1 ∀j ̸= i auf jedem Fall zu einem Schnittpunkt Bi. Da nur
ε′

i negativ ist, liegt der Punkt Bi für alle (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen, außer εi

auf der Seite, die das Simplex enthält. Der Punkt Bi liegt also in dem Teilraum, der an
die Seitenfläche angrenzt, die Ai gegenüber liegt. Die Sphäre mit Mittelpunkt Bi und
Radius r bzw. Normalabstand d

r = d(Bi, ε0) = d(Bi, ε1) = · · · = d(Bi, εn)
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liegt somit im Äußeren des n-Simplex und berührt die Seitenfläche, die Ai gegenüberliegt,
sowie die (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen der restlichen Seitenflächen.
Dies folgt analog für die anderen Eckpunkte. Für ein n-Simplex existieren also n + 1
solche Sphären, eine pro (n − 1)-dimensionaler Seitenfläche.
Die Eindeutigkeitsaussage des Satzes folgt analog zum Beweis von Satz 8.3.6.

Definition 8.3.9 (Ansphäre der Art 1). Die Sphären, die alle (n+1) (n−1)-dimensionalen
Trägerebenen der Seitenflächen und insbesondere eine Seitenfläche des n-Simplex berüh-
ren und außerhalb des n-Simplex liegen, werden als Ansphären der Art 1 des n-Simplex
bezeichnet. Für ein n-Simplex gibt es n + 1 Ansphären der Art 1, eine pro Seitenfläche.

Umgekehrt führt die Wahl von ε′

i = 1 und ε′

j = −1 ∀j ̸= i, da das (n − 1)-dimensionale
Volumen jeder Seite eines n-Simplex kleiner ist, als die Summe der (n − 1)-dimensionale
Volumen der verbleibenden Seiten, nie zu einem Schnittpunkt. In den Teilräumen, die nur
einen Eckpunkt enthalten existiert somit kein Punkt, der zu allen (n − 1)-dimensionalen
Trägerebenen den gleichen Abstand hat.
Allgemein lässt sich feststellen, dass nur in einem von zwei gegenüberliegenden Teilräu-
men ein Schnittpunkt existieren kann, da die Gleichung

∑n
i=0 ε′

iV
′

i > 0 nicht für beide
Teilräume erfüllt sein kann. Für n > 2 ist es möglich zwei oder mehrere ε′ negativ zu
wählen. Der Schnittpunkt liegt dabei immer in dem Teilraum, dessen Summe der (n−1)-
dimensionalen Volumen der angrenzenden (n−1)-dimensionalen Seiten kleiner ist als die
Summe der (n − 1)-dimensionalen Volumen der restlichen (n − 1)-dimensionalen Seiten
des Simplex. Sind diese Summen gleich groß, existiert in keinem der beiden Teilräu-
me ein Schnittpunkt. In einem gleichseitigen Simplex existieren somit keine weiteren
Ansphären.

Definition 8.3.10 (Ansphäre der Art k). Die Sphären, die alle (n+1) (n−1)-dimensional-
en Trägerebenen der Seitenflächen des n-Simplex berühren und insbesondere in einem
Teilraum liegen, der entweder eine (k − 1)- oder eine (n − k)-dimensionale Seite des n-
Simplex enthält und außerhalb des n-Simplex liegen, werden als Ansphären der Art k des
n-Simplex bezeichnet. Für ein n-Simplex gibt es maximal

(n+1
k

)
=
( n+1

n+1−k

)
Ansphären

der Art k, eine pro (k − 1)- bzw. (n − k)-dimensionaler Seite.

Definition 8.3.11 (Ansphäre). Die Sphären, die alle (n+1) (n−1)-dimensionalen Trä-
gerebenen der Seitenflächen des n-Simplex berühren und außerhalb des n-Simplex liegen,
werden als Ansphäre des n-Simplex bezeichnet. Ihre Radien heißen Ansphäreradien und
ihre Mittelpunkte Ansphäremittelpunkte. Für ein n-Simplex gibt es n

2 verschiedene Ar-
ten von Ansphären, wenn n eine gerade und n+1

2 verschiedene Arten von Ansphären,
wenn n eine ungerade Zahl ist.
Zusammen mit der Insphäre sind dies die einzigen Sphären, die alle (n+1) Trägerebenen
berühren.

Für ein n-Simplex existiert also immer eine Insphäre und die (n + 1) Ansphären der Art
1. Das Maximum von 2n − 1 Ansphären wird für ein n-Simplex, für n > 1 beispielsweise
dann erreicht, wenn alle, bis auf eine Seite gleich groß sind und die verbleibende Seite
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(n − 1)-mal so groß ist, falls n eine ungerade Zahl ist bzw. wenn alle Seiten gleich groß
sind, falls n eine gerade Zahl ist.
Ab einer Dimension n > 3 existieren zusätzlich zur Insphäre und den (n + 1) Ansphären
der Art 1 immer weitere Ansphäre von anderen Arten. Es ist in diesem Dimensionen
also nicht möglich, dass keine Ansphäre der Art k mit k ̸= 1 existieren.

Satz 8.3.12 ([13]). Für n gerade existieren mindestens

2n −

(
n

n+2
2

)

und für n ungerade mindestens

2n −

(
n

n+1
2

)

Sphären, die zu allen (n − 1)-dimensionalen Trägerebenen den gleichen Abstand haben.

Purdy untersuchte die Existenz der In- und Ansphären eines n-Simplex noch genauer
und zeigte in [13, S. 131-133], dass zwischen dem Minimum und dem Maximum der
Anzahl an In- und Ansphären nicht jede Anzahl existieren kann. Nach Purdy existieren
somit in einem n-dimensionalen Raum, wobei n eine ungerade Zahl ist, kein n-Simplex
mit T In- und Ansphären, wobei für T

2n −

(
n

n+1
2

)
< T < 2n −

1

2

(
n + 1

n+3
2

)

gilt. Somit existieren beispielsweise keine 5-Simplexe, mit 23 oder 24 Sphären, die zu den
Trägerebenen denselben Abstand haben, das Minimum 22 und alle Anzahlen zwischen
25 und dem Maximum 32 sind jedoch möglich.
Für n-Simplexe, wobei n eine gerade Zahl ist, ist die Existenz solcher Lücken zwischen
dem Minimum und dem Maximum der Anzahl an Sphären noch ungeklärt.
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