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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im
R?. Zuerst werden die Euler-Charakteristik einer Triangulierung, der Satz von Poin-
caré-Hopf und der Satz von GauB-Bonnet fiir Gebiete im R? vorgestellt und einige
fiir diese Zusammenhénge wichtige Definitionen wiederholt. Anschlieend werden die
Fuler-Charakteristik einer Triangulierung, der Satz von Gauf-Bonnet und der Satz von
Poincaré-Hopf miteinander in Bezug gesetzt. Daraus ergeben sich Sétze, welche mit kom-
binatorischen, topologischen und geometrischen Zugéingen bewiesen werden. Die Arbeit
beschrinkt sich dabei auf Gebiete im R?, damit die Beweise mit elementarer Analysis in
mehreren Variablen durchgefiihrt werden kénnen.
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Abstract

This thesis deals with the Euler characteristic for regions in R?. First, the Euler charac-
teristic of a triangulation, the Poincaré-Hopf theorem and the Gauss-Bonnet theorem for
regions in R? are presented and some relevant definitions for these theorems are recal-
led. Subsequently, the Euler characteristic of a triangulation, the Gauss-Bonnet theorem
and the Poincaré-Hopf theorem are compared. This results in theorems which are pro-
ved using combinatorial, topological and geometric approaches. The work is restricted
to regions in R? so that the proofs can be carried out by using elementary multivariable
calculus.
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit den vielfdltigen Aspekten der Euler-Charak-
teristik y fiir Gebiete im R?. Heuristisch betrachtet kann man sich die Euler-Charakte-
ristik y als einen Kennwert eines Gebiets vorstellen, der von der Anzahl der Locher g,
die das Gebiet besitzt, abhédngt. Fiir zusammenhingende Gebiete gilt dabei:

x=1—g.

Ein einfaches Beispiel ist in Abbildung 1.1 zu sehen.

Abbildung 1.1: Das Gebiet R hat die Euler-Charakteristik xy = —1, da das Gebiet zwei
Locher besitzt.

Ublicherweise wird die Euler-Charakteristik jedoch nicht iiber die Anzahl der Locher
eines Gebiet definiert, sondern als die alternierende Summe

V-E+F

der Anzahl der Ecken V', der Anzahl der Kanten F und der Anzahl der Dreiecksflichen
F' einer Triangulierung, wie in Kapitel 2.3 noch einmal genauer beschrieben wird. In
Anbetracht dieser Definition stellt sich die Frage, ob die Euler-Charakteristik von der
Wahl der Triangulierung abhéngig ist. Am Ende von Kapitel 3 dieser Arbeit wird jedoch
nachgewiesen, dass sie von der Triangulation unabhéngig ist.



1 Einleitung

Historisch betrachtet entwickelte sich die Euler-Charakteristik aus dem Euler’schen
Polyedersatz, in dem Euler nachwies, dass fiir konvexe Polyeder die alternierende Summe
stets 2 ergibt, d.h.

V-E+F=2,

wobei V' die Anzahl der Ecken, F die Anzahl der Kanten unf F' die Anzahl der Flichen
des Polyeders sind. Genaueres zur Geschichte der Euler-Charakteristik und dem Eu-
ler’schen Polyedersatz kann bei Richeson [6, S. 1-26] nachgelesen werden.

Die Euler-Charakteristik gibt jedoch nicht nur einen Zusammenhang mit der An-
zahl der Locher eines Gebiets oder der Anzahl der Dreiecksflichen, Ecken und Kanten
von Triangulierungen des Gebiets an. Der Satz von Gau-Bonnet beschreibt den wich-
tigen Zusammenhang der Euler-Charakteristik mit der GauBkriimmung des Graphen
einer Funktion auf dem Gebiet. Der Satz von Poincaré-Hopf bringt die Summe aller
Poincaré-Hopf Indexe fiir Vektorfelder auf dem Gebiet in einen Zusammenhang mit der
Euler-Charakteristik. Diese Zusammenhinge werden in Kapitel 2 dieser Arbeit genauer
vorgestellt.

Die oben angefiihrten Zusammenhénge werden anschlieffend in Kapitel 3 miteinander
in Beziehung gesetzt. Obwohl die angegeben Sétze auch in héherdimensionalen Rd&umen
gelten, beschrinkt sich diese Arbeit auf Gebiete im R?. Dadurch kénnen die Zusam-
menhénge nur mit elementarer Analysis in mehreren Variablen gezeigt werden, ohne
eine genaue Kenntnis der Analysis von Flichen vorauszusetzen.



2 Topologische, geometrische und
kombinatorische Aspekte der
Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

In diesem Kapitel werden verschiedene Sétze vorgestellt, in welchen die Euler-Charakte-
ristik x auftritt. Um die hier formulierten Sétze besser zu verstehen, werden zunéchst ei-
nige wichtige Definitionen aufgestellt, welche im Laufe der Arbeit immer wieder benttigt
werden. In der Einleitung wurde bereits der Begriff des Gebiets intuitiv benutzt, er soll
jedoch an dieser Stelle mit der fiir diese Arbeit notwendigen mathematischen Strenge
definiert werden. Dafiir werden zunéchst einige Definitionen aufgestellt, die fiir die De-
finition eines Gebiets beno6tigt werden.

Der Kurvenbegriff ist dabei essentiell, da der Rand eines Gebiets durch eine Kurve
beschrieben wird.

Definition 2.1 ([8, S. 2]). Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion v : I — R™ heifit glatt,
wenn jede der Funktionen, die ihre Komponenten ausmacht, beliebig oft differenzierbar
ist.

Definition 2.2 ([8, S. 2]). Eine parametrisierte Kurve in R™ ist eine glatte Funktion
v:I — R"™ wobei I C R ein Intervall ist.

Definition 2.3 ([8, S. 5]). Sei y: I — R™ eine parametrisierte Kurve. Sie heifit regulir,
wenn ihr Geschwindigkeitsvektor nirgends verschwindet (|7/(¢)| # 0 fiir alle ¢ € T). Sie
heifit nach Bogenlénge parametrisiert, wenn ihr Geschwindigkeitsvektor immer die Lange
1 hat (|7/(t)] =1 fiir alle t € T).

Definition 2.4 ([8, S. 21]). Eine geschlossene regulire Kurve ist eine regulire Kurve
der Form 7 : [a,b] — R", sodass y(a) = (b) und alle Ableitungen folgendes erfiillen:

v (a) =~'(b), ~"(a)=+"(b), etc.
Ist v zudem injektiv auf dem Intervall [a,b) heifit sie einfach geschlossene Kurve.

Definition 2.5 ([8, S. 68]). Eine stiickweise-reguldre Kurve im R" ist eine stetige Funk-
tion vy : [a,b] — R™ mit einer Zerlegung, a = ty < t; < --- < t, = b, sodass die
Einschrinkung +; von « in jedem Teilintervall [¢;, t;+1] eine regulére Kurve ist. Sie heifit
geschlossen, wenn zusétzlich v(a) = ~(b) gilt, und einfach-geschlossen, wenn ~ injektiv
auf dem Intervall [a, b) ist. Sie heifit nach Bogenlinge parametrisiert wenn jedes 7; nach
Bogenlidnge parametrisiert ist.



2 Topologische, geometrische und kombinatorische Aspekte der FEuler-Charakteristik

Nun kann der Begriff Gebiet, wie er in dieser Arbeit verwendet wird, genau definiert
werden.

Definition 2.6 ([8, S. 320]). Eine kompakte Teilmenge R C R? nennt man ein Gebiet,
wenn sie die Vereinigung einer offenen Menge in R? mit dem Rand OR dieser Menge
bezeichnet. Der Rand OR ist dabei eine Vereinigung von endlich-vielen schnittfremden
stiickweise-reguléren einfach-geschlossenen Kurven in R?. Jede einzelne Spur bezeichnet
man dabei als Randkomponente.

Definition 2.7 ([8, S. 320]). Sei R ein Gebiet in R2. Eine Parametrisierung, v : [a,b] —
R, einer Randkomponente C' von R wird als positiv orientiert bezeichnet, wenn R stets
linkerhand beim Durchlaufen von ~ liegt.

Definition 2.8 ([8, S. 299]). Sei v eine stiickweise-regulére nach Bogenlénge parametri-
sierte Kurve. Jeder nicht-glatte Punkt ~(¢;) bildet moglicherweise eine Ecke von ~. An
den Ecken gibt es zwei Geschwindigkeitsvektoren v~ und v, die sich aus den links- und
rechtsseitigen Ableitungen ergeben:

y(ti +h) —y(t:)

() =l = lim ~/(¢
v () Jm o tfi}ﬂ)
und
) ti 4+ h) —y(t;) :
F(t) = Tim ¢ — lim ~/(2).
vi(t) = lim W tggv()

Ist v (t;) kein negatives skalares Vielfaches von v~ (¢;), dann ist der Wert des vorzeichen-
behafteten Winkel o; € [—m, 7| im Punkt ~(¢;) der kleinstmogliche Absolutbetrag des
Winkels zwischen v~ (¢;) und v (¢;). Das Vorzeichen ist positiv, wenn v"(¢;) eine gegen
den Uhrzeigersinn gerichtete Rotation von v~ (¢;) ist (und negativ, wenn eine Rotation
im Uhrzeigersinn). Ist v geschlossen und +/(a) # 7/(b), dann kann in diesem Punkt ei-
ne Ecke entstehen. Der Winkel in dieser Ecke ist dann der Winkel zwischen v~ (b) und
v (a).

Definition 2.9 ([8, S. 69]). Eine Ecke von « wird als Spitze bezeichnet, wenn v (¢;) ein
negatives skalares Vielfaches von v~ (¢;) ist.

Fiir alle in diesem Kapitel beschriebenen Sétze soll nun gelten:
Sei R ein beschrianktes Gebiet in R? mit stiickweise glattem Rand. Der Rand des

Gebiets kann dabei aus mehreren Randkomponenten bestehen, welche positiv orientiert
sind. Die Randkurve von R soll dabei frei von Spitzen sein.

2.1 Der Satz von Poincaré-Hopf fiir Gebiete in R?

Der Satz von Poincaré-Hopf stellt eine Verbindung zwischen den Poincaré-Hopf-Indexen
eines Vektorfelds X mit der Euler-Charakteristik des Gebiets R her. Ein Vektorfeld X
wird dabei folgendermaflen definiert.



2 Topologische, geometrische und kombinatorische Aspekte der FEuler-Charakteristik

Definition 2.10 ([4, [S. 131]). Unter einem Vektorfeld X auf einer Menge R C R?
versteht man eine Abbildung, die jedem Punkt = € R einen Vektor X (z) € R? zuordnet,
X :R— R2%

Betrachten wir nun die Definition des Poincaré-Hopf Index:

Definition 2.11 ([8, S. 336] Poincaré-Hopf Index fiir Vektorfelder im R?). Der Poincaré-
Hopf Index Indy(p) einer isolierten Nullstelle p eines stetigen Vektorfelds X auf R? ist
der Grad der Funktion f; : [a,b] — S! definiert als

wobei v : [a,b] — R? den gegen den Uhrzeigersinn orientierten Kreis mit Mittelpunkt p
und Radius € > 0 parametrisiert. Der Radius € muss dabei klein genug gewéhlt werden,
sodass das Vektorfeld X keine weiteren Nullstellen aufler p im oder am Rand des Kreises
besitzt.

Genaueres zum Grad einer Funktion kann bei Tapp [8, S. 63] in Proposition und De-
finition 2.3 nachgelesen werden.

Der Poincaré-Hopf Index ordnet also jeder Nullstelle eines Vektorfelds einen ganzzah-
ligen Wert zu. Anschaulich betrachtet beschreibt der Poincaré-Hopf Index die Anzahl
der Umdrehungen des Vektorfelds X gegen den Uhrzeigersinn, wenn man den Rand eines
Kreises, den man um eine isolierte Nullstelle bildet, vollstéindig gegen den Uhrzeigersinn
durchléuft. Insbesondere drei Arten von Nullstellen werden im spéteren Verlauf der Ar-
beit benttigt und an dieser Stelle vorgestellt.

Abbildung 2.1: Quelle [6, S. 205]

Eine Quelle (vgl. Abbildung 2.1) ist eine Nullstelle, von der alle Vektoren wegzeigen.
Bei einer vollstéandigen Umkreisung gegen den Uhrzeigersinn drehen sich die Vektoren
einmal gegen den Uhrzeigersinn, weswegen Quellen einen Poincaré-Hopf Index von 1
besitzen.
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Abbildung 2.2: Senke [6, S. 205]

Eine Senke (vgl. Abbildung 2.2) ist eine Nullstelle, in dessen Richtung alle Vektoren
zeigen. Bei einer vollstdndigen Umkreisung gegen den Uhrzeigersinn drehen sich die Vek-

toren einmal gegen den Uhrzeigersinn, weswegen Senken einen Poincaré-Hopf Index von
1 besitzen.

PR
;{_ﬁﬁ_}

Abbildung 2.3: Sattel [6, S. 205]

Eine Sattelstelle (vgl. Abbildung 2.3) ist eine Nullstelle, die sowohl hinfithrende als
auch wegfithrende Vektoren besitzt. Bei einer vollstdndigen Umkreisung gegen den Uhr-
zeigersinn drehen sich die Vektoren einmal im Uhrzeigersinn, weswegen Sattelstellen
einen Poincaré-Hopf Index von —1 besitzen.

Der erste wichtige Satz beschreibt nun einen Zusammenhang zwischen der Euler-Cha-
rakteristik und der Summe der Poincaré-Hopf Indexe eines Vektorfelds auf einem Gebiet.

Satz 2.1 (Poincaré-Hopf fiir Gebiete in R?). Sei X : R — R? ein stetiges Vektorfeld mit
isolierten Nullstellen, die alle im Inneren des Gebiets R liegen. Weiters soll X lings des
Randes von R nach auflen zeigen. Dann gilt:

> Indx(p) = x, (2.1)
o

wobei die Summe tber alle isolierten Nullstellen p von X lduft.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satz von Poincaré-Hopf, der eine htherdimensionale
Verallgemeinerung fiir Mannigfaltigkeiten beschreibt und in Hazewinkel [3] oder Milnor
[5, Kapitel 6] nachgelesen werden kann.
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2.2 Der Satz von GauBB-Bonnet fiir Graphen

In diesem Unterkapitel wird ein Satz vorgestellt, der einen Zusammenhang zwischen der
Gauflkriimmung einer Fliche, dem Winkeldefekt der Randkomponenten der Fliche und
der Euler-Charakteristik herstellt. Die Flidchen, welche in diesem Unterkapitel genauer
betrachtet werden, werden durch den Graphen einer Funktion gebildet. Fiir alle Sétze
und Definitionen in diesem Unterkapitel soll folgendes gelten:

Sei R C R? ein Gebiet und f : R — R? eine glatte Funktion. Der Graph S

S::{ Yy :(:L‘,y)ER}
f(z,y)

bildet eine Fliche im R3.

Um den Zusammenhang zwischen den oben aufgefithrten Gréflen aufzustellen, wird
zunéchst die geodatische Krimmung und der Winkeldefekt néher betrachtet. Die geodétische
Kriimmung wird in Tapp [8, S. 209] genauer vorgestellt.

Definition 2.12 ([8, S. 209]). Sei v : [a,b] — S eine nach Bogenlénge parametrisierte
Kurve auf S, d.h. [7/(t) = 1|. Dann ist die geodétische Kriimmung r:

kg(t) = (Roo(7'(£)), 7" (1)),

wobei Rgg eine Rotation um 90° gegen den Uhrzeigersinn tangential an den Graphen S
beschreibt.

Definition 2.13 ([8, S. 300]). Sei ~ eine stiickweise-regulére nach Bogenlédnge parame-
trisierte Kurve auf S. Wir bezeichnen die vorzeichenbehafteten Winkel an den Ecken
von v als aq, ..., .

(1) Eine Funktion 6 : [a,b] — R ist eine Winkelfunktion von v wenn fiir jedes i €
{1,...,n}, 0 eine Sprungstelle der Hohe «; bei t; besitzt und ansonsten 6'(t) =
kq(t) gilt. Eine Winkelfunktion existiert und ist bis auf eine additive Konstante
eindeutig.

(2) Der Winkeldefekt entlang + bezeichnet die Anderung der Winkelfunktion: A =
0(b) — 0(a). Aquivalenterweise ist also:

b
A9:/ Hg(t)dt—i—Zai,

wobei “ f: kq(t)dt* fiir die Summe aller Integrale der geodétischen Kriimmung iiber
die glatten Abschnitte von v steht.

Im geschlossenen Fall ist dies so zu verstehen, dass auch der Winkel beim Anfang/Endpunkt
beriicksichtigt wird.
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Definition 2.14. Sei R ein Gebiet mit Rand 0R, C eine Randkomponente von R und
A(C) der Winkeldefekt einer Parametrisierung von C. Der Winkeldefekt des gesamten
Rands A(9R) ist dann:

A(OR) ==Y A(C),
C

wobei die Summe iiber alle Randkomponenten C' lauft.

In jedem Punkt einer Fliache kann die GauBkriimmung ermittelt werden. Vorstellen
kann man sich die Gaulkriimmung als ein Maf}, dass angibt, wie stark sich die Flédche
in dem Punkt von der Tangentialebene an diesen Punkt wegkriimmt. Genaueres zur
GauBkriimmung kann bei Tapp [8, S. 196] nachgelesen werden.

Definition 2.15 ([8, S. 220-221]). Sei R ein Gebiet und S die Fliche im R3, die vom
Graphen S einer Funktion f : R — R gebildet wird. Die Gaulkriimmung K im Punkt
(x,y) ist dann:

fac;rfyy - x2y
A+ 2+ 1%
Berechnet man das Integral iiber einer Flidche, muss man die Flichenverzerrung, die

durch die Parametrisierung verursacht wird korrigieren. Diese Verzerrung kann mit dem
Flachenelement korrigiert werden.

K(xay) =

Definition 2.16 ([8, S. 163]). Das Fliachenelement dA einer Flidche S, die durch den
Graphen einer Funktion f: R — R gebildet wird, ist:

dA = \/1+ f2 + f2dady.

Nun kann ein Zusammenhang zwischen der Euler-Charakteristik, dem Winkeldefekt
und der GauBlkriitmmung hergestellt werden.

Satz 2.2 (Der Satz von Gau-Bonnet fiir Graphen). Sei f : R — R eine glatte Funktion
auf dem Gebiet R im R2. Der Graph von f bildet eine glatte Fliche in R3. K bezeich-

net die Gaufskrimmung dieser Fliche, dA das Flichenelement des Graphen von f und
A(OR) den Winkeldefekt des Rands des Gebiets R. Dann gilt:

/}mA+mma=%X (2.2)
R

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satz von Chern-Gau-Bonnet, welcher eine n-
dimensionale Verallgemeinerung des Satzes darstellt und von Chern in [2] bewiesen wur-
de.
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2.3 Die Euler-Charakteristik fiir triangulierte Gebiete

In diesem Unterkapitel wird nun ein Zusammenhang zwischen Triangulierungen und der
Euler-Charakteristik hergestellt.

Definition 2.17 ([8, S. 327]). Sei R ein Gebiet mit stiickweise linearem Rand. Eine
Triangulierung (oder auch Triangulation) von R ist eine endliche Familie 71,...,7F von
Dreiecken, so dass:

o Ui, =R

e Wenn i # j, dann ist 7; N 7; entweder leer oder eine gemeinsame Kante oder Ecke
der Dreiecke 7; und ;.

Ist R ein Gebiet mit stiickweise linearen Rand, dann existiert eine Triangulierung von
R.

Satz 2.3 ([8, S. 327] Die Euler-Charakteristik fiir triangulierte Gebiete). Sei R ein
Gebiet mit stiickweise linearen Rand und T eine Triangulation von R. Dann gilt:

V-E+F=x, (2.3)

wobei F' die Anzahl der Dreiecke bzw. Dreiecksflichen ist, E die Anzahl der Kanten
(wobei jede Kante nur einmal gezihlt wird, auch wenn sie von zwei Dreiecken geteilt
wird) und V' die Anzahl der Ecken (wobei jede Ecke nur einmal gezihlt wird, auch wenn
sie von mehreren Dreiecken geteilt wird) ist.

Die alternierende Summe V —E+F in Gleichung (2.3) wird als die Euler-Charakteristik
der Triangulierung 7 bezeichnet. Ublicherweise wird die Euler-Charakteristik von R
durch diese alternierende Summe definiert. Die Euler-Charakteristik ist wohldefiniert
und unabhéngig von der Triangulierung 7, wie spéter in Korollar 3.3 beschrieben. In
Abbildung 2.4 wird Satz 2.3 anhand eines einfachen Beispiels nachgewiesen.

2.4 Der Satz von GauB-Bonnet fiir triangulierte Graphen
Sei R ein Gebiet mit stiickweise linearem Rand, 7 eine Triangulierung von R und

[ R — R eine stetige stiickweise-lineare Funktion. Die Einschrankung von f auf jedem
Dreieck von 7 ist linear, d. h. wir erhalten iiber jedem Dreieck von 7 ein Dreieck im R3.

Sei v” eine Ecke von 7, die im Inneren des Gebiets R liegt, dann bezeichnet:

D" = 2m — Z o (2.4)

den Winkeldefekt bei der Ecke v, wobei die Summe iiber alle Dreieckswinkel a; (im R3)
lauft, die bei v” zusammenstoflen.
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R

Abbildung 2.4: Das Gebiet R hat die Euler-Charakteristik x = —1, da das Gebiet zwei
Locher besitzt. Die abgebildete Triangulierung 7 besitzt 12 Ecken, 27
Kanten und 14 Dreiecksflichen. Die alternierende Summe V — E + F ist
demnach 12 — 27 + 14 = —1 und stimmt mit der Euler-Charakteristik
iiberein.

Sei v’ eine Ecke von 7, die am Rand des Gebiets R liegt, dann bezeichnet:
DW)=m- Z o (2.5)

den Winkeldefekt bei der Ecke v/, wobei die Summe iiber alle Dreieckswinkel a; (im R3)
lauft, die bei v' zusammenstofen. Die Winkeldefekte héingen dabei von der Funktion f
ab. Der folgende Satz beschreibt einen Zusammenhang zwischen der Euler-Charakteristik
und dem Winkeldefekt von triangulierten Graphen.

Satz 2.4 (Der Satz von Gauf-Bonnet fiir triangulierte Graphen). In dieser Situation
qgilt:

> D)+ Y D) =2rx, (2.6)

wobei die erste Summe iiber alle Ecken v" der Triangulation T, die im Inneren des
Gebiets R liegen, und die zweite Summe tiber alle Ecken v’ der Triangulation T, die am
Rand des Gebiets R liegen, lduft.

Das Ziel dieser Arbeit ist nun eine Verbindung der in diesem Kapitel vorgestell-
ten Sétze rund um die Euler-Charakteristik herzustellen. Dazu wird jeweils die Euler-
Charakteristik x in den aufgestellten Gleichungen durch eine der anderen Beschreibungen
ersetzt und anschlieend diese neu gebildeten Gleichungen bewiesen. Aus diesen Bewei-
sen folgen dann auch unmittelbar die hier aufgefithrten Sétze, wobei einer der Sdtze zur
Defintion von x deklariert wird.
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3 Vergleich der Aspekte der
Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

3.1 Zusammenhang zwischen dem Winkeldefekt einer
triangulierten Flache und der Euler-Charakteristik einer
Triangulierung

In diesem ersten Unterkapitel wird der Zusammenhang zwischen dem Winkeldefekt einer
triangulierten Fliche und der Euler-Charakteristik einer Triangulierung genauer betrach-
tet. Dazu werden die linken Seiten der Gleichungen (2.3) und (2.6) miteinander in Bezug
gesetzt.

Satz 3.1. Sei R C R? ein Gebiet mit stiickweise linearem Rand, T eine Triangulation
von R, f: R — R eine stickweise lineare Funktion, D(v") der Winkeldefekt einer Ecke
von T im Inneren von R und D(v') der Winkeldefekt einer Ecke von 7 am Rand von R.
Weiters bezeichne V' die Anzahl der Ecken, E die Anzahl der Kanten und F die Anzahl
der Dreiecke der Triangulation 7. Dann gilt:

> D) +> D) =2r(V-E+F). (3.1)

Fiir den Beweis dieses Satzes werden zwei Lemma bendtigt.

Lemma 3.1. Sei V' die Anzahl der Ecken am Rand und E' die Anzahl der Kanten am
Rand einer Triangulation 7. Dann gilt:

V' =F. (3.2)

Dieses Lemma gilt, da jede Ecke am Rand der Fliche von genau zwei Randkanten
berandet wird und jede Kante am Rand von zwei Ecken des Randes begrenzt wird.
Diese Tatsache wird in Abbildung 3.1 anhand eines einfachen Beispiels erlautert.

Lemma 3.2. Sei F die Anzahl der Dreiecke, E die Anzahl der Kanten und E' die
Anzahl der Kanten am Rand einer Triangulation 7. Dann gilt:

E'=2E - 3F. (3.3)

Da der Rand jedes Dreiecks aus drei Kanten besteht, jede Kante im Inneren der Figur
von zwei Dreiecken berandet wird aber jede Kante am Rand nur von einem Dreieck
berandet wird, gilt 3F =2 - (F — E’) + E’, woraus durch einfache Umformungsschritte
Lemma 3.2 folgt. Abbildung 3.2 verdeutlicht dies anhand eines einfachen Beispiels.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Abbildung 3.1: Einfache Veranschaulichung von Lemma 3.1. Die Kante e; wird von den
beiden Randecken V; und V5 begrenzt. Die drei Kanten e, e4 sowie €1
miinden in der Randecke Vi, aber nur die zwei Kanten e; und e4 bilden
einen Teil des Rands der Figur. Somit ist die Anzahl der Ecken und
Kanten am Rand gleich.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Abbildung 3.2: Einfache Veranschaulichung von Lemma 3.2. Die Fliche wurde durch eine
Triangulierung in drei Dreiecke zerteilt. Die fiinf Kanten ey, e2, e4, g und
e7 liegen am Rand der Fliache und werden somit nur von je einem Dreieck
berandet, wiahrend die Kanten ez und es im Inneren der Fléiche liegen
und von je zwei Dreiecken berandet werden.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Beweis von Satz 3.1. Der Graph von f ist eine Fliche im R3, die in endlich-viele Dreiecke
zerfillt. Da die Winkelsumme jedes Dreiecks m betrigt und die Fliache aus F' Dreiecken
besteht betrigt die Gesamtsumme der Winkel 7w F'.

Die Winkelsumme der Fliche kann auch kombinatorisch erfasst werden, indem man
Summe aller Winkelsummen in jeder Ecke der Flédche erfasst. Die Gesamtwinkelsumme
der Figur kann nach den Gleichungen (2.4) und (2.5) dann auch durch

> (2r=D(") + ) (D)

,U/l

beschrieben werden.

Demnach gilt:

> @r—DE")+ ) (r— D)) =xF. (3.4)

U”

Durch diese Beobachtung kénnen wir nun den Winkeldefekt einer triangulierten Fliche
beschreiben. V' bezeichnet dabei die Anzahl der Ecken am Rand d und V" bezeichnet
die Anzahl der Ecken im Inneren der triangulierten Figur.

Z D®") + Z D(v") D oy + 7V —nF

=72(V-V")+V' —F)

=7m(2V -V - F)
(Lemga 3.1) 7T(2V B F)
(Lemma 3.2)

m(2V — 2E + 2F) = 2n(V — E + F).
0

Aus Satz 3.1 und dem Beweis kénnen auch die folgenden spannenden Schlussfolgerun-
gen gezogen werden.

Korollar 3.1. (i) > D(v) + > D(v') ist ein ganzzahliges Vielfaches von .
(i1) >_ D(v) + > D(v') hingt nicht von der Funktion f ab.
v v/

Um den Satz von Gaufl-Bonnet fiir triangulierte Graphen zu beweisen kann die Funk-
tion f deswegen auch als konstant angenommen werden, wodurch fiir den Winkeldefekt
fiir alle Ecken v”, welche im Inneren der Fliche liegen, D(v"”) = 0 gilt.

14



3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

3.2 Zusammenhang zwischen der GauBkriimmung und dem
Poincaré-Hopf Index
Im folgenden Unterkapitel wird nun ein Zusammenhang zwischen der Gauflkriimmung

einer Fliche und dem Poincaré-Hopf Index hergestellt. Dazu werden die linken Seiten
der Gleichungen (2.1) und (2.2) miteinander in Bezug gesetzt.

Satz 3.2. Sei f : R — R eine glatte Funktion. Ist X ein glattes Vektorfeld auf R,
das lings des Rands OR mnach Auflen zeigt und im Inneren des Gebiets nur isolierte
Nullstellen p besitzt, dann gilt:

/ KdA+A©OR) =213 Indx (p), (3.5)
R P

wobei die Summe tber alle Nullstellen p von X lduft.
Sei das Vektorfeld X = ( f; >, die Menge Z = {p € R|X(p) = 0}, die Funktion

P:R\Z—R

(577x - 5177)(1 + fxz + fﬁ) + §2fyfm + gn(fyfxy - fxfm) - 772facfxy

P = (3.6)
1+ 2+ 17 (2 + f2) + 28nfafy + 2 (1 + f)]
und die Funktion @ : R\Z — R
= (fny - 5@/”)(1 + fgg + fy2) + ngyfa:y + gn(fyfyy - fzfmy) - 772fmfyy. (3.7)

V31217 A+ 1)+ 26nfufy +*(1+ /7))

Die glatten Funktionen P und @ ergeben sich als Spezialfall von [2, Eq. 23]. Der nach-
folgende Beweis spezialisiert Chern’s Beweis [2] des Satz von Gauf-Bonnet fiir die vor-
liegende Situation.

Fiir die Funktionen P und @ gelten die folgenden Lemmata:
Lemma 3.3. Sei K die Gaufkrimmung und dA das Flichenelement. Dann gilt:
KdA = (Py — Qg)dxdy. (3.8)

Lemma 3.4. Ist das Vektorfeld X nullstellenfrei am Rand OR und zeigt lings des Rands
nach aufen, dann gilt:

/ Pdz + Qdy — A(OR). (3.9)
OR

Lemma 3.5. Ist p eine isolierte Nullstelle des Vektorfelds X, dann gilt:

lim Pdz + Qdy = 27 - Indx (p). (3.10)
e—0 dBc(p)
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Beweis von Satz 3.2. R. bezeichnet das Gebiet R ohne hinreichend kleine Scheiben rund
um die isolierten Nullstellen p, so dass sich in jeder Scheibe nur genau eine isolierte
Nullstelle befindet. Es gilt dann:

Re=R \ UBe(p)‘
p

Aufgrund des Satz von Green [8, S.91] und Lemma 3.3 gilt:

/ KdA = —/ Pdx + Qdy.
Re OR.

Aufgrund von Lemma 3.4 kann die rechte Seite der Gleichung auch durch den Winkel-
defekt beschrieben werden:

KdA=-A(OR)+Y / Pdz + Qdy.
Re o JO9Bc(p)

Nun kann ein Grenzwertiibergang durchgefiihrt werden, bei dem der Radius € der Kreis-
scheiben gegen Null lauft.

lim [ KdA=-A(OR)+ ) lim Pdx + Qdy.
e—0 R. ( ) ; e—0 8B€(p)

Das Gebiet R, lauft dabei gegen R. Aufgrund von Lemma 3.5 gilt dann:

/ KdA = —AOR)+ 3 2r Indx (p).
R P

O
Aus diesem Beweis kénnen direkt auch die folgenden Eigenschaften gefolgert werden:
Korollar 3.2. (i) > Indx(p) ist unabhingig vom Vektorfeld X .

(ii) fR KdA+A(OR) ist unabhdngig von der Funktion f und ein ganzzahliges Vielfaches
von 2.

3.2.1 Beweis Lemma 3.3
Wir wollen zeigen, dass fiir die Funktionen P und @ und ein Vektorfeld X folgendes gilt:
KdA = (Py — Qg)dxzdy. (3.11)

Da die Funktionen aus sehr vielen Termen bestehen, erhalten einige Teilstrukturen Na-
men, um leichter mit ihnen arbeiten zu kénnen. Fiir die Funktionen P und @ gilt dabei
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

dann folgendes:

pPZ

(Ene — Eam) (L + f2+ F2) + E Fy fow + E0(Fy foy — fofra) — 1 fatoy

P= (3.12)
I+ 24120+ 1D+ 26nfufy + 0P (L + 1))
Nk
N
und
Qz
Q= (Eny —EmA+ f2 + fy2) + & fyfoy + En(fyfyy — fofey) — 772fxfyy_ (3.13)

1+ 242180+ f2) + 26nfufy + 0P (1 + f)]

Nk

N

Definitionsbereich von P und Q. Zuerst werden wir nachweisen, dass die Funktionen P
und @ iiberall existieren aufler an den Singularititen des Vektorfelds X . Dazu betrachten
wir den Teil des Nenners Ng. Seien £ und 7 nicht beide 0.

E1+ f2) +2nfufy +0° 1+ f2)
= ‘52 + §2fx2 + 2577fxfy + "72 + 772fy2
= (Ef2+26nfefy +0°f0) +E + 0
= Efetnfy)?+E+0°
—_—
>0 >0

Da der Faktor /1 + f2 + fy2 als Summe von Werten grofier oder gleich Null strikt positiv

ist muss der Nenner N demnach an jeder nicht-singuléren Stelle des Vektorfelds X grofler
als Null sein. O

Nun soll die Gleichung (3.8) bewiesen werden, wofiir die Ableitungen P, und Q,
benétigt werden. Dies werden in den néchsten Unterkapiteln bestimmt.

Die Ableitung P,
_PZ,-N-N,-PZ

P, ~z (3.14)
Dabei ist:
0
PZy = 5 (€ = &m (1 + f2 410+ & fyfoe + E0(fyfoy = fafea) = 17 Fefuy)
0 0 0 0
= @[(fnz — &+ 2+ f)] + %[52]011,}0009:] + afy[én(fyfxy — fafua)] — gy[ffxfxy]a

I I, 111, 1V,
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

wobei

1= gy[(fnm e 24 1)

- <§y[sm - §y[§m><1 LRt <§ym " (.fy[fi} " (%[f;])(m &)

= (gynw + &Ny — Ealy — g:vyn)(l + fac2 + f;) + (2fszy + nyfyy)(gn:v —&m)
= fyna: + §7h:y - fa:ny - Exyn + §y77a;f§ + gna:yf;z - §a:?7yf§ - fxynf;? + fynxf;
+ fnxyfj - g:pnyf; - &cwf; + 2577xfxfxy - 2£xnfmfxy + 2577xfyfyy - 2£x77fyfyya

0
IIp = @[£2fyfxx]

_ 00 2 0 2, O
= 2€€yfyfx:c + §2fxxfyy + €2fyfxocy7

0
IIIP = @[gn(fyfxy - fmfxm)]

0 0

= (fyn + gr/y)(fyf:vy - f:rfmx) + fn(fyfxyy + fzyfyy - fzfxzy - f:m:f:vy)
= gynfyfxy - §y77fxfm + gnyfyfxy - 577yfxfm
+ énfyfwyy + gnfxyfyy - gnfxfxa:y - énfzzfxya

1Vy [0 fe f)

_9

= 99

_ 0.4 2 0 2, 0

= ay[n ]fxfxy +n ay[fx]fxy +n fxay[fxy]
= 27777yfa:f:vy + 772f:?y + nzfacfacyy

und

N, = :y[m- (E(L+ £2) + 260 fufy + (1 + 1))

|4

0
= Fy[\/l + 24 2O+ I+ 2nfufy 0L D)
0
+/1+ 2+ 12 @[(52(1 +fD) +26nfaty 0P+ ),

-~

VI

18



3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

wobei
0
V=gl R
1 1
= L 24 ) H @ e fay + 2 )
= (Ut 2+ 72 (fafay + fufun)
und

VhQ%Wa+ﬁH4@n@+%u+ﬁn

0 0 0
=@Wa+ﬁw5ﬁwmm+aﬁ%+ﬁﬂ
= 288y + 26& 7 + 262 fu fuy + 26n o fy + 26ny fufy

+ anfyfxy + 2577f:rfyy + 277773/ + 27777yfy2 + 2772fyfyy-

Die Ableitung @,

_ QZ,-N-N,-QZ

QI N2

wobei
0
QZ, = %[(fny — &1+ fg% + fy2) +€2fyfxy +En(fyfyy — fofay) — 772f:z:fyy]

0 0 0 0
= %[(gny - 51/77)(1 + f:? + f;)] + %Knyfzy] + %[En(fyfyy - fzfxy)] - %[772fmfyy] .

~~

Ig Ilg Ilg Vg

Dabeli ist:
0
Ig = 5-(&ny = &m) (1 + fz + £,)]
0 0

= (o lem) — &)U+ 124 1)+ G 1]+ (2] + (2 e, — &)

= (fxny + fnyx - fynm - fxyn)(l + fg? + f;) + (2fmf:ca: + 2fyfxy)(€77y - Eyn)
= gxny + gnzy - fynx - grryn + fz"?yf;z + §7lyxf§ - fynxfg - ga:ynfg + gxnyfg?
+ 577a:yf3 - fyna;fyz - ga:ynfj + 2§nyfzfac:c - 2§y77fa;faca: + 2§T7yfyf:cy - 2§y77fyfxya

0
11g = 5 [Efyfun)

0 0 0
= %[52]fyf:cy + gza[fy]fzry + §2fy%[fzy]
= 260 fyfoy + E 12, + E fy Fray,
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

0
g = - [&n(fyfyy = fofuy)]

0 0
= %[fn](fyfyy - fxfmy) + gn%[(fyfyy - fmfxy)]
= (&:77 + fnx)(fyfyy - fa:facy) + fn(fyfa:yy + fa:yfyy - fa:fa:a:y - fx:vfxy)

= gwﬁfyfyy - fxnf;rfacy + gnxfyfyy - fnxfzf;ry
+ f"?fyfa:yy + fnfa:yfyy - gnfmfmzy - fnfm:fmya

0
Vo= 5Ll

0

0 0
= %[nQ]f:pfyy + UQ%[fm]fyy + nzfm%[fyy]

=200 frfyy + 772f:mfyy + Ugfxfxyy
und

No= o[4S 13 (€014 £2) + 260fefy + P01+ 1)

VII

- %[m] (E(+ )+ 2nfefy + 021+ 1))
i 8%[(52(1 + £2) + 26 fufy + 0P (1 + £2))],

VIIIT

wobel

0
VII = %[,/1+f§+f§]

1

= S L2+ 1) 72 2o fan + 20y )

= (L4 24 2 (fofoe + fyfoy)

und
VIII = (%[52(1 +12) 4 20 o fy + 2 (1 + 12))]

= D 2+ L penff) + L+ £)
= 266, + 266012 + 26 fufoa + 2anfuly + 2nctofy

+ 2577fyfmx + anf:vfwy + 2nm + 2777796f5 + 2772fyf:vy-
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Umformung von (P, — Q,)dzdy

Als néchstes wollen wir folgendes berechnen:

PZ,-N—-Ny-PZ QZy-N— N, -QZ

N2 - N2

N-(PZ,—QZy)+ (N -QZ — Ny - PZ)
= Y e RE x Y dxdy. (3.15)
Zur Vereinfachung werden wir zuerst (N, - QZ — N, - PZ) vollstéindig ausmultiplizieren,
anschliefend die Differenz bilden, bei der viele Terme wegfallen, und aus den iibrig
gebliebenen Termen den Nenner N herausheben, sodass dieser weggekiirzt werden kann.

(Py — Qz)dzdy = ) dxdy

Vereinfachung von (N, - QZ — N, - PZ)

Ny QZ —Ny-PZ = (Ng- (L4 f2+ 272 (fofoe + fofuy) +\/1+ f2+ f2-VIII)-QZ
— (N - (L 24 2 3 (fufay + fyfyy) + /L + [2+ f2-VI) - PZ
= (NK ) (1 + f:? + f;)ié) ’ [(f:vfa::v + fyfﬂcy) "QZ - (facfacy + fyfyy) ’ PZ]

/L4 f2 4 f2-(VIII-QZ — VI - PZ).

Durch Erweiterung des Terms (NK-(1+f§+f§)*%) mit (1 -+ f2 + f;)% (14 2+ f;)fé
kann der Nenner N aus diesem Teil herausgehoben werden.

Nx : QZ - Ny -PZ =N ". (1 + fz2 + ny)—l : [(fxfmc + fyfxy) : QZ - (f:z:fxy + fyfyy) : PZ]

o1+ f24 f2-(VIII-QZ ~VI- PZ)

Nun muss nur noch Ng aus dem Term (VIII-QZ — VI - PZ) herausgehoben werden,
um N einmal vollsténdig zu kiirzen.

=1

Vereinfachung von VIII-QZ — VI - PZ

VIII-QZ = 2(5517 =+ fémfg? + ngmfxx + fmnfa:fy + gnmfmfy + fnfyfm + gnfmfmy
+ 1M + 7777:chy2 + 772fyfmy) : (577y - €y77 + fnyff - €y77f§ + gnyf; - gyﬂfj
+ foyfxy + gnfyfyy - &nf:vfxy - 772facfyy)'

Das Ergebnis dieser Multiplikation ist das Doppelte der Summe aller Terme, welche
in der Tabelle in Abbildung 3.3 dargestellt werden.
Analog kann auch VI - PZ berechnet werden.
VI.-PZ = 2(§§y§§yfz2 =+ §2fa:fxy + gynfzfy + gnyfxfy + gnfyf:cy + Enfxfyy
oy + g fr 0 Fyfyy) - (Ene — Ean+ Enaf2 — Eanfi + Enafp — Eanf
+ foyfzx + gnfyfxy —Enfofer — anIfxy)'
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Das Egebnis dieser Multiplikation entspricht dabei dem Zweifachen der Summe aller
Terme, welche in der Tabelle in Abbildung 3.4 dargestellt werden.

In der Tabelle in Abbildung 3.5 wird dargestellt, welche Terme bei der Subtraktion
VIII-QZ —VI- PZ verschwinden.

Durch Herausheben von Ny aus den iibrig gebliebenen Termen folgt:

VIII-QZ —VI-PZ = Ng- Ry,
wobei

Ry = 2'(€x77yf£ + gnyfﬂcf:m: + nnyf:cfxy + gznyny + ggacfyfacy
+ gxnfyfyy + 61771/ - §y77:cf§ - ééyfyfzx - gyna:f;
- fynfyfa:y - fnxf:cfxy - nnxfxfyy - fynx)-
Dadurch ergibt sich:
Ny -QZ — Ny -PZ=N- [(1 + f:f + f;)_l ) ((f:cfoc:c + fyfacy) Q7 — (fzfa:y + fyfyy) ’ PZ)
+ Ry].

Durch das Herausheben und Kiirzen von N kann nun der Term (P, — Q;)dxdy ver-
einfacht werden zu:
(PZ?J - QZI) + (1 + fx2 + fg?)_l : ((focfxoc + fyfxy) : QZ - (fxfa:y + fyfyy) : PZ) + Rl
N

dxdy.

Vereinfachung von PZ, — QZ,
Im néchsten Schritt wird der Term PZ, — QZ, vereinfacht.

PZ,— QZy = Ip+1Ip+IIIp— IVp — Ig — Iy — 111 + IV,
= (Ip—Iq) + (IIp — I1o) + (I11p — ITIg) + (IVg — IVp),
wobei
(Ip —1g)
= & + ENay — Eatly — oy + Eynafo + Enuy fo — Eanyfr — Eaynfo + &y
+ ey fr — Eany £ — Eaynfo + 2800 fo foy — 26 fafoy + 2800 fy fyy — 28anfy fyy
— [&any + Eny — Eye — Eoyn + Eany £+ ENya f7 — Enafa — oy f2 + Eaniy [
+ Ny Sy — &ty — Caynfy + 260y fofox — 260 o fax + 260y fy oy — 260 fy fFry)
= 26,10 — 26aty + 28yNa fa — 28y f2 4 26y fy — 26any [y + 2600 fo foy — 28 fo fay
+ 2802 fy fyy — 28anfy fyy — 280y fo fox + 25yn fo fox — 26My fy oy + 2801y fry,

(ITp — 115)

= 2£§yfyf:r:x + §2fzxfyy + £2fyfx:z:y - [2€€xfyfxy + £2fx2y + foyfmcy]
= 266y fyfoo + & fuafyy — 266afy fuy — €213,
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Term aus Tabelle Verschwindet Term aus Tabelle Verschwindet
SV o (04 durch Subtraktion vinn -0z durch Subtraktion
2 mit folgendem 2 mit folgendem

Term aus ivi . pz Term aus ivi - pz
—
H1 Hl D6 D6
F1 H7 Cc7 c7
11 11 E7 (0)
H5 H5 F7 F7
11 H8 G7 C8
El El H7 F1
A2 A2 17 F5
B2 B2 17 F8
Cc2 A9 Cc8 G7
D2 D2 E8 G5
G2 A10 F8 17
E3 E3 G8 G8
H3 H3 H8 A10
13 13 18 J5
A4 Ad 18 18
B4 B4 A9 C2
c4 B9 B9 ca
D4 D4 Cc9 C9
F4 D9 D9 F4
G4 B10 F9 F9
14 D10 G9 C10
C5 E7 J9 F10
E5 E5 A10 G2
F5 17 B10 G4
G5 E8 C10 G9
15 I5 D10 14
J5 I8 F10 J9
Ab A6 G10 G10
B6 B6 J10 J10

Abbildung 3.5: Diese Tabelle stellt dar, welche der Terme in den Tabelleneintréigen von
%VI 1T - QZ und %VI - PZ gleich sind und somit beim Durchfithren der
Subtraktion VIII-QZ — VI - PZ wegfallen.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

(ITIp — I11g)

= &y fyfay = Eynfefoe + Enyfyfoy — SNy Sfatfaa
+ &nfyfayy + Efeyfyy — ENFafary — ENfrafry
- [gmnfyfyy - anfzfmy + gnzfyfyy - fnmfxfzy
+ gnfyfxyy + ’Enf:ryfyy - 577fxfmy - 577fmfxy]
= gynfyf:vy - §y77fxfm + fnyfyfxy - gnyfacf:m
- gxnfyfyy + fxnfxfxy - gnmfyfyy + gnxfzfmya

und
(IVg —1Vp)

= 27]"7xfasfyy + 7]2fx:pfyy + anIfmyy - [27777yfzfmy + 772 wa + 7]2fxfmyy]
= 27777xfzfyy + 772fac;rfyy - 27777yfacfxy - 772 :?y'

Fasst man nun noch die gleichen Terme aus (Ip — Ig) und (I11p — I11g) zusammen
erhdlt man:

PZ, —QZ, = Ry,

wobei

Ry = 2§y77$ - 253577?4 + Sgnxf:cf:cy - {:cnfszy + 3§y77fyfxy + fynfwf:c:r + 2€y77xf§ - ngnyfq%
+ gnxfyfyy - 3§x77fyfyy - gnyfyfxy - 3577yfa:f:mc + 2£y771f5 - sznyfj + 2£€yfyfzz
+ fzf:ca:fyy - 277"7yfxfxy - 772 3y - 2§§xfyfmy - §2 z2y + 27777zfxfyy + 772fa:a:fyy-

Kehrt man nun nach den erledigten Umformungsschritten zu Gleichung (3.15) zuriick
kann (P, — Q;)dxzdy zu folgendem umgeformt werden:

(PZy—QZs) + (1 + 2+ ™V (fofoa + fyfoy) - QZ = (fofoy + fylyy) - PZ) + Ra

N dxdy
_ (L4 24+ 1) [(fefow + Fyfey) - QZ = (fefuy + fyfyy) - PZ]
N
N L+ 2+ A+ 2+ f2)- (R + Ry)] dxdy

N
(f:cf:m + fyfxy) : QZ - (fxfa:y + fyfyy) ' PZ+ (1 + fxz + fﬁ) : (Rl + RQ)

(14 f2+ /2% - Ng

dxdy.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Vereinfachung von (f; fox + fyfoy) - QZ — (fofoy + fyfyy) - PZ

Durch Ausmultiplizieren der Terme erhilt man:

(fafoa + fyfay) - QZ

= &y fofow — EfuLon + Eny fofaz — Eyn o fua + Ey fu S} fra — En Sl fue
+ E fufy fua foy + EnFu fyFunFyy = €17 Foa oy — 07 Fofaw Fyy + Eny fy fry
—&ynfyfay + fnyfgfyfxy - fynfg?fyfxy + fnyfjfxy - gynfjfxy
+E L5 oy + Enty fuyFyy — Enfafyf2y — 1 fufy Fuy oy

und

(fofoy + fofyy) - PZ

= e fufuy — Eatifa Loy + Ena S foy — Eanifa Foy + ENufofy froy

— Eanfofy foy + E folyfoatey + Enfolyfiy — Enf2 foafey — 0 fofoy
+ &Ly fyy — EfyLyy + Ena i fylyy — Enfa FyLyy + Enati Fyy

— Eanf fyy + E 17 Fratyy + Enfp FoyFyy — Enfofyfoafyy — 1 Fofy Loy Foy-

wodurch nach der Subtraktion folgende Terme iibrig bleiben:

(fofox + fyfay) - QZ — (fofuy + fyfyy) - PZ

= Enyfofoe — Enfatoe + ENyfo fox — EnTo foa + Eny fofo foa
— &y fufy Frw + Ey Sy fay — Enfy Loy + Eny I3 Fy Loy — Enfa fyfey
+ &y fi fay — Eynfi oy + 260 fa fyfoatyy — 17 Fo faafyy + E2F0 f2,
=20 fafyfay + 0 fifa, — 15 foafyy — ENafofoy + Eatifofoy
— N f2 foy + €S2 fuy — EneSafy Fuy + Sanifufy Fay — Ene FyLuy
+ Eaifyfyy — Enef i fylyy + Eanfi fylyy — Enati Fyy + Eanify fyy-

Die einzelnen Summanden dieses Ausdrucks werden auch fiir eine Vereinfachung von
spiateren Rechenschritten in der Tabelle in Abbildung 3.6 dargestellt.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Vereinfachung von Ry + Ry
Addiert man die Terme R; + Ry erhilt man:

Ry + Ry = 26amy 2 + 280y fo fox + 200y fofoy + 28any fo + 2880 fy foy + 26an fy Foy
+ 28eny — 26y f7 — 268y fy foe — 26 fy + 28yMe — 26amy + 3ENe fr fay
— & fo Ly + 360 Ly Foy + Egnfafow + 26ma 2 — 26amy 2 + Ena fy Fyy
— 3 fyfyy — Eny Ly Loy — 3Eny fofow + 26 fy — 28y fy + 268y fy fra
+ & faaLyy — 2y fofoy — 17 foy = 268efy fay — 2 Foy + 2 fo fyy
+ 17 faa fyy
= =&y fafex — Sl fySLyy + Sy Sy Soy + &N fafoy — Ean1fz fay
+ &y fatfoe + Enafyfyy — §ySfyfoy + E Foalyy — 712,
— & 12, 0 foaLyy — Enfeatyy + Enfoa oy

Fiihrt man nun die Multiplikation (1+ f2+ f7)- (R1+ Rz) durch, erhiilt man als Ergebnis
die Summe aller Terme, welche in der Tabelle in Abbildung 3.7 dargestellt werden.
Durch Addition aller Tabelleneintrige der beiden Tabellen in den Abbildungen 3.6
und 3.7 fallen viele Terme weg. Die Tabelle in Abbildung 3.8 stellt dabei dar, welche der
Tabelleneintrage zusammenaddiert Null ergeben und somit wegfallen.
Kehrt man nun nach den Umformungen zu Gleichung (3.15) zuriick, so bleibt folgendes
iibrig:

§2facacfyy - 772 x2y - 52 a%y + 772f;tzfyy + ng:?fx:vfyy - §2f§ x2y
(1+f2+4 f2)72 - N
+ _772fy2f:3y + UQfgfx:cfyy + 2£nfx3fyfzxfyy - 2£nfwfyfx2y dxdy
(L+72+1)7% N

(Py - Qx)dxdy =

Durch Herausheben von N erhélt man:

NK ' (fwxfyy - g%y)
(1+ f2+f2)77 - Ng
_ £2
— fxxfyy xy: d$dy

A+ f2+ 17"
= KdA,

(Py — Qu)dzdy =

dxdy

Nl

wodurch die Gleichheit gezeigt ist.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

Term aus Tabelle Verschwindet durch Addition des folgenden
(fufex + ffey) - QZ = (fefey + fyfyy) - PZ Terms aus Tabelle
(I+f2+£) (R +Ry)
Al Al
B1 B5
Cl B2
D1 A4
E1l B4
F1 Bl
Gl A5
A2 A2
A3 C1
B3 D5
Cc3 D2
D3 Cca
E3 D4
F3 D1
G3 C5
A4 C2
C4 E3
A5 E1
B5 F5
C5 F2
D5 E4
ES5 F4
F5 F1
G5 ES
A6 E2
B6 F3
D6 C3
E4 B3

Abbildung 3.8: Die Tabelle stellt dar, welche Eintrége der Tabellen (fy foe+ fy fay) - QZ —
(fofoy + fyfyy) - PZ und (1 + f2+ ff) - (R1 + R3) bei ihrer Addition der

Terme wegfallen.
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

3.2.2 Beweis Lemma 3.4

Wir zeigen zunéchst, dass falls der Rand JR eines Gebiets R glatt und nullstellenfrei
ist, und das Vektorfeld X tangential an den Rand JR ist und in Richtung der Parame-
trisierung zeigt, das Lemma 3.4 gilt:

/RPM+Q@—A@m. (3.16)
OR

Es geniigt dabei eine einzelne Randkomponente des Gebiets R zu betrachten. Zuerst
bilden wir dazu eine Parametrisierung 7 : [to,t1] — OR der Randkomponente des Gebiets
R und bezeichnen ihre Komponenten mit

~ Ba!
! <w>'
Die zu 7 : [to, t1] — OR der Ebene gehorende Parametrisierung im Raum ist +,

M
Y= Y2
f®)
Wir wahlen die Eintrége der Parametrisierung von 4 zunéchst so, dass der Weg von ~
nach Bogenlidnge parametrisiert ist, dass heifit es gilt |7/(¢)] = 1.

Fiir den Winkeldefekt einer nach Bogenldnge parametrisierten Kurve 4 mit glatten
Rand gilt nach Definition 2.13:

a0R) = [ ryaioa

und die geoditische Kriimmung kann wie in Definition 2.12 beschrieben durch das innere
Produkt:

kg(7) = (Roo(7'),7")

berechnet werden, wobei Ry eine Rotation des Vektors in der Tangentialebene um 90°
gegen den Uhrzeigersinn (geméf der Orientierung) ist.

Die fiir die Berechnung der geodétischen Kriimmung benéttigten Ableitungen von
sind aufgrund der Kettenregel:

/ o
7Y = Vs ,
f2() -7+ £ (3) -
sowie:
1 ,y:,{
v = V3

(fee (DM + Ley(D)e) -1+ fe (V) + (fay (D)1 + Loy (3)72) - 78 + 75 4 (F)
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3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

N(+) bezeichnet den nach oben zeigenden Einheitsnormalenvektor der Fliche. Es gilt:
1 _fx

- . _fy
1+ 2+ fE 1

N() =

Nach [8, S. 150] gilt:

Rgo(v') = N(v') x o'

~ e \ )l
1+fx+fy 1 fa:’Yi—i-fy’Yé
) —fyfaVi — F27 — b

- 2o+ fufty + 14
I+ — [+ f 1

Nun ist also:

31+ 2+ 12 Rg(7)

—fylas = Fh — o
=| fh+Lafyn+n |- 7
_fx’)/é + fy’)/i (f:c:c'}’i + f:cy’)/é) : '71 + 'Yi/fz + (f:cy’ﬁ + fyy')’é) : 7& + 7§/fy

I/

= (= fyfeirl = Fol — ol + i + fufutens +ns
— fu Lo (V)Y = fofay i (00)? = F2ve ] — fafey i (12) — Fafyy(12)® — fufyvad
+ fyfee () + Fufey (VAo + Fefo iV + Fufey(0)90 + Fufuymi (00)7 + F7175)
= ((L+£2+ 1)) - (nrs — 7))
9 () fyfae +11%2 - (fyfey — fofoe) — (10)* faSay) (3.17)
+ 9 (M) fyfoy + 10 (Fufyy — Fafoy) — (1) Fafu)-

Steht das Vektorfeld X = ( g > tangential an den Rand 0R und ist v nach Bogenldnge

parametrisiert, dann gilt:

£

b=n@), = ER), H H:NK:L
fz€

n
+fy77

=& +& s Y =T+ s
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weswegen die rechte Seite der Gleichung (3.17) gleich

(L4 f24 £2) - (€12 — n&) -1 + (Eny — 1))
1 (E fyfea + 60 (fyfoy — fofoa) = 17 Fofay)
+ 9y (& fyfoy + &0 (Fyfyy — Fofoy) — 07 fofyy))

=L+ f2+ 12 (€ne — n&) + (Efyfae + €0 (Fyfoy — fofoz) — 1 fotfay)) - N
(L 24+ 12) - (Eny — n&y) + (E Fyfoy + €0 (Fytyy — Fofoy) — 77 Fotfyy)) - 74]

(5 )

ist, wobei P und @ die in den Gleichungen (3.6) und (3.7) beschriebenen Funktionen
sind. Dadurch wurde gezeigt, dass:

gilt, falls |7/(¢)] = 1 gilt, das Vektorfeld X tangential an den Rand OR liegt und der
Rand keine Nullstellen beinhaltet. Durch Integrieren und Anwenden der Definition 2.13
ist der Satz somit fiir diesen Fall bewiesen.

Als néchstes wird gezeigt, dass das Integral der rechten Seite von Gleichung (3.16)
unverandert bleibt, wenn das Vektorfeld glatt deformiert wird, ohne Nullstellen am Rand
zu erzeugen. Dazu benéGtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.6. Sei s € R. Sei X(s) eine glatte Familie von Vektorfeldern ohne Nullstellen
am Rand OR und P(s) und Q(s) die damit assoziierten Funktionen. Dann ist

P(s)dx + Q(s)dy
OR

unabhdngig von s.

Beweis von Lemma 3.6. Betrachten wir zunachst die Funktion 7.
(Ens =&)L+ 2+ 12)
1+ 2212+ ) + 26nfufy + P (1 + f2)]

Analog zum Beweis von Lemma 3.3 kénnen die Ableitungen der Funktionen P (siehe
Gleichung (3.6)), @ (siehe Gleichung (3.7)) und T nach x,y bzw. s gebildet werden,
womit nachgewiesen werden kann, dass die Gleichungen

T:

(3.18)

P,-T,=0
und

Qs—T, =0

34



3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

gelten. Dadurch gilt dann durch Umformen und Anwenden des Fundamentalsatz der
Analysis:

b
885/ P(y(1)71(t) + Qv ()3 (t)dt

b
- / T (1)) (1) + Ty (v(D) ()t

O]

Ein Vektorfeld, dass ldngs des Rands nach auflen zeigt, kann glatt so deformiert wer-
den, dass es tangential an den Rand wird. Da nach Lemma 3.6 das Randintegral un-
verdndert bleibt, folgt Lemma 3.4 fiir Gebiete mit glattem Rand.

Zuletzt betrachten wir noch Gebiete mit stiickweise glattem Rand. Fiir Gebiete mit
stiickweise glattem Rand OR kann man den Rand in den Ecken wie in [8, S. 70] glatt ap-
proximieren. Dadurch éndert sich die rechte Seite von Gleichung (3.16) nicht, weswegen
das Lemma auch fiir Gebiete mit stiickweise glattem Rand gilt. Somit wurde Lemma 3.4
vollstdndig nachgewiesen.

3.2.3 Beweis Lemma 3.5

Wir werden nun zeigen, dass Lemma 3.5 gilt, dass heifit:

lim Pdx + Qdy = 27 - Indx (p), (3.19)
e—0 dBe(p)

falls p eine isolierte Nullstelle von X ist.

Beweis Lemma 3.5. Sei p eine Nullstelle des Vektorfelds X. Um eine Nullstelle p wird
ein Gebiet B¢(p) betrachtet, sodass p eine isolierte Nullstelle in B.(p) ist, dass heifit es
gibt keine weiteren Nullstellen in diesem Gebiet. Fiir den Rand 4. von Bc(p) wihlen wir
einen Kreis mit Radius €, es gilt somit:

w0z B = (2 ) o () ) e exo.
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Zunéchst wird das folgende Integral betrachtet:

27 _ 2. . _ —_n2.
/836( )Pdw + Qdy :/(; <§77xNK£:cn + § (fyfa:a: +€77 (fyfz’?v fa:fa:a:) n (fxfxy)>’)712(t)

n

T e T T T
+ (fny—ﬁyn & - Upfow +6n- Uplyy — Jatu) —n '(frfyy)%;(t) dt

Ng + N

2T
ENe — &M ~ 7 Snyféyn ~ 1
= M () + Y2 dt
/0 N ryl() N 72()

+/2”£2-j+£77-/~6—772-l_~/ ?
0

£ -m+&n-n—n"-o
N

t
N ’yle( )+

+Yae(t) dt .

Ra(e)

Nun wird gezeigt, dass der Rest Ra(e) verschwindet, wenn der Radius e gegen Null
konvergiert. Da die Ableitungen 71’ () und 72.(¢) der beiden Komponenten der Parame-
trisierung gegen Null konvergieren wenn € gegen Null konvergiert, geniigt es zu zeigen,
dass

-1
‘ beschriankt ist, wenn € — 0

und

n?-o

beschrankt ist, wenn € — 0.

N

Die Beschrinkung der Terme wird mit einer Abschitzung gezeigt. In den ersten beiden
Schritten werden Summanden des Divisors entfernt, welche den Wert des Quotienten
nur verringern kénnen.

‘ oj+En-k—n?-1
1+f2+f2 5fz+nfy +§2+77

‘52-j+£n-k—n2-l
(Efe +n0fy)* +E2 + 12
>0

Der Betrag kann nun auf den Zahler beschréinkt werden, da der Nenner strikt positiv
ist.

<

2.0 e j+en-k—n?-l|
f? + n2 - 52 + ,,72
Aufgrund der Dreiecksungleichung ist dieser Term kleiner oder gleich:

\52\ R IR Ll R S e (/I M /i
& +n? £2 4 1n?
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Die Funktionen j,k und [ sind nur zusammengesetzt aus der Funktion f und derer
Ableitungen, weswegen sie durch Werte jo, kg und [y beschriankt sind, wobei |j| < jo,
|k| < ko und |I| <lp auf R gilt. Sei nun o. B. d. A. £ > 0 und n > 0. Dann gilt:

0< (E—n)* =€ —2n+7
=& <&+, (3.20)

daher ist insbesondere |¢n] < €2 + 2. Da &2 und 7% grofer oder gleich null sein miissen
ist unser Term sicher kleiner oder gleich
(€2 +n%) - jo+ (€ +1°) ko + (£ +7*) - lo
&+

(& +n%) - Go+tko+lo) .
= =o+ko+l)=K

52 + 772 (]0 0 0) 1
und somit durch die Konstante K7 beschrankt. Analog kann man die Beschrénktheit des
anderen Terms zeigen.

<

E-m+&n-n—n’-ol _|&€ m+in-n—n*o

N = Ni
_|&€-mren-n—nP-o| _|&-m+in-n—n* ol
— §2+772 — §2+n2
&L ml[gnl-In|+n*]-lo| _ &:|m]+|¢n|-[n|+n* o]
B £2+n? &2 +n?

Die Funktionen m,n und o sind nur zusammengesetzt aus der Funktion f und ihrer
Ableitungen, weswegen sie durch Werte mg,ny und oy beschréinkt sind. Es gilt also
|m| < mo, [n] < np und |o|] < oy auf R.

(2 +n%) mo+ (€2 +n%) no+ (E2+1?) - 0o

<f2'm0+|f77"n0+772'00

<
> £2+772 = §2+772
2 2
+ -(mo+mnp+o
:(f 77)52(4_0772 0 0):(m0+no+oo)=K2.

Somit wurde gezeigt, dass die Terme durch die Konstanten K; und Ky beschréinkt sind
und somit gegen Null konvergieren, wenn e gegen 0 konvergiert.
Demnach gilt fiir das Integral:

2m _ _
lim Pdx + Qdy = lim &lle — 5 TiL(t) + §ly — Sy . Fob(t) dt.  (3.21)
e—0 aBe(p) e—0 0 NK NK

Der Poincaré-Index des Vektorfeld X iiber den Rand des Gebiets B¢(p), wobei der
Rand des Gebiets eine geschlossene, glatte Kurve B (p) = 4 = 7.(t), t € [0, 27],%(0) =
Je(27) ist, kann nach [1, S. 3] folgendermaflen berechnet werden:

2™ E(3e(1) §n(Fe(t)) — n(Fe(t) GE Ge(t))

E2(3(t)) + 12(5(1)) dt. (3.22)

27 - Tndx (3,) = /
0
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Um den Poincaré-Index der Nullstellen zu berechnen, wird ein zu X homotopes Vek-
torfeld X betrachtet. Da der Poincaré-Index eine Homotopieinvariante ist [8, Lemma
2.4], gilt:

Indx (9¢) = Ind ¢ (7e)- (3.23)

Das Vektorfeld X kann mithilfe einer Matrix A berechnet werden:

S_ 4. _ab_ _( a&+bn\ §~
()2 (550)- ()

Es soll nun eine Matrix A gefunden werden, sodass die zwei wichtigen Eigenschaften
erfiillt werden:

1. det(A):ac—bQZ\/1+fI2+f;3

2. & +i* = Nk .
Der Ausgangspunkt dieser Berechnung ist die Matrix

fuofy 14 17)°

Mithilfe des Spektralsatzes wird nun schrittweise die Matrix A bestimmt, mit der ein zu
X homotopes Vektorfeld definert werden kann, dass diese zwei Eigenschaften erfiillt.
Dazu miissen zuerst die Eigenwerte der rechten Seite der Matrix A% berechnet werden.

! L+ f2 =\ faf, >
0 = det e Y
< faly L+ f7—A
(L2 =N+ fy =)~ faf;
=1+ f2 = A+ [y + 1205 = My = A=A+ XN = f2f]
2 2
(=) (T+fa+fy =N
Dementsprechend sind die zur Matrix A% gehorigen Eigenwerte gleich \; = 1 und Ay =

L+ f2+ 17
Im néchsten Schritt werden die zu den Eigenwerten gehorigen Eigenvektoren bestimmt.

Durch
_ (1412 fuf 10
a-nes= (1 ) - (6 9)
(BB () 2o
fofy I3 ()
und

_ (12 S 10
a-ne= (0 ) (g )

. *f2 fzfy) . <U1> 1
_<fwf??y _fq,’2 U2 =0
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werden die zu den Eigenwerten A1 und A2 passenden, normierten Eigenvektoren

e () e ()
R 2+ f2 \Iy

bestimmt. Mithilfe der Eigenvektoren werden die Transformationsmatrix S und ihre
transponierte ST gebildet:

S:1<fy f:v> ST:1<fy _fa:>
NGRS AR SR+ N

Die Diagonalmatrix D? enthiilt als Eintriige entlang der Hauptdiagonalen die Eigenwerte
der Matrix A2:

1 0
0 1+ /741,

Nach dem Spektralsatz konnen wir nun die Matrix A% mithilfe der Transformationsma-
trix S, ihrer Transponierten S7 und der Diagonalmatrix D? beschreiben:

A2 =8.D?.87.

Dadurch kénnen wir auch einfach die von uns benétigte Matrix A bestimmen, da beim
Waurzelziehen der Diagonalmatrix D? einfach die Wurzeln der einzelnen Matrixeintrigen
gezogen werden kann. Es gilt:

1 0
D= .
0 1+ f2+f2
Somit gilt fiir die Matrix A:

A=S8.D.8sT

__1 _<ﬁ/ n>_ 1 0 _(n —ﬂ)
f§+fy2 _f:c fy 0 \/1+f;%+f33 fac fy

_ ! Ty ﬁ'1+ﬁ+ﬁ‘<h—ﬁ>

- fo fy

P2 \op g2t
_ 1 fe+ 12 Y+ 2412 —fufy+ fafy L+ 2+ 12
PR TG\ fafy+ fufy JLF 242 24 f2 1+ f2+ f2

Somit ist die Matrix A:
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wobei
a:ﬁ+ﬁ4ﬂ+ﬁ+ﬁ7 b:—h@+hhwﬂ+ﬁ+ﬁ
2+ f2 2+ f2
und
C:ﬁ+ﬁwﬂ+ﬁ+ﬁ
2412

ist. Nun wird gezeigt, dass das Vektorfeld X die geforderten Eigenschaften erfiillt. Dazu
wird zuerst die Determinante der Matrix A berechnet:

det(A) = ac — b? = fgifg-(fgwg-\/m).ﬁiﬁ-(f3+fy2-,/1+f§+f§)

—M'(—fwnyrfmfy'\/W)Q
=m-<f§f5+f§-m

AU FR PR S22

- BRI BT - 21 U )
=(@jﬁy(¢7aﬁ+ﬁwﬁ+zﬁﬁ+ﬁﬁ
:M%¥$,Qﬁ+ﬁ+ﬁ«ﬁ+ﬁf)

Ny

Da die Determinante multiplikativ ist kann man dies auch leicht folgenderweise nach-
weisen:

det(A) = det(S) - det(D) - det(ST) = det(D) = /1 + f2 + f2.

Um die zweite Aussage zu beweisen formen wir zunéichst den gegebenen Term so um,
dass er eine zu N dhnliche Struktur aufweist:

& +1” = (a€ + tn)® + (b€ + en)’?
= a%€% + 2¢nab + b%n? + b2 + 2¢nbe + A
= (a® +0%) - &+ 260 (b~ (a+0) + (b +c*) -,
Da, wie in Gleichung (3.12) beschrieben,
N = &L+ f2) + 26nfofy + (1 + f)-

ist, miissen wir nun die drei folgenden Aussagen zeigen:
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(1) (a®+b%) = 1+ f2),
(2) (b-(a+c)) = fufy,
(3.) (*+¢*) =1+ ).
Nachweis von (1.)
a® +b?
= <f£41rfy2 (fo+ 12 \/m))2+ <f§if§ A=fzfy+ fufy - m)>2
1

2
:W'(f;+2fx2fy2'\/1+f§+f5+f§‘\/1+f§+fy2 + 1t
—Jﬁﬁwh+ﬁ+ﬁ+ﬁﬁwh+ﬁ+ﬁj

= i (R s 2 R )
z Y

— Gy (0 B 24 17)
e T Jy

=1+ £
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Nachweis von (2.)

b-(a+c)

_ M <—fxfy+fxfy.\/m> . (m.(fyz+f§.m)
+M¥J$%ﬁ+ﬁwﬁ+ﬁ+ﬁ0

= M - <((—fmfy+fmfy TR (B 1T R
+ﬁ+ﬁ4ﬁ+ﬁ+ﬁ0

= M - ((—fmfy + fafy - m)(l + \/m)(fg + fy2)>
SRS AN

= g (et (Vi s =)

1

. 2 2
- (nz+ )

= fﬂcfy

Nachweis von (3.)

b2 + 2

2
_ <fif . (—fxfy+fzfy.m0 + <fif (g m>>
1 2
~ e (R 1 R e s e
P BB R

2

=ULL%¢(£+ﬁ+wﬁﬁwﬁﬁ+ﬁﬁ+ﬁ)
z Yy
— e (B 24 127)
x Yy
=(1+ ).
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Ebenso kénnen diese Eigenschaften gezeigt werden, indem wir die Eintrage der Matrix
A? betrachten:

1+ f2 faly a2 (@ b 2_ a2 +v> b-(a+c)
fofy 1+f7) 7 " \b ¢) \b-(a+c) b4+ )°

Berechnet man nun den Index des Vektorfelds X, so ergibt sich:

1-Inde(7.) = 2m g(&e(t))%ﬁ(’?e(t)) _ﬁ(’?s(t))%g(’?e(t))
2ty 30 = G PG)
_ /27T £ (MaVie + Myvee) — 1 (SaVie + Eyvae)
0 Nk

9 - -
:/wﬁﬁx—ﬁfz_,ﬁz_i_ﬁﬁy—??ﬁy
0 Nk ‘ Nk

dt

dt

Aol dt,
wobei
= &ile — 716x = (a& + bn) - (b€ + en)o — (b + cn) - (a€ + bn)e
= (a{ + bn) : (bx‘s + &0+ e+ UzC) - (bf + 077) : (awg + &a + by + bnzt)
= €2ab, + ab€&, + acyEn + actn, + bby€n + b0, + begn® + benm,
— (azb€% + abl&y + bbyln + b2En, + agcén + acnéy + byen® + cbnny)

u v w

= (ac— bQ) (§ne — méa) + & (aby — azb) +€n - (bey — bac) +n (acy — agc)
———

und

= &ijy — iy = (a& +bn) - (b + cn)y — (b€ + en) - (a& + bn),
= (a& +bn) - (byg +&yb+cyn + nyC) — (b§ + en) - (ayg +&ya + byn + bny)
= E2ab, + €& ab + Enacy, + Enyac + Enbby, + né,b* + nbe,mm,be
- (§2ayb + &£&yab + Enbby, + bzfny + &nayc + néyac + nzbyc + nnybe)

q r s
= (ac— b2) (Eny — n&y) + 52 - (aby — ayb) +&n - (bey — byc) —1—772 - (acy — ayc) .
1+ 242

Somit gilt:

27
~ ENe — N8z,
27 - Ind ¢ (¢) = T Y1 (t (1) dt

+/2”§2-u+§n~v+n2'w_ et rtn?es
0

_‘_‘Sny_nfy. ~

N Yi(t) Ny Yo (t) dt .

Ry (e)
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Betrachten wir nun die Parametrisierung des Kreises B.(p) um eine Singularitit mit
Radius €, dann gilt:

cos(t) sin(t)

Felt) = e ( sin(?) )+p T =e < —cos(?) )

Wir zeigen nun, dass der Rest Rj(e) gegen Null konvergiert, wenn der Radius e des
Kreises gegen Null konvergiert. Da die Ableitungen ~1.(¢) und 72.(¢) der beiden Kom-
ponenten der Parametrisierung gegen Null konvergieren wenn e gegen Null konvergiert,
geniigt es zu zeigen, dass

. ut+én-v+ntw
Nk

’ besckrankt ist, wenn € — 0

und

E-q+&n-r+n’-s
Nk

beschrankt ist, wenn € — 0,

weswegen wir mit einer Abschéitzung zeigen, dass diese Werte beschriankt sind.

Zuerst wird gezeigt, dass der erste Term beschrinkt ist.

E u+én-v+nw
&+

E ut+én-v+ntw
(Efa +nfy)> +E2 + 1
——————

>0

<

Zu Beginn wird ein Summand des Nenners entfernt, da dieser grofler gleich Null ist
und somit den Wert des Terms lediglich verkleinern kann. Im néchsten Schritt kann der
Betrag auf den Dividenden reduziert werden, da der Nenner strikt positiv ist.

E-utén-v+n*-w
&+

| ut v+ wl
B &+’

Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt fiir den Term:

o 1€]-Jul + [€n] - [o] + |n?] - Jwl
— €2+772 :

Die Funktionen u,v und w sind nur zusammengesetzt aus der Funktion f und deren
Ableitungen. Da stetige Bilder von kompakten Ridumen unter reellwertigen Funktionen
stets abgeschlossen und beschriankt sind, gibt es fiir jede der Funktionen u,v und w
Funktionswerte ug, vp und wp, sodass |u| < ug, |[v| < vp und |w| < wp auf R gilt. Deshalb
ist der Term kleiner oder gleich

<§2'u0+|§?7\'vo+772'w0
— €2+772 :
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Aufgrund von Gleichung (3.20) ist [£n] < €2 +n?. Da &2 und n? grofer oder gleich null
sein miissen ist der Term sicher kleiner oder gleich

(&40 o+ (€ +77) v+ (€ 4+0?) - wo _ (&2 +n?) - (uo + vo + wo)
— §2+n2 §2+n2

= (UQ+U0+wO) = Kj.

Somit ist der Term kleiner oder gleich der Konstanten K3 und somit beschrénkt.
Analog verfahren wir mit dem zweiten Term.
E-q+&n-r+n-s
(Ef +1fy)° +€2 +n?
N—————
>0

_|€arenrin’s| |@atinrin’es
- €2+n2 52_'_7’2

Aufgrund der Dreiecksungleichung ist dieser Term kleiner als:
N W G L S U R
— 62 + 772
Die Funktionen ¢, und s sind nur zusammengesetzt aus der Funktion f und ihrer

Ableitungen, weswegen sie durch Werte qg, 79 und s beschrinkt sind. Es gilt also |q| < qo,
|r] < rp und |s| < sp auf R.

_ & awt e[ ro+n- s

2+ qo+ (€ +n?)ro+ (E+n%) - so

<
— 52_|_772 — £2+n2
2 2
+ - (go + 70 + So
L et

Da auch K4 beschriankt ist, konvergieren die Terme R(e) gegen null, wenn der Radius
€ der Parametrisierung um die Singularitdt gegen null konvergiert, weswegen fiir den
Index folgendes gilt:

t1 § o _
: N 1 Ne =N Ey =18y

lg%(QW IndX(VE)) - l%( " Nk Vle(t) + Nx 725(t) dt |. (324)
Fiihrt man nun die Gleichungen (3.21) und (3.24) und die Aussage (3.23) zusammen, so

erhilt man:

lim Pdx + Qdy = 27 - Ind ¢ (p) = 27 - Ind x (p),
e—0 dBe(p)

wodurch unsere Aussage bewiesen wurde. O

3.3 Zusammenhang des Satz von Poincaré-Hopf und der
Euler-Charakteristik einer Triangulierung

Im folgenden Unterkapitel soll ein Zusammenhang zwischen des Satz von Poincaré-Hopf
und der Euler-Charakteristik einer Triangulierung fiir Gebiete im R? hergestellt wer-
den. Dazu wird ein Zusammenhang der linken Seiten der Gleichungen (2.1) und (2.3)
hergestellt.
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C

2h

/47, —=>37
A B

7
7

\

Abbildung 3.9: Graphische Veranschaulichung von Vektorfeld Ypc.

Satz 3.3. Sei 7 eine Triangulierung eines Gebiets R, V die Anzahl der Ecken, E die
Anzahl der Kanten und F die Anzahl der Dreiecke der Triangulierung. Sei X ein stetiges
Vektorfeld auf R, das nur isolierte Nullstellen besitzt und am Rand nach auflen zeigt.
Dann gilt:

V—E+F=> Tndx(p), (3.25)
P

wober die Summe tber alle Nullstellen p von X lduft.

Zuerst wird gezeigt, dass zumindest ein Vektorfeld X existiert, dass diese Eigenschaft
erfiillt. Satz 3.3 folgt dann direkt daraus, da die rechte Seite von Gleichung (3.25) un-
abhiéingig vom Vektorfeld X ist, wie in Korollar 3.2 beschrieben oder auch in [7, Lemma
1] nachzulesen ist.

Betrachten wir zunéchst ein nicht-degeneriertes Dreieck ABC. Das Vektorfeld Yapc
iiber dem Dreieck ABC' wird auf folgende Weise generiert:

YABC’(tO A+t -B+ty- C) = tot1 - (B — A) + tito - (C — B) + tots - (C — A), (3.26)
wobei fiir die Summe der baryzentrischen Koordinaten tg,t; und to
to+ti+ta=1 to,t1,to € RT (3.27)

gilt. Die Reihenfolge der Eckpunkte im Vektorfeld Y ist wichtig, da sie die Orientierung
der Vektoren festlegt. In diesem Vektoorfeld Y po fithren also alle Vektoren vom Eck-
punkt A weg, wiahrend alle Vektoren in Richtung des Eckpunkt C laufen. Dies wird in
Abbildung 3.9 veranschaulicht.
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L

AI

Cl

Abbildung 3.10: Die Vektorfelder Y passen an den Kanten, die sie teilen stetig zusam-
men. Die Koordinaten der Punkte P hdngen nur von den Eckpunkten
der Strecken ab, auf denen der Punkt liegt.

Lemma 3.7. Das so definierte Vektorfeld Yapc besitzt folgende wichtige Eigenschaften:

(a) Die Eckpunkte A, B und C des Dreiecks ABC' sind Nullstellen und es gibt keine
weiteren Nullstellen im Vektorfeld Yapc.

(b) Seien A’', B" und C' Punkte ausserhalb des Dreiecks ABC, sodass das Dreieck ABC
mit A’ BC nur an der Kante BC, mit AB'C nur an der Kante AC und mit dem
Dreieck ABC' nur an der Kante AB fibereinstimmt. Ein Vektorfeld Yapc passt
dann an den Kanten, die es sich mit den anderen Dreiecken teilt, stetig mit Vek-
torfeldern Yo po, Yapc und Yapcr zusammen (vgl. Abbildung 3.10).

(c) Sind P € AB und Q€ A_C', dann ist das Vektorfeld Yapco lings der Strecke P_Q
nie tangential an die Trdgergerade von P_Q und zeigt in die Halbebene, in der die
Punkte B und C' liegen. Da das Vektorfeld Yapc = —Yopa ist, ist das Vektorfeld
auch nie tangential an eine Strecke ST mit S € AC und T € BC, wobei die
Vektoren hier in die Halbene zeigen, in der C' liegt (vgl. Abbildung 3.11).
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Beweis von (a). Die Eckpunkte des Dreiecks ABC sind im Vektorfeld Y4pc Nullstellen.
Um dies zu zeigen, betrachten wir zuerst den Punkt A. In diesem Fall miissen ¢ty = 1,
t; = 0 und t2 = 0 sein. Da alle Summanden in der Funktionsgleichung von Y4pc nach
dem Produktnullsatz null sind, ist A somit eine Nullstelle des Vektorfelds. Die Punkte
B und C sind analog ebenso Nullstellen des Vektorfelds.

Als néchstes zeigen wir, dass das Vektorfeld Ypo keine weiteren Nullstellen besitzt.
Dazu ersetzen wir einen der Parameter t; durch eine Umformung von Gleichung (3.27).
Da Nullstellen im Vektorfeld gesucht werden, die nicht in den Eckpunkten des Dreiecks
liegen, gilt fiir die Paramter tg,t1,t2 € [0,1). Sei nun ¢; = 1 — ¢ty — to. Dann gilt fiir das
Vektorfeld Yspc:

YABC:to-(l—to—tg)'(B—A)—i-tg‘(l—to—tg)-(C—B)+t0t2-(C—A)
= tgB — t3B — tota B — tgA + t2A 4 tota A + toC — totoC — t3C
— t9B + toto B + t3B + totoC — toty A

=tgB — 5B — tgA + t§A + t2C — t3C — taB + 3B

= to(l — to) . (B — A) —I—tQ(l — tg) . (C - B)
AB und BC sind linear unabhéngig, da es sich um ein nicht-degeneriertes Dreieck han-
delt. In dieser Form kann man erkennen, dass das Vektorfeld nur dann eine Nullstelle
bildet, wenn ¢y und to beide gleich Null sind, demnach miisste t; den Wert Eins anneh-

men und der Vorraussetzung widersprechen, weswegen es keine weiteren Nullstellen in
diesem Vektorfeld gibt. O

Beweis von (b). Erweitern wir das Dreieck ABC' um einen weiteren Punkt A’, sodass
die Punkte A’BC ein Dreieck bilden, iiber welches das Vektorfeld Y4 gc verliuft.

Yapo(ti-B+te-C+ts- Al) =t1to(C — B) + tgtg(Al -C)+ tltg(A/ — B)

Die zwei Dreiecke ABC und A’ BC besitzen beide die gemeinsame Kante BC'. Betrachten
wir einen Punkt P € BC. Wir zeigen nun, dass die Vektorfelder im Punkt P denselben
Wert liefern und somit zusammenpassen. Intuitiv ist dies bereits erkennbar, da die Ko-
ordinaten von P nicht vom Punkt A abhingen und somit A ausgetauscht werden kann.

Da der Punkt P auf der Kante BC liegt, gilt fiir die Parameter ¢ty = 0 im Vektorfeld
Yapc und t3 = 0 im Vektorfeld Yy go. Somit gilt:

YABC(P) = tot1 - (B — A) +i1to - (C — B) + toto - (C — A)
=0 =0
— t1ts- (C - B)
= tth(C — B) + tth(Al — C) +t1t3(A/ — B) = YA’BC(P)~

=0 =0

Die Fille, bei denen Dreiecke an anderen Kanten der Dreiecke zusammenfallen, kénnen
analog bewiesen werden. Diese Eigenschaft wird in Abbildung 3.10 dargestellt. O
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B

R
7
g
%
>
A Q C

Abbildung 3.11: Das Vektorfeld Y4pc ist entlang PQ nie tangential und zeigt in die
Halbebene, in der die Punkte B und C' liegen.

Beweis von (c). Eine Veranschaulichung dieser Eigenschaft befindet sich in Abbildung
3.11. Fiir die Punkte P und @ gilt:

P =p)A+p B
Q = @A+ @20,

wobel

pot+tpr=1
qgo+tg=1

und die Parameter im Inneren der Kanten liegen, also pg, p1, qo, g2 > 0. Dadurch kénnen
die Richtungsvektoren AP und AQ folgenderweise bestimmt werden:

(P—A)=p(B-4),
(Q - A) =q(C - A)~

Mit diesen Relationen kann das Vektorfeld Y4p¢c in eine Form gebracht werden, sodass
jeder Vektor auf der Strecke P(@ als Summe von Vielfachen der Richtungsvektoren von
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AP und PQ dargestellt werden kann.

YABC(tO‘A—i-tl'B—i-tQ‘C):totl‘(B—A)—i—tth' (C—B) +tota- (C—A)
——
—(C—A)—(B-A)
= (tot1 — t1t2)(B — A) + (tot2 + t1t2)(C — A)
= t1(to — t2)(B — A) + ta(to + £1)(C — A)
:tl(to—tg)(P_A)+t2(to+t1) Q- A)

P q2 ——
=(P—A)+(Q-P)

>(P_A)+ ta(to +t1)
az

_ (tl(to — t9) + ta(to + t1)

b1 q2 (Q a P)

Betrachten wir zunéchst einen Punkt R € PQ. Fiir den Punkt gilt:

R = 50P + 51Q = sopoA + sop1 B + 51q0A + 51¢2C
= (sopo + 5190) A+ (sop1) B + (s142) C,
— SN~ SN~

=to =t =t2

wobei
so+s1=1 809,861 2>0

Bestimmen wir nun den Vektor des Vektorfelds Y pc im Punkt R, dann erhalten wir:

YABC(R) _ (((Sopo + 81QO) - 31(]2)50101 + ((Sopo + SlQO) + 80p1)£1¢]2> (P _ A)
b1 q2
Sopo + S190 + Sop1)S1q2
1! )982 p)

q2

= (s3p0 + S08140 — S081¢2 + S081P0 + S1q0 + Sos1p1) (P — A)

+ (s180p0 + 5190 + s150p1)(Q — P)
= (s%po + 5190 (50 + 51) —805192 + 5051 (Po + p1))(P — A)

—— ——
+ (5180 (po + p1) +5190)(Q — P)
——
= (s2po + 5190 — 5051 \qa/ +5051)(P — A) + (s1(so + $190))(Q — P)
=(1—qo)

= (spo + s190 — s051(1 = qo) + s051) (P — A) + (s1(s0 + 5190))(Q — P)
= (s2po + 5190 + 505190) (P — A) + (s1(s0 + 5140))(Q — P).

v

>0

Da der Term (sgpo + 5190 + Sos1q0) groBer als Null ist, ist das Vektorfeld Y4 pc ldngs der
Strecke PQ nie tangential. O

50



3 Vergleich der Aspekte der Euler-Charakteristik fiir Gebiete im R?

A

Abbildung 3.12: Graphische Veranschaulichung von Vektorfeld Z4pc.

Definition 3.1. Betrachten wir nun ein Dreieck ABC. Durch eine baryzentrische Zer-
teilung kénnen wir das Dreieck in sechs kleinere Dreiecke zerteilen. Die Eckpunkte der
kleineren Dreiecke sind dann die Punkte A, B,C, der Schwerpunkt S und die Mittel-
punkte der Seiten M,, My und M,.. Ein Vektorfeld Z4p¢ iiber das Dreieck ABC' kann
dann erzeugt werden, indem wir iiber jedes der kleineren Dreiecke das oben definierte
Vektorfeld Y bilden, dass durch die Eckpunkte der kleineren Dreiecke begrenzt wird. Es
gilt also:

Ys M.A auf
YS M_.B auf
YS M,B auf
Zapc =
YS M,C auf

Ys M,C auf

[@][][=][es] (][]

YS My A auf

Dieses Vektorfeld Z4pc ist wohldefiniert und wird in Abbildung 3.12 veranschaulicht.
Zapc ist auflerdem stetig, da es an den Kanten der kleineren Dreiecke aufgrund von
Lemma 3.7(c) zusammenpasst. Die Nullstellen des Vektorfelds Z4p¢ sind die Eckpunkte
A, B, C, die Mittelpunkte der Seiten M, My, M. sowie der Schwerpunkt .S des Dreiecks.
Die Reihenfolge der Eckpunkte des Dreiecks spielen keine Rolle, es gilt also:

ZABC = ZACB = 4BAC = ZBCA = ZCAB = ZCBA-

Eine Triangulierung 7 eines Gebiets R besteht aus mehreren Dreiecken. Sei X das
Vektorfeld, bei dem {iber jedem Dreieck ABC' der Triangulierung 7 das Vektorfeld Zpc
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~

Abbildung 3.13: Veranschaulichung der Indexe der Nullstellen im Inneren eines Gebiets.

J

geméf der obigen Formulierung aufgespannt wird. Das Vektorfeld X, ist wohldefiniert
und stetig, da die Dreiecke aufgrund von Lemma 3.7(c) an den Kanten stetig zusammen-
passen. Die Nullstellen des Vektorfeld X, sind die Eckpunkte, Mittelpunkte der Kanten
sowie die Schwerpunkte der Dreiecke, aus denen sich die Triangulierung 7 zusammen-
setzt.

Im Inneren des triangulierten Gebiets 7 kénnen die Poincaré-Hopf Indexe bestimmt
werden. In Abbildung 3.13 wird fiir jeden Nullstellentyp exemplarisch die Richtung der
Vektoren um die Nullstellen dargestellt.

Sei S; ein Schwerpunkt eines Dreiecks des triangulierten Gebiets R. Da alle Vektoren
von den Schwerpunkten S; wegfiithren handelt es sich bei diesen Nullstellen um Quellen
und somit besitzen sie alle den Index 1. Sei F' die Anzahl der Dreiecke der Triangulierung
7, dann gilt somit:

> Indx, (Si) =F. (3.28)

Sei M eine Kantenmitte im Inneren des triangulierten Gebiets R. Jede Nullstelle M/
besitzt hinfithrende und abfiihrende Vektoren, weswegen es sich um Sattelstellen mit
einem Index von —1 handelt. Sei E” die Anzahl der Kanten im Inneren des triangulierten
Gebiets R. Sie entspricht dann der Anzahl der Mittelpunkte M/ der Kanten, welche im
Inneren der Triangulierung liegen. Daher gilt:

Y Indx, (M) = -E". (3.29)

1
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Sei AY ein Eckpunkt im Inneren eines Dreiecks des triangulierten Gebiets R. Da jede
Nullstelle A des triangulierten Gebiets nur hinfithrende Vektoren besitzt handelt es sich
um Senken, die einen Index von 1 besitzen. Sei V" die Anzahl der Eckpunkte im Inneren
des triangulierten Gebiets R. Dann gilt:

> Indy, (A)) =V". (3.30)
%

Mit diesen Relationen kann nun das folgende Lemma nachgewiesen werden.

Lemma 3.8. Sei 7 eine Triangulierung und X, das oben definierte Vektorfeld iber dem
Gebiet R. Sei F' die Anzahl von Dreiecken, V' die Anzahl der Eckpunkte und E die Anzahl
der Kanten der Dreiecke der Triangulierung T des Gebiets R. Dann gilt:

> Indx,.(p) =V - E+F, (3.31)
P

wobei die Summe tber alle Nullstellen p im Inneren der Triangulierung lduft.

Beweis Lemma 3.8. Mit den oben angefiihrten Notationen in den Gleichungen (3.28),
(3.29), (3.30) und gemif Lemma 3.1 gilt dann:

> Indx(p) = Indx(A}) + > Indx(M/)+> Indx(S;)
P i i i

— V// o E// + F
:V//_E//+F+ (V/_E/)
—_——
=0 (Lemma 3.1)
— (V/+V,/)—(E/+E,/)+F
-V -F
—V-E+F

O]

Um Satz 3.3 zu beweisen, miissen nun noch die Nullstellen, welche am Rand des Ge-
biets liegen, beriicksichtigt werden. Dazu bilden wir eine neue Triangulierung 7 {iber dem
Gebiet R, bei der die Ecken der Kanten am Rand von R etwas nach auflen verschoben
werden. Uber dieser Triangulierung 7 bilden wir das Vektorfeld X;. Wichtig ist dabei,
dass die Punkte nur so weit nach auflen verschoben werden, dass alle inneren Nullstellen
von X; die Grenzen des urspriinglichen Gebiets nicht {iberschreiten und im Inneren des
urspriinglichen Gebiets verharren. Die Anzahl der Nullstellen und ihre Poincaré-Hopf
Indexe werden in diesem neuen Vektorfeld nicht veréndert.

Das Vektorfeld X ist dann das Vektorfeld X; auf das urspriingliche Gebiet R be-
schrinkt, es gilt also:

X = X;|r.
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Abbildung 3.14: Bildung von X;. Die Ecken werden nur so weit nach auflen verschoben,
dass die inneren Nullstellen von X; im urspriinglichen Gebiet R bleiben.

Da alle Randkanten von 7 Querverbindungen zwischen den Kanten der kleinen Dreiecke
von 7 sind, zeigt das Vektorfeld X aufgrund von Lemma 3.7(c) am Rand von R nach
auflen. Dies wird in Abbildung 3.15 dargestellt.

Nun kann Satz 3.3 damit bewiesen werden:

Beweis Satz 3.5.

> Indx(p) = > Indy, (p)

p im Inneren von X;

(Lcmr;a 3.8) V B E n F

—V_-E+F

Somit wurde die Existenz eines Vektorfelds, welches den Satz erfiillt, nachgewiesen, wo-
durch Satz 3.3 vollstindig bewiesen wurde. O

Da die rechte Seite von Gleichung (3.25) unabhéngig von der Triangulation ist folgt
aus dem Beweis dieses Satzes unmittelbar das folgende Korollar:

Korollar 3.3. V — E + F hdngt nicht von der Triangulierung T ab.

Somit konnte nun abschlielend die Frage aus der Einleitung, ob die Euler-Charakteristik
unabhéngig von der Triangulierung ist, geklért werden. Die Euler-Charakteristik ist so-
mit durch die alternierende Summe V — E + F wohldefiniert.
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Rand R

Rand R

\ >

Abbildung 3.15: Rand der Triangulationen. Aufgrund von Lemma 3.7(c) zeigt das Vek-
torfeld X am Rand des Gebiets R nach auflen.
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