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32.

Über das Wärmegleichgewicht von Gasen, auf
welche äußere Kräfte wirken. 1)

(Wien. Ber.. 72. S.427-457. 1875.)

In der Abhandlung: "Weitere Studien über das Wärme
gleichgewicht unter Gasmolekülen" (Wien. Ber. 66) 2) habe ich
gezeigt, daß für ·Gase mit ~inatomigen und mehratomigen Mole
külen, auf welche keine äußeren Kräfte wirken, das für erstere
von Maxwell, für letz~ere von mir gefundene Wahrschein
lichkeitsgesetz der verschiedenen Positionen, Geschwindigkeiten
und Geschwindigkeitsrichtungen der Atome unter den dort näher
detaillierten Bedingungen das einzig Mögliche ist und daß man
diesen Beweis ~iefern kann, indem man nachweist, daß eine
gewisse Größe, welche mit der von Olausius in der Wärme
theorie als Entropie bezeichneten· Größe aufs innigste zu
sammenhängt, durch die Molekularbewegung nur abnehmen
kann. In der g~genwärtigen Abhandlung we~de ich zeigen,
daß diese .Sätze einer bedeutenden Verallgemeinerung fähig
sind, indem" sie sich auch auf den allgemeinen Fall ausdehnen
lassen, daß auf das Gas·beliebige äußere Kräfte. wirken, welche
jedoch ein Ergal (Kraftfunktion) besitzen, und zwar ist die
Größe, welche ein Maximum wird, genau dieselbe, als ob auf
das Gas keine äußeren Kräfte wirkten, nur die Bedingungen,
unter denen dieselbe ihr Maximum erreicht, werden andere.

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. ·.Anz. 12. S.174, 14. Oktober 1875;
übersetzt in Phil. Mag. (4) 50. S. 495. (Diese Arbeit hat eine Ergänzung
und Berichtigung erfahren [§ 2]. Siehe Nr.36 und 83 dieser Sammlung.)

2) Diese Sammlung Bd. I Nr. 22.
Bol tz man n , Gesammelte wissenseh. Abhandl. 11. 1



2 32. Wärmegleichgewicht bei äuBeren Kräften.

§ 1.

Betrachtung einatomiger Gasmoleküle.

Wir stellen uns genau dasselbe Problem, welches ich im
ersten Abschnitte meiner "Weiteren Studien" behandelt habe;
nur nehmen wir an, daß auf die .umherfliegenden Moleküle
auch äußere Kräfte wirken. Wir haben also ein Gefäß, d. h.
einep. allseitig von fixen Wänden umschlossenen Raum, in wel
chem sich sehr viele einfache materielle Punkte (Moleküle) be
finden. Wenn sich zwei derselben zufällig ungewöhnlich nahe
kommen (was wir \vieder einen Zusammenstoß nennen wollen),
sollen sie mit beliebiger Kraft aufeinanderwirken, welche eine
gegebene Funktion der Distanz der beiden zusammenstoßenden
~foleküle sein soll; an den Gefäßwänden sollen sie wie elasti
sche Kugeln abprallen, genau so, wie ich dies in den "Weiteren
Studien" vorausgesetzt habe. Außerdem aber sollen noch
irgendwelche Kräfte auf die Atome wirken, welche von außer
halb des Gases liegenden Ursachen herstammen und welche
wir kurz "die äußeren Kräfte" nennen wollen. Um diese äußeren
Kräfte scharf definieren zu können, verzeichnen wir im Ge
fäße ein beliebiges fixes Koordinatensystem. Seien x, y, z die
Koordinaten irgend eines Atoms zu irgend einer Zeit, so soll
es eine von der Zeit unabhängige Funktion X (x, y, z) geben,
deren negative partielle Differentialquotienten nach x, y und z,
wenn man sie noch mit der Masse m des betreffenden Atoms
multipliziert, gleich den Komponenten der äußeren Kräfte m ~

m Y, m Z sind, welche zu jener Zeit auf das Atom wirken. Die
Funktion X soll das beschleunigende Ergal heißen. Wir setzen
voraus, daß diese Funktion für alle Atome dieselbe ist. Im
Falle, daß die Schwere die einzige äußere Kraft ist, hat man
X = 9 z, wenn die z-Achse vertikal nach aufwärts gezogen wird.
Es kann jetzt weder apriori die Annahme gemacht werden,
daß alle Geschwindigkeitsrichtungen gleich wahrscheinlich sind,
noch daß die Geschwindigkeitsverteilung eine gleichförmige ist.
Wir fassen nun das Parallelepiped ins Auge, welches den In
begriff aller Raumpunkte umfaßt, deren x-Koordinate zwi
schen x und x + d x, deren' y-Koordinate zwischen yund
y + dY und deren z-Koordinate" zwischen z und z + d z liegt,
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und welches wir immer kurz das Parallelepiped d x d Y d z

nennen wollen. Zur Zeit t sei die Anzahl der Atome, welche
sich in diesem Parallelepipede befinden, und deren Geschwin
digkeit in der Richtung der x-Achse eine Komponente hat,
die zwischen 1(, und ?l + du liegt, in der Richtung der y-Achse
eine Komponente, die zwischen v und v + d v liegt, und in
der Richtung der z-Achse eine I(omponente, die zwischen u'
und w + d 1/) liegt.

(1) N = {(x,y, z, u, v, zo, t) d x d y d z du d v d w .

Indem wir uns die Geschwindigkeiten sämtlicher lVloleküle
in Größe und Richtung von einem bestinlmten Punkte des
Raumes (z. B. dem Koordinatenursprunge) aus aufgetragen
denken und uns des abgekürzten Ausdruckes bedienen, eine
Geschwindigkeit liege in einem Raume, wenn der andere End
punkt der so aufgetragenen Geschwindigkeit darin liegt, wollen
wir sagen, die Gesch\vindigkeiten aller dieser Atome liegen im
Parallelepipede du d v d w. Die Funktion f charakterisiert die
Verteilung der verschiedenen Zustände unter den Molekülen
oder mit anderen Worten die Wahrscheinlichkeit der ver
schiedenen Zustände derselben vollständig. Wenn ihr Wert
für den Anfang der Zeit, den wir mit t = 0 charakterisieren
wollen, wenn also f(x, y, z, u, v, ~I), 0) und außerdem die Gestalt
des Gefäßes und sämtliche K~äfte gegeben sind, so ist das
Problem ein vollständig bestimmtes und es ist vollkommen
gelöst, wenn man imstande i8t , den Wert der Funktion f' für
alle anderen t anzugeben. Die partielle Differentialgleichung,
aus welcher der Wert der Funktion t' für die übrigen t zu
bestimmen ist, wenn er für t = 0 gegeben ist, habe ich bereits

. in den "Weiteren Studien" ohne Beweis angegeben. Es ist
die daselhst als Gleichung (44) bezeichnete. Da diese Glei
chung die Grundlage für unsere späteren Untersuchungen
bildet, und. ich dieselbe dort nicht weiter begriindet habe, so
will ich sie hier in Kürze ab~eiten. Betrachten ,vir wieder
das Parallelepipedd x dy d z, in welchem zur Zeitt

N = f(x, y, Z, u, V, u), t) d x d y l{Z du d v d'l!-'

Moleküle seien, deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen u
und u + du, v und v + dv, wund u) + dw liegen. Zur
Zeit t +0 t sollen sich in demselben Parallelepipede

1*
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[
"' df(x y x U 1) w t)]

.1V+oN= {(x,y,z,u,v,w,t)+ot "d't' " dodcu

Moleküle befinden, deren Geschwindigkeitskonlponentenzwi
schen denselben Grenzen liegen, wobei Kürze halber d 0 für
d x d Y d z und d co für du d v d w geschrieben wurde. Dann ist

oN = cl fCx, y, xl u, v, w, t) d 0 d OJ ~'t
clt

der gesamte Zu\vacbs, ,velchen die Anzahl dieser Moleküle,
. also unsere Zahl N während der Zeit J' t erfahren bat. Dieser
Zuwachs hat eine dreifache Ursache:

1. Durch die Seitenwände des Parallelepipedes treten
während der Zeit ci t Moleküle ein und aus, und. zwar treten
\vährend der Zeit ö t durch jene beiden Seitenwände, welche
senkrecht auf der x-Achse stehen,

u b' t f(x, y, z, u, v, w, t) d y d z d ro
und

- U 0 t f(x + d x, y, z, u, v, w, t) dY d z d ro

lVloleküle ein, deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den
oben angegebenen Grenzen liegen. Die Summe dieser beiden
Zahlen ist

df(x,y,X,26,l',20,f) S'td d
- u---d"x U 0 ro.

Stellt man dieselben Betrachtungen auch für die vier an
deren Seitenwände an, so findet man für den gesamten Zu
wachs, den die Zahl N infolge des Ein.. und Austretens der
Moleküle erleidet, den Wert:

(
df d f d f)- u-+v-+w- otdodro
dx dy d% '

wobei kurz f statt f(x, y, z, u, v, w, t) geschrieben wurde.
2. Infolge der Wirksamkeit der äußeren Kräfte haben

die Atome, welche zur Zeit t die Geschwindigkeitskomponenten
u, v, w hatten, zur Zeit t+ ot die Geschwindigkeitskompo
neuten u + Xot, v + Yot, w + Zote

Indem wir uns g~rade wie früher sämtliche Geschwindig
keiten in Größe und Richtung vom Koordinatenursprunge aus
aufgetragen denken, können wir folgendes sagen: Wenn der
~ndpunkt der Geschwindigkeit eines Moleküls zur Zeit t die
Koordinaten u, v, w hatte, so hat er zur Zeit t + 0 t die
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Koordinaten u + Xo t, v + Y 0 t, u) + Z cj t. In das Parallel
epiped du d v d lO werden also infolge der Wirksamkeit der in
der Richtung der x-Achse wirkenden Kraft..:Y die Geschwindig
keiten von

f(x, y, z, u, v, w, t) d 0 d (jJ -f(x, y, z, u + X ö t, v, 11)) d 0 d CL)

_ X d f(x, y, ::\", tlJ, V,W, t) d d ~'t
- - du - 0 (0 u

Moleküle eintreten; und da wieder analoges von der y- und
z-Achse gilt, so hat der gesamte Zuwachs von N infolge der
zweiten Ursache den Wert

_ (X d f + Y_cl f + Z!!1) d0 d(i)(j t.
du dv dw

3. Die Anzahl }I verändert sich auch durch die Zusammen
stöße der M.oleküle, und da wollen wir uns sogleich auf den
Fall beschränken, daß der Raum so wenig dicht mit Molekülen
erfüllt ist, daß die gleichzeitigen Zusammenstöße dreier und
mehrerer Moleküle ohne Einfluß auf das Resultat sind.

Um die Veränderung von N infolge der dritten Ursache
zu finden, will ich ganz dieselben Betrachtungen anstellen,
,velcbe lVlaxwell (Phil. Mag. (4) 35) 'anstellte, und auch die
dortigen BezeichnungenM ax weIl s beibehalten. Nachdem sich
zwei Moleküle so nahe gekommen sind, daß sie miteinander in
Wechselwirkung treten, werden sie sich in Bahnen aneinander
vorbeibewegen , die jedenfalls eine gewisse Ähnlichkeit mit
Hyperbeln haben, um einander dann wieder zu verlassen..

Die kleinste Entfernung der beidenGeraden, in denen sich
die 1.\'Ioleküle bewegten, . bevor ihre Wechselwirkung begann,
wollen wir mit b, den Winkel, welchen die Bahnebene mit einer
durch die Richtung der relativen Geschwindigkeit parallel der
x-Achse gelegten Ebene macht, mit ep bezeichnen. Seien u, v, w
und ul VI lVI die Geschwindigkeitskompon~ntender beiden Mole
küle vor dem Zusammenstoße. Wenn außer diesen sechs
Größen auch noch die Werte von bund ep gegeben sind, so ist
damit die Natur des Zusammenstoßes vollkommen bestimmt.
Seien 11,', v', w', U1', VI" W 1' die Werte derselben Größen nach
dem Zusammenstoße, so wird jede der Größen u' V' w'u/ VI' u\'
eine Funktion der acht Variabeln u v U) U1 VI 'W1 b CF sein, welche
berechnet werden kann, sobald das Wirkungsgesetzder während



6 32. Wärmegleichgewicht bei äußeren Kräften.

des Zusammenstoßes tätigen Kräfte gegeben ist. Die Werte
der Größen bwerden durch den Zusammenstoß nicht ver·
ändert. Es ist klar, daß, wenn umgekehrt ein Z1;lsammenstoß
80 geschehen würde, daß vor demselben die den Zusammenstoß
cl~arakterisierenden Variabeln die Werte u', v', u/, u/, vI',W1', b, Cf/
hätten, dieselben dann nach .dem Zusammenstoße die Werte
u, v, W, U1'V1' Wl' b, q; haben würden. Man findet nun leicht
(vgl. die zitierte Abhandlung Maxwells), daß die Anzahl der
Zusammenstöße, welche im Volumelemente d 0 = d x d y d z
während der Zeit d t so geschehen, daß dabei die Geschwindig·
keit des einen' der stoßenden Moleküle im 'Volumelemente
d ro = d u d vd w, die des andern im Volumenelemente
d co1 = d ul d VI d w1 und die heiden Größen bund ep zwischen
den Grenzen bund b + d b, ({J und Cf! + d ep liegen, den Wert

f t~ d 0 d ()J d 0)1 b d b pr d Cf 0' t

bat. Dabei ist

J7 = 11 (u - U1)2 + (v - vl )2 + (w - W1)2

die relative Geschwindigkeit beider Moleküle; fl ist Kürze halber
für f"(X, y, Z, Ul' VI' WI , t) geschrieben. Integriert man diesen Aus...
druck über alle möglichen Werte der VariaLeIn uI ' VI' U'I' b, f.P
also bezüglich Cf von Null bis 2 ')7;, bezüglich b von Null bis 00,

bezüglich u1 VI' W1 von - 00 bis + 00, so findet man die Anzahl
aller Zusammenstöße, '\velche im Volumelemente d () während
derZeit 0 tso geschehen, daß die Geschwindigkeit des einen
der stoßenden Moleküle im Volumelemente d Ci) liegt, während
alle anderen Variabeln , beliebige Werte haben. Durch jeden
dieser Zusammenstöße wird .die von 'uns mit N bezeichnete
Anzahl um eine Einheit vermindert; dieselbe vermindert sich
also im ganzen um

t·d 0 d 0) ci t f ;·..t fl 17b d (fJI d b d ep •

Wir wissen, daß jede der Größen u', v', w', UI ', VI', U\', '1/ eine
:B"'unktion von u, v, W, Ul' VI' W1, b, r.p . ist. In dem Differential
ausdruck du' d v' d w' d u1' d VI' d w/ d b d cp' können wir also
nach den Regeln, welche für die Transformation der Variabeln
in bestimmten Integralen gelten, die Variabeln u, v, 1[), Ul'V

1
,

101' b, f{J einführen, wodurch man erhält:
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du' dv' dlV' du l ' dv l
' d'w] , dbdr.p' = L1 dudvdwdu

1
dV

l
dW

l
dbdrp,

wobei
du' d1ldw'du ' dv'dw'd

L1=~+__._.__1~1_1

- d 2t d V d UJ d U1 d VI d W1 q;

ist. Wir setzen wieder doo' = du' dv' dw'; dro/ = du1' dv l ' dw
1
'.

Wenn vor dem Zusammenstoße die Geschwindigkeiten der
beiden stoßenden Moleküle in den Volumelementen dm und
d co1 die Größen bund ep aber zwischen den Grenzen bund
b+d b, ep und cp + d rp lagen, so ist klar, daß nach dem Stoße
die Geschwindigkeiten der Moleküle in den Volumenelementen
d (v', d co1', die Größen bund ep aber z\vischen bund b + d b,
ep' und ep' + d (P' liegen \verden. Dies gilt aber auch um
gekehrt. Liegen vor dem Stoße die Geschwindigkeiten in den
Volumelementen d ro', d cul ' die Größen b, Cf zwischen bund
b + d b, ep' und rp' + d rp', so werden nach demselben die Ge
schwiudigkeiten in den Volumelementen d co, dW

1
die Größen b, cp

zwischen h UD d b + d b, Cf und cp.+ d Cf liegen. Die Anzahl
der Zusammenstöße, welche in d 0 während d' t so geschehen,
daß dieser letztere umgekehrte Fall eintritt, ist

{' t;.' 17bd 0 d ü/d 0)1' d b d ep' = Llf'h' rb d 0 cl OJ d CJ)1 d h d rp,

worin

f ' j"( I , ') f' 'f'( ". I t)= x,y,z,u,V,u),t, 1 = x,y,Z,U1,V1,'W1, ·

Integrieren wir wieder bezüglich ep von Null bis 2 'lt, bezüg..
lich b von Null bis 00, bezüglich u1 VI W 1 von - 00 bis + 00,

so erhalten wir alle Zusammenstöße, welche in d 0- während
ci t so geschehen, daß nach denselben die Geschwindigkeit eines
der stoßenden Moleküle im Volumelemente d 0) liegt, während
alle übrigen Größen beliebig sind. Durch jeden dieser Zu
sammenstöße wird· die Zahl N um eine, Einheit vermehrt, sie
wird also im ganzen um

vernlehrt, in welchem Ausdrucke u', v', w', ut', VI" w1' als Funk
tionen vonu, v, U', ul' v!' W1 , b1' Cf auszudrücken sind. Der Ge
samtzu,vachs vonN infolge der dritten Ursache ist also

d 0 d (iJ 0 t f f J (f'll' JI b 11 - (fl J7 b) d 0)1 d b d cp. '
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Nun ist aber leicht zu beweisen und für einatomige Mole
küleschon von Maxwell in der zitierten Abhandlung bewiesen
worden, daß

A=l

und man kann daher den Zuwachs' der Größe N infolge der
dritten Ursache auch so schreiben

d 0 dro (j tff J(f' {;' - f/;) J1 b d ())l d b d rp.

Anmerkung. Eine etwas ausführlichere Darstellung ganz analoger
Schlüsse findet man im ersten Abschnitte meiner "Weiteren Studien".

Da Dun der gesamte Zuwachs der Größe J.V infolge aller
drei Ursachen gleich

df
dtdod(f)ot

sein muß, so erhält man, indem man durch d 0 d (j) 0 t dividiert,
die Gleichung

{
.!:L.+ uiL+v.!:L+w.!:L,· + x.!:L + y.!:L+ziL(2) d t d x d y d ~. cl u d v ' d w

= f Jj'(f' t~/- torI) Vb d 01 d b d rp,

welche identisch mit der Gleichung (44) meiner "Weiteren
Studien" ist. '

Es handelt sich nun zunächst darum, aus dieser Gleichung,
welche die Veränderung der Funktion f bestimmt, den Beweis
zu liefern, daß der Ausdruck

(3) E = tfff(lt)dodm

in dem jetzt von uns betrachteten Falle, daß auch äußere
Kräfte auf das Gas einwirken, mit wachsender Zeit nicht zu
nehmen kann. 1 bedeutet den natürlichen Logarithmus. Die
Integration ist bezüglich u, v und w von - 00 bis + 00, be
züglich :c, y und z über das ganze als unveränderlich voraus
gesetzte Gefäß zu erstrecken, in welchem sich das Gas befindet. l

Der Faktor 2/3wurde' beigefügt, um die Größe E in bessere

1 Ich bemerke hier, daß nicht wie ich in den "Wei~erenStudien"

sagte, die daseIhst mit E*, sondern die' mit E bezeichnete Größe die
Eigenschaft besitzt, daß, ihr Wert rür die Vereinigung zweier Körper
gleich der' Summe ihrer Werte für jene beiden Körper ist.
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Ühereinstimmung mit der Entropie zu bringen. Genau wie in
den "Weiteren Studien" finden wir

dE 2 fJ dfCft=3 lfCfi dodw.

Setzen wir hier für djo/ d t seinen Wert aus Gleichung (2),
so erhalten wir für d E / d t einen Ausdruck, welcher aus sieben
Gliedern besteht. 'Wir werden da zunächst von den sechs
ersten Gliedernden Nachweis liefern, daß sie verschwinden.
Es bleibt dann nur das siebente Glied, welches ganz analog
wie ,der Ausdruck für dEI d t in den "Weiteren Studien" be
handelt werden kann. Die drei ersten Glieder des Ausdruckes,
der sich für dEI dt ergibt, sind:

(
d f d f d f)- fflf u- +v- + w- dodm.da; dy dx

Da d 0 = d x dy d z ist, so wollen wir den ersten Summanden
nach x, den zweiten nach '!J, den dritten nach z integrieren.
pas ursprünglich über das ganze Innere' des Gefäßes zu er...
streckende Integrale' reduziert sich dadurch auf ein über die
Oberfläche des Gefäßes zu nehmendes:

(5) -fff(fl-l)ndsdw,

wobei d s ein Element derOberfiäche, n diejenige Komponente

der Geschwindigkeit -V u2 + v2 + 'U)2 ist, welche in die Rich
tung der Außennormale zur Gefäßoberfiäche fällt. Wir können
für jedesOberßächenelement d s statt u, v, w drei neue Variabeln
einführen, nämlich die Komponenten der Geschwindigkeit in
der Richtung der Gefäßnormale und in zwei darauf senkrechten
Richtungen, welche wir mit n,p, q bezeichnen, wollen. Das
Integrale (5) geht dadurch über iiJ.

(6) - ..ffffj·(lf-1)ndsdndp.dq,

wobei bezüglich 'fI,p und q von - 00 bis + 00 zu integrieren
ist. Da wir nun annehmen, daß die lVIolekühe an den festen
Wänden wie elastische Kugeln reflektiert werden, so müssen
genau dieselben Moleküle, welche mit gewissen Werten von p
und q gegen die Wand anfliegen, wieder· mit denselben Werten
von p und q von der Vland zurückkehren. Die anfliegenden
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Moleküle unterscheiden sich aber von den zurückkehrenden
nur durch das Zeichen von n; es bleibt also die Funktion f
unverändert, wenn p und q unverändert bleiben und nur n sein
Zeichen ändert, woraus folgt, daß sich in dem Integrale (6)
je zwei Glieder tilgen, daß also das Integrale selbst den Wert
Null besitzt. Man sieht übrigens leicht ein, daß .dieselben
Konsequenzen auch gezogen werden könnten, wenn die Mole
küle nicht wie elastische Kugeln an den Wänden reflektiert
werden, nur ist es dann ziemlich schwierig, die Art und Weise
der Wirksamkeit der Wände exakt mathematisch zu formulieren.

Wir haben hei diesem Beweise nach x, y und z integriert.
Die Erlaubtheit dieser Manipulation kann zweifelhaft. werden,
wenn die Funktion f diskontinuierlich ist, was freilich nur im
ersten Momente stattfinden kann, weil dann sogleich eine Ver
mischung eintritt. Um uns allch in diesem Falle von dem Ver
schwinden des Ausdruckes (5) zu überzeugeu, wollen wir eine
Methode einschlagen, die ich schon in den "Weiteren Studien"
angedeutet habe. Wir nehmen für einen Augenblick an, daß
unter den Gasmolekülen keine Zusammenstöße stattfinden, und
daß auch keine äuBeren Kräfte auf das Gas einwirken. Es
bleibt dann nur die durch die Iformel (4) gegebene Verände
rung von E, während die übrigen verschwinden. Bezeichnen
wir den Ausdruck t f l f Kürze halber, insofern er Funktion
von t ist, mit cp (t), so ist offenbar

~~ = ~ f d UJ [J d 0 P (t + -r) - J d 0 g; (t)J.

Nun kann.man sich aber leicht überzeugen, daß die heiden
Integrale J d 0 cp (t + -r) und f d 0 ep (t) vollkommen miteinander
identisch sind (sich auch nicht um Unendlichkleines von der
Ordnung 7: unterscheiden). Es ist nämlich d 0 ein Parallel...
epiped,welches bestimmt ist, wenn man weiß, daß vier Ecken
desselben die Koordinaten

x, .Y, Z I x, y. + dy,z
x+ dx, y, z :c, Y,z + dz

haben. Genau dieselben Moleküle, welche zur Zeit t in diesem
Parallelepipede lagen, befinden sich zur Zeit t + 7: in dem
gleich großen·· Parallelepipede, von dem vier Ecken die Koor
dinaten
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X+U7:, y+v't, z+W'l"

x+dx+u't, y+V1:, z+w't

x+U7:, y+dy+vr, z+'lo't

:X+U7:, y+V7:, z"+dz+u)'t

haben. Es hat daher c.p (t) für' das erste Parallelepiped den
selben Wert wie ep (t + 7:) für das zweite und da auch beide
Parallelepipede dasselbe Volumen besitzen, so hatJ"ep (t) d 0

über das erste Parallelepiped erstreckt, denselben Wert, wie
rCf (t + 7:) d 0 über das zweite erstreckt. (Dies würde übrigens,
,venn keine Zusammenstöße und äußeren Kräfte vorhanden
sind, auch noch gelten, wenn die ·Volumina der Parallelepipede
und 7: endlich wären.) Ebenso überzeugt man sich, daß auch
zwei beliebige andere Glieder der beiden Integrale J Cf (t) d 0

und J Cf (t + 't) dosich tilgen, daß also die Differenz dieser
Integrale identisch verschwindet. Wir haben somit bewiesen,
daß die Veränderung des AusdruckesE, welche durch die
Formel (4} gegeben ist, welche also von der progressiven Fort
bewegung der Gasmoleküle im Raume herrührt, verschwindet,
wenn keine Zusammenstöße' stattfinden und keine äußeren
Kräfte wirken und deshalb verschwindet sie auch in allen
übrigen Fällen, da ja die durch die Formel (4) gegebene~

Glieder durch die Zusammenstöße und äußeren Kräfte gar
nicht alteriert werden, sich vielmehr nach den Prinzipien der
Differentialrechnung die durch die 'Zusammenstöße und äußeren
Kräfte bewirkten Zuwächse der Größe E einfach zu den durch
die Progressivbewegung hervorgerufenen addieren. Wenn die
einschließenden Wände plötzlich hinweggenommenwürden, so
würde sich das Gas im unendlichen Raume verbreiten.Wollte
man daher den Ausdruck (1) noch inlmer über alle Gas
moleküle integrieren, so müßte man jetzt über einen größeren
Raum als den des Gefäßes integrieren. Bezeichnet man also
jetzt 'mit E das Resultat, welches man erhält, wenn man den
Ausdruck (I) über alle Gasmoleküle integriert, so müssen sich
die Grenzen der Integration mi~ wachsender Zeit beständig
erweitern. Infolgedessen kommt zu dEI d t, wie man leicht
sieht, noch ein Oberflächenintegrale hinzu, nämlich

~r~rflfn d s d OJ,
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welches sich mit demjenigen tilgt, auf welches sich die Glie
der (4) reduzieren, woraus folgt, daß sich der Ausdruck für
dEI dt auch für den Fall, daß das Gas von keinen Wänden
eingeschlossen ist, auf·den schon in den "Weiteren Studien"
angegebenen reduziert. Dies bietet zum Falle beweglicher
Wände und zum Beweise, daß auch in diesem Falle die
Entropie des Gases nicht zunehmen kann, Übergangspunkte,
die wir jedoch hier nicht weiter verfolgen werden.

Wir können nun zur Diskussion der' drei folgenden Glieder
von d E / d t übergehen, welche durch den Ausdruck

(7) -JJlf(X ;~ +y ;~ + Z:;) dodm

gegeben sind. Wir können wieder den ersten Summanden nach
u, den zweiten nach v, den dritten nach u) integrieren. Jede
dieser Integrationen geschieht von - 00 bis + 00. Aus dem
Umstande, daß ~rf t·d 0 d (i) die Anzahl der Gasmoleküle also
jedenfalls endlich ist, folgt, daß sowohl f als auch (I f' für
unendliche Werte von u, v oder 10 verschwinden müssen. Man
findet also durch Integration des ersten Summanden im Aus...
drucke (7) nach u, des zweiten nach v, des dritten nach w,
daß auch der Ausdruck (7) verschwindet. Man kann übrigens
hier eine ganz 'analoge Methode anwenden, wie wir sie auf den
Ausdruck (4) angewendet haben. Wir setzen wieder

dE 1.
M = -;- [jfd 0 d ro cp (t + -r:) .. - f f d 0 d (f) rp (t)J.

Wir bezeichnen nun mit d 0 ,d 0', d OJ, d (f)' vier Parallel
epipede, welche der Reihe nach durch folgende vier Ecken
bestimmt sind:

x, y, z

x + d :t-, y, Z

x, y + dy, z

:1:, y, Z + dz

u, v, w

u + du, V,w

U, l' + dv, w

U, z, 'lv+du)

x + 1l 'l', :'1 + v r, Z + 11) r:

x + d.7: + ur, y+vr,z + W7:

x+U7:, y+dy+vr, Z+to'C

x + U T, Y + V 7:, Z + d z + 'IV -r:

II + ..I 7:, v + Y 7:, 10 + Z T

7l+ du + X7:, v+ Y7:, lV + Zr

11- + X r,v+ d 'v + Y 'l', 1/) + Z 7:

'll + X r,v + ,Y-r:, 1n + d 1/) +Z 7:
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Nehmen wir wieder die Zusamnlenstöße als nicht vor
handen an, da sich die von ihnen bewirkte Veränderung von E
zu den übrigen Veränderungen superponiert, so werden genau
dieselben Moleküle, die zur Zeit t in d 0 und deren Ge
schwindigkeiten in d (jJ lagen, zur Zeit t + 7: in d 0' und d Ci/
liegen. Weil ~ 1', Z nur Funktionen von x, y, z sind, so ist
außerdemd 0 = d 0', d co = d 0)' (auch nicht um Unendlichkleine
von der Ordnung 'r d o· und T d (jJ .verschieden). Es ist daher
rJ d 0 d (jJ rp (t) über d 0 d ÜJ erstreckt, gleich f f d 0 d OJ c:p (t + T)
über d 0 d ro' erstreckt und es tilgen sich wieder je zwei Glieder
der bei<;1en in d E / d t auftretenden Integrale.

Wenn zu Anfang der Zeit nicht alle Geschwindigkeits
komponenten von ~ 00 bis +.00 vorkommen, 80 werden auch
die Grenzen der Integration bezÜglich u, v, w zu Anfang der
Zeit endlich angenommen werden können (man könnte auch
die Integrationsgrenzen belassen, für die übrigen d co die GröBe f
gleich Null setzend). Es ist dann der Integrationsraum bezüg
lich der Gesch'windigkeitskomponenten ein endlicher wie früher
der bezüglich der Koordinaten und man übersieht wieder leicht,
daß auch in diesem Falle die Glieder (7) nichts anderes als
die Erweiterung des Integrationsraumes durch die Wirksamkeit
der äußeren Kräfte darstellen. Es bleibt somit nur das letzte
Glied im Ausdrucke fürd l~ll dt übrig und man erhält:

~~ = : Jf .. Zf. [r f~' - fhJ Vb d bdffJ d 0 d üJ d üJ1 •

Die Art und Weise, wie dieser A.usdruck zu behandeln
ist, ist vollkommen identisch mit der Methode, nach welcher
ich in den "Weiteren Studien" die Ausdrücke (18), (64) und
(74) behandelte, und glaube ich bezüglich der ausführlicheren
Details dorthin verweisen zu können.

Die beiden zusammenstoßenden Moleküle spielen zunächst
wieder dieselbe Rolle .und der Ausdruck für dEI d t bleibt
daher unverändert, wenn man die auf beide bezüglichen GröBen
untereinander vertauscht, wodurch man erhält:

~~= : fJ.. Zh Cf'h'-lftJ Vb d bd g; d 0 d üJ d üJ1 •

Da ferner die Zusammenstöße in der umgekehrten Ord
nu.ng genau so verlaufen, wie in der direkten, so kann man
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auch die Werte der Variabeln, welche sich auf das Ende
eines Zusammenstoßes' 'beziehen mit' denen, die sich 'auf den
Beginn beziehen, vertauschen, wodurch sich ergibt:

cl E = _ : JJ' ,lI", Cf' 1;.'- ft;J Vb d b d ep' do d 0/ d w1'

oder nach, Vliedereinführung. von u,V, 10, U1 VI 'lVI r:p, '\vovon ja
'll', v', w' Ul' VI' U\' ep' Funktionen sind und Berücksichtigung der
Gleichung L1 = 1

(~~ =- : JJ.. lI" [I"1;'- ff;.J Vb d b d ep d 0 d ro d w1 '

Schließlich hat man endlich, wenn man hier wieder die
beiden zusammenstoßenden Moleküle vertauscht

~l~ = - :JJ.. lf;.'[f'fl'-fI;.JVbdbdepdod ro dro1

und die Addition dieser vier Ausdrücke und Division durch 4
liefert:

~~ = .~ Jr·l (;~,). [f' f/ - fl;J Vb d bd ep d 0 d rod ro1 ,

Da hier unter dem Integralzeichen der erste FHktor not
wendig entgegengesetzt bezeichnet ist als der' zweite, während
alles, übrige wesentlich' positiv ist, so muß dE Id t not,vendig
negativ'sein, alsoE abnehmen) wenn nicht jene beiden Faktoren
verschwinden, also wenn nicht für alle Werte der Variabeln
I-I;. = 10

' fI' ist. Für den Fall des Wärmegleichgewichtes muß
notwendig entweder ein peri.odisches Hin- und Herschwanken
des Wertes von I" oder vollkommene Unabhängigkeit desselben
von t eintreten, woraus folgt, daß für den Fall des Wärme
gleichgewichtes nicht E fortwährend abnehmen kann, daß also
für diesen Fall l'ft = j" 11' sein muß für alle möglichen Werte
der Variabeln. Es ist nun möglich, daß die lVloleküle schon
zu Anfang so arrangiert waren, da.ß nur gewisse, nicht alle
möglichen Positionen und Geschwindigkeiten derselben im Ver...
laufe der Zeit eintreten können (z. B. wenn sie sich zu Anfang
alle in einer auf den Gefäßwänden beiderseits senkrechten
Geraden befanden). Schließen wir diesen Fall aus, so muß
für das schließlich sich bildende·Wärmegleichgewicht für alle
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möglichen Werte von x, y, z, u, v,w, Ul' VI' U'l u' 1/ W' u1' VI' 101' die
Gleichung fi'I =·('t~' oder ausführlich geschrieben

(8) {{(X, y, z, U, v, 10, t) ((XI y, Z. U;'~l' ~1' t). 1 1 ,

== t (x, y, z, u , v , 'll) , t) f (x, y, Z, u l , vI , w1 , t)

bestehen. Zwischen den Werten der Variabeln vor und nach
dem Zusammenstoße bestehen keine ancleren als folgende
Gleichungen:

u 2 + v2 + 10
2 + U1

2 + VI
2 + 'l°12I = 11

21 + V
21

+ 10
21 + ll j

2' + Vj2'+ U\2'

(9) ~ U + uj = u' + ~'
I V + vI = VI + VI'

l 1{) + W1 = W' + '1°1' •

Es muß also für sämtliche Werte von x y z die Funktion f
so beschaffen sein, daß die .Gleichung (8) für alle möglichen
Werte der Variabeln erfüllt ist, welche den Gleichungen (9)
genügen. Wenn wir für einen Augenblick den natürlichen Loga
rithmus von f mit r.p bezeichnen, so geht die Gleichung (8) über in

Cf (x, y,z, 11, V, 'l/', t) + Cf (x, y, z/'Ul' VI' U'l' t) == <:p (x, y, Z,u', V', u,', t)

+ r.p (x, y, ,z, U 1', VI" 101'~ t)

Differentiiert man ·die Gleichung partiell nach 1l und
addiert dazu die mit den konstanten Faktoren hund k multi
plizierten ebens<? verstandenen partiellen Differentiale der hei
den ersten der Gleichungen (9), so erhält man:

!:!I+2hu+k=O
cl2t

und daraus
Cf = 1f = - h u2

- k u + l.

Da dasselbeanch von V und tu) gilt, so folg~:

j "_ .. .f" - h u2 - h'v2
- h" w2 - 7~u - lr/ v - k" w-/0 8 . ,

worin fo nur mehr x, y, z und t enthalten kann. Soll das Gas
keine progressive Bewegung haben, so muß k = k' = k" = 0
sein; außerdem sind, wie man leicht sieht, die Gleichungen
nur erfüllt, wenn h = lt' = h" ist, woraus folgt:

f = fo e- 1L (u'l+v2 +w2
).
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Um noch die Größe· 10 zu bestimmen, setzen wir diesen
Wert in die Gleichung (2) ein. Man· überzeugt sich leicht,
daß dann die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet.
(Dies folgt schon daraus, daß die rechte Seite ganz identisch
ist, wie in dem. Falle .keiner äußeren Kräfte, in welchem Falle
ihr Verschwinden schon in den "Weiteren Studien" bewiesen
wurde.) Die Gleichung (2) reduziert sich daher, nachdem man
durch die Exponentielle wegdividiert hat) auf folgende:

d 10 + u d fo + v d fo + u' d 10 - 2 (Xu + y v + Z w) hh = 0 .
dt da;. dy dx 0

Da fo nicht mehr Funktion von u, v, 'IV sein kann, .so müssen
hier für sich die mit u, die mit v und die mit w multiplizierten,
sowie die von u, v und w freien Glieder verschwinden. Man
hat also

dfo =0 dfo =2hX~ dfo = 2hYf< dfo =2hZ(;.
dt ' da; .. 0' dy 0' dx 0

A.us der ersten Gleichung folgt, daß für das Wärmegleich..
gewicht nicht nur E, sondern ganz allgemein f von tunab..
hängig ist, d. h., daß kein periodisches Hin- und Heroszillieren
zwischen einer gewissen Reihe von Zustands'Yerteilungen statt
finden kann. Aus den drei übrigen ergibt sich

df<10 0 = 2 h(Xd x + Y dy + Z d z)

t - A 2hjcX.d~ +Ydy +Zdz)
o - ,L1. e •

A ist eine reine Konstante. Ein Wärmegleichgewicht ist
also nur möglich, wenn X d x + YdY + Z d z ein vollständiges
Differential ist, was selbstverständlich ist, da ja sonst kein
hydrostatisches Gleichgewicht d~s Gases möglich ist. Setzen wir

Xdx +Ydy+ Zdz = - d1fJ = _ d Z ,
m

so ist also
10 = ./te- 2h tp

und
2 h ( m u2 m vi 'fn w2 )

f
A -k.{21p+U2 +V2+wt ) -- %+-9,-+-+-

= . ..a..e =.i:le '111. J;,J 2 2,
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womit unser Problem vollständig gelöst ist. Die Konstante ./1
bestimmt sich aus der Bedingung, daß f d 0 d (j) über alle
möglichen Werte der Variabeln integriert gleich der Gesamt
zahl der Moleküle im Gefäße sein muß. Die Zeit, während
welcher durchschnittlich. ein Molekül in da und dessen

. Geschwindigkeit in d üJ liegt, d. b. die Zeit, während welcher
dies stattfindet, dividiert durch die ganze Zeit der Bewegung
des Moleküls ist

fdodCiJ

~l]"fdQd(l)

Aus dieser Formel folgt, daß trotz der Wirksanlkeit der
äußeren Kräfte für die Richtung der Geschwindigkeit irgend
eines der Moleküle jede Richtung im Raume gleich wahr
scheinlich ist, ferner daß in jedem Raumelemente des Gases
die Geschwindigkeitsverteilung genau ebenso beschaffen ist,
wie in einem Gase von gleicher Dichte und Temperatur, auf
das keine Außenkräfte wirken. Der Effekt der äußeren Kräfte
besteht bloß darin, daß sich die Dichte im Gase von Stelle zu
Stelle verändert und zwar in einer Weise, welche schon aus
der Hydrostatik bekannt ist.

Im Falle, daß sich ein Gemisch mehrerer Gase, von denen
aber jedes aus einatomigen Molekülen besteht, im Gefäße be
findet, greift eine ganz ähnliche Rechnung' Platz. Ich will auf
diesel1;>e ihrer großen Leichtigkeit halber nicht weiter ein
gehen, sondern bloß das Resultat mitteilen. Mögen h, t; ...
für die verschiedenen Gase dieselbe Bedeutung haben, wie
früher f, so tritt jetzt an die Stelle von E die Summe

tl//;, lfI dodCiJ1 + ifft; lj;dodfJJ2 + · ..
Die mittlere lebendige Kraft aller Gasmoleküle ist die

selbe und die Zustandverteilung ist in jedem Gase so, als ob
das betreffende Gas unter dem Einflusse derselben Kräfte und
bei derselben Dichte und Temperatur allein vorhanden wäre.

§ 2.

Betrachtung Inehratomiger Moleküle.

Wir wollen nun auf die Betrachtung mehratomiger Gas
moleküle eingehen, und zwar nehmen wir, um sogleich den

Boltzmann,. Gesammelte wisseusch. Abhandl. 11. 2,
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allerallgemeinsten Fall zu umfassen, an, daß wir im Gefäße
mehrere verschiedene Gasarten gemischt haben. Irgend eine
derselben wollen wir die Gasart G nennen. X, ~ Z seien die
Komponenten der beschleunigenden Kräfte, welche auf ein
lVlolekül derselben wirken, Vw'enn es sich im Punkte mit den
Koordinaten x, y, z befindet. Das Molekül soll so klein sein,.
daß es diesen äußeren Kräften gegenüber als materieller Punkt
betrachtet werden kann. Auf ein Molekül irgend einer anderen
Gasart G* sollen die äußeren Kräfte X*, Y*, Z* wirken, was

'genau in demselben Sinne zu verstehen ist.
Alle auf die Massen, Koordinaten, Geschwindigkeiten usw.

der Atome bezüglichen Größen bezeichne ich gerade so, wie
in, der Abhandlung "Über das Wärmegleicbgewicht mehr
atomiger Gasmoleküle" (Wien. Ber. 63, 11).1) Nur will
ich statt der Gesch'windigkeitskomponenten selbst lieber die
Komponenten der Geschwindigkeit des Sch\verpunkts und die
von r - 1 Atomen relativ gegen den Schwerpunkt also die
Größen

da;
u=(ft,

einführen.

f(t,x,y,z,u,V,U)'~l···~r-l11··· nr - 1) • dxdydzdudvdwd~l··· dn'r_l

sei zur Zeit t die Zahl der Moleküle der Gasart G im Volum
elemente d x d Jj d z, für welche die Variabeln u v W ~1 • • • n'r-l

zwischen ,den Grenzen u und u + du .... nr -
1

und n
1
'-

1
+ dn,.-1

liegen. Eine analoge Bedeutung habe die Funktion f* für die
Gasart G*. Es handelt sich zunächst wieder darum, die Diffe
rentialgleichungen für die Veränderungen dieser Funktionen
mit der Zeit aufzustellen. Es sind vier Ursachen, welche eine
Veränderung der Funktion hervorrufen. Erstens das Ein- und
Austreten von Molekülen aus dem Volumelemente d x d Y d z;
zweitens die Veränderung der Geschwindigkeiten der Moleküle
durch die äußeren Kräfte; drittens die Bewegung der Atome
in 'den Molekülen, viertens die Zusammenstöße der Moleküle.
Die Veränderung der Funktion f infolge der heiden ersten
Ursachen wird genau so gefunden, wie bei einatomigen Mole-

1) Diese Sammlung Bd. I Nr. 18.
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külen, also wie im § 1 dieser Abhandlung, da der Ein- und
Austritt aus dem Parallelepipede d x dy d z genau so erfolgt,
als ob sich nur die Schwerpunkte mit den Geschwindigkeits
komponenten u, v, w bewegen würden und auch den äußeren
Kräften gegenüber die lVloleküle als materielle Punkte be
trachtet werden können. Die beiden ersten Ursachen liefern
also in dem Ausdruck für d f/ d t auf die linke Seite folgende
Glieder:

df df df elf df elf- u-- - v- - ~o- - x- - y- -z--_·_-·
da; dy dx d~!J d'v dw

Da diese Glieder identisch mit denjenigen sind, \velche
wir im § 1 für einatomige Molekü.le fanden, so läßt sich von
ihnen auch dasselbe .wie dort beweisen, daß sie in den Aus~

druck für d E Jd t Verschwindendes liefern, wenn man

E = lif. · ·foZ fd x dy d z du dv d'w d~l . • · dn')'_l

setzt. lVfan braucht nur die dort ausgeführten Rechnungs
operationen für jede Wertkombination SI". n

1
'-1 ausgeführt

zu denken. Die A.nwendbarkeit des dortigen Beweises setzt
voraus, daß auch die mehratomigen Moleküle wie elastische
Bälle von den Wänden reflektiert werden. Für irgend eine
andere Wirkungsweise der Wände müßte der Beweis separat
geführt werden; es ist aber wahrscheinlich, daß er für jede
Wirkungsweise gelingen muß. Von der Veränderung, welche
die Größe Einfolge der inneren Bewegung der Atome in den
Molekülen erfährt, habe ich schon im Abschnitte V meiner
Abhandlung "Weitere Studien über das Wärmegleichgewicht
unter Gasmolekülen" (\tVien. Ber. 66, 11)1) gesprochen, und
dort bewiesen, daß dieseIhe gleich Null ist. Ich brauche
daher den Beweis hier nicht zu wiederholen (vgl. auch den
ersten Abschnitt meiner bereits zitierten Abhandlung über das
Wärmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gasmolekülen).

Es bleibt nun· nur noch die Veränderung der Größe E
durch die Zusammenstöße zu ·betrachten. Hier scheint ·es mir
geboten, etwas ausführlicher zu sein. Ich schließe mich dabei
ganz an die Bezeichnungsweise an, welche ich schon im zweiten
Abschnitte der A.bhandlung "Über das Wärmegleichgewicht

1) Diese Sammlung Bd. I Nr. 22.
2*
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zwischen mehratomigen Gasmolekülen" (Wien. Ber. Bel. 63)1)
angewendet habe,wobei es offenbar gleichgültig ist, ob wir
unter q1' q2 · · ·gs die Geschwindigkeitskomponenten selbst oder
die Größen u, v, W, 11 ••• nr - 1 verstehen. Zur Erzielung
einer größeren Allgemeinheit soll jedoch f nicht bloß
Funktion der cp, sondern ganz allgemein eine Funktion von
t, x, y, z, u, v, W, ~l ••• ~r-l' II . · . n?'_1 sein. Wir untersuchen die
Zusammenstöße der. Moleküle irgend einer Gasart G mit denen
irgend einer anderen Gasart G*, womit ich genau denselben
Begriff verbinde, wie in dem zweiten Ahschnitte der Abhand
lung "Über das Wärmegleichgewicht unter mebratomigen Gas
molekülen". Es ist dann

dm = f· f* · m dPI d P2 • •. d Ps-4 d ql d q2 • • • dqs d t d x d y d z

die Zahl der Zusammenstöße, 'velche im Volumelemente
d x d y d z während der Zeit d t so geschehen, daß zu Beginn
des Zusanlmenstoßes PI' P2 .•• Ps-4' ql .. qs zwischen den Grenzen
PI und PI+ d PI · · · qs und qs + d qs lie"gen. Ps-s ist im
Momente des Zusammenstoßes durch die Gleichung F = b be-
stimmt. Zählen wir für einen Augenblick die Zeit vom Mo
mente des Beginnes des Zusammenstoßes an, wo also F = b
,var und die übrigen Variabeln die Werte PI' P2 · · . qs gehabt
haben sollen. t sei irgend ein Zeitpunkt, ,vährend dessen noch
Wechselwirkung zwischen den Molekülen stattfindet, also ein
Moment zwischen Beginn und Ende des Zusammenstoßes. Die
Werte der Variabeln zur Zeit t sollen mit

Pt t t·· t t t
l' P2'" Ps _4,Q1'" qsw

bezeichnet werden. (co hat ebenfalls dieselbe Bedeutung wie
im zweiten Abschnitte der J-L\bhandlung "Über das Wärme
gleichgewicht usw."). Sie sind offenbar Funktionen von t und
den Werten PI' P2 · · · Ps-4' ql • · · qs zu Anfang des Zusammen...
stoßes. Als derartige Funktionen sollen sie bei den künftig
zu nehmenden partiellen Differentialquotienten immer betrachtet
werden. Setzen wir

Llt = ;S + dpt! '. dp~ '" dP:-4 . d q; .• •• d q; ,
- dpl dp2 dpS_4 d ql d qs

1) Diese Sammlung Bd. I Nr. 18.
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so ist das Produkt rot. L1t offenbar ebenfalls eine Funktion von

t,Pl' P2 • · · Ps-4' ql . · · qs'
Der Satz, welchen ich in dem zweiten ..~bschnitte der Ab
handlung über das vVärmegleicbgewicht unter mehratomigen
Gasmolekülenbewiesen habe, läßt sich nun folgendermaBen
ausdrücken:· Erteilen 'vir den PI" 0 Ps-4' ql · . • q,s (welche
immer die Werte im Momente des Beginnes darstellen, die
zur Zeit t heißen ja p~ o •• ) beliebige konstante Warte, so ist
allgemein

PI' P2 · 0 • Ps-4' ql 0 • • qs

zwischen den Grenzen PI und PI + d PI · · , qs und qs + cl qs
lagen, so ·sollen sie im Momente des Endes zwischen den
Grenzen PI und PI + d PI ' 0 • Qs und Qs + d Qs liegen und
umgekehrt. Die Zahl der Zusammenstöße, welche während d t
im Volumelemente d x dy d z so geschehen J daB die Variabeln
im Momente. des Beginnes zwischen den ersteren Grenzen
liegen, ist

ff*rodtdxdydzdPI , .. dPs-4 d Ql" ,dqs'

Die. Zahl der Zusammenstöße dagegen, welche während d t in
dxdydz so geschehen, daß im Momente des Beginnes die
Variabeln zwischen den letzteren Grenzen liegen, ist:

l!'F* QdtdxdydzdP1 ••• dPs-4dQl··· dQs

= J!J!* Q lJ~t d~' dy d z dPI · .. dPs-4 d ql' , · d qs

=FF*wdtdxdydzdPI •·• dPs-4 d Ql'·· dqs'
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Hierbei ist

f = f (t, :1:, y, Z, U,. v, W, ~l • •• ~r-l' II · · · nT-I) ,

l"* = {*(t, x, y, z, u*, V*,~D*,~~ •• • ~:*-l' l~ • • .n;*-l)'

F =f (t, x, y, z, u, v, U', EI · · · ZT-l' .LI · • · Nr - I ) ,

F* = f* (t, x, y, z, u*, v*, w*, s~ · .. Z~~~_l' L: · · · N~*-l) "

Man sieht nun sofort ein, daß die obige ~-'o·rmelgeDau

so, wie ich es in dem IV. und V. Abschnitte meiner,veiteren
Studien über das Wärmegleicbgewicht unter Gasmolekülen getan
habe, benützt werden kann, um zu zeigen, daß die Größe E
infolge der Zusammenstöße nicht zunehmen kann und daß sie
nur konstant bleiben kann, wenn allgemein f"f* = FF* ist.
Alle diese Sätze werden also durch das Vorhandensein äuBerer
Kräfte nicht alteriert. Ich will hier noch die allgemeinen
Differentialgleichungen für die Veränderung der Funktion f
aufschreiben. Wenn

~7 = Z1 • " d ~rt-l = n,._l

dl1 ".l d nr _ 1
Cit = J'l,l • • • dt = v'r-l

die Bewegungsgleichungen der Atome eines Moleküls sind, so
lautet dieselbe

df +udf +vdf + wdf +X rlf + lT~+ Z~f
dt da;· dy dx du dv dw

df . df df df+ 11 -dC + ... n?'_l -:]-/:- + Al -dl + ... vr - 1 -d--
'='1 {?; S'l'_l 1 "'1'-1

= :E~[f· · · (F F* - fl·*) {jJ dPI dP2 · · · dps-4 d ql · . · d qs,

wobei sich das Summenzeichen darauf bezieht, daß für G*
alle möglichen Gasarten einschließlich. der Gasart G selbst
zu setzen sind. Da ich diese DifferentiaJgleichung vorläufig
nicht weiter anzuwenden gedenke, will ich ihren Beweis, der
übrigens gar .keinen Schwierigkeiten unterworfen ist, hier nicht
weiter mitteilen.

Wir haben bisher folgenden Gedankengang eingeschlagen:
wir haben nachgewiesen, daß durch die· Zustandsveränderungen
im Gase die Größe Enicht zunehmen kann; daraus haben
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wir geschlossen, daß sie für den Fall des Wärmegleichgewichtes
konstant sein muß, da sie für dasselbe ja auch nicht beständig
abnehmen kann. Hieraus ließen sich sofort die definitiven
Gleichungen, welche die Zustandsverteilung für den Fall des
Wärmegleichgewichtes liefern, ableiten. Dies läßt vermuten,
daß deIjenige Wert, welchen 13 im Falle des Wärmegleich
gewichtes annimmt, überhaupt das Minimum unter allen jenen
Werten von E ist, die mit dem Prinzip der Erhaltung der
Gesamtzahl der,Atome und dem der Erhaltung der lebendigen
Kraft vereinbar sind. Um zu entscheiden, ob dem so sei,
betrachten wir zunächst ein Gas mit einatomigen gleich
beschaffenen Molekülen, auf welches äußere Kräfte wirken. Das
Problem gestaltet sich da folgendermaßen:' Die Größe fist
derart als Funktion der Argumente x, y, z, u, v, w zu be
stimmen, qaß das Integrale

+00 +00 +00

(10) 1= JJJdxdydzJduJdvf dwflf
-00 -00 -00

ein Minimum wird, während gleichzeitig die beiden Integrale

(11)
-00 -00 -00

und

(12) JJJdXdYdzj:uj:vj:W!.(x+ u
2

+V;+W
2

)

-00 -00 -00

gegebene konstante Werte haben. Hierbei sind die' ersten
drei Integrationen über das ganze Ge~äß auszudehnen. X ist
das beschleunigende ErgH..! der äußeren Kräfte. Nach 'den
Regeln der Variationsrechnung finden wir zunächst, wenn A
und !t' konstante Faktoren sind

(13) l f + A+ tt (x + u2

+ vi + to~) = 0 J

woraus, sich der früher für den Fall des Wärmegleichgewichtes
gefundene Wert des f ergibt, welcher also auch das Integrale I
zu einem an die Bedingungen (11) und (12) geknüpften Minimum
im Sinne der Variationsrechnung macht. Die zweite Variation
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ist positiv, da die Gleichung (13) für f einen durchaus positiven
Wert liefert und da man hat

+00 +00 +00

o2 I=jjjdxdydzJduJdvfdw ~(of)2.
-00 -00 -00

Wollte man aber beweisen, daß man auf diese Weise den
absolut kleinsten Wert des I erhält, so müßte man sich wieder
auf analoge Rechnungen einlassen, wie wir sie im § 1 durch
geführt haben.

Auch diese Betrachtungen sind natürlich unverändert auf
Gase mit mebratomigen Molekülen und Gasgemische über...
tragbar. Mit Beibehaltung der früher angewendeten Bezeich..
nungsweise ist dann zu setzen

(14) 1= ;Sir... dx dy dz du dv du, dS1 ••• d~r-l dl1 •• d ')1,.-5 f"i f
und f ist derartig als Funktion sämtlicher Argume~te, deren
Differentiale im mehrfachen Integrale erscheinen, zu bestimmen,
daß I ein lVIinimum wird, während gleichzeitig

(15) ;SfJ. · · d x . · · dn?o_l f
und

(16) '"'fI d' d f. ( + 'ln1(J1
2 + ')}~2e22 + -mr e

1
•

2
)~ · .. :x... n'r-l 1./J 2 2 • •• 2

gegebenen Konstanten gleich sind. Dabei ist 1/J das bewegende
Ergal der äuBeren Kräfte, ml m2 • • • die Massen, Cl C2 • • • die
Geschwindigkeiten der Atome eines Moleküls. Die Summen
zeichen bedeuten eine Summierung über allemäglichen Gas
arten, die sich im Gefäße befinden.

Anhang.

Über negative innere Arbeit.

In der Abhandlung "Über die Anzahl der Atome' in den
Gasmolekülen und die innere Arbeit in Gasen" (Wien.
Ber. 56, 11)1) suchte ich gewisse, beim Verhalten von Gasen
auftretende Erscheinungen durch die Hypothese zu erklären,

1) Diese Sammlung Bd. I Nr. 3.
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daß die bei Temperaturerhöhung von Körpern geleistete innere
Arbeit hier und da auch einen negativen Wert besitzen könne,
d. h., daß heiErhöhung der mittleren lebendigen Kraft sich
die durchschnittlichen Positionen der Atome so .verändern, ·daB
der Mittelwert der Ergals sich verkleinert. Apriori läßt sich
die Unmöglichkeit eines derartigen Verhaltens, zu dem die mit
negativer äußerer Arbeitsleistung verbundene Zusammenziehung
des Wassers, bei dessen Erwärmung von 0 0 bis 4 0 C. ge\visser
maßen eine Analogie darbietet, nicht einsehen. Mittels der
.A.usdrücke dagegen, welche ich später für die mittlere lebendige
Kraft und das mittlere Ergal abgeleitet habe, läßt sich die
Frage leicht beantworten, ob ein solches Verhalten möglich
sei oder nicht. Wir betrachten zuerst ein Gas. Die Moleküle
desselben se~en gleichbeschaffen und jedes bestehe aus
1" materiellen Punkten (Atomen).

Seien m1, mz .. · mr die Massen dieser materiellen Punkte,
~l 'Jh · · . ~1' deren Koordinaten, bezüglich eines beweglichen
rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen Achsen parallel drei
fixen Geraden, dessen Ursprung aber der Schwerpunkt des
betreffenden Moleküls sei, endlich seien ul VI •• • wr die Kom
ponenten der Atomgeschwindigkeiten nach den Koordinaten
richtungen. Dann ist

(
'lnl U21 m1 V.

2
1 'lnr w1'

2
)

. -h x+ -')-+-')-+'" -2- . ..
]V' e .. - d ~1 d 171 ••• d ~r-l fl U 1 ••• dlC,.

jJ h (
mt U21 ml V.2

1
mrw.1'2) ••_.._ ....._-_.._-.. -

- x+-+--+···---
e' 2 2 2 d ~1 d 111 ••• d ~r -1 d U 1 • • • d'Zer

die Anzahl derjenigen Moleküle in der Volumeinheit, für
welche die Werte der Variabeln ~1 'lh · · · ~r-l u1 • • • wr zwischen
den Grenzen ~1 und ~l + d SI. · . 1.V? und wr + d wr liegen, wie
ich in der Abhandlung "Über das Wärmegleichgewicht zwischen
mebratomigen Gasmoleküle~" (Wien. Ber. 63, 11) fand und
in ,den "weiteren Studien über Wärmegleicbgewicht" (Wien.
Ber. 66, 11)1) näher begründete. Dabei ist N die Gesamt
zahl der Gasmoleküle in der Volumeinheit, h eine die Tem
peratur bestimmende Konstante. Die Integrationen im Nenner
sind über alle rnäglichenWerte der Variabeln also durchweg
von - 00 bis + 00 zu erstrecken. X ist .das Ergal, d. h. jene

1) Diese Sammlung Bd.· I Nr. 18 u. 22.
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Funktion der Koordinaten, deren negative, partiell nach den
Koordinaten genommene Differentialquotienten die Kräfte
liefern. Man findet für die mittlere lebendige Kraft jedes
Atoms (ebenso für die der progres~iven Bewegung eines
lIoleküls) den Wart

T=~
2h

für das mittlere Ergal eines Moleküls

- .fr. , "x e- hx cl ~1 dr;1 · .. d',o_l
X = rt -hx d·~ ddr •

.1./ • , • e . S1 7)1'" ~r-l

Wenn sich bloß die Temperatur, nicht das Volumen des
Gases ändert, so ändert bloß die Größe h ihI'en Wert, Der
Zuwachs des mitteren li~rgals eines Moleküls multipliziert mit
der Anzahl der Moleküle in der Volumeinheit, also die
Größe .N d X ist dann die von der Volumeinheit des Gases
geleistete innere Arbeit d q. Da nur ltveränderlich ist, hat
man also

cll = J.Vdx- = 2h
2

N dT
" 3

rr. .2 -hz l~ d'~ rr -hXd ~ d' [ rr -hXd~ dt "'J2• ... ··X e Gs1"· ':)1'-1..1./·· e SI'~ "'-1- JJ··X e SI·' _"_I

[j('/' h J2.J • "e- xd~1 •. d"o_l

Bezeichnet man mit ~/l'" ~/r-1 andere Werte dieser
Variabeln und mit X' den Ausdruck, der aus X entsteht, wenn
man ~'l • • • "~-1 statt S1 •.. ~r-l substituiert, so kann man die
obigen Integrale· .nach Analogie der Gleichung

+00 +00 +00

[fe-"" dar = J je-(""+ y2l dxdy
-00 -00 -00

transformieren und man erhält

[ff. .;(e-hx~~l··d~r_l]2=f]. .xx'e-h(x+x')d~l··d~l'-l d~'l .• d~"'-l ;

~/J·· · · X2e
-

hx d ~l • • • d "'-1 • Jf· · · e- hx d ~1 • • • d ~"-1
=!r'r... v 2e-h(x+x')df: d r d~'. d r '

.. J It. . SI • •• ~r-1 S l' " ~ 1'-1

= .//... X'2 e-h(x+x') d Cl ••• d ~ 1 d f:'l •.• d r'.. S . -r- 5 S r-1 ,

daher

If (x + x')'! - hex+x') d~ d' d ~, d·"2h2N .. "'--2~e . S1'" 'r-1 SI'·' ~r-1
dI= dT '

[ 1'1' -hz d 1: ']2 '.J.. • •• e !:"1 • • • d ~r-1



32. Wärmegleichgewicht bei äußeren Kräften. 27

woraus sofort ersichtlich ist, daß der Ausdruck für d 1/ d T
nur wesentlich positive Größen enthält, daß also negative innere
Arbeit in Gasen, deren Moleküle in der von mir immer voraus
gesetzten Weise aus materiellen Punkten bestehen, nicht
möglich ist.

Unter der Voraussetzung, daß sich meine Formeln für das
Wärmegleichgewicht,. wie ich es zum Schlusse der Abhandlung
"Einige allgemeine Sätze über Wärmegleichgewicht" (Wien.
Ber. 63, 11)1) getan habe, auch auf feste und tropfbare
Körper übertragen lassen, läßt sich auch von diesen beweisen,
daß, wenn sich in denselben nur die mittlere lebendige Kraft
eines Atoms, nicht das Ergal verändert, die von ihnen geleistete
Arbeit nicht negativ sein kann. Sind dann m1 m2 ••• m

r
die

materiellen Punkte jenes Körpers, Xl Yl • " • Zr deren Koordinaten
bezüglich eines fixen rechtwinkeligen Koordinatensystems,
während alles andere dieselbe Bedeutung wie früher hat, so
ist zufolge jener Übe:r.tragung die Zeit, während welcher durch-
schnittlich Xl Yl " · " Z? U1 " • • ll)r zwischen Xl und Xl + dxl " • • W r

und W r + d W r liegen, d. h. das Verhältnis der Zeit, während
welcher dies stattfindet, zur ganzen Zeit, während welcher
man den Körper betrachtet

1) Diese Sammlung Bd. I Nr. 19.
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in Wechselwirkung steht, sondern daß er aus einer endlichen
Zahl materieller Punkte besteht, die sich unter dem Einflusse
eines bestimmten Ergals X bewegen. Werde zunächst der
Fall als möglich vorausgesetzt, daß die materiellen Punkte
sämtliche mit der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren
Positionen, Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen
durchlaufen. Dann sind die Formeln' (24), (25), (26) und (27)
meiner Abhandlung, "einige allgemeine Sätze über Wärme..
gleichgewicht", anwendbar und wir erhalten mit Beibehaltung
der. dortigen Bezeichnungen:

d"i =( 3J.. _ 1) da l{Ca,,'x - xx') d 0 d 0' - .lJea,,% - %2) d 0 d 0'

2 n LfCa'n - x) d 0]2

f·f (x - X')2 ,

(

BA. ... ) -2-da da
= --1 da· . ·

2 n f!(a'n - x) d 0]2

Es ist also d i Id an wesentlich positiv, d. h. von der ge
samten zugeführten lebendigen Kraft und Arbeit wird ein
positiver Teil auf A.rbeitsleistung verwendet. Dagegen kann
es jetzt geschehen, daß bei Zuführung von lebendiger Kraft,
also bei positivem d an die mittlere lebendige Kraft jedes Atoms
abnim:rp.t. Dies findet z. B. schon in folgendem einfachen Falle
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statt. Ein materieller Punkt JVl mit der Masse 2 bewege sich
In der Ebene und werde mit der Kraft

1 1
o ..i.l12 = 1,2

gegen einen festen Punkt 0 der Ebene gezogen.
In der Ebene befinde sich" eine durch 0 gehende Kurve,

an .welcher der materielle Punkt wie eine elastische Kugel
zurückpra1l.t. Gesetzt, es sei möglich, daß die Kurve eine solche
Gestalt habe, daß der materielle Punkt alle möglichen, mit dem
Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft vereinbaren Be
wegungsarten annehme, so sind die obigen Formeln anwendbar.

Setzen wir

so ist

x = - r
1

, a ---- X - ~?n e
2

= ~ - ~ - c2 = o.
n ~ 2 r (J.

Die Zeit, während welcher im Mittel r zwischen ,. und
r + d T' liegt, ist

l' dIr
dt=-a--'

.frdr

19.
X=--=-~ dx=2da

r (t ' n

i + C2 = a = - ~ istn (1.

- 1 -
c2 = +'-, d c2 = - da.a n

Es wird also die mittlere lebendige Kraft um ebensoviel
abnehmen, als lebendige Kraft zugeführt wurde, das mittlere
Ergal aber um doppelt soviel vermehrt. Natürlich kann ein
solches System materieller· Punkte in Verbindung mit anderen
nicht bestehen, sondern wird dissoziiert. Würde sich derselbe
Punkt im .Raume bewegen, so \väre

7/~ _: r2dr
d t = _-=---V _

a

JV~ - : r
2
dr

o

und es könnte die Rechnung wie oben durchgeführt werden.

und 'wegen

daher
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Hat man es dagegen mit einem Systeme materieller Punkte
zu tun, welche nicht alle möglichen, mit dem Prinzip der
lebendigen Kraft vereinbaren Positionen, Geschwindigkeiten
und Geschwindigkeitsrichtungen durchlaufen, dann müssen, um
den Bewegungszustand des Systems zu charakterisieren, außer
der darin enthaltenen lebendigen Kraft a noch die Werte anderer
Integrationskonstanten b, c ... der Be\vegungsgleichungen des
Systems ·bekannt sein, .welche sich bei der Wärmezufuhr eben
falls im allgemeinen verändern werden.

80\voh1 der Zuwachs der mittleren lebendigen Kraft irgend
eines Atoms (dieselbe braucht nicht für alle Atome gleich zu
sein) als auch der Zuwachs des mittleren liJrgals werden also
dann die Form A d a + B d b+ Gd c + ... haben, und ab~

gesehen von einzelnen Ausnahmefällen wird es immer möglich
sein, die Zuwächse der übrigen Konstanten so zu wählen,
daß bei positiver Wärmezufuhr entweder der Zuwachs des
mittleren Ergals oder der mittleren lebendigen Kraft eines
Atoms negativ wird.
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Bemerkungen über die Wärmeleitung der Gase. i )

(vVien. Ber. 72. S.458-470. 1875.• Pogg..A..nn. 157. S.457-469. 1876.)

In meinen "Weiteren Studien über das Wärmegleichgewicht
unter Gasmolekülen " (Wien. Ber. (6)2) machte ich darauf
aufmerksam, daß die Wärmeleitungskonstante der Gase auf

. theoretischenl Wege durchaus nicht numerisch exakt berechnet'
werden kann, da man aus der Gastheorie ohne nähere Kennt
nis der inneren Beschaffenheit der Moleküle nicht bestimmen
kann, in welcher Weise sich die intramolekulare Bewegung der
lVloleküle von .Molekül zu Molekül fortpflanzt. Es lag damals
nur eine einzige genauere Bestimluung der Wärmeleitungs
konstante der Luft durch Stefan vor; es war ~lso damals auch
noch nicht an der Zeit} elen umgekehrten Weg einzuschlagen,
und aus den Beobachtungen über Wärmeleitung Rückschlüsse
auf die Art und Weise oder doch wenigstens auf die Geschwindig
keit zu ziehen, mit welcher sich die intramolekulare Bewegung
fortpflanzt. Seitdem hat aber Stefan seine Beobachtungen auf
sehr viele' andere Gase ausgedehnt, und wurden auch von
anderen Beobachtern nach ähnlichen Methoden zuverläßliche
Bestimmungen ausgeführt, welche Anhaltspunkte zur Beant
wortung dieser Frage bieten. Der erste, welcher die Wärme
leitung der Gase in exakter Weise theoretisch berechnete,
nämlich Maxwell, setzte in seinen Rechnungen wenigstens
stillschweigend voraus, daß sich die lebendige Kraft der intra
molekularen Bewegung' verhältnismäßig gerade so schnell fort
pflanzt, wie die der progressiven; genauer gesprochen, daß beim

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 12. S. 174, 14. Oktober 1875;
übersetzt inPhil. Mag. (4) 50. S. 495.

2) Diese Sammlung Bd. I Nr. 22.
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Vorgange der Wärmeleitung sich die lebendige Kraft pro
gressiver Bewegung, welche durch einen Q.uerschnitt hindurch..
geleitet wird, zur gesamten lebendigen Kraft, welche hindurch.
geleitet wird, verhält, wie die im Gase enthaltene lebendige
Kraft progressiver Bewegung zur gesamten darin enthaltenen
lebendigen Kraft. Wenn diese Annahme Maxwell's auch, so
lange keine experimentellen Daten vorlagen, vielleicht als die
am nächsten liegende bezeichnet werden muß, so ist doch klar,
daß eine theoretische Nötigung zu derselben durchaus nicht
besteht, ja daß eine absolute Gleichheit der Geschwindigkeit
der Leitung der .. lebendigen Kr~ft der progressiven und intra
molekularen Bewegung apriori nicht ,einmal als wahrscheinlich
bezeichnet werden kann. In der Tat sind die aus der Hypo
these l\Iaxwells berechneten Wärmeleitungskonstanten der Gase
,durchaus zu groß, woraus schon Stefan schloß, daß die intra
molekulare Bewegung sich nur in geringerem Maße, als es von
l\Iax\\rell vorausgesetzt wurde, an der Wärmeleitung bet'eiligt.
Die extreulste Vorstellung in dieser Beziehung wäre die, daß
die intramolekulare Bewegung gar nicht zur Wärmeleitung
beiträgt, und diese nur durch die progressive Bewegung ver
mittelt wird. Unter dieser Voraussetzung würden sich die Gas
moleküle bei der Wärmeleitung wie einfache materielle Punkte
verhalten. Der Wert der Wärmeleitungskonstante, welcher
sich unter dieser Voraussetzung ergibt, ist daher identisch mit
demjenigen, den ich in den weiteren Studien für die Wärme..
leitungskonstante von Gasen erhielt, deren Moleküle einfache
materielle Punkte sind, und welcher in kalorischem Maße ge
messen war

5p2J 15pJf-L
(1) Cprog = Je = 4e2T.A

2
1iJ

1
=~.

Die Bedeutung der Buchstaben ist dieselbe, wie in den
\veiteren Studien. Wegen

(2) (y - 1) w = :;
findet man

C _ 15 (r - 1) 'W !"
prog - 4 ,..

Hierbei ist Cp?'og die in kalorischem Maße gemessene
Wärmeleitungskonstante, welche sich unter der Hypothese er
gibt, daß nur die Mitteilung der lebendigen Kraft der pro-
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gressiven Bewegung die Wärmeleitung vermittelt. Bezeichnen
wir mit Ctotal die Wärmeleitungskonstante, welche sich aus der
oben detaillierten Hypothese Maxwells ergibt, so findet man
(vg1. lVlaxwell, Phil. ma,g. (4) 35 und meine weiteren Studien)

5
Ctotal = 2"w p...

Dabei ist !.t der Reibungskoeffizient, w die Wärmekapazität
bei konstantem Volumen, i' das Verhältnis der beiden Wärme
kapazitäten.

Für Luft bei 15 0 C. dürfte man am besten setzen

= 0 00019 Masse d. Gramm
/-L, cm. sec.

(vgl. Kundt und Warburg, Pogg. Ann. 155),

w = 0,169, r = 1,405

(vgl. Röntgen, Pogg. Ann. 148). (w ist eine reine Verhältnis
zahl, .. nämlich der Quotient der Wärmemenge, welche man
braucht, um eine Wassermenge um eine gewisse Anzahl von
Graden zu erwärmen, in die Wärmemenge, die man braucht,
um das. gleiche .Gewicht Luft um dieselbe Anzahl von· Graden
zu erwärmen.)

Hieraus ergibt sich für Luft bei 15 0 c.
(4) Cprog = 0,0000481, Ctotal = 0,0000803,

wogegen Stefan experimentell fand

C = 0,0000558

(Wien. Ber. 65).
Um die relativen Wärmeleitungsvermögen verschiedener

Gase zu vergleichen, ist es am besten, die Formel (1) zu be
nützen. Selbe zeigt, daß das Wärmeleitungsvermögen ver
schiedener Gase sich wie p..1e verhalte, wenn nur die Mitteilung
der progressiven Bewegung die Leitung vermittelt, dagegen
wie f-LI(r-1)fj nach der Hypothese Maxwells. Letzteres folgt
aus Maxwells Formel, e ist die Dichte des Gas~s. Es wäre
nicht empfehlenswert, in der letzteren Formel die direkt ex
perimentell gefundenen Werte von (r - 1) zu substituieren, weil
dieselben mit großer Unsicherheit be~aftet sind. Am 'besten
ist es, r-1 mittels der Formel (2) zu eliminieren, nach welcher
die Werte von 1/(1' -1)(/ für verschiedene Gase sich wie die

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. Ir. 3



34 33. Bemerkungen über die \Värmeleitung der Gase.

von w verhalten. Die Werte. von f.t I (y - 1) ~ verhalten sich also
wie die von p, w. Bezeichnet man die spezifische Wärme bei
konstantem Drucke mit 10', so ist für Luft w' = 0,2374, r= 1,405,
daher w' - w = 0,0684. Und da die Werte von w' - w nach
lformel (1) der Dichte verkehrt proportional sind, so ist für
andere Gase ~V' - W = 0,0684/ (I', wobei (?' ihre Dichte relativ
gegen Luft ist. Man sieht also, daß das Endresultat folgendes
ist: Nach der Hypothese lVlaxwells müßten sich die Wärme
leitungskonstanten wie ft (w' - 0,0684/ Q') verhalten. Ich glaube,
daß diese Methode der Berechnung zu den zuverlässigsten
Zahlen führen dürfte. Übrigens sind ja die Beobachtungen
bisher noch so unsicher, daß eine andere Berechnungsmethode
jedenfalls zu keinen ins Gewicht fallenden Abweichungen Ver
anlassung geben würde.

Die folgende Tabelle enthält in der 1. Kolumne unter
rtotal die relativen Wärmeleitungskonstanten zu Luft unter
l\.faxwells Hypothese, also die Werte von f.L(w' - 0,0684/ (J'),
dividiert durch den Wert dieses Ausdruckes für Luft; in der
2. Kolumne unter Fprog die relativen Wärmeleitungsvermögen
unter der Hypothese, daß' nur die progressive Bewegung die
Leitung vermittelt, also die relativen Werte von !.L / {!, in den
übrigen die experimentell gefundenen relativen Wärmeleitungs
konstanten.

Theoretisch Experitp.entell

Itotal T prog Stefan Kundt Winkel-
mann

Kohlensäure. 0,854 0,550 0,642 0,590 0,609
Stickoxydul . . 0,897 0,547 0,665 - 0,691
Ölbildendes Gas 1,132 0,589 0,752 - 0,796
Kohlenoxyd . 1,000 0,998 0,981 - 0,983
Luft 1,000 1,OUO 1,000 1,000 1,000
Sauerstoff . 1,025 1,000 1,018 - 1,018
Sumpfgas. 1,715 1,110 1,372 - 1,246
Wasserstoff. ' 6,987 7,020 6,718 7,100 6,331
Stickoxyd . 0,969 0,939 - - 0,886

Die Zahlen der 1. Kolumne stimmen nicht ganz mit den
von Stefan berechneten, was in meiner Berechnungsweise
ihren Grund hat, die darauf hinausläuft, daß ich nicht die
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experimentellen, sondern die aus der Wärmekapazität bei kon
stantem Drucke aus der Formel w' - U) = P J 1QT folgenden
des Verhältnisses der Wärmekapazitäten zugrunde legte. Doch
sind die Abweichungen durchaus unwesentlich.

Die Zahlen, welche ich der Berechnung zugrunde legte,
sind also folgende:

w' Q r ~t

Kohlensäure. 0,2169 44 1,260 0,755
Stickoxydul . . 0,2262 44 1,248 0,752
Ölbildendes Gas 0,4040 28 1,211 0,516
Kohlenoxyd . 0,2450 28 1,403 0,870
Luft 0,2374 28,8 1,405 0,899
Sauerstoff 0,2175 32 1,395 1,000
Sumpfgas. 0,5929 16 1,262 0,555
Wasserstoff . 3,4090 2 1,407 0,439
Stickoxyd 0,2317 30 1,396 0,878

Man sieht, daß .sowohl der Absolutwert der Wärme
leitungskonstante der Luft, als auch die Relativwerte der
Wärmeleitungskonstanten der übrigen Gase zu der Luft, zwischen
den heiden extremen Ansichten in der Mitte liegen, welche wir
bisher der Rechnung zugrunde legten.

Eine nähere Überlegung lehrt nun, daß der Ausdruck

3/13 Ototal + 10
/13 Cprog ,

den wir mit CS/
18

bezeichnen wollen, Werte liefert, welche
durchaus mit den experimentell gefundenen in guter Überein
stimmung stehen. In Worten kann man dies etwa folgender
maßen ausdrücken: Wenn ein stationärer Wärmestrom durch
eine zylindrische Gasmasse geht, so geht dabei von der leben
digen -Kraft der intramolekularen Bewegung nur 3/13 mal soviel
durch jeden Querschnitt hindurch, als von derselben hindurch
ginge, wenn nach der Hypothese Maxwells das Verhältnis
der intramolekularen zur progressiven lebendigen Kraft, welche
sich zwei Moleküle beim Stoße durchschnittlich mitteilen, das
selbe wäre, wie das der im Gase vorhandenen intramolekularen
zur im Gase vorhandenen progressiven lebendigen Kraft. Nach
Formel (4) finden wir zunächst für Luft

C3/
H3

= 0,0000555,
3*



36 33. Bemerkungen über die Wärmeleitung der Gase.

während Stefan experimentell fand

C = 0,0000558.

Um auch die relativen Wärmeleitu'ngskonstanten möglichst
leicht aus unserer ]"'ormel berechnen zu können, stellen wir
folgende Betrachtungen an. Mit Beibehaltung der früheren
Bezeichnungen ist für irgend ein Gas

3 10 C
03/13 = 13 Ctotal + 13 prog

= 1
3
3 0,0000803 Ttotal + ~~ 0,0000481 r prog •

Daher ist die relative Wärmeleitungskonstante gegen Luft
für dieses (Jas

03/18 3 0,0000803 . 10 0,0000481
Ts/1S = -0 = 13 • 00000555 Ttotal + 13· 00000555 r prog ,

~fi ~ . ,

oder sehr nahe
1 2

F3/13 = 3" rtotal + "3 r prog •

Die nach dieser Formel berechneten Werte der relativen
\\irärmeleitungskonstanten r sind in der folgenden Tabelle mit
den beobachteten zusammengestellt.

I[ r I r beobachtet

1

I
bere~hnet' Stefa:-IKundtu.w. Winkel-

I m~n

Kohlensäure. . . i 0,651 0,642 0,590 I
Stickoxydul .. 0,664 0,665
Ölbildendes Gas 0,770 0,752 I

Kohlenoxyd . · . i 0,999 0,981 I

Luft.. . I 1,000 1,000 1,o00:I

Sauerstoff 1,009 1,018
Sumpfgas. 1,312 1,372
Wasserstoff. . . I 7,009 6,718 7,100
Stickoxyd i 0,949 I

0,609
0,691
0,796
0,983
1,000
1,084
1,246
6,331 .
0,886

Bedenkt man, welche Unsicherheit dermalen noch den
Beobachtungen anhaftet, so muß die Übereinstimmung der be
rechneten und beobachteten Zahlen als eine sehr befriedigende
bezeichnet werden.

Es .bedarf wohl nicht ·der Erwähnung, daß damit noch
nicht behauptet sein soll, daß das Verhältnis des Betrages,
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den die intramolekulare Bewegung zur Wärmeleitung wirklich
liefert, zu dem, welchen sie nach Maxwells Hypothese liefern
würde,· für alle Gase genau denselben Wert haben müsse.
Es kann sein, daß sich bei weiterer Verfeinerung der Beob
achtungen herausstellen wird, daß dieses Verhältnis 'für ver
schiedene Gase verschieden ist; nur soviel geht aus dem
Vorhergehenden hervor, daß man den bisher vorliegenden Beob·
achtungen vollständig. gerecht wird, wenn man dieses Ver
hältnis für alle Gase gleich -f7J setzt.

Einige Worte, wie man sich diese geringe Teilnahme der
intramolekularen Bewegung an der Wärmeleitung vorzustellen
hat, dürften hier noch am Platze sein. Mit den beiden Größen
Ctotal und Cprog können wir noch eine dritte vergleichen.
Nehmen wir an, zwei Schichten eines Gaszylinders vom Quer
schnitte 1 werden ·auf konstanten Temperaturen z. B. 0 0 und
100 0 erhalten.

Machen wir folgende Hypothesen, welche ·ich Kürze halber
die Hypothesen il nennen will:

1. Die Moleküle sollen sich bei den Zusammenstößen nur
verschwindend wenig lebendige Kraft intramolekularer Be~
wegung mitteilen.

2. Die mittlere lebendige Kraft der progressiven und auch
die der intramolekularen Bewegung der Moleküle habe in der
Schicht von 0 0 denselben Wert, als ob das ganze Gas ruhend
und in allen Teilen gleichförmig 0 0 hätte, in der Schicht von
100 0 aber denselben Wert, als ob das ganze Gas 100 0 hätte;
dann '\vürde schon infolge der Diffusion der Gasmoleküle durch
jeden Querschnitt in der Zeiteinheit eine gewisse lebendige
Kraft intramolekularer Bewegung getragen, welche folgender
maßen gefunden werden kann. In den weiteren Studien fand
ich für den Fall der Diffusion, daß die Anzahl der Mole
küle, welche in der Zeiteinheit durch den Querschnitt 1 geht,
den Wert
(5) -Nu = PP:t:.dN

.Al k IJ e* (P +p*) d x

besitzt. Nehmen wir -an, wir hätten nur ein Gas, dessen Mole
küle aber eine gewisse lDigenschaft, z. B. eine Elektrisierung
besitzen, von der wir aber annehmen, daß sie die Molekular..
bewegung nicht alteriert. Die Elektrizitätsmenge auf einem
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(6)

also

pN. dl
H = At ~ (>2 • (ß - 1)dx ·

Ferner ist, wenn B eine Konstante bedeutet,

Z=BT,

H =~(ß -1) B d T
At k1 ~2 da:,

und, da N die Molekülzahl in der Volumeinheit bedeutet,

Nme2

P=-3-

~p. _l_om = 1 = BT= ~.Lm
2 N,m 2(/ ,

woraus

und
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lVlultipliziert man diese Größe mit J / (d T I d x) und addiert
sie zu

5 p2J
. Oprog = 4 .A2 ICt (/2 T'

so erhält man die durch d T / d x dividierte Wärmemenge,
welche unter der Hypothese .il in der Zeiteinheit durch den
Querschnitt 1 gehen würde, und welche wir mit Odiff bezeichnen
wollen. Es ist also

3 p2J
Cdiff - Cprog = 2 (ß-l).Al~(J2T'

wogegen
5 .2J

Ototal- Oprog = 4(ß-l).A2~!!2T

· ß 1 - 1 - h 5 - 3r1st. - 1st g eIC 3 (r -1"). Al = 2,6595, A2 = 1,3682.

Endlich hat man
o 15 ß -1 p2 J

3/13 - Cprog = 4"".~ .A
2

lc
1

,,2 T·

Für Luft ist ß= 12/ 3 , daher
n p2J
Vdiff - Cprog = 0,514 --:;-~T

.n2 IC1 (/

p2J
Ototal - Cprog = 0,833 ..4.

2
Jet (/2 T

p2J
03/1'J - Cprog = 0,192 .A k (}2 T-

2 "'1 'S"

Man sieht also, daß, um Übereinstimmung mit der Er
fahrung zu erlangen, angenommen werden muß, daß die intra
molekulare· Bewegung .noch weit weniger zur Wärmeleitung
beiträgt, als sie nach der Hypothese (A) dazu. beitragen ·würde.
Daraus würde folgen, daß, wenn eine Schicht einer zylindri
schen Gasmasse konstant bei einer Temperatur, z. B. 0°, die
andere bei einer anderen,z. B. ,100°, erhalten würde, die intra
molekulare Bewegung nicht in der ersteren Schicht so groß
wie in einer Gasmasse sein könnte, die in allen Teilen 0 0

hat, und auch nicht in der z\veiten Schicht so groB, wie in
einer Gasmasse von 100 0, sondern daß die intramolekulare
Bewegung in allen Schicl;1ten weit näher einem Mittelwerte
stünde, z. B. der in einem Gase herrschenden intramolekularen
Bewegung, das durchweg die Temperatur 50° bat. Es schiene
sich also hiernach die intramolekulare Bewegung nur langsam
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mit der progressiven auszugleichen. Hierbei ist aber noch eines
zu bemerken. Da das Ausgleichsbestreben zwischen der leben
digen Kraft der progressiven und intra~olekularen Bewegung
um so mehr zur Wirksamkeit kommt, je dicker die Gasschicht
ist, durch welche die Wärme geleitet wird, so könnte, wenn
sich tatsächlich die intramolekulare Bewegung nur so wenig
an' der Wärmeleitung beteiligen würde, die Wärmeleitungs
konstante nicht vollkommen unabhängig von der Dicke der
leitenden Schicht herauskommen. Ein Versuch Stefans scheint
zwar.die Unabhängigkeit der Wärmeleitungskonstante von der
Dicke zu bestätigen, doch glaube ich, daß bei der Schwierig
keit der betreffenden Versuche noch weitere Experimente hier
über abzuwarten sind, und erlaube mir daher vorläufig bloß,
die Differentialgleichungen mitzuteilen, deren Gültigkeit mir für
diesen Fall am wahrscheinlichsten scheint. Sei c die spezifische
Wärme der Gewichtseinheit des Gases bei konstantem Volumen,
Tdie absolute Temperatur in Celsiusschen Graden, pdie pro
gressive", i die intramolekulare lebendige Kraft in der Gewichts
einheit, alle übrigen Buchstaben haben dieselbe Bedeutung, wie
im 2. Abschnitte meiner weiteren Studien, dann ist

cdT= ßJdp.

Die durch die Einheit des Querschnittes in der Zeiteinheit
gehende progressive lebendige Kraft

0prog d TGprog fJ J dP
-J-dx = -J--r; dx·

Der Betr'ag der lebendigen Kraft, welche sich in der Zeit
einheit aus progressiver in innere Bewegung verwandelt, sei
.A [(ß - l)p - i]. Die in der Zeiteinheit durch die Einheit des
Querschnittes gehende lebendige Kraft intramolekularer Be...
wegung aber ist nach Formel (6)

pN ... 1 dl
Allc

i
Q2 (ß - ) d x '

oder da i = N ((3 - 1) l,
Q

1) di
..Allel Q

Daraus ergeben sich für die Veränderung von p und i
leicht folgende partielle Differenitalgleichungen:
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dp ß 0 d
2

}J A [" (Cl 1](ft=Ci progdx2 + _2- p- )p

dip (1 + }.) d2 i "
at = Al Jet r./ dx2 + -4 [(ß - J)p - zJ.

Die Konstante A rührt daher, daß wir annehmen, daß sich
bei den Zusammenstößen die stoßenden Moleküle auch etwas
intramolekulare Bewegung mitteilen~ Für eine feste Wand
von der Temperatur T dürften etwa folgende Grenzbedingungen
gelten: ·

dp+ET-Fp-Gi=Ü.
dx

di !i17 K L " 0da; + . -. p - z = ,

wo E, J!', G, H, K, L Konstanten sind, und zwar

F= E~J - G(ß -1) K = Hß:- L(ß-l).

Vielleicht genügt es aber A = 0 zn setzen, und als Grenz
bedingungen

dip=MT, -=0da;

anzunehmen, wobei M wieder eine Konstante ist.
Ich bemerke übrigens, daß alle diese Schlüsse wesentlich

darauf basieren, daß 2 Moleküle während eines Zusammen
stoßes in der von Maxwell (Phil. mag. (4) 35) vorausgesetzten
Weise aufeinander wirken. Da für ein anderes Wirkungs
gesetz die exakte numerische Berechnung bisher noch nicht
gelungen ist, so läßt sich gegenwärtig. nicht bestimmen, wie
sich die Formeln für ein anderes Wirkungsgesetz gestalten
würden. Doch ist sehr wohl möglich, daß dann die Wärme..
leitungskonstante mit einem anderen numerischen •Faktor be
haftet erschiene, wodurch dann auch alle anderen Konsequenzen
wesentlich verändert werden.



34.

Zur Integration .der partiellen DifferentiaIgleichunge'n
1. Ordnung.1

)

(Wien. Bel". 72. S. 471-483. 1875.)

Die allgemeine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung
mit zwei independenten Variabeln wurde bekanntlich zuerst
durch Lagrange, die mit beliebig viel independenten durch
Pfaff integriert, das Integrationsverfahren aber hat Jacobi
bedeutend vereinfacht. Jac 0 b i fand sein einfaches Verfahren
bei Gelegenheit der Auflösung eines mechanischen Problems
und hat später bloß einen rein analytischen Beweis gegeben,
daß die von ihm gefundene Lösung wirklich die Differential.
gleichung befriedigt.

Ich werde hier eine etwas andere Darstellung der J aco bi
schen Integrationsmethode geben, welche etwas mehr Einblick
in das W,esen derselben, sowie in die Beziehungen gewähren
dürfte, in welchen das von J a cobi gefundene vollständige
Integral zu den übrigen Integralen der Differentialgleichung
steht. Betrachten wir zuerst den Fall zweier independenter
Variabeln x und y; z sei als Funktion derselben zu suchen.

Die zu integrierende partielle Differentialgleichung sei:

{,
' $(x, y, Z,p, q) = 0 ,

(1) wobei
OX OX

P =- q=-.
(Jx' fJy

Durch die Gleichungen (1) sind natürlich z, p und q noch
nicht vollständig als Funktionen von x und y bestimmt; erst
wenn. uns außer den Gleichungen (1) noch derjenige Wert des z,
welcher zu einem bestimmten y etwa yO gehört, als Funktion
von x gegeben ist, so ist das Problem ein vollständig be
stimmtes.

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 12. S.175, 14. Oktober 1875;
übersetzt in '. Phil. Mag. (4) 50. 8. 495.
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Ich will diesen Wert als den Anfangswert des z, bezeichnen.
Die Auflösung der Gleichungen (1) geschieht bekanntlich in
folgender Weise: Man integriert zuerst folgendes System von
dr~i partiellen Differentialgleichungen.

Q -p. ax p. ax
o - 1 7J""X + 2 7iY'

Bp op
Ql = PI 7J""X + P2 7iY '

Q =pii. pii.
2 1 Ba; + 2 oy'

wobei
a(JJ arp

Qo = P op +P7f7i'
arp a~ 0$ 0$

QI = - 7fX - p. ax·' , Q2 = - 0 y - q7fX'

aC/J fj(JJp =- p. =-.
1 op' 2 Bq

Sämtliche Q sind also bekannte Funktionen von
x, y, Z, p, q.

Die erste der Gleichungen (2) ist eine identische, die
beidenanderen entstehen durch partielle Differentiation der
Gleichung (/) = 0 nach x und y. In den Gleichungen (2)
sind p und q nicht mehr als die partiellen Ableitungen des z,
sondern z, p und q sind als drei unabhängige Funktionen von
x und y aufzufassen.

Es ist klar, daß. so oft z, p und q solche Funktionen von
x, y sind, daß sie die Gleichungen (1) erfüllen, sie jedesmal
auch die Gleichungen (2) erfüllen müssen, weil letztere aus
den ersteren abgeleitet worden sind. Dies·· gilt aber nicht um
gekehrt, und es handelt sich nur noch darum, jene Auflösungen
der Gleichungen (2) zu finden, welche auch den Gleichungen (1)
genügen. Die Gleichungen (2) integriert man bekanntlich
folgendermaßen.

Man integriert ·zuerst die gewöhnlichen Differential-
gleichungen '
(4) da; dy dp dq dx

P; =P2 = Q; = Q2 = Q;.
Eines ihrer Integrale ist:

cp =°0 •
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Die übrigen seien

(])1 = C~ , (/)2 = °2 , (Ps = Os'

(Die C sind die Integrationskonstanten.) Es werden dann die
Gleichungen (2) dadurch integriert, daß man drei beliebige
Gleichungen zwischen den Funktionen (/.J aufstellt. Damit
aber die so gefundenen Lösungen der Gleichungen (2) auch die
Gleichungen (1) befriedigen, muß zunächst eine der zwischen
den (/) aufgestellten Gleichungen lauten <P = O. Dazu kommen
noch zwei Gleichungen zwischen den drei Größen (/)1' <P2

und (/)s, so daß wir also die Gleichungeu (2) durch folgende
drei Gleichungen integrieren:

(5) (j) = 0 , 0/1 ((/)1' (/)2' (/)s) = 0, 0/2 ((/)1' (/)2' (/)3) = O.

Durch diese drei Gleichungen werden z ,p und q als
Funktionen von x, y bestimmt und zwar jedenfalls so, daß sie
die Gleichungen (2) befriedigen. Damit sie auch den Glei
chungen (1) genügen, ist noch eine Einschränkung der willkür
lichen Funktionen ·1/)1 und 1/12 notwendig.

Wenn bloß die Gleichungen (2) gegeben sind, so sind die
Größen z, p, q dadurch natürlich auch noch nicht vüllständig
als Funktionen von x, y bestimmt. Dazu ist vielmehr noch
notwendig, die zu einem bestimmteny, etwa yO, gehörigen
Werte .von z, p, q zu kennen (ich nenne sie wieder deren
Anfangswerte).

Sie seien
rp (x) , X (x) , 1.fJ (x) •

Sind nebst den Gleichungen ·(2) noch diese drei Anfangs
werte gegeben, so ist das Problem vollständig bestimmt; es
können also die willkürlichen Funktionen PI und 'tJ!2 berechnet
werden. Statt also zu fragen, wie 'PI und <J!2 beschaffen sein
müssen, können wir auch fragen, wie die Anfangswerte ep (~.),

X (x), 'l{J (x) gewählt werden müssen, damit die Lösung der
Gleichungen (1) auch die Gleichungen (2) befriedigt. Und da
ist leicht einzusehen, daß Cf vollkommen willkürlich bleibt,
X aber die Ableitung von ep sein muß; ep dagegen ist bereits
durch die Form bestimmt, welche wir der ersten der Glei
chungen (5) erteilt haben. Es ist nämlich durch die Gleichung

(/) (x, yO, Cf, X, tfJ) = 0
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bestimmt. Hat man die Gleichungen (2) so integriert, daß die
Funktionen X und 't/J diese Bedingungen erfüllen, d. h. hat man
die heiden letzten der Gleichungen (5) so gewählt, daß
X (.'V) = g/(x) wird, so ist klar, qaB die so erhaltenen Glei
chungen (5) auch den Gleichungen (1) genügen, und zwar jene
Lösung derselben geben, bei der für y = yO, Z = ep (x) wird.

Statt durch die Gleichungen (5), welche zunächst die Auf
lösung der Gleichung (2) liefern, z, p, q als ]j'unktionen von x, y
bestimmt zu denken, kann man auch drei beliebige andere der
fünf Größen x, y, Z, p, q als Funktionen der beiden übrigen
auffassen.

Dm zur J ac 0 bischen Auflösung zu gelangen, ist es am
besten, x, y, q als Funktionen von z undp auszudrücken. Wir
denken uns also q aus der ersten der Gleichungen (5) bestimmt,
aus den beiden anderen aber x und y berechnet; so daß wir
an Stelle der Gleichungen (5) folgende erhalten:

(6) { (jJ (x, y, z, p,q) = 0,

x = A(z, p) , y = p (z. p) .

Um die beiden willkürlichen Funktionen A und p,. zu ·be
stimmen, müssen wieder die Anfangswerte von x und y, d.h.
die Werte dieser GröBen gegeben sein, welche zu einem be
stimmtenz, etwa zO, gehören. Sei für z = ZO i = {} (p),
y = 17 (p), so fragt es sich 'wieder, wie die Funktionen {} und 17
zu wählen sind, damit die Lösung der Gleichungen (2) eine
Lösung der Gleichungen (1) wird, -wozu, wie wir wissen, nur
die Bedingung erforderlich ist, daß für die Anfangswerte, also
für z = zo, die Größen p und q mit den partiellen Ableitungen
des z, nach x und y genommen, identisch sind. Das Resultat
unserer bisherigen Betrachtung ist alRo folgendes:

Die Gleichungen (5) geben dann eine Auflösung der Glei
chungen (1), wenn PI und iJ!2 so gewählt worden sind, daß für
z = ZO die partiellen Ableitungen des z nach x und y ge
nommen mit p und q identisch sind. Um zu finden, wann die

. letztere Bedingung erfüllt ist, suchen wir aus den beiden letzten
der Gleichungen (6) die Werte von

8x
und ay.
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(7)

Wir finden

f

OX O/-L
-=1n-Ba; 0 q ,

1wobei

ax aA---m-oy - ap ,

für z = ZO wird

aal = (t'(p) ,
p

daher

(8)

wobei

ax 0'ay = m 1} ,
8x 0 Q..'ay=-m v·,

und diese Werte respektive gleich p und q sein müssen, so
muß p =.mO 1)' und q = - mO {f' sein, woraus sich ergibt:

(9) p {}' + q1/ = O.

Es läßt sich leicht zeigen, daß, wenn die Bedingung (9)
erfüllt ist, in der Tat umgekehrt für

ax d a~':!z = ZO , Ba; = P un y = q

ist. Ma~ braucht da nur m zu bestimmen, indem man die
Werte (8) in die erste der Gleichungen (2) substituiert.

Dadurch ergibt sich:

a([J a(fJ 0 I 0 (jj 0 {}' a(jjP7JP +qaq = m '7) ap- ~ rn aq..
Berücksichtigt man die Gleichungen (8) und dividiert durch

aClJ (j$
P7fP + qaq

weg, so erhält man unmittelbar p = m6r/, q = - mO {}'. Die
Größe

fJC/J ot1J
Pap+qaq

kann nicht allgemein verschwinden, da ja auch der Wert
von.z° vollkommen willkürlich ist. Wir können daher das
Resultat unserer Untersuchung jetzt auch so ausdrücken: Man
denke sich aus den Gleichungen (5) die Größen x und.1J
als Funktionen von z und p berechnet; für z = ZO soll
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x = -{} (p), .Y = 1} (p) werden. Damit die Gleichungen (5) eine
Auflösung der Gleichungen (1) liefern, ist erforderlich und ge
nügend, daß die Funktionen {} und· 1} die Bedingung

p{f' + qr;' = 0

erfüllen, wobei q natürlich den. aus der Gleichung

(]) ({}, 11, zO,p, q) = 0

sich ergebenden Wert vorstellt. Die einfachste Lösung der
Gleichung (9) besteht darin, daß {},. = 0, 1J' = 0 gesetzt. wird,
woraus {} = a, 1] = b folgt. a und b sind Konstanten. Die
einfachste Lösung der Gleichungen '(1) erhält man also aus den
Formeln (5), wenn man die beiden Funktionen (]Il und t.J!2 so
wählt, daß für z = zo, x = a und y = b wird, und dies ist in
der 'rat die J aco bische Lösung. Man überzeugt sich hiervon
in folgender Weise:

Da wir die gewöhnlichen Differentialgleichungen (4) als
integriert voraussetzen, so sind <PI' (/)2' (/J3 als bekannte Funk
tionen von x, y, z, p, qanzusehen. Da zwischen diesen Größen
noch die Gleichung (/) =0 besteht, so sind die Werte von
x, y, Z, p, q bestimmt, wenn die von z, (/J1' (/)2' (/)3 gegeben
sind. Wir können also x· und '!I als Funktionen von z" W1 ,

(/J2' (/J3 ausdrücken. Man findet auf diese Art

x = F (z, (PI' (/)2' (/)3)' y = G(z, (/)1' (/J2' WS),

so besteht die J aco bische Lösung darin, daß man folgende
drei Gleichungen aufstellt:

(10) cP = 0 , F (zO, (/)1' (/)2' (])3) = a , G(ZO, Wl' (/)2' Ws) = b.

UnterW1, W2, (/)s sind hier natürlich wieder jene Funk
tionen von x, '!J, Z, p, q zu verstehen, als· welche diese Größen
aus den Gleichungen (4) gefunden wurden, so daß Fund G in
den Gleichungen (10) nur die Variabeln x, y, z, p, q enthalten.
Man überzeugt sich leicht, daß die Gleichungen (10) allen An
forderungen genügen, die wir an die Gleichungen (5) stellen.
Die beiden let~ten der Gleichungen (1 0) sind nur Relationen
zwischen Wl' (/)2' (/J3' haben also genau die Form der beiden
letzten der Gleichungen (5)·· und zudem haben sie auch die
Eigenschaft, daß für z = zO, x = a, y = b wird, weil sich l!'
für jedes z identisch auf x, G identisch auf y reduziert.
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Die Gleichungen (10) stellen also in der Tat ein Integrale
der Gleichungen '(1) und zwar, da sie zwei willkürliche Kon
stanten enthalten, ein vollständiges dar.

Für den von uns betrachteten li'all {f' = 1/ = 0 wird auch
I/mo = 0, wodurch p und' q in der Form % erscheinen;
doch kann diese Unbestimmtheit leicht vermieden werden,
wenn man zuerst {t' sehr klein wählt, z. B. gleich 8 u' (p),
wobei G eine sehr kleine Konstante ist. Die Gleichungen (9)
liefern dann auch für 'f/ einen sehr kleinen Wert, z. B. 8 V' (p).
Sie sagen also aus, daß auch 1]' sehr klein sein muß, wenn
die Gleichungen (5) Auflösungen der Gleichungen (1) sein sollen.
Je mehr sich {} einer Konstanten nähert., desto mehr ist dies
auch mit '1J der Fall, wenn die letztere Bedingung erfüllt sein
soll. Setzt man f}' = 8 u' (p), 1]' = 8 v' (p), also f} = a + 8 U (p),
'lI = b + 8 v (p), so sieht man leicht (am besten aus den un
mittelbar folgenden Gleichungen (11), daß z eine nach ganzen
positiven Potenzen von 8 fortschreitende Reihe sein wird, deren
von 8 freies Glied diejenige Lösung der Gleichungen (1) liefert,
für welche für z = zO, x = a, y = b wird. Ein anderes Ver
fahren ist folgendes:

Sei wieder für z = zo, .7: = a, y = b. Da man auf diese
Anfangswerte die Gleichung (9) nicht unmittelbar anwenden
kann, so berechnet man die Werte von x und y, die zu
z = ZO + , gehören, und wendet dann auf sie die Gleichung (9)
an. Wir haben in den Gleichungen (2) z und p als independent
betrachtet. Wir wollen demnach auch statt der nach x und y
genommenen partiellen Differentialquotienten von z, p, q die
partiell nach z und p genommenen von x, y und q einführen.

Eine höchst einfache Transformation der Variabeln lehrt,
daß sie dann in folgende übergehe:

(11 ) J

I
Man hätte diese Form übrigens auch ohne Koordinaten

transformation daraus erschließen können, daß die partiellenDiffe-
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rentialgleichungen (11) wieder durch drei Gleichungen zwischen
den Integralen der gewöhnlichen Differentialgleichungen (4)
integriert werden müssen.

Für z = ZO ist ax/fJp und fJyjfJp gleich Null.
Die Gleichungen (11) gehen also für diesen Wert des z

in folgende über:

Qo ax po
o ax = l'

QO~_POo a~I -, 2'

Von den Fällen, wo, in den Differentialgleichungen selbst
gewisse Größen unstetig oder unendlich werden, muß natürlich
abgesehen werden, da für solche Fälle immer Ausnahmen ein
treten. Es werden also die zu z = ZO +' gehörigen Werte
von x und y (nennen wir sie xl yl)sich jedenfalls noch Potenzen
von , entwickeln lassen, und zwar werden die zuletzt gefun-
denen Gleichungen liefern: .

po
Xl = a+ }-_1

~ Q~ ,
po

yl = b +, Q8 ·

Diese Werte von x und'!J können wieder als Anfangswert
für die weitere Integration gelten. Will Inan auf sie die Be
dingung (9) anwenden, so hat man in derselben zu setzen'
{} = xl, 1] = yl. Die Bedingung, daß die von den Anfangs
werten xl, yl ausgehenden Integrale der Gleichungen (2) auch
die Gleichungen (1) erfüllen, lautet also, da ~ natürlich als
konstant zu betrachten, ist:

(12)
d po d p~

p dP Q8 + q di Q8 = 0,

was, in der Tat erfüllt ist. Denn da für z = ZO

~=~=O
Bp Bp

ist, so liefert die Differentiation die identische Gleichung

p~ + q p~- =,1
Qo Qo

nach p, wenn man hernach im Resultate z = ZO setzt:

d p~ d P3 p~ P3 d qO _
Pa:pQf + qdjJ Q8- + Qg+ Qf dp- 0,

Bol t zman n, Gesammelte wissenseh. Abband!. 11. 4
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wogegen die Gleichung (JJ = 0, ebenso behandelt, liefert

po + po dqo = 0
1 2 dp ,

woraus unmittelbar die Gleichung (12) folgt.

Da sich für n independente Variabeln :r1 , X2"" zn die
Rechnungen ganz analog gestalten, so will· ich den letzteren
Fall nur in gedrängter Kürze durchführen, wobei ich die
analogen Gleichungen mit denselben Ziffern wie früher be
zeichne. Die zu integrierende partielle Differentialgleichung
ist jetzt folgende:

(1*) .(])(X1 ···Xn , Z,Pl"·P.) = 0, Pi= :~.

Mit i· und j bezeichne ich eine Zahl, die alle Werte von 1
bis n annehmen kann. Man iptegriert zunächst wieder die
Gleichungen

(2*)

wobei

(3*) Q _ af/J a(JJ Q _ _ acp _ . a(/J p _ aep
n-Pl fJp1 +"'PnaPn' i- aXt Pi8x' i-api'

und zwar denken wir uns aus denselben Xl' X 2 , ••• X n ' Pn als
Funktionen von z, PI ... Pn-l bestimmt. Sei etwa

(6*) Xi = Ai(Z,Pi·· .Pn-l).

Das Problem· ist vollständig definiert, wenn man weiß, daß
für z = Zn

Xi = {Pi (PI · · ·Pn-l)

sein muß. Um die Gleichungen (2) zu integrieren, seien

Q= Go' Ql = Cl · · · Q2n-l = C2n- 1

die Integrale der gewöhnlichen Differentialgleichungen

~1 dx d~ d~
Q; = P; = 7[;'

Die Gleichungen (2) werden. dann integriert, indem man setzt

(5*) $=0, 0/1 ((P1,(P2··· (/)2n-l) = O···lJ!n((j\, (/)2.'. (f)2n-l) = o.
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Sollen hierdurch auch die Gleichungen (1 *) erfüllt werden,
so müssen die willkürlichen Funktionen 'tJ! so gewählt w'erden,
daß man für z = ZO hat az IaXi = Pi.

Die Differentiation der Gleichungen (6 *) liefert:

dX, 1 aLl
dXi='AadAi'

dx
wobei:

811 Blt alt
Bi: , aPt •.. -ä-Pn~

a12 aA2 ai 2

.11 = a~ .' aPt ••• aPn-t

aAn aAn 8 An
~~ aPt •.. apn-t

--'~84- ist die entsprechende Unterdeterminante. Für z = zO
8_"

8x
wird ~i = {Pi' az/ aXi = Pi ·

Setzt man also:

d }~1 a{}1 a8-1
ax 0

' aPt •.. aPn-1

a}..2 a/}2 a8-2
0= oxo' 8 Pt "'apn-l

so hat man
1 ae

Pi = f9-ar;'
8axo

Die Elimination von aAi / aZO aus diesem Gleichungs
systeme liefert:

(9 *)

Die Gleichungen (1 *) sind also gelöst, wenn es gelungen
ist, die Funktionen PI' .. lJIn so zu bestimmen, daß die
Anfangswerte die Bedingungen (9*) erfüllen, was bei der
J aco bischen Lösung dadurch erzielt· wird, daß sämtliche {t

4*
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Konstanten werden. Denn Ja c0 bi drückt die x durch z,

(])1 .... !P2n-l aus. Sei

(10*) :t~i = F;,(z, $1"·· <P2n- 1)·

Die Gleichungen (1 *) sind dann integriert durch

(]) = 0, ~ (ZO, (/)1··. (/)2 n-1) = ai ,

welche in der Tat für z = zO liefern Xi = a i •

Da in dem letzten Falle auch .L1. = 0 wird, so kann man
die Bedingungen (9 *) auf die zu z = ZO + , statt der zu z = ZO

gehörigen Werte der x an'\venden. Sieht man in den Glei
chungen (2*) wieder Z,Pl ...Pn-l als die unabhängigen Ver
änderlichen an, so gehen sie in folgende über:

1
Q OXi Q eXi Q 8 X i P

o ax + 1.8Pt +..... '11,-1 apn-l = l'
(11 *)

Q apn Q 8pn Q apn Q
o -8- + 1 -8 +. ·· '11,-1 -8- = n·

X Pl pn--l

Für Z = ZO ist

'a8Xi = ... -a8~ = o.
Pl Pn-l

Die Gleichungen (11 *) liefern also für die Werte der 3:,

welche zu z = ZO + ~ gehören, .und welche wir mit x~, x~ und
..... x~ bezeichnen wollen:

P9
xl = ai + ~ QS ·

Will man sehen, ob die Anfangswerte x~ ••. tc~ die Bedingun
gen (9) befriedigen, so muß man in diese Bedingung xl statt {J'i

substituieren. Sie gehen dadurch über in:

a p~ a p~ a p~ 8 p~ a Pg 8 p~ I
---'-0'-0···--0 -0'-0...--01

aPt Q0 aP2 Q0 apn- -1 Q0 aPt Q0 aP2 Q0 apn-l Q0 1

(12*) ~ Pg ~ Pg _8_ Pg _ ~ Pg _.8 Pg _8_ pgll!
P2 a QO' a QO ••• a QO - PI a QO' a QO ••• a QOP1 0 P2 0 Pn-1 0 Pt 0 P2 .. 0 Pn-·-l. 0 I

, a p~ a 1~ a P,~ I a p~ a 1~ a p~ I

8Pl Q8' ap2 Qg •.. apn-l Qg lapl Q~ , 8P2 Q8 ·• .. apn-~ Q81
usw.

Daß diese Bedingungen in der Tat erfüllt sind, sieht man
wie folgt: Da fürz =.zo alle x konstant sind, so' liefert die
partielle Differentiation der identischen Gleichung
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Pt P2 P n 1
PI Q; + P2 Ci; + .. ·Pn Ci; =

nach Pk' wenn man nach geschehener Differentiation z = ZO setzt,

Pl _a_. p~_+... p~ ~ p~ + p~ + p~ ap~ = o.
aPlc Q8 aPk Q8 Q8 Qg aPk

Die gleiche Differentiation der Gleichung C/J = 0 liefert

Po + po aP1l - o.
k n Bplc - ,

Inan hat also

a p~ .. a Pg 0 a p~

PI -8 -Qo + P2 -Qo +.... pn -a- -Qo = 0,
Pk 0 Pk 0 Pk 0

wobei k jede ganze Zahl von 1 bis n - 1 bedeuten kann. Aus
dem letzten Gleichungssysteme folgen aber un.mittelbar die Glei
chungen (12 *).
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Zur Abhandlung des Hrn. OS,car Emil Meyer
über innere Reibung.

(ereIle Journal 81. s. 96. 1876.)

Da· ich vom Erscheinen des Zusatzes zu dieser Abhandlung
(ereIle Journal 80) keine Kenntnis hatte, so sei es mir ge
stattet, hier zu erwähnen, daß mir die Bemerkung, Hrn. Meyers
Hypothesen seien zur Gewinnung der Schlußgleichungen des
selben untauglich, von Hrn. Stefan mitgeteilt wurde und
nur die Modifikation dieser Hypothesen nach Analogie der
Carl Neumannschen elektrodynamischen Hypothesen von mir
herrührt.

Unterach am Attersee, 14. August 1875.
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Ober die Aufstellung und Integration der Gleichungen,
welche die Molekularbewegung in Gasen bestimmen. l

)

(Wien. Ber. 74. S. 503-552. 1876.)

Da gegen die Resultate 'meiner Abhandlung: "Über das
Wärmegleichgewicht ·von Gasen, auf welche· äußere Kräfte
wirken" (Wien. Ber. 72),2) welche ich hier immer kurz als
meine frühere Abhandlung bezeichnen will, 'Einwände und
Zweifel erhoben wurden (vgl.LoschmidtsAbhandlung im
73. Bande der Wien.,' Ber.), so scheint es mir angemessen, auf
diesen Gegenstand nochmals zurückzukommen. Es waren diese
Einwände insofern nicht ohne Berechtigung, als einzelne Schluß..
folgerungen in meiner früheren Abhandlung in der Tat. nicht
vollkommen strenge begründet waren. Ich stelle mir daher
gegenwärtig eine doppelte A.ufgabe: einerseits werde ich jene
Sätze mit Exaktheit begründen, es wird sich" dahei heraus..
stellen, daß die Resultate meiner früheren Abhandlung durch
wegs vollkommen aufrecht zu erhalten sind. Ich 'will dabei'
zugleich eine etwas ausführlichere Darstellung anwenden, um
Mißverständnisse möglichst auszuschließen. Anderseits aber
werde ich noch eine Reihe neuer Lösungen der allgemeinen
Gleichungen für die, ~.Molekularbewegung aufstellen," welche
anderen Zuständen des Gases als dem der Ruhe entsprechen,
Zuständen, welche alle durch ein gewisses' gemeinsames Merkmal
charakterisiert sind, \vovon später die Rede sein soll. Jene
Zustände, welche. eine bestimmte Klasse von Integralen der
hydrodynamischen Gleichungen darstellen (und zwar diejenigen
für adiabatische Gasbewegung, bei denen Reibungs- und Wärme
leitungskoeffizient fortfallen), sind allerdings bisher einer experi-

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 13. S. 204. 14. De
zember 1876.

2) Nr.32"dieses Bandes.
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mentellen Beobachtung noch nicht unterzogen worden. Allein
bei Gleichungen, welche für die Gastheorie von so großer
Bedeutung sind, scheint es mir trotzdem von Interesse, alle
möglichen auffindbaren Integrale in ihrer Wechselbeziehung
darzustellen.

J. Einfacher Beweis, daß die in meiner früheren Abhandlung
aufgestellte Formel eine Lösung des Problems ist.

Wir denken uns Einfachheit halber ein Gas nur dem
Einflusse der Schwerkraft ausgesetzt. Dasselbe befinde sich
in einem GefaBe, welches oben und"unten durch eine horizontale
vollkommen ebene und vollkommen elastische Wand, rings
herum aber von vertikalen, ebenfalls vollkommen elastischen
Wänden oder einer vertikalen vollkommen elastischen Zylinder
fläche begrenzt ist. Das Gas besteht aus sehr vielen Gas
molekülen, deren jedes von einem Zusammenstoße bis zum
nächsten unter dem Einflusse der Schwere einen parabolischen
Bogen beschreibt. Beim Zusammenstoße aneinander, wie an
den Wänden, verhalten sich die Moleküle wie vollkommen
elastische Kugeln. Wir denken uns fix im Gefäße ein recht
winkliges Koordinatensystem, dessen Z-Achse vertikal nach
aufwärts geht. Schon Maxwell fand, daß, wenn die Wirkung
der Schwere vernachlässigt werden kann,

Ce- h (u2
+V

2
+1V

2
) du dv du)

die Anzahl derjenigen Moleküle ausdrückt, deren Geschwindig
keitskomponenten zwischen u und u + du, v und v + d V,

u) und w + d u) liegen. .. Aus der Formel für das barometrische
Höhenmessen ergibt sich ferner, daß, wenn die Dichte am
Boden des Gefäßes mit {/o bezeichnet wird, die in der Höhe z

den Wert {/o· e- kz haben wird; daraus folgt, daß, wenn~ dz
die Anzahl der Moleküle bedeutet, die sich in einer unmittelbar
am Boden anliegenden Schicht von der Dicke d z befinden,
dieselbe Anzahl für. eine um z höher liegende Schicht von
gleicher Dicke den Wert ~ e- 7cz d z· haben wird.

Es liegt die Vermutung nahe, daß wir in unserem 14-'alle
nur heide Formeln zu kombinieren brauchen und wir wollen
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zunächst beweisen, daß diese Vermutung in der Tat gerecht
fertigt ist. Wir nehmen also an, zu Anfang der Zeit sei

(1) dN = Ce-h(u2+v"+w2)-kzdudvdwdz

die Anzahl der Moleküle, für welche die z-Koordinate und die
drei Geschwindigkeitskomponenten zwischen

z undz + dz,

u " u + du,

v " v+dv,

U) " 10 + d w

liegen. C, lt und k sind Konstanten. Durch die Formel (1)
ist die Verteilung der Moleküle im Gefäße und die Wahr
scheinlichkeit der verschiedenen Geschwindigkeiten derselben
zu ·Anfang der· Zeit vollkommen bestimmt; wir wollen kurz
sagen, die Zustandsverteilung im Gase zu Anfang der Zeit ist
bestimmt, und wollen beweisen, daß, wenn dieselbe zu Anfang
derZeit durch .die Formel (1) dargestellt war, sie auch nach
Verlauf jeder beliebigen Zeit t durch dieselbe Formel gegeb"en
ist. Wir wollen zunächst beweisen, daß die durch die Formel (1)
gegebene Zustandsverteilung nicht zerstö:r:twird durch den
Einfluß, welchen die 8chwere auf die Bewegung der Moleküle
ausübt. Wir nehmen also zunächst an, daß die Moleküle
nicht aneinander stoßen, sondern daß sie, ohne sich gegenseitig
zu beirren, bloß unter dem Einflusse der Schwere in dem
Gefäße herumfliegen, nur an den Wänden des Gefäßes sollen
sie wie elastische Kugeln reflektiert werden.

Da die beid~n Geschwindigkeitskomponenten parallel der
x- und y-Achse,u und v weder durch die Schwere, noch durch
die Stöße an den Gefäßwänden verändert werden, so wollen
wir ein für allemal nur jene Moleküle ins Auge fassen, für
welche diese Geschwindigkeitskomponenten zwischen

l
f u und u + du,

(B)
v " v + dv

liegen. Für dieselben werden zu allen Zeiten u und v zwischen
den Grenzen (B) eingeschlossen bleiben.

Wir wollen die Anzahl dieser Moleküle mit d n bezeichnen.
Wir nehmen an, daß zu Anfang der Zeit die Zahl der Moleküle,
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welche den Bedingungen (A) genügen, durch die :H'ormel (1)
gegeben ist. Wir finden daraus den Wert, welchen dnzuAnfang
der Zeit besitzt, indem wir Qie,Formel (1) bezüglich w von
- CfJ bis + 00, bezüglich z über das g-anze Gefäß integrieren.
Dadurch ergibt sich jedenfalls

(2) dn = Cl e- h (u
2
+v

2)dudv.

Cl ist eine neue Konstante.
·Da sich u und v mit der Zeit nicht verändern, so behält

d n diesen Wert für alle Zeiten bei. Indem wir nun diese
Moleküle, deren Anzahl d n ist, ins Auge fassen, brauchen wir
nur zu überlegen) wie sichuJund z bei ihnen verändern.

Um diese Veranderung hesser übersehen zu können,
wollen wir die Zustände dieser Moleküle, deren Anzahl d n
ist, 'graphisch, darstellen. Wir zeichnen in irgend einer Ebene
eine Abszissenachse 0 Ir und eine darauf senkrechte Ordinaten
achs~ 0 Z. Selbstverständlich hat dieses Ordinatensystem nichts
mit dem früher gebrauchten zu tun. Der Zustand irgend eines
~Ioleküls zu irgend einer Zeit wird nun· durch jenen 1Punkt
der Ebene dargestellt, dessen A.bszisse gleich dem Werte der
Geschwindigk,eitskomponente w unseres Moleküls, des~en Ordi...
llate gleich der Höhe' z ist, in der sich das Molekül über dem
Gefäßbodeil befindet. Sei dieser Punkt M, so wollen wir ,ganz
kurz sagen: Das Molekül befinde sich zur betreffenden Zeit
im Punkte 'jlf, . womit natürlich nicht etwa gesagt sein soll,
daß sich das Molekül an demselben Orte des Raumes, wie
der Punkt 111 befindet, sondern lediglich, daß die Werte von
wund z unseres Moleküls zur betreffenden Zeit den Ko
ordinaten des Punktes 111 'bezuglich des neuenKoordinaten-
systems, gleich sind. '
, Wir nehmen an, zu ...L\.nfang derZeit sei die Anzahl der
Moleküle, welche den Bedingungen (A)genügen, durch dÜ3
Formel (1) gegeben. Es sind dies diejenigen unserer dn-Mole
küle, für welche wund z zwischen den Grenzen

(0) { wund w + dUJ,

Z " z+dz
liegen.

Nun können wir aber mit Rücksicht auf die Gleichung (2)
die Formel (1) auch so schreiben:
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(3)

Dies ist also die Anzahl unserer d n Moleküle, für welche
zur Zeit Null wund z' zwischen den Grenzen

w,und w +dw,

z" z+dz

liegen. Wir können diese Moleküle nach unserer neuen Aus
drucksweise als diejenigen ,bezeichnen, welche zu A.nfang' der
Zeit in dem unendlich kleinen z
Rechtecke M PQ R liegen. Wir
wollen durch M irgend eine
unendlich kleine geschlossene
Linie ziehen, welche den in
der Fig. 1 schraffierten Flächen
raum umschließt, dessen Flä
cheninhalt d r ,sein soll. Man

'------'-"-----Nr
wird, nach dem Gesagten' leicht o~.AT

ro
einsehen, was unter den Mole- F'19.1.
külen zu verstehen ist, die
zu Anfang der Zeit in d f liegen und auch, daß, die A..nzahl
derselben:

(4) dn 1 = Ad1~e-hw2-kZdf·

Es handelt sIch nun darum, die Anzahl derjenigen von
unseren d n Molekülen zu berechp.en; welche zu einer beliebigen
Zeit t so beschaffen sein werden, daß für sie z und w zwischen
den Grenzen C eingeschlossen sind,mit anderen Worten der
j enigen, welche zur Zeit t iln Rechtecke M PQ R liegen werden.
Würde diese Anzahl zufällig gerade wieder durch die Formel(3)
gegeben, so wäre dies ein Zeichen, daß sich die Zustands
verteilung im Gase während der Zeit tnicht im mindesten
verändert hat.

Diese Anzahl kann leicht gefunden werden, wenn wir die
Frage beantworten, wo .diejenigen Moleküle zur Zeit Null lagen,
welche zur Zeit t· innerhalb des RechteoksMP QR liegen.
Seien zound Wo die Werte ! von z und w für irgend ein
Molekül zur Zeit Null, Zt undwt die·Werte· .derselben Größen
zur Zeit t, so hat man nach den Gleichungen' für den
freien Fall '
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Wo = wt + gt,
(5) t2 .. 9 t2

Zo = Zt - Wo t +g 2 = Zt - W t t.- -2-·

Wir wollen jetzt verschiedene Moleküle, die zu Anfang
der Zeit die verschiedensten Zustände hatten j für welche also
U'ö und Zo die verschiedensten Werte haben, betrachten. Für
die~elben werden also auch w t und Zt die verschiedensten Werte
haben. Aber das Zeitintervall t, welches zwischen dem Momente
des Eintritts der Werte Zo Wo und dem der Werte Zt W t da
zwischen liegt, soll für alle dasselbe sein, mit anderen Worten:
t soll konstant sein.

Für das Molekül, welches zur Zeit t in M sich befindet,
ist wt = u), Zt= z.

9 t 2

(6) Wo = 1D + 9 t, Zo = Z - 1D t - -2-·

Für alle Moleküle, die sich zur Zeit t in einer vertikalen
Geraden J1!fJ.V" befinden, ist U't konstant gleich w, Zt veränderlich,

z N

.P

.IJ/I------..J-H----+------ 8

p'

s'
Tl)

O~~-----.;Jo.:....------""'------w
m';.g--t----

Fig.2.

daher auch Wo konstant gleich Wo + g t, Zo aber veränderlich
und gleich 'Zt - wt t - 9 t2 j2. Diese Moleküle befanden sich
daher zur Zeit Null ebenfalls in einer Geraden ]11'B', welche
parallel JJ!lN ist und durch den Punkt M' geht. Das Molekül,
welches sich zur Zeit t in P befindet, sei zur Zeit Null in P'.
l\Ian ,sieht dann leicht ein, daß MP= M' pt sein muß. Und
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zwar gilt dies für jeden beliebigen Wert von MP. Wir nehmen
an, es sei M P = M'P' gleich dz.

Wir wollen jetzt alle Moleküle betrachten, welche sich
zur Zeit t in einer Geraden MS befinden, die parallel der
Abszissenachse 0 Jif- ist. Für dieselben ist also Zt konstant
gleich z, dagegen W t veränderlich.

Zo und U)o sind natürlich wieder durch die Gleichungen (5)
gegeben; da jetzt wt als veränderlich, Zt als konstant zu be
trachten ist (t selbstverständlich ist aUQh konstant), so. ist weder
U'o noch Zo konstant. .

Diese Moleküle liegen also zur Zeit Null weder in einer
horizontalen, noch in einer vertikalen Geraden. Fragen wir,
in welcher Linie sie zur Zeit Null liegen werden, so brauchen
wir bloß zu beachten, daß die durch die Gleichungen (5) ge
gebenen Werte von Zo und Wo die Koordinaten irgend eines
Punktes dieser Linie sind. Eliminieren wir aus diesen Glei
chungen die einzige Veränderliche wt ' welche darin außer 1.00

und Zo noch vorkommt} so erhalten wir
t 2

Zo = Zt + g 2: - 'i0o t

als Gleichung jener Linie. Da hierin t und z als konstant zu
betrachten sind, so ist dies die Gleichung einer Geraden. Alle
l\tloleküle, welche zur Zeit t in der Geraden ]J18 liegen, würden
daher zur Zeit Null in einer schiefen Geraden M'8' liegen.
Wir sagen, das Molekül, welches zur Zeit t in M liegt, lag
zur Zeit Null in lJ!I'. Für dieses Molekül ist die Größe ~Ct'

welche die Abszisse des Punktes M' ist, gleich w, die Größe U'o
aber, welche die Abszisse des Punktes M ist,. gleich w +gt.
Liege das Molekül, welches zur Zeit t in R lag, zur Zeit Null

. in B' und habe für dasselbe 'lOt' also die Abszisse des Punktes R,
den Wert w', so hat wo' also die Abszisse des Punktes R',
den Wert u/ + gt. Daraus folgt, daß die Differenz der
Abszissen der Punkte Mund R gleich der Differenz der
Abszissen der Punkte M' und E' ist, daß also das von E' auf
)J1..' N' gefällte Perpendikel T' R' gleich JIR ist. Dabei kann
ME jede beliebige Länge haben. Wir 'nehmen an, es habe
z. B. die Länge d w, 80 wird auchT'E' dieselbe Länge haben.

Nun gehen wir zur Beantwortung der früher aufgestellten
Frage über; wo befinden sich zur Zeit Null diejenigen unserer
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dn Moleküle, für welche zur Zeitt die Größen z und 10

zwischen den Grenzen
z und z + dz,

w " w+dw
liegen; mit anderen Worten, welche zur Zeit t in dem un
endlich kleinen Rechtecke ]f.PQB der Fig. 2 liegen? In dem
selben hat derPunktMdie Koordinaten w, z; MR ist gleich d1.v,
.J!lP gleich dz. Wir wissen, die Moleküle, welche zur Zeit t
in der Geraden M P liegen, lagen zur Zeit Null in der Ge
raden M' pI, in 4emselben Verhältnis steht·· die Gerade M R
zur Geraden M' B', und wenn man die oben ·angewandte
Schlußweise fortsetzt,. findet man, daß die Moleküle, welche
zur Zeit t in den beiden Geraden PQ und BQ liegen, zur
Zeit Null in den Geraden P' Q' und B' Q' lagen. Wir er
halten also folgenden Lehrsatz, welchen wir als das Theorem I
bezeichnen wollen. Sämtliche Moleküle, die zur Zeit t sich in
dem unendlich kleinen Rechtecke M QP R befinden, befanden
sich zur Zeit Null in dem ebenfalls unendlich kleinen Parallelo
gramme M'P' Q' B'.

Nun kann aber die .A.nzahl der Moleküle, die sich zur
Zeit Null in dem unendlich kleinen Parallelogramme M'P'Q'B'
befinden, unmittelbar nach. der Formel (4) gefunden werden.
Man braucht in dieser Formel bloB statt wund z die Abszisse
und Ordinate des Punktes M', also die Größen w + g t,
z - 'U) t - g t2f2 zu substituieren, statt dr aber den Flächen
inhalt des Parallelogramms 11-1' P' Q' B', welcher gleich dem des
Rechtecks MPQR, also gleich d~v d z ist, da wir nachgewiesen
haben, daß T' R'= ME ist..

Macht man diese Substitution, so findet man für jene
..A.nzahl den Wert

(7) -h(w2 +2wgt+g2 t2)-k(z-wt- g.!-)
Adne 2 d~Ddz.

Dieselbe ist aber nach dem Theorem I gleich der Anzahl
derjenigen unserer dn Moleküle, für welche zur Zeit t wund z
zwischen den Grenzen wund w + d w, z und z + .. d z liegen.
Letztere Anzahl ist ,also ebenfalls durch die Formel (7) gegeben.
Diese Formel wird vollkommen identisch mit der Formel (3),
welche angibt, für wie viele unserer dn Moleküle zur Zeit Null
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z und w zwischen denselben Grenzen lagen, sobald \vir der
Konstanten k 'den Wert 29 It erteilen. Sobald also die Kon
stante k diesen Wert hat und die Zustandsverteilung zu
A.nfang der Zeit durch die Formel (1) gegeben ist, wird die ..
selbe durch den Einfluß der Schwere im Verlaufe der Zeit
keineswegs verändert" Denn wir sahen, daß die Geschwindig
keitskomponentenu und v durch die Schwerkraft ohnedies gar
nicht beeinflußt werden. Wenn also zu Anfang der Zeit die
A.nzahl der Moleküle, für welche u und v zwischen den
Grenzen u und u + du, v und v + dv lagen, gleich dn war,
so behält sie diesen Wert auch zu allen Zeiten" Auch die
Reflexion der Moleküle an den Gefäß'wänden stört die durch
die Formel (1) gegebene Zustandsverteilung nicht, da ja die
von den Wänden zurückprallenden Moleküle immer genau die
jenigen ersetzen, welche durch dieV"on den Wänden ein
genommenen Flächen hindurchtreten würden, falls die 'Wände
nicht vorhanden wären,. sondern der Raum hinter demselben
ebenfalls von Mülekülen erfüllt wäre, deren Zustandsverteilung
durch die Formel (1) gegeben ist. Dies ist von den vertikalen
Wänden unmittelbar einzusehen; es gilt aber auch V"ondem
horizontalen Boden und der horizontalen Decke des Gefäße$.

Um dies zu zeigen, untersuchen wir zunächst, wie viele
Moleküle auf die untere Begrenzungsfläche des Gefäßes) die
wir Boden desselben nennen, aufstoßen. Offenbar werden nur
solche daselbst aufstoßen, ,velche vorher nur negative Ge
schwindigkeit in der Richtung der z-Achse hatten. Fragen
wir also wieviel Moleküle, deren Geschwindigkeitskomponenten
zwischen den Grenzen

u und u + du

v " v+dv

-w " -w-dw

liegen, während einer sehr kleinen Zeit d t auf den Boden des
Gefäßes aufstoßen werden. Jedes dieser Moleküle legt während
der Zeit d t den Weg wd t vertikal nach abwärts zurück. Es
werden daher alle· jene Moleküle, deren Distanz vom Boden
zu Anfang der Zeit gleich w d t oder kleiner war, auf den
Boden des Gefäßes aufstoßen. Diese Moleküle .befinden sich

. in einer Schicht, deren untere Begrenzungsfläche der Boden,
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deren Höhe gleich w d t, deren Volum also gleich q w d t ist,
wobei q den Flächenraum des Bodens des Gefäßes bedeutet.

Sei für den Boden des Gefäßes z gleich Null, so ist diese
Zahl nach ~ormel (1) gleich

(8) oe- (U? + v! + 'l(
2
) du dv dw wdt.

Alle diese Moleküle stoßen während der Zeit d t auf den
Boden. Der Effekt ist, daß ihre Geschwindigkeitskomponente
in der Richtung der z-Achse umgekehrt wird, also nach dem
Stoße z\vischen + 'U) und w + d u) liegt. Die Anzahl der
jenigen Moleküle, für welche dieGeschwindigkeitskompon~nten

zwischen

(M) (
u und u + du

v " v + dv

'LO " w+dw

liegen, und welche in der Zeitdt durch die Fläche 'des Bodens
von unten nach oben hindurchgehen würden, wenn diese Fläche
keine feste, das Gas begrenzende Wand wäre, sondern wenn
unter derselben das Gas sich fortsetzen würde, und zwar so,
daß die Zustandsverteilung unter dem Boden genau durch das
selbe Gesetz, also ebenfalls durch die ~F'ormel (1) gegeben wäre,
ist genauwieder dem Ausdrucke (8) .gleich; denn sie ist gleich
der Zahl jener Moleküle, die sich in einer Schicht von der
Höhe w dt unterhalb des Bodens befinden, also nach der
Formel (1) gleich dem Ausdrucke (8). Wir haben hier ver
nachlässigt, daß die zuletzt betrachtete Schicht von der· Höhe
w d t um ein unendlich kleines Stück, welches gleich w d t selbst
ist, tiefer liegt; als die früher betrachtete Schicht von derselben
Höhe. In der Tat überzeugt man sich leicht, daß dieser Um
stand nur unendlich Kleines höherer Ordnung liefert, also auf
das Resultat ohne Einfluß ist. Denn mit Berücksichtigung
dieses Umstandes würde die Zahl der Moleküle, welche in der
Zeit d t so vom Boden reflektiert werden, daß deren Geschwin..
digkeitskomponenten zwischen den Grenzen )11 liegen,

e-gwdt= l-gwdt+ g2
tt02dt

2 +2 •••

mal so groß als die Anzahl· derjenigen, die während der Zeit t

durch den Boden von unten nach oben .hindurchgehen würden .
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und deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen denselben
Grenzen liegen. Die Differenz beider Zahlen ist also

(
' d 'U/~ d t2

) C ( ., + ., + ") d d d d!/lD t - + ... u) e- u- '0- w- . U v. lD t .

Integriert man diesen Ausdruck bezüglich dt, du, dL', dlD

zwischen endlichen Grenzen, sucht also die Anzahl der während
einer endlichen Zeit mehr von unten nach oben als in der
entgegengesetzten Richtung hindurchgehenden Gasmoleküle, so
erhält man noeh immer eine mit d t multiplizierte, also ver
sehwindende Größe. Wir haben somit einen direkten Beweis
geliefert,. daß die durch die Formel (1) gegebene Zustands
verteilung durch den Einfluß der Schwere auf die Bewegung
der Gasmoleküle nicht gestört wird. Es ist noch zu beweisen,
daß sie auch durch die Zusammenstöße der Moleküle unter
einandernicht verändert wird. Zu diesem Zwecke ist keine
besondere Rechnung erforderlich.. Nach Formel (1) herrscht
ja in jedem einzelnen Volumelemente die Maxwellsche Zu
standsverteilung;nur die Dichte ist in den tiefer liegenden
Volumelementen größer. Von dieser Zustandsverteilung hat
aber schon l\faxwell bewiesen, d~ß sie durch die Zusammen..
stöße nicht verändert wird. Es bedarf übrigens wohl kaum
der Erwähnung, daß alle diese Sätze nur spezielle "Anwendungen
des allgemeinen in meinen Studien über Wärmegleichgewicht
entwickelten Satzes sind.

Auf ähnlichen Schlüssen, wie wir sie hei Betrachtung der
Reflexion anl Boden des Gefäßes arige"wendet· haben, beruht
ein Beweis, welcher zum Gegenstande einer Kontroverse
zwischen Loschmidt und Burbury geworden ist. Die Be
trachtungen Burburys sind in dessen Abhandlungen allerdings
nicht mit vollkommen genügender Ausführlichkeit und Deutlich
keit wiedergegeben; doch läßt sich auch dieser Beweis, und
zwar in der nachstehenden Weise vollkommen exakt durch
führen.

Wir wollen annehmen, daß durch den Boden des Gefäßes
fortwährend Moleküle von allen möglichen Geschwindigkeiten
und Geschwindigkeitsrichtungen in das Innere des Gefäßes ,
geschleudert werden, und zwar sollen während jedes beliebigen
Zeitmomentes d t gerade

Boltzmann, Gesammeltewissenseh. Abhandl.II. 5
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(8)

Moleküle, deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den
Grenzen ]Jf liegen, in das Gefäß geschleudert werden. Wir
wählen diese Zahl, weil dieselbe gerade mit der auch früber
mit (8) bezeichneten Formel übereinstimmt.

Um eine klare Vorstellung zu baben, denken wir uns das
Gefäß nach oben unbegrenzt. Die vertikalen Seitenwände
kann man belassen oder \vegdenken, da sie ohnedies keinen
stärenden Einfluß auf die Bewegung der Moleküle haben. Die
lYfoleküle sollen gegenseitig aufeinander gar keine Wirkung
ausüben, sondern bloß unter dem Einflusse der Schwerkraft
stehen. Jedes derselben wird sich daher in einer parabolischen
Bahn im Gefäße aufwärts bewegen, eine höchste 'Höhe erreichen,
dann umkehren, und sich in. einem kongruenten Parabelstücke
abwärts be\vegen. Sobald das Molekül den Boden 'wieder er
reicht hat, soll es sogleich entfernt werden.

Wir ersetzen also die Reflexionen am Boden des Gefäßes
dadurch, daß wir Moleküle immittieren und sobald sie den Boden
wieder erreicht haben, sogleich entfernen. Nach Verlauf einer
langen Zeit '\vird sich offenbar das Gefäß mit Gasmolekülen
anfüllen, und ,vir fragen, In welcher Weise die Moleküle im
Gefäße verteilt sein werden, wenn eine sehr lange Zeit ver-
gangen sein wird. ,

Sei dann die Anzahl der Moleküle, die sich in einer Schiebt
von der Dicke d z ,deren Höhe über dem Boden. des Gefäßes z
ist, befinden, und deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen
den Grenzen M liegen, gleich

(9) t'(z, u, v, w) d z d 1L d'q d ~D,

so wird es sich nur um Bestimmung der Funktion (handeln.
Wir müssen uns da fragen, in welcher Weise die lVloleküle,
welche zu irgend einer Zeit tl sich in dieser Schicht befinden,
vom Boden des Gefäßes ausgegangen sein werden. Jedes
Molekül, welches zur Zeit tl 'sich genau in der Höhe z be
nndet und die Geschwindigkeitskomponenten 'll, v, ~D besitzt,
ist zu einer früheren Zeit to vom Boden des Gefäßes mit den
Geschwindigkeitskomponenten u, v, Wo ausgegangen. wobei

(10) u,2 = W0
2 - 29 z
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ist. Ein Molekül, welches sich zur Zeit t
1

in der Höhe z + d z
befindet, muß noch früher vom Boden des Gefäßes ausgegangen
sein, etwa zur Zeit to - d t. Dieses Molekül wird sehon zur
Zeit 11 - c;l t in die Höhe z gelangt sein. Damit es also zur
Zeit t1 gerade in die Höhe z + d z gelange, muß

(11) dt= d%
w

sein, weil es sich in der Höhe z mit der Geschwindigkeit UJ

bewegt.
Moleküle, welche zwischen den Zeitmomenten to und to-d t

vom Boden. ausgegangen sind, befinden sich zur Zeit t in
1

Höhen, die zwischen z und z -I- d z lieQ"en. Wir RAhen daher
folgendes:

Alle Moleküle, welche in der Zeit, die zwischen den heiden
Zeitmolnenten to und to - d t liegt, vom Boden und
deren 'Geschwindigkeitskomponenten im Momente des Ausganges
exakt gleich u, v, u'o waren, liegen in dem Zeitmomente t

1
in

einer Schicht, deren Dicke gleich d z ist, und welche sich in
der Höhe z über dem Boden des Gefäßes befindet.

Die Geschwindigkeit ~(), die sie daseIhst besitzen, ist durch
die Gleichung (10) gegeben, währendd t und d z durch- die
Gleichung (11) miteinander verbunden sind. 1) Wir haben somit
der Veränderlichkeit der Größe z Rechnung getragen, und er
halten durch unsere Schlüsse das Differential d z der Formel (9).
Dabei mußten wir natürlich die anderen Variabeln dieser
Formel ~l, v, u) als Konstante anseben. Wir müssen jetzt noch
der Veränderlichkeit dieser Variabeln Rechnung tragen, wobei
nach den Regeln für die Transformation von pifferential.
ausdrücken jetzt z' konstant zu setzen ist. Wir betrachten

1) Aus der letzten Gleichung folgt d x = wd t. Verfolgen wir
daher dieselben JV!oleküle, welche zu einer gewissen Zeit dt vom Boden
ausgegangen sind, so ist die Dicke d x der Schicht, in welcher sie sich
nach irgend einer Zeit befinden, gleich 10 d t, also um so größer, je
größer deren augenblickliche Geschwindigkeit ist. Umgekehrt, je lang
samer die Moleküle sich augenblicklich"hewegen, in einer desto dünneren
Schicht erscheinen sie zusammengedrängt. Die Größe w ist also die
jenige, welche Los eh In id t in seinem zweiten Einwande (vgl. Wien. Ber.
73, S. 371) als den Dichtigkeitsfaktor bezeichnet. Der Vorwurf, den
selben nicht berücksichtigt zu haben, entfällt alsohei unseren gegen
wärtigen Behachtungen.

5*
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also jetzt nicht mehr Moleküle, deren Gesch\vindigkeitskompo
nenten exakt gleich u, v, w sind, sondern wir betrachten alle
Moleküle, ,velche sich zur Zeit t1 exakt in der Höhe z über
dem Bodeu des Gefäßes befinden und für welche 'll, v, 10

z\vischen den Grenzen 11-1 liegen und fragen uns, zwischen
'welchen Grenzen u, v, w für diese Moleküle im Momente ihrer
Immission durch den Boden des Gefäßes lagen.

Es ist klar, daß u und v zwischen denselben Grenzen
lagen, der \Verth des u' aber im lVIomentß der Immission, den
,vir mit 100 bezeichnen wollen, ist durch die Gleichung (10)
bestimmt:, aus welcher folgt

{1--2) .d-w(j~'- .Ui .d;~:«r!
l()o

Für diese Moleküle lagen also im Momente ihrer Immission
1[, v und ~o zwischen den Grenzen

d d d + d d I 'll' d 1\U un U + II , V un v v , Wo un 1.00 T - W • )
UJo .

Fassen wir nun alles zusammen, so ergibt sich folgendes:
Die Zahl der Moleküle, welche sich in einer Schicht von der
Dicke d z im Abstande z vom Boden des Gefäßes befinden und
deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen lJi
.liegen, also die Zahl

((z, u, v, w)dz dudvdw

ist gleich der Zahl der Moleküle, welche während eines Zeit
momentes von der Länge d t = d z / w immittiert wurden und
deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen

1l und u + du, v und v + d v , Wo und Wo + d 'lL~o

1) Setzt man für ZOo seinen Wert 'aus Gleichung (10), so ver\vandeln
sich die Grenzen für w in

Vi~:2··+-2g-x und Vw 2 + 2 9 ~ + w·. cl 'W •

Vw2 + 2gx

Man sieht also, daß Loschmidt nicht, wie er es auf Seite 369
tut, berechtigt ist, anzunehmen, daß die w-Komponente dieser Moleküle
im il-10mente ihrer Immission zwischen

Vw2 + 2 9 x und "Vw2-+--2 9 x + d w

liege. Berücksichtigt man, daß die Grenzen die im Texte gegebenen
sein müssen, so wird dadurch genau die Größe kompensiert, ,velche
Los c h m i d t als den DIchtigkeitsfaktor bezeichnet.
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liegen, 'wobei
1/~2u'o = yu, + ~ .!J Z

10
d Uj0 = -::--;::::.::::=:======- d 'W •

+ [IX

Letztere Anzahl aber ist nach :H'ormel (8)

Ce-h (u,'J+ v2+ w'J) du dv dU)llV ~ = Ce-h (U2+V2+w2)-2gz du dv du) dz.
o 0 UJ

Es 'ist also die Zahl der Moleküle in der Schicht d z 1

deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen .Jf
liegen, wieder genau durch die Formel (1) gegeben. Da sich
diese Zustandsverteilung durch die Schwere selbst hergestellt
hat, so ist von ihr unmittelbar klar, daß sie auch durch die
Wirkung der Schwere auf die Moleküle nicht gestört werden
kann, \\Tenn die Immission der Moleküle, nachdem sie sich
hergestellt hat, plötzlich aufhören würde und die Moleküle
gleich elastischen Kugeln am J?oden des Gefäßes reflektiert
würden. Diese Zustandsverteilung würde also, wenn zu An
fang im Gefäße hergestellt, durch die Schwere nicht gestört.
Darauf allein beruht der Zusammenhang des Immissions
problems mit dem Probleme dieser Abhandlung und der Be
weis, daß man durch jene Immission dieselbe Zustandsverteilung
erhält, die sich in einem der Sch\vere unterworfenen Gase
herstellt.

Genau, ,vie es Maxwell tat, kann man dann beweisen,
daß sie auch durch die Zusammenstöße nicht gestört wird.
Ich will noch einige Bemerkungen machen; um mich dabei
leichter ausdrücken zu können, wollen wir als eine stabile
Zustandsverteilung eine s91che bezeichnen, welche zu allen
Zeiten durch dieselbe Formel gegeben wird. Sei also

f(z, u, v, w, t) dz du dv dw

die Anzahl der.Moleküle, für welche zur Zeitt Z .zwischen den
Grenzen z und z + d z, u, v, w zwischen den Grenzen )1

liegen, so nennen wir die Zustandsverteilung stabil, wenn die
Funktion f die Zeit t nicht enthält. Tretenirgendwelche
neue Kräfte hinzu .und die Zustandsverteilung bleibt stabil,
d. h. die Funktion f verändert sich nicht, so sagen wir, die
Zustandsverteilung wird durch die neuen Kräfte nicht zerstört.
Wir können daher sagen, die nach unendlich langer Immission
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sich herstellende, durch die Formel (1) gegebene Zustands
verteilung ist eine stabile4

Loschmidt hat darauf aufmerksam gemacht, daß sich
die stabile Zustandsverteilung erst nach unendlich langer Im
mission einstellt; dauert die Immission nur eine endliche Zeit t,
so ist die Zustandsverteilung von der Zeitdauer t der Immission
abhängig, also nicht stabil. Bricht man die Immission nach
einer endlichen Dauer derselben ab, und ersetzt den Boden
durch eine vollkommen elastische Wand, so wäre im l\fomente
des Abbruches .der Immission eine nicht durch Formel{l) ge
gebene Zustandsverteilung vorhanden. Dieselbe würde sich
aber nicht wie die nach .unendlich langer Zeit eintretende,
nach Abbruch der Immission stabil erhalten, ·sondern sie würde,
nachdem man den Boden durch eine elastische. Wand ersetzt
hat, durch die Bewegung der Moleküle unter dem Einflusse
der Schwere (und natürlich auch durch die Zusamnlenstöße
der Moleküle) fortwährend verändert werden. Sie ist also
keine Lösung der in Rede stehenden Aufgabe. Ebenso würde
man keine stabile Zustandsverteilung , also keine, Lösung des
Problems erhalten, ,venn man die Moleküle nicht, solange die
Immission andauert} sogleich 'entfernen würde} .sobald sie den
Boden wieder erreichen. Wenn dagegen im Momente des
Beginnes der Immission das Gefäß nicht leer, sondern bereits
mit Molekülen erfüllt war, deren Zustandsverteilung durch die
Formel (1) gegeben war, und wenn während der Immission
die den Boden berührenden Moleküle immer. fortgeschafft
werden, so ist es gerade so, als ob der Boden immer 'als ela
~tisGhe Wand reflektieren würde; es bleibt also die Zustands
verteilung fortwährend stabil.

Ich bemerke noch, daß es außer der durch Formel (1)
gegebenen Zustandsverteilung noch unendlich viel andere gibt,
welche, wenn·nur die Schwerkraft wirksam ist, ebenfalls stabil
bleiben, ·welche aber durch. die Zusammenstöße alsogleich zer
stört würden.

Um dies einzusehen, immittieren wir die Moleküle nach
nach irgend einem anderen Gesetze. Sei z. B.

rp (u, V, 'lv}du dv dw dt

die ...~nzahl der Moleküle, welche während des Zeitmomentes d t
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so immittiert 'Yerden, daß für dieselben die Geschwindigkeits..
komponenten zwischen den Grenzen ]VI liegen.

Durch Betrachtungen, welche den früher angestellten ganz
analog sind, finden 'wir, daß, wenn die Inlmission sehr lange
gedauert hat, sich folgende Zustandsverteilung hergestellt
haben wird. Die Anzahl der Moleküle, für welche z zwischen
z und z + d z liegt und die Geschwindigkeitskomponenten
zwischen den Cirenzen M liegen, wird sein

. 'P (u, v,V102 -+ 2.t/ z) -;_=:===UJ===-= d:: d II d v d 10.

~flx

Auch diese Zustandsverteilung ist stabil und bleibt es,
,venn am Boden wieder die gewöhnliche elastische Refiexion
eintritt; aber sie wird allsogleich gestört, sobald die JYIoleküle
miteinander zusammenzustoßen beginnen, wenn die Funktion rp
nicht die Gestalt -

hat.
Loschmidt macht in den Wien. Ber. 73. S. 129 noch

einen Einwand gegen dieses Verteilungsgesetz. .
Es muß da zunächst bemerkt werden, daß dieses Gesetz

in jener Allgemeinheit, wie es Loschmidtauf jener Seite aus
spricht, selbstverständlich nicht richtig sein kann. Es gilt nur
bei sehr vielen materiellen Punkten und nur dann, wenn die
Zustandsverteilung durch die Beschaffenheit der Kräfte und
die im System enthaltene lebendige Kraft vollständig bestimmt
ist. Es trifft sich nämlich häufig, daß durch die auf das System,
wirkenden Kräfte und durch die darin enthaltene lebendige
Kraft die Zustandsverteilung, d. h. die Wahrscheinlichkeit der
verschiedenen Zustände dersell;Jen, noch keineswegs bestimmt
ist, sondern daß dieselbe noch vom Anfangszustandedes Systems
abhängt. Ein Beispiel hierfür habe ich schon am Schlusse
meiner Abhandlung "Studien über das Gleichgewicht der
lebendigen Kraft zwischen ·bewegten, materiellen Punkten" 1)
angeführt. Seien beliebig viele gleich beschaffene elastische

. Kugeln gegeben, die zu Anfang der Zeit in einer mathemati..
sehen Geraden liegen, welche zu beiden Seitelldurch voll
kommen elastische, darauf senkrechte Ebenen begrenzt ist.

1) Diese ~ammlung Bd. I NI'. 5.
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Wenn zu Anfang der Zeit alle Kugeln genau dieselbe Ge
schwindigkeit hatten, so behalten sie auch zu allen Zeiten
gleiche Geschwindigkeit~ da beim StoBe nur die Geschwin
digkeitsrichtung umgekehrt wird. Wenn dagegen zu Anfang der
Zeit die Hälfte der Kugeln ruhte, die andere Hälfte mit einer
112mal so großen Geschwindigkeit begabt war, so ist die zu
Anfang im Systeme enthaltene lebendige Kraft ganz dieselbe,
aber ihre Verteilung unter den Molekülen bleibt zu allen
Zeiten eine andere. Wenn z. B. die ruhenden Kugeln zu
Anfang alle unmittelbar an der einen Wand anlagen, so bleiben
sie immer: in Ruhe und die andere Hälfte der Kugeln behält
die doppelte lebendige Kraft. H~er sind die verschiedenartigsten
Verteilungen einer und derselben lebendigen Kraft (Zustands
verteilungen) unter den Molekülen möglich. Einen ähnlichen
Fall unterzieht Loschmidt der 'Betrachtung. Er denkt sich
nämlich eine beliebige, vielleicht unendliche Zahl von gleich
beschaffenen, schweren elastischen Kugeln, gezwungen sich in
einer vertikalen Geraden zu bewegen; oben und unten ist wieder
eine auf .der Geraden senkrechte elastische Wand angebracht.
Er hat dabei das 'Verdienst, eine stabile Zustandsverteilung
zwischen unendlich vielen materiellen Punkten aufgefunden zu
haben, welche doch durch die im Systeme enthaltene lebendige
Kraft allein noch nicht bestimmt ist, auf welche daher das
Verteilungsgesetz nicht anwendbar ist. Denn in der rrat kann
ein und dieselbe lebendige Kraft in verschiedener Weise unter
derartigen Kugeln verteilt sein. Doch ist man nicht berechtigt
zu schließen, daß die mittlere lebendige Kraft der Kugeln
nach unten zu zunimmt. Es kann dies der Fall sein, aber auch
das G~genteil. Wenn z. B. zu Anfang der Zeit viele Kugeln
ganz am Boden ruhten oder in der Nähe des Bodens sich
mit sehr kleiner Geschwindigkeit bewegten. Wegen der ·Wir
kung der Schwere werden dann diese Kugeln, gar nie eine
erhebliche Hähe erreichen. Nur wenn von den oberen schnel
leren ein }Iolekül auf sie stößt, nehmen sie auf kurze Zeit
eine große Geschwindigkeit an und das stoßende Molekül
kommt fast in Ruhe.

Bald aber wird die lebendige Kraft dieses Stoßes am
Boden reflektiert und kehrt zu dem Molekül, welches ursprüng
lich den Stoß ausübte, zurück, so daß die Moleküle, welche
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ursprünglich fast in der Ruhe waren, es ,wieder sind. In
diesem Falle ist also die mittlere lebendige Kraft gerade in
der Nähe des Bodens sehr klein. (Einfachstes Beispiel: Es
bewegen sich nur zwei gleich beschaffene, schwere, elastische
Kugeln von sehr kleinem Durchmesser in· der oben und unten
von senkrechten elastischen Wänden [Decke und Boden] be
grenzten Geraden. Die eine ruht zu Anfang der Zeit in einer
Höhe über dem Boden, die z. B. den dritten Teil der Länge
der Geraden beträgt; ~ie andere befindet sich weiter oben und
hat eine viel größere Geschwindigkeit. Da' bei jedem Zu
sammenstoße die Geschwindigkeiten ausgetauscht werden, so
setzt bei jedem Zusammenstoße die zweite Kugel die Be
wegung der ersten die erste jene der zweiten fort. Es ist
also klar, daß im unteren Drittel die mittlere lebendige Kraft
kleiner ist als in den oberen zwei Dritteln, weil in die letztere
die langsamere Kugel gar nicht gelangt. Dagegen ist im
unteren Drittel die Dichte größer. Man kann also auch Fälle
finden, wo die mittlere lebendige Kraft gerade unten am
kleinsten ist. Im Falle, daß alle Kugeln sich immer bis zur
Decke bewegen und keine, ehe sie die Decke erreicht, infolge
der Einwirkung der Schwere umkehrt, wäre freilich die mittlere
lebendige Kraft unten größer. Allein' in diesem Falle ist auch
die Dichte unten kleiner, und wollte man hieraus den Schluß
ziehen, daß in einem schweren Gase die Temperatur unten
höher ist, so könnte man daraus ebensogut scbließen, daß die
Dichte in einem schweren Gase unten kleiner ist.)

11. Nach"\veis, daß die Formel (1) die einzig lnögliche
Lösung des Problems ist.

Wir haben durch alle bisherigen Schlüsse nur den Nach
weis liefern können, daß die durch die Formel (1) ausgedrückte
Zustandsverteilung weder durch die Schwere noch durch die
Zusammenstöße gestört wird, daß' sie daher eine mögliche
ist. Daß sie aber auch die einzig mögliche ist, kan~ nur durch
Schlüsse nachgewiesen werden, wie ich sie in meiner früheren
Abhandlung gemacht habe. Ich will daher jene Schlußfolge
rungen,. welche dort nicht strenge bew~esen waren, nunmehr
exakt begründen.
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Zunächst muß ich ein Bedenken beseitigen, welches gegen
die Gleichungen (2), (8) und (9) derselben aufgeworfen \verden
könnte, und auch tatsächlich aufgeworfen worden ist. (Die
Bemerkung, welche Loschmidt, Wien. Ber. 73. S. 137 in der
...t\.nnlerkung macht, trifft ebenso wie die l\faxwellsche auch
meine Abhandlung.)

Die Gleichungen (2), (8) und (9) gelten nur, wenn der Mole
kulardurchmesser und die Zeit eines Zusammenstoßes zweier
l\Ioleküle vollkommen verschwindend klein ist. Man kann sonst
nicht. annehmen, daß die Koordinaten der· Moleküle vor und
nach dem Zusammenstoße dieselben sind. Auch müßten die
Gleichungen (9) eine Ergänzung erfahren,weil ja die Moleküle
während des ·Zusammenstoßes einen ·Weg zurückgelegt haben,
daher die äußeren Kräfte eine Arbeit geleistet und. einen
ändernden Einfluß· auf die Bewegung des Schwerpunktes aus
geübt haben. Es läßt sich nun natürlich nicht behaupten,
daß die Gleichungen (2), (8) und (9) und daher auch die
Lösungen derselben für den Fall Gültigkeit hätten, daß die
Zeit eines Zusammenstoßes eine endliche ist. Dies ist auch
nicht anders zu erwarten, denn in diesem Falle hört der
Körper auf ein Gas zu sein, hat also überhaupt die Gastheorie
ihre Anwendung auf denselben verloren. Doch läßt sich zeigen,
daß, wenn Moleküldurchmesser und Zeit· eines Zusammen
stoßes sehr klein sind, die Lösungen des Problenls jedenfalls
nur sehr wenig verschi~den von den Lösungen der Glei
chungen (2), (8) und (9) sein können und sich den letzteren
imIner mehr nähern; je kleiner lVlolekulardurchmesser und Zu
sammenstoßzeit werden.

Wir können uns nämlich immer ein Wirkungsgesetz (zwi
schen zwei zusammenstoßenden Gasmolekülen) denken, in
,velchem z.B.zwei Konstante vorkommen von der Beschaffen
heit, daß wenn sich jede derselben einer bestimmten Grenze
nähert, die Zeitdauer eines Zusammenstoßes und der Durch
messer eines 1\tfoleküls immer kleiner und kleiner werden; im
übrigen kapn das Wirkungsgesetz vollkommen beliebig sein.
Es liegt in der Natur der Sache, daß sich dann der Zustand
des Wärmegleichgewichtes im Gase jedenfalls einer bestimmten
Grenze nähern muß, wenn jene beiden Konstanten sich jenen
Grenzen nähern, während die äußeren Kräfte und alle übrigen
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Bedingungen des Problems vollkommen unverändert bleiben.
Der Fall, wo keine solche G-renze existiert, sondern ein peri
odisches Hin- und Hersch,vanken oder ein Unendlichwerden
gewisser Größen stattfindet, ist aus physikalischen Gründen
ausgeschlossen. Nun ist aber unmittelbar klar, daß, wenn
jene beiden Konstanten sich ihren betreffenden Grenzen
nähern, auch die Bestimmungsgleichungen des Problems sich
den Gleichungen (2), (8) und (9) immer mehr und mehr nähern,
,veil ja dann ]\tJolekulardurchmesser und Zeit eines Zusammen...
stoßes gemäß der Annahme immer kleiner und kleiner werden.
Es muß daher notwendig auch die Grenze, welcher Rieh die
allgemeine Lösung des Problems bei beständiger Abnahme
des Molekulardurchmessers.und der Zeitdauer eines Zusammen
stoßes nähert, eine Lösung der Gleichungen (2), (8) und (9)
sein. Hat man also einmal nachgewiesen, daB unter gewissen
Grenz- und Nebenbedingungen nur eine einzige Lösung der
Gleichungen (2), (8) und (9) existiert, -so muß jene Lösung auch
die Grenze sein, welcher sich die allgemeine Lösung dann
nähert, wenn die ~lolekulardurchmesser verschwinden. Speziell,
\venn man nachgewiesen hat, daß die Gleichungen (2), (~) und
(9) nur einen einzigen stationären (d. h. von der Zeit unab
hängigen und sichtbare Massenbewegung im Gase ausschließen
den Zustande zulassen, so muß dieser stationäre Zustand auch
die Grenze sein, welcher sich der stationäre Zustand eines
ganz beliebigen gasähnlichen Körpers immer mehr und mehr
nähert, \venn Molekulardurchmesser und Zusammenstoßzeit
immer kleiner und kleiner werden. Daß dann die Gleichungen (2),
(8) und (9) anwendbar werden, zeigt, daß die Abänderung,
\velche der Verlauf der einzelnen Zusammenstöße durch die
äußer'en Kräfte erfährt, vollkommen verschwindend ist. Nur
der Umstand, daß' die Bahn jedes Moleküls von einem Zu
sammenstoße zum nächsten nicht geradlinig, sondern z. B.
parabolisch ist, bleibt maßgebend, und diesem Umstande wurde
durch Aufnahme der drei letzten Glieder der linken Seite in
der Gleichung l2) Rechnung getragen.

Eine andere Aufgabe, als die Untersuchung der Grenzen,
denen das Verhalten von Molekularkomplexen immer mehr und
m~hr zueilt, wenn Wirkungsdauer und Molekulardurchmesser
immer kleiner und kleiner werden, kann der Gastheorie gar
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nicht gestellt werden. Es ist somit die Anwendbarkeit der
Gleichungen (2), (8) und (9) auf unseren Fall festgestellt.

'Die Auflösungsmethode dieser Gleichungen, welche ich in
meiner früheren Abhandlung angewendet habe, ist jedoch da
selbst nicht streng begründet, indem sich dort kein genügen
der Beweis vorfindet, daß die mit hund k bezeichneten Größen
nicht Funktionen von v, w, y und z sind. 'Wir wollen daher
jetzt eine andere A.uflösungsmethode dieser Gleichungen ein
schlagen.

Bezeichnet man den natürlichen Logarithmus der Funktion t'
mit ep, setzt also
(1 7) lognat( = rp,
so geht die Gleichung (8) meiner früheren· Abhandlung über in

J cp(u,v,w) + cp(u1 ,Vl'?01) - cp(u', v', u/)

" - cp (1l + u1 - ~/, v + vI - v', w + 1V1 - u/) = o.
Dabei wurden Kürze halber für einen Augenblick die

Argumente x, y, z, t unter dem Funktionszeichen nicht ge
schrieben, da sie in allen Gliedern dieselben sind. Die erste
der Gleichungen (9) aber lautet

{

1L2 + v2 + 10 2 + 'll 2 + V 2 + W 2 - U'2 _ V'2 _ '{o'2
(19) 1 1 1

- (u+ u1 - U')2 - (v + VI - V'? - (u, + w1 - W')2 = o.
Wir wollen uns durch die Gleichung (19) 'lV' als Funktion

von 11., v, W, Ul' vI' Wl' u', v' ausgedrückt denken, welche letzteren
Größen dann vollkommen· independente Variablen sind. Leitet
man die Gleichung (18)· partiell nach u ab, so erhält man

acp _ ~.:E{ _ (a cp' _ aCPt') aw
t

(20) iJ 2t au
1' - aw' aw

t
' 7i"ü:.

Dabei wurde Kürze halber

f ·· ( ) I f·· ( , I , a<:PI'Cfl urcp U1 ,1-'!,UJ1 , (fl urep U+UI-U,V+VI-V,W+U~ -u)) -".
1 , a'U

1
'

statt der Grö~en geschrieben, welche aus (8 ({ (a, b, c)) / aa
entsteht, wenn darin

a=u+u1-u'

b = v + 'VI - V'

C = 10 + U)l - w
t

gesetzt wird.
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Die partielle Differentiation der Gleichung (19) nach u liefert:

( + ') (2' ,o'w'1l - Il u1 - U = U) - 1/) - U\J UJ

und dies in Gleichung (20) substituiert, liefert

(21) ~ -- Bcpt' = Au - I\«U + u- u')a2(; . B26/ 1

wobei

}\i =(22) 1 ( itcp' aCPt')
- W - 'lV l 8 u/ - aw1'

ist. Vertauscht man hier v mit u, was erlaubt ist, da u und v
vollkommen gleichberechtigt sind, so erhält man

(23) ~~ - a ' =" v - ,,(v + VI - v').

Dagegen sind u und u1 nicht vollkommen gleichberechtigt,
weil u1 ', vI', w1 ' eliminiert wurden, nicht aber u', v'. Man muB
daher jetzt die Gleichungen (18) und (19) nach u1 partiell ab..
leiten. l\'Ian erhält

aC(Jl a4Jt' ( acp acp) aw'
aU;l - at,t1' = aul - aU'l' U1

aw'
111 - (u + U1 - u') = (2 'IV' - U) - U"l) •

U 1

Berechnet man aus der letzten Gleichung den Wert von
aw' Iau1 und setzt ihn in die vorhergehende ein, so ,erhält man

(24) ~CPl _ a(Pl' = AU - A(u + u - u')
Ö u,t au1' 1 1

und wenn man wieder u mit v vertauscht

(2 5) acp a(Pt' "J "J ( ')-,- - -- = A l' - A V + V - V •aV1 aVI' 1 1

Subtrahiert man, nun die Gleichung (24) von der Glei
chung (21), so erhält man

a(p aCfJt
(26) au - aU

1
= A(U - u1)·

Subtrahiert man die Gleichung (25) von der Gleichung (23),
so erhält man

(27)

(28)

acp aCfJl-·_·-=A(I)....-V).av aVI· 1

Aus (26) und (27) aber erhält man

(ac:p a(Pt') . (a qJ af(Jl \(v - u.) - - - = (u - u) - - -) .
1 ou a~ 1 ov a~
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Die Gleichung (28) partiell nach UJ differentiiert, liefert

82q;. 82 <p
(29) (v - vl)~a = ~u - u1)-aa

uU 'lf) V tU)

und diese liefert, einmal nach vI' dann nach u1 partiell diffe
rentiiert:

a2 cp 82 cp
(30) 8 u 8 tO = av aw = o.

Hätte man statt ~O' aus der Gleichung (18) u' oder V' be
stimmt gedacht; so hätte man natürlich ganz in derselben
Weise erhalten

82 cp
(31) ouCiV = o.

Um alle zur Lösung des Problems erforderlichen Glei
chungen zu erhalten, wollen wir noch die Gleichung (28)
partiell nach u differentiieren. Dadurch erhalten wir

82 CP. 8 cp aCfJt a2 <p
(v - V1)-a2 = -8 - -~- + (u - 111)-8.:J ,

U . 1) u VI t·~ u v

also gemäß der Gleichung (31)

82 <p a ffJ aCfJl
(v - VI) au2 = av- - ar; ·

Differentiieren wir diese Gleichung partiell nach vI' so
erhalten wir endlich

Da nun die Funktion ffJ keinul' vI' 101, die Funktion Cf!

aber kein u, V, w enthalten darf, so müssenbeide Ausdrücke
einer GröBe gleich sein, die nunmehr x, y, z und t enthalten
kann. Bezeichnen wir dieselbe mit - 2 h, so ist also

82 Cf! 82 cp
~=-2lt, -a~t =-2h.
ut~ v\

Da sich 8 2 rp Iav 2 von 8 2 Cf} la 1)2} nur durch Vertauschung
von u, v, u) mit u1 , VI' ~01 unterscheidet, so muß auch iJ2ep 18v2
und folglich \vegen der Synlmetrie auch

82 cp
~~- -= -- 2/z
i::J'W:!. '

sein. Die Integration. von

82 cp-a'> =~2h
U/"
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liefert

~CP=-2hu+k
i:J ~t '

wobei lt wegen der Gleichungen (30) und (31) wieder nur
x, y, z und t enthalten kann. Integriert man dies nochmals
und berücksichtigt die Symmetrie von rp bezüglich u, v, 11)

sowie die Gleichungen

8'2 qJ 82 f{J
a~,2 = a 'w2 = -- 2h,

so ergibt sich endlich

(32). f{J = - h(u2 + v2 + 10
2
) - RU -lv - mUJ + n,

wobei h, k, 1, m, 'fI näher zu bestimmende Funktionen von
:1:, y, 'z, t sind. Aber auch umgekehrt, sobald ep durch die
Gleichung (32) gegeben ist, ist die Gleichung (8) meiner früheren
Abhandlung unter den Nebenbedingungen (9) immer erfüllt.
(Ich sage kurz, die Gleichungen (8) und (9) sind erfüllt.) Die
Gleichung (2) meiner früheren Abhandlung aber geht, weil Cf
so gewählt wurde, daß f' f'l = t"fr ist und weil f = eq; ist"
über in

(33) Of{J + u o<p + v~ + ?v-Bcp + X dep -t- yoq; +Z8q; = o.
Bt Bx Gy Bx au, a~, dW

Es befriedigt auch wieder umgekehrt jede Lösung dieser
Gleichung (38) die Gleichungen (2), (8) und (9) meiner früheren
Abhandlung, wenn sie die Form (32) hat.

Es handelt sich also jetzt noch clarum', die Größen h, k, l, m
und n in dem: A.usdrucke (32) als ]'unktionen von x, y, z und
t zu finden. Bevor wir ·dies ausführen, wollen wir zunächst
noch einige Bemerkungen~über die Bedeutung der Gleichung (H)
meiner früheren Abhandlung vorausschicken.

Wenn diese G:leichung erfüllt ist, so verschwindet die
rechte Seite der Gleichung (2) meiner früheren Abhandlung.
Diese rechte Seite aber liefert, wenn man aus der Gleichung (2)
die hydrodynamischen Gleichungen für das Gas ableitet, die
jenigen Glieder, welche mit dem Reibungs- und Wärmeleitungs
koeffizienten (\venn mehrere Gase vorhanden sind auch Diffusions
koeffizienten) behaftet sind.

. Ihr Verschwinden zeigt also an, daß .die Bewegung des
Gases so beschaffen ist, daß die Volumelemente des Gases



80 36. Gleichungen, welche die lVlolekularbewegung in Gasen bestimInen.

nicht durch Reibung beschleunigt oder verzögert werden und
daß keine Wärme durch Leitung fortgepflanzt wird. Wir
werden also alle möglichen Bewegungen des Gases, wobei dies
nicht stattfindet, erhalten, indem wir die Auflösungen der
Gleichung (8), ohne deren rechte Seite, oder mit anderen Worten
die Auflösung der Gleichung (33) dieser Abhandlung aufsuchen.

Wir können uns auch noch so ausdrücken. Die rechte
Seite der Gleichung (2) gibt uns die Veränderungen, welche
die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustände der Mole
küle irgend eines Volumelementes des Gases infolge der Zu
samnlenstöße der Moleküle untereinander erfährt. Wenn wir
daher jene rechte Seite gleich Null setzen, so erhalten· wir
jene Gleicbgewichts- und Bewegungszustände des Gases, bei
denen diese Wahrscheinlichkeit keine Veränderu~g infolge der
Zusammenstöße, sondern bloß infolge des Ein- und Ausdringens
von Molekülen aus dem Volumelemente und infolgeder Wirk
samkeit der äußeren Kräfte erfährt. Der allereinfachste dieser
Vorgänge ist offenbar derjenige, wo das Gas vollkommen in

.Ruhe ist und auch keine Wärmeleitung im Innern des Gases
stattfindet. Bevor wir diesen Zustand aufsuchen, wollen wir
einige allgemein gültige Bemerkungen vorausschicken. Die
Geschwindigkeit, mit der sich die ganze im Volumelemente
d.'C dy dz befindliche Gasmasse in der Richtung der X-Achse
fortbewegt, ist offenbar gleich dem Mittelwerte der Geschwin
digkeiten aller einzelnen Moleküle dieses Volumelementes in
der Richtung der X-Achse. Wir wollen diesen Mittelwert mit
ü bezeichnen. Da die Anzahl der Moleküle im Volumelemente
dx dy dz, für welche die Geschwindigkeitskomponente in der
Richtung der "Y... Achse zwischen u und'u + du, die in der
Richtung der Y-Achse zwischen v und v + dv, die in der
Richtung der Z- Achse" zwischen 1/) und u) --j- du) liegt, gleich

I'dl?: dy dz du dv d~o -= eCP dll: d!! dz du. dv du)

ist, so findet man
+00 +00 +00

J J Ju e'P da; dy dx d'l,t dv dw
_ -00 - 00 -00

'li, == -""""+-;;;--"-+oo+;;-~""--'~~-

f J Je({J da; d/; d'XJ d~t d'l) dw
-00 -00-00
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,vobei ep den in Gleichung (32) gegebenen Wert besitzt. Kürzt
man Zähler und Nenner mit dx dy dz und außerdem noch mit

00 00

J Je-h(V'+W2)-ZV-mw+ndvdw
-00 -00

ab, so erhält man
+00Jue-hu'l-kudu

_ -00
1/;=----

+00Je- hu? - ku du

-00

Nun findet man aber

+00

je-hut-kudu=e- 4k~V~
-00

+00

fue- hU2 - ku du = - ..!!.- p. :~ 1fi
2 h - I Ii'

-00

daher

(34)

ebenso findet man

(35)
_ I 'lJ~

v=--2k' il;=-~2h'

Bezeichnen wir ferner mit .111. die Masse eines Gasmoleküls,
so ist die Dichte des Gases im Volumelemente dx dy dz

+00 +00 +00.

(36) J J JMfdUdvdw=Men+ k2+~'It+m'V~'
.-00 -00 -00

Endlich ist' die mittlere lebendige Kraft eines Moleküls
im Raumelemente dx dy dz

(37) ~I (u 2 + v2 + 1(
2

) = l: + (kZ + 12 + m2
) 8~2 •

Subtrahiert man dagegen davon die auf jenes Molekül
entfallende lebendige Kraft der Progressivbewegung des Volum-

Bol tz man D, Gesammelte wissenseh. Abbandl. Ir. 6
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elements, so bleibt als mittlere lebendige Kraft der Wärme
bewegung des Moleküls oder als Temperatur des Gases

(38) l' - M (u2 +v2 ..L 10 tJ ) _ M (ü2 + 1)2 + fi)2) = 3 Ji[ •
- 2 I 2 4h

Wir betrachten nun zuerst denjenigen Fall, den ich auch
in meiner früheren Abhandlung der Rechnung unterzog, daß
das Gas durchaus in Ruhe ist und sich sein Zustand mit der
Zeit nicht verändert. Dann ist

Ü=V='ÜJ=o,

. also infolge der Gleichungen (34) und (35)

R=l=m=Ü.

Man hat also gemäß der Gleichung (32)

cp = - h (u 2 + v2 + w 2
) + n.

Ferner darf, da sich der Zustand des Gases mit der Zeit
nicht· ändern soll, keine der Größen eine Funktion der Zeit
sein. Es können daher h 'und n nur Funktionen von :t., Y
und z sein. Die Gleichung (33) geht daher über in

_ (u2 + v2 + w2}(u ah + v ah+ 'lD 0h)
. Ba; By ox

an an on+ u Ba; + v oy + ~D fJx -2h(uX+vY+ wZ) = O.

In dieser Gleichung sind x, .Y, z, u, v, w unabhängig ver
änderliche Größen; dieselbe muß also für alle möglichen Werte
dieser Größen bestehen. Es müssen daher separat verschwinden
die mit u (u 2 + v2 + w2

), V (u2 + v2 + w 2
), W (1.l 2 + v2 + w 2

), U, v
und ~v multiplizierten Glieder. Man muß also haben:

Bh = !!!!- = !!!!- = 0
Ba; äy iJx •

also h = Künst., d. h. die mittlere lebendige Kraft eines Mole
küls muß an allen Stellen des Gases dieselbe sein. Ferner
ergibt sich:

~ ~ = 2h X , ~ n = 2h Y aB ~ = 2h Z,
U..v tJ y ., N

woraus folgt
n = C+ 2hJ(Xdx + JTdy + Zdz) ,
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wobeiC eine reine Konstante ist. Da auch h und :Al reine
Konstanten sind, so liefert also die Gleichung (36)

f) - A 2hj'(Xdx+Ydy+Zdz)
~ - e ,

womit das Problem vollständig gelöst ist, und zwar ist die
Lösung dieselbe, welche ich schon in meiner früheren Ab
handlung gefunden habe.

. 111. Entwickelung einer Reihe von Zuständen, bei denen
sichtbare l\Iassenbewegung iln Gase vorhanden ist.

Wir wollen uns nicht mehr auf den Zustand beschränken,
wo das Gas in Ruhe und alles mit der Zeit unveränderlich
ist, sondern wir wollen alle möglichen Zustände aufsuchen,
welche· die Gleichung (2), (8) und (9) befriedigen. Wir müssen
da im Ausdrucke (32) für Cf die GröBen h, k, 1, mund 1l als
]'unktionen von x, y, z und t betrachten und dann diese Aus
drücke in die Gleichung (33) substituieren.

Wir erhalten dann auf der linken Seite dieser Gleichung
eine Reihe V0n Gliedern, rechts aber Null. Da u, v, w· wieder
vollständig independent sind, so müssen alle Glieder der linken
Seite, welche mit verschiedenen Potenzen dieser GröBen multi
pliziert erscheinen, für sich verschwinden.

Setzen wir zunächst die dre~ Koeffizienten von U(U2+V2+'1~,2),

v (u 2 + v2 + ~D2), W (u2 + v2 + 'l(
2

) für sich gleich Null, so er
halten wir

ah _ Bk _Bh _ 0
Bx-ay-ax-- ·

Es ist also h nur eine Funktion der Zeit t. Wir bezeichnen
Größen, welche nur Funktionen der Zeit sind, mit griechischen
Buchstaben. Wir wollen daher künftighin statt h den Buch
staben (() anwenden. Mit ro', ü)" ••• sollen die Größen dm/dt,
d2 ([) / dtZ ••• bezeichnet werden. Die drei Quadrate u2, v2, ~(j2

erscheinen auf der linken Seite der Gleichung (33), bzw. mit
den Koeffizienten

, ak '+ al '+ a?nCtJ+ ax (j) ay QJ fiX

multipliziert, die drei Produkte u v, u w, v w da,gegen er
scheinen mit

6*
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~"k,+" ~~!:. , aJe + a'In, ~ + a'J)~
By Ba; 8x x fJx y

multipliziert. Setzt man jeden dieser Koeffizienten für sich
gleich Null, so erhält man daher die sechs Gleichungen

, ~ '+ Bk "0(j) - =Ba; ,
(37 a) ak I 8l _ 0

l y T Ba; - J

al "
O/+ay=O,

Bl~+a'Jn=O
Bx Ba; ,

Aus der ersten findet man, da CtJ nur eine F'unktion von t ist

. 82
k = ~ h~ _ = a2

Je = 0 .
aa;2 ax ay 8x ax '

ebenso aus der zweiten

iJ2 l 82 1 82 1
_.""-_."~-,,.,""'" = - = --- = 0"ax ay ay2 ayax '

ebenso aus der dritten

aber liefert

(39)

(38a)

82 111. 82 1n~ 82 ',n'---------0ax ax - ayax - ax2 - •

Differentiiert man die vierte der Gleichunge~ (37 a) partieli
nach y, so erhält man mit Berücksichtigung, daß a2 1/ax {) y = 0,

82 k
-8'> =0

Y"

und endlich aus der Gleichung (5)

82 k
-8'> = o., x'"

Integriert man die erste der Gleichungen (37a)J so er
gibt sich
(40) k = - X (()' + j"(YJ Z, t)"

Wegen Gleichung (38) aber ist
82 f .
By'J." = 0, f = Y 'f (z, t) + X (~, t),

die Substitution dieses Wertes in Gleichung (39)

fj2 f{J 82 X •
11--+-=0
.:J ox:!. 8x2 ,

aJso, .weil y independent ist

82 cp jj2x "
-8"=-89.=0,;t... X"
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daher
ep = a z + b, X = a' 2 + b'.

Setzt man diese Werte in die Gleichung (40), so er
gibt sich

k = - X co' + ayz + by + a! z + b'.

Die Koeffizienten a, b, a', b' sind dabei nur mehr Funk
tionen der Zeit. Es ist klar, daB man genau analoge Formeln
auch für 1 und m erhält. Es ergibt sich also, wenn man die
Koeffizienten in et'was mehr symmetrischer Weise bezeichnet:

k = - .v m' + Oll YZ + 012 Y + 013 Z + ",
1 = - y ro' + 022 X Z + 021 X + 023 z +A ,

rn = - z ro' +033 xy + ß31 X + 032Y + p,.

Die Substitution dieser Formeln in die drei letzten der
Gleichungen (37) liefert:

01.1 z + 012 + 022 Z + d~l = 0,

d~l y + a;3 + dss"y + 0:31 = 0,

022 :x + 023 + 033 X + 032 = 0,
und da wieder z independent ist,

0ll = _. O~2 = - 033 , 022 = - 033 ,

woraus folgt

ferner

(41) 023 = - ~32' 0Sl = ~ 013' 012 =.~ 021·

Bezeichnen wir endlich den gemeinsamen Wert der zwei
ersten der Größen (41) mit a, den der beiden folgenden mit ß
und den der zwei letzten mit r, ·so finden wir

{

k = - x ro'+ r y - ßz + x ,

(42) 1 =. - r:c - y 0)' + a z + A,
m == ß x - rt y - 00'z + t-t .

Hierb'ei können sämtliche mit griechischen Buchstaben
bezeichneten Größen als beliebige Funktionen der Zeit gewählt
werden; die bisher betrachteten Glieder der .Gleichung (33)
werden immer .. verschwinden.

Nun wollen wir die drei Koeffizienten der ersten Potenzen
u,v, ~() in der linken Seite der Gleichung '(33) gleich Null
setzen, wodurch wir erhalten:
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(46)
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an Bk 2 X 1/ I ß' I 2 XBa; = 8t + Cü = - (iJ .1: + Y !J - Z + ,,+ co ,

an . j) l2]T I 11 , + "1' + 2 Y(jy=7Jt+ Cü =- yx -(fJ y+ax J\ (i) ,

an Gm·· 2 Z ß' I 1/ + I 2 Zox =f.ft+ (i) = x -ay=ü) z !.t+ ro ·

Endlich erhält man, indem man die von u, v, w freien Glieder
der linken Seite der Gleichung (33) für sich gleich Null setzt

(-14 ~: = k X + 1Y + m Z.

Sind die Gleichungen (43) und (44) erfüllt und die griechi..
sehen Buchstaben Funktionen der ·Zeit, so ist die gesamte
Gleichung (33), daher auch die Gleichungen (2), (8) und (9)
meiner früheren Abhandlung erfüllt. .

Multipliziert man diese Gleichung mit 2ro und substituiert
für X, Y, Z deren Werte aus den Gleichungen (43), so er
hält man
(45) 2(() ~ ?t + !!- (I!. + [2 -l:.-?n'!) = k an + l an + m~

at dt ~ (Ja; 8y iJx

oder mit Berücksichtigung der Gleichungen (42)

( I ß )a1'l, (' I') an
"-(j):;c+I'Y-Jzax-~ ,,,-yx-cuy+aZay

( ß I ) 8 n 2 an d [( " )9+ Il + :L~ - U Y - (j) Z B; - {tJ7it = dt (i) x - x OJ

+ (0/ y - },,)2 + (u:/ Z - fJ;)2 + (I' Y - ßz + X)2+ (ß x - a y + fJ;)2

+ (uz -I'X + l)2 - ,,2 ~ A,2_ fJ;2].

Diese Gleichung kann kürzer so geschrieben werden:

~{( I· "an
~ Xi - OJ Xi + cti +2 X i +1 - U i +1 .Xi +2 ) aXi

i= 1,2,3

d [( '2 + 2 2) 2 2- -fit (iJ lli +1 + Ui +2 Ci - Cti et'i+l ''Ci X i +1

- 2xi (w' "i + "i+l (ti+2 - "i+2 eti+l) + "nI = 2w ~~ .

Dabei ist xl = x4 = X, x2 = Xl) = y, "2 = X5 = A usw.
Die letzte Gleichung kann mit Berücksichtigung der für

(), u, v und 'U) gefundenen Werte auch so gesc~rieben ,verden

~oge + ßu + Bv + ~~' + u~og(J +. v~oge w~ogQ = 0
Bt oa; 8y OX· OX 8y + (Jx '

sie ist also nichts anderes als die Kontinuitätsgleichung.
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Will man das Problem allgemein lösen, d. h. will man
alle möglichen Auflösungen der Gleichungen (2), (8) und (9),
also alle Bewegungen eines Gases finden, welche durch
Gleichungen bestimmt sind, in denen der Reibungs-, Diffusions
und Wärmeleitungskoeffizient nicht erscheint, so ist der Gang
der Rechnung folgender: Man wählt 0), (t, ß, r,u, A, /-L. als be
liebige Funktionen der Zeit. Aus der Gleichung (38) folgt
dann, daß die Temperatur des Gases nur eine ]"unktion der
Zeit sein kann; aus den Gleichungen (42), (34) und (35), daß
die Geschwindigkeitskomponenten lineare Funktionen der Ko
ordinaten sein müssen.

Das Umgekehrte dieses Satzes, daß keine Reibung und
Wärmeleitung stattfindet, sobald Temperatur und Geschwindig
keitskomponenten in dieser Weise bestimmt sind, ist sofort
ohne alle Rechnung klar.

A.lle möglichen Funktionen von t, x, y, z, welche für die
Dichte gewählt werden dürfen, bekommt man, indem man alle
möglichen Werte von n sucht, welche der partiellen Differential
gleichung (46) genügen.

Aus n kann mall: sofort mit Hilfe der Gleichung (36) die
Dichte berechnen. Die Kräfte endlich, welche von außen auf
das Gas wirken müssen, um ,die betreffende Bewegung desselben
zu unterhalten, findet man aus den Gleichungen (43). Man sieht
sofort, daß man immer eine Lösung des Problems erhält, sobald
die Gleichung (46) erfüllt ist, X Y Z aus den Gleichungen (43)
bestimmt sind und die griechischen Buchstaben nur Funktionen
der Zeit sind. Einige interessante auf diese Kräfte Bezug habende
Relationen ergeben sich folgendermaßen.

Aus den Gleichungen (43) folgt zunächst
. . ~+~+~ .

(47) n = ,,' x + }~/ y + p/ Z - (f)" 2 + 2m j. + {f.

wohei {f eine willkürliche Funktion der Zeit ist. Ferner ist

(48)

wenn man setzt

f = f(q d x + r d y + s d z)

(49) I r' ß' ('1..' r'
q =X+-y--z r=Y+-z--x,

2cu 2w' 2cu 2m

ß' cl
S = Z + --x - -y.

~cu 2m
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Damit die Gleichungenerfüllbar seien, muß

(50)
8s Br

y = fIx

sein, woraus folgt

(51)

af a' ß'Z = -..- + -y - -.. x.8 'X! 2m 2m

Diese Differentialgleichung für f ist folgende:

(
" ,,, " ",X

2
+y2+ X 2 2 'f 2 Bl (1.'u x + 1\1 Y + p, Z - (i) --2---- + u) .+ 0) Bt +,./'

t (a f r' (3'),I = (u - co' x + r y - ßz) a;;- - 2 cu y +~ z

(53) ~ , ( af ' " )
I + (A - Ci/ Y + ct z - r x) - - .5:- z + L xI 8y 2w 2w

I ,(at ß' c/)+ (11. - OJ Z + R. x - f.ty) - - -::,-.~'+ -~y..r ,P dX 2w 2m

Sind die griechischen Buchstaben beliebige Funktionen der
Zeit, ist f eine beliebige Lösung der Gleichung (53) und· sind
n, .x; Y, Z, k, I, m aus den Gleichungen (52), (47), (42) bestimmt,
so sieht man sofort, daB auch die Gleichungen (43) und (44)
erfü.llt sind, w daB man also eine Lösung des Problems (der
Gleichungen (2), (8) und (9) meiner früheren Abhandlung) hat.

Wenn die äußeren Kräfte ~ JI~ Z nicht Funktionen der Zeit
sind, so folgt aus den Gleichungen (51), daß a' / w, ß'I ro, ,/ I(jJ

konstant, folglich nach (52) f nur Funktion von x y z ist. (Die
in (steckende Inte,grationskonstante fällt aus der Lösung
wieder heraus.)
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A. Es wirken keine äußeren Kräfte.

Wir wollen zunächst den einfachsten Fall betrachten,
daß keinerlei äußere Kräfte auf das Gas wirken. Dann ist

12 + _k2 --?n-
2

1 j-;;;a T = 3_1l_1.
C!=Me v-;s" 4tu

I
(54) 1

x=y=z=o.
Die Gleichung (44) l~hrt, daß n nicht Funktion der Zeit sein
kann. Die Gleichungen (51) lehren, daß auch rt,. ß, r konstant
sein müssen. Aus (49) folgt. daher q = r = s = 0, daher f'
nUr eine Funktion der Zeit. Gehen wir· mit diesen Werten
in die Gleichung (53) ein, und beachten, daß n die Zeit nicht
enthalten darf, und zwar für keinen Wert von x, y oder z,
so finden wir, daß sämtliche Koeffizienten der verschiedenen
Potenzen von x, y und z in dieser Gleichung reine Konstanten
sein müssen.

Setzen wir diese Koeffizienten wirklich gleich Konstanten
und integrieren die auf diese Weise resultierenden Gleichungen,
so kommen wir zu folgendem Resultate:

" = a + b t, A= a' + b' t, t-t = a" + b" t

OJ = 9 + h t + i t2
, 2cu f + {}. = c.

n = b x+ b' y + b't Z - i (.x 2 + y2 + Z2) + c'

k = - (h + 2 i t) x + r y - ßz + a + b t

1= - y x - (h + 2 it)y + a z + a' + b' t

m = ß.x - a y -(h + 2 i t) z + a'l + b" t,

,voraus gemäß der. Gleichungen (34), (35), (36) und (38) folgt

k _ 1 _ m
Ü= -~, v=-2ltJ' 1!J=-~

Hierbei sind jetzt sämtliche -Koeffizienten reine Konstanten.
Alle diese Koeffizienten kommen in den Ausdrücken für k, 1, m, n
linear vor; wir wollen daher folgendes Verfahren einschlagen.

Wir setzen alle Koeffizienten bis auf einen gleich Null, und
untersuchen die Bewegung des Gases, welche diesem Ifalle ent
spricht. Dann nehmen wir einen einzigen anderen Koeffizienten
von Null verschieden an usw..Wenn mehrere Koeffizienten
gleichzeitig von Null verschieden sind, so superponieren sich
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dann einfach die verschiedenen Werte von ({), 'fl, k, I, m, welche
den einzAInen Fällen entsprechen, wo nur ein Koeffizient nicht
verschwindet. Den heiden Koeffizienten g und c jedoch wollen
wir dabei immer von Null verschiedene Werte erteilen, weil
hierdurch die Rechnung nicht die mindeste Komplikation
erfährt,

1. Sei au.ßerdem a von Null verschieden; da wir annehmen,
daß immer alle anderen Koeffizienten bis auf 9 und c ver
sch\vinden, so ist also jetzt

b = a' = a" = b' = b't = 1l = i = ct = [3 = I' = o.
Ein weiteres Eingehen auf diesen Fall wä~e, wie ich

glaube, vollkommen, überflüssig. Man sieht sofort, daß er aus
drückt, daß sich die ganze Masse des Gases mit der gleich
förmigen Geschwindigkeit - (a I 2g) in der Richtung der
x-Achse fortbewegt. Eine analoge. Bedeutung hat es, wenn a'

oder a" nicht verschwindet.
2. Sei außer c und 9 noch u von Null verschieden. Man

sieht sofort, daß sich jetzt die Bewegung des Gases auf eine
gleichförmige Rotation der gesamten Gasmasse um die .x-Achse
reduziert unq daß Analoges wieder gilt, wenn fJ oder ,/ von
Null verschieden sind.

3. Sei außer c und g nur noch b von Null verschieden.
Dann bat man

n = c+ bx, k =bt, ()) = 9

(55) - b,t - - 0 M C+bX+·~;2 .. Ins T = 3
4

M
g
_.

u = - 2 9 , V = W = ,{j = e V 93'

Da selbstverständlich auch M konstant ist, so ist die Tem
peratur konstant, weder von der Zeit noch von den Koordinaten
abhäng-ig. Zu Anfang der Zeit ist die ganze Gasmasse in
Ruhe; die Dichte aber ist zu Anfang eine solche Funktion
von x, daß die Be\vegung, welche durch die zu Anfang herr
schenden Druckverschiedenheiten entsteht, zu jeder Zeit in der
ganzen Gasmasse dieselbe ist, nicht eine Funktion von x, y, z
wird. Man sieht auch hier scbon leicht apriori ein, daß die hier
durch bestimmte Zustandsveränderung des Gases weder durch
Reibung noch durch' Wärmeleitung gestört werden kann, daß
sie also mit den wegen der. Reibung und Wärmeleitung
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korrigierten hydrodynamischen Gleichungen vereinbar sein
rp.uß. Daß ein analoger Zustand, wobei nur die y- oder
z"..t\chse an die Stelle der x-Achse tritt, ebenfalls möglich ist,
bedarf k~um der Erwähnung.

4. Sei h von Null verschieden. Dann ist

n = c, k = ~ Itx, l = - hy, m = - h z, Cf) =.9 + h t
_ hx _ hy _ kx

(56) u = 2 (g + h t)' v = 2 (g + h t)' UJ = 2 (g + h t)
h'l (a;2 + yt + ~2) . _"'_g_

'! = M / + 4 (g +h t) V(g; h t)S , T = 4 (ga:h t) ,

(1 h. die Geschwindigkeit ist in den verschiedenen l.'eilen des
Gases so verteilt, daß alle Stellen fortw'ährend um dasselbe
verdünnt ,verden, so daß derjenige Teil der Dichte, welcher
eine Funktion von x, y, z ist, klein höherer Ordnung ist, so~

bald u, v, w sehr klein sind.

att + . au + a1" + au
7ft ?lax v By 1/) OX

ist Null, die Geschwindigkeit wechselt zwar an ein und dem
selben Orte des Raumes, die einzelnen Gasteilchen .aber er
fahren keine Beschleunigung. Wärmeleitung findet nicht statt,
da die Temperatur infolge der Verdünnung zwar beständig
abnimmt, aber niemals eine Funktion von x, y, z wird.

5. Sei i von Null verschieden. Dann bat man

(
I

(57) ~
I
l

n = c - i (x 2 + y2 + Z2), {jJ = 9 + i t2
, k = - 2 i t x,

l= -2ity, m= -2itz,
_ itx _ ity _ itx-
u - --- V.- --- W - ~~---.-'.--g+it2 " -g+it2 ' -g+it2

-4(X2+Y2+Z2)V~S- 3M_ C +lt2 . _

!! - M e e g (g + i t2)8 , T - 4 (9 + i t2) •

Die durch diese Formel dargestellte Bewegung der Gas
masse verhält sich zu der unter 4 betrachteten, wie die unter 3
dargestellte zu der unter 1 dargestellten. Zu Anfang ist keine
Bewegung im Gase, aber die Dichte ist eine solche Funktion
der Koordinaten, daß sich die unter 4 betrachtete Bewegung
im ganzen Gase mit wachsender Intensität herstellt. Wärme..
leitung findet nicht statt, da wieder die Temperatur niemals
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Funktion von x, y, z ist. Auch innere Reibung findet bei
keinem dieser Vorgänge statt, da immer

iJu = Llv = L1 w =!!:!... = !!..i = !!..i = 0da; dy dx

ist, wenn man LI für

und () für
du + dv + du)
dx dy fiX

schreibt.
Ich bemerke endlich noch, daß sich beliebige der unter 1,

2, 3 und 5 angeführten Zustände superponieren können. Die
den verschiedenen ·Zuständen entsprechenden Werte von OJ,

k, l, m, n superponieren sich einfach; Geschwindigkeit, Tem
peratur und Dichte dagegen superponieren sich nicht direkt,
da dieselben durch Quotienten dargestellt sind, sondern es
superponieren sich die um 4g /3 M verminderten reziproken
Werte der Temperatur dergestalt, daß der reziproke Wert der
Temperatur des zusammengesetzten Zustandes immer die
Summe der reziproken Werte der zusammensetzenden Zu
stände ist, alle um 4 rl / 3 M vermindert; ähnlich superponieren
sich die .Werte der Größen

1 _ 1 _ 1_
-TU' Tfv, rr w ,

so daß man, sobald man die für die zusammensetzenden Zu
stände geltenden Werte kennt~ daraus erst Temperatur, dann
Geschwindigkeiten, dann endlich die Dichte für den zusammen
gesetzten Zustand berechnen kann. Um nur ein Beispiel an
zuführen, wollen wir die unter 2 und 4 allgegebenen Zustände
superponieren, wir erhalten

_. h x ~ . h y a x,
U = -_. v = -."------~.~ -

g+ht' g+ht g+
1.0 = h~ + rxy ,

g+ t g+ht'

h2(:;u2 + y2 + ::;2) +a.2(y2+ Z2) __.._
3111 c + V n BT = _._~- 0 = Me 4(g +ht) _

4 (g + h t) ,. '"I 9 + h t 3 ..



36. Gleichungen, welche die Molekularbewegung in Gasen bestimmen. 93

B. Es wirken äußer'e Kräfte, welche nicht ein e
Funktion der Zeit sind, eine Kraftfunktion haben,
und das Gas hatte zu Anfang der Zeit keine drehende

Bewegung.

In diesem Falle ist die Differentialgleichung (53) anzu
wenden; da die Kräfte nicht eine Funktion der Zeit sind, ist
gemäß dem unmittelbar nach Entwickeluug dieser Gleichung
gesagten

cl ß' :L
~, -;-, cu

konstant und j' nicht ]funktion der Zeit. Da eine Kraftfunktion
existiert, ist nach den Gleichungen (51) cl = ß' = y' = 0; da
endlich anfänglich in der Gasmasse keine Drehung vorhanden
war, so ist auch a = ß= r = 0 zu setzen. Es ist also nur
noch t't, 00, ", A, f-t und f zu bestimmen. Sind diese Größen
bestimmt, so findet man Kräfte, Dichte und Geschwindigkeiten
mit Leichtigkeit· nach dem vorhergehenden. Die Gleichung (53)
nimmt also folgende einfachere Gestalt an:

J ,," x + A" Y + p," =+ co'" (1;2 + ~2 + x
2 + 2 ro' f + {}'

(59) ) ar8 f af
t = (" - ro' :v) ax + (A - 0:/Y) ay + (ft - ro' z) äX ·

Da die aus dieser Gleichung zu bestimmende Variable f
kein t enthält, so ist t darin als eine Konstante zu betrachten.
Bei Auflösung dieser Gleichung sind zwei Fälle zu unter
scheiden.

1. Es ist ro' = 0, daher (jJ und folglich die Temperatur
konstant; weil auch u = ß = r = 0, so werden die Geschwin
digkeitskomponenten bloß Funktionen der Zeit. Die Glei
chung (59) verwandelt sich in

(60) " "'1" " Q.' ar + ") al + af
" x + A· Y + f.L Z + lJ' = x -a A -a-:- ft -;;- •,x y uX

Da hier t und daher auch die mit griechischen Buch
stabenbezeichneten Größen als konstant zu betrachten sind,
so findet man als allgemeines Integral dieser partiellen Diffe
rentialgleichungen nach den gewöhnlichen Methoden

x" a;2 A" y2 ft" x2 . .fj'
(61) 1'= +--+--+<P(xy-'Ax,,,z-f.1'x)+-x,

n 2}. 2 f.L. n
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wobei (/) eine 'willkürliche Funktion ist. Dieselbe muß noch
so bestimmt werden, daß f kein t enth~lt. Betrachten wir
zuerst Spezialfälle : .

a) f ist nur eine Funktion von x; dann ist entweder x = 0,
wegen co' = 0, es ist u = 9 und f eine beliebige Funktion von x)
oder es ist .

df x" {}'-=-x+-dx x x
also

'X" ax2 {}' ce
-=a (=-+

'X ',2 x

A" = f-t" ist gleich Null, co konstant. {f' / x darf die Zeit
nicht enthalten.

b)f ist eine Funktion von x und .y, also p." = o. Dann
verwandelt sich die Gleichung (59) in

Bf+"1 ßf _ 11 +"1 11 + ll/U - A - - U X 11. Y u·Bx oy ,
woraus folgt

, Bf + "1' af "' + "J'II , + ,a.."X - I ... - =" X A Y U'Bx By
daher

af x")'/ - x'" }~ ).," ).' - }.,''' }w iJ' ),,' - {}" ).
aa; = xl' - x')., X + x A' -- x' }. y +~~
af 'X 'X"' - 'X" ",' xl'" - 'X' A" {}" ). - /J' }.'
ay= x1'-,x')., x+ x').'-x'l y+~~.

Da t die Zeit nicht enthalten soll, so folgt hieraus, daß
es die Form haben muß

(62) f = a x 2+ 2 bx y + Cy2 + a' x + b' y.

Bildet man hieraus a(/ ax und 8 t"j 8 y und vergleicht
deren Werte mit den obigen, so findet man

X" ).,' - x"' r a
1" A' - ').1" Ä = b'

woraus
X" }.,' - ",'li A a A")/ ...;.. )..,'" ).., x'; a A"
-V--=7J ' T=TT+ A.

oder
- a A" + b x" = .11)" •

Schneller kommt man folgendermaßen zum Ziele. Da /"
die Form (62) haben muß, so liefert die Gleichung (61)
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t~ = (~ + ~) x 2 - -~ X Y + (~ + ~) 1/2 + (J (u 'I' _ )" .to) + {}' x2 n x2 X }.. 2 }w }wt t.J . ./ X

,voraus folgt

v = - b X I", ~ X', = 2 a " + 2 bA, I,," = 2 b " + 2 c I.. ,

b' {t' b'l(J'=----,.=a+-.
x x x

Durch Integration der letzten Differentialgleichungen findet
man leicht " und A als Funktionen der Zeit.

Ein .. Ausnahmefall tritt ein, wenn ,,' / " = 'A' 1A, also
" = a I\, ist. Dann ist auch u = a v, daher sind alle Geschwin..
'digkeiten parallel einer gewissen Richtung. Behält man die
z-Achse bei, wählt aber diese Richtung als x.. Achse, so wird v,
also auch A gleich Null, man bekommt also ,," x = x (8(I ax),
also den suba betrachteten Jj"all, wobei jedoch zu l noch
eine beliebige Funktion von y allein hinzukommen kann, wo
gegen nicht bloß p", sondern auch p, verschwinden muß.

c) f ist eine Funktion von x, y und z. Dann differentiert
man die Gleichung (60) zweimal nach t. Dadurch erhält man
zwei neue Gleichungen, aus welchen, sobald nicht die Deter
minante

", }.. , fJ,

(63) x', }.. ', ,
/-i ,

,,", i..", 11

fJ,

verschwindet, folgt, daß at' /ax, arIay und a1"1 az die
Variablen x, y, z nur linear enthalten dürfen, daß also f' die
Form

(64) ax2 + by2 + cz2 + 2a':ljz + 2b'xz + :.? c':t·y + al/x + b"y + c"z

haben muß. Vergleicht man dies wieder mit der Gleichung (61),~

so findet man

1/ ),." "

t·= ~ :1'2 -1'- ----=i y2 + L. z2 + () (x y. - i .. X)2 + a (x Z - jU X)2
2 y. . 2 JI. 2

l
tl ..,

+ 7: (X!J - )~ x) (x Z - pJ :1:) + [!'(x y - i~ :t') + rr'(x Z -.t-t x) + {t x.

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (64), so findet mall
leicht die Differentialgleichungen für "A ~, in denen die sf3,chs
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willkürlichen Konstanten abc a' b' c' auftreten. Wählt man das
Koordinatensystem so, daß a' = b' = C' = 0 wird, so hat man

x" ),," lill , 11 /I 11

9 == a, ~ = b, F = c, {f = a x + b }~ + c p-.
~x ~A ~ .

Würde die Determinante (63) verschwinden, so könnte
man af /ax, arIay, a1"1 az aus der Gleichung (60) und
den heiden durch ein- und k-malige Differentiation derselben
nach t entstandenen Gleichungen bestimmen; man würde
immer find.en, daß t' eine homogene Funktion .zweiten Grades
von x, y, z ist, wenn nicht

x, J", , f.-L,

(65) ,,', 'A'
I = 0,, f.L,

,,(7e), 'A(k), IJ;(k) ,

was immer k für eine ganze positive Zahl sein mag.
Um die Bedeutung der Gleichung (65) einzusehen, be

zeichnen wir mit einer angehängten Null Werte zu Anfang
der Zeit und wählen ein neues Koordinatensystem so, dass
die heiden Geraden deren Richtungscosinus proportional "0 AoP-o
und u'o}",'o~'o sind, in die xy-Ebene fallen. Würden zu An
fang der Zeit jene beiden Geraden zusammenfallen, so würde
man einen anderenZeitanfangnehmen. 1) Die Gleichung (65)
besagt· dann, daß auch jede Gerade, deren Richtungscosinus
proportional X~k), }\!~), !t~k) sind:, in die neue ~'C y-Ebene fällt.
Weil aber die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w des Gases
gleich der Konstanten - (2/ ro) multipliziert mit x ,A, ./-L sind,
so fällt auch jede Gerade, deren Richtungscosinus proportional
U~k) V~k) w~) sind, in die neue x y- Ebene. Die (Jeschwindigkeits
kompente senkrecht zur neuen x y-Ebene und alle ihre Ab
leitungen sind also zu Anfang der Zeit und folglich zu allen
Zeiten gleich Null. Daher ist nach Einführung des neuen
Koordinatensystems auch der neue Wert von p gleich Nall
und f kann das neue z in ganz beliebiger Weise enthalten.
Dagegen ist f, wenn A und :Je von Null verschieden sind, eine
Funktion zweiten Grades von x und y. Wenn dagegen auch

1) Würden zu jeder Zeit jene Geradenzusanlmenfallen, so hätte
man den separat zu behandelnden Fall, daß auch alle nächsten Irnter
determinanten der Determinante (63) verschwinden.
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noch die nächsten Unterdeterminanten der Determinante (63)
verschwinden, so kann das Koordinatensystem so gewählt
werden, dass Iv und ft verschwinden. r ist dann eine will
kürliche Funktion von z und y, und nur bezüglich a: quadratisch.
'Verschwindet endlich ~, Ä und !L, so ist das Gas in Ruhe
und f eine ganz willkürliche Funktion von Koordinaten.

Hat man einmal t; ttt, :Je, A, t-t, 0) bestimmt, so liefern die
Gleichungen (42), (52), (47), (34), (35), (36)

11 x 2 + y2 + X 2 . Je
-(jJ 2 +{1', !t=x, l=A., !1,=m, 1.t:::::.- 20'

_ l k2+l2+m2~'In n+ --- n S

V = - ~, ~Ö = - 2 cu ' f! = Me 4co ~s •

So finden wir für. die beiden Hauptfälle

t" ax2 X Y z· ·0 - . c· tVa+ ·C-tVa" - . - 0= , = ax, = == ,u ~ 1e· , v = 1/) = . ,

n = 2m-y;.l(Oz 11 -tV;;- - 01e-tV,,),x + ma,xZ+ Os, f! = M~en+"''''

und

t' = bx, X = b·, ]T = Z = 0, f,{, =01 +. 02 t, V = ilJ = 0,

') .. . .. j-;;ä n +co1L~
n == - - co 02 X + 2 (jJ b.1: + e3 , f! = M V~e .

Zweitens, es enthalte ()J die 'Zeit..

'Wir wollen dann die Gleichung (59) nach der Zeit diffe
rentiieren, die so gebildete Gleichung mit -';"0)' multiplizieren
und dazu die mit ·OJ" multiplizierte' Gleichung (59) addieren.
Wir erhalten auf diese Weise folgendes Resultat:

(
11 ") ar +. (' 1/ ")1 ') af + (r.../' , w') af

XCi) -" ()J Bx AOJ - A ()J By JJ.,UJ - f1' a;t

= ·{t' oi' - {}" 0/ + (u" 0)" -X"I co') X + (A" OJ" - 00' "A"') y

+ ( 11 11 '"') x
2 + y2 + %2 ('1'2 'm"')tJ,w-fJJcoz- 2 W-OJ •

Man kann diese Formel beliebig oft nach t differentiieren
und aus drei so erhaltenen Gleichungen die drei Größen

Bol tzman n, Gesammelte wissenscb. Abhandl. H. 7
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af Iax, af Iay, 8 1-/8 z bestimmen. Man erhält unter Be
rücksichtigung, daß, f die Zeit nicht enthält, jedenfalls Resul
tate von folgender Form:

: ~ = a x + bY + c z + g (x2+ y2 + z2) + /t

:~ = a'x + b'y + c'z + y!(xt + y2+ Z2) + 1/

:~ == a" x + b"Y + c" z + l'(x2+ y2 + Z2) + /t".

Daraus folgt:
82 fax ay = 2g Y = 2g' x

folglich

g = g' = g" = 0 .

Es ist daher die Funktion f selbst wieder eine ganze
Funktion zweiten Grades von x, y, z. Wählen wir die Ko
ordinatenachsen wieder so, daß die Produkte x y, x z und y z

ausfallen, so erhalten 'wir

f = a x 2 + b.y2 + C Z2 + a'x + b'!J + c' z .

Substituiert man diesen Wertjn der Gleichung (59), so
erscheinen in derselben bloß folgende Glieder mit ..7: y, X z
oder y z multipliziert

- (tJ'xy(a + b) - ro'xz(a + c) - ü/yz(b + ,e).

Da die Gleichung (59) für jedes x, y und z gelten muß,
so folgt daraus, wenn nicht rot = 0 ist, also der schon be
trachtete Fall eintritt, a + b = a + c = b + e '= 0, also a = b
= c = o. Berücksichtigt man dies, so liefert die Gleichung (59):

{j)'" = 0, ferner

,," + 3 UJ' a' = A" + 3 0:/ b' = p" + 3 (j)' c' = 0

t't"=··a'x + b'Ä + e'lJ"

woraus mit Leichtigkeit die Lösung ,des Problems folgt. Es ist
aber' jetzt noch ·der Fall zu betrachten, wo die Determinante
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" "X(O -"CO, A(j)" - A' u/ , f.J., (j)" - .u' (0'

cl ( If ") d (') 11 ".l ,'\ d ( " ")([i "CO - x Ci) , dt AU) - A CtJ), di ~t (0 - ~(,J 0)

ei 7, " "d k " " eile fI "k (x cu - X (0 ), --:-:k ()" (.0 - Aco ), -k (!J' ([) - ~ll OJ )
dt d~- dt

für jedes ganze positive k verschwindet. Man kann diesen
F'all leicht wieder durch Koordinatentransformation verein
fachen. Wir können da genau so verfahren, wie wir im ent
sprechen'den Ausnahmefalle verfuhren, .. als wir die Zustände
betrachteten, für welche 0)' = 0 ist. Aus Formel (32) folgt,
daß (f) seinen Wert durch Koordinatentransformation nicht
verändert. Die Geschwindigkeitskomponenten im Koordinaten
ursprunge sind - 2 (() ", - 2 ro}l., - 2 ([) p,. Da sich Ge
schwindigkeitskomponenten wie Koordinaten transformieren,
so werden also auch die Größen", A) f.J., und ihre Ableitungen
wie Koordinaten transformiert

Xl = "cos (x Xl) + A(cos Y Xl) + f.l cos (z Xl) USW.

Sobald beide Koordinatensysteme :fix sind, kann man
diese Gleichungen beliebig nach der Zeit differentiieren. Be
zeichnen wir nun Größen, die sich auf den .Anfang der Zeit
beziehen, durch angehängte Nullen, so können wir die neue
x- und y-Achse in einer Ebene mit den heiden Geraden wählen,
deren Richtungscosinus proportional

bzw.

d ( 11 f ') d (' /I " ') d ( . f' ")d t
o
"(j)- "0) , d t

o
A (j) - A ([) 'd t

o
P- Ci) - jU (i)

sind. Dann müssen für das neue Koordinatensysteni

" " d·d ( 11 I')t-to roo - /ho (j)o UD dt
o

f.L. (j) - f.L (j)

verschwinden und wenn nicht jene heiden Geraden zusammen
fallen, so besagt· das Verschwindender .obigen Determinante,
daß auch alle folgenden Ableitungen von f.L ro/ - tt'ro' zu An
fang der Zeit und folglich jene Größe immer verschwindet.
Wenn dagegen, was immer für Zeit man als Anfang neh·men
ulag, j eue Geraden zusammenfallen, so verschwinden auch die

7*
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nächsten Unterdeterminanten der obigen Determinante. Man
sieht also, daß man bezÜgli,ch des ne:uen KoordinatensYRtems
entweder .. folgende Gleichungen erhält:

11 ' ') af .("J " ,"l' ') af ",Q' " 0.'" +( " 1 / "")(xco -x OJ Ba:; + ,,,,-co -/i; (u fJy = tr (0 -lI (f) " Q) - U fOX

+ ('" 1' " ." ", ') +'( "" ", ') a/2 + y2 +x
2

( "2. 'm"l)A co -lI, (0 Y PI m -}t (f) Z - --2-- ()J -:- Q) .' ,

p- 0/' - p..' (Xl' = 0 ,

oder die linke ;'Seite dieser Gleichung reduziert' sich aaf

( " , ') or
~OJ -x (0 Bx

und es treten . die . zwei Gleichungen,

f.k fiJ 11 - p/ ({)' == 0, ,A (iJ 11 - A' OJ I = 0

hinzu, oder endlich es fälltf ganz aus der Gleichung heraus.
Dann muß sein

ru" CiJ'" 'X' )/ lt' x'" 1'" fl"'.{fll
-;[ = -;; = -;-, = 1 = -;; = xl! = A" = fJ!" = -&' •

Der allereinfachste derartige.Ausnahmefall tritt ein, wenn
die Größen U 1 'A, {}'und Q]' die Zeit nicht enthaltende Kon
stanten sind., Es' verwandelt sich dann die Gleichung (59) in
die folgende die Zeit nicht. mehr enthaltende Differential
gleichung

2 a'f+ t9-' = (x ~ 0/:1:) :~ +(A - m'Y):~+ (fL - mlz):~.

Es sind also

t'- t:J.,f + ( . , )2 I'J"'[.A. - ro' y p.,. - (U'x]
- - v' X - a:c "I:' '" _ 0/ x ' '" _ u/ x .

Die Funktion f hat also jetzt eine viel allgemeinere Form,
da unter (/) eine ganz willkürliche ,Funktion zu verstehen ist.
",Vir wollen uns jedoch'hier auf die weitere Behandlung dieser
Ausnahmefälle nicht. einlassen, sondern nur .noch einige Be
merkungen über ,.den Fall machen, daß die Kräfte .X, Y; Z
zwarnichi> Vp.~ktio·nen derZeit sind, daß aper Drehung iID;
Gase stattfindet. ~Auch ob ,eine Kraftfunkti()nexistieLt,wolle~

. wi,r·,unentschieden la;ssen. Es ist daam,;besten, die Glei
c.hungen (43). zuhenut.zen. Dividieren, wir sie durch" .. ()) , diffe-
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rentiieren nach t und berücksichtigen, daß ~ 'Y, Z kein t ent-
halten, so ergibt sich '

.a (1 an) f:) ( 0/
1
) f:) (r') a (ß' ) a ('XI \ax ~Bi = - x 7ft ~+ Yai ~ - Z 7ft w + Bi -;-)

a (1 an) ., a (r') a ((j)"): '. '.a ((x' ) a ()...')
ay-;;7ft.=~Xat -;- -Y7fi ~+Zat -;- +ät-W

aa% (~ ~~) = x;t ( ~) - y : t ( ~), - z;t (:") + : t ( : )

Bilden wir einmal aus der ersten, dann aus der zweiten
dieser beiden Gleichungen den Ausdruck fj2j 8xBy (1/ ro· an/8t),
so finden wir, daß y" gleich Null sein muß; ebenso folgt, daß
auch u" gleich ß" gleich Null sein muß. Also

1 anB (0/') x
2+ y2 + x

2 a (n') B (J.w') a (!L')
~)at= - öt ~ --2~-+X-at w + Y7Jt -'e; + Z(ii w +n,
wobei 7J eine willkürliche Jfunktion der Zeit ist. Führen wir
also folgende Bezeichnungen ein:

w1 = - +f w ;t (:") 0/" d t , rp = J w :t (~) d t ,

o (}./) a ( ')X = J (j) Bi ~d t , 1.fJ = f OJ at : d t , ,= fm 1j d t

und bezeichnen mit r eine noch zu bestimmende Funktion
von x, y, z allein, so erhalten wir

n = co1(x2 + y2 + z2) ,+ rp x + XY +.1./J Z + ~ + 1" ,

welcher Wert in die Gleichung (46) zu substituieren ist. Man
bekommt dadurch eine partielle Differentialgleichung für r.

Da r die Zeit nicht mehr enthält, so ist dieselbe leicht zu
behandeln. Man differentiiert sie beliebig oft partiell nach t.
Wegen

"R" r" 0ct =p = .=

fallen schon nach zweimaliger Differentiation die Größen

or or ar or or d Br
x-a ' Ya-' X-:----, Z;;-, Y-iJ un z~Y x d% vX X uy

heraus. Das weitere Verfahren bleibt dasselbe, welches auf
die Gleichung (53) angewendet wurde. Es wird zunächst

or or or
xax,yay,zax
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eliminiert, und dann werden durch weitere Differentiation
nach t neue Gleichungen gebildet, aus welchen

Br 8r Br
Ba:;' 8y' Bx

bestimmt werden können. rwird im allgemeinen wieder eine
Funktion zweiten Grades von x, y, z werden; doch kann es
in gewissen Ausn.ahmefällen auch eine allgemeine Form an
nehmen, wenn nämlich gewisse Determinanten der bloß die
Zeit enthaltenden Größe verschwinden. Schwierig zu behandeln
dürfte jedoch der Fall sein, wo die auf das Gas von außen
wirkenden Kräfte ebenfalls F-q.nktionen der Zeit .s~nd.



37.

Über die Natur der Gasmoleküle. 1
)

(Wien. Ber. 74. 553-560. 1876.)

Ich habe in einigen Abhandlungen, welche in den Sitzungs
berichten der Wiener Akademie publiziert worden sind, das
Verhältnis der lebendigen Kraft der progressiven und der intra
molekularen Bewegung für den Fall berechnet, daß die Mole
küle Aggregate materieller. Punkte .(der Atome) sind, die durch
Kräfte zusammengehalten· werden, welche beliebige Funktionen
der Entfernungen der Atome sind. Es ergibt sich daraus, daß
selbst für den Fall, daß ein Molekül nur aus zwei Atomen
besteht, die intramolekulare lebendige Kraft bereits größer
herauskommt als sie es in der Natur bei der lVIehrzahl ~er

einfachen.Gase (Sauerstoff,Wassersto~ Stickstoff) .. ist. In noch
höherem Maße würde das natürlic~ der Fall sein, wenn ein
Molekül aus mehr als zwei Atomen bestünde, sowie wenn
innere Arbeit in den Molekülen geleistet würde. Es schien
dies ein ungelöster Widerspruch zwischen der Theorie und
Erfahrung zu sein, da auch die Annahme, das Molekül bestehe
aus einem einzigen Atom, für die oben genannten Gase kein
mit der Theorie. übereinstimmendes Resultat liefert.

Die Sätze, welche ich hierbei aufgestellt habe,' haben nun
durch Maxwell und Watson eine Verallgemeinerung erfahren.
Dieselben fassen ein Molekül als ein System ~auf,welches so
beschaffen ist, daß die absolute"Lage aller Teile desselben im
Raume durch irgendeine Anzahl m von unabhängigen bei der
Bewegung des Moleküls, veränderlichen Größen bestimmt ist.
Diese Zahl m nennen sie die Zahl der Beweglichkeitsarten
(degrees of freedom) des Systems. Besteht das Molekül aus v

1) Voranzeige dieser Arbeit .Wien. Anz. 13. S.. 204. 14. Dezember
1876; auch abgedruckt in Pogg. Ann. 160. S. 175. 1877 und Phi!. Mag.
(5) 3. S.320. 1877.
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r

materiellen Punkten, so ist zur Bestimmung der absoluten Lage
aller seiner Teile im Raume der Wert der 3 v Koordinaten
seiner Atome notwendig. Ein solches Molekül hat alsö 3v
Beweglichkeitsarten.

Die von mir aufgestellte Formel in dieser Weise verall
gemeinert lautet dann folgendermaßen: Die Wärmemenge w,
welche zur Erhöhung der lebendigen Kraft der progressiven
Bewegung der Moleküle eines aus gleichbeschaffenen Mole
külen bestehenden Gases erforderlich ist, verhält sich zu der
auf Erhöhung der gesamten lebendigen Kraft der Moleküle
verwendeten Wärme 'wie 3: m.

Die Bestandteile des Moleküls werden durch gewisse Kräfte
zusammengehalten; es verhalte sich nun die aufLeistung innerer
Arbeit dieser Kräfte verwendete Wärme zu der auf Erhöhung
der gesamten lebendigen Kraft (nicht bloß der der progressiven
Bewegung) verwendeten wie ·k: 1. Wir nehmen" an, daß wir
es mit einem unkonclensierbaren Gase "zu tun haben. Dann
verschwindet, wie der Joulesche Versuch lehrt, die innere
Arbeit, welche die von einem Moleküle auf ein anderes wirken
den Kräfte leisten, fast vollständig. Die Wärmekapazität bei
konstantem Volumen besteht also aus zwei Bestandteilen

"1n + lcm'wSilO -3--

Wird das Gas, bei konstantem Drucke erwärmt, so tritt dazu
noch die auf äußere Arbeitsleistung verwendete Wärme, welche
sich bekanntlich zu w verhält ,wie 2: 3. Bei der Wärme
kapazität bei konstantem Drucke kommt also noch ,der Addend
2w /3 hinzu. Betrachten wir also die Gewichtseinheit des
Gases, so finden, wir für die Wärmekapazität bei konstantem
Drucke den Wert

I m+Jcm+2r= " 3 "UJ

rur die bei konstantem ·Volumen aber den Wert

m+km
')1= w.

Es ist aIßo

L ' 2= 1 . .+ m(l + Je)
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Man vergleiche hierüber" ein soeben erschienenes Buch von
Watson (A treatise on the kinetic theory of gases, Oxford
Clarendonpress),. in welchem Watson einesteils eine sehr klare
und zusammenhängende Darstellung der von mir in meinen
'verschiedenenAbhandlungen gefundenen Resultate gibt, anderen-
teils aber auf Grundlage derselben eine Reihe neuer Lehrsätze
gewonnen hat. Hierdurch wird nun der Spekulation ein neues
Feld eröffnet.

Für Quecksilberdampf fanden Kundt und'Warburg

r'- - 12
/r - 3'

Da m nicht kleiner als 3 sein kann, folgt hieraus m = 3, k = o.
Ein Q"uecksilberdampfmolekül muß also ein materieller Punkt
sein. welcher tatsächlich ~ur drei Beweglichkeitsarten, parallel
den drei Koordinatenricbtungen besitzt. Daraus folgt natürlicp
noch nicht,. daß ein Molekül des Quecksilberdampfes wirklich
ein mathematischer· Punkt ist, was ja schon durch das Spektrum
des Quecksilberdampfes widerlegt wird, sondern bloß, daß sich
die Quecksilbermoleküle bei den Zusammenstöß~n. nahezu wie
materielle Punkte oder wenn man lieber will"wie elastische
Kugeln verhalten. Denn die Position einer Kugel ist ja auch
durch die drei Koordinaten ihres Mittelpunktes vollkommen
bestimmt; dieselbe hat also ebenfalls nur drei Beweglichkeits
arten. Die Schwingungen im Ionern eines Quecksilbermoleküls
sind vielleicht nur kurz dauernde Erzitterungen im Momente
und eine kleine Zeit nach dem Zusammenstoße,· welche sich
bald dem umgebenden Äther mitteilen, vergleichbar dem Schalle,
welcher beim Stoße von Billardkugeln vernehmbar wird. I ) Es

1) Es ist klar, daß, wenn jedes Molekül die während'des Zusammen
stoßes entstehenden Erzitterungen rasch an den Äther abgeben würde,
allmählich die gesamte lebendige Kraft der Moleküle an den· Äther ver
loren ginge. (Die im Gase enthaltene Wärme ginge durch Strahlung
verloren.) Damit dies verhindert werde, ist notwendig, daß die Moleküle
durch Ausstrahlung der umgebenden Wände·' und übrigen Körper wieder
lebendige Kraft erhalten. Wie dies geschieht, dürfte zwar schwer mathe
~athisch zu verfolgen sein, doch'" liegt die Annahme nabe, daß diese
Aufnahme von lebendiger Kraft hauptsächlich während der Zusammen
stöße geschieht und im ganzen die Verteilung der lebendigen Kraft
unter den Gasmolektilen. nicht sehr wesentlich beeinfiuBt"
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liegt nun nahe, den Fall zu betrachten, daß ein Molekül aus
zwei fix verbundenen materiellen Punkten oder wenn man will,
aus zwei fix verbundenen elastischen Kugeln besteht. Ein
solches Molekül würde fünf Beweglichkeitsarten besitzen; die
drei Koordinaten seines Schwerpunktes und zwei die Richtung
seiner Zentrallinie bestimmende VariabeIn. Ebenso viele Be
weglichkeitsarten würde ein Molekül besitzen, ~"eDnes ein
beliebiger starrer Rotationskörper wäre. In allen diesen Fällen
ist also m = 5. Die inneren Kräfte im Molekül leisten natür
lich keine Arbeit, da das Molekül starr ,ist. Es ist also k = °
und daher

L= 1,4
r

ein Wert, \velcher nicht allz:uweit von dem experimentell für
Luft und die meisten übrigen einfachen Gase gefundenen ab
weicht. Denselb,en Wert würde man erhalten, \venn ein Molekül
aus einer beliebigen Reihe fest verbundener materieller Punkte
oder Kugeln bestünde, welche in einer Geraden liegen. Liegen
sie dagegen nicht in einer Geraden oder noch allgemeiner,
ist das Molekül ein beliebiger starrer Körper, welcher nicht
Rotationskörper ist, so wird m = 6, k = 0, also

i'- =1,33 ...
r

Auch diese Relation der Wärmekapazitäten ist bei einigen
Gasen beobachtet worden. Es versteht sich natürlich wieder
von selbst, daß die Gasmoleküle nicht absolut' starre Körper,
sein können. Es gilt daher· wieder dasselbe,' was wir von den
Quecksilbermolekülen bemerkt haben.

Wir wollen noch die unter dieser Voraussetzung für die
Wärmekapazität eines Gases sich' ergebende Größe 'mit der
Wärmekapazität der festen Körper vergleichen. Jedes Atom
des festen Körpers hat drei Beweglichkeitsarten, das l\'Iolekül
des Gases aber m. Es muß sich daher die Wärme Q, welche
das AtoIl;l eines festen Körpers zu einer gewissen rremperatur
erhöhung z.' B. der Temperaturerhöhung um einen Grad er
fordert, zur Wärme w, welche das. Gasmolekül zur Erhöhung
seiner gesamten, nicht bloß progressiven lebendigen Kraft er
fordert, verhalten wie 3 : in. Bezeichnen wir die Wärmekapazität
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des festen als chemisch einfach vorausgesetzten Körpers mit F,
so muß der Gewichtseinheit des festen Körpers die Wärme..
menge r zugeführt werden, um dieselbe um einen Grad zu
erwärluen. Von dieser Wärmemenge soll der Teil r /h auf
J1~rhöhung der mittleren lebendigen Kraft der Atome, der Teil

auf innere Arbeitsleistung -v:erwendet werden. Die äußere
Arbeitsleistung verschwindet. Ist M das Gewicht eines Atomes
des festen Körpers, so ist also die auf Erhöhung der mittleren
lebendigen Kraft eines Atoms desselben verwendete Wärmemenge

Q=r];[.
h

. Bezeichnen wir das Gewicht eines Moleküls des Gases mit
p." so sind in der Gewichtseinheit des Gases 1 / f.t Moleküle,. und
es wird bei einer Temperaturerhöhung der Gewichtseinheit um
einen Grad auf Erhöhung der ge'samten lebendigen Kraft der
Moleküle die Wärmemenge (i) I~ verwendet.

Sucbt man jetzt die Wärmekapazität des Gases bei kon
stantem Drucke, so wird, da wir das Molekül als starr voraus
setzen, keine innere Arbeit geleietet. Die auf äußere Arbeits
leistung verwendete Wärme aber ist nach dem vorhergehenden
2/3 von· der auf Erhöhung der progressiven Bewegung ver
wendeten, also 2/3 von 3(0 Im /-t. Die Wärmekapazität r' des
Gases bei konstantem Drucke ist also

~+2m •
!-L rnp"

dagegen ist die Differenz der beiden spezifischen Wärmendes
Gases

I 2 cuY -y=_.
mp"

Berücksichtigt man die oben zwischen Q und (f) gefundene
Proportion sowie die Relation, die nach dem Qbigen zwischen
Q und r stattfindet, so erhält man

_ 11'~Q _ rnrlJ![
(j) - H ...... -3h

also
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, lrfr(m + 2)Y - ------.-
- 3llh '

, 2111r
y -')' =

P-

Aus der ersten Gleichung findet man:

h _ 'nt + 2 lt1 r
- 3 lur"

aus der zweiten folgt:

h=~~lr .
3 fl (r' - r)

Um aus der ersten Gleichung h zu .berechnen, legen 'wir
Luft zugrunde; dieselbe ist zwar kein einfaches Gas, kann
aber als solches behandelt- werden, da Stickstoff und Sauerstoff
sich ganz ähnlich verhalten~ Das Molekül Stickstoff besteht
sowie das Sauerstoffmolekül aus. zwei' Atomen. Setzen wir
daher das Gewicht eines SauerstoffatoIDs gleich 16, so ist das
eines Sauerstoffmoleküls 32, das eines Stickstoffln oleküls 28,
das eines Luftmoleküls also beiläufig 28,8. ')" ist für Duft
nach Regnault gleich 0,2377, m ist nach dem obigen gleich 5
zu· setzen. Es ist daher

3 1u r' = 2934.
,n + 2 ' .

Für alle einfachen festen Körper mit Ausnahme von
Kohlenstoff, Brom und Silicium ist das Produkt BIr nicht
sehr viel von 6 verschieden; es liegt zwischen 5,22 und 6,9.
~Ian erhält also für 1t Werte, welche zwischen 1,78 und 2,34
liegen. Es ist also im Durchschnitte die gesamte zugeführte
Wärme doppelt so groß als die auf Erhöhung der mittleren
lebendigen Kraft der Atome verwendete, wenngleich ziemlich
bedeutende Abweichungen nach der einen und anderen Seite
vorkommen. Es stimmt. dies gut mit dem schon früher von
mir erhaltenen Resultate, daß die Hälfte der Wärme auf Er
höhung der lebendigen Kraft, die Hälfte auf Arbeitsleistung
verwendet wird, wenn die auf ein .A.tom wirkenden Kräfte der
Entfernung ~esselben aus seiner Ruhelage proportional sind.
Bei festen Körpern ist dies wahrscheinlich mit einiger An
näherung der Fall. Wollte man die letztere Formel benützen,
so könnte man für y' - r dessen theoretischen Wert AP/!? 11
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einsetzen. Das Resultat ist ein ähnliches. Von den zusammen
gesetzten. festen Körpern, welche dem.NeumannschenGesetze
geh()rchen, müßte~ngenommen werden~daß jedes der Atome
desselben wirklich drei Beweglichkeitsarten besitzt. Fürdie
einfachen oder zusammengesetzten Körper aber, welche be
deutend von dem .Dulong .. Petitoder Neumannschen Gesetze
ab'Yei<~heD, könnte vielleicht angenommen werden, daß bei den
selben wieder zwei oder mehr Atome so fest verbunden sind,
daß die Zahl., der Beweglichkeitsarten des von ihnen gebildeten
Systems kleiner ist ·.. als die dreifache Anzahl der Atome des
selben. Ich will hier noch folgende Bemerkung machen: mit
dem Umstande, daß sich die Gasmoleküle: ,wie starre Körper
verhalten, ist ganz gut vereinbar, daß sie bei den Zusammen
stößen ein wenig ineinander eindringen und zwar um so mehr
mit je gröBerer Geschwindigkeit sie aufeinander stoßen. Gerade
so wie elastische Kugeln oder elastische Rotationsellipsoide,
die sich im Momente des Zusammenstoßes ein wenig abplatten,
aber nach dem Stoße ihre ursprüngliche Form wieder an
nehmen. Es scheint nämlich das Gesetz der Abhängigkeit
der Reibungs-, Diffusions- und Wärmeleitungskonstante von
der Temperatur ein derartiges Verhalten der Gasmoleküle zu
fordern.

Das Resultat unserer Untersuchung ist daher folgendes:
Das gesamte Aggregat, welches ein einzelnes Gasmolekül bildet,
und welches sowohl aus ponderabeln Atornen als auch aus
etwa damit verbundenen Ätheratomen bestehen kann, verhält
sich wahrscheinlich bei seiner progressiven Bewegung und bei
dem Zusammenstoße mit anderen Molekülen nahezu wie ein
fester Körper. Das Licht, welches die Moleküle ausstrahlen,
hat wahrscheinlich seinen Grund in Erzitterungen, die den
Moment des Zusammenstoßes begleiten und ist dem Schalle
vergleichbar, \velcher von Elfenbeinkugeln im Momente des
Zusammenstoßes ausgeht. Unter dieser Voraussetzung müßte
der Theorie nach das Vierhältnis der Wärnlekapazitäten eines
Gases 12/ 3 sein, wenn die Gasmoleküle Kugelgestalt haben,
1,4, wenn sie die Gestalt anderer Rotationskörper haben und
11/ 3 für alle übrigen Gestalten derselben.

Während der Korrektur kam mir eine Abhandlung von
Simon (C. RI. 83. S. 726) über denselben Gegenstand zu Gesicht,
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in welcher ebenfalls angenommen wird, daß die Atome in
den Gasmolekülen nahezu starr verbunden sind. Das daselbst
erhaltene Resultat ist jedoch nicht richtig; denn Hr..Simon
nimmt· an, die Gasmoleküle' seien starre Tetraeder; aus den
soeben von mir entwickelten Sätzen folgt daher unmittelbar,
daß das Verhältnis der Wärmekapazitäten nicht 1,4, "wie
Hr. Simon glaubt, sondern 11/ 3 sein müßte, wenn die Gas
moleküle die von ihm angenommene Beschaffenheit hätten.
Die Rechnungen Hrn. Simons sind z,var nicht mitgeteilt;
doch scbeinen demselben nicht die zur sicheren Lösung der
artiger Probleme erforderlichen SätzeüberWärmegleichgewicht
zur Verfügung gestanden zu sein.
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Zur Geschichte des Problems der Fortpflanzung ebener
Luftwellen von en·dlicher Schwirigungsweite.

(Schlömilchs Zeitschrift 21. 8.452. 1876.)

Die Eingangsworte zur Abhandlung Rie manns über
diesen Gegenstand (AbhandL d. königl. Gesellsch. d. Wissensch.
zu Göttingen, 8. 1860) zeigen, daß demselben die früheren
Untersuchungen über diesen Gegenstand gänzlich unbekannt
waren. Da auch im betreffenden Referate der Fortschritte
der Physik --dieser früheren, Untersuchungen· nicht gedacht
wurde und. jene Eingangsworte unverändert in die so verdienst..
volle Sammlung der Riemannschen Werke von Hrn. Weber
übergegangen sind, so scheint es, daß die Vorarbeiten für die
RiemannscheAbhandlung überhaupt nicht so bekannt sind,
als sie es verdienen, und ich glaube nur im Geiste des ver
storbenen großen Analystenzu handeln, wenn ich hiermit die
Aufmerksamkeit darauf lenke, daß nicht nur der Fall ebener
longitudin~ler Luftwellen schon vielfach vor Riemann unter
sucht worden ist, sondern auch die Gesetze der Veränderung
der Wellenkurve derselben in ihren Grundzügen (beständige
Verlängerung der Wellentäler und Stauung der Wellenberge),
sowie die Notwendigkeit der Bildung von Verdichtungsstößen
und die wesentlichsten Gesetze der Fortpflanzung derselben
schon lange vor dem Erscheinen der Riemann,schenAbhand
lung bekannt waren. Vgl. Poisson, Journal de l'ecole poly
technique 7. (14). S. 319; Stokes, Phil. Mag. (3).33. S. 349,
November 1848; Airy, Phil. Mag. (3).34. S. 401, 1849;
Earnshaw, Phil. Trans. 1860, S. 133; Saint-Venant et
Wantzel, Journ. de l'ecole polytechnique 27.
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Bemerkungen über einige Probleme der mechanischen
Wärmetheorie.1

)

C\Vien. Ber. 75. S. 62-100. 1877.)

I. Über die spezifische Wärme der tropfbaren Flüssigkeiten,
,velche in der Theorie des Verhaltens ihrer gesättigten

Dämpfe zur Anwendung kommt.

Die Methode, nach welcher die Gleichung für die einem
Gemisch aus flüssigem: Wasser und ··gesättigtem Wasserdampfe
zuzuführende Wärmemenge "entwickelt wird, ist bekannt. Man
nimmt an, das' flüssige Wasser und der Dampf zusammen
sollen genau 1 kg wiegen und sich in einem zylindrischen
Gefäße befinden, welches oben durch einen beweglichen Stempel
verschlossen ist. Das Gewicht des in irgend einem Augen
blick vorhandenen Dampfes soll x, das des Wassers 1- x Kilo
gramm betragen. Ist (J das Volum eines Kilogramms flüssigen
Wassers, s das eines Kilogramms Dampfes bei tO Celsius und
S - ü =u, so ist das Volum des ganzen Gemisches

= ZR +(1,- x) 0" =,,!-X + (J.

Wird nun deIn Gemische unendlich wenig. Wärme zu
geführt, so daß dessen Temperatur um dt steigt, und wird
gleichzeitig .d,er Stempel. unendlich wenig zurückgezogen, so
daß das Volumen umdv wächst, so wird dabei eine unendlich
kleine Flüss~gke.itsmenge ax sich in Dampf verwandeln. Ist
y ... das spezifische Gewicht des· flüssigen .Wassers, so ist die der
flüssigenWassermenge 1 - x zugeführte Wärmemenge gleich
(1 - x) rdt. Ist· h die spezifische Wärme des Wasserdampfes
(d. h. in diesem Falle die Wärmemenge, die man der Gewichts
einheit Wasserdampf zuführen muß, um sie um einen Grad zu

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 14. S. 9, 11. Januar 1877.
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erwärmen, wenn gleichzeitig das Volumen so viel vermindert
wird, daß der Dampf gerade gesättigt bleibt), so ist xh dt
die Wärmemenge, ,velche dem Wasserdampfe zugeführt werden
mußte. Ist endlich r die Verdampfungswärme des Wassers
bei t Grad, so ist die zur Verdampfung der Wassermenge dx
erforderliche Wärmemenge rd.7:. Die gesamte dem Gemische
zugeführte Wärme ist also

dQ = (1 - x) r dt + .?:ltdt + 'rdx.

Will man die bei konstantem Drucke zugeführte Wärme
menge wissen, so braucht man bloß den Druck, also auch die
Temperatur und alle allein von der Temperatur abhängigen
Größen s, (J', U, r, '). konstant zu setzen. Will man aber die
bei konstantem Volumen zugeführte Wärmemenge berechnen,
so ist dv = 0 zu setzen. Man pflegt nun dabei fürr gewöhn
lich' die spezifische Wärme des flüssigen Wassers bei kon
stantem Drucke zu setzen. Wenn nun auch die späteren
Rechnungen zeigen werden, daß der dadurch begangene Fehler
ganz verschwindend klein ist, so mag es doch schon aus theo
retischen Gründen von Interesse sein, zu erinnern, daß dies
nicht "Vollkommen exakt ist, indem dem flüssigen Wasser die
Wärmemenge (1 - x) r dt zugeführt wird, bleibt allerdings das
Volumen nicht konstant aber auch der Druck nicht, denn
das Wasser steht ilnmer unter dem Drucke des gesättigten
Dampfes.

Bezeichnen wir denselben mit p und nehmen an, es sei
der Druck des gesättigten Wasserdampfes als Funktion der
Temperatur ausgedrückt

p = f(t),

so ist bei unserem Vorgange dp = f' (t) dt zu setzen. Es wird
also die obige Wärmemenge dem Wasser so zugeführt, daß
dessen Temperatur um dt und gleichzeitig dessen Druck um
dp = j"(t) dt zunimmt. Es ist also r weder die spezifische
Wärme bei konstantem Drucke noch die bei konstantem
Volumen. Dieselbe kann aber leicht in folgender Weise be
rechnet werden.

Nehmen wir jetzt 1 kgflüssigen Wassers; Druck, Volumen
und Temperatur desselben seien p, v, t. Wählen wir p und 'v
als independent veränderlich, so ist die Wärmemenge dQ, welche

Bol tz man n, Gesammelte wissenseh. Abband!. H. 8
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dem Wasser zugeführt werden muß, damit p und v um dp
und dv "wachsen, gleich

dQ = .iYdp -r- J"dv.

Bleibt der Druck konstant, so ist

, (d V)
dp = 0, dv = \di pdt,

daher

dQ = Y(~:tdt.
Die \Värmekapazität bei konstantem Drucke ist also

Yp = ~.~ = Y(~;t·
Wird der Ausdehnungskoeffizient des· Wassers bei steigen

der Temperatur und konstantem Drucke mit 7: bezeichnet$ so
ist bei konstantem Drucke

dv = vrdt
also

Es ist folglich

Y
p
· = ]irV7:~ J7"= rp.

V7:

Anders verhält sich die Sache in dem oben in der Dampf
. theorie betrachteten Falle. f)a ist p nicht konstant, sondern
es ist d p = f' (t) dt; es ist also

dQ=Xf' (t) dt-'r Y dv.

dv besteht aus zwei Teilen; es ist nämlich

dv := (d 1.,). dt + (d 1)) dp = (d v) dt + (11 1.') f" (t) dt.
d f p dp t rL t P dlJ t

Wird dieser Wert in den Ausdruck für dQ substituiert,
80 ergibt sich

dQ = X f' (t) d t+ ]T [(d '1') -'r (d V') f' (t)] dt.
dt p dP/t

Y = dQ = .-(Y/>' (t) + ]T [(d '/)) + (d'l') (' (t)] •
d t ,d t p dp t

Bezeichnen wir den Kompressionskoeffizienten des flüssigen
Wassers bei steigendem Drucke und konstanter 'remperatur

. mit x, so ist bei konstanter Temperatur
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dv = - 'Je1Jdp, (:v) = - xv,
ferner fanden wir P t

(~;t=v., Y=;:i
es ist also

r = Xf'(t)+ :: [v 7: - xvf'(t)J = Xf'(t) -\- rp- : Yp{'(t).

Nun ist bekanntlich infolge des zweiten Hauptsatzes:

JT(d t) _ x(~) = A (a -I- t),
dp v d 1: p

wobei A das mechanische Wärmeäquivalent, a + t die absolute
Temperatur bedeutet.

Um (dt Idp)v zu berechnen, nehmen wir für einen Augen
blick p und t als unabhängig veränderlich; es ist dann:

dv = (:;)tdp + (:;)/t
oder nach den oben gefundenen \Verten

dv = - xvdp + v-edt;

setzen wir hier dv = 0, so bekommen wir

daher ist:

geht über in:

undc1ie Gleichung

lT(~) - x(~.) = A(a + t)
,dpv dv p

rp • .!:... _ X..!-= A (a + t),
V T: r Vl:

woraus folgt:

x = fp' x _ .t.l (a+ t) 7: v.
7:

Diesen Wert brauchen wir bloß in den zuletzt,gefundenen
Ausdruck für r zu substituieren, um zu erhalten:

r = 71'- A(a + t)v-ef'(t).

Diese Formel gilt übrigens ganz allgemein für die Wärme
kapazität r eines beliebigen Körpers, dem Wärme so zugeführt
wird, daß sich erstens die. Temperatur und gleichzeitig der
Druck nach dem Gesetz P= f(t) verändert.
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Um z. B. die Wärmekapazität bei konstantem Volumen
zu finden, muß statt f' (t) die Größe (dp Idt)v' also 7: Iu sub-
stituiert werden, wodurch sich ergibt:

V'Z'2

rf)= Yp - A(a + t)~.

Um aber wieder zu derjenigen spezifischen Wärme Y des
Wassers zurückzukehren, welche in der Dampftheorie zur An
wendung zu bringen ist, muß für f(t) die Funktion gesetzt
werden, welche die Abhängigkeit des Druckes des gesättigten
Wasserdampfes von der Temperatur ausdrückt. Wählen wir
Kilogramm und Meter als Einheiten und betrachten die Tem
peratur t = 100 0 O~, so ist etwa

1
A = 430' a + t = 373 ,

v also das Volumen eines Kilogramms Wasser in Kubikmetern
gleich 1/957, 7: der Temperaturausdehnungskoeffizient des
flüssigen Wassers bei 100 0 gleich 0,00°7 5. Endlich ist f' (t)
der Zuwachs des Druckes des gesättigten Wasserdampfes, wenn
die Temperatur von 100 0 auf 101 0 C. steigt.

Dieser Zuwachs iS/e etwa 27,5 rorn Quecksilber = 27,5/760
Atmosphären = 370 in unseren Einheiten, da die Atmosphäre
auf den Quadratmeter den Druck von 10333 kg ausübt. Sub
stituiert man diese Werte in die Formel, so ergibt sich:

r = Yp - 0,00024.

Da r ungefähr 'gleich 1 ist, so kann diese Korrektion
wohl vernachlässigt werden. I )

II. Über die Beziehung eines allgemeinen mechanischen
Satzes zum zweiten Hauptsatze der Wärmetheorie.

In seiner Abhandlung über den Zustand des Wärmegleich
gewichtes eines Systems von Körpern, mit Rücksicht auf die
Schwerkraft, hat Loschmidt einen Satz ausgesprochen, welcher

1) Ich wurde 'während des Druckes dieser Abhandlung VOll Hrn.
Clausius darauf aufmerksam gemacht, daß auch er bereits die Größe r
berechnet hat (Ges. Abh. 2. Abt. S. 27) und zwar stimmt sowohl die
Methode seiner Berechnung als auch das Resultat dem Wesen nach mit
meinem überein.
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ein Bedenken gegen die Möglichkeit eines rein mechanischen
Beweises des zweiten Hauptsatzes involviert. Da dasselbe
äußerst scharfsinnig erdacht ist und mir für das richtige Ver
ständnis des zweiten Hauptsatzes von hoher Bedeutung zu
sein scheint, an der bezeichneten Stelle aber eine mehr philo
sophische Einkleidung gefunden hat, in der es vielleicht manchem
Physiker nur schwer verständlich sein wird, so. will ich zunächst
versuchen, es mit anderen Worten wiederzugeben. Gesetzt wir
wollten auf rein mechanischem .Wege beweisen, daß alle Natur
prozesse immer so vor sich gehen, daß dabei

Jd Q <0
T-

ist, so fassen wir dabei die Körper als Aggregate materieller
Punkte auf. Die zwischen diesen materiellen Punkten tätigen
Kräfte fassen wir als Funktionen der relativen Lage der
materiellen Punkte auf. Wenn sie als Funktion dieser rela
tiven IJage bekannt wären, so würden wir sagen, das Wirkungs
gesetz der Kräfte ware bekannt. Damit die wirkliche· Be
wegung der materiellen Punkte, also die Zustandsveränderungen
der Körper berechnet ,verden könnten" müßten zudem noch
die Anfangspositionen und die Anfangsgeschwindigkeiten der
sämtlichen materiellen Punkte bekannt sein. Wir sagen die
Anfangsbedingungen müßten gegeben sein. Will man den
zweiten Hauptsatz mechanisch beweisen, so sucht man ibn
immer aus der Natur des Wirkungsgesetzes der Kräfte ohne
jede Hinzuziehung der Anfangsbedingungen zu beweisen, über
die man gar nichts weiß. ]\tIan sucht also zu beweisen, daß
- wie immer die .A.nfangsbedingungen sein mögen - die Zu
standsveränderungen der Körper immer so vor sich gehen, daß

fdi<O.
Nehmen wir jetzt an, es seien gewisse Körper als ein Inbegriff
gewisser materieller .Punkte gegeben. Die Anfangsbedingungen
zur Zeit Null seien so beschaffen, daß die Körper Zustands
veränderungen durchmachen, .. für welche

JdQ <0
(j7 -

ist. Wir wollen zeigen, daß dann immer bei unverändertem
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Wirkungsgesetze der Kräfte andere Anfangsbedingungen ge
funden werden können, für welche umgekehrt

JdTQ >0

ist. Denn betrachten wir die Positionen der Geschwindigkeiten
aller materiellen Punkte nach Verlauf einer beliebigen Zeit t1•

Wir wollen jetzt an die Stelle der früheren Anfang3bedingungen
folgende setzen: Sämtliche materiellen Punkt 1) sollen zu An
fang der Zeit, also zur Zeit Null dieselben Positionen haben,
welche sie im Verlaufe der den früheren Anfangsbedingungen
entsprechenden Bewegung zur Zeit t1 hatten und auch ganz
dieselben aber entgegengesetzt gerichteten Geschwindigkeiten.
Wir wollen einen solchen Zustand Kürze halber künftig immer
als denjenigen bezeichnen, welcher dem früher zur Zeit t1

herrschenden gerade entgegengesetzt ist.
Es ist klar, daß die materiellen Punkte dieselben Zu

stände, die sie unter den früheren Anfangsbedingungen in
direkter Weise durchliefen, jetzt in· der verkehrten Weise durch
laufen werden. Den Anfangszustand, welchen sie früher zur
Zeit Null hatten, nehmen sie jetzt erst nach Verlauf der Zeit 'I
an. Weun also früher

JdTQ 0

war, so ist es jetzt >- o. Über das Vorzeichen dieses Inte
grales kann also nicht aus dem .Wirkungsgesetze der Kräfte,2)
sondern bloß aus den .A.nfangsbedingungen ein Schluß gezogen
werden. Daß dieses Integral bei allen Vorgängen der Welt,

1) Es sind dabei alle materiellen Punkte aller Körper zu verstehen,
welche mit den betrachteten Körpern irgendwie entweder direkt in
Wechselwirkung stehen, oder erst in zweiter Linie, indem sie mit Kör
pern in Wechselwirkung stehen, die wieder mit den betrachteten Körpern
in Wechselwirkung stehen, oder erst in dritter, vierter Linie usw. Streng
genommen sind alle materiellen Punkte des Universums zu verstehen;
denn einen Körperkomplex, der mit den übrigen Körpern des Universums
in gar keiner Beziehung stünde ,können wir nicht wirklich herstellen,
wohl aber uns denken.

2) Es braucht nicht erst erwähnt zu werden, daß bei einer An..
schauung über die Wirkungsweise der Naturkräfte, wobei dies nicht
richtig ist, wie es Zr B. eine dynamische sein könnte, auch das Folgende
seine Anwendbarkeit verliert.
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in welcher wir leben, wie die Erfahrung lehrt -< 0 ist, ist
nicht in dem Wirkungsgesetze der in derselben vorhandenen
Kräfte, sondern bloß in den Anfangsbedingungen begründet.
"räre zur Zeit Null der Zustand sämtlicher materiellen Punkte
des Universums gerade der entgegengesetzte von demjenigen,
welcher so~st zu einer viel späteren Zeit 1

1
eintritt, so würde

der Verlauf sämtlicher Begebenheiten zwischen den Zeiten t
1

und Null gerade der verkehrte sein, also immer so beschaffen,
daß

Jd:L~ 0

ist. Jeder Versuch aus der Natur der Körper und dem Wir..
kungsgesetze der zwischen ihnen tätigen Kräfte, ohne Hinzu..
ziehung der Anfangsbedingung zu beweisen, daß

J.!!..-9.- 0rp

ist, muß also vergeblich sein. Man sieht, daß dieser Schluß
viel Verlockendes an sich hat .und daß man ihn geradezu als
ein interessantes Sophisma bezeichnen .muß. Um dem Trug
scblusse, welcher hierin liegt, näher auf die Spur zu kommen,
wollen wir uns sogleich ein System einer endlichen Zahl
materieller Punkte denken, welches mit· dem ganzen übrigen
Universum in gar keiner Wechselwirkung steht.

Wir denken uns eine überaus große aber nicht unend
liche Zahl absolut elastischer Kugeln, welche sich in einem
allseitig geschlossenen Gefäße bewegen, dessen Wände voll
kommen unbeweglich und ebenfalls absolut elastisch sind. Von
außen sollen keine Kräfte auf unsere Kugeln wirken.. Sei zur
Zeit Null die Verteilung der Kugeln im Gefäße eine ungleich
förnlige gewesen; rechts seien z. B. die Kugeln viel dichter
als links, oben seien die geschwinderen, unten die langsameren
Kugeln gewesen, und ähnliches. Das Sophisma ginge jetzt
dahin, daß ohne Zuziehung der Anfangsbedingungen nicht be
wiesen werden könne, daß sich die Kugeln mit der Zeit gleich
förmig mischen werden. Bei den Anfangsbedingungen, welche
wir ursprünglich voraussetzten, sollen die Kugeln z. B. zur
Zeit t

1
fast gleichförmig gemischt sein. Wir können dann an

die Stelle der ursprünglichen Anfangsbedingungen die Zustands
verteilung setzen, welche derj enigen gerade entgegengesetzt ist,
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die gemäß der ursprünglichen Anfangsbedingungen nach Ver
lauf der Zeit t1 eingetreten wäre. Dann werden die elastischen
Kugeln im Verlaufe der Zeit sich immer mehr sondern; zur
Zeit t1 endlich wird eine ganz ungleichförmige Zustands
verteilung eintreten, obwohl die Zustandsverteilung zu Anfang
fast gleichförmig war. Es ist dabei folgendes zu bedenken:
Ein Beweis, daß nach Verlauf einer ge\vissen Zeit t1 die Mi
schung der Kugeln mit absoluter Not-\vendigkeit eine gleich
förmige sein müsse, wie immer die Zustandsverteilung zu An
fang der Zeit gewesen sein mag, kann nicht geliefert werden.
Dies lehrt schon die Wahrscheinlichkeitsrechnung selbst; denn
jede noch so ungleichförmige Zustandsyerteilung ist, wenn
auch im höchsten Grade unwahrscheinlich, doch nicht absolut
unmöglich. Ja es ist klar, daß jede einzelne gleichförmige
Zustandsverteilung , welche bei einem bestimmten Anfangs
zustande nach Verlauf einer bestimmten Zeit entsteht, gerade
so unwahrscheinlich ist wie eine einzelne noch so ungleich
förmige Zustandsverteilung, gerade so wie im Lottospiele jede
einzelne Quinterne ebenso unwahrscheinlich ist wie die Quin
terne 1, 2, 3, 4, 5. Nur daher, daß es viel mehr gleichförmige
als ungleichförmige Zustandsverteilungen gibt, stammt die größere
Wahrscheinlichkeit, daß die Zustandsverteilung mit der Zeit
gleichförmig wird. Man kann also nicht beweisen, daß, wie
immer die Positionen und Geschwindigkeiten der Kugeln zu
Anfang gewesen s.ein mögen ,naeh Verlauf einer sehr langen
Zeit die Verteilung immer gleichförmig sein muß, sondern bloß,
daß unendlich vielmal mehr Anfangszustände nach Verlauf einer
bestimmten längeren Zeit zu einer gleichförmigen, als zu einer
ungleichförmigen Zustandsverteilung führen und daß auch im
letzteren J:1'alle nach Verlauf einer noch längeren Zeit die
Zustandsverteilung wieder gleichförmig wird. Der Loschmidt
~che Satz lehrt also bloß Anfangszustände kennen, welche \virk
lieh nach 'lerlauf einer bestimmten Zeit t1 zu einer höchst
ungleichförmigen Zustandsverteilung führen; liefert aber nicht
den Beweis" daß nicht unendlich vielmal nlehr Anfangs
bedingungen nach Verlauf .derselben Zeit t1 zu einer gleich
förmigen führen würden. Ja im Gegenteile dies letztere folgt
sogar aus dem Satze selbst, denn, da es unendlich vielmal
mehr gleichförmige als ungleichförmige Zustandsverteilungen



39. Über einige Probleme der mechanischen 'Värmetbeorie. 121

gibt, so muB auch die Zahl der Zustände, welche nach Ver
lauf ·einer gewissen Zeit t1 auf gleichförmige Verteilungen
folgen, viel größer sein als die Zahl derj enigen, welche auf
ungleichförmige folgen, und die letzteren sind ja nach Lo
sehmidt als ~fangsbedingungen zu wählen, wenn sich nach
der Zeit t1 eine ungleichf6rmige Zustandsverteilung einstellen solL

Man könnte sogar aus dem. Verhältnisse der Zahl der ver
schiedenen Zustandsverteilungen deren Wahrscheinlicbkeit be
rechnen, was vielleicht zu einer interessanten Methode der
Berechnung des Wärmegleichgewichtes führen würde. Genan
analog verhält es sich mit dem zweiten Hauptsatze. Es ist
nun wenigstens in einigen speziellen Fällen gelungen nachzu
weisen, daß, wenn ein System von einer ungleichförmigell
zu einer gleichförmigeren Zustandsverteilung übergeht, dann
Jd Q/ T für dasselbe negativ sein wird, dagegen positiv im
umgekehrten Falle. Da nun unendlich vielmal mehr gleich
formige als ungleichförmige Zustandsverteilungen existieren,
so ist der letztere Fall außerordentlich unwahrscheinlich und
für die Praxis kann er als unmöglich angesehen werden ~

geradeso wie es als unmöglich betrachtet werden kann, daß
zu Anfang in einem Gefäße Sauerstoff und Stickstoff derart
gemischt gewesen seien, daB nach Verlauf eines Monats der
Sauerstoff sich chemisch rein in der unteren, der Stickstoff in
der oberen Hälfte ansammelt, was nach der Wahrscheinlich
keitsrechnung nur äußerst unwahrscheinlich, aber nicht un
möglich ist. Es scheint mir trotzdem der Loscbmidtscbe
Satz von großer Wichtigkeit zu sein,weil er zeigt., wie innig
der zweite Hauptsatz mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in Verbindung steht, während d'er erste von ihr ganz unabhängig
ist. In allen Fällen, wO.rd Q /1' negativ sein kann, sind auch
einzelne sehr unwahrscheinliche AnfangsbedingungeI.l möglich,
bei denen es positiv ist; und der Beweis, daß es fast immer
negativ sein wird, kann nur durch Wahrscheinlichkeitsrechnung
geführt werden. Es scheint mir, daß bei geschlossenen Bahnen
der Atom"e f d Q/ T immer Null sein muß, was also unab
hängig von der Wahrscheinlichkeitsrechnung bewiesen werden
kann. Bei ungeschlossenen Bahnen dagegen kann es auch
ngativ sein. 'Noch einer eigentümlichen Konsequenz des La
schmidtschen Satzes will ich hier Erwähnung tun, nämlich
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daß, wenn wir die Zustände des Weltalls in unendlich ferne
Vergang~nheit verfolgen, wir ·im Grunde genommen ebenso
berechtigt sind als sehr· wahrscheinlich anzunehmen, daß wir
zu einem Zustande gelangen werden, in welchem endlich alle
Temperaturdifferenzen aufgehört haben, als wenn 'wir die Zu
stände des Weltalls in fernste Zukunft verfolgen. Es ist dies
analog folgendem .b'alle: Wenn wir wissen, daß in einem Gase
zu einer gewissen Zeit eine ungleichförmige Zustandsverteilung
vorhanden ist und daß das Gas schon sehr lange Zeit vorher
ohne äußere Einflüsse in demselben Gefäße vorhanden war,
so müßten wir schließen, daß viel früher die Zustandsverteilung
gleichförmig war. und der seltene Fall eintrat, daß sie allmählich
ungleichförmig wurde. Mit anderen Vv'"orten: irgend eine Ull

gleichförmige Zustandsverteilung führt nach Verlauf einer
langen Zeit t1 zu einer nahe gleichförmigen. Die der letzteren
entgegengesetzte führt nach Verlauf derselben Zeit t1 wieder
zur anfänglichen ungleichförmigen (genauer gesprochen der ihr
entgegengesetzten). Die der anfänglichen Zustandsverteilung
entgegengesetzte aber würde, als Anfangsbedingung gewählt,
nach Verlauf der Zeit t1 ebenfalls nahezu zu einer gleich
förmigen Zustandsverteilung führen.

Vielleicht aber läßt diese Verweisung des zweiten Haupt..
satzes in das Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung dessen
Anwendung auf das ganze- Universum überhaupt höchst be
denklich erscheinen, so gewiß auch die Gese'tze der Wahr
scheinlichkeitsrechnung sich bei jedem im Laboratorium aus
geführten Experimente bestätigen werden.

III. Bemerkungen zur mechanischen Bedeutung des
zweiten Hauptsatzes der Wärmetheorie.

Die Beziehung zwischen dem zweiten Hauptsatze der
mechanischen V\Tärmetheorie und dem Prinzip der kleinsten
Wirkung bzw. dem Hamiltonschen Prinzipe, a.uf welche ich
in den Wien. Ber. 53. aufmerksam gemacht habe,l wurde
seitdem von Clausius, Szily, J. J. Müller, Ledieu und
anderen weiter verfolgt und entwickelt. Sieht man von den
Fällen ab, wo die Kraftfunktion die Zeit explizit enthält, welche

1) Diese Sammlung Bd. I Nr. 2.
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einstweilen für die mechanische Wärmetheorie noch von keiner
Bedeutung zu sein scheinen, so ist die allgemeinste Gleichung,
zu welcher man hierbei gelangt, folgende:

2 of11dt = :EPioqi -~PiOvqiO +J"dt(OI U+ oT).

Dabei sind qi die Koordinaten der verschiedenen beweglichen
Bestandteile (materiellen Punkte des Systems), Pi deren Diffe
rentialquotienten nach der Zeit,l) 11 ist die lebendige Kraft des
Systems, U die Kraftfunktion, deren negative partielle Diffe
rentialquotienten die I{räfte liefern. Wenn bei der variierten
Bewegung die Kraftfunktion eine unendlich wenig andere
Funktion der Koordinaten ist, so ist ()'l U so zu verstehen,
daß der Wert, ,velchen die Kraftfunktion für irgend einen
Punkt der ursprünglichen Bahn hatte, von demjenigen zu sub
trahieren ist, welchen die für die ursprüngliche Bahn geltende
Kraftfunktion annimmt, wenn man darin statt der Koordinaten
des betreffenden Punktes der ursprünglichen Bahn die Koordi
naten des ihm zugeordneten Punktes der variierten Bahn sub
stituiert. Um hieran zu erinnern, wurde dem 0 U der Index 1
beigefügt. Nimmt nlanan, daß, die Veränderung der Natur

, der Kraftfunktion keine Arbeit beansprucht', ferner daß die
gesamte zugeführte Wärme 0 U gemessen wird durch

-l-fdt(()' U+ 011)
L/d t '

also durch den Mittelwert der Zufuhr von lebendiger Kraft
und Arbeit, welche zur Überführung irgend eines Zustandes des
Systems in irgend ein.en variierten notwendig ist, so hat man

dT~ = 201ogJl'dt.

Dabei ist Tl der Mittelwert von T. Die Grenzen des Integrals
vor der Variation sind beliebig, die nach der Variation aber
müssen so gewählt werden, daß die auf die Grenzen Bezug
habenden Glieder .'SPi 0qi - ;EPiO (j qiOverschwinden.

Man kann sich die Veränderlichkeit der Kraftfunktion U
dadurch veranlaßt denken, daß dieselbe auBer den Koordinaten
qi auch noch gewisse von .der Zeit unabhängige, aber der

1) [Pi sind llier die Momente, nicht die Differentialquotienten der qi
naeh der Zeit. (Siehe diesen Band Nr. 42 S. 199.) D. H.]
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'lariation fähige Parameter C1,C2, c3, • " enthält. Dann ist
unter !}l U bloß der Ausdruck

" Bi U (j'
~ Oqi qi ,

zu verstehen. Durch das Wirkungsgesetz der Kräfte ist eine
zur Kraftfunktion hinzutretente Konstante, welche selbst
verständlich auch der Variation fähig gedacht werden, also
wenn man will zu den Parametern Cl' c2 , Cs, ... gerechnet
werden kann, noch völlig unbestimmt gelassen.

Damit keine Unsichel"heit bezüglich derselben bestehen
bleibe, wollen \vir jetzt mit Co die gesamte Zufuhr von leben
diger Kraft und Arbeit verstehen, welche erforderlich ist, um
das System aus einer bestimmten der \"ariation nicht fähigen
Position (z. B. unendlicher Entfernung aller seiner materiellen
Punkte und vollkommener Ruhe aller seiner Bestandteile, wir
wollen dies als den Normalzustand des Systems bezeichnen)
in die Position zu bringen, die es zu irgend einer Zeit der
ursprünglich unvariierten Bewegung hat und ihm die lebendige
Kraft zu erteilen, die es zur selben Zeit hat.

Während der ganzen ursprünglichen Bewegung ist dann
offenbar Co konstant gleich U + T. Während der variierten
Bewegung habe Co den Wert Co + 0 Co; dann ist offenbar

(jeo = oU + 01\

oder da U die Größen ,Pi nicht enthält

S' ""au S' ~au~, s"T
uCo-~ -a-uc7c = ~-a-uq. + u •

Ck qi t

Bezeichnen wir die Größe Co - U mit F und eine Variation,
bei welcher bloß die Größen ck inklusive Co als variabel be-,
trachtet werden durch das Zeichen (Y2' so ist also

s" V s' " aus'
U 2 = u Co - ~ aCI. U ("k •

Die mit /J Q hezeichnete Größe ist also nach der Cl aus i u s
sehen Anschauungsweise nichts anderes als der ~tfittelwert

von 02 J7. J7 hat dabei, eine einfache Bedeutung. Es ist die
negative Kraftfunktionvermehrt um eine so1che Konstante Co'
daß ihr Wert genau gleich der lebendigen Kraft des Systems
ist. "Bei Bildung der Variation 02 V sind erstens, alle in der
Kraftfunktion vorkommenden Parameter zu variieren und dann
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N
Fig.1.

noch die Konstante CO' indem man zu untersuchen hat,welchen
Zuwachs Co erfahren muß, damit es zur negativen Kraftfunktion
addiert, wieder die lebendige Kraft des Systems liefert. Noch
einfacher kann man sagen: V ist Jie lebendige Kraft, welche
das System besitzen würde, wenn seine Bestandteile ohne Zu
fuhr von lebendiger Kraft von ihrer ursprünglichen unvariierten
Bewegung in irgend eine Position gebracht würden, ausgedrückt
als Funktion der Koordinaten jener Position. V + 02 J7 'ist die
selbe Größe für die variierte Bewegung und Kraftfunktion. Be
rechnet man die Funktion 02 JTfür sämtliche Positionen, aus
denen die ursprüngliche Bewegung besteht, und nimmt daraus
das Zeitmittel, so erhält man 0 Q.

Da alle Schlüsse, welche wir im folgenden noch zu machen
beabsichtigen, an dem einfachsten Falle, wenn das System aus
einem einzigen materiellen Punkte besteht, bereits genügend
klar gemacht werden können, so wollen wir sogleich zur Be-

. trachtung dieses einfachsten Falles übergehen. Sei m die Masse
des materiellen Punktes; unter· qi seien die drei Koordinaten
x, y, z zu verstehen; unter Pi die drei )1'

Geschwindigkeitskomponenten U,$V, w in
den Richtungen der drei Koordinaten
achsen. Sei JJ!lN ein Stück der Bahn im ur
sprünglichen Zustande, M' lV', im variierten
Zustande; .11 sei der Punkt, bei welchem
im ursprünglichen Zustande die Integration
begann, A.' derjenige, bei welchem sie im
variierten Zustande beginnt. Man sieht
leicht, wie ich schon in meiner ersten
Abhandlung über die mechanische Bedeutung des zweiten
Hauptsatzes nachgewiesen habe, ·daß dann die auf die Grenzen
Bezug habendep. Glieder verschwinden, wenn A' in der im
Punkte.l1 auf MN gefällten Normale liegt.

Dasselbe muß bezüglich der Endpunkte der Integration
stattfinden. Wir "rollen jetzt die Bahn fort und fort variieren
(dies heiße der erste Variationsprozeß), so daß sie schließlich
um ein Endliches von der ursprünglichen Bahn verschieden
wird. Wir können nach der eben beschriebenen Methode, von
Bahn zu Bahn fortschreitend, den jedesmaligen Anfangs- und
Endpunkt der Integration auffinden. Wir variieren nun noch
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Hf

Fig.2.

.1 1------1. '"

in ganz beliebiger Weise weiter und bestimmen die jedes
maligen Integrationsgrenzen in gleicher Weise (zweiter '\7ariations
prozeß).

Zum Schlusse des zweiten Variationsprozesses soll jedoch
ganz dieselbe Bahn zurÜckkehren, von welcher der erste aus
ging. Hätte bei dem zweiten Variationsprozeß die -Bahn genau
wieder dieselben Gestalten wie beim ersten nur in umgekehrter
Ordnung durchlaufen, so müßten natürlich Anfangs- und End
punkte der Integration in dem lYlomente '.vieder dieselben
werden, \\'0 die Bahn dieselbe geworden ist. Dies gilt aber
bei ungeschlossenen Bahnen im allgemeinen nicht mehr, wenn
die Gestalt der Bahn während des zweiten Variationsprozesses
sich in ganz anderer Weise wie während des ersten verändert.

Sei, um dies an einem möglichst einfachen Beispiele .zu
veranschaulichen, ein endliches Bahnstück 111 ftl in der Nähe
des Punktes .A. geradli~ig. Während des ersten Variations
prozesses verschiebe sich diese Gerade zuerst um ein endliches'
Stück parallel mit sich selbst. Sie komme dabei in die Lage
J1~ N; (Fig. 2). Der Integrationsanfangspunkt kommt dabei
nach Al. Dann drehe sich/die Bahn um den Punkt Al um
einen endlichen Winkel, bis sie in die Lage' ~~' kommt;

der Integrationsanfangs
punkt ändert sich dabei
nicht weiter.

Hiermit sei der erste
Variationsprozeß be

endet; der zweite Varia
tionsprozeß beginne da
mit, daß sich die Bahn
wieder parallel zu sich
selbst verschiebt, bis sie
nach Mg Na gelangt. Der
Durchschnittspunkt A

3
von Ms ~3 und MN liege

in der im Pun~te Al auf~ N2 gefällten Senkrechten. Er ist
Integrationsanfangspunkt für die Bahn Mg ~3 •

Schließlich drehe sich die Bahn ,vieder um den Punkt A
so weit, bis sie exakt in ihre alte Lage zurückgekehrt ist; dabei
ändert sich der Integrationsanfangspunkt wieder nicht weiter.



39. Über einige Problerne der mechaniscben Wärmetheorie. 127

Obwohl jetzt die Bahn die alte ist, ist der Integrationsanfangs
punkt doch um ein endliches Stück verschoben. Natürlich gilt
ganz dasselbe, wenn die Bahn nicht geradlinig, sondern krumm
in der. Nähe des Punktes .f1. ist, und auch der Integrations
endpunkt wird sich im allgemeinen und zwar in ganz anderer
Weise veräp.dert haben. Obwohl daher die Zustände des
materiellen Punktes einen vollständigen Kreisprozeß durch
gemacht haben, so verschwindet doch J(dQjl1

), über denselben
erstreckt, nicht; denn log fTdt hat zu Anfang des Kreis
prozesses einen ganz anderen Wert als zu Ende desselben.
Es ist leicht auch in der Tat Wirkungsgesetze zu finden, für
welche dieser Umstand eintritt.

Sei M ein beweglicher materieller Punkt, dessen J\iIasse
mit m bezeichnet werden mag, 0 M = r seine Entfernung 'Von
einem fixen Punkte O. Der Punkt M werde mit der Kraft t~(r)

vom Punkte. 0 abgestoßen. Nehmen wir an, daß die Arbeit
00

cp (1") = Jj'(r) dr ,
r

welche erforderlich ist, um den Punkt Al' aus .unendlicher Ent
fern ung in die Distanz 1· von 0 zu bringen, endlich sei, so ist
rp diejenige.B"unktion, deren negativer Differentialquotient nach
irgend einer Richtung die in dieser Richtung auf ]VI wirksame
Kraft liefert, also die sogenannte Kraftfunktion. Bezeichnen
wir mit v die Geschwindigkeit. von M und mit {} den Winkel,
den der Radiusvektor 0 M mit irgend einer in der Ebene der
Bahn gezogenen Geraden einschließt, so ist ve~möge des Prin
zips der lebendigen Kraft:

1nv2 1n (d r) 2 mr
2 (d #)2

(1) -2- = 2 dt + -2- TI = Ct - cp(r)

und vermöge.des Prinzips der Flächen:

d-& ,/-
r2 TI =y ß·

a und ß bleiben während der ganzen Bewegung konstant. Aus
diesen Gleichungen· folgt:

(2)
drdt= .. ,

1 /~ _ 2qJ(r) _ Ji.
V m n~ r 2
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d{}= V~ .
r n /21X _ ~ tp (r) _ .f.

Vm. 1'n r2

Wir erhalten für den Mittelwert der Kraftfunktion den
Ausdruck:

J qJ (r) dr

z =}I~_~ _-ß-'
'}n ?n r 2

f
dr

n= }12ft 2;(r) ß
t. -----~---

'7n m r 2

Die Integration ist von einem Minimum bis zu einem
Maximum des Radiusvektor r, also von einer kleineren bis zur
nächsten größeren positiven Wurzel der Gleichung

{Jlln
~ - Cf (r) ~ 2 r~ = 0

zu erstrecken. Das Gleichungspolynom muß natürlich zwischen
beiden Wurzeln positiv bleiben. Die mittlere lebendige Kraft Tl
istu - P. Die gesamte Summe der lebendigen Kraft und
Arbeit, welche man dem materiellen Punkte zuführen muß,
um ihn aus unendlicher Entfernung ,in s~ine Bahn zu bringen
und ihm die Geschwindigkeit zu erteilen, die er daselbst be~

sitzt, ist iX. Ändert sich die Kraftfuuktion nicht, so ist also
die Arbeit oQ, welche notwendig ist, um den materiellen Punkt
von einer Bahn in irgend eine andere zu bringen, gleich dem
Zuwachse ~'u der Größe u. Ändert sich dagegen die Kraft
funktion; z. B. gewisse darin vorkommende konstante Para
meter Cl (:2 • • ., so ist unter der Voraussetzung, daß die Ver ..
änderung der Natur der Kraftfunktion keine Arbeit beansprucht,
Ci~ die Differenz der Arbeiten, welche n9twendig sind, um den
materiellen Punkt aus dem Ruhezustande und unendlicher
Entfernung einmal in die eine, dann in die andere Bahn zu
bringen und ihm jedesmal die entsprechende Geschwindigkeit
zu erteilen. Die Zufuhr von lebendiger Kraft und Arbeit da
gegen, welche notwendig ist, um den materiellen Punkt von
irgend einem Orte M· der alten Bahn zu dem ihm zugeordneten
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Ort M' der variierten Bahn überzuführen und seine Geschwin
digkeit aus der in M stattfindenden in die in J11' stattfindende
zu verwandeln, unterscheidet sich von J'u um die Mehrarbeit,
die infolge der Veränderung der Kraftfunktion im variierten
Zustande gegenüber dem ursprünglichen notwendig ist,- um den
luateriellen Punkt aus unendlicher Entfernung an den Ort M
zu bringen. Sie ist also

o I y a<p (r) 0
U I ..,;;;,.J ao;- ck '

wobei für r die Entfernung des Ortes M von 0 zu substituieren
ist, Die Mehrarbeit, welche infolge der Veränderung der Kraft
funktion zu einer 'unendlich Kleinen Verschiebung erforderlich
ist, liefert nur unendlich kleines höherer Ordnung. Die gemäß
der Olausiusschen A.nschauung im Mittel zur Verwandlung
der einen in die andere Bahn zu leistende A.rbeit ist also: 1)

dQ = (Ja + 1.,
n

wobei

.fi
~ rp aCk d1"

?;= V2aIJ2rp(f)" fJ
m - -;;;;;:- - ~

ist; n besitzt den oben_ angeführteJ?...Wert. Wie man sieht,
läßt sich die Integration leicht durchführen, sobald man setzt

a b
ep(r) = - --;- -~- 2~-2- ,

was einer Anziehung von der Intensität alr2 - blr3 in der
Distanz r entspricht, a und b spielen hier die Rolle der Kon
stanten Ck.' Bei der Variation der Bewegung sollen (t, ß, a

und b bzw. um oa, aß, oa und ·ab wachsen, dann ist:

;2Bcp(r) OC=- 8ct + o~,
aBk k r 2r

Es ist also oQ der Mittelwert von

Oot=_~a+~.
r 2r2

1) Betreffs des Vorzeichens vond Q siehe Nr. 173 Abschnitt 1 und
die auf Gleichung (17) folgende Bemerkung in Nr. 74 des Irr. Bandes
dieser Sammlung.

B 0 l~ tz man n, Gesammelte wissenseh. Abhand!. H. 9
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Dies hätten wir auch aus dem früher gefundenen Resultate
ableiten können. Die früher mit 02 J7 bezeichnete Größe ist
nämlich in diesem Falle

so ( ab) s' va obu, et - - + - = u U - - + -'}.
2 r 2 r2 r 2 '}"-

Wir wollen jetzt Kürze halber setzen

1 1() = 1~2, S = und (j = C).... r r-

Damit die Bahn reell sei und im Endlichen liege, muß das
Minimum und Maximum des Radiusvektor r also diebeiden
Wurzeln der Gleichung

2a _ 2 cp (rl _ ~ =. 2 a + !-~ -.!.. _ b + m ß ~ = 0
'In m r"' rn m . r m r 2

positiv sein, und das Gleichungspolynom muß für Werte des
r, welche zwischen den heiden Wurzeln liegen, ebenfalls positiv,
also für unendl~ch;große r negativ sein; d. h. es muß u:p.egativ
und nach dem Cartesiusschen Satze ~ und b + m ß positiv
sein. Wir wollen immer vom Minimum bis zum Maximum,
also vom kleinsten bis zum größten Werte des r integrieren;
dann ist d r, d f! und

... /2(1. + 2a 1 b + '1n(J
Vm m r - mr2

positiv, dagegen ds und du negativ.

Beachtet m~n, daß

f dx n
YA + Ba; + Oa;2 = V' - 0

wenn w1 die kleinere, W 2 ·die größere VvTurzel der Gleichung

A + B.1: + Cx2 = 0

ist, so ergibt sich für den gewählten Wert der Kraftfunktion
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x 2 bn .. /~;-
rp=n::= U-a-Vb+1nß'

Tl = a - lp = b:V!J ~~ ß - a ,

dQ = oa+..l = oa + 2a iJa _ (Y,iJh , / b- 2(Y,ß 0

n . a a V +m

Bildet man hier den Ausdruck oQ ITl' so· sieht. man so
fort, daß er kein vollständiges Differential ist, da er aß gar
nicht enthält; und zwar ist er schon, wenn a und b, also die
Kraftfunktion konstant bleibt, kein vollständiges DifferentiaL
Wenn dagegen b = 0b = 0 ist, bleibt die Bahn eine geschlossene
und 0Q/ Tl ist· ein vollständiges Differential.

Ein zweiter Fall, wo die Integration sehr einfach ist, tritt

ein, wenn lp (r) = - ar2 + 2:
2

ist. Dann findet man:

.28cp (r~ 0 C =- 1'2 0a +~.aCk k 2 r2

Damit die Bahn reell sei, und ganz im Endlichen liege,
muß a negativ" «, undfJ + mb positiv sein. Unter Anwendung
derselben Bezeichnungen wie früher ergibt sich:

z=-:fv h+mßQd~rt 2a 9+~rV2a 2: drT

h+mß-2
-~+mQ+1n(r t.; .·'fn-rn:a--;;;;;-O"

a na 1;-:;;;- b 1/~
=-"2

0

-2aV~+-4·Vb+lfnß'

z = - aJ1 ~~~~-+-2-:-r-=-b~+~ ß + ~J-.. j-i~+-2--a~~-b--+:~~
Vrrn m m V1n m m

= -a· %V_~a + : O%Vb +mmp"

{; - - oa%l/_m- + iJb %v-·_m__. ,
- - ~ - 2a 2 b + 1nfJ

J rdr na 1 j-;;;:;:-
n= v2 a '> 2 a b + m ß = - 2 €X V -:... 2 (( .

-r-+-r----
1n m 'ln

Da a negativ ist, sämtliche Integrale ·aber wesentlich
positiv sind, so sind sämtliche Wurzeln positiv zu nehmen.
Es ist

9*



132 39. Über einige Probleme der mcchaniscllen Wärlnetheorie.

r=_O(l.~l/. 1n +~.n1/ m .. ,
~ 2- 2 a V - 2 a 4 Vb +1n ß

'3} d Q n 1 /--;;:n:-
n=2 1/ b+mß 2a -2a.· 2=2V-2ct'

V - V~- - Iln e+ mQ

Da wieder alle Integrale wesentlich positiv sind, und a
negativ ist, so sind wieder alle Wurzeln positiv anzunehmen.
Es ist also

_ x ('l. b ~ / - 2a
(f == n= + 2- +~ V b +;n ß '

---: ('t b /.- 2a
Tl = a .;... rp= 2 - 2l b + m{J ,

~ lX ~ a vb 1 j'-"-=-"2a'·-
oQ = oa+ n = atZ + 2a" + T Vb+ 1?'tß'

oQITl ist wieder nur für b = .~~ b = 0 ein vollständiges
Differential. Diese Resultate müssen bei einem Versuche den
zweiten Hauptsatz auf rein analytischem Wege zu beweisen,
notwendig ins Auge gefaßt werdi~n, weil jeder Beweis, welcher
so a:ngeme~n gehalten ist, daß daraus auch in diesen Fällen

fIJT~ =0 .

~olgen würde, was mir bei den Beweisen Szilys undJ. J.
Müllers ,der lfall zu sein scheint, notwendig falsch sein muß.
Beweise, welche .von der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus
gehen, können. n!1türlich von diesem Vorwurfe nicht getroffen
werden.

Da die Leiden betrachteten Gattungen von Zentralbewegung
so geeignet erscheinen, die mechanischen Sätze zu veranschau
lichen, welche mit dem zweiten ~Hauptsatze der Wärmetheorie
im Zusammenhange stehen, so mag hier noch ein Satz Platz
finden, mittels dessen man sich leicht einen Überblick über
die Natur der verschiedenen hierbei, sowie überhaupt bei der
Zentralbewegung vorkommenden Bahnformen und Bewegungs..
arten verschaffen kann.

Die Gleichung (2) zeigt, daß bei jeder beliebigen Zentral~

'bewegung eines materiellen Punktes um ein :fixes Zentrum 0,
. r genau dieselbe Fu~tion von t bleibt, wenn wir die Flächen~

geschwindigkeit, also ß,. gleich Null setzen und dagegen zur
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Ki'aftfunktion noch' ein Glied m ß/2 1.2 hinzufügen, welches
einer der dritten Potenz der Entfernung proportionalen Ab..
stoßung entspricht. Der Radiusvektor r wird sich daher bei
der Bewegung in der Ebene geradeso ändern, wie bei der
Bewegung in einer geraden Linie, wenn bei der letzteren noch
eine der dritten Potenz der Entfernung proportionale Ab
stoßung hinzugefügt wird. Damit hängt ZU5ammen, daß man
auch eine Zentralbewegung, bei ~elcher die. Kraft ein der
dritten Potenz der Entfernung proportionales Glied enthält,
immer auf eine andere reduzieren -kann, bei der jenes Glied
fehlt.

Wir wollen die Konstanten ct und ß unverändert lassen,
aber zur Kraftfunktion Cf (r) noch ein Glied bj2 r2 hinzufügen,
d. h. wir fügen zu der bereits vorl1andenen Kraft noch eine
abstoßende Kraft von der Intensität b I r3 hinzu, wobei beine
Konstante ist. Dann geht die Formel (2) über in:

drdt = __~_ .
1 /~ _ 2 <p(r) - ~ (ß +~).V m m r2 m

Die Abhängigkeit des Radiusvektor 1" von der Zeit ist
also geradeso, als ob in der Kraftfunktion das Glied b / 21,2

fehlte, aber die doppelte Flächengeschwindigkeit den Wert

Vß+ ~
statt Vif hätte. Die Formel (3) geht über in:

li{t = Vßdr
1'21 ;'2(; _ 2 qJ (1') - .!. (ß + .!)Vm m r 2 rn

oder

Fügt man daher zur Kraftfunktion das Glied· h /2 r 2 hinzu,
so ist
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durch dieselbe Gleichung mit r verbunden, durch welche' li
mit r verbunden wäre, wenn erstens dieses Glied fehlte und
zweitens die doppelte Flächengeschwindigkeit den Wert

Vß+ 7:;
statt Vß hätte. voran einer zu t und f} hinzuzufügenden will.
kürlichen Konstante, welche aber nur den Anfang der Zeit
und die Lage des Koordinatensystems bestimmt, ist dabei
überall abgesehen. Durch Hinzufügung einer der dritten
Potenz der Entfernung proportionalen Abstoßung von der
Intensität b I r 3 ändert sich also di~ Bahn sowie die Relation
zwischen l' und {} geradeso, wie durch Vergrößerung der
Flächengeschwindigkeit im Verbältnisse

I:V I + ~ß
und gleichzeitige Verkleinerung des Winkels {f im Verhältnisse von

VI + ~ß:1.
Man kann also· aus der alten Bahn die neue sehr leicht' kon
struieren. Dasselbe gilt auch, wenn h negativ, sein Zahlen
wert b' aber kleiner als in ß ist; nur erscheint dann der
Winkel {} im Verhältnisse

VI - ~'{J: 1

vergrößert. Der Wert der lebendigen Kraft m v2 /2 war früher
a - ~ (r); derselbe ist jetzt

b
(4) a - cp (r) - 2 r2 ;

deJ;selbe ist also .um b /2 r 2 kleiner.
Sei nun zunächst Cf (r) = 0; der Punkt M wird dann von

gar keiner Kraft affiziert, bewegt sich also längs einer Ge
raden A. B, deren Distanz vom Punkte 0 roite bezeichnet
werden soll. Die Geschwindigkeit des Punktes bleibt konstant;
wir wollen sie v nennen; so folgt aus Gleichung (1):

v = V~'
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Dann ist c v die doppelte Flächengeschwindigkeit, und \veil
dieselbe mit 1113 bezeichnet wurde, so -ist

c=l/ß =1;r;;ß".
Vv2 V~

Zählen wir den Weg s des Punkes M vom Fußpunkte der von
o auf.l1 B gefällten Senkrechten an, so ist r Z = c2 + .~2 und
wegen s = v t

Z mfJ 2a 2(5) fr = ~ + m t ;

die Gleichung der ~eraden A B aber ist:

(6) r cos {} = 1 I rn fJ •V 2a

Fügen WIr nun zu ep (r) das Glied b /2 1~2 hinzu, so er
halten wir den Fall, daß der Punkt M von 0 mit einer
Kraft von der Intensität b I r 3 abgestoßen wird. Die doppelte
Flächengeschwindigkeit sei wieder iß, die lebendige Kraft des
Punktes M in der Distanz r von 0 sei nach Gleichung (4):
u - b /2 r 2• Die Relation zwischen rund terhalten wir aus
der früheren, indem wir in Gleichung (5) /3 + h I m statt ß
substituieren; es ist also bei einer der dritten Potenz der
Entfernung proportionalen .A.bstoßung 'von der Intensität b Ir 3

,

wenn fß die doppelte Flächengeschwindigkeit und a - b /2 r2

die lebendige Kraft in der Distanz 1~ ist:

(7) 1.2 = rn ß+ b +~ t2 •
2a . m

Die Relation zwischen rund {f bei der neuen Bewegung
erhalten wir, indem wir in Gleichung (6) statt ß wieder ß+ bl m
und statt {t auch noch

&V1 + ~ß
schreiben. Die Gleichung der neuen Bahn ist also:

(8) r cos t9· • 1/1 + -!!..... = 1/ mß + b.V mß V 2a

Man konstruiert die neue Bahn, indem man von 0
nach allen Punkten der Geraden A. B Radienvektoren zieht
und die Längen derselben ungeändert läßt, ihre Winkel aber
im Verhältnisse
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{l+:p:l
verkleinert. Für negative b gilt dies auch noch, solange der
Zahlenwert von b kleiner als m ß ist. Wenn aber. 1 + b Im ß
ne'gativ ist, so verwandelt sich der Cosinus in zwei Exponentielle.

Für positive b erhält man mittels dieser Konstruktion

~
o

Fig.3.

o

Fig.4.

eine Kurve, wie sie in Fig. 3 verzeichnet ist. Dieselbe besitzt
zweI Asymptoten, welche den Winkel

1/--mrr
?tVmß+b'

also einen spitzen Winkel miteinander einschließen. Die Kurve
wendet dem Punkte 0 ihre konvexe Seite zu. Ist b negativ,
aber 1 + b / m ß positiv, so bilden die Asymptoten den stump-

fen Winkel % 1/ m f!
Vm{J+b·

Die Kurve wendet dem Punkte 0 ihre konkave Seite zu, was
natürlich ist, weil früher Abstoßung, jetzt Anziehung statt-

findet. Solange 1.·~. m .ß..
~V rY;ß+b

kleiner als 2'1t ist, hat die Bahnkurve dIe in :H'ig. 4 darge
stellte Gestalt. Übersteigt der Wert dieser Größe 2 n, so

Fig. 5. Fig. 6.

beginnt sich die Bahn spiralig um den Punkt 0 aufzurollen,
wie es in Fig. 5 und für noch größere Werte von
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in Fig" 6 dargestellt ist"
Ist m ß+ b = 0 oder negativ, so läßt sich die Bahn nicht

mehr aus einer Geraden durch bloße Multiplizierung des
Winkels {} konstruieren. In diesem Falle müssen wir also zu
den Formeln unsere Zuflucht nehmen. Sei zunächst mß+ b = 0 ;
dann läßt sich in Gleichung (7) rechts und links die Quadrat
wurzel ausziehen und man erhält

r = V~t.
Der Radiusvektor ist also bei passend gewähltem Anfange der
Zeit dieser proportional, was übrigens auch direkt aus der
Formel (2) ersichtlich ist, indem in dieser :B"'ormel unter dem
Quadratwurzelzeichen

gleich Null wird. Die Formel (8) kann in diesem Falle nicht
direkt verwendet werden. Um sie brauchbar zu machen, setzen

wir 11m ß' + b zunächst gleich einer sehr kleinen GröBe 8; wir
erhalten dann

8i} 8
r COS -=== = -=== 0

Vmß V2a

Fügen wir nun dem Winkel {t die Konstante

nVmß
-~

r{}=l/mß.
V 2a

Die Bahn des Beweglichen ist also eine logarithmische
Spirale. Ist gleichzeitig noch a == 0 und

10 mß+b h
Im~= ,

so folgt aus der Gleichung (7) r = h, der Radiusvektor bleibt
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also konstant. Die Bewegung geschieht im Kreise. Sei end
lich rn ß+ h negativ. In diesem Falle wollen wir

V-1- ~ß
mit g bezeichnen; dann wird die Gleichung der Bahn, wenn a
ebenfalls negativ ist

r (eg{) + e-g {}) = V2
(m ~ -+- b) ,

was wieder eine Spirale repräsentiert, deren beide Zweige aber
im Koordinatenanfangspunkte enden. Ist a positiv, so würde
der zweite Teil der Gleichung· imaginär; wir wollen dann in
Gleichung (8) zu {} die Konstante

nVmß
2Vmß+b

addieren; sie geht dann über in

rsin lifV1 + ~ß = Vm-~:b
oder nach Auflösung des imaginären Sinus in zwei Exponentiellen

r (eg{) _ e-g{}) = 1 I_ 2 (m t!..±!!2 ,. V a

welche Gleichung eine Spirale darstellt, deren einer Ast ins
Unendliche geht, während der. andere im Koordinatenanfangs..
punkt endet. Ist endlich a = 0, so wird die· Bahn des Be
weglichen eine logarithmische Spirale. AIs zweites 'Beispiel
wollen wir den Fall betrachten, wo'

. rp(r) =- - !!:.-
r

ist; es wird dann der Punkt 11-1 mit der Kraft a / 1,2, 'also nach
dem NewtonschenGravitationsgesetze nach dem Punkte 0
gezogen. Nach bekannten Formeln für diePlanetenbewegung
hat man dann:

dt = Vmrdr
Y'2 (X r~ + 2 ar - ßm '

Vm 1/2 2 ß a 11m · 2 (~r + a
(9) I t=2-;:;Y ur +~ar- m- V_2aSarcslllVa2+2arnß'

mß--a

COS lif = va~am fJ ·



3 ar + a
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Fügen ~ir zur Kraftfunktion noch das Glied b / 2 TZ hinzu,
so daß also die gesamte Kraftfunktion

a b
r + 2r2 '

die Anziehung gleich

ist, so ändert sich in den Formeln für die Zeit nichts, als, daß
ß+ b / m an die Stelle von ß tritt; es ergibt sich also:

, ymrdrd t = --'-------'~-----.. ",..,,,.-. J

V2 a r~ + 2 ar - ßrn - b

Vm ,/. .2 2 · ß b a Vm ·t = ----, r t Cl 1 + a 1 - nl - - - " arCSln ~=--=::======;:===:.=:=-
2 a . V - 2 cx 3

Dabei ist Vß die doppelte Flächengeschwindigkeit,

die lebendige Kraft des materiellen Punktes in der Distanz
l' von O.

Ist a positiv, so entfernt" sich der Punkt M ins Unend
liche. Ist dagegen a negativ, so bleibt er ganz im Endlichen.
Im letzteren Falle 'sind' die beiden Wurzeln der Gleichung:

2a ,,2 + 2 a r - ßm - b = 0

der größte und kleinste Wert des fr; sie mögen mit r 0 und 1'1

bezeichnet werden. Dann findet' man für die Zeit, welche der
Radiusvektor braucht, um von r bis r 1 überzugehen

nal!~

17-=- 2~-;'

Die Gleichung der Bahn des Beweglichen erhalten wir, indem
wir in Gleichung . (9):

ffV 1 + ?~ß
für {}, und ß+ b Im' für ß substituieren; sie ist .,also.:

'mß+h

cos ff V1+' ~'ß = 'Va2~-;-~(Xb'
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Solange rn ß + b positiv ist, kann diese Bahn. wieder leicht
konstruiert werden. Wir verzeichnen uns zunächst die durch
die Gleichung (9) bestimmte Bahn, ,,~elche der Punkt be
schreiben \vürde, wenn bloß die Anziehungskraft a / r 2 vor-

handen wäre, die doppelte lflächengeschwindigkeit Vß und die
lebendige Kraft in der Distanz r von 0 a + a / r wäre.
Dieselbe ist eine Kegelschnittlinie, in deren Brennpunkt der
Punkt 0 liegt. 'VV"rir ziehen nun vom Punkte 0 nach allen
Punkten jener Kegelschnittlinie Radienvektoren und lassen
diese Radienvektoren der Größe nach ungeändert, während
wir ihre Winkel im VeI'hältnisse

VI + :p"; I
verkleinern. Der geometrische Ort 'der Endpunkte der Radien
vektoren in ihrer neuen Lage ist die Bahn des Beweglichen,
wenn die Anziehungskraft gleich

a b
r"J --;:s,

die doppelte .H'lächengeschwindigkeit gleich liß" und die leben
dige Kraft in der Distanz r gleich

a b
et + -;:- - 2 r2

ist. Die Gestalt der Bahn, welche man in dieser Weise erhält,
ist daher ganz ähnlich mit der einer Kegelschnittlinie : nur ist
der Winkel zweier sich folgenden Apsidenlinien (der Radius
vektorep, für welche ,. ein Maximum oder Minimum ist) nicht
gleich iJt; die Bahn ist daher im allgemeinen (wenn der Winkel
zweier sich folgender Apsidenlinien nicht gerade mit 1(; kom
mensurabel ist) nicht in sich zurückkehrend.

Als drittes Beispiel möge der Funktion ((10
) noch der Wert

- ar erteilt werden. Dann ist die Arbeit, welche erforderlich
wäre, um den· Punkt M in unendliche Entfernung von t zu
bringen, unendlich. Dagegen ist die Arbeit, welche dieser
Punkt leistet, wenn er bis in die Distanz Null von 0 kommt,
enQlich; wir wollen daher setzen:

r

J a1,o2
. ep (r) = - f(r) dr =-2-'

o
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Die Bewegungsgleichungen reduzieren sich dann, wenn man
rechtwinklige Koordinaten einführt, auf:

r}2 Y
m -~.t t2 = - a y ,

(10)

deren Integration liefert:

X= .tf cos 1 ~ t + B sin 1 /~ t ,Vm ' V 'in

. y = c cos~ t + ]) sin tlK t ,

wobei .11, B, C und D Konstanten sind. Drückt man wieder t
und {} als Funktion von r aus und gebraucht die früher ein
geführten Integrationskonstanten ~ und ß (zwei zu t und {}
additiv hinzutretende Integrationskonstanten sollen wieder
unterdrückt werden), so erhält man:

a - a ,,2 = Va 2 - a rnß · cos 21 ja t,Vm
(11)

Fügen wir nun zur Kraft noch ein Glied b jr3 hinzu, so
daB also der Punkt' M, gegen 0 mit einer Kraft von der

Intensität ä r - b 11.8 gezogen wird. Vß sei die doppelte
Flächengeschwin digkeit,

a. r 2 b
(X-_._-

2 21j,,2

die lebendige Kraft in der Distanz T. Dann finden wir, die
neue Relation zwischen rund t, indem wir in die Gleichung (10)
ß+ b I m für ß ,schreiben. Dieselbe ist also:

(12) a '-- a r2 = ~=- am ß-=-ab. cos2V~ t.

Ist a, positiv" ,so ändert sich also rwiederperiodisch;, die
'Dauer einer Periode

V
~'

?t -
a

hat sich durch Hinzufügung der der dritten Potenz der Ent
fernung proportionalen Abstoßung nicht verändert. Ist a negativ,
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so löst sich der Cosinus in zwei Exponentiellen auf. Der Fall
a = 0 reduziert sich auf den schon früher betrachteten. Ist
der Koeffizient des Cosinus gleich Null, also

a2
- a.m ß - a h = 0 ,

so bleibt r konstant, die Bewegung geschieht also im Kreise;
imaginär kann dieser Koeffizient nicht 'werden, weil sonst

m(~)2=a_ ar.
2

_ mß+b
2 d t 2 2 r2

negativ, also der Differentialquotient von r nach der Zeit
imaginär ausfiele. Die neue Gleichung der Bahn erhalten wir,
indem wir in die Gleichung (11) ß + b / m statt ß 'und

ifV1+--:;ß
statt 1!} substituieren. Dieselbe ist' also:

m ß + b ,/ "'1/ b
(13) a - r 2 . = ra 2

- a m ß- ab eos 2 {J V 1 + m fJ •

Falls m (3 + b positiv ist, kann diese Bahn wieder leicht
aus der vorigen konstruiert werden~ Wir wollen die Bewegung
aufsuchen, welche der Punkt machen würde, falls bloß die
Kraft ar vorhanden wäre, aber die doppelte Flächengesch\vin-

digkeit nicht gleich 11ß, sondern

1/1 +_h
V mß

wäre, d. h~ wir wollen in die Gleichung (11) ß+ b / m sta~t ß
schreiben, aber {} ungeändert lassen; wir erhalten:

mß + /1 ,1
a - . r 2 = Y a2 - a m ß- ab. eos 2 {}

oder nach Einführung rechtwinkliger .. Koordinaten:

(14) x 2 • a-l/a2 -aIJ1'1If]-ab + 2. r.t+1/a2 -amß-amb_ 1mfJ+b Y ?'nß+b - •

Es ist dies die Gleichung einer Ellipse, wenn a positiv, einer
Hyperbel, wenn anegativ ist. ··Wenn nun die Anziehungskraft
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a r - h /1.3 und die doppelte Flächengeschwindigkeit 1Iß ist,
so ist die Abhängigkeit des Radiusvektor von der Zeit
ganz dieselbe. Die Gestalt der Bahn aber unterscheidet
sich bloß dadurch, daB die Winkel der Radienvektoren sich
zu denen der früheren wie

1 :V1 + mbfJ

verhalten. Man erhält also die neue Bahn, indem man an die
durch die Gleichung (14) dargestellte Kegelschnittlinie vom
Zentrum Radienvektoren zieht, deren Länge ungeändert läBt,
ihre Winkel aber im Verhältnis

verkleinert. Die Bahnkurve hat also für positive b folgende
Gestalt.

F:'g.7. Fig.8.

o·

Fig.9.

Für negative b aber wird ihre Gestalt folgende:

Fig.l0.

oder für größere Zahlenwerte von h:

Fig.11.



144 39. Über einige Probleme der mechanischen Wärmetheorie.

Fig.12. Fig-. 13.

(15)

Die links stehende Figur gilt immer für positive, die
recbtsstehende für negative a. Falls die Gleichung (14) einen
Kreis repräsentiert, so wird aus demselben durch unsere Kon
struktion wieder ein Kreis. Unsere Konstruktion hört auf an
wendbar zu sein, wenn m ß+ b gleich Null oder negativ ist.
Im ersten Falle reduziert sich die Gleichung (12) auf

1/2a . 1,/ar = Va SIn Vm t.

Um die Gleichung (13) anwendbar zu machen, setzen WIr
m ß + b gleich einer sehr kleinen Größe 8. Entwickelt man
dann die Wurzeln' und den Cosinus nach Potenzen von 8 und
behält nur das erste Glied bei, so ergibt sich:

was eine Spirale darstellt,. die in unendlich vielen Windungen
den Punkt 0 umkreist und in demselben endet. Für positive a

ist der größte Wert von r gleich

1/2a
V (J,

und nimmt r von seinem größten Werte bis zu Null in der
endlichen Zeit

;~
ab. Für negative a erstreckt sich die andere Seite der Spirale
ins Unendliche. Ist endlich m ß+ b negativ, so wollen wir es
gleich - 9 setzen. Dann geht die Gleichung (13) für positive
a 2 + ag über in

q 1 ,/-- ( 2Vg -ß.. . - 21/ g -ß.)
Cl + ~.2 = 2 va2 + ag ,em ß + e V m ß •
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Setzen wir zuerst voraus, es sei a positiv. Dann ist dies
die Gleichung einer Spirale, deren beide Enden sich im Koor
dinatenanfangspunkte befinden und 'welche ganz im Endlichen
liegt. Der größte Wert des 1· ist

+ ag - (X

Die Zeit, welche erforderlich ist, damit das Bewegliche von dem
jenigem Punkte der Bahn, für den. r ein Maximum ist, bis zum
Koordinatenanfangspunkte gelange, ist nach der Formel (12)
gleich

!. ··Vl
m (n - arctg l/a g) .

2 a a

Ist a negativ, aber a2 + ag positiv, so hört die Gleichung (15)
nicht auf zu gelten. Es muß dann u notwendig von Null ver
schieden sein, weil a gnegativ ist, also' a 2 + ag sonst nicht
positiv sein könnte. Wir haben zwei Fälle zu unterscheiden:
.A.) wenn u positiv ist, so muß der Quadratwurzel in der
Gleichung (15) das positive Zeichen erteilt ,verdeu und jene
Formel stellt dann eine Spirale dar, deren .einer Ast sich ins
Unendliche erstreckt, 'während der zweite im Koordinaten
anfangspunkte endet. B) ist a negativ, so kann der Quadrat
wurzel sowohl das positive, als auch das negative Zeichen
erteilt werden. Im ersten :F'alle repräsentiert sie eine Spirale,
welche ganz im Endlichen liegt, im zweiten Falle eine solche,
deren beide ...~ste sich ins Unendliche erstrecken. Es kann
also das Bewegliche in diesem Falle z~ei ganz getrennte
:und verschieden gestaltete Bahnen einschlagen. ' Welche von
heiden es einschlägt, hängt natürlich davon ab, auf welcher
es sich zu Beginn der Zeit befand. Es hängt. dies damit zu
sammen, daß, wenn u und a negativ, a2 + ag aber positiv
ist, die Gleichung

!!.!-(dr)2 = _ ar2 + L = 0
2 d t a 21'2

.zwei reelle positive Wurzeln für r liefert, welche zwei Distanzen
entsprechen, von denen in der einen Abstoßung, in der anderen
_-\nziehung stattfindet.

Ist a 2 + a.<J = 0, so hat c;1ie letzterwähnte Gleichung
gleiche Wurzeln; wir wissen bereits, daß dann die Bewegung

Bol t z man n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 11. 10
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im Kreise geschieht. Ist endlich ct 2 + a,q negativ, so muß in
der Gleichung (13), damit dieselbe etwas Reelles liefere, dem
t't die Konstante

n: 1 / mB
-4V mß+b

beigefügt werden. Dadurch verwandelt sich der Cosinus in
einen Sinus und man erhält, wenn man den letzteren in zwei
Exponentiellen auflöst:

u+ ;2 = V-u2-ag(e2V:ß"'-e-2V,~qß"').

welche Gleichung unter allen Umständen eine Spirale darstellt,
deren einer Ast sich ins Unendliche erstreckt, während der
andere im Koordinatenanfangspunkte endet.. In der Tat hat
die Gleichung d r / d t = 0 nur imaginäreWurzel~ für r. Da
die Diskussion spezieller Fälle so außerordentlich leicht ist, so
will ich sie nicht weiter fortführen. Nur noch einige allgemeine
Betrachtungen bezüglich der Zentralbewegung sollen hier Platz
finden. Es repräsentieren uns nämlich die hier aufgezählten
Bewegungsformen in der Tat alle Grundformen, welche bei
der Zentralbewegung überhaupt auftreten können und dies ist
auch der Grund, weshalb ich mich auf eine ausführliche Dis
kussion einließ. Die Gleichung

r 2 dd.f} = const.
t

zeigt uns nämlich sogleich, daß d{} I dt sein Zeichen nicht
ändern kann; auch kann es nicht 0 \verden, wenn nicht r un
endlich wird oder die Bewegung nicht beständig in einer
Geraden geschieht. Es sind daher 'zunächst zwei Hauptformen
der Bahn zu unterscheiden; entweder die Bahn geht ins Un
endliche oder dieselbe liegt ganz im Endlichen. Geht sie ins
Unendliche, so bricht ihr zweiter Ast entweder im Punkte 0
ab, dem er sich dann in imnler enger werdenden Windungen
nähert (vielleicht beschreibt er nur einen Bruchteil einer
Windung) oder es erreicht 'r ein Minimum; im letzteren Falle
ist die Bahn bezüglich der Richtung des kleinsten Wertes von
r symmetrisch. Sie umschlingt dann den Punkt 0 entweder
gar nicht, Fig. 9 und 11, oder beschreibt um ihn eine größere
oder kleinere Zahl von Windungen, welche sich. dem Punkte 0
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beständig nähern und dann wieder immerfort von 0 entfernen,
Fig. 13. Liegt die Bahn ganz im Endlichen, so sind wieder
zwei Hauptfälle zu unterscheiden, entweder die Bahn enthält
den Punkt 0 oder nicht. Im ersten Falle bat 1" Dur ein Maxi
mum und beide Äste der Bahnkurve nähern sich in immer enger
werdenden Windungen beständig dem Punkte o. Im zweiten
Falle hat r im allgemeinen unendlich viele Maxima und Minima
(Apsidenlinien); aber nach jedem Maximum wiederholt sich die
Bewegung genau so, wie nach dem ersten; ebenso nach jedem
lVIinimum. Es sind also alle Maxima untereinander gleich und
ebenso alle Minima. Die Bahn bat eine sternförmige Gestalt.
Dieselbe ist für kleine Winkel der Apsidenlinien in Fig. 8, für
größere, die aber immer noch kleiner als n /2 sind, in fi'ig. 5
dargestellt. Sind. die Winkel zweier sich folgender Apsiden
linien unbedeutend größer als n /2, so hat die Bahnkurve die
in Fig. 10 dargestellte Gestalt. Einen Zweig einer Bahn, bei
der der Winkel zweier sicb folgenden Apsidenlinien sebr groß
ist, stellt Fig. 12 dar. Die Babn ist also im allgemeinen" auch
wenn sie ganz im Endlichen liegt, keine geschlossene. Nur
wenn der Winkel zweier sich folgender Apsidenlinien in einem
rationalen Verhältnisse zu % steht, ist die Bahn geschlossen.
Ist dieser Winkel %, so hat r als Funktion von -& betrachtet,
nur ein Maximum und ein Minimum wie bei der Planeten
bewegung. Ist er 'lt /2, so hat r zwei gleiche Maxima und
zwei gleiche Minima" wie bei unendlich kleinen Schwingungen
des konischen Pendels. Wäre dieser Winkel iJt /4, so hätte
die Bahn die Gestalt eines 4 strahligen, wäre er 7C /6 die eines
6 strahligen Sternes. Er könnte aber auch gleich 2 % sein, in
welchem Falle die beiden Apsidenlinien in dieselbe Richtung
fallen. Ein spezieller Fall ist· die Bewegung im Kreise und
die längs einer Geraden; im letzteren Falle kann das Beweg
liche natürlich wieder entweder ganz im Endlicben bleiben
oder sich ins Unendliche entfernen. Ich bemerke noch, daß
die Bahnkurve immer für jene r, für welche ·Anziehung statt
findet, dem Punkte 0 ihre konkave, für jene, wo Abstoßung
stattfindet, .demPunkte 0 ihre konvexe Seite zuwendet. Ist
für ein gewisses r die' Kraft gleich Null, so oskuliert daselbst
die Ta'Bgente die Bahnkurve. Der Fall, daß eine krumme
Bahnkurve im Koordinatenanfangspunkte endigt, kann nur

10*
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stattfinden, \venn für unendlich kleine Werte von 1" die Kraft
eine anziehende von der Ordnung 1 / r 3 oder einer noch höheren
Ordnung ist. Denn die Zeit, während welcher der Radius
vektor von " bis Null abnimmt, ist

r

f d'J"
1 f2~.---~2 cp (r)----.-ß-·

o V m - ----;n - "r'i

. Der Winkel {j- ändert sich während dieser Zeit um
r-J dIr

11fJ 1'2 ~ / 2 " _ 2rp er1_ J!....
oV· rn rn r2

Ist nun ß von Null._verschieden, so können beide Integrale
nur dann reell sein, wenn ep (r) für sehr kleine r negativ und
mindestens unendlich von der Ordnung 1/ r 2 ist, was einer
von der Ordnung 1 / r 3 unendlichen Anziehung entspricht. !)as
Integral für die Zeit ist, spezielle Werte der Integrations
konstantenu und ß ausgenommen, endlich; das Bewegliche
erreicht also den Punkt 0 im allgemeinen in endlicher Zeit.
Das Integral für {} wird, wieder spezielle Werte von Cl und {J
ausgenommen, unendlich, wenn g; (r) für unendlich kleine a
von niederer Ordnung als 1/,,,4, endlich, wenn g; (r) von der
Ordnung 1 / r 4 oder einer höheren ist. Ersteres tritt ein, wenn
die Anziehungskraft von einer niederen Ordnung als 1 I r5,
letzteres, wenn sie von dieser oder einer höheren Ordnung ist.
Im ersteren Falle beschreibt die Bahn eine unendliche Zahl
von Windungen um den Punkt 0, im letzteren nicht. Was
geschieht, nachdem das Bewegliche in 0 angelangt ist, läßt
sich nicht weiter. entscheiden, da daselhst die Kraft unendlich
ist, eiuer unendlichen Kraft aber keine bestimmte Bedeutung
zukommt.



40.

Notiz über die Fouriersehe Reihe.
(Wien. .Anz.14. S. 10. 1877.)

Hr. Prof. Boltzmann übersendet die nachfolgende
Notiz, in welcher darauf aufmerksam gemacht wird, daß die
interessante Eigenschaft der Fourierschen Reihe, welche
Prof. Toepler in dem am 17. Dezember. der Wiener Akademie
übermittelten Aufsatze entwickelt, in innigem Zusammenhange
mit einer bereits längst bekannten Eigenschaft derselben steht.
Um den einfachsten Fall zu betrachten, wollen wir mit x die
Zeit bezeichnen; die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes
von der 11asse m zur Zeit x sei F(x), von welcher Funktion
wir voraussetzen, daß sie eine solche periodische Funktion
von x sei, die sich in eine nach Si,nus der Vielfachen von x
fortschreitende Reihe entwickeln läßt. Sei etwa

F(x) = b1 sinx + b2 sin 2x + bg sin3x + ...
Die mittlere lebendige Kraft des materiellen Punktes

ist dann
2:n:

~f!!!... [F(x)J2 d x2n ~ ,
o

oder wenn man m = 4n setzt
231;

f [F(x)] 2 d X •

o

Dieselbe ist bekanntlich gleich der Summe der mittleren
lebendigen Kräfte der einzelnen einfachen Pendelschwingungen,
aus denen F(x) zusammengesetzt ist, also gleich

b1
2 + b2

2 + bS
2 + ...

"Täre die Geschwindigkeit des materiellen Punktes nicht gleich
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ll(x) , sondern gleich ]l (x) - a
k

sin k x, so wäre dessen mittlere
lebendige Kraft

2n

f[F(x) -llr.,sin kX]2dx.
o

Dieselbe ist wieder gleich der Summe der mittleren lebendigen
Kraft aller einzelnen einfachen Pendelschwingungen, und da
durch das hinzugekommene Glied nur der Koeffizient des
(It - l)-ten Obertones aus bk in bk - ak verwandelt wurde, so
ist sie ein Minimum, wenn dieser Oberton ganz ausgelöscht
wird, also wenn ak = bk ist.



41.

Über eine neue Bestimmung einer auf die Messung
der Moleküle Bezug habenden Größe aus der Theorie

der Kapillarität. 1)

(Wien. Bel'. 75. S.801-813. 1877.)

In dem jüngst erschienenen Hefte von Poggendorffs
....t\.nnalen ist eine Abhandlung von J ames Maser 2) enthalten,
in welcher angeführt wird, daß HeImholtz aus der Größe
der Kohäsion einer Flüssigkeit einen Schluß auf die Größe
der Wirkungssphäre der Moleküle zu ziehen beabsichtigt.

Sucht man eine Flüssigkeitssäule zu zerreißen, so muß
offenbar zuerst im Innernderselben eine kleine Höhlung ent
stehen. Gemäß der bekannten Grundgleichung der Kapillaritäts
lehre

(1) P = K + B (_~ + _1.)
- 2 R R'

wäre, so lange dieselbe unendlich klein ist, zu ihrer Bildung
bzw. Vergrößerung ein unendlicher Druck auf die Flächen..
einheit erforderlich, während Flüssigkeiten schon bei einern
endlichen negativen Drucke zerreißen. Die Ursache davon
kann nur darin liegen, daß für unendlich kleine Höhlungen
jene Grundgleichung der Kapillarität nicht mehr richtig ist.
Der Vorschlag Heimholtz' ging nun dahin, diesen Umstand
zu benutzen, um auf Grund von Messungen des negativen
Druckes welcher zum Zerreißen einer Flüssigkeit notwendig
ist, die Wirkungssphäre der Molekularkräfte zu bestimmen. Es
gelang jedoch Hrn. Moser nicht,· Messungen auszuführen,
welche einen Schluß auf die Größe der Wirkungssphäre der
l\ifolekularkräfte erlauben ·würden. Ich beschäftige mich schon
seit einiger Zeit mit demseihen Gegenstande und das Er-

1) Voranzeige dieser Arbeit 'Vien.Anz. 14. S. 85. 12. April 1877.
2) Pogg. Ann. 160. S.138.
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scheinen der oben angeführten Abhandlung Mosers gibt mir
Veranlassung, die Resultate meiner diesbezüglichen Unter
suchung mitzuteilen, welche freilich nur als vorläufige zu be
trachten sind und auf einem 'Vege der von dem Heimholtz'
verschieden ist, zu einer neuen Schätzung der Größe der
W irkungsspbäre der IVIolekularkräfte führen.

Versuche aus den Kapillarerscheinungen einen Schluß auf
die Größe dieser Wirkungssphäre zu ziehen, sind bereits in
großer Anzahl gemacht worden. Plateau maß die geringste
Dicke, bis zu welcher sich eine Lamelle eines Gemisches von
Seifenwasser und Glyzerin ausspannen ließ und fand, indem er
voraussetzte, daß dieselbe gleich d'er doppelten Wirkungssphäre
eines Moleküls sei, für letztere den Wert 56', wenn wir den
Millionteil des Millimeters als Einheit wählen. (Pogg. Ann.
114, S. 608). Ähnliche Versuche hat Mach angestellt, nur
daß er die Lamellendicke nicht wie Plateau auf optischem
Wege, sondern durch Wägung der Lamelle bestimmte. Dieselbe
wurde aus Wasserglas oder geschmolzenem Kolophonium dar
gestellt und nach dem Erstarren der Substanz gewogen. (Wien.
Bel". 46, S. 125.) .A.us Machs Versuchen würde sich mit Zu
ziehung der Hypothese Plateaus die Größe der Wirkungs
sphäre für Was~erglas71000, für Kolophonium gleich 13500
ergeben. Quincke(Pogg. Ann. 137, S.402) erzeugte auf einer
Glasplatte einen keilförmigen Überzug verschiedener Substanzen,
tauchte dann die Glasplatte in eine Flüssigkeit und bestimmte
die Stelle, an welcher der Keil so dick ist, daß das dahinter
befindliche Glas keinen Einfl.uß auf die Gestalt der unmittelbar
an dem Keile anliegenden Flüssigkeitsoberfläche hat. Er fand
in dieser Weise für die Wirkungsspbäre l der Moleküle ver
schiedener Substanzen folgende Werte:

l > 54 für Wasser, Silber, Glas;

l = 48 für Quecksilber, Scbwefelsilber, Glas;

l = 59 für Quecksilber, Jodsilber, Glas;

l < 80 für Quecksilber, Kollodium, Glas.

In neuerer Zeit haben Thomson und van der Waals die
Kapillaritätserscheinungen zu Schlüssen auf die Dimensionen
der Moleküle verwendet. Ers~erer (Liebigs Ann. 157, S.54)
berechnet· aus der Theorie der Kapillarität die Arbeit, welche
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notwendig ist, die Oberfläche einer Flüssigkeit um einen
Quadratmillimeter zu vergrößern. Daraus kann unmittelbar
gefunden werden, zu einer wie dünnen Schicht eine gegebene
Flüssigkeitsmasse ausgespannt werden müßte, damit die dazu
erforderliche Arbeit äquivalent der Verdampfungswärme der
Flüssigkeit wäre.

Thomson schließt, daß in einer so dünnen Schicht der
Zusammenhang der Moleküle schon ganz aufgehoben sein
müßte, daß deren Dicke also kleiner als der Durchmesser
eines Moleküls sein müßte, da diese Arbeit imstande ist, die
ganze Iflüssigkeit in Damptzu verwandeln, also den Zusammen
hang ihrer Moleküle gänzlich zu zerstören. Th 0 mso n findet
auf diese Weise den Durchmesser eines J\tloleküls größer als 0,05.

Van der Waals (vgl. dessen Buch "Over de continuiteit
van den gas en vloeistoftoestand", auch Poggendorffs Bei
blätter 1. bestimmte aus den Abweichungen der Gase vom
Gay-Lussac-MariotteschenGesetze die Kraft, welche zwei
Gasmoleküle aufeinander ausüben, und indem er sein Gesetz
so verallgemeinerte, daß es auch für den tropfbarflüssigen
Zustand Gültigkeit hat, konnte er daraus auch Schlüsse auf
die Kräfte, die zwischen zwei Molekülen einer tropfbaren
Flüssigkeit tätig sind, ziehen, und zwar bestimmte er in 'dieser
Weise die Konstante

00

K = J1/J(x)dx
o

der {i'ormel (1), wobei 1./J(x) die Kraft ist, welche zwei l\tloleküle
in der Distanz x aufeinander ausüben. Diese Konstante 'Kwird
gewöhnlich als die Kraft bezeichnet, 'mit welcher ein ebenes
Stück -der Flüssigkeit vom Flächeninhalte 1 von der übrigen
Flüssigkeit nach innen gezogen wird, zu welcher Kraft, sobald
das Oberflächenelement gekrümmt ist,' noch das Korrektionsglied

(
1 '1 )±H R -+ R,

kommt. Da die Größe
00

H = Jx 1/J (x) dx
o

bekannt ist, so kann der Quotient
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00

f x'lfl (x) dx
o

xl = -00-----

f 'Ifl (x) dx
o

gefunden werden, von welchem van der Waals voraussetzt,
daß derselbe ein Bruchteil des Radius der Wirkungssphäre
eines Moleküls ist. Van der Waals findet auf diese Weise

Kin Atmo
sphären
--~

für Alkohol. . - . . . 2100
" Äther. . . .. 1300
" Schwefelkohlenstoff. . 2900

Xl in Milliontel
Millimeter
-.-'

0,25
0,29
0,23

Die Art. und Weise, wie ich die Kapillarerscheinungen zu
einem Schlusse auf eine Größe zu benutzen suchte, deren Länge
jedenfalls klein von der Ordnung des Molekulardurchmessers
sein muß, besteht in folgend~m: man kann leicht aus der
Kapillaritätstheorie die Arbeit ct berechnen, welche erforderlich
ist, um die freie Oberfläche einer Flüssigkeit um einen Quadrat
millimeter zu vergrößern. (Sämtliche Moleküle, welche an
jenem Quadratmillimeter anliegen, aus dem Innern an die
Oberfläche der Flüssigkeit zu bringen.) Vg1. Boltzmann,
Pogg. Ann. 141, S. 582.1) Mousson, Pogg. Ann. 144, S. 405.
Thomson 1. c. Am einfachsten geschieht dies folgendermaßen.

Setzen wir voraus; die Flüssigkeit befinde sicb in einem
Kommunikationsgefaße, dessen beide Schenkel vertikale Kreis
zylinder sind; der Radius des engeren Schenkels sei r, der
des weiteren R. Die Flüssigkeit benetze das Gefäß, so daß
der Randwinkel 180 0 beträgt. Die Höhe, bis zu welcher die
Flüssigkeit im engeren Schenkel steht, sei z, die im weiten Z,
wobei beide Höhen von einer und derselben übrigens willkür
lichen Horizontalebene an gezählt werden können. Erteilen
wir der Flüssigkeit eine unendlich kleine virtuelle Verschiebung.
Die Niveaus in heiden Schenkeln sollen sich dabei parallel
mit sich selbst verschieben, und zwar sollen z und Z um die

t) NI'. 13 d. I. Bd. dieser Sammlung.
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Größen 0 z und J' Z wachsen. \\Tegen der Unzusammendrück
barkeit der Flüssigkeit ist

r2 ~ 'XIoZ= -_.R2

Da die Flüssigkeit die Röhre benetzt, so ist die Sache
so anzusehen, als ob die Wand der Röhre aus derselben Jj'lüssig
keit bestehen ·würde.

Dadurch, daß die Flüssigkeitsoberfläche im engen Rohre
um ·0 z steigt, verkleinert sich also ihre Oberfläche um die
Mantelfläche eines Zylinders, dessen Höhe 0 z, dessen Umfang
27l r ist, dessen Mantelfläche also 2nr d'z ist. Ebenso ver
größert sich die Flüssigkeit so berfläche dadurch, daß dieselbe
itn weiteren Seh.enkel Uln

_ (~Z = r
2
~ ~

R2
sinkt um

Die gesamte Verkleinerung der Flüssigkeitsoberfläche be
trägt also

21l1' (1- ~) oz,
Die dabei gewonnene Arbeit findet man, wenn man diesen

Ausdruck mit a multipliziert. Die Arbeit der Schwerkraft bei
der virtuellen Verschiebung ist

7l r2 s J'z (z - Z),

wobei s das spezifische Ge\\Ticbt der Flüssigkeit ist, da das
Gewicht nr2 so:: von der Höhe Z auf die Höhe z gehoben
wurde. F"'ür den Fall des Gleichgewichtes müssen nach dem
Prinzip der virtuellen Verschiebungen beide Arbeiten gleich
sein. Wir erhalten daher, wenn R als sehr groß vorausgesetzt
wird und die Größe z - Z, also die Steighöhe der Flüssigkeit
im Kapillarrol1r mit h bezeichnet wird, die Gleichung

lz
(1) U = ".82""

Es ist also die Laplaeesche Konstante H gleich 2u" die
gewöhnlich mit a2 bezeichnete Konstante hat ·den Wert2ajs.
Um nun die Kapillartheorie mit dem größten negativen Drucke
in Verbindung zu bringen, welchen eine Flüssigkeit zu ertragen
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vermag, ohne zu zerreißen, .y\Tollen wir zunächst eine möglichst
einfache Vorstellung über die Natur der Flüssigkeit zugrunde
legen.

Wir nehmen an, daß zwei Moleküle sehr nahe gebracht
einander abstoßen. Bei 'wachsender Distanz vermindert sich
die Abstoßung. Es existiert eine Entfernung A, wo weder Ab
stoßung noch Anziehung stattfindet, wogegen bei noch größerer
Distanz die 1vIoleküle sich anziehen, Die Anziehung wächst
anfangs bis zu einem Maximum und nimmt dann nlit wachsen
der Distanz rasch wieder ab. Die Wechselwirkung zweier
l\Jloleküle kann sonach durch nebenstehende Kurve (Fig. 1)

Y

B'

Iv
A

O-+----:.;;;;;,;.f-----'---~_---=::::::::...---X

B

F'ig.1.

graphisch dargestellt werden. Die Abszissen der Kurvenpunkte
sind die Entfernungen der Moleküle, die Ordinaten deren
Wechselwirkung, die negativen Ordinaten drücken Abstoßung,
positive Anziehung aus. Wenn die Entfernung der Moleküle
gleich 0 B ist, so ist die Anziehung ein 'Maximum; ihr Betrag
ist p = B B,'. Wir nehmen ferner an, daß die Molekularkraft
mit wachsender Entfernung so rasch abnimmt, daß zwei Mole
küle, zwischen denen ein drittes liegt, keine erhebliche Ein
wirkung mehr aufeinander ausüben, sondern jedes Molekül nur
auf die unmittelbar benachbarten einwirkt. Ob die Wechsel
wirkung zweier Moleküle eine direkte ist oder durch Äther
hüllen oder sonstwie vermittelt wird, ist dabei natürlich voll
kommen gleichgültig. Daß wir keine numerisch exakten Zahlen
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erhalten werden, versteht sich von selbst.' Doch dürften die
Verhältnisse, wie' sie hier angenommen wurden, wenigstens im
allgemeinen der Wirklichkeit entsprechen und die Abweichungen
keillen Febler in der Größenordnung hervorbringen. Wir setzen
nun voraus, daß sich die Flüssigkeit in einem zylindrischen,
oben geschlossenen, unten offenen Rohre ,befindet, welches unten
in ein weiteres Gefäß taucht, das bis zu einem gewissen Niveau
MN ebenfalls mit Flüssigkeit gefüllt ist. Das erst erwähnte
Rohr ist ganz bis zu seinem verschlossenen Ende mit Flüssig..
keitangefüllt. Auf das Niveau MN herrscht der Druck' Null.
Alle Flüssigkeitsteilchen, welche höher als das Niveau MN
liegen, befinden sich daher unter einem negativen Drucke, deren
Entfernung wird also größer als 0 A (Fig. 1) sein. Wir nehmen
an, daß die Adhäsion der Flüssigkeit ,gegen die Gefäßwände
größer als die Kohäsion der Flüssigkeit ist; daß also durch
den negativen Druck nicht die Flüssigkeit von den Gefäß
wänden, sondern die Flüssigkeitsteilchen voneinander abreißen.
Je stärker der negative Druck ist, desto größer wird die Distanz
der Flüssigkeitsmoleküle. Wenn diese Distanz in der obersten
oder in einer der obersten Schichten gleich 0 B geworden ist,
so ist eine weitere Vergrößerung der Anziehung der Flüssigkeits..
moleküle nicht mehr rnöglich. Jede "reitere Vergrößerung des
negativen Druckes muß also die Flüssigkeit zum Zerreißen
bringen.

Beobachtungen über den negativen Druck, welcher zum
Zerreißen einer Flüssigkeit notwendig ist, dürften jedoch
schwerlich zu einem Resultate führen. Ich habe mir, um
einen möglichst luftleeren Raum herstellen zu können, eine
eigentümliche Quecksilberluftpumpe gebaut, doch glaube ich,
daß auch Init derselbenkaunl jede Spur von Gas entfernt
werden kann. .Außer einer solchen zurückbleibenden Spur von
Gas kann jedoch noch ein Umstand' die Anwendbarkeit der
früher angestellten Betrachtungen beeinträchtigen. Die Mole
kularbewegung in Flüssigkeiten ist nämlich so heftig, daß die
.l\tIoleküle imstande sind, sich dauernd von der Stelle, an welcher
sie sich befanden, loszureißen. Wenn also die Anziehung
zweier ~101eküle ·noch lange nicht ihr Maximum 'B Br erreicht
hat, so können doch zwei Nachbarmoleküle durch ihre Mole
kularbewegung voneinander losgerissen werden, welcher in der
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Flüssigkeit entstehende unendlich kleine ~palt, dann durch
den negativ~n Druck vergrößert wird.

Beobachtungen hierüber werden sich vielleicht mit meiner
Quecksilberluftpumpe anstellen lassen. Es hat übrigens fluch
Hr. Moser aus seinen Beobachtungen über Zerreißung der
Flüssigkeiten keinen Schluß auf die Molekularkräfte ziehen
können~ Alle diese Störungen entfallen jedoch, wenn man
anstatt einer in einem Rohre eingeschlossenen Flüssigkeitssäule
einen festen Körper von zylindrischer Gestalt durch negativen
Druck, d. h. durch Zug zum Zerreißen bringt. Da die Kräfte,
welche zwischen zwei Molekülen tätig sind, bei festen Körpern
sicher nahezu dieselben wie in Flüssigkeiten sind, so wird
dadurch die Anwendbarkeit unserer Formel nicht beeinträchtigt;
nur kann dann ein anderer Umstand störend auftreten; der
Zug ist nämlich dann nicht ein allseitiger, sondern ein ein
seitiger. Wenn daher der feste Körper weich ist, so verändert
sich die Grt,lppierung der Moleküle langsam im Sinne der
ziehenden Kraft. Der Querschnitt nimmt (besonders an Stellen,
welche früher SChOll durch irgend einen Zufall schwächer
waren) langsam ab und es kann ein Zerreißen viel früher ein
treten, bevor die bei der obigen Deduktion gemachten Voraus
setzungen erfüllt sind. Am tauglichsten zur Anwendung unserer
Schlüsse werden also harte feste Substanzen sein, bei denen
man das zum Zerreißen erforderliche Gewicht bestimmen kann,
und dereIl; Kapillaritätskonstante im geschmolzenen Zustande
bekannt ist, wozu die Beobachtungen Quinckes über die
Kapillaritätskonstanten geschmolzener Metalle ausgezeichnetes
Material liefern. Setzen wir voraus, es seien für irgend eine
Substanz die bisher gemachten. Voraussetzungen statthaft, so
sind für dieselbe zwei Größen bekannt: Erstens die maximale
Anziehungskraft, welche zwei Moleküle aufeinander auszuüben
imstande sind. Um dieselbe mit Leichtigkeit aus der Zug
kraft P (auf einen Quadratmillimeter wirkend gedacht) be
rechnen zu können, bei welcher der Körper zerreißt, machen
wir wieder die allereinfachsten Voraussetzungen. Wir nehmen
an, die·. Moleküle seien in den Ecken von lauter Würfeln
gruppiert, so daß die in einer Ebene liegenden Moleküle \vie
die Punkte der Fig. 2 angeordnet sind. Auf jedes Molekül
sollen nur diejenigen wirken, deren Distanz gleich ·der Seite
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eines solchen Würfels ist, also auf das Molekül A sollen von
den in der Figur gezeichneten Molekülen nur die Moleküle
B, C, IJ, .E wirken. Wenngleich alle diese Bedingungen in
der Natur selbstverständlich nicht gerade so realisiert sein
werden, so ist es doch wahrscheinlich, daß durch unsere Ver
einfachungen die Größenordnung der zu berechnenden Längen
nicht verändert wird
und anderes als Be-
rechnung der Größen-
ordnung wird ja hier s -_B__C__G 7'

nicht beansprucht. In
dem Momente, wo das
Abreißen eintritt, be-
finden sich sämtliche
lVloleküle in der Di-
stanz 0 B der Fig. 1
und üben daher die
Anziehung B B' aufeinander aus, welche wir mit p bezeichnen
wollen. Habe der Körper, welchen wir jetzt im festen Zustand
voraussetzen, den Querschnitt eines Quadratmillimeters und
sei N die Anzahl der Moleküle, welche in einem Querschnitte
nebeneinander liegen,welche also an der Fläche eines Quadrat
millimeters anliegen, so ist die auf den Quadratnlillimeter
wirkende, zum Zerreißen erforderliche Kraft

(2)

Wir denken uns jetzt denselben Körper im flüssigen Zu
stande. Es wirke auf ihn nur der Druck einer Atmosphäre.
Er sei also ungemein wenig komprimiert. Dann müssen sich
zwei Moleküle desselben ungemein wenig abstoßen. Verzeichnen
wir also in Fig. 3 nochmals genau dieselbe Kurve, welche
schon in Fig. 1 dargestellt war, so muß die Distanz zweier
Moleküle etwa gleich 0 C sein, welcher eine ganz kleine Ab
stoßung GC' entspricht. Wir haben jetzt noch die Arbeit zu
bestimmen, welche- zu leisten ist, wenn· ein Molekül aus dem
Innern der Flüssigkeit an die Oberfläche kommt. So lange
das Molekül .cl .in Fig. 2 im Innern der Flüssigkeit sich be
findet, steht es, die Gültigkeit unserer Voraussetzungen an
genommen, mit den vier' in der Fig. 2 ersichtlich gemachten
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~Iolekülen B, C, J) und E und außerdem noch mit einem vor
und einem hinter der Zeichnungsebene befindlichen Moleküle,
also im ganzen mit sechs Molekülen in Wechselwirkung.

Wäre es dagegen a,n der Oberfläche, wäre z. B. S T die
Oberfl'äche der Flüssigkeit, so, wäre es mit einem Moleküle
weniger in Wechselwirkung, nämlich dem Moleküle C. Die
.A..rbeit, welche bei der Überführung der l\'Ioleküle A an die
Oberfläche zu leisten war, ist also gleich der Arbeit, welche
notwendig ist, um das Molekül C vom Moleküle A zu trennen,
d. h. aus der Distanz 0 C Fig. 3 in die Distanz unendlich zu

y
lJ'

Fig.3.

bringen. Diese letzte Arbeit \vird aber, wie man sich leicht
überzeugt, erhalten, wenn man von dem in der Fig. 3 schraffierten
Flächenraume A B X B'.ci den kleinen Flächenraum A CC/ sub
trahiert. Bezeichnen wir den ersteren Flächenraum mit P~

den letzteren mit f, so ist die Arbeit, welche erforderlich ist,
um das Molekül aus dem Innernan die Oberfläche zu bringen
F - I; und da an einem Quadratmillimeter Oberfläche J.V Mole
küle anliegen, so ist die Arbeit, welche erforderlich ist, um
sämtliche, an einem Quadratmillimeter anliegenden Moleküle
aus dem Innern an die Oberfläche zu bringen, also die schon
früher mit a bezeichnete Größe

ce = N(F- f).

Auf die Ursachen, weshalb diese Formel ungenau ist,
",rurde bereits aufmerksam gemacht. Erstlich sind die Distanzen
der lVloleküle an der Flüssigkeitsoberfläche etwas anders als
im Innern und beim flüssigen Zustande wieder etwas ver
schieden als beim festen, und ist die Lagerung der Moleküle
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sicher verschieden von der von uns angenommenen. Ferner
,virken außer den Molekülen B, C, J), E auch noch andere,
z. B. F, G,H, J auf das Molekül A ein.

Allein dies und noch andere Umstände dürfte wenigstens
auf die Größenordnung des Schlußresultates keinen verän
dernden Einfluß ausüben. Der letzterwähnte Umstand wird
noch dadurch einigermaßen kompensiert, daß wir ihn sowohl
bei Berechnung der GrößeP als auch der Größe a außer
acht ließen, daß also im Quotienten PI« Zähler und Nenner
etwas größer sein sollten. Bilden .wir nun den Quotienten alP,
so "finden wir

A=~= ]j"- .
p p

Dieser Quotient hat folgende einfache Bedeutung. Die
Arbeit, welche erforderlich ist, um zwei Moleküle aus der
Distanz 0 C in unendliche Entfernung zu bringen, ist F - f
'Wäre das Wirkungsgesetz der Moleküle ein anderes, so wäre
diese Arbeit ebenfalls eine andere. Würden sich z. B. die
Moleküle in allen Entfernungen mit der Kraft p anziehen, so
wäre zu einer Vermehrung ihrer Distanz um die Größe A
schon ·eine Arbeit erforderlich, welche genau gleich F - f, also
genau gleich der Trennungsarbeit ist. Wir können also sagen:
Wäre die Anziehung der Moleküle nicht in verschiedenen
Distanzen variabel, sondern immer gleich der größten An
ziehung p, so müßte die Distanz der ~Ioleküle genau um A
vermehrt werden, damit die zu dieser Distanzvermehrung er
forderliche Arbeit jener Arbeit gleichkommt, welche bei dem
in der Natur stattfindenden Wirkungsgesetze zur gänzlichen
Trennung der Moleküle notwendig ist; mit ·anderen Worten,
A ist eine Abszisse von solcher Länge, daß sie ·m~t derOrdi
nate BE' multipliziert ein Rechteck vom Flächeninhalt F- f
liefert. Es ist diese Größe A, natürlich nicht identisch mit der
Wirkungssphäre der ~Ioleküle, allein sie dürfte jedenfalls von
derselben Größenordnung sein wie die Wirkungssphäre (ein
übrigens ziemlich schwer zu definierender Begriff). Wir wollen
jetzt den numerischen Wert von A für einige Substanzen be
rechnen. Die Werte von P sind den Beobachtungen 'Vert
heims entnommen (vgl. Wüllners Physik 1. 3. Au:fi. S.211)
und zwar ist aus den oben angeführten Gründen überall die

B o~ tz man n, Gesammelte wissenseh. ..Abhand!. II. 11
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größte Festigkeit der Rechnung zugrunde gelegt und wurden
weiche Metalle nicht aufgeführt. Die Kapillaritätskonstanten
sind den Beobachtungen Quinckes (Pogg. Ann. 135 u. 138)
entnommen. Um sich bezüglich der Einheiten leicht zu orien
tieren, bemerke man, daß bei den Zahlen für P überall der
Faktor

Gewicht. eines Kilo
(ein Millimeter? '

bei denen von a überall der Faktor

Gewicht eines Milligrammes
(ein Millimeter)

zuzusetzen ist. Bei den Werten· von A. aber ist wieder der
millionste Teil eines Millimeters als Einheit gewählt. Iyh lasse
jetzt die Tabelle folgen.

P €X A,

Eisen 61 100 1,6
Platin 34 169 5,0
Gold 27 131 5,0
Silber 29 80 3,1
I{upfer. 40 59 1,5
Zink 13 82 6,3

Die Größenordnung der Werte von A stimmt genügend
mit den übrigen Bestimmungen, welche die Größenordnung der
Moleküle betreffen, überein.

Ich ,vill noch einige Bemerkungen folgen lassen. Würde
man annehmen, daß Flüssigkeiten, um zu zerreißen, denselben
negativen Druck P brauchen, so könnte man leicht die Höhe Ii
der Flüssigkeitssäule berechnen, welche diesen negativen Druck
liefert, d. h., welche durch die Kohäsion, noch über dem Niveau,
in welchem der Druck Null herrscht, getragen wird. Wenn s
das spezifische Gewicht der Flüssigkeit ist, so ist P = s H,
nun hatten wir aber er: = srh/2, vgl. Gleichung (1), daher ist

A.=~= r h
p H

oder
2}. h
r=H'
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Es würde sich also die Steighöhe h in einem Kapillar
rohre zur Höhe ]l verhalten, \vie das Doppelte der Größe Ä

zum Halbmesser des Kapillarrohres. Daraus würde folgen,
daß, \\"enn nicht die in der Flüssigkeit enthaltene Luft oder
die Molekularbewegung ein früheres Zerreißen bewirken würden,
die Höhe H ganz enorm groß sein müßte, was übrigens be
greiflich ist, da dann zum Zerreißen der Flüssigkeit ein ähn
licher negativer Druck wie zum Zerreißen eines festen Körpers
erforderlich wäre.

Ich bemerke noch, daß die Größenordnung von P über
einstimmt mit derjenigen der Werte, welche van der Waals
für ]{ fand. Denn in denselben Maßen gemessen, in denen
wir P gemessen haben, findet van der Waals für Äther,
Alkohol und Schwefelkohlenstoff K gleich 13, 21 und 29

Gewicht eines Kilo
(Millimeter)2

11*



42.

Über die Beziehung zwischen dem zweiten Haupt
satze der mechanischen Wärmetheorie und der Wahr
scheinlichkeitsrechnung respektive den Sätzen über

das Wärmegleichgewicht. 1)

(Wien. Ber. 76. S. 373-435. 1877.)

Eine Beziehung des zweiten Hauptsatzes zur Wahrschein
1ichkeitsrechnung zeigte sich zuerst, als ich nachwies, daß ein
analytischer Be"weis desselben auf keiner anderen Grundlage
möglich ist, als auf einer solchen, welche der Wahrscheinlich
keitsrechnung entnommen ist. (Vergl. meine Abhandlung "Ana
lytischer Be"weis des zweiten Hauptsatzes .der mechanischen
\~7ärnletheorie aus den Sätzen über das Gleichgewicht der
lebendigen Kraft", Wien. Bel'. 63. S. 8 des Separatabdruckes; 2)
ferner meine Bemerkungen über einige Probleme der mecha
nischen Wärmetheorie, 111. Abschnitt.) 3) Diese Beziehung er
hielt eine weitere Bestätigung durch den Nachweis, daß ein

> exakter Beweis der Sätze über Wärmegleichgewicht am leich
testen dadurch gelingt, daß man nachweist, daß eine gewisse
Größe, \velche ich wiederum mit E bezeichnen will, infolge
des Austausches der lebendigen Kraft unter den Gasmolekülen
nur abnehmen kann, und daher für den Zustand des Wärme
gleichgewichtes ihren Minimumwert hat.. (Vergl. meine weiteren
Studien über das Wärmegleichgewicht unter Gasmolekülen.) 4)
Noch klarer tritt der Zusammenhang zwischen dem zweiten
Hauptsatze und den Sätzen über Wärmegleichgewicht hervor
durch die Entwicklungen im Ir. Abschnitte meiner "B'emerkungen

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 14. S. 196, 11. Oktober 1877.
2) Diese Sammlung Bd. 1. Nr. 20. S. 295 ff.
3) Dieser Band Nr. 39.
4:) Diese Sammlung Bd. I. Nr.22.
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über einige Probleme der mechanischenWärmetheorie". Da
selbst habe ich auch zuerst die Möglichkeit einer ganz eigen
tümlichen Berechnungsweise des Wärmegleichgewichtes erwähnt,
und zwar mit folgenden Wort,en: "Es ist klar, daß jede ein_
zeIne gleichförmige Zustandsverteilung, welche bei einem be
stimmten Anfangszustandenach Verlauf einer bestimmten Zeit
entsteht, ebenso unwahrscheinlich ist, wie eine einzelne noch
soungleichförmige Zustandsverteilung, geradeso wie im Lotto
spiele jede einzelne Quinterne ebenso unwahrscheinlich ist,
wie die Quinterne 12345. Nur daher, daB es weit mehr gleich
förmige als ungleichförrnige Znstandsverteilungen gibt, stammt
die größere Wahrscheinlichkeit, daß. die Zustandsverteilung
mit der Zeit gleichförmig wird"; ferner: "Man könnte sogar
aus dem Verhältnisse der Zahl der ,Verschiedenen Zustands
verteilungen deren Wahrscheinlichkeit berechnen, was vielleicht
zu einer interessanten lVlethode der Berechnung des Wärme
.gleichgewichtes führen würde." Es ist •. also .. damit ausgesprochen,
daß man den Zustand des Wärmegleichgewichtes dadurch be
rechnen kann, daß man die. Wahrscheinlichkeit der verschiep
denen möglichen Zustände des Systems aufsucht. Der Anfangs
zustand \yirdin ,den meisten Fällen ein sehr unwahrscheinlicher
sein, von ihni wird. das System immer wahrscheinlicheren Zu..
ständen zueilen, bis es endlich den wahrscheinlichsten, d. h.
den des Wärmegleichgewichtes,erreicht hat. Wenden wir dies
auf den zweiten Hauptsatz an, so können wir diejenige Größe,
welche man gewöhnlich als die Entropie zu bezeichnen pfle.gt,
mit der Wahrscheinlichkeit des betreffenden Zustandes identi~

fizieren. Denken wi~ uns ein System von Körpern, welche
für sich isoliert untlnicht mit anderen Körpern in Wechsel
wirkung sind, z. B. einen Körper von höherer und einen von
niedererer Temperatur und einen sogenannten Zwischenkärper,
welcher die Wärmeübertragung zwischen beiden vermittelt,
oder um ein anderes Beispiel zu wählen, ein Gefäß mit absolut
glatten und starren Wänden, dessen .eine Hälfte mit Luft von
geringerer Temperatur oder Spannung, dessen andere Hälfte
,mit Luft von höherer ·Temperatur oder Spannung erfüllt ist.
Das System von Körpern, welches wir uns gedacht haben,
habe zu Anfang der Zeit irgend einen Zustand; durch die
Wechselwirkung der Körper verändert sich dieser Zustand;
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gemäß dem zweiten Hauptsatze muß diese Veränderung immer
so geschehen, daß die gesamte Entropie aller Körper zunimmt;
nach unserer gegenwärtigen Interpretation heißt dies nichts
anderes,. als die Wahrscheinlichkeit des Gesamtzustandes aller
dieser Körper wiI:.d immer größer; das System von Körpern
geht stets von einem unwahrscheinlicheren zu einem wahr
scheinlicheren Zustande über. Wie dies gemeint ist, wird
später noch deutlicher hervortreten. Nach dem Erscheinen
meiner letzten Abhandlung über diesen Gegenstand wurde
vollkommen unabhängig von mir dieselbe Idee von Hrn. Oskar
EmilMeyer aufgenommen und weiter entwickelt, 1) indem
derseihe die Gleichungen meiner weiteren Studien über das
Wärmegleichgewicht materieller Punkte in der in Rede stehen
den Weise zu interpretieren sucht.. Mir ist jedoch die Schluß
weise Ern. Meyer's keineswegs klar geworden, und ich will
auf meine Bedenken gegen dieselbe auf S. 172 2) zurückkommen.

Wir müssen hier einen ganz anderen Weg einschlagen,
da es unser Hauptzweck ist, nicht beim Wärmegleichgewichte
stehen zu bleiben, sondern die Beziehungen dieser Wahr
scheinlichkeitssätze zu dem zweiten Hauptsatze der mecha
nischen Wärmetheorie zu erforschen. Wir wollen da zunächst
das Problem lösen, welches ich in den oben zitierten Worten
meiner "Bemerkungen über einige Probleme der mechanischen
Wärmetheorie"bereits klar definiert habe, nämlich das Problem
"aus dem Verhältnisse der Zahl der verschiedenen Zustands~

verteilungen, deren Wahrscheinlichkeit zu ·berecbnen". Wir
wollen da zuerst einen tunlichst einfachen Körper der Be
trachtung unterziehen, nämlich ein von festen absolut elastischen
Wänden eingeschlossenes Gas, dessen Moleküle harte, absolut
elastische Kugeln sind. (Oder Kraftzentra, welche nur, wenn
ihre Entfernung kleiner· als eine gewisse Größe geworden ist,
nach einem übrigens beliebigen Gesetze, sonst aber gar nicht
aufeinander wirken; die letztere A.nnahme, .welche .die erstere
als speziellen Fall enthält, verändert die Rechnung nicht im
mindesten.) Selbst in diesem Falle ist die Anwendung. der
Wahrscheinlichkeitsrechnung keine leichte. Die· Anzahl der
Moleküle ist· zwar nieht im mathematischen Sinne unendlich,

1) Die kinetische Theorie der Gase; Breslau 1877, Seite 262.
2) Dieses Bandes.
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aber doch überaus groß. Die Zahl der verschiedenen Ge
schwindigkeiten dagegen, deren jedes Molekül fähig ist, muß
als mathematisch unendlich groß gedacht werden. Da nament
lich der letztere Umstand die Rechnung sehr erschwert, so
will ich im ·ersten Abschnitte dieser Abhandlung behufs leich
teren Verständnisses des folgenden den Grenzübergang in
einer Weise bewerkstelligen, wie ich es schon in früheren Ab
handlungen öfters getan habe (z. B. in den "weiteren Studien").

J. Di~ Zahl der lebendigen Kräfte ist eine diskrete.

Wir wollen zunächst annehmen, jedes Molekül sei nur
imstande, eine best~mmte endliche Anzahl von Geschwindig
keiten anzunehmen, z. B. die Geschwindigkeiten·

0, ..!.-, ~, ~ ... .E-,
q q qq

wobei p und q beliebige endliche Zahlen sind. Beim Zusammen
stoße zweier Moleküle soll' zwischen den· beiden zusammen·
stoßenden Molekülen ein Austausch der Geschwindigkeiten
stattfinden, jedoch so -' daß nach dem Zusammenstoße jedes
der beiden Moleküle immer wieder eine der oben angeführten
Geschwindigkeiten, entweder

0, oder L, oder ~ usw. bis 1?-
q q q

besitzt. Es entspricht diese Fiktion freilich keinem realisier
baren mechanischen Probleme, wohl aber einem Probleme,
welches mathematisch viel leichter zu behandeln ist, und
w~lches sofort wieder in das zu lösende Problem übergeht,
wenn man p und q ·ins Unendliche wachsen läßt.

Wenn auch diese Behandlungsweise des Problems auf den
ersten Anblick sehr abstrakt, zu sein scheint, so führt sie doch
bei derartigen Problemen meistens am raschesten zum Ziele,
und wenn man bedenkt, daß alles Unendliche in der Natur
niemals etwas anderes als einen Grenzübergang bedeutet, so
kann man die unendliche Mannigfaltigkeit von Geschwindig
keiten, welche jedes Molekül anzunehmen imstande ist, gar
nicht anders auffassen, es sei denn als den Grenzfall, welcher
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eintritt, wenn jedes lVlolekül immer mehr und mehr Geschwindig
keiten annehmen kann.

Wir wollen jedoch vorläufig statt der Geschwindigkeit der
Moleküle deren lebendige Kraft einführen. Jedes ]\ilolekül soll
nur imstande sein, eine endliche Anzahl verschiedener leben
diger Kräfte anzunehmen. Zu noch größerer Vereinfachung
nehmen wir an, daß die Reihe der lebendigen Kräfte, welche
jedes Molekül anzunehmen imstande ist, eine arithmetische
Progression bildet, z. B. folgende:

0,8,28,38 ... p8.
Die größte mögliche lebendige Kraftp8 wollen. wir mit P

bezeichnen.
Vor dem Stoße solljedes der beiden zusammenstoßenden

Moleküle entweder die lebendige Kraft
0, oder 8", oder 28 usw.... P 8

haben, und durch i~gend eine Ursache soll bewirkt werden,
daß auch nach dem Zusammenstoße niemals irgend eine~ der
zusammenstoßenden Moleküle eine in obiger Reihe nicht ent
haltene lebendige Kraft annimmt: Die Anzahl der Moleküle
in unserem Gefäße sei n. Wenn wir wissen, wie viele von
diesen n l\tIolekülen die lebendige Kraft Null, wie ,.viele die
lebendige Kraft 8 usw. besitzen, so sagen wir: Die Verteilung
der lebendigen Kraft unter den Molekülen, oder die Zustands
verteilung ist uns gegeben. Wenn zu Anfang der Zeit irgend
eine Zustandsverteilung unter den Gasmolekülen geherrscht
hat, so wird sich dieselbe im allgemeinen durch die Zusam
menstöße verändern. Die Gesetze, nach denen diese Ver
änderung vor sich geht, sind schon oft Gegenstand der Unter
suchung gewesen. Ich bemerke jedoch sogleich, daß dies jetzt
gar nicht meine Absicht ist, sondern ich \viII jetzt ganz un
abhängig davon, ob und wie eine Zustandsverteilung entstanden
ist, deren Wahrscheinlichkeit prüfen, oder genauer ausgedrückt,
ich will alle Kombinationen aufsuchen, welche hei Verteilung
der p + 1 lebendigen Kräfte unter die 1t 1Yloleküle möglich
sind, und dann prüfen, wie viele dieser Kombinationen einer
jeden Zustandsverteilung entsprechen. Letztere Zahl bestimmt
dann die Wahrscheinlichkeit der betreffenden Zustandsver
teilung, genau so wie ich es an der bereits zitierten Stelle
meiner "Bemerkungen über einige Probleme der mechanischen
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Wärmetheorie" (Seite 121) 1) ausspreche. Wir wollen also vor
läufig an Stelle des zu behandelnden Problems ein rein
schematisches setzen. Wir nehmen an, wir hätten 1l Moleküle.
Jedes derselben sei imstande, die .lebendige Kraft

o, 8, 2 8, 3 8 • • • P 8

anzunehmen, und zwar sollen diese lebendigen Kräfte auf alle
mögliche Weise unter den n Molekülen verteilt werden, jedoch
so, daß die Gesamtsumme der lebendigen Kraft aller Moleküle
immer dieselbe, z. B. gleich .A. 8 = L ist. Jede solche Ver
teilungsweise, wobei das erste Molekül eine bestimmte lebeD:dige
Kraft, z. B. 28, das zweite wieder eine bestimmte, z. B. 68 usw.
bis zum letzten Moleküle hat, wollen wir eine Komplexion
nennen, und zwar versinnlichen wir uns jede einzelne Kom
plexion leicht dadurch, .daß 'wir der Reihe nach die (bequem
lichkeitshalber durch 8 dividierten) Zahlen aufschreiben,· welche
die lebendigen Kräfte der einzelnen Moleküle angeben. Wir
fragen nun nach der Anzahl ~ der Komplexionen; in denen
Wo Moleküle die lebendig~ Kraft Null,w1Moleküle die lebendige
Kraft 8, ~D2 die lebendige Kraft 2 8 USW•••• wp die lebendige
Kraft p 8 besitzen. Wir sagten früher, wenn uns gegeben ist,
wie viele Moleküle ·die lebendige Kraft Null, wie viele die
lebendige Kraft 8 usw. 'besitzen, so ist damit die Zustands
verteilung unter den Molekülen bestimmt; wir können also
sagen: Die Zahl ~ gibt an, wie viele Komplexionen einer Zu
standsverteilung entsprechen, bei welcher ~DO Moleküle die
lebendige Kraft Null, U)l die lebendige Kraft 8 usw. besitzen;
oder sie bestimmt die Wahrscheinlichkeit jener Zustandsver
teilung. Dividieren wir nälnlich die Zahl ~ durch die Anzahl
aller möglichen Komplexionen, so bekommen wir die ~lahr
scheinlichkeit jener Zustandsverteilung. Da es bei der Zu
standsverteilung nicht darauf ankommt, welche, sondern bloß
wie viele Moleküle eine bestimmte· lebendige Kraft besitzen,
so können wir eine Zustandsverteilung dadurch versinnlichen,
daß wir zuerst so viele (wo) Nullen schrei~en, als Moleküle
die lebendige Kraft Null haben, dann so viele (w1) Einser, als
Moleküle die lebendige Kraft 8 haben usw. Alle diese Nullen,
Einser usw. wollen wir die Elemente der betreffenden Zu-

1) Dieser Band.
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0000007
0000016
0000025
0000034
0000115
0000124
0000133
0000223

2.
3.
4.

1.

5.
6.
7.
8.

standsverteilung nennen. Es ist jetzt unmittelbar klar, daß
die Zahl ~ für jede Zustandsverteilung genau gleich ist der
Anzahl der Permutationen, deren die Elemente der Zustands..
verteilung fähig sind, weshalb wir die Zahl ~ immer als die
Permutabilität der betreffenden Zustandsverteilung bezeichnen
wollen. Denn denken wir uns einmal alle möglichen Kom
plexionen aufgeschrieben, und dann auch alle möglichen Zu
standsverteilungen, so werden sich die letzteren bloß dadurch
von den ersteren unterscheiden, daB es bei ihnen gleichgültig
ist, an welchem Platze die Zahlen stehen. Alle diejenigen
Komplexionen, welche die gleiche Anzahl von Nullen, die gleiche
Anzahl von Einsern usw. enthalten, und sich voneinander bloß
durch die Anordnung der Elemente unterscheiden, .\\"erden eine
und dieselbe Zustandsverteilung liefern; die Anzahl der Kom
plexionen, welche einer und derselben Zustandsverteilung ent
sprechen und welche wir mit ~ bezeichnet haben, muß also
gleich der Anzahl der Permutationen sein, deren die Elemente
der Zustandsverteilung fähig sind. Um ein ganz· einfaches
Zahlenbeispiel zu geben, sei n = 7, A= 7,_ p = 7, daher L = 78,
P = 7 8, d. h. es seien 7 Moleküle vorhanden, unter denen die
8 lebendigen Kräfte 0, 8, 28, 38, 4~, 58, 6~, 7 8 auf alle
mögliche Weise, jedoch so zu verteilen sind, daß die Summe
der lebendigen .Kraft aller Moleküle = 7 8 ist. Es sind dann
15 Zustandsverteilungen möglich. Versinnlichen wir jede der
selben in der oben angegebenen Weise, so ergibt sich die in
der zweiten Kolonne der folgenden Tabelle aufgeführte Reihe
von Zustandsverteilungen. Die Zahlen der ersten Kolonn'e
numerieren die verschiedenen Zustandsverteilungen.

~ ~
7 9. 0001114 140

42 10. 0001123 420
42 11. 0001222 140
42 12. 0011113 105

105 13. 0011122 210
210 14. 0111112 42
105 15. 1111111 1) 1
105

1) Die Zustandsverteilungen sind so geordnet, daß die Ziffern jeder
vorhergehenden .Horizontalreihe als Zahl ausgesprochen eine kleinere
Zahl liefern, als die der nachfolgenden.
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In der letzten Kolonne ist unter der Rubrik ~ jeder Zu
standsverteilung die Anzahl der Permutationen beigefügt, deren
ihre Elemente fähig sind, also die mit ~ bezeichnete Zahl.
Die erste Zustan.dsverteilung z~ B. ist dadurch charakterisiert,
daß 6 Molekülen die lebendige Kraft Null, einem die lebendige
Kraft 7 e zukommt, d. h., daß Wo = 6, w7 = 1, W z = Ws = 1(1

4
== W 5 =·~06 = 0 ist. Welches .. der Moleküle die lebendige Kraft
7 8 hat, ist dabei gleichgültig. Alle möglichen Komplexionen,
welche dieser Zustandsverteilung entsprechen, silld daher 7 an
der Zahl. Bezeichnen wir die Gesamtzahl aller Komplexionen;
also in unserem Falle die Zahl 1716 durch J, so ist also die
VVrahrscheinlichkeit der ersten Zustandsverteilung 7 / J; ebenso
ist die Wahrscheinlichkeit der zweiten Zustandsverteilung 42/ J;
am größten ist die Wahrscheinlichkeit der zehnten Zustands
verteilung, da sich ihre Elemente am öftesten permutieren
lassen. Wir können die Größe, welche wir die Wahrscheinlicb
keit einer Zustandsverteilung genannt haben, und welche wir
künftighin mit einem einzigen Vv'"orte als die Verteilungswahr
scheinlichkeit bezeichnen wollen, auch noch in einer anderen
Weise definieren, welche wir sogleich an dem eben gewählten
Zahlenbeispieleklar machen wollen, da dann ihre Verall
gemeinerung selbstverständlich ist. Wir neh:r;o,en an, wir hätten
eine Urne, in der sich unendlich viele Zettel befinden. Auf
jedem Zettel steht eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; und
zwar steht jede Zahl auf gleich viel Zetteln und ist die Wahr
scheinlichkeit gezogen zu werden für jeden Zettel dieselbe.
Wir ziehen nun 7 Zettel und notieren die auf ihnen geschrie
benen Zahlen, welche uns die erste Septerne bilden. Diese
Septerne stellt uns zugleich eine Zustandsverteilung unter den
Molekülen dar, indem wir dem ersten Moleküle eine lebendige
Kraft erteilen, welche gleich der mite multiplizierten Zahl
ist, welche auf dem zuerst gezogenen Zettel aufgeschrieben
stand, und ebenso den übrigen Molekülen. Nun geben wir die
Zettel in die Urne zurück und ziehen wieder 7 Zettel; die
jetzt gezogenen Zahlen bilden die zweite Septerne, welche das
Bild einer zweiten Zustandsverteilung ist usw. Nachdem wir
außerordentlich viele Septernen gezogen haben, verwerfen wir
davon alle, ·bei welchen die Summe der gezogenen Zahlen nicht
= 7 ist. Die Zahl der noch übrigen Septernen wird noch
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immer außerordentlich groß sein. Da bei jedem Zuge jede
der Zahlen dieselbe Wahrscheinlichkeit hat, so wird unter den
gezogenen Septernen jede }(omplexion gleich oft vorkommen;
denn wir betrachten zwei Komplexionen als verschieden, sowohl
wenn sie verschiedene Elemente, als auch wenn sie dieselben
Elemente in verschiedener Reihenfolge .enthalten. Ordnen wir
dagegen in· jeder Septerne die gezogenen Zahlen nach ihrer
Größe, so wird jede Septerne in eine der 15 in der obigen
Tabelle enthaltenen übergehen. .A.her die Anzahl derjenigen
Septernen, welche in 0000007 übergehen, wird sich zur Zahl
derjenigen, welche in 0000016 übergehen, verhalten, wie die
in der Rubrik ~ beigefügten Zahlen, also wie 7: 42. Ebenso
bei allen anderen Septernen. Als die wahrscheinlichste Zu
standsverteilung wird nun diejenige definiert werden müssen,
in ,velche die meisten Septernen übergehen, also in diesem
Beispiele die 10. 1)

Ich. 'will hier einige Worte über die von Hrn. Oskar
E mi I Me y er in dem bereits zitierten Buche angewendete
Schlußweise einschalten. Um zu suchen,' welches Zustands
verteilungsgesetz Jj' (u, v, w) das "rahrscheinlichste sei, nimnlt
derselbe schon von vornherein an, daß dieses Zustands
verteilungsgesetz bereits unter den Molekülen existiere. Es
ist dies der erste wesentliche Unterschied zwischen meiner
Betrachtungsweise des Problems und der des Hrn. Oskar

1) Dividieren wir die A.nzahl der Septernen, welche einer bestimm
ten Zustandsverteilung entsprechen, durch die Anzahl aller Septernen
Überhaupt, so erhalten wir ehen die Verteilungswahrsch einlichkeit.

Sta.tt diejenigen Sept"ernen, deren Ziffersumme nicht 7 ist, zu ver
werfen, können wir auch nach dem Zuge jedes Zettels alle diejenigen
Zettel aus der Urne entfernen, welche, wenn sie gezogen würden, be
wirkten, daB die Ziffersumme der gezogenen Zahlen unmöglich 7 sein
könnte, während wir. alle anderen Zettel unverändert in der Urne he...
lassen. vVäre z. B. auf den ersten Zug ein Sechser gezogen worden, so
müßten alle Zettel aus der Urne· entfernt werden, bis auf die mit Null
und 1 beschriebenen; hätten die ersten 6 Züge Nullen geliefert, so würden
nur die Siebener in der Urne belassen. Noch eins sei an dieser Stelle
bemerkt: Bilden wir alle möglichen Komplexionen. Bezeichnen wir
mit rfvo das arithmetische Mittel aller Werte von U'o, welche den ver
schiedenen Komplexionen zukoffilnen, und verstehen unter 17)1' {02 •••

ähnlich gebildete Ausdrücke, so eilen die Größen ~Öo, 'iöu ~Ö2 .... Grenzen
zu,. welche ebenfalls zur richtigen Zustandsverteilung führen wÜ,rden.
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Emil Meyer. Bei Aufsuchung der wahrscheinlichsten Zu
standsverteilung nehme icp- an, daß die lebendige Kraft jedes
einzelnen Moleküls gewissermaßen durch das Los bestimmt
\vird, welches vollkommen unparteiisch aus einer lVIenge VOll

Losen gezogen wird, die alle überhaupt vorkommenden leben
digen Kräfte in vollkommen gleicher Zahl enthalten. Hr. Meyer
dagegen nimmt an, wenn wir bei diesem Vergleiche stehen
bleiben, daß scbon unter den Losen die erst zu bestimmende
Gesch"\vindigkeitsverteilung .besteht, und daß' jedes Molekül eine
gewisse lebendige Kraft um so eher bekommt, je wahrschein
licher diese lebendige Kraft später wird. Das Problem, welchem
Hrn. Meyers Gleichungen entsprechen, müßte eher so definiert
werden: Es sei unter sehr vielen (M') Gasmolekülen irgend
eine Geschwindigkeitsverteilung 11 (u, v, w). Wir ziehen aus
denselben ganz vom Zufall geleitet M Moleküle heraus, wobei
M klein gegen .111', aber noch immer sehr groß ist.' Bei "Telcher .
Wahl von F (u, V, 'Iv) ist es am wahrscheinlichsten, daß unter
den M lVlolekülen wieder dieselbe Geschwindigkeitsverteilung,
wie unter MI Molekülen besteht. Man siebt, daß das Problem
ganz wesentlich verschieden von dem meinigen ist; daß Hr.
Meyer trotzdem zu demselben Resultate gelangen kann, kann
ich mir nur durch eine Anzahl von Inkonsequenzen erklären;
welche mir bei seiner Auflösung des Problems vorzukommen
scheinen. Da Hr. Meyer von der Wahrscheinlichkeit spricht,
daß ein lVlolekül die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w hat,
so muß offenbar eine Anzahl von Molekülen diese Geschwin
digkeitskomponenten haben, und es muß diese Anzahl jener
Wahrscheinlichkeit proportional sein. Es ist also das Produkt
F1 .F2 Fs .'" welches Hr. Meyer auf S. 262 entwickelt, so zu
verstehen, daß darin jeder Faktor mehrmals auftritt, und
könnte auch so geschrieben werden

F~Fl. 11~F~ • •.

und dessen Logarithmus wäre:

k(F1log PI + F2 1og.F2 + ·· .)
Man sieht, daß diese .Größe bis auf den unwesentlichen

Umstand, daß ich dort die lebendige Kraft statt der Geschwin...
digkeitskomponenten eingeführt habe, vollkommen übereinstimmt
mit der von mir schon in meinen "weiteren Studien" mit E
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bezeichneten Größe, auf deren lVIinimumeigenschaft mein dortiger
Beweis des Wärmegleichgewichtes basiert (vergleiche auch den
jenigen Teil meiner Abhandlung "über das Wärmegleichgewicht
von Gasen, auf welche äußere Kräfte \virken," 1) welcher un
mittelbar dem Anhange vorhergeht. Doch fällt sogleich auf,
daß Hr. lVleyer von seinem Produkte behauptet, es sei ein
Maximum, während in meinen Rechnungen diese Größe E ein
J\lIinimum ist, und wir in der Tat später sehen "'Nerden, daß
die Wahrscheinlichkeit einer Zustandsverteilung nicht ihr,
sondern ihrem reziproken Werte proportional ist. Die.se Nicht
übereinstimmung hängt mit einer ganz eigentümlichen Behand
lungsweise des Problems durch Hrn. Meyer zusammen, welche
mir, wenn ich nicht überhaupt über das ganze Ziel der Meyer
sehen Rechnungen im Irrtume bin, Verstöße gegen die Regeln
der Differentialrechnung zu enthalten scheint. Während er
nämlich die Funktion J! sucht, deren vVert also der Variation
unterworfen werden sollte, unterwirft er die Größen 1l, v, W

der Variation, welche, wie mir scheint, die Rolle der independent
Variablen spielen soUten. Die durch Nullsetzung der Koeffi
zienten der Variationen entstehenden Gleichungen sollten nach
den Regelnder Differentialrechnung zur Bestimmung der Werte
derjenigen Variablen verwendet werden, welche früher der
Variation unterworfen worden sind. Hr. Meyer dagegen be
nützt sie als Differentialgleichungen zur Bestimmung der Funk
tion F. In der Tat komme ich zu einem ganz anderen, gar
keiner bestimmten Limite zueilenden Resultate, wenn ich nach
den Regeln der Differentialrechnung die Funktion F so zu be
stimrnen s11che, daß das keine Potenz enthaltende Produkt
Fr F2Fs •.. ein Maximum wird, während gleichzeitig die vier
Ausdrücke:

konstant sein müssen. (VgL den 4. Abschnitt dieser Abhand
lung.) Noch eins muß ich erwähnen, Seien MI Moleküle ge
geben. Die Zahl derjenigen davon, welche die Geschwindigkeits
komponenten 1J,1' V1,W1 haben, soll sich zur Zahl der Mole
küle mit den Geschwindigkeitskomponenten uz' vz' w2 verhalten

1) Diese Sammlung Bd. 11. Nr.32.
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wie F I zu F2 • Analoge Bedeutungen sollen Fs ' F4 usw. haben.
Wir heben durch M ganz zufällige Griffe M Moleküle aus
diesen ~1' Molekülen heraus, so wird durch das Produkt
F~Fl F:F2 • •• die Wahrscheinlichkeit bestimmt, daß 1. ganz
bestimmte etwa die kF1 zuerst gezogenen Moleküle die Ge
schwindigkeitskomponenten UI , VI' w1 ' ferner wiederum ganz
bestimmte, z. B. die durch die nächstfolgenden kF2 Griffe ge
zogenen Moleküle die Geschwindigkeitskomponenten u

2
, v

2
' w

2

usw. haben. Wenn dagegen die Reihenfolge nicht bestimmt
ist, wenn z. B. allgemeiner nach der Wahrscheinlichkeit gefragt
würde: daß nur überhaupt unter den JJ;I gezogenen Mole
külen kF1 mit den Geschwindigkeitskomponenten U1 , VI' w1'

ferner l(,li~ mit den Geschwindigkeitskomponenten u2, vz' w2 usw.
vorhanden sind, ohne Rücksicht auf die Reihenfolge, so wäre
diese Wahrscheinlichkeit dem Ausdrucke

(kFt )! (kF2)!· •.

F~Fl. F:F2 • ••

proportional, welcher in erster Annäherung wieder dem Pro
dukte 11F I • F2 • • • proportional ist. Hiernach käme man aller..
dings wieder auf das Problem zuriick, das Maximum des keine
Potenzen mehr enthaltenden Produktes F I F

2
Fa ... aufzusuchen,

von dem im vierten Abschnitte des näheren die Rede sein
wird. Ich will mich hierauf auch nicht weiter einlassen,
sondern ich glaube, hiermit die Natur des zu behandelnden
Problems genügend beleuchtet zu haben, und will zur alge
braischen Bearbeitung des allgemeinen Problems zurückkehren.

Da würde es sich zuerst um ,die Bestimmung der bisher
mit ~ bezeichneten Zahl für jede beliebige Zustandsverteilung
oder der Permutabilität dieser Zustandsverteilung han,deln..
Denn bezeichnen wir mit J die Summe der Permutabilitäten
aller möglichen Zustandsverteilungen, so gibt uns der Quotient
~/J sofort die Verteilungswahrscheinlichkeit, welche wir kü~ftig

immer mit PJ7 bezeichnen wollen. Wir wollen also zunächst
diePermutabilität ~ derjenigen ZUßtandsverteilung berechnen,
welche dadurch charakterisiert ist, daß Wo Moleküle die leben
dige Kraft Null, w1 die lebendige Kraft 8 usw. haben. Dabei
muß selbstverständlich

(1)
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(2) ~Vl + 2u"2 + 3ws + ... + pWp = A

sein, denn die Gesamtzahl der Moleküle soll n, und die ge
samte lebendige Kraft derselben }\i 8 = L sein. Wollen wir die
oben definierte Zustandsverteilung nach der früher angegebenen.
Methode schreiben, 80 erhalten wir eine Komplexion, welche
zuerst 11)0 Nullen, dann w1 Einser usw. enthält. Wir. wissen,
die Zahl s.:ß oder die Permutabilität ist nichts anderes als die
.A..nzahl der Permutationen der Elemente dieser Komplexionen,
welche im ganzen n Elemente enthält, \vorunter aber U'o Ele
mente untereinander gleich sind. Ebenso sind ~uch U'l' 'zv2 usw.
Elemente untereinander gleich. Die Anzahl dieser Permuta
tionen ist also bekanntlich

(3) ~=. n! .
(wo)! (U'l)! •• •

Die wahrscheinlichste Zustandsverteilung \vird diejenige
sein, für welche UJo' 'leI' ••• solche Werte haben, daß ~ ein
Maximum, oder \veil der Zähler von ~ konstant ist, daß der
Nenner von ~ ein Minimum ist. Die Größen Wo w1 usw. sind
dabei gleichzeitig an die beiden Bedingungen (1) und (2) ge
bunden. Da der Nenner von ~ ein Produkt ist, so \vird es
am besten sein, das Minimum seines Logarithmus, also das
~linimum von
(4)

zu untersuchen. Hierbei bedeutet I den log. nato Es ist zwar
natürlich, daß bei Lösung unseres Problems nur ganze Zahlen
werte für die Größe wo, 't01 ••• einen Sinn haben. Um jedoch
die Differentialrechnung anwenden zu können, wollen wir zu-
nächst auch gebrochene Werte für diese Größen zulassen und
daher das Minimum des Ausdruckes

(4a) ~ = lF(wo + 1) + lr(w1 + l) + ...
suchen, \\1'elcher für ganzzahlige Werte der Größen 'lDO' u'r ..•
mit dem Ausdrucke (4) identisch ist. Wir bekommen dann
diejenigen unecht gebrochenen Werte derselben, welche unter
den Bedingungen (1) und (2) den größten Wert für MI liefern.
Die Lösung des Problems werden wir dann jedenfalls erhalten,
wenn wir für 'wo, w1 usw. solche ganze Zahlen wählen, welche
den gefundenen unecht gebrochenen möglichst nahe liegen.
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Sollte hie und da eine Abweichung von einer oder wenigen
Einheiten erforderlich sein, so kann man sich davon leicht
durch wirkliche Bildung der unmittelbar zunächst liegenden
Komplexionen überzeugen.

Das Minimum von M;. wird gefunden, indem wir zur
Größe~ die linken Seiten der beiden Gleichungen (1) und (2),
erstere mit der Konstanten lz, letztere mit· der Konstanten k
multipliziert, addieren, und dann die partiellen Differential•.
quotienten der so erhaltenen Summe nach jeder ·der Größen
wo, W 1, w2 • •• genommen, gleich Null setzen. Wir erhalten da
durch zunächst folgende Gleichungen:

dl1;'(1/)o + 1) + l _ 0
d . il - ,

UJo

dlr(W1 +1)+h+ k=O
dW1 '

dl r(W2 + 1) + It + 2 k = 0
dW2

dl T(wp + 1)
-----..;=---- + lz + p k = 0,

dwp

woraus sich ergibt

( 8ZT(wt + 1) BlT(wß + 1) 8ZT(W2 + 1) Blr(w1 + 1)

(5) ~ aW 1 - aWo =. .. aW2 - aW1

l BlT(ws + 1) BZT(W2 + 1)
Bws Bw'J. - • • •

Es dürfte jedenfalls sehr schwierig sein, das Problem
durch wirkliche Einsetzung der bestimmten Integrale an die
Stelle der Gammafunktion zu lösen; glücklicherweise interessiert
uns hier nicht die allgemeine Lösung der Aufgabe für beliebige
endliche Werte von.p und 'fl, sondern· nur der Grenzfall, dem
die Lösung des Problems zueilt, wenn die Anzahl der in Be
tracht kommenden Moleküle immer größer und größer wird.
Dann werden auch die Zahlen wo, w1 ' w2 usw. immer größer
und größer. Wir wollen mit cp (x) die Funktion

lr(x+l)~x.(lx-l)-t12~

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. II. 12
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bezeichnen. Dann können wir die erste der Gleichungen (5)
folgendermaßen schreiben:

(6) lw +d({J (wt ) -lu' _ d<p (wo) = ZU), -+ dcp (w2 ) -lw _ drp ('lVt ).

1 dW1 0 dwo .2 dUJi 1 dW1

In ähnlicher Weise kann man die übrigen Gleichungen (5)
schreiben. Man hat dann aber bekanntlich

1
(6a) . rp(x) = - i Zx + 12x +. · ·

Diese Reihe wird nur für x = 0 ungültig, für welchen
Wert jedoch x I und -y2 n (xle)Z genau denselben Wert haben,
daher cp (x) = 0 wird. Substituiert man daher gleich von vorn
herein an die Stelle des Problems, das Minimum von wo! w1 ! w2 ! •...
zu suchen das leichtere Problem, das Minimum von

zu suchen, so stört auch der Wert UJ = 0 ~icht, welchem Um
stande es zu verdanken ist, daß selbst bei mäßig großen
Werten von n und p beide Probleme so nahe übereinstimmende
Lösung haben.

.Aus der Reihe (6 a) folgt:

(6b) dcp (wo) 1 1
~=- 2wo -12wo

2 -···'

welche Größe für sehr große Werte von 'Wo gegenüber lwo
verschwindet und da dasselbe auch für die übrigen w gilt, so
kann für sehr große Werte dieser Größen die Gleichung (6)
folgendermaßen geschrieben werden:

IW1 - lwo = l'w2 - lW1 '

oder

'Wt = U)2 ;

Wo W 1

ebenso erhält man für die .übrigen w die Gleichungen:

(6c) 'l()2 = 'ws = W 4 _ •••

U's

Man sieht sofort, daß die Vernachlässigung des Aus
d~uckes (6b) darauf hinausläuft, daß wir 'an Stelle des Minimums
des Ausdruckes (3) das Minimum von
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V2n (~ot~ (~lr··.
suchen, also bei Stellung des Problems für w! eiJ;le bekannte
Näherungsformel benutzen (vgl. Schlömilchs Comp. S.438),
in der wir alles übrige vernachlässigt, so daß sie auf Ver
tauschung von w! mitV2rn; (w/e)w hinausläuft.

Bezeichnen wir den gemeinsamen Wert der Quotienten (6 c)
mit x, so erhalten wir

(7) w1 = wox, w2 = wox 2
, Ws =woxs usw.

Die beiden Gleichungen (1) und (2) aber gehen über in

(8) Wo (1 + x + x 2+ ... ~xp) = n,

(9) wo(x + 2x2 +3x3 + .. ~ + pXP) = A.
Man sieht sogleich) daß diese Gleichungen bis auf eine

vollkommen unwesentliche'Abweichung mit den Gleichungen (42)
und den unmittelbar vorhergehenden meiner "Weiteren Studien
über ·das Wärmegleichgewicht unter G~smolekülen" überein-

. stimmen.
Wir können die letzten Gleichungen, wie man leicht sieht,

auch so schreiben:

(10)
(

W, (tl+l - 1 = n
o x-I

d xp +1 - 1
Wo x • d x l x _ 1 ) = A.

Die letzte Gleichung lautet, wenn man die Differentiation
.ausführt:

n

P :1/1'+2) _ (p + 1) x1' +1 + ~

(xP+1 - 1) (x - 1)

P x p +1
- (p + 1) x p + 1

Wo x (x _ 1)2 = A

Dividiert man diese Gleichung durch Gleichung (10), so
~rgibt sich:

(11)

oder

(12) (pn ~ A)Xp +2 - (pn + n - A)Xp +1 + (n + Ä).'t' - A, = O.

Man sieht sofort aus dem Satze von Cartesius, daß diese
Gleichung nicht mebr als drei reelle positive Wurzeln besitzen
kann; zwei von ihnen sind = 1. Allein, es ist wieder leicht

12*
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einzusehen, daß diese beiden Wurzeln keine- Lösung der Glei
chungen (8) und (9), also auch keine Lösung des Problems
liefern, daß sie vielmehr in die Schlußgleichung bloß durch
die Multiplikation mit dem Faktor (.1: - 1)2 hineingekommen
sind. Um sich davon zu überzeugen, braucht man -bloß die
Schlußgleichung direkt durch Division der Gleichung (8) und (9)
abzuleiten. Wenn man nach geschehener Division überall die
Variable x aus dem Nenner hinwegsehafft, und nach Potenzen
von .1: ordnet, so erhält man die Gleichung

J(n p - A) xP + (n p - n - A) xp - 1 + (n p - 2 n - A) iP-2

(13) t + ... (n-A)x-J.=O,

welche Gleichung nur vom pten Grade ist, und welche offenbar
alle Wurzeln, die Lösungen des Problems liefern, enthält.

Es kann also die Gleichung (12) nicht mehr als eine
positive Wurzel besitzen, welche einer Lösung des Problems
entspricht. Negative oder komplexe Wurzeln haben selbst
verständlich für die Lösung des Problems keine -Bedeutung.
Es ist hierbei wieder zu beachten, daß die. größte lebendige
Kraft, welche ein Molekül anzunehmen imstande ist, also
P = p c, sehr groß ist im Vergleiche mit der mittleren leben-
digen Kraft L A8

-=-
n n

eines Moleküls, woraus folgt, daB auch p sehr groß ist im
Vergleiche mit Ä/ n.

Das Gleichungspolynom der Gleicp.ung (13), welche alle
brauchbaren Wurzeln mit der Gleichung (12) gemein haben
muß', ist daher für x = 0 negativ, für x = 1 dagegen hat es
den Wert

n (p + 1) (~ - ~),

,veIcher,. da p sehr groB im Vergleiche mit A/ n ist, jedenfalls
positiv, und zwar sehr groB ist. Die einzige positive Wurzel
für x liegt also jedenfalls zwischen Null und 1, und wir wollen
dieselbe jetzt aus der bequemeren Gleichung (12) bestimmen.
Da x ein echter Bruch ist, so ist die pte und (p + l)te Rotenz
davon jedenfalls sehr klein, kann also vernachlässigt werden,
in welchem· Falle sich dann ergibt:

A
x= n+)..



42. Bezieh. zw. zweitem Hauptsatze u. Wahrscheinlichkeitsrechnung-. 1t'1

Dies ist der Wert, welchem x für immer größer werdende p
zueilt, und man sieht die wichtige Tatsache, daß für einiger-
maßen größere p der Wert des x fast ausschließlich nur vom
Werte des Quotienten A/ n abhängig ist, und nur ganz wenig
variiert, wenn p variiert, oder auch, wenn A und n so variieren,
daß deren Quotient konstant bleibt. Hat man einmal x gefun
den, so ergibt sich aus der Gleichung (10):

(14)
l-a;

1°0 = 1- x.P+1 n

und aus den Gleichungen (7) ergeben sich dann die Werte der
übrigen 10. Man sieht, daß die Quotienten

~ usw.
n

also die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen lebendigen Kräfte
für größere p wieder .fast nur von der mittleren lebendigen
Kraft eines Moleküls abhängig sind. Für unendlich große p
erhält man folgende Grenzwerte:

(15)

Um uns zu überzeugen, ob wir ein ~laximum oder ein
Minimum haben, müssen wir die zweite Variation der Glei
chung (4) .aufsuchen. Setzen wir wieder voraus WO' 101' W 2 usw.
seien sehr groß, so können ~ir statt lT(w +1) die Annäherungs
formel

1
w· (l10 - 1) - t lw - t l (2%) + 12w +,usw.

benützen, und erhalten mit Vernachlässigung der Glieder,
welche die Quadrate und höhern Potenzen der w im Nenner
haben,

02 M = (OWo)2 + (/5w1)2 + ...
~l'o W1

Wir haben es also in der Tat mit einem Minimum zu
tun. Ich will noch einiges bezüglich der früher mit J be
zeichneten Größe bemerken. .lVlan findet zunächst .leicht, daß
J den Wert des folgenden Binomialkoeffizienten hat:

J _ (l + n. - 1).
- Ä '
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wenn man also Größen, die mit wachsenden A, oder n ver
schwinden, vernachlässigt

1 (J. + n - .1/·+n
-

1
/
2

J=- .V2 n ln _ ly~-lJ2 )./..+1/2

Nun ist A8/n gleich der mittleren lebendigen Kraft !-t eines
Moleküls, daher

!--~
n - 8 '

also jedenfalls außerordentlich groß, weshalb man hat

(), +n - 1)"+10-11. = AHn-'I. [(1 + n ; 1rr+ 2n2~1 = }/,+n-'/• • en-1.

Es ist also
1 J",n"';'l en- 1

J=~----l-'y'2n ('12 - l)n- /2

daher ist, abgesehen von verschwindenden Größen

1J = n 1~ + n - H + ~ 1n - 1 - ~ 1(2 n).

Es versteht sich von selbst, daß diese Formeln hier nicht
zu dem Zwecke berechnet worden sind, um für den Fall, wo p
und n endliche Werte haben, Annäherungsformeln zu gewinnen;)
denn dieser Fall dürfte in der Praxis kaum von irgend einer
Wicht~gkeit sein, sondern bloß um Formeln· zu gewinnen,
welche bei unendlichem Wacbsell vonp und n sicher die
richtigen Grenzwerte liefern.

Trotzdem wird es vielleicht zur Veranschaulichung bei
tragen, "wenn wir zuerst an einigen speziellen Fällen zeigen,
daß selbst für ganz mäßig große Werte von p und n die auf
gestellten Formeln sich der Wahrheit wenigstens einigermaßen
anschließen, so daß sie selbst als Annäherungsformeln nicht,
ohne allen Wert wären.

Wir nehmen zuerst den schon oben betrachteten Fan, wo
n = .A. = 7 ist, d. h. es sollen 7 Moleküle vorhanden sein, und
die Gesamtsumme der lebendigen Kraft aller Moleküle soll
= 7 8 sein. Die mittlere lebendige Kraft eines lVloleküls ist
also gleich c. Nehmen wir zuerst an, es· soll auch p = 7 sein,
d. h. jedes Molekül sei nur imstande, die lebendigen Kräfte 0,
c, 2 CJ 3 8 • • ., 7 C anzunehmen.
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Dann verwandelt sich die Gleichung (12) in folgende:

6:co - 7 xS + 2 x-I = 0 ,

~'t=t+iX8_3x9.

Da x nahe = t ist, so können wir in den heiden letzten,
ohnehin sehr kleinen Gliedern der rechten Seite x = t setzen,
und erhalten:

(16)
woraus folgt:
(17)

1 1 1 1
.X = 2" + 2"9(7 - 3) = ~ + 27 = 0,5078125.

lVIan könnte leicht diesen Wert wieder für x in die rechte
Seite der Gleichung (1 7) substituieren und würde so einen noch
mehr angenäherten Wert für x gewinnen; doch führt es rascher
zum Ziele, da wir bereits einen genäherten Wert für x wissen,
wenn wir die Gleichung (16) nach der gewöhnlichen Newton'·
sehen Näherungsmethode behandeln, wodurch sich ergibt

x = 0·5088742 ...

Hieraus findet man dann gemäß den Gleichungen' (7)

'Wo = 3,4535
Ui1 = 1,7574
1,l'2 = 0,8943
1,~'3 = 0,4551

u:4 = 0,2316
zOs = 0,1178
'Uie = 0,0599
w7 = 0,0304

Diese Zahlen würden die Bedingung erfüllen, daß

,/-:>(U'O)1VO'/-2 (U'1)1VlV j;.,j n - · V n - ... usw.e e

ein l\!Iinhnum ist, während die Größen w bloß an die beiden
Bedingungen geknüpft sind:

(18) { Wo + w1 + w2 + 'Ws + 'W4 + Wo + 'W6 + W7 = 7 J

U)l + 2 w2 + 3 Ws + 4 w4 + 5 w5 + 6 WB + 7 w7 = 7 ,

\velches Minimum übrigens wegen der ersten der Gleichungen (18)
mit dem Minimum von (wo)Wo (U)lYv1.•• zusammenfällt. Sie liefern
daher nur eine angenäherte Lösung unseres Problems, welches
dahin geht, daß man so viele (u'o) Nullen, so viele (w1) Einser
usw. zusammenstellen soll, daß, die dadurch entstehende Kom
plexion möglichst viel Permutationen zuläßt, und daß die w

gleichzeitig die Bedingungen (18) erfüllen. Da p und n hier
ganz kleine Zahlen sind, so ist ,keine große Annäherung zu



W 4 = 0,65605
'w5 = 0,38950
wa = 0,23133

184 42. Bezieh. zw. zweitem Hauptsatze u.Wahrscheinlichkeitsrechnung.

erwarten; trotzdem erhält man schon hier die richtige Lösung
des Permutationsproblems, wenn man für jedes u) die zunächst
liegende ganze Zahl setzt, mit alleiniger Ausnahme von ws'
welchem man den Wert 1 statt 0,4551 erteilen muß. In dieser
Weise ergibt sich nämlich

Wo = 3, w1 = 2, w2 :I: Ws = 1, w4 = w5 = w6 = w7 = 0

und in der Tat sahen wir in der Tabelle auf S. 7, daß die
Komplexion 0001123 der meisten Permutationen fähig ist.

Wir wollen jetzt dasselbe spezielle Beispiel n = A = 7 be
handeln, aber p = C1J setzen; d. h. die Moleküle sollen die
lebendigen Kräfte 0, 1, 2, 3 usw. bis C1J anzunehmen imstande
sein. Wir wissen, daß die Werte der Größen w dann wenig
verschieden von den früheren ausfallen müssen. In der Tat
erhalten wir dann

x = ~ ; Wo = ~ = 3,5, w1 = ~o = 1,75, w2 = ~1 = 0,875 usw.

Wir wollen noch ein um ein Weniges komplizierteres Bei
spiel machen. Sei n = 13, Ä = 19, was \vir jedoch nur für
den einfacheren Fall behandeln' wolle, daß p = CIJ ist. Dann
haben wir:

19
x = 32

'wo = 5,28125
'lVI = 3,13574
W2 = 1,86815
Ws = 1,10493

Setzt man hier statt der verschiedenen w die ihnen zu
nächst liegenden ganzen Zahlen, so erhält man

Wo = 5, w1 = 3, w2 = 2, w3 = 1, w4 = 1, w5 = w6 = ... 0 ,

Schon aus dem Umstande, daß Wo + w1 + ... = 13 sein
soll, sieht man, daß wieder eines der w um eine Einheit er
höht werden muß. Am wenigsten weicht wö ' welches wir. = 0
gesetzt haben, von der nächst höheren ganzen Zahl ab. Wir
wollen daher lieber W ö = 1 setzen, und erhalten die Kom
plexion

0000011122345, '

deren Ziffersumme in der Tat = 19 ist.
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Die Anzahl der Permutationen, deren diese Komplexion
fähig ist, ist

131 131 1
51 3 I 2! = 41 31 2! 5

Eine Komplexion, deren Ziffernsumme ebenfalls = 19 ist,
und von welcher man vermuten könnte, daß sie sehr vieler
Permutationen fähig sein wird, wäre folgende:

0000111222334.
Die Anzahl ihrer Permutationen ist

13! 13! 1
4! 313! 21 = 413121 ·6'

also bereits kleiner als die Anzahl der Permutationen der
ersten von uns aus der Annäherungsformel gefundenen Kom
plexion. Ebenso überzeugt man sich, daß die Zahl der Per
mutationen der beiden Komplexionen

0000111122335 und
0000111122344

kleiner ist. Dieselbe ist nämlich für beide Komplexionen

13! 131 1
41 41 21 21 = 41 31 2! • 8".

Noch weit kleiner ist die Anzahl der Permutationen, deren
die übrigen möglichen Komplexionen fähig sind, und es dürfte
ganz überflüssig sein, hier darauf weiter einzugehen. Man. wird
aus den hier gemachten Beispielen ersehen, daß die oben auf..
gestellte .Näherungsformel selbst bei ziemlich kleinen Werten
von p und n für die Größen w Werte liefert, die sich meist
nur um Bruchteile von Einheiten, höchstens um 1 oder 2 Ein
heiten von den wahren Werten unterscheiden. Bei den in der
mechanischen Wärmetheorie vorkommenden Problemen aber
haben ,vir es immer mit außerordentlich vielen Molekülen zu
tun; ·die Größen w haben daher sehr große Werte, so daß
derartige kleine Abweichungen verschwinden, daß also unsere
Näherungsformeln die exakte Lösung des Problems liefern.
Wir sehen auch, daß die von uns als die wahrschainlichste
gefundene· Zustandsverteilung in gewisser Beziehung überein
stimmt mit derjenigen,' von welcher bekannt ist, daß sie sich
bei imWärmegleichgewichte befindlichen Gasen einstellt. Es
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ist nämlich gemäß den Formeln (15) die Wahrscheinlichkeit
der lebendigen Krafts 8 gegeben durch

Ws = n: }. · (n ~.S·
Da )\<.8/ n gleich der mittleren lebendigen Kraft [t eines

Moleküls, also endlich ist, so ist n sehr klein gegen /\.. Es ist
also nahezu

n2 n2

n+).=

woraus folgt:

ne
=-

28

w = ?!:.!- e p..
8 ft

Doch bedarf der Übergang zur mechanischenWärmetheorie,
besonders die Einführung der Differentiale, noch einiger
Überlegung und einer nicht unwesentlichen Modifikation der
Formeln.

11. Die lebendigen Kräfte gehen kontinuierlich
ineinander über.

Wir wollen, behufs Einführung der Differentiale in unsere
:H'ormel, zu derjenigen Versinnlichungsweise des Problems über
gehen, welche auf S. 171 1) angedeutet ist; denn dieselbe scheint
mir die Sache am besten klar zu machen. Dort war jedes
Molekül nur imstande, eine der lebendigen Kräfte 0, 8, 2 8 ••• P 8
anzunehmen. Wir bildeten alle möglichen Komplexionen, d. h.
alle mit den Bedingungen des Problems vereinbaren Verteilungs
weisen dieser 1 + p lebendigen Kräfte unter die Moleküle,
indem wir uns eine Urne fingierten, welche unendlich viele
Zettel enthält. Auf einigen derselben ist die lebendige Kraft
Null, auf genau gleich vielen Zetteln die lebendige Kraft 8 usw.
aufgeschrieben. Wir bildeten die erste Komplexion, indem wir
für jedes der Moleküle einen Zettel aus der Urne zogen, und
dem Moleküle diejenige lebendige Kraft beilegten, welche auf
dem für dasselbe gezogenen Zettel stand. In derselben Weise
wurden noch sehr viele andere·Komplexionen gebildet und dann
nach der Wahrscheinlichkeit gefragt, daß eine Komplexion zu
dieser oder jener Zustandsverteilung führe. Diejenige Zustands-

1) Dieses Bandes.
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verteilung, zu "welcher die meisten Komplexionen führen, be
zeichneten wir als die ,vahrscheinlichste oder als die des
Wärmegleichgewichtes. Da wir jetzt zu einer kontinuierlichen
Reihe von lebendigen Kräften übergehen wollen, so wäre das
natürlichste Verfahren folgendes:

Wir bezeichnen mit 8 vorläufig eine sebr kleine Größe,
und nehmen an, in der. Urne seien sebr. viele Zettel, auf denen
lebendige Kräfte aufgeschrieben sind, die zwischen Null und 8

liegen; genau glei~h viele Zettel .seien in der Urne, auf denen
lebendige Kräfte aufgeschrieben sind, die zwischen 8 und 28,
zwischen 2 8 und 3 8 usw. bis ins Unendliche liegen. Da 8

sehr klein ist, so können alle Moleküle, deren lebendige Kraft
zwischen :t~ und x + 8 liegt, so angesehen werden, als ob sie
dieselbe lebendige Kraft besäßen.. Der übrige Gang der Rechnung
ist ganz derselbe wie im ersten llbschnitte. Wir nehmen an,
es sei irgend eine Komplexion gezogen worden; Wo Moleküle
hätten dabei eine lebendige KTaft erhalten, die zwischen 0
und 8, 201 1\'loleküle eine solche, die zwischen 8 und 2 8, W z
eine solehe, die zwischen 2 8 und 3 8 liegt usw.

Da hierbei die Größen wo' ~01' w2 usw. offenbar unendlich
. klein von der Ordnung 8 sin.d, so wollen wir lieber setzen

(19) 1-00 =8((ü),w1 = 8 f(8), 1-02 = 8 ((2 8) l1SW.

Die Wahrscheinlichkeit der betreffenden Zustandsverteilung
ist dann genau wie im ersten Abschnitte gegeben durch die
Anzahl der Permutationen, deren die Elemente jener Zustands
verteilung fähig sind, also durch die Zahl

n!

Als die wahrscheinlichste Zustandsverteilung, d. h. als diejenige,
welche demWärmegleichgewichte entspricht, definieren wir
wieder diejenige, bei 'welcher dieser Ausdruck ein Maximum,
also. dessen Nenner ein Minimum wird. Benutzen wir sogleich
eine im ersten Abschnitte hinlänglich motivierte Näberungs
formel, indem wir statt ~o! die 'Größe

V2n(~-r
substituieren, in der ,viI' übrigens den Faktor 112% unter
drücken können, weil er nur als konstanter Faktor zur Größe
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hinzutritt, welche ein Minimum werden soll; führen wir ferner
statt der Bedingung, daß der Nenner ein Minimum werden
muß, die gleichbedeutende ein, daß dessen Logarithmus ein
Minimum ,verden muß: dann erhalten wir für das Wärme
gleichgewicht die Bedingung, daß die Größe.

}J![ = I[{)o I Wo + 201 I w1 + w2 l202 + ... - n
ein Minimum sei, während gleichzeitig wieder die beiden Be
dingungen erfüllt sein müssen:

(20) n = Wo + U.'l +.w2 + ...,
(21) L = c'w1 + 28W2 + 38Wg + ...,
welche mit den Gleichungen (1) :und (2) des ersten Abschnittes
identisch sind. Führen wir hier zunächst statt der Größen w
die Funktion f vermöge der Gleichungen (19) ein, so erhalten wir:

jJf = 8 [f(O) l t (0) + f(8) 1/·(8) + /~(2 s) 1((28) + ]
+ s18 [f(O) + f(8) + f(28) + ] - n,

und die Gleichungen (20) und (21) verwandeln sich in folgende:

(22) n = 8[((0) + ((8) + ((28) + ...],
(23) L = 8 [8f"(8) + 28f'(28) + 38/"(38) + ...J.

Infolge der Gleichung (22) kann der Ausdruck für M auch
so geschrieben werden:

JI!f = 8[f(O) 1((0) + ((8) 1((8) + 1)(28) l (·(28) + ...] - n +n I(s).

Da n und 8 konstant sind (denn auch die Größe 8 hat .für alle
möglichen Komplexionen, daher auch für alle möglichen Zu
standsverteilungen denselben Wert, ist also hier, wo es sich
um den Übergang von einer Zustandsverteilung zu einer anderen
handelt, als konstant anzusehen), so ist die Größe

(24) 1f' = 8[((0) l ((0) + f (8) l t)(8) + ((28) I ((2 8) + ...]
zu einem J\!Iinimum zu machen. Wir wissen aber, daß 8 eine
verschwindend kleine Größe ist, welche um so kleiner wird, je
mehr sic,h die Reihe der möglichen lebendigen Kräfte einem
Kontinuum nähert. Für verschwindende 8 aber können wir
die in den Gleichungen (22), (23) und (24) vorkommenden
Summen in der Form von bestimmten Integralen .schreiben,
und erhalten folgende Gleichungen:
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(25)

(26)

00

M' =Jf(x) lf(x) dx,
o

00

n ",;Jf(x)dx;
o

00

(27) L =:=Jx f(x)d x ·
o

Sucht man diejenige Form der Funktion f(~?;), welche den
Ausdruck (25) unter den Nebenbedingungen (26) und (27) zu
einem Minimum macht, so hat man bekanntlich folgender ...
maßen zu verfahren: Man addiert zur rechten Seite der
Gleichung (25) die rechten Seiten der heiden Gleichungen (26)
und (27), letztere beide mit je einem konstanten Faktor k
und h multipliziert. Die so entstandene Summe

00

J[f(x) I f(x) + k f(x) + h x f(x)J d x
o

unterwirft man nun der Variation, wobei x die independent
Variable, f die der Variation zu unterwerfende Funktion ist.
Dadurch ergibt sich

00

J[l f(x) + k + 1 + hxJcj f(x) d x ·
o

Setzt man die Größe, welche mit 0 f(x) multipliziert ist,
also den A.usdruck in der eckigen Klammer = 0, und bestimmt
aus der so erhaltenen Gleichung die Funktion ((:1:), so ergibt sich

(28) f(x) = Ce-h x •

Hierbei wurde zur Abkürzung die Konstante e-k - 1 mit 0
.bezeichnet. Die zweite Variation von M' ist

00

()'2 M' = J[8 f(w)l2 ,d x,
fex)

o
. eine notwendig positive Größe, da f'(X) für alle zwischen 0

und 00 liegenden Werte von x positiv ist. Es ist also M' ein
Minimum im Sinne der Variationsrechnung. Die Gleichung (28).
würde uns das Resultat liefern, daß für den Fall des Wärme-
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gleichgewichtes die Wahrscheinlichkeit, daß die lebendige Kraft
eines JYloleküls zwischen flen Grenzen x und x + d x liege,
den Wert

((x) d x = Ce-h x d :t'

hat. Die Wahrscheinlichkeit, daß die Geschwincligkeit eines
Moleküls zwischen den Grenzen co und (jJ +d üJ liegt, wäre also

km co'!.

(29) Ce----r·m(j)dco.,

m soll immer die Masse eines lVloleküls bezeichnen. Die Formel
(29) liefert die richtige Zustandsverteilung für elastische Kreise,
die sich in einer Fläche von zwei Dimensionen bewegen, oder
elastische Kreiszylinder mit. parallelen Achsen, die sich im
Raume bewegen, nicht aber für elastische Kugeln, die sich im
Raume bewegen. Jj'ür letztere muß die Exponentialfunktion
Init co 2 d (jJ statt mit co d (() multipliziert sein. Um die für
diesen letzteren Fall passende Zustandsverteilung zu erhalten,
müssen wir die ursprüngliche ·vTerteilung der Zettel in der .lTrne,
aus welcher die verschiedenen Komplexionen gezogen wurden,
in anderer \\Teise wählen. "'lir nahmen bisher an, in dieser
Urne seien gleichviel Zettel, auf denen eine zwischen 0 und 8

liegende lebendige Kraft aufgeschrieben steht, als Zettel, auf
denen eine zwischen 8 und 28 liegende lebendige Kraft auf
geschrieben ist. Ebenso groß sollte auch die Zahl der Zettel
mit einer zwischen 28 und 38, zwischen 38 und 46 usw.
liegenden lebendigen Kraft sein.

Jetzt dagegen \vollen wir annehluen, daß nicht die lebendige
Kraft, sondern die drei Geschwil1digkeitskomponenten u, v, w

in den Richtungen der drei Koordinatenachsen, auf den in der
Urne enthaltenen .Zetteln aufgeschrieben sind. Und zwar soll
gleich sein: die Zahl der Zettel, für "\velche u zwischen 0 und 8,

v zwischen 0 und ~, w zwischen 0 und 1] liegt; die Zahl der
Zettel, für welche 'lt zwischen 8 und 28, v zwischen 0 und ~,

w z'wischen 0 und 17; ferner die Zahl der Zettel, für welche
u zwischen e und 28, v zwischen ~ und 2~, w zwischen 0
und '1J liegt, ganz allgemein: die Zahl der Zettel, für welche
u, v, w zwischen den Grenzen u und 'll + 8, V und v +~, wund
w + '1J liegen. Dabei sind, 11, v, w beliebige Größen, 8, ~, 1J da
gegen Bind gegebene konstante, aber außerordentlich kleine
Größen. Wenn wir bis auf diese eine Modifikation das ganze
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Problem unverändert lassen, so gelangen wir zur Zustands
verteilung, welche sich in· Wirklichkeit unter Gasmolekülen
herstellt. I)

Bezeichnen wir jetzt mit

(30) wabe = 8 (, rJ f(a 8, b~, c r/)

die Zahl der in irgend einer Komplexion vorkommenden Mole
küle, für welche die Geschwindigkeitskomponenten zwischen
den Grenzen a 8 und (a +1)8, b?; und (b + 1)~, C rj und (c +1) 1)

liegen, so ist die Zahl der Permutationen, deren die Elemente
dieser Komplexion fähig sind, also die Permutabilität der
Zustandsverteilung, zu welcher diese Komplexion führt:

n!
(31) ~ = a=+p b=+q c=+r

II rr II wabc !
a=-p b=-q c=-r

wobei wir zunächst annehmen, u vermöge nur Werte von
- p 8 bis + p 8, v solche von - q ~ bis + q S, 'W solche von
- r 1] bis + r 1] anzunehmen. Für die wahrscheinlichste Zu-
standsverteilung muß wieder dieser Ausdruck, oder wenn man
will, dessen Logarithmus ein Maximum sein. Vertauscht m.an
wieder

n! mit y'2%(~r und w! mitl"2"%(:t,
wobei,plan übrigens den Faktor y'2% sogleich weglassen kann,
weil jeder dieser Faktoren zu l~ nur den konstanten Addenden
- tl (2 n) liefert, so erhält man als Bedingung für die wahr
scheinlichste Zustandsverteilung, daß der Ausdruck

a=+p b=+q C=+1"

- ~ ~ ~ wabelwabe
a=-p b=-q c=-r

1)- Wir können natürlich gleich von vornherein statt der Größen
8, ',. r;, welche ja als verschwindend angenommen werden, du, d v, d w
schreiben, und müßten dann sagen: Die Verteilung der Zettel in der
Urne muß so sein, daß die Zahl derjenigen Zettel, für welche u, v, w
zwischen u und u + du, zwischen v und v + d v, wund 20 + d w liegen,
dem Produkte du dv dw proportional, aber vom Werte der Größen u, v, w
unabhängig ist. Die frühere Verteilung der Zettel in der Urne dagegen
kann, indem man d x statt 8 schreibt, dadurch charakterisiert werden,
daß man sagt, es waren auf gleich vielen Zetteln aufgeschrieb-en: lebendige
Kräfte, die zwischen 0 und dx, solche, die zwischen da; und2dx, solche7

die zwischen 2 dx.und 3dx usw. liegen.



192 42. Bezieh. zw. zweitem Hauptsatze u.Wahrscheinlichkeitsrechnung.

ein Maximum werden soll, welches sich nur durch einen kon
stanten Addenden von l~ unterscheidet, da auch die konstante
Größe n ln weggelassen wurde.

Die beiden Bedingungsgleichungen aber, welche ausdrücken,
daß die Zahl der Moleküle = n, und deren lebendige Kraft =.L
sein muß, erhalten folgende Form:

a=p o=q C=1'

(32) n = ~ ~ ~Wabc
a=-p 0= -q C=-T

a=p o=q c=r'

(33) L = ~ ·~ ~ ~ (a2
8
2+ b2~2+ C

2 'lJ2)Wabo

a=-p o=-q C=-T

Setzt man für waocseinen Wert aus Gleichung (30) ein,
so sieht man sogleich ein, daß die dreifachen Summen, nach
dem man noch einen konstanten Addenden unterdrückt hat, in
dreifache bestimmte Integrale übergehen, wodurch man für die
GröB~, welche ein Maximum werden soll, den Wert erhält:

+00 +00 +00

(34) Q = - J J J((u, V, w)l((ll, v, w)dudvdw,
-00 -00 -00

die beiden Bedingungsgleichungen aber gehen über in:

(35)
00 00 00

n =JJ f ((u, v, w)dudvdw
-00 -00 -00

00 00 00

(36) L = ; J JJ lu2+ v2+ 1V
2)((U, V, to) du d v dw.

-00 -00 -00 .

Wir wollen diese GröBe Q,welche nur· durch einen kon
stanten Addenden vom Logarithmus der Permutabilität ver
schieden ist, und welche für die Folge eine besondere Wichtig
keit hat, als das Permutabilitätsmaß bezeichnen. Ich bemerke
übrigens, daß die Unterdrückung ·dieser Konstanten noch den
Vorteil hat, daß dadurch bewirkt \vird, daß das gesamte Per
mutabilitätsmaß des Vereins zweier Körper gleich der Summe
der Permutabilitätsmaße jedes einzelnen Körpers ist.

Es ist also das Maximum der Größe (34)·unter den Neben
bedingungen (35) und (36) zu suchen. Die A.uflösung dieses
Problems braucht hier nicht weiter "auseinandergesetzt zu
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werden; denn dasselbe ist ein spezieller Fall desjenigen Pro
blems, welches ich bereits in meiner Abhandlung "Über das
Wärmegleicbgewicht von Gasen, auf welche äußere Kräfte
wirken", in dem Abschnitte behandelt habe, welcher unmittel
bar dem Anhange vorhergeht. Ich habe dort schon den
Nachweis geliefert, daß es auf diejenige Zustandsverteilung
führt, welche in der Tat dem Zustande des Wärmegleich
gewichtes entspricht. Man sieht also, daß man in der Tat
berechtigt ist, zu sagen: diejenige Zustandsverteilung,welche
unter allen die wahrscheinlichste ist, entspreche auch dem
Zustande des Wärmegleichgewichtes. Denn ,wenn eine Urne
in. der zuletzt besprochenen Weise mit Zetteln gefüllt wird,
so wird es am wahrscheinlichsten sein, daß auf den gezogenen
Zetteln die dem Wärmegleichgewichte entsprechende Zustands...
verteilung aufgeschrieben ist. Ich glaube aber nicht, daß man
berechtigt ist, dies ohne weiteres. als etwas Selbstverständliches
hinzustellen, mindestens nicht, ohne vorher sehr genau definiert
zu haben, was eigentlich unter der wahrscheinlichsten Zustands
verteilung zu verstehen ist. Würde man· z. B. in dieser Defi
nition nur die .kleine Modifikation eintreten lassen, daß man
die Urne in der zuerst beschriebenen Weise mit Zetteln gefüllt
sein ließe, so würde der· Satz bereits falsch sein.

Der Grund, weshalb gerade die eine Verteilung der Zettel
zur richtigen Zustandsverteilung führt, wird demjenigen, der
sich eingehender mit derartigen Problemen beschäftigt hat,
wohl nicht entgehen. Derselbe liegt. nämlich in folgendem
Umstande: Wenn wir alle Moleküle zusammenfassen, deren
Koordinaten zu einer bestimmten Zeit zwischen den Grenzen

(37) ~ und ~ + d~, 1'j und 'Jl + d 17, ..~ und ~ + d ~

und deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen

(38) u und u+du, v und v+dv, wund v,+dw

liegen, und alle diese Moleküle mit einem bestimmten Mole
küle unter gegebenen Verhältnissen zusammenstoßen lassen, so
sollen deren Koordinaten nach einer ganz bestimmten Zeit
zwischen den Grenzen

(39) =. und =. + d=', Hund H + dH, Z und Z+ dZ,

deren Geschwindigkeitskompone~tenaber zwischen den Grenzen
Bol t zman n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. 11. 13
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(40) U und U + d U, JT und V+ d JT, 7fl und lfl~+ d 7f-

liegen. Es ist dann immer

(41) dS·d17·d~.d1l.dv.dw = d='·dH·dZ·d U·d r·d 1fT.
Dieser Satz gilt noch viel allgemeiner. M~gen zur Zeit

Null die Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten be
liebiger l\tfoleküle (materieller Punkte) zwischen den Grenzen
(37) und (38) liegen, mögen auf diese Moleküle beliebige Kräfte
wirken, nach Verlauf einer und derselben Zeit t mögen die
Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten sämtlicher Mole
küle zwischen den Grenzen (39) und (40) liegen, es ist dann
jedesmal die Gleichung (41) erfüllt.

(Vollkommen ausführlich, exakt ausgesprochen und in
sehr einfacher Weise begründet findet man diesen ulldeinen .
noch allgemeineren Satz in de.mBuchevon Watson "A Treatise
on the kinetic theory of gases" S. 12.)

Würde man dagegen statt der Geschwindigkeitskomponenten
"Vor und nach der Einwirkung der Kräfte die lebendige Kraft x
und ·zwei die Geschwindigkeitsrichtung bestimmende Winkel
a und ß einführen, und würden vor der Einwirkung der Kräfte
diese Größen z\vischen den Grenzen.

~ und S+ d~, 'fj und 1) + d1j, ~ und t + dt,

x und x + d x, et und et + d ct, /3 und ß+ d {J ,

nach dem Einwirken der Kräfte aber zwischen den Grenzen

~ und ~+d=.,H und H+dH, Z und Z+dZ

..:Y und X + dX, A und A + dA, 8 undB + dB

liegen, so würde

d ~ · d 17 • d ,; · 11;· d x . rp (IX, (3) d ct . d ß
=d=·dH· dZ. -YX. d X· rp(A, B)dA· dB

sein.
Es geht also das Produkt der Differentiale du d v du;

direkt in d U d JT d JV über. Deshalb müssen die Zettel der
Urne so gewählt werden, daß gleich viele mit Geschwindigkeits-

.. komponenten beschrieben sind, die zwischen u und u + du,
v und v + d v, wund w + d 'U) liegen, was imnler u, v, w für
Werte haben mögen. Überhaupt muß, wenn die Position
durch irgendwelche Koordinaten bestimmt wird, die Ge-
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sch\1'indigkeit durch die entsprechenden "Momente" bestimmt
werden. Dagegen geht-V;d x in 11X cl X über. Bei Einführung
der lebendigen Kraft müßte man also die Zettel so wählen,
daß gleich viele mit lebendigen Kräften beschrieben sind,
welche zwischen x und :t' + V;d x liegen, wobei d x konstant,
x aber vollkommen willkürlich ist.

·Mit Anwendung dieses zuletzt erwähnten Satzes könnte
man mit Zuziehung der in meinen "Bemerkungen über einige
Probleme der mechanischen Wärmetheorie"auf S. 121 1) ent
wickelten Prinzipien auch einen direkten Beweis herstellen,
daß diese Art und Weise, die wahrscheinlichste Zustandsver
teilung zu finden, die allein zulässige ist, und auf die richtige
dem Zustande des Wärmegleichgewichtes entsprechende Zu
standsverteilung führen muß, während wir uns hier aposteriori
überzeugt haben, daß gerade sie auf die richtige Zustands
verteilung führt, und daraus schlossen, daß die dem Wärme
gleichgewichte entsprechende Zustandsverteilung in unserem
Sinne die wahrscheinlichste ist.

Es ist natürlich leicht, in gleicherWeise auch die Fälle
zu betrachten, wo nebst der Bedingung der Erhaltung der
lebendigen Kraft noch andere Bedingungen gegeben sind.
Stellen wir z.. B. das Problem so: Unter einer gegebenen,
natürlich sehr großen Anzahl von Molekülen sind die Ge
schwindigkeitskomponenten u, v, 'll) so zu verteilen, daß 1. die
Summe der lebendigen Kraft allel' ~Ioleküle eine gegebene
Größe ist, 2. die Komponente der Geschwindigkeit des gemein
samen Schwerpunktes aller Moleküle in der Richtung der
x-Achse, 3.· die in der Richtung der y-Achse, 4. die in der
Richtung der z-Achse eine gegebene Größe ist. Es entsteht
die Frage, welches ist die wahrscheinlichste Verteilung der
Geschwindigkeitskomponenten unter den Molekülen, wobei
dieser Begriff natürlich ,vieder in· dem~elben Sinne wie früher
gefaßt ist. Wir erhalten dann ganz dasselbe Problem, nur
daß an die Stellung der einen Bedingungsgleichung deren vier
treten. Die Auflösung desselben liefert uns für die \vahr
scheinlichste Zustandsverteilung

f(u, v, w) = Ce-h[(u-a)~+ (V-ß)2+ (W- y)2J,

1) Dieses Bandes.
13*
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wo C, h, et, ß, y Konstanten sind. Dies ist in der Tat die
Zustandsverteilung in einem Gase, das sich im Wärmegleich
gewichte bei konstanter Temperatur befindet, dessen gesamte
Masse aber nicht in Ruhe ist, sondern sich mit einer be
stimmten konstanten Geschwindigkeit fortbewegt. Man könnte
übrigens, wenn man noch andere passende Bedingungsglei
chungenhinzufügt, in derselben Weise auch noch andere Pro.r
bIeme behandeln, so z. B. das der Rotation eines Gases, ferner
alle in meiner Abhandlung "Über die Aufstellung und Inte
gration der Gleichungen, welche die Molekularbewegung in
Gasen bestimmen",l) betrachteten Fälle. ,

Betreffs des Übergangs vom Ausdrucke (31) zum Aus
drucke (34) soll hier noch einiges bemerkt werden. Die Formel
für x! lautet vollständig

1

V-· (X,):ll 12a: + ...2?7;x - e .
p ,

Die Substitution dieses Wertes in der Formel (31) liefert
also zunächst

3 a=+p b=+q c=+r . - +
(2n)P+q+r+"!r TI f1 IJ ('l{)abc1'wabc+~-. e12wabc ...

a =-p b=-· q c=- r

woraus ·folgt

l~ = (n + ~ )ln + l:n +.. "- (p + q+ 7" + 1) l2 n

a=+pb=+qc=+r

:2 :2 :2 ((wabc+ ~) lwabc+ 12
1
W

a
he+ •• }

a=-pb=~qc=~r '

Nun muß zuvörderst beachtet werden, daß gemäß unserer
Definition bei Bestimmung der Größe .~ immer zuerst an
genommen werden muß, die Zahl der Moleküle, alson und
damit auch 1Vabc wachse immer mehr, dann erst darf man die
Größen 8, ~, 'IJ abnehmen lassen, welch letztere von anderer
Qualität unendlich klein sind. Es verschwinden daher alle
Glieder, "TeIche n oder waoe im Nenner haben und auch die
Größe t kann im Ausdrucke wabe + t vernachlässigt werden.
Denn die Glieder, welche die Größe Wabe liefert, verhalten sich

1) Diese Sammlung, Bd. 11, Nr. 36.
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zu denen, welche die Größe t liefert, .wie Größen, welche sich
auf die ganze Gasmasse beziehen, zu Größen, welche sich nur
auf ein einzelnes Molekül beziehen. Die letzteren Größen
können aber vernachlässigt werden, weil wir annehmen, daß
die Anza):ll der Moleküle immer mehr und mehr wächst, so
daß ein einzelnes lYIolekül dagegen immer mehr und mehr
verschwindet. Man erhält daher zunächst

a=+p b=+q c=+r
l~ = nln - (p + q + r + 1)l2% - ~ ~ ~ uJabelwabc'

a=-p b=-q c= .... r

Substituiert man hier für U)abc den Ausdruck 8~'lJf(a8, b~, C1j),
so ergibt sich

l~ = n 1n - (p + q + r + 1) l2 n - n l (8 ~ IYj)

a=+pb=+qc=+r

- ~. ~ ~ 8{;1) ((ae, b', CIJ]) lt'(aa, b~, C'l]) •
a=-p b = ..... q c=-r

~lan sieht hier) daß bis auf die dreifache Su:rnme alle
Größen der rechten Seite dieses Ausdruckes konstant sind;
läßt man daher diese Konstanten weg, und läßt nun auch die
Größen 8, ~, 'lJ immer mehr und mehr abnehmen, p, q, r dagegen
ins Unendliche wachsen, so verwandelt sich die dreifache
Summe in ein dreifaches bestimmtes von - 00 bis' + C1J zu
nehmendes bestimmtes Integral, und man gelangt sofort von
I ~ zu dem durch Formel (34) gegebenen Ausdrucke des Per
mutabilitätsmaßes Q. Am hedenklichsten könnte hierbei die
Voraussetzung erscheinen, daß wabe' sehr groß im Vergleiche
mit t ist, d. h. daß die Anzahl der, Moleküie sehr groß ist~

,deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen a 8

und (a + 1) 8, b ~ und (b + 1)~, C;7 und (c + 1) 1] liegen, welche
identisch mit den Grenzen u und u' + du, '0 und v + d v, w
und 1J) + d w sind. Es mag dies für den ersten. Anblick be
fremden, da die Zahl der Gasmoleküle, wenn auch groß, so
doch endlich. ist, während du, dv, d w mathematische Diffe
rentiale sind. Doch muß diese Annahme bei näherer Über
legung als selbstverständlich bezeichnet werden. Denn alle
Anwendungen der Differentialrechnung auf die Gastheorie be
ruhen auf derseIhen Annahme. Will man z. B. die Diffusion,
innere Reibung, Wärmeleitung usw. berechnen, so nimmt man
ebenfalls an, daß in jedem unendlich kleinen Volumenelemente
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d x dY d z sich noch unendlich viele Gasmoleküle befinden"
deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen den- Grenzen u
und u + du, v und v + dv, wund w + dw liegen. Die obige
Annahme besagt· weiter nichts, als daB man die Grenzen für
U, v, UJ so weit nehmen kann, daß bereits sehr viele Moleküle
dtlzwischenliegende Geschwindigkeitskomponenten haben, und
trotzde~ noch alle diese IVIoleküle so ansehen kann, als ob sie
mit denselben Geschwindigkeitskomponenten begabt wären.

111. Betrachtung mehratomiger GasIDoleküle und äußerer
Kräfte.

Ich will .nun die bisher erhaltenen Formeln verallgemeinern"
indem ich zuerst zu sogenannten mehratomigen Gasmolekülen
übergehe, und dann auch äußere Kräfte einführe, wodurch
endlich der Übergang zu ganz beliebigen festen und flüssigen
Körpern wenigstens angebahnt wird. Um nicht eine zu große
Mannigfaltigkeit der zu betrachtenden Fälle zu erhalte'n, will
ich mich hierbei immer nur auf den wichtigsten Fall einlassen"
daß außer der Gleichung der lebendigen Kraft keine weiteren
Bedingungsgleichungen. gegeben sind.

Eine erste Verallgemeinerung kann an unseren ]formeln
ohne alle Sch\vierigkeit angebracht werden. Wirnahlnen bis
her an, daß jedes Molekül eine elastische Kugel oder ein~
materieller Punkt sei, o.der noch allgemeiner, daß seine ge
samte Lage im .. Raume ,durch drei Variable bestimmbar sei
(z. B. die 'drei rechtwirikeligen Koordinaten). Man weiß, daß.
dies bei den wirklichen Gasmolekülen nicht der Fall ist: Wir
wollen daher annehmen, zur vollständigen Bestimmung der
Lage aller 'l"'eile eines Moleküls im Raume seien drei "\7ariable
nicht ~inreichend, es seien vielmehr dazu r Variable erforderlich

PI' P2' Ps · · · Pr'
die sogenannten generalisierten Koordinaten (gene'ralized coordi
nates). Drei .' derselben, PI , P2' P3' sollen die rechtwinkeligen
Koordinaten des Schwerpunktes des Moleküls sein, die übrigen
können entweder Koordinaten der einzelnen A.tome, relativ
gegenden Schwerpunkt oder Richtungswinkel, oder was immer
für Bestimmungsstücke der Lage des gesamten Moleküls oder
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eines Teiles desselben sein. Wir wollen uns' nun auch von
der Beschränkun,g freimachen, daß nur eine einzige Gattung
von Gasmolekülen im Raume vorhanden sei. Wir nehmen viel
mehr an, es sei noch eine zweite Gattung vorhanden, von
welcher jedes Molekül die generalisierten Koordinaten

PI" P2', Ps' · . · p'r"
ebenso eine dritte Gattung, mit den generalisierten Koordinaten

im ganzen seien IlJ + 1 verschiedene Molekülgattungen. Die
generalisierten Koordinaten der letzten Gattung seien:

(v) (v) (v) (v)
Pl , P2 ,Ps ... P rev).

Die drei ersten Koordinaten sollen immer rechtwinkelige
Schwerpunktkoordinaten sein. Natürlich ist jetzt die Anna.hme
notwendig, daß von jeder einzelnen Gattung sehr viele Mole
küle vorhanden sind. Wir wolle.n dann mit 1 die gesamte
lebendige Kraft eines Moleküls der ersten Gattung, mit X die
Kraftfunktion oder das Ergal derselben bezeichnen (so daB
X + 1 konstant ist, solange nur die inneren Kräfte des 'Mole
küls wirksam sind). Ferner seien

ql' q2' q3 • • • Q"
die den Koordinaten PI' P2 • • · Pr entsprechenden l\Iomente
(d. h. wir denken uns l durch die Koordinaten PI' P2 · · • Pr
und durch deren Differentialquotienten nach der Zeit

Pi' F2' Ps · · • Pr
ausgedrückt) und' bezeichnen die Größen Cl (dlj dP1), c2 (dlj dP2)
mit ql' q2 ••• , wobei Cl' C2 • • • beliebige Konstanten sind.

Ich will an dieser Stelle bemerken, daB in meiner Ab·
handlung "Bemerkungen über einige Probleme der mechanischen
Wärmetheorie", 1) II!. Abschnitt, die mit dem Index Pi 'bezeich
neten Größen dieselbe Bedeutung haben, wie hier die mit q
bezeichneten, während sie dort als Differentialquotienten der
Koordin'aten bezeichnet werden, welcher Irrtum übrigens kaum
ein~lißverständnis veranlaßt haben dürfte.

Die analogen Größen für die Moleküle der .übrigen Gat
tungen bezeichnen wir mit den entsprechenden Akzenten. Ge...

1) Dieser Band Nr. 39.



200 42. Bezieh. zw. z'weitem Hauptsatze u.Wahrscheinlichkeitsrechnung"

mäß den Rechnungen von Maxwell, Watson und mir ist
dann im Zustande des Wärmegleichgewichtes die, Zahl der
Moleküle, für welche die Größen P4' P5 ... Pr' ql' Q2' qs .. " qr
zwischen den Grenzen

(43) P4 und P4 + dp~" P5 und P5 -+- dP5 usw. bisQ1' und q1"+ dqr

liegen, durch den Ausdruck

(44) Ce-h(x+l)dp,dP5 ... dqr

gegeben ist, in welchem C und h Konstanten, also von den
Größen p und q unabhängig sind. Analoge Ausdrücke gelten
natürlic~ für die übrigen Molekülgattungen, und zwar hat h,
nicht aber C für alle denselben Wert. Genau den Ausdruck (44)
erhält man auch durch Betrachtungen, welche den im I. und
II. Abschnitte angestellten vollkommen analog sind. Betrachten
wir aUe jene Moleküle irgend einer, z. B.. der ersten Gattung,
für welche die Variation P~, P5 · . · qr zu irgend einer Zeit,
z. B. zur Zeit Null zwischen den Grenzen (43) lagen, nach Ver
lauf einer bestimmten Zeit t sollen die Werte derselben Variablen
zwischen den Grenzen

(45) ·P4 und P4+ dP4' p.? und P5+ dP5 usw. bis Q1' und Qr+dQ1'
, .

liegen. Es gilt dann nach dem bereits zitierten allgemeinen
Satze folgende Gleichung

(44) dP4· dP5 .... dQ1'= dP4·dP5 ••• dQ1'.

Denn es ist .selbstverständlich

dPl · dP2· dP8 = dP1 • dP2· dP3 ·

Es sind also die Variablen

P4' P5' · · .. q1"
in der Tat so beschaffen, daß das Produkt ihrer Differentiale
bei konstantem Zeitintervalle seinen Wert nicht verändert.. Wir
müssen also jetzt v + 1 Urnen fingieren; in der ersten der
selben befinden sich Zettel, auf welchen alle möglichen Werte
der Variablen P4J Ps · .... qr. aufgeschrieben sind, und zwar soll
die Zahl derjenigen Zettel, ,velche mit V\7 erten versehen sind,
die zwischen den Grenzen (43) ,eingeschlossen sind, sobald sie
durch das Produkt dP4· dP5 .... dqr dividiert wird, eine Kon
stante liefern.
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Ebenso sollen auf den Zetteln der zweiten Urne die ver
schiedenen Werte der Variablen P4', P5'. · . q/ aufgeschrieben
sein, wobei jedoch die letzterwähnte Konstante einen andern
Wert haben kann. Dasselbe gilt für die übrigen Urnen. Wir
ziehen nun aus der ersten Urne für jedes Molekül der ersten
Gattung einen Zettel, ebenso aus der zweiten "Urne für jedes
Molekül der zweiten Gasart usw. Den den Zustand jedes
Moleküls bestimmenden Variablen denken wir uns. nun diejenigen
Werte erteilt, welche auf d.em für das betreffende Molekül
gezogenen Zettel aufgeschrieben sind. Es wird dann natürlich
ganz vom Zufalle abhängen, welches Zustandsverteilungsgesetz
unter den Gasmolekülen auf diese Weise durch das Los be
stimmt werden wird, und wir müssen zuvörderst alle diejenigen
Zustandsverteilungen, bei welchen die gesamte lebendige Kraft
aller Moleküle einen andern als den vorgeschriebenen Wert
besitzt, verwerfen. Es wird dann am wahrscheinlichsten sein,
daß gerade die durch die Formel (44) bestimmte, also die dem
Wärmegleichgewichte entsprechende Zustandsverteilungaus
gelost wird. Der Beweis hierfür bietet keine Schwierigkeit.
Es kann also der in den beiden ersten Abschnitten gefundene
Satz ohne weiteres auf diesen Fall verallgemeinert werden.

Wir wollen dIe Verallgemeinerung des Problems noch um
einen Schritt weiter treiben, indem wir annehmen, das Gas
werde von Molekülen gebildet, welche genau dieselbe Beschaffen
heit wie in dem eben betrachteten Falle haben. Es seien
aber sogenannte äußere Kräfte tätig, d. h. solche, welche wie
die Schwerkraft von außerhalb des Gt:1ses liegenden Ursachen
herrühren. Über die nähere. Beschaffenheit und Darstellungs
weise solcher äußerer Kräfte vergleiche man meine Abhand
lung "Über das Wärmegleichgewicht von Gasen, auf welche
äußere Kräfte wirken". Es wird auch die Lösung des Problems
der Wesenheit nach jetzt dieselbe wie früher bleiben. Nur
wird' jetzt die Zustandsverteilung nicht mehr an allen Stellen
des mit Gasmolekülen gefüllten Gefäßes dieselbe sein, daher
wird jetzt auch nicht mehr dPl · dP2 • dps = dP1 • dP2•dPg sein.
Wir wollen daher jetzt unter den generalisierten Koordinaten
PI' P2 · · · Pr ganz allgemein beliebige Variable verstehen, welche
hinreichend sind, um die absolute Lage eines Moleküls im
Raume, und die relative Lage seiner Bestandteile zu bestimmen.
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Die Bedingung, daß PI P2 Ps gerade die recht~inkeligen

Koordinaten des Schwerpunktes seien, wird also jetzt ganz
fallen gelassen. Dasselbe gilt natürlich auch für die Moleküle
aller anderen Gasarten. Es ist aber jetzt noch eines zu be
merken. Während früher bloß die Bedingung notwendig war,
daß im ganzen Gefäße sehr viele Moleküle von jeder Gattung
vorhanden seien, so ist jetzt erforderlich, daß selbst in einem
kleinen Raumelemente , innerhalb dessen die äußeren Kräfte
weder in Größe noch Richtung erheblich variieren, schon außer
ordentlich viele Moleküle vorhanden sein müssen (eine Voraus...
setzung, die übrigens bei jedem gastheoretischen Probleme ge
macht wird, sobald äußere Kräfte mit ins Spiel kommen)
Denn unsere Methode des .Auslosens· setzt immer voraus, daß
die Zustände sehr vieler Moleküle als untereinander ganz gleich
betrachtet werden können in dem Sinne, daß die Zustands...
verteilung nicht verändert wird, wenn diese Moleküle ihre Zu- .
stände untereinander vertauschen. Die Wahrscheinlichkeit der
Zustandsverteilung ist dann durch die Anzahl der Komplexionen
bestimmt, aus denen die betreffende Zustandsverteilung her
vorgeht.

Seien wieder genau wie im eben' betrachteten Falle v + 1
Molekülgattungen vorhanden, weshalb auch v + 1 Urnen :fingiert
werden müssen.

Wir nehmen jetzt wieder zuerst an, es sei eine Komplexion.
gezogen worden, bei welcher genau für

wooo · • . = ((0, 0, 0 · ..)aßr · · ·
lVioleküle die Variablen PI P2·. · · qr zwischen· den Grenzen 0
und u, 0 und ß, 0 und y usw. liegen; ferner genau für

WIOOOO • •• = f(a, 0, 0 · · .) aßr . · ·
dieselben Variablen zwischen den Grenzen u und 2 a, °und ß?
o und r usw. liegen, allgemein ausgedrückt, bei "reIcher
genau für

(47) wabe • • • = jO(au, bß, er ... ltx) aßr ... U

Moleküle die Variablen PI' P2 · · • qr zwischen den Grenzen

(48) au und (a + l)u, bß und- (b + l)ß ... RU und (k + 1)"

liegen. Diese Grenzen sollen so nahe sein, daß 'wir alle da~

zwischen liegenden Werte identifizieren können, daß wir also
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die Sache so betrachten können 1 als ob die Variable PI nur
imstande wäre, die Werte 0, a, 2 a, 3 a usw., P2 nur die V\Terte
0, [3, 2ß, 3ß usw. anzunehmen. Sei n die Gesamtzahl der
Moleküle der ersten Gasart, und bezeichnen wir wieder die
auf die übrigen Gasarten Bezug habenden Großen mit ent
sprechenden Akzenten, so ist·

1
~=

(49) n!n/!n"! ..• n(V)!
, ' , !I' ,. (v)'Il Wabe ••• 7c' rr 'lO a'b'... k/· II W a" b" ••• k'" •.. nW a(v)b(v) ••• k(Y)

die mögliche Anzahl von Permutationen der Elemente dieser
Komplexion, also die Größe, welche ,,~ir deren Permutabilität
genannt haben. Die Produkte sind so zu verstehen, daß die
Zahl a, b ... ,. a', b' . .. , usw. alle überhaupt möglichen "\Verte
zu durchlaufen .haben, also z. B. wenn man es mit recht
winkeligen Koordinaten zu tun bat, alle möglichen Werte von
- CIJ bis + 00, wenn man es mit "rinkelkoordinaten zu tun

. hat, alle Werte von 0 bis ~ n und Ähnliches. Betrachten wir
zuerst den Fall, wo wirklich PI nur die Werte 0, 2ct, 3 ot, •••

anzunehmen imstande ist, und ebenso die übrigen Variablen,
so gibt also der Ausdruck (49) die Anzahl der Komplexionen,
welche zu einer und derselben Zustandsverteilung führen;
diese Anzahl ist aber gemäß der oben gemachten Annahmen
das MaB der Wahrscheinlichkeit dieser Zustandsverteilung.
Die Größen 1D und n sind sämtlich sehr groß; wir können
daher wieder nd mit -y2 n ('ln/e)W vertauschen. Bezeichnen wir
ferner die Summe

nln + n/ Ln' + ... n(v) InCv)

mit N, so können wir auch n! mit 1I2?t (n/e)D vertauschen, und
erhalten dann, indem wir sogleich ZUll' Logarithmus übergehen

(50)· l~ = N - C12 7r- [2U'ab ...• lu'ab ... +.210'a'b/... • [1V'a'b'...+...J.
Die Summen .. sind ·in dem gleichen Sinne zu verstehen,

wie oben die Produkte. 2 eist· die um v + 1 verminderte
Anzahl der im Nenner der Fornlel (49) stehenden ~H'aktoriellen.

Wir 'wollen nun in Formel (50) für die Größen w, deren Werte
aus der Gleichung (47) einführen, und dann zur Limite für
immer mehr verschwindende ot, ß, y, ... übergehen.

Wenn wir wieder die Größe, welche wir so nachWeg~
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lassung überflüssiger I{onstanten erhalten, mit Q bezeichnen
und das Permutabilitätsmaß nennen, so erhalten wir:

51 {.Q=- [ff,,·((Pl,P2···Q7.)Z((Pl' pz···q1.)dPldpz···dqr
() +if···f(p/, P2' '" q;,) If(Pl'p/ ... q~,) dpl'dp2'· .. dq;.,+ ...].

Die Integration ist hier überall über alle möglichen Werte
der Variablen zu erstrecken. Von dem Ausdrucke in der
eckigen Klammer habe ich schon in meiner Abhandlung "Über
das "'\Värmegleichgewicht von GasDlolekülen, auf welche äußere
Kräfte wirken" nacbge\viesen, daß. durch sein Minimum der
Zustand des Wärmegleichgewichtes unter den Gasmolekülen
bestimmt ist. Natürlich kommt noch als Bedingungsgleichung
die Gleichung der lebendigen Kraft hinzu.

IV. Über die Bedingungen des Maximnnls des vom Potenz~

exponenten freien Produktes aller Werte der die Zustands..
verteilung bestimmenden Funktion.

Ehe ich auf die Behandlung des zweiten Hauptsatzes ein
gehe, will ich noch in gedrängter Kürze ein Problem behandeln,
dessen Bedeutung ich bereits im ersten Abschnitte bei der
Besprechung der .A.rbeiten Hrn. Oskar Emil Meyers über
diesen Gegenstand genügend klar dargestellt zu haben glaube,
nämlich das Problem der Aufsuchung des Maximums des Pro
duktes der Wahrscheinlichkeiten aller möglichen Zustände.
Ich will jedoch dieses Problem nur für Gase mit einatomigen
J\!Iolekülen behandeln, und auch da nur für den Fall, daß
außer der Gleichung für die lebendige Kraft keine anderen
Nebenbedingungen bestehen. Betrachten wir zuerst den ein
fachsten Fall, daß unreine diskrete Anzahl von lebendigen
Kräften möglich ist, etwa 0, 8, 2 8 ••• P 8 und führen wir bei
Behandlung dieses Problems zunächst \vieder nicht die Ge
schwindigkeitskomponenten, sondern, die lebendigen Kräfte als
Variable ein. Wir wollen "wieder mit zoo' w1 ' w2 ••• w'{) die
Anzahl der lVloleküle bezeichnen, welche die lebendige Kraft 0,
E, 2 c .. '. P 8 besitzen. .

Wenn wir dann die .Aufgabe in demselben Sinne auffassen,
wie. dies bisher immer geschah, so sind die Bedingungen der
selben folgende: Es muß die Größe
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B = Wo •w1 • Wz • • • wp

oder, wenn man lieber will, die Größe

(52) lB = Z.wo+ lw1 + lwz + .. . lw
p

ein Maximum werden, während gleichzeitig die Nebenbedingungen
bestehen
(53)
und

(54) L = (w1 + 2w2 + 3ws + ... + pwp)e.

Addieren wir zum Ausdrucke (52) die rechten Seiten der
Gleichung (53) und (54), letztere mit den konstanten Faktoren h
und k multipliziert, so können wir die partiellen Differential
quotienten der so erhaltenen Summe nach jeder der Größen Wo'

w1 ' w2 • • • gleich Null setzen, und erhalten in dieser Weise
die Gleichungen:

2. + h = 0, 2:- + h + k = 0, ~ + h +2k = 0 usw.,
~ ~ ~

woraus durch Elimination der Konstanten, hund k hervorgeht

1 111 1 1
w1 - Wo = u'

2
- w

1
= Ws - w

2
= . " ·

oder

(55) ~ = a 2- = a + b
Wo '2°1 '

1 1
- = a +'2b, ... - = a+ pb.
W2 Wp

Setzt man diese Werte in die Gleichung (53) und (54) ein,
so erhält man zur Bestimmung der beiden Konstanten a und b
die heiden Gleichungen:

1 1 1 1
n = Ci + a+ b + a+2b + ... + a+pb'

L 8 28.. 38 P 8

= a + b + a + 2b + a + 3b +... + a + Pb"

Die direkte Bestimmung der beiden Unbekannten aund b
aus diesen Gleichungen wäre äußerst .weitschweifig. Etwas
schneller würde man wohl in jedem speziellen Falle nach der
Regula falsi zum Ziele gelangen, doch habe ich mich auch
der Mühe einer derartigen Rechnung nicht unterzogen, sondern-,
will hier nur eine allgemeine Diskussion liefern, wie die zu
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erwartenden Lösungen beiläufig beschaffen sein müssen, wobei
jedoch wieder im Auge behalten werden muß, daß die letzt..
entwickelten Gleichungen nur eine angenäherte Lösung des
Problems liefern können, da dieses selbst keine Brüche, sondern
nur eine Lösung in ganzen positiven Zahlen zuläßt. Zunächst
fällt da auf, daß das Problem aufhört einen Sinn zu haben,
sobald das Produkt p' (p + 1)/2 größer als L /8 ist. Denn
dann folgt aus den Bedingungsgleichungen notwendig, daß
eines der 'U), also auch das Produkt B den Wert von Null
haben muß.

Es kann also von einem Maximum der Größe Büber
haupt keine Rede sein. Damit also das Problem überhaupt
einen Sinn behalte, diirfen zu große lebendige Kräfte niemals
möglich sein. Ist

p + 1 L
P'-2 - =-;'

so müssen alle w bis auf Wo den Wert 1 besitzen, damit B von
Null verschieden sein kann. Eine größere Mannigfaltigkeit
kann natürlich erst eintreten, wenn für p noch kleinere Werte
gewählt werden. Dann werden, sobald n ziemlich groß ist,
die obigen Gleichungen, wenigstens angenähert, verwendbar
sein. Es wird zunächst a noch immer bedeutend kleiner als
b sein, Wo wird also einen sehr großen, 1,01 einen viel kleineren
Wert haben. Der Wert von w

2
wird in der ,Nähe von w1 /2,

der von Ws in der Nachbarschaft von 2w2 /3 usw. liegen. Über
haupt wird die Abnahme der Größe w bei wachsendem Index
eine ziemlich unbedeutende sein, ungleich unbedeutender als
früher, wo statt des Maximums von Wo • w1 • 'w2 ••• das J\1Iaximum
w~o W'fl W~2 • •• gesucht wurde. Werden jetzt dem p noch viel
kleinere Werte erteilt, so 'wird der Wert von a nicht mehr
kleiner als h sein, dann wird auch Wo nicht mehr auffallend
größer als die- übrigen w sein; .es wird dann w2 entschieden
größer als w1/2, ebenso Ws größer als (2/3) w2 usw. sein. Die
Abnahme vou- 'U) bei \\Tachsendem Index ist eine noch geringere.
Bei noch weiter abnehmendem p prävaliert dann die Größe a,
und die w ~ehnlen wenigstens· für kleinere Indizes fast gar
nicht mehr ab. ~ndlich wird b negativ, und "der Wert der
GröBen w. nimmt bei wachsendem Index sogar zu. Beispiele
hierfür liefern folgende Fälle, denen jedesmal sogleich die ganz..



W1 == 5, 'l02 = 3, 203 = 2,
w5 == 1.

w1 = 6, w2 == 3, '/-°3 == 2,
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zahligen Werte der 'Größen 'w beigefügt sind, für welche B
ein. Maximum wird.

n == 30, L == 308, P == 5, Wo = 1,7,
w4 == 2,

n = 31, L = 268, P = 4, Wo == 18,

w4 == 2.

n == 40, L == 408, P = 5, 'wo == 23, 'w1 == 7, w2 == 3, Ws == 3,
w4 == 2, 'lOs == 2.

n == 40, .L = 408, P == 6, 1,00 == 24, w1 == 6, 'w2 == 3, w3 == 3,
w4 == 2, w5 == 1, w6 = 1.

n = 18, L = 458, P = 5, Wo == 3, w1 == 3, U)2 = 3, Ws = 3,
w4 == 3, Ws == 3.

n = 23, L = 868, P == 5, Wo == 1, w1 == 2, w2 == 2, Ws == 3,
w4 = 4, U)5 == 11.

Gehen wir jetzt zu dem Falle über, wo die Reihe der
lebendigen Kräfte eine kontinuierliche ist, und führen zuerst
wieder die lebendige Kraft x als maßgebende Variable ein,
so geht das Problem gemäß unserer Auffassung in folgen
des über: .

Es soll der Ausdruck,
p

Q= Jl((x)dx
u

ein Maximum werden, während gleichzeitig
p p

n =J((x)dx und L = Jx((x)dx
o 0

gegebene Konstanten sind.P ist ebenf~lls konstant. Ich setze
absichtlich die obere Grenzezuvörderst J?icht gleich 00, sondern
gleich P. Man kann dann noch immer leicht zur Limite für
immer mehr und mehr wachsende. P übergeheh.

Verfahren wir wieder nach den Regeln, so ergibt sich:
p p

QJ[l ((x) + h((x) + k x ((x)J d x = J [~ +h + k x] d x Q(= 0,
o 0
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woraus folgt:
1 1

f= - h+kx = u,+bx'

wenn wir h = - a, k = - b setzen. Zur Bestimmung dieser
beiden KonstaJaten dienen die Gleichungen:

p

n = f f(x) dx = ~ I a +a
b

P ,
o

p

J P a a + bP
L = x f(x) d x = b - b2 I a '

o

woraus, wenn man den Quotienten alb mit a bezeichnet, folgt:

L+un=~, bn=l(l + :),
woraus folgt:

(56) (L + un)l(l + :) = Pn.

Aus dieser transzendenten Gleichung muß zuerst Ct be
stimmt werden, woraus dann leicht a und b folgen. Da Pn
die lebendige Kraft ist, welche dem ganzen Gase zukäme,
wenn jedes Molekül die größte, überhaupt mögliche lebendige
Kraft P hätte, so sieht man sofort, daß Pn unendlich groß
gegenüber L sein muß. LI n ist die mittlere lebendige Kraft
eines Moleküls. Man überzeugt' sich dann leicht, daß P I ct

nicht endlich sein kann, denn dann müßte P n I a 11. endlich
sein, und im Ausdrucke L + fX, n könnte L vernachlässigt
werden. Dann würde aber aus der Gleichung (56) alles bis
auf P Iu ausfallen, und nur verschwindend kleine Werte dieser
Größe würden ihr genügen, was mit der ursprünglich gemachten
Annahme im Widerspruch stünde. Ebensowenig kann. PI ct

verschwindend klein sein, denn dann wäre wieder L ver
schwindend klein gege~über Ct n; ferner könnte

, 1(1+:)
nach Potenzen vop. P / Ct entwickelt werden und. die Glei
chung (56) würde für P / fX, einen endlichen Wert' liefern. Es
bleibt also nur noch die Möglichkeit, daß P / ct sehr groß ist.
Da dann
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an l Pn
Pn an

verschwindet, so liefert die Gleichung (56)
nP

a --
U = b =pe L,

P 2 _ n,p

0= L' a = ~ e L

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daß sich bei der in
diesem Abschnitte behandelten Fassu;ng des Problems für wach
sende p, W, L die Wahrscheinlichkeit der Verschiedenheit der
lebendigen Kräfte gar keiner, durch die mittlere lebendige
Kraft eines Moleküls bestimmbaren Grenze nähert. Wir wollen
nun noch ein zweites Problem betrachten, welches der Wirk
lichkeit, so weit als möglich, angepaßt ist. Wir nehmen
nämlich jetzt drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w parallel
den drei Koordinatenrichtungen als maßgebende Variable an,
und suchen den Ausdruck

+00 +00 +00

Q= J J JZf(u,v,w)dudvdw
-00 -00 -00

zu einem Maximum zu machen, während gleichzeitig die beiden
A.usdrücke

+00 +00 +00

n = J J Jf(u,v,w)dudvdw und
-00 -00 -00

+00 +00 +00

L= J J J(U2+V2+W~f(u,v,w)dudvdw
-00 -00 -00

daher

(57)

p

Q= 4n fZf((!)((2 d ((,
o

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I!. 14



(60)

(60a)

(60b)
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p

(58) n = 4?t J(l2 (((» d (>,

o
p

(59) L = 4 %J(>4 (((»d (>.

o
Denn offenbar ist, wenn keine äußeren Kräfte tätig sind,

f(u, v, w) von der Richtung der Geschwindigkeit unabhängig.
Statt bis Unendlich haben wir absichtlich wieder bis zum end
lichen Werte P integriert. Bestimmen wir hier f(f?) geradeso,
wie un:qlittelbar früher {(x), so erhalten wir

11
j(rj) = - h+k Q2 =a2 +b2 !f2'

wobei wieder -- h = a2 und - k = b2 gesetzt wurde. Die
beiden Konstanten a und b sind aus den· Gleichungen (58)
und (59) zu bestimmen, welche nach Einsetzung des für f(~)

gefundenen Wertes lauten: '
p

J ,,2 d Q (P.. .a . bP)
n ~ 4 % a2 + b2 Q2 = 4 n b2 - 1j3 arctg a

o
p

J Q' d (l 4 n: p3 a2

L = 4 TC a2 + b2 Q2 = 3l)2 --- b2 n.
o

Aus der letzten Gleichung folgt:

~: = ;3 (L + :: n).
Dieser Wert,in die erste der Gleichungen (60) eingesetzt,

liefert:

(
L . a

2
) ( a . b P)n = 3 p2 + b2 p2 .n 1 - P b arctg a ·

Wenn dagegen b2 einen negativen Wert hat, so wollellwir
- b2 statt b2 schreiben, und erhalten:

1t (f?) = a2 _ b2 Q2 ,

4 (
Pa a+bP)

n = rt - b2 + 21)3 1 a _ bP ,

4 n: pB a2

h= -~+ b2 n,

3 ( L a2 n) [ a (a + bP)]n = p - b2 P2 1 - 2 bP Z a _ b P ·
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Aus den Gleichungen (60a) und (60b) müßte zunächst der
Quotient alb berechnet werden, und zwar würden dabei zu
nächst genau dieselben Schlüsse, mitteIst welcher die Glei
chung (56) diskutiert wurde, Anwendung finden, um zu ent-
-scheiden, ob die Größe b P I a, außer welcher in Gleichung (60a)
nur die jedenfalls unendlich kleine' Größe L In p2 vorkommt,
unendlich klein, endlich, oder unendlich groß ist. Ich will
mich jedoch hierauf nicht weiter einlassen, und nur bemerken,
daß man auch hier kein Resultat erhält, welches bei unend
lichem Wachsen von n und P einer bestimlnten, bloß von der
mittleren lebendigen Kraft abhängigen Grenze zueilt. A.uch
auf die Fälle, wo außer der Gleichung der lebendigen Kraft
noch andere Bedingungsgleichungen gegeben sind, will ich
mich hier nicht näher einlassen, weil mich dies zu weit führen
würde.

Um einen Beweis zu liefern, wie mannigfaltig der Begriff
der wahrscheinlichsten Zustandsverteilung unter Gasmolekülen
aufgefaßt werden kann" will ich hier noch einer möglichen
Definition derselben gedenken. Nehmen wir wieder an, jedes
Molekül sei nur fähig, eine diskrete Reihe 'Von lebendigen
Kräften 0, 8,2 8,3 E ••• 00 anzunehmen. .

Die Gesamtsumme der lebendigen Kraft aller Moleküle
sei L = }\< 8. Wir wollen jetzt die lebendige Kraft jedes ein
zelnen Moleküls in folgender Weise' bestimmen: Wir haben in
einer Urne genau so viele (n) gleichbeschaffene Kugeln, als
~Ioleküle ,orhanden sind. Jedem Moleküle soll eine bestimmte
Kugel entsprechen. Wir machen nun AZüge aus dieser Urne,
wobei wir jedoch nach jedem Zuge die gezogene Kugel wieder
in die Urne zurückwerfen. Die lebendige .Kraft des ersten
.l\Ioleküls soll nun gleich dem Produkte der Größe 8 in die
Zahl gemacht werden, welche angibt, wie oft die diesem Mole
küle 'entsprechende Kugel aus der Urne gezogen worden ist.
Analog sollen die lebendigen Kräfte aller übrigen Moleküle
bestimmt werden. '~Vir haben so eine Verteilung der leben
digen KraftL unter die Moleküle (eine Komplexion) gewonnen.
Wir' machen nun abermals Ar Züge aus" der Urne, und gewinnen
dadurch eine zweite Komplexion, dann eine dritte usw. fort,
bis wir im ganzen ,sehr oftmal (Jmal) aus der Urne A Züge
gemacht haben, wodurch wir J KomplexioneIl gewonnen haben.

14*
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Wir können die wahrscheinlichste Zustandsverteilung in zwei
facher Weise definieren: Erstens wir zählen nach, wie oftmal
in allen J Komplexionen ein Molekül die lebendige Kraft Null,
ferner wie oft eines die lebendige Kraft 8, 28 usw. hat, und
kommen überein, daß die Verhältnisse dieser Zahlen für den
Fall des Wärmegleichgewichtes die \\lahrscheinlichkeiten liefern
sollen, daß ein Molekül die lebendige Kraft ,0, 8, 28 usw.hat.
Zweitens wir bilden die jeder Komplexion entsprechende Zu
standsverteilung. Sei irgend eine Zustandsverteilung so b.e
schaffen, daß $ Komplexionen in dieselbe übergehen, so be
zeichnen wir die Quotienten ~ / J als die Wahrscheinlichkeit
dieser Zustandsverteilung. Es scheint diese Definition der
Wahrscheinlichkeit einer Zustandsverteilung auf den ersten
Blick sehr plausibel; doch werden wir sogleich sehen, daß sie
nicht angewendet werden darf, weil gemäß derselben nicht die
jenige Zustandsverteilung, deren Wahrscheinlichkeit am größten
ist, dem Wärmegleichgewichte entsprechen würde. Es ist leicht,
die Hypothese, welche uns gegenwärtig beschäftigt, in Formeln
zu fassen. .Wir wollen da zuerst die erste Methode der Wahr
scheinlichkeitsbestimmung diskutieJ.'Ien. Fassen wir das erste
Molekül ins Auge, und nehmen wir .an, es seien die ersten
')\1 Züge gemacht worden, die .Wahrscheinlichkeit, daß bei dem
ersten Zuge die dem ersten Moleküle entsprechende Kugel
gezogen worden sei, ist 1 / n; dieWahrscheiillicbkeit dagegen,
daß eine andere Kugel gezogen worden sei, ist (n-l)Jn. Es ist
also die Wahrscheinlichkeit; daß auf den Iteu, 2teu, sten .... kten

Zug die dem ersten Moleküle entsprechende Kugel gezogen wor
den sei, aufjeden folgenden, aber eine andere, durch den Ausdruck

gegeben. Ebenso groB ist die Wahrscheinlichkeit, daß die dem
ersten,Moleküle entsprechende Kugel auf den 1teD, 2te~, sten•.•

(k - l)ten Zug, und dann noch auf den (k + l)ten gezogen worden
,sei usw. Die Wahrscheinlichkeit, daß also. überhaupt die dem
ersten Moleküle entsprechende Kugel auf beliebige k Züge
gezogen worden sei,. und auf die übrigen nü~ht, ist

, 1! (n -- 1 )A ( 1 .)7c
Wk = ().- k) !k! -n- n-=-T.'·
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Genau ebenso groß ist aber diese Wahrscheinlichkeit auch
für jedes andere Molekül. Es ist dies also ganz allgemein die
Wahrscheinlichkeit, daß einem Moleküle die lebendige Kraft
k 8 zukomme. Gebraucht man wieder für die Faktorielle die
Annäherungsformel, so ergibt sich

/-1 (n -1 )J. 1 [ l - k ] k .
wk =1,. 2n· A-n-· ·v( k) · (n-l)k '(A-k)-",

1- - ·k
l

woraus hervorgeht, daß die Wahrscheinlichkeit der größeren
lebendigen Kräfte eine so unverhältnismäßig bedeutende ist,
daß der ganze Ausdruck mit wachsendem k, A, 1/8 und n
sich keiner eindeutig bestimmbaren Grenze nähert. Wir wollen
nun zur zweiten möglichen Definition der wahrscheinlichsten
Zustandsverteilung übergehen. Wir müssen da sämtliche J Kom
plexionen ins Auge fassen, welche wir uns dadurch gebildet
haben, daB wir J mal aus unserer Urne }\I Kugeln gezogen
haben. Eine der verschiedenen möglichen Komplexionen wird
darin bestehen, daß die dem ersten Molekül entsprechende
Kugel bei sämtlichen. A Zügen gezogen worden ist. Wir wollen
diese Komplexion symbolisch durc~ m1J.. m2

o. ma
0 ~ •• mn o aus

drücken. -Eine z"veite Komplexion, wobei auf A, - 1 Züge die
dem ersten Moleküle entsprechende Kugel, auf einen Zug
die dem zweiten entsprechende Kugel gezogen wurde, wollen
wir mit

ausdrücken. Wir sehen, daß die verschiedenen möglichen Kom ..
plexionen genau durch die verschiedenen Glieder ausgedrückt
werden, als deren Summe die nach dem polynomischen Satze
entwickelte Potenz

(.A.) (mI + m2 + ma +. · · +mn)J.

erscheint, und zwar ist die Wahrscheinlichkeit jeder derartigen
Komplexion genau proportional. der Zahl, welche angibt, wie
viele Glieder sich in das betreffende, Glied der Potenz ver
wandeln, wenn man zuerst ~as Produkt
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bildet, und zum Schlusse erst in diesem Produkte die oberen
Indizes wegläBt, also genau proportional dem Polynomial
koeffizienten dieses Gliedes. Denn das Symbol ml '. ma". r1'l7"

1

• • •

können wir so verstehen, daß. auf den ersten Zug die dem
ersten Moleküle entsprechende, auf·den zweiten die dem dritten
Moleküle entsprechende, auf den dritten die dem siebenten
Moleküle entsprechende Kugel usw. gezogen wurde. Es stellen
dann alle möglichen Produkte der Größen mI ', ml ", m2' usf.
lauter gleich wahrscheinliche Komplexionen dar. Wir wollen
wissen, wie oftmal unter sämtlichen Gliedern der entwickelten
Potenz .11, deren Gesamtzahl gleich n~ ist, wenn man jedes
Glied so oft genommen denkt, als sein Koeffizient Einheiten
enthält, irgend eine Zustandsverteilung enthalten sei. Be
trachten wir als Beispiel die Zustandsverteilung, wobei ein
Molekül die gesamte lebendige Kraft hat, alle übrigen die
lebendige Kraft Null haben. Dieser Zustandsverteilun-g ent
sprechen offenbar folgende Glieder der entwickelten Potenz CA)

im ganzen }" an der Zahl. Ebenso entsprechen der Zustands
verteilung, in welcher Wo l\foleküle die lebendige Kraft Null,
wl Moleküle die lebendige Kraft 8, w2 Moleküle die lebendige
Kraft 2 8 usw. haben, im ganzen

l!

Glieder der entwickelten Potenz (A). Jedes dieser Glieder hat
den nämlichen .Polynomialkoeffizienten, und zwar ist derselbe

l!

(0 !)wo•(1 !)Wl (2 !)'W2 ••• (l !)w).

Im ganzen ist daher nach der jetzt angenommenen Definition
die Wahrscheinlichkeit dieser Zustandsverteilung

(lD2 1 1

nl. • wo! w1 ! w.! ... wl.! • (O!)Wo. (l!)W, • (2!r'", (A.Qwl. •

Die Aufsuchung des Maximalwertes dieser Größe führt
jedoch ebenfalls nicht ··auf die dem Wärmegleichgewichte ent
sprechende Zustandsverteilung.
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v. Beziehung der Entropie zu derjenigen
Größe, welche ich als die Verteilnngswahrscheinlichkeit

bezeichnet habe.

Wir )Vollen UDS 'bei Betrachtung dieser Beziehung zu
nächst wieder mit dem einfachsten und; klarsten Falle be
schäftigen, indem wir zuerst ein einatomiges Gas der Unter::
suchung unterziehen, auf welches keinerlei äußere Kräfte
wirken. In diesem Falle gilt die Formel (34) des 11. Ab
schnittes. Um jedoch dieser Formel die volle Allgemeinheit
zu geben, müssen auch noch die Koordinaten x, y, z des
Ortes, wo sich ein Molekül befindet, eingeführt werden. <I;as
Maximum des so verallgemeinerten Ausdruckes (34) liefert
dann auch die Verteilung der ganzen Gasmasse in dem sie
umschließenden Gefäße, nicht aber nur die Verteilung der
Geschwindigkeitskomponenten unter den Gaemolekülen, welche
für den dort betrachteten Fall genügte, weil dort als selbst..
verständlich vorausgesetzt wurde, daß die Gasmasse das 'Gefäße
gleichförmig erfüllt.

Der so verallgemeinerte' Ausdruck .(34) für das Permuta
bilitätsmaß kann leicht aus Formel (51) gefunden werden, indem
man in dieser Jformel statt PI'" P2 ... qr substituiert, x, y, z, u, v, w
und die Ausdrücke mit den akzentuierten Buchstaben einfach
wegläßt. Er lautet folgendermaßen:

(61) Q = - fffff..f{(x,y, z,u, v,w)l{(x,y,z,u, v,w) dxdydzdud'l7dw,

\vobei f(x,y,z,u,v,w)dxd.'lJdzdudvdw die Anzahl der Gas
moleküle vorstellt, für welche die sechs Variablen x, y, z, u, v, w

zwischen den Grenzen x und x +.dx, y und y + dy, z.·und
z + d z:usw. .. . wund w + d w liegen und die Integration
bezüglich der Geschwindigkeitskornponenten von - 00 bis +a:>,
bezüglich der Koordinaten über das ganze Gefäß zu erstrecken
ist,in welchem sich d~8 Gas befindet. Wir wissen, daß, wenn
das Gas früher nicht im Wärmegleichgewichte war, und dem
Zustande des Wärmegleichgewichteszueilt, diese Größe not
wendig wachsen muß. Wir wollen jetzt den Wert berechnen,
welchen diese Größe hat, wenn das Gas den Zustand des
Wärmegleichgewichtes erreicht· hat.
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Sei J7 das gesamte Volumen des Gases, T die mittlere
lebendige Kraft eines Gasmoleküls und N die Gesamtzahl aller
Molekiiledes Gases, endlich m die Masse eines Gasmoleküls,
so ist für 'den Zustand; desWärmegleichgewichtes

N - 3m (u'J+ v2+ w2)

((X,y, Z, U, V, w) = v (4
S
::)! ·e 4T ·

Substituiert man diesen Wert in Gleichung (61), so er
hält man

(62) 9. = S~ + NI [V(~:;)i] - NIN.

Versteht man nun unter dQ das dem Gase zugeführte
Wärmedifferentiale, so ist

(63)
und

dQ=NdT+pdJ7

2N
(64) p V= s· T.

P ist der Druck, bezogen auf die Flächeneinheit. Die Entropie
des Gases ist dann:

JdTQ = : N· Z(V· p~+ C.

Da hier N als eine ·reine Konstante anzusehen ist, so ist
bei passender Bestimmung dieser Konstante

(65) JdTQ = : 9..

Hieraus folgt, daß für jede sogenannte umkehrbare Zu
standsänderung, d. h. für. jede solche, wobei das Gas während
der ganzen Zustandsänderung sich im Wärmegleichgewichte
befindet, od~r wenigstens mit unendlicher Annäherung als darin
befindlich betrachtet werden kann, der Zuwachs des mit t
multiplizierten Permutabilitätsmaßes Q gleich dem f(d Q/ T)
über die ganze Zustandsänderung erstreckt, also gleich dem
Zuwachse der Entropie ist. Werde in der Tat dem Gase eine
sehr kleine Wärmemenge d Q zugeführt, so ,daß auch dessen
Temperatur una Volumen um d T und d r wachsen. Dann
folgt aus den Gleichungen (63) und (64)

2N
dQ=NdT+SV-PdP,
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während man aus der Gleichung (62) findet:

dSJ=+NdV +3N.dT.
V 2 T

Es .ist nun bekannt, daß, wenn in einem Systeme von
Körpern lauter umkehrbare Veränderungen vor sich gehen,
dann die Gesamtsumme der Entropie aller dieser Körper kon
stant bleibt. Sind dagegen unter den Vorgängen auch nicht
umkehrbare, so muß die Gesamtentropie aller Körper not
wendig wachsen, wie bekanntlich aus dem' Umstande folgt,
daß J d QIT über einen nicht umkehrbaren. Kreisprozeß inte
griert, negativ ist. Gemäß der Gleichung (65) muß also auch
die Summe der Permutabilitätsmaße aller Körper .2 Q oder
das gesamte Permutabilitätsmaß derselben zunehmen. Es ist
daher das Permutabilitätsmaß eine Größe, welche für den
Zustand des Wärmegleichgewichtes bis auf einen konstanten
Jfaktor und Addenden mit der Entropie identisch ist, welche
.aber auch während des Verlaufes eines nicht umkehrbaren
Körpers einen Sinri behält, und auch während eines solchen
fortwährend zunimmt.

Es lassen sich also zunächst zwei Sätze aufstellen: der
erste bezieht sich auf ein System von Körpern, in welchem
verschiedene Zustandsänderungen vorgegangen sind, von denen
wenigstens einige nicht umkehrbar sind; d. h. wo \venigstens
bei einigen das System der Körper nicht fortwährend im Wärme
gleichgewichte war. Wenn dieses System vor und nach dem
Verlaufe aller dieser Zustandsveränderungen im Wärmegleich
gewichte war, so kann die Summe der Entropie aller Körper
des Systems vor und nach jenen Zustandsveränderungen ohne
weiteres berechnet werden, und ist jedesmal gleich dem mit
t multiplizierten Permutabilitätsmaßealler dieser Körper. Der
erste Satz geht nun dahin, daß die gesamte Entropie nach
den Zustandsveränderungen immer größer als vor denselben
ist; dasselbe gilt natürlich auch von dem Permutabilitätsmaße.
Der zweite Satz bezieht sich auf ein Gas,. das eine Zustands
veränderung durchmacht, ohne daß es gerade am· Anfang und
Ende desselben im Wärmegleichgewichte zu sein braucht. Es
läßt sich dann für den Anfangs- und Endzustand des Gases
nicht die Entropie, wohl aber noch immer die Größe berechnen,
welche wir das Permutabilitätsmaß genannt haben; und zwar
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wird wieder der Wert derselben nach der Zustandsänderung
notwendig größer als vor derselben sein. Wir werden sogleich
sehen, daß sich der letztere Satz ohne Sch\vierigkeit auf ein
System von mehreren Gasen, sowie auch auf den Fall aus
dehnen läßt, daß die Gasmoleküle mehratomig sind und äußere
Kräfte auf dieselben wirken. Bei einem Systeme mehrerer
Gase muß als Permutabilitätsmaß des Systems die Summe
der Permutabilitätsmaße der einzelnen Gase definiert werden,
führt man dagegen die· Permutabilität selbst ein, so wäre die
Permutabilität eines Systems das Produkt der Permutabilitäten
der Bestandteile. Setzen wir die Ausdehnbarkeit des letzteren
Satzes für beliebige Körper voraus, so stellen sich die beiden
eben besprochenen Sätze nur als spezielle Fälle' eines einzigen
allgemeinen Satzes heraus, welcher folgendermaBen lautet:

.Denken uJir .uns ein beliebiges System von Kö"rpe1on gegeben,
dasselbe mache eine beliebige Zustand~veränderung durch, ohne
daß noi'lvendig der Anfangs- und Endzustand Zustände des
Gleichgewichtes zu sein ·brauchen; dann wird immer das Per
mutabilitätsmafJ aller Kö"rpel'" im Verlaufe der Zustandsverände
rungen fortwährend waclzsen und kann hö·chstens konstant bleiben,
solange sich sämtliche Kö"rper während der Zustandsveränderurl.fJ
mit unendlicher Annähe1"1lngim lIJ7ä1"megleichgewichte befinden
(umkehrbare Zustandsveränderun.qen).

Um ein Beispiel zu geben, betrachten wir ein Gefäß,
welches durch .eine unendlich dünne Scheidewand in zwei
Hälften geteilt wird. Die übrigen Wä;nde des GefäBes sollen
ehenfalls sebr dünn sein, so daß die Wärme, welche sie auf..'
nehmen, vernachlässigt werden kann, und sollen rings von
anderen sehr bedeutenden Gasmassen umgehen sein. Die eine
Hälfte des Gefäßes soll mit einem absoluten Gase angefüllt
sein, während die andere ursprünglich vollkommen leer ist.
Durch plötzliches Hinwegziehen der Scheidewand, was aber
keine bemerkbare Arbeitsleistung erfordern soll, wird zunächst
bewirkt, daß sich jenes Gas im ganzen GefäBe ausbreitet.

, Berechnen wir das Permutabilitätsmaß für das Gas, so finden
wir, daß dasselbe während dieses Vorganges zunimmt, ohne
daß das -irgend eines anderen Körpers sich verändert. NUll

soll das Gas durch einen schweren Stempel in umkehrbarer
Weise auf· sein altes Volumen komprimiert werden. Um durch-
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aus' mit Gasen zu manipulieren, können wir, wenn wir wollen,
annehmen, daß der Stempel ebenfalls durch ein schweres Gas
vorgestellt wird, welches rings von unendlich dünnen, festen
Wänden umschlossen wird. Mit diesem Gase geschieht weiter
nichts, als daß es sich im Raume heraJ:>senkt.

Da dasPermutabilitätsmaß von der absoluten Lage .im
Raume nicht abhängt, so ändert sich das Permutabilitätsmaß
des im Stempel eingeschlossenen Gases. hierbei nicht; das des
Gases, welches sich im G,efäße befindet, sinkt auf den an
fänglichen Wert, da ja dieses Gas einen Rreisprozeß durch
gemacht hat. Da jedoch derselbe nicht umkehrbar war, so
ist f d Q I T über ihn erstreckt, nicht gleich der Differenz des
Anfangs- und Endwertes der Entropie, sondern um die bei
der Ausdehnung vorgegangene unkompensierte Verwandlung
kleiner. Dagegen ist Wärme ·an die umgebenden Gasmassen
abgegeben worden. Für diese umgebenden Gasmassen hat
also das Permutabilitätsmaß zugenommen, und zwar um eben
soviel, als während des ersten Vorganges das Permutabilitäts
maß des im Gefäße eingeschlossenen Gases zunahm.. Denn
weil letztere Gasmasse einen Kreisprozeß durchmachte, nahm
ihre Entropie, nicht aber Ird Q I T, während des zweiten Vor
ganges um ebensoviel ab, als sie während des ersten zunahm;
und weil der zweite Vorgang umkehrbar war, nahm während
desselben die Entropie des umgebenden Gases um ebensoviel
zu, als die des eingeschlossenen abnahm. Das Resultat ist
also, wie es auch sein muß, daß die Summe der Permutabili
tätsmaße aller vorhandenen Gasarten zugenommen hat. Für
ein Gas, welches sich mit einer konstanten Geschwindigkeit
in der Richtung der x-Achse fortbewegt, ist

3mN - 4 p[(u-a)2+ v~+ w2J

((X,y,z,u,v,W) = V
1

/ .• e
. V (~:n) 3

Substituiert man diesen Wert in die ·Formel (61), ·so er..
gibt sich genau wieder der Ausdruck (62). Die progressive
Massenbewegung des Gases vermehrt also dessen Permuta
bilitätsmaß durchaus nicht, und dasselbe gilt von der leben...
digen Kraft jeder anderen sichtbaren Massenbewegung (Molar
bewegung), weil dieselbe auf ein Fortschreiten der einzelnen
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Volumelemente und eine von höherer Ordnung unendlich kleine,
daher ganz einflußlose Deformation und Drehung derselben
zurückgeführt werden kann. Hierbei ist natürlich von der
Veränderung des Permutabilitätsmaßes ganz abgesehen, welche
durch etwa mit jener Molarbewegung verbundene Dichtigkeits
und Temperaturveränderungen bewirkt wird. Unter der Tem
peratur T des fortschreitenden Gases ist der .halbe Mittelwert
von m [(u - CC)2 + v2+ U,2J verstanden. Sind also derartige
Dichtigkeits- und Temperaturveränderungen nicht vorhanden
(z. B. wenn ein Gas samt umschließenden Gefäß frei fällt), so
hat eine sichtbare J\tfassenbewegung keinen Einfluß auf das
PermutabilitätsmaB, und ihre ganze lebendige Kraft kommt
der Vermehrung der Verteilungswahrscheinlichkeit zugute,
sobald sich dieselbe in Wärme umsetzt; weshalb auch Molar
bewegung als Wärme von unendlicher Temperatur bezeich
net wird.

Gehen wir jetzt zu einem einatomigen Gase über, auf
welches die Schwerkraft wirkt. Für dassel~e wird das Per
mutabilitätsmaß durch die Formel (51) gegeben, wobei jedoch
statt der verallgemeinerten Koordinaten wieder x, y, z, u, v, w
einzuführen sind. Die Formel (51) liefert uns also für Q einen
Wert, welcher völlig mit dem A.usdrucke (61) identisch ist.
Für den Fall des Wärmegleichgewichtes hat man

(67)
3 ( mc(

2
)-- gz+-

f(x 1/ Z U V 20) - Ce 2T 2 ..'c'l' , " - ,

wobei w2 = u2 + v2 + w2 ist. Die Konstante C wird durch die
Dichtigkeit des Gases bestimmt. Hat man z.B. ein prisma
tisches Gefä,ß von der Höbe h mit horizontaler Boden- und
Gegenfläche, deren Flächeninhalt = q sei. Sei ferner N die
Gesamtzahl der Gasmoleküle in diesem Gefäße, und bezeichne
z die Höhe eines Gasmoleküls über dem Boden des Gefäßes,
so ist .

(68) N

'(4 T) 3 2T( BUh) ,'TC ]"" --
3m . •q.ggl-e 2T

woraus sich ergibt:
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IQ= 3: +NI(~':n.Tyr+N.lq+NI~: (l-e-;~)

(69) ( -~ )
I. +N 1- 3ghe :;h. -- NlN.
l . 2T (1 - e 2T ) ..

Man sieht aus der letzten Formel sogleich, daß, wenn das
schwere Gas ein Stück tiefer herabfällt, ohne sonst im Innern
eine Veränderung zu erfahren, die Größe Q ihren Wert nicbt
im mindesten ändert. (Selbstverständlich ist dabei die Schwer
kraft als konstante vertikal nach abwärts wirkende Kraft
vorausgesetzt, und deren Zunahme mit der Annäherung zum
Erdmittelpunkt vernachlässigt, was ja bei derartigen wärme
theoretischen Problemen immer gestattet ist.)

Gehen wir jetzt zum ganz allgemeinen Falle eines be
liebigen Gases über, auf welches beliebige äußere Kräfte wirken,
so haben wir wieder die Formel (51) anzuwenden. Damit
jedoch die Formeln nicht zu weitläufig werden, soll nur eine
einzige Gasart im Gefäße 'Vorhanden sein. .Das Permutabili..
tätsmaß eines Gasgemisches läßt sich dann ohne Schwierigkeit
finden, da es einfach gleich der Summe der Permutabilitäts
maße ist, welche jedem Bestandteile zukämen, wenn er allein
im Gefäße 'Vorhanden wäre. Für den Fall des Wärmegleich
gewichtes ist dann

Ne-h(x+ L )

f = JJ e-h(x+ L ) do dw'

wobei X die Kraftfunktion, L die lebendige Kraft eines Mole
küls, N die .Zahl der Moleküle· im Gefäße,

da = dpl dP2·"· dPtt., dw = dql dq2··" dqr ist.

Es ergibt sich also:

ff JJ.-hex+L)

{

Q. = - '. flfdodw=-:-NIN+NI e dodw
(70) + h Ni + r N .

2

Im vorletzten Gliede bedeutet X die mittlere Kraftfunktion
eines Moleküls, also die Größe

1 JJ _fJxe-hex+L) dodw
N X fdo dw - f""f" -h( +L) ..

J e X do dw
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Das,letzte Glied findet man, indem man berücksichtigt, daß

J1Le-h(x+L) da du) r
.h= =-

fJe-h(x+L) dodzo 2h

ist. (VgL hierüber und in betreff des folgenden das bereits
zitierte Buch Watsons, S. 36 und 37.) Das zweite Glied der
rechten Seite der Gleichung (70) kann noch transformiert
werden, wenn man statt Ql' q2 ••• qr Variabeln SI' S2 ••• Sr ein
führt, welche die Eigenschaft haben, daß sich der Ausdruck L
auf si + .~: + ... + s;" reduziert. Bezeichnet man 'dann mit LI
die Funktionaldeterminante

~ ± Bq! Bq2, Bqr
a81 a82 • • • a8 r '

so ist

j')(e-h(x+L)do d1iJ = '( hn)iJL1e-hx do, i = f Lix e-
hx

do
J fL1e- hx do

und es ergibt sich also

'N f Nr - rN (1(71) Q= 'l Je-hxdo - -2- lh + hNX + -2- +l?t) -NlN.

Um diesen Ausdruck mit dem Ausdrucke (18) meiner Ab
handlung "Analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes der
mechanischen Wärmetheorieaus den Sätzen über das Gleich
gewicht der lebendigen Kraft" 1) oder mit dem Ausdrucke (95)
meiner "Weiteren Studien" 2) vergleichen zu können, muß man

PI' P2··· mit xl' Y1···; qI' Q2'" mit u1 ' vI·'·; SI' s2.·· mit

V; ul' V; vI···'

T mit 3 r vertauschen, wodurch
3r

wird. Man sieht, daß der Ausdruck (71) genau mit dem mit
3 N /2 multiplizierten Ausdrucke (18) der zuerst genannten
Abhandlung bis auf eine additive Konstante stimmt, wobei
der Faktor N daher stammt, daß der Ausdruck (18) nur für
ein Molekül berechnet ist. Der Ausdruck (95) der "Weiteren
Studien" ist entgegengesetzt bezeichnet als Q, folglich auch

1) Diese Sammlung, Bd. I, S. 303.
2) Diese Sammlung, Bd. I, S. 401.



42. Bezieh. zw. zweitem Hauptsatze u. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 223

.als die Entropie. Mit negativem Zeichen genommen aber ist
er um N 1N größer als Q. Ersteres rührt daher, daß ich' in
den weiteren Studien eine Größe suchte, die abnehmen muß,
letzteres daher, daß ich daselbst die GröBe f* statt f ein
führte, was jedoch weniger zweckentsprechend ist. Aus dieser
Übereinstimmung folgt, daß ganz dasselbe, was wir bei Be
trachtung eines einatomigen Gases bezüglich der Beziehung
der Entropie zum Permutabilitätsmaße gesagt haben, auch in
diesem weit allgemeineren Falle gilt.

Bis 'hierher können die Sätze an der Hand der Gastheorie
vollkommen exakt bewiesen werden. Versucht man jedoch eine
Verallgemeinerung derselben auf tropfbar-flüssige und feste
Körper, so muß auf eine vollkommen exakte Durchführung
von vornherein verzichtet werden, da die Natur der letzteren
Aggregatzustände viel zu wenig bekannt und deren Theorie
noch fast gar nicht mathematisch durchgearbeitet ist. Doch
habe ich schon in früheren Abhandlungen die Gründe an
geführt, vermöge deren es wahrscheinlich ist, daß auch für
diese beiden Aggregatzustände das Wärmegleichgewicht dadurch
bestimmt ist,· daß der Ausdruck (51) ein Maximum wird, und
daß dieser Ausdruck, sobald Wärmegleicbgewicht besteht, mit
der Entropie identisch ist. Es kann daher als wahrscheinlich
bezeichnet werden, daß die Gültigkeit der von mir entwickelten
Sätze nicht bloß auf. Gase beschränkt ist, sondern daß die
selben ein allgemeines, auch auf feste und tropfbar-flüssige
Körper anwendbares Naturgesetz darstellen, wenngleich eine
exakte mathematische Behandlung aller dieser Fälle dermalen
noch auf außerordentliche Schwierigkeiten zu stoßen scheint.'
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Ober einige Probleme der Theorie der elastischen Nach
wirkung und über eine neue Methode, Schwingungen
mittels Spiegelablesung zu beobachten, ohne den
schwingenden Körper mit einem Spiegel von erheb-

licherMasse zu belasten.1
)

(Wien. Ber. 76. S.815-842. 1877.)

J. Zur Theorie der elastischen Nachwirkung.

Ich glaubte in meiner A.bhandlung "Zur 'l'heorie der
elastischen Nachwirkung'(2) so deutlich gewesen zu, sein, daß
ein Mißverständnis nicht mehrrilöglich sei. Eine· im letzten
Hefte der Wie dem ann schen Annalen erschienene Abhandlung
von P. M. Schmidt 3) zwingt mich jedoch, das hier Mitzu
teilende mit noch weiteren Erörterungen der dort entwickelten
Formeln zu verbinden. Wenn an einem elastischen Drahte
ein Gewicht von bedeutendem Trägheitsmomente befestigt ist,
so daß das Trägheitsmoment des Drahtes bezüglich seiner
Mittellinie gegen das des Gewichtes bezüglich derselben Linie
verschwindet und es wird das Gewicht in irgendwelche
Schwingungen versetzt, so können zweierlei Schwingungs
bewegungen entstehen:

Erstens Schwingungen des Drahtes von sehr kleiner
Schwingungsdauer, welche nahezu so verlaufen, als ob das
untere Ende des Drahtes, an dem das Gewicht befestigt ist,
fix wäre und welche sehr rasch ganz unmerklich werden.

Zweitens eine Schwingungsbewegung des Gewichtes von
sehr bedeutender Schwingungsdauer, welche lange andauert und

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 14. 8.238. 22. Nov. 1877.
2) Diese Sammlung Bd. 1. Nr. 30.
3) Wied. Ann. 2. S. 241.
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durch die elastische Nachwirkung und den Luftwiderstand usw.
nur langsam gedämpft wird. - Bei Berechnung der ersteren
Schwingungen kann man selbstverständlich nicht voraussetzen,
daß in den Lameschen Elastizitätsgleichungen

d
2
u = d~ + dTs + dT2 + X

~ d t2 dx dy dx '

d
2
v = dTs + dN2 + dT1 + y

() dt2 dro dy dx '

o d
2
w = dT2 + dT1 + dNs + Z

~ d~ dx dy dx

die Glieder der linken Seite sehr klein gegen die der rechten
Seite seien.

Ganz anders dagegen verhält es sich mit den letzteren
Schwingungen, welche bisher allein der Beobachtung unter
zogen worden sind. Bei diesen letzteren Schwingungen ge
schieht die Bewegung des Drahtes so langsam, daß in den
Lameschen Elastizitätsgleichungen die Werte des Gliedes links
verschwinden gegen die Werte eines Gliedes der rechten Seite,
d. h. der Draht verhält sich in jedem Augenblicke fast so,
als ob er in Ruhe wäre und sein unteres Ende bei der Ver
drehung, welche demselben in dem betreffenden Augenblicke
zukommt, festgehalten würde. Um die allein zur Beobachtung
gelangenden Schwingungen zu berechnen, kann man daher
folgende einfachere Methode einschlagen. - Man bezeichne
mit {f den Winkel, um welchen das angehängte Gewicht' und
daher auch das untere Ende des Drahtes zur Zeit t gegen
seine Ruhelage verdreht ist. Das Drehungsmoment, welches
der Draht zur Zeit t auf das Gewicht ausübt, berechnet man
aber so, als ob der Draht in Ruhe wäre, sein unteres Ende
um den Winkel {} verdreht wäre und die Verdrehung ·jedes
anderen Querschnittes des Drahtes der Entfernung des be
treffenden Querschnittes vom Aufhängepunkte proportional wäre.
Da man in dieser Weise das zu jeder Zeit auf das schwingende
Gewicht wirkende Drehungsmoment (-M) berechnen kann, so
läßt sich auch dieSchwingungsbewegung: des Gewichtes mit
Leichtigkeit· finden, indem man die Gleichung

d9 f}
K-·=-M

dt2

Bol tzmann, Gesammelte wissenseh. .Abhandl. 11. 15
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integriert, wobei K das Trägheitsmoment des Gewichtes be
züglich seiner Drehungsachse bezeichnet. Diese Methode, die
Schwingungen von Gewichten, die an Fäden aufgehängt sind,
zu berechnen, hat mit der elastischen Nachwirkung gar nichts
zu schaffen und wird ganz in derselben Weise angewendet,
wenn man die elastische Nachwirkung ganz vernachlässigen zu
können glaubt.

In der Tat ist sie noch jedesmal angewendet worden,
wenn man den Einfluß der Torsion des Aufhängefadens . auf
die Bewegung des in irgend einem Magnetometer oder Galvano
meter aufgehängten Magnets in Rechnung ziehen will, z.B. v~n
Gauss in der "Intensitas vis magneticae ad mensuram ab ..
solutam .revocata". Man pflegt da immer vorauszusetzen, daß
der Einfluß der Eigenschwingungen des Aufhängefadens ver..
schwindet und das Drehungsmoment, welches dieser Aufhänge
faden in jedem .A.ugenblickeauf den aufgehängten Magnet
ausübt, immer gerade so groß ist, als ob der Aufhängefaden
bei der momentanen Verdrehung des Magnets in Ruhe wäre.
Daß sich dabei in den Lameschen Elastizitätsgleichungen die
rechte Seite aufNull reduzieren muß, versteht sich von selbst,
wenn man sich die Verschiebung jedes rI'eilchens des Fadens
als Funktion der Zeit und der Stelle, an welcher sich dieses
Teilchen im Faden befindet, ausgedrückt denkt und diese
Ausdrücke in die rechte Seite der Lameschen Gleichungen
substituiert.

Es besagt- dies eben nichts anderes, als daß· die Eigen
schwingungen des Aufhängefadens vernachlässigt werden können.
Herr Schmidt dagegen folgert aus dem Verschwinden der
rechten Seite der Lameschen Gleichungen, "daß das, von mir
erhaltene Resultat natürlich keinen Sinn habe" und "daß des
fehlerhaften theoretischen Resultates wegen von vornhereiu
keine Übereinstimmung zu erwarten sei".

Die Art und Weise, wie ich diese Berechnungsmethode auf
den Fall erweitert habe, wo elastische Nachwirkung auftritt,
glaube ich zwar in meiner Abhandlung "Zur Theorie der
elastischen Nachwirkung" bereits genügend motiviert zu haben.
Teils jedoch um jeden Zweifel zu beheben, teils auch, weil
sich hieran unmittelbar die Entwicklung einiger nicht un..
interessanter Eigenschaften der in meiner Theorie der elastischen
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Nachwirkung aufgestellten Formeln anschließen läßt, auf welche
ich bisher noch nicht aufmerksam gemacht habe, will ich jetzt
das Problem der Torsionsschwingungen auch noch nach der
ausführlichen Methode behandeln, indem ich die allgemeinen
Lösungen der Lameschen Gleichungen suche und erst später
nachweise, daß dieselben, sobald das Trägheitsmoment des
angehängten Gewichtes sehr groß ist, in diejenigen Gleichungen
übergehen, welche sich nach der von Hrn. Schmidt an
gezweifelten Methode ergeben. Es empfiehlt sich da, um Weit
läufigkeiten der Rechnung zu vermeiden, die semipolaren oder
zylindrischen Koordinaten anzuwenden, welche Lama in seinen
"LeQons sur la Theorie Mathematique de l'Elasticite des corps
solides" (2. Aufl., S. 179-193) einführt. Ich will mich auch
in der Bezeichnungsweise ganz an diejenige anschließen, welche
Lame daselbst anwendet. Vernachlässigen wir zuerst die
elastische Nachwirkung gänzlich. Nach der von Hrn. Schmidt
angezweifelten Methode müßte man dann die Rechnung so
durchführen, als ob sich der Draht in jedem A.ugenblicke
fast in Ruhe befände. Man erhielte also fUr die Torsions
schwingungen

[1 = 0, r = rx {} , w=o,

woraus sich sofort ergibt
1'1\ _ !1- r it .
'1:"3 - l

Im Punkte z = °ist der Draht befestigt, list die Länge
des Drahtes. {} ist die Verdrehung des am Drahte angehängten
Gewichtes, also auch des untersten Querschnittes des Drahtes
zur Zeit t, woraus folgt, daß {}. nur Funktion von t ist. Die
Bedeutung der übrigen Buchstaben ist die .Lamesche.

Diese Werte, in die Bewegungsgleichungen eingesetzt,
reduzieren selbstverständlich die rechte Seite· derselben auf
Null. Trotzdem· erhalten wir vollkommen die richtige Lösung,
wenn wir die Be\vegungsgleichung für das angehängte Gewicht
aufstellen. Sei K dessen Trägheitsmoment, so muß die Größe
K d2 {} Idt2 gleich dem J.\;lomente aller Kräfte sein, welche' auf
dasselbe drehend vvirken. Die Fläche, in welcher diese Kräfte
angreifen, ist der als Kreis vom Radius R vorausgesetzte
unterste Querschnitt des tordierten Drahtes. Denken wir uns

15*
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aus demselben einen Kreisring herausgeschnitten, welcher von
zwei mit dem ursprünglichen Kreise konzentrischen Kreisen
mit den Radien r und r + dr begrenzt ist, so wird längs der
Flächeneinheit dieses Ringes tangential die elastische Kraft (/J

wirken. Die wirkliche Kraft, welche diesen Kreisring zu
drehen strebt, findet man durch Multiplikation mit dessen
Flächeninhalt, also mit 2n r dr und deren Drehungsmoment
bezüglich der Drehungsachse, indem man noch mit r multi
pliziert. - Das gesamte Drehungsmoment, welches auf den
untersten Querschnitt des Drahtes wirkt und welches, ab
gesehen vom Zeichen, identisch ist mit dein auf das Gewicht
wirlrenden Drehungsmomente, ist also

R

f n p.R4-t}
. 2% r2 d T (/)3 = 21 •
u

Die Bewegungsgleichung für das Gewicht verwandelt sich
also in

d2 i} n p..R4:,ß-
K dt2 = - 21 '

deren Integral folgendes ist:

{} = .tl sin (n t + B),
wobeiA und B Konstanten sind, und

n = Vn2~;4 ·
Nun wollen wir aber die Lameschen Gleichungen für den

ganzen Draht aufstellen, komplett integrieren und erst später
suchen, welcher Limite das Integral für sehr große K zueilt.
Wir müssen das Integral natürlich in folgender Form suchen:

U = 0, JT = er eßt sin r z , 1fT = 0,

woraus sofort folgt·
() = 0 ..

Für die von Lame mit A, B, r bezeichneten Größen
findet man aus dessen Gleichungen (9) S. 184 die Werte

.l1=Creßtycosr z , B=O, T=-20eßtsinyz.

Von den LameschenBewegungsgleichungen (8) S. 184 ist
also die erste und dritte identisch erfüllt; die zweite aber
liefert
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Die Bedingungsgleichung für das obere Ende ist bereits
erfüllt, da wir r z unter das Sinuszeichen schrieben; die für
das untere Ende dagegen verwandelt sich in folgende:

R

d
2

-f} JK dt2 =- 2%r 2 (/Jsdr.
o

Dabei findet man die Verdrehung {} des untersten Quer
schnittes, indem man die Größe V durch r dividiert und darin
z = 1 setzt. Für <Pa findet man aus den L am eschen
Gleichungen (7) S. 184 den Wert

ft :: = C ft r rePt sin rz,

in welchem Werte ebenfalls z = Z zu setzen ist. Durch Sub
stitution dieser Werte verwandelt sich die Bedingungsgleichung
für den untersten Querschnitt des Drahtes in

K i82 tg r I = - ; R4 r {-t ,

und weil wir oben fanden

ß2 = - ~r2,
e

'TCR'Q 1
lrtgr l = 2K •

Die allgemeine Lösung für I' ist' eine Wurzel dieser be
kannten transzendenten Gleichung. Nun ist aber ~ R4 {}lj2
das Trägheitsmoment des Drahtes bezüglich seiner Mittellinie.
Sobald dasselbe verschwindend ist gegenüber dem Trägheits
momente K des angehängten Gewichtes, so liefert die obige
transzendente Gleichung für r1 einen sehr kleinen Wert, für
welchen die Tangente mit dem Bogen verwechselt werden
kann, und also folgt

... 1'TC R' (} -.., / n R4 p-
r=V2KT' ß=~V2KT""'

Substituiert man diese Werte in den für JT angenommenen
Ausdruck, so kann man wieder sin rz mit rz vertauschen, und
erhält nach passender Wahl der Konstanten

JT =0' zr sin (nt + 0"),
wobei

1 / 1t R4 p..
n = V· 2Kl '
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woraus sich sofort "für die Verdrehung des·· untersten Quer
schnittes wieder der nach der einfacheren Formel gefundene
Wert ergibt.

Es ist auch leicht, sich zu überzeugen, daB in den bisher
der Beobachtung unterzogenen Fällen das Trägheitsmoment
des an den Draht angehängten Gewichtes wirklich sovielmal
gröBer ist, als das des Drahtes bezüglich seiner Mittellinie,
daß der Fehler, den man dadurch begeht, daß man in der
transzendenten Gleichung tg rZ mit rl verwechselt, geradezu
verschwindet gegen die übrigen Fehler, welchen derartige Beob
achtungen ausgesetzt sind. Ich bemerke noch, daß die übrigen
Wurzeln der transzendenten Gleichung sebr nahe sind: r'z = 'lt,

2 rc, 3!Jt . .. Wäre r 1 exakt ein Vielfaches von '11:, so wäre das
untere Ende des Drahtes ebenfalls fix;· es entsprechen also
die übrigen Wurzeln Schwingungen, die fast so geschehen, als
ob das untere Ende des Drahtes fix wäre und ich habe schon
in meiner Theorie der elastischen Nachwirkung nachgewiesen,
daß sie sehr kurze Schwingungsdauer haben, sehr rasch ver
schwinden und gar nicht zur Beobachtung gelangen.

Ich will jetzt die in meiner Abhandlung "Zur Theorie der
elastischen Nachwirkung" entwickelten Formeln ohne alle Ver
nachlässigungauf die Berechnung der Schwingungen eines mit
einem Gewichte belasteten Drahtes anwenden und zeigen, daß
deren Resultat wieder, falls das Trägheitsmoment des Drahtes
bezüglich seiner J\'!ittellinie gegen das des angehängten Ge-

-wichtes verschwindet, mit demjenigen zusammenfällt, welches
ich bereits nach der von Schmidt angezweifelten Methode
fand. Ich will sogleich wieder Zylinderkoordinaten anwenden.
Es ist unmittelbar ersichtlich, daß wir die Gleichungen, welche
wir da anwenden müssen, erhalten, wenn wir in den von Lame,
S. 184, gegebenen statt U, 77, W, wo diese Größen nach den
Koordinaten .differentiiert sind, substituieren

00 00

U(t) - ~J~dm1/J(üi) U(t - cD), J7(t) - 2.-!dOJ1./J(CO) r(t- ro) ,
~ ~

o 0
00

lF(t)- 2.-!dCtJ1./J(CO) W(t - OJ).
ft

o



00
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Für die in Rede stehenden Torsionsschwingungen
das Integral wieder die Form haben

U (t) = 0, P(t) = C1~ eß t sin rz , IV(t) = o.
Es ergibt sich also

Crr fLi = Crreßtcos rz - -'-' cos rz, dW'l./JCro)eßCt-w),
,lU..

o
00

B = 0, F=- 2CePt sin yz [1- ~ !dW'l/J(w)e-ßt",].

o
Die zweite der Bewegungsgleichungen (8) liefert also

00

231

muß

~ß2 = - p. y2+ 1'2Jdw'l/J(w)e- Pw .
o

Ferner ergibt sich 00

W3 = P, Cr rept cos r z - Cry cos rz!dw 'l/J(w). eP(t- "').
o

TIm das ganze Drehungsmoment M zu finden, welches auf
den untersten Querschnitt des Drahtes wirkt, müssen ~ir in
diesem Ausdrucke z = 1 setzen, ihn dann mit 216 1~2 dr multi
plizieren und von Null bis R i~tegrieren. Dadurch ergibt sich

R

M = J2% r 2 d1-IWal!
o

00

= 'Jt!L ~R4 r eßt cos rZ- !!- CR4 r cos rZ!dwl)"(OJ) eß(t- w).
2 2 y

o
Die Bewegungsgleichung für das ang~hängte Gewicht

tautet nun aber
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Substituieren wir hier den oben für ß2 gefundenen Wert,
so erhalten wir

nR4 1f}
rltgrl=~.

Diese transzendente Gleichung für r 1 ist ganz dieselbe,
welche wir erhielten, als keine elastische' Nachwirkung vor
handen war. Aus denselben Gründen wie damals liefert sie
zunächst eine sehr kleine Wurzel

1/nR4 f.l
r = V 2Kl •

Adoptieren wir diese Wurzel, so ist um so mehr .y z sehr
klein; der für JT gefundene Ausdruck geht also, wenn man Cr
mit 0' bezeichnet, über in

JT= C'rzeßt

und die Verdrehung des untersten Querschnittes wird

lJ> (t) = IVil = C" eßt,
r

wobei C" = C' I ist.
Substituieren wir den für r gefundenen Wert in die

Gleichung, durch welche ß2 bestimmt ist, so ergibt sich
00

nR4 [... J ]- K ß2 = 2l f-t - dro1/J(ro) e- ßro •
o

Identisch dieselbe Gleichung für ß erhält man, wenn man
in die Gleichung (5)· meiner Abhandlung "Zur Tneorie der
elastischen Nachwirkung" die S1.ibstitution {} (t) = Off eßt macht,
da aber jene Gleichung (5) nach der von Hrn. Schmidt an
gezweifelten Methode gefunden wurde, so ist bewiesen, daß
jene Methode durchaus das richtige Resultat liefert. Die
weitere Behandlung bliebe selbstverständlich dieselbe, welche
ich schon damals auf die Gleichung (5) anwandte. Setzen wir

1/n t,tR4 .
n = V ' 21(Z ' ß= (n + a) z - 8,

80 ergibt sich zuvörderst:

- 2nct - 2n8i + (ai ~ 8)2

n
2 f= -; dW1/J(w)eero [C08 (n + a) ro - i sin (n + a) OJJ.
o
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Dies ist die vollkommen exakte Gleichung. Setzen wir, wie
ich dies in der Theorie der elastischen Nachwirkung tat, voraus,
daß die elastische Nachwirkung nur verhältnismäßig kleine
Korrektionsglieder herbeiführt, daß also auch 't/J (00), a und 8
sehr klein sind, so erhalten wir sofort die auch dort gefundenen
Formeln

00 00

ft = - tp.f dW1/J(IX)) ODS nlX) , (; = tp.fdlX)1/J(W) sin nw •

o 0

Es mag hier noch eines erwähnt werden, worauf ich in
meiner ",Theorie der elastischen Nachwirkung nicht einging,
nämlich, daß sich in dem Spezialfalle, wo 1./1(00) = fhae- boo ist,
welcher aus Neesens Beobachtungen zu folgen schien, auch
die allgemeine Gleichung leicht auflösen läßt. Wir können
nämlich dann das bestimmte Integral berechnen und erhalten
fürß die Gleichung dritten Grades

ßS + hß2. + n2ß+ hn2 - n2a = o.
Die beiden komplexen Wurzeln dieser Gleichung liefern

jetzt die Schwingungen exakt; die reelle Wurzel, welche nahe
gleich - 0 ist, dagegen ist unbrauchbar, weil sie voraussetzen
würde, daß vor Beginn der Zeit unendliche Deformationen vor
handen waren.

Es ist klar, daß die übrigen Wurzeln der für rl gefundenen
transzendenten Gleichung sehr nahe gleich ganzen Vielfachen
von 1C sind, also Schwingungen darstellen, welche sehr nahe so
geschehen, als ob auch das untere Ende des Drahtes :fix wäre.
Setzen wir y l = k 1C, so erhalten wir für ß die Gleichung

00

- ß2 = k
2

~2 p. (1 - ~fdW1/J(w) e- Pro] ,
o

während wir für die kleinste· Wurzel der transzendenten
Gleichung hatten

00

- ß2 = nt-t
R4 [1- ..!-f·dOO1./1(oo)e-- ßro]·.

2lK !.t
o

Es ist also das Gesetz der Schwingungen irgend eines
Querschnittes in beiden Fällen ganz dasselbe, nur daß eine
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Konstante in beiden Fällen einen sehr verschiedenen Wert
besitzt.

Die oben für ß gefundene Gleichung dritten Grades hängt
zusammen mit einer Beha11dlungsweise, welche die. Gleichungen
für die elastische Nachwirkung in dem Spezialfalle zulassen,
daß 1.jJ (m) = fhae- bw gesetzt wird. Da diese Behandlungsweise
auf Gleichungen führt, die mir von einigem theoretischen Inter
esse zu sein scheinen, so will ich sie hier kurz auseinander
setzen. Ich setzte in meiner Theorie der elastischen Nach
wirkung

00

N;. = Ae(t) + 2 fL d;~t) - Jdm [gJ(m)O(t - m) +21f' (cu) du ~;-W)] .
o

Nehmen wir an, es sei cp(ro) = Äae- bw , 1jJ(OJ) = !tae- bco ,

so wird
00

NI = J"O(t) + 2ft cl;~t.l_ aAJdme-broO(t - co)
o

00

2 Ja _bO)d~t(t(i))
- af-t roe ~'

o
daher

00

d,N1 = Adt3,(t) +2 d
9
u(t)._ ~Jd _bw d8et - cu)

r.lt dt !J' dxdt a"", (oe dt
o

00

- 2a t-tfdro e- bw d
2
u(t - ro) .
da; dt

o

Durch partielle Integration aber wird

00 00

J,d _broCZß(t-, ro) Jd _1. dßet- a»CiJe - =- coe vw _
dt da>

o 0

00

= () (t) - b!dme- bro () (t - m).
o

Wenden wir dieselbe partielle Integration auf das zweite
Integralan,so folgt
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d Nt = Ä0!!Jtl + 2 d
2

U (t) _ j (j (t) _ ') d u (t.)
dt dt !.t dtdx aA ~aft da;

00 00

+ ahAjdüJe- bo> 0 (t - üJ) + 2 abp, jdüJ e- bo> dU~; cu).

o 0

Wir können jetzt aus lv'l und d N.r Id t die bestimmten
Integrale ganz eliminieren und erhalten, indem ,vir den Index t
bei u (t), () (t) auslassen,

bR;. + dit
t

= }.(b - a)O + 2p,(b- a)~: + A:~ +2p, dd;~t'

Die Ausdrücke für

b "hT +dN2 d bi\T dN;1
.1 V2 ---rTt un .1 v3 + ---rTt

ergeben sich hieraus, indem man u mit v und w, x mit y
und z vertauscht. Ferner ergibt sich auch

d Tl ( d v d UJ) ( d
2

V d 2
ru) )

bT1 + dT = p,(b - a) dx + dy + P, dxdt + dydt '

,voraus wiede~ durch zyklische Vertauschung

bT dT2 bl' dTs
2+dT' 3+dt

folgt. Nun verfahre man folgendermaßen: Man bilde aus den
Lameschen Bewegungsgleichungen (4) auf Seite 66 die Aus
drücke

l? (b ~; + :8;), !? (b :2t~ + :3;), !? (b ~; + ~Ta-)

und substituiere für b~ + (dN2/dt) usw. die soeben gefundenen
Werte. Ferner setze man zur Abkürzung

Al = l(b - a), PI = f.L(b - a),
was lauter Konstanten des Materiales sind. Dadurch ver-
wandelt sich die erste Bewegungsgleichung in

(
d2 u d3 u) d fJ .( d 2U d2

V d 2 W)
(! b7.Jti" + d tB = (Al + !LI) -a:x + {tl d x2 + d y2 + d %2

d2 e ( d3
U d3

V d
3

W )+ (Ä + p) da; dt + I-t dx2 dt + d y2 dt + dry} dt .

Analog gestalten sich die übrigen Bewegungsgleichungen.
Diese Gleichungen scheinen mir insofern von Wichtigkeit, weil
durch dieselben bewiesen ist, daß Gleichungen, welche bloß
Differentialquotienten der Verschiebungen enthalten, doch quali-
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tativ das Phänomen der elastischen Nachwirkung liefern können.
Freilich sind zwei Dinge zu beachten: erstens diese Gleichungen
enthalten die dritten Differentialquotienten nach der Zeit;
zweitens die elastischen Kräfte sind ohne bestimmte Integrale
nicht ausdrückbar. Quantitativ dürften übrigens die Gleichungen
in dieser Form die elastische Nachwirkung nicht liefern, da
der Wert tjJ(m) = ape- bw aus Beobachtungen Neesens ab- .
geleitet ist, welche sich nachher als viel zu wenig umfassend
herausgestellt haben, um aus ihnen überhaupt ein Gesetz
abzuleiten.

Da diejenigen Gleichungen, welche ich in meiner Theorie
der elastischen Nachwirkung als die wahrscheinlichsten be
zeichnete, eine besondere Behandlung erfordern, so muß ich
noch den Beweis nachtragen, daß auch bei Anwendung dieser
Gleichungen die kompletten Lameschen Bewegungsgleichungen
dasselbe Resultat liefern, wie die von Ern. Schmidt an
gezweifelte Methode. Wir erhalten diese Gleichungen, indem
wir in den Ausdrücken Lames für die elastischen Kräfte
statt AU, f.L U schreiben:

00 00

AU+J[U(t) - U(t - co)] F~6J) du, J[U(t) - U(t - co)] f~cv) dOJ ,
o 0

ebenso statt Ä77, !J' r, AW, !-t W. Wir wollen wieder setzen:

u= 0, J7= Cre ßt sinyz, W= o.
Es ist aber wohl zu bemerken, daß man nicht annehmen

darf, der Draht schwinge schon von t = - 00 an; man be
kommt sonst ein ganz unbestimmtes Resultat. Meine Formeln
liefern also die von Streintz beobachtete Tatsache, daß das
Dekrement sich verändert, wenn der Draht lange schwingt.
Wir müssen daher annehmen, die obigen Werte für U, J7, W
sollen nur für positive Zeiten von t = 0 an gelten; für negative t
seiU = JT = JJT = o. Da (} = r = 0 ist, geht die zweite
Lamesche Gleichung· (8) über in

00

o d2V=j[d2
V Ct) _ d2 V(t-cu)]!lUJ)dro.

"l d t2. d x2 d x2 UJ
o

Substituiert man hier für V(s) den Ausdruck Cre ßs sinyz,
sobald s positiv, den Wert Null, sobald s negativ ist, so folgt
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00 t

~ß2 =- r2[J f(
ro2dro

- Je-ßoo f~ro) dco],
o 0

Ferner erhält man
00(/) =f [d V(t) _ dV(t -.- ro)] (Cw) dw

3 dX! dx co
o

00 t

= rGreßt COSrZ [Jf~ro) dco ~Je-Pa> f:) dco],
o 0 . .

Die Bewegungsgleichung. für das angehängte Gewicht geht
also über in

00 t

K ß2 sin r1= - '1t rR42cos r1 [J f~ro) dco - J e- pa> f~ro) dco] .
o 0

Verbinden wir diese· Gleichung mit der früher für (! ß2
gefundenen, so erhalten wir für rZ wieder die schon oft er
haltene transzendente Gleichung. Die eine sehr kleine Wurzel

derselben ist wieder r = -V % C! R4/ 2K 1. Setzen wir dies in
die Gleichung für ~ ß2 und außerdem· ß= (2 rc / 1:') i = 8, .so
ergibt die Gleichsetzung der reellen und imaginären Teile
dieser Gleichung:

00 t

4n
2

_ 82 = n R4 [J ((m) dw -J {(ru) eS OJ cos 2n cu dro] ,
');2 2Kl W (j) .,;

o 0
t

411: 8 _ n R4 f {((j)) d CiJ S OJ • 2n 0) d
-.,;- - 21(l (iJ e Sln-.,;- w,

o

welche Gleichungen genau mit den nach der von Hrn. Schmidt
angezweifelten Methode gefundenen Gleichungen (41) und (42)
meiner Theorie der elastischen Nachwirkung übereinstimmen
und wie diese zu behandeln sind. Man sieht, daß auch hier
durch genau dieselben Gleichungen auch die übrigen Schwin
gungen bestimmt sind, nur daß an die Stelle der Konstanten
nR4j2Kl tritt k2 %2/e, wobei k· irgend eine· positive ganze
Zahl bedeutet.

Ich will zum Schlusse dieser theoretischen Betrachtungen
noch ausdrücklich darauf aufmerksam machen, daß ich daS
Resultat, daß das logarithmische Dekrement eines Drahtes nur
vom Materiale desselben abhängig sei, in einem Abschnitte
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0,0174
0,0227
0,0191
0,0167
0,0191
0,0159
0,0184
0,0187
0,0200

0,0870
0,1133
0,0953
0,0834
0,0957
0,0796
0,0922
0,0934
0,1003

mitgeteilt habe, welcher die Überschrift trägt: "Aufstellung
und Diskussion jener Formeln für die elastische Nachwirkung,
welche mir als die wahrscheinlichsten erscheinen". 1) Das Be
obachtungsmaterial war viel zu dürftig, als daß ich die un
bestimmten Funktionen meiner allgemeinen Theorie vollkommen
hätte ausmitteln können. Auch betonte ich schon bei der
Veröffentlichung meiner Theorie, daß dieselbe noch vielfach
Ergänzungen bedürfen werde, und daß ich dieselbe bloß
publiziere, um für weitere Beobachtungen bestimmtere Anhalts
punkte zu bieten und weil sie mir wenigstens in einigen Fällen
eine nicht unbedeutende Annäherung an die Wirklichkeit zu
bieten schien, so daß meine Formeln jedenfalls einen Teil
einer späteren definitiven, alle Erscheinungen umfassenden
Theorie ausmachen dürften. Mit großem Behagen verweilt
Hr. Schmidt bei einem Fehler in meinen über die Dämpfung
der Torsionsschwingul1gen eines Glasfadens mitgeteilten Zahlen.
Hätte jedoch Hr. Schmidt diese Zahlen etwas ,näher an
gesehr.n, so würde er sogleich erkannt haben, daß· dies nichts
weiter als ein bloßer Schreibfehler ist, der wahrscheinlich beim
Abschreiben hineingekommen ist. Ich habe nämlich als die
doppelte Amplitude der Torsionsschwingungen in dem Anhange2)

meiner Abhandlung "ZurTheorie der elastischen Nachwirkung"
die Zahlen "angegeben, ,velche ich in der ersten Kolonne der
nachfolgenden Tabelle hier nochmals wiederhole.

836 5,817110
808 5,780099
275 5,616770
250 5,521460
230 5,438079
209 5,342334
193 5,262690
176 5,170483
160,3 5,077042
145 4,976733

In dieser Tabelle steht in der zweiten Kolonne der natür
liche Logarithmus jeder Zahl der ersten Kolonne; die dritte
Kolonne gibt die Differenz zweier unmittelbar übereinander
stehender natürlicher Logarithmen. In dem Anhange zu meiner

1) Diese Sammlung Bd. T. S.629.
2) Diese Sammlung Bd. I. S. 642.
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Abhandlung "Zur Theorie der elastischen Nachwirkung" ist
ferner angegeben, daß zwischen je zwei der angeführten
doppelten Amplituden zehn Halbschwingungen lagen. (Durch
einen Druckfehler heißt es dort Hebschwingungen.)l) Um das
logarithmische Dekrement für die Dauer r einer ganzen Schwin
gung zu erbalten, welches laut der Formeln meiner Abhandlung
gemeint ist, muß man daher die Zahlen der dritten Kolonne
der obigen 'I'abelle durch 5 dividieren, wodurch man die
Zahlen der vierten Kolonne der Tabelle erhält. Aus diesen

. Zahlen ist ersichtlich, daß die im Anhange zu meiner Ab-
,handlung "Zur Theorie der elastischen Nachwirkung" als

logarithmische Dekremente angeführten Zahlen gerade so gut
eine Null nach dem Dezimalpunkte zu viel haben, als die aus
der theoretischen Formel (45)- berechnete Zahl, von welcher
Hr. Schmidt bemerkt, daß sie 0,013 statt 0,0013 heißen sollte.
Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung wird
also durch diesen Schreibfehler nicht im mindesten gestört.

Die in der letzten Kolonne der obigen Tabelle enthaltenen
Zahlen stimmen auch, abgesehen von diesem Schreibfehler,
nicht ganz mit den in der bereits oft zitierten Abhandlung für
das logarithmische Dekrement angegebenen Zahlen; doch sind
die Unterschiede durchaus unwesentlich und machen die Über
einstimmung durchaus nicht wesentlich scblechter. Die Ursache
dieser Unterschiede liegt darin, daß ich außer den mitgeteilten
Amplituden noch andere beobachtet habe, ,velche bei Be
rechnung der Dekremente mit beigezogen wurden. Es versteht
sich wohl von selbst, daß ich alle diese Zahlen nicht in so
beiläufiger und ungenügender Weise mitgeteilt haben würde,
wenn diese Beobachtungen am Glasfaden einen andern Zweck
gehabt hätten als rohe Vorversuche abzugeben, aus denen zu
erkennen sei, ob die Theorie überhaupt einer weiteren Prüfung
verlohne. Es ist dies von mir ausdrücklich bemerkt worden
und auch aus der Unregelmäßigkeit der verschiedenen, für das
logarithlnische Dekrement gefundenen Werte sogleich zu er
kennen. Diese .Unregelmäßigkeit rührt von Luftströmungen im
Zimmer her, welche leicht durch einen Schutzkasten hätten
vermieden werden können. Da aber doch noch der Fehler

1) In dieser Ausgabe bereits korrigiert.
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wegen der Dämpfung durch Luftreibung geblieben wäre, welcher
vielleicht größer ist als jene Unregelmäßigkeiten, und ich
damals keine Gelegenheit hatte, mir die komplizierten Apparate,
welche zur Vermeidung dieses Fehlers notwendig wären, machen
zu lassen, so unterzog ich mich auch nicht der Mühe der Be
schaffung eines derartigen Kastens. Für solche rohe Vor
versuche aber· hielt ich die, im Anhange zu meiner Theorie
der elastischen Nachwirkung gemachte Mitteilung für. hin
reichend ausführlich, um so mehr, da die in so roher Weise
ausgeführten Versuche sehr leicht von jedermann nachgemacht.
und kontrolliert werden können. Meine Versuche hatten im
ganzen nur die Zeit von einigen Stunden in Anspruch ge
nommen;. selbstverständlich hatte ich mich wohl überzeugt,
daß die Übereinstimmung, die ich fand, nicht etwa Folge eines
Rechenfehlers sei und nur die Abschrift und den Druck zu
wenig kontrolliert. Die Stilisierung der Einwürfe des Hrn.
Schmidt kann ich mir nur aus dem Ärger erklären, den
Hr. Oskar Emil Meyer, der ja Hrn. Schmidt in Rat und
Tat unterstützte, darüber empfand, daß ich in meiner Theorie
der elastischen Nachwirkung einiger seiner Irrtümer Er...
wähnung tat.

11. Über die Methode der Spiegelablesnng mit 'sehr kleinen
Spiegeln. 1)

Ich will an dieser Stelle noch einige Beobachtungen mit
teilen, welche auf das Innigste mit dem ·Vorhergehenden zu
sammenhängen, und welche ich schon vor langer Zeit noch
im ppysikalischen Institute der Wiener Universität ·ausgeführt
habe. Ich habe in der von Hrn. Schmidt angezweifelten
Rechnung vorausgesetzt, daß die Eigenschwingungen des Drahtes,
an welchem der Körper hängt, vernachlässigt werden können,
und daß das Drehungsmoment, welches der Draht zu irgend
einer Zeit auf den angehängten Körper ausübt, nahezu dasselbe
ist, als ob der Draht bei derjenigen Verdrehung seines untersten
Querschnittes, welche er zur betrachteten Zeit hat, in Ruhe

1) Über diese Methode wurde bereits im Tageblatt deI Vers. D.
Naturf. u. Ärzte in Graz 1875. S.209 berichtet. D. H.
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wäre. Damit diese Voraussetzung erlaubt sei, ist natürlich
erforderlich, daß die Verdrehung jedes Querschnittes zur be
trachteten Zeit dieselbe ist, als ob der Draht in Ruhe wäre
und der unterste Querschnitt diejenige Verdrehung hätte, welche
er ,vährend der Schwingungsbewegung im betrachteten Augen
blicke wirklich hat, d. h.wenn 1 die gesamte Lärige des
Drahtes, -& die Verdrehung des untersten Querschnittes zur
betrachteten Zeit, {}' diejenige irgend eines Querschnittes, der
sich in der Distanz L' vom Aufhängepunkte befindet, zur selben
Zeit bedeutet, so muß die Proportion bestehen

lj. : {f' = l: 1'.

Da nach der unlängst von Hrn. Oskar Emil Meyer auf...
gestellten Theorie diese Proportion nicht richtig sein müßte,
so machte ich einige Versuche um ihr-e Richtigkeit zu prüfen.
Di~ Verdrehung des untersten Querschnittes wurde in be...
kannter Weise mittels eines aufgeklebten ·Spiegels gemessen.
Um auch noch die Verdrehung eines zweiten Querschnittes
messen zu kÖll-Ren, mußte in der Höhe jenes zweiten Quer
schnittes ein Spiegel an dem Draht angeklebt werden, dessen
Masse gegenüber der Masse des Drahtes vernachlässigt werden
kann. Es wurde hierzu ein ganz kleines Stück eines zer
brochenen Spiegels eines Kirchhoffschen Elektrometers be
nützt, welches nur etwa 3 qmm Oberfläche und 0,3 mrn Dicke
besaß. Jedes Stück eines versilberten Mikroskopdeckgläschens
von gleicher Kleinheit hätte dieselben Dienste getan.

Es versteht sich wohl von selbst, daß in diesem kleinen
Spiegelehen nicht ein Skalenbild mit einem Fernrohre nach der
gewöhnlichen Weise betrachtet \verden konnte. Ich half mir da
folgendermaßen: ~ch stellte etwa vier Meter vom Spiegel entfernt
einen ziemlich engen vertikalen Spalt auf, durch welchen das
Licht einer Gasflamme, die sich in einer Dubosqneschen La
terne befand, fiel. Et~a in gleicher Entfernung vom Spiegelchen
bildete sich eine· Interferenzerscheinung, welche vom Beobachter
mit einer· Loupe betrachtet wurde. Es wurde" zuerst der Spalt
um eine horizontale Achse, also um die Verbindungslinie der
Spaltmitte mit dem Spiegelehen so lange gedreht, bis die Inter
ferenzerscheinung möglichst deutlich war; dann wurde Spalt und
Spiegelehen um dieselbe' Achse und ungefähr um denselben

Bo I t zman n, Gesammelte wissenseh. Abhand!. Ir. 16
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Winkel wieder zurückgedreht, so daß der Spalt wieder vertikal
stand. Wenn nun der Draht, an welchem das Spiegelchen
befestigt war, schwang, so drehte sich das Spiegelehen um.
eine vertikale Achse. Die Interferenzerscheinung wanderte
also in der Luft in horizontaler Richtung "weiter und der Beob
achter mußte mit Kopf llnd Lupe nachwandern. Um das
Stück, welches die Erscheinung durchwandert hat, genau messen
zu können, war unmittelbar unter dem Wege, welchen die
Erscheinung durchlief, eine horizontale lVlillimeterskala auf..
gestellt, deren Teilstriche bis an den oberen Rand gingen
und mit der Lupe gesehen werden konnten. Bei gänzlicher
Dunkelheit des Hintergrundes, von welchem sich die Inter
ferenzerscheinung abhob, und schwacher Beleuchtung der Skala
konnte mit ziemlicher Schärfe fast bis auf einen halben Teil
strich genau abgelesen· werden. - Die Interferenzerscheinung
war natürlich nicht sehr regelmäßig, doch ließ sich mit Leichtig
keit in' derselben irgend ein besonders beller oder besonders
dunkler Streifen finden, dessen Stellung über der Millimeter...
skala gut definiert war. Die Ablesung ist freilich ziemlich
unbequem, aber bei einiger Übung durchaus nicht schwierig,
und ich wüßte keine andere Methode mit so leichten Spiegeln
auch nur annähernd dieselbe Genauigkeit zn erzielen. Ich
bemerke noch, daß icb, als ich durch einen Spalt Sonnenlicht
auf den kleinen Spiegel fallen ließ, eine sehr prachtvolle und
auch ziemlich regelmäßigeInterferenzerscheinung erhielt, welche
sich sehr gut objektiv auf eine Skala projizieren ließ; freilich
'\varen die Striche derselben viel dicker. .

Wenn ich nun zwei Beobachtungsreihen, von denen übri
gens die zuerst mitgeteilte später und sorgfältiger ausgeführt
wurde, hier etwas .ausführlicher mitteile, so geschieht dies
weniger um die Richtigkeit der obigen Proportion zu beweisen,
welche ohnehin nur von wenigen dürfte angezweifelt werden,
als vielmehr um eine Probe zu liefern, .mit welcher Genauig
keit sich nach meiner Methode mittels so kleiner Spiegel ab
lesen läßt. Ich glaube nämlich, daß ·auch bei ganz andern
Problemen es manchesmal wünschenswert sein dürfte, die
Drehung eines Gegenstandes genau zu beobachten, ohne daß
es erlaubt ist, an demselben einen Spiegel von erheblicher
lVIasse zu befestigen, und daß daher eine etwas· ausführlichere
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Mitteilung, aus welcher die von mir erzielte Genauigkeit er
sichtlich ist, den Physikern nicht unwillkommen sein dürfte.
Ich bemerke übrigens, daß sich die Genauigkeit teils durch
Aus\vabl eines Spiegels, welcher eine besonders gute Inter
ferenzerscheinung liefert, also möglichst zweckmäßig geformt
und gekrümmt ist, teils durch' Anwendung einer möglichst
günstigen Beleuchtung (Petroleum, D rum 0 nd sches Licht)
noch erheblich steigern lassen .dürfte. Das Spiegelehen war
etwa in der Mitte zwischen dem Aufhängepunkt und dem
untern Ende des mit einem ziemlich bedeutenden Gewichte
belasteten Drahte angebracht.

In der folgenden Tabelle gebe ich in der ersten Kolonne
die am untern Spiegel mittels eines gewöhnlichen Ablese
fernrohres direkt abgelesenen sogenannten Umkehrpunkte .11., in
der zweiten Kolonne die Umkehrpunkte .B einer gut markierten
Lichtlinie der vom Spiegelchen entw'orfenen Interferenzerschei..
nung, welche unmittelbar an der darunter befindlichen Skala
abgelesen wurde. Es wurde, so weit es durch bloßes Rufen
ohne eine besondere Zeitmeßvorrichtung geschehen konnte,
konstatiert, daß die Umkehr beider Bilder immer gleichzeitig
erfolgte. Die dritte Kolonne enthält die Differenz der in der
ersten Kolonne angegebenenUmkehrpunkte A und der Ruhe
lage R, um welche das Fadenkreuz des Ablesefernrohres un
gefähr 11/ 4 Stunde nach dem Ende der Torsion zu schwingen
schien. Die vierte Kolonne enthält die Differenz der in der
zweiten Kolonne stehenden Umkehrpunkte B und der Ruhe
lage S, um welche zur selben Zeit die Interferenzerscheinung
schwang. Rund B sind den definitiven Ruhelagen schon sehr
nahe. Bezeichnen wir die letzteren mit E' und S', so müßte,
wenn die früher erwähnte Proportion ,richtig wäre, der Quo
tient(8 - B) / (R - A) gleich einer Konstanten C sein. Da aber
auch ($' - S) / (B' - R) gleich derselben Konstanten sein muß,
so folgt sofort, daß man auch (8 - B) I (R - A) = Gerhält.

Berechnet man 'den Wert dieser Konstanten aus mehreren
Beobachtungen, so findet man für dieselbe etwa den Mittel
wert 0,626, so daß also sein muß S - B =0,626 (R -A).
Damit man beurteilen könne, inwieweit diese Relation erfüllt
sei, und um zugleich ein Maß für die Genauigkeit der 1\.b
lesung mit dem kleinen Spiegelchen zu bieten, habe ich in

16*
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der fünften Kolonne die nach der letzten Formel berechneten
Werte von S - B zusammengestellt, d. b. also die mit O,ti26
multiplizierten Werte von R -.11. In der letzten Kolonne
habe ich die Differenz der Lerechneten und beobachteten vVerte
von S - B zusammengestellt. Die Einheiten der in dieser Kolonne
stehenden Zahlen bedeuten Verschiebungen der Interferenz
erscheinung um 1 mm. Da die Distanz der Interferenzerschei..
nung vom kleinen Spiegel dabei 4 m hetrug, so kann man die
Zahlen leicht in Winkelmaß übertragen. Die Torsion des
Drahtes war um 3 Uhr 10 Minuten begonnen worden und
war das unsere Ende des Drahtes bis 3 Uhr 15 Minuten um
360 0 tordiert erhalten worden; dann wurde das Gewicht vor
sichtig freigelassen. Der vierte der nun folgenden Umkehr
punkte wurde um 3 Uhr 17 Minuten 10 Sekunden beobachtet.

.A- B R-A S-B S-B Differ.
beob. berechn.

200,5 133 108,8 68,5 68,1 0,5
25"0 164 59,3 37,5 37,1 0,4
209 138 100,3 63,5 62,8 0,7
256,5 168,5 52,8 33,0 33,1 -0,1
216,2 143 93,1 58,5 58,3 0,2
262 171,5 47,3 30,0 ,29,6 0,4
221,5 147 87,8 54,0 55,0 -0,5
266 175 43,3 26,5 27,1 -0,5
226 149 83,3 52,5 52,1 0,4
271,7 178 37,6 23,5 23,5 °229 151 80,3 50,4 50,3 0,2
275 180 34,3 21,5 21,5 °233 154 76,3 47,5 47,8 -0,3
278 181,5 31,3 20,0 19,6 0,4
236,5 156 72,8 45,5 45,6 -0,1
280,5 183 28,8 18,5 18,0 0,5
238,5 157,5 70,8 44,0 44,3 -0,3
283,5 185 25;8 16,5 16,1 0,4
241,5 158,5 67,8 43,0 42,4 0,6
285 186 24,3 15,5 15,2 0,3
243 160 66,3 41,5 41,5 °286,7 187 22,6 14,5 14,1 0,4
245,5 161 63,8 40,5 39,9 0,6
288,7 188 20,6 13,5 12,9 ,0,6
246,5 162 62,8 39,5 39,3 0,2
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A B R-A S-B I S-B Differ.
beob. --.!?erechn.

290,5 189,5 ]8,8 12,5 I 11,8 0,2
248,5 163 60,8 38,5 38,1 0,4
291 190 18,,3 11,5 11,5 °251 165 58,3 36,5 36,5 °292,5 191 16,8 10,5 10,5 °252,2 165,5 57,1 36,0 35,7 0,3
293,5 191,5 15,8 10 9,9 0,1
252,5 165,5 56,8 36,0 35,6 0,4
294,7 .192 14,6 9,5 9,1 0,4
555 167 54,3 34,5 34,0 0,5
296 192,5 13,3 9 8,3 0,7
256 168 53,3 33,5 33,4 0,1
296,7 193 12,6 8,5 7,9 0,6
257 168,5 52,3 33 32,7 0,3
297,2 194 12,1 8 7,6 0,4
259 169,5 50,3 32 31,5 0,5
297,5 194 11,8 8 ' 7,4 0,6
259,7 170 49,6 31,5 31,0 0,5
298,7 194,5 10,6 7,5 6,6 0,9
260,2 170,5 49,1 31 30,7 0,3
300 195,,5 9,3 6 5,8 0,2
262 171,5 47,3 30 29,6 0,4
300 195,5 9,3 6 5,8 0,2
263,5 173 45,8 28,5 28,7 -0,2
300 195,5 9,3 6 5,8 0,2
265 173,5 44,3 28 27,7 0,3
299,7 195,5 9,6 6 6,0 °266 174 43,3 27,5 27,1 0,4
300,5 196 8,8 5,6 5,5 °267 175 42,3 26,5 26,5 0
300,5 196 8,8 5,5 5,5 0
268,5 175,5 40,8 26 25,5 0,5
301 196,5 8,3 5,0 5,2 -0,2
269,2 176 40,1 25,5 25,1 0,4
301,2 186,5 8,0 5 5,0 °270 177 '39,3 24,5 '24,6 -0,1
302 197 7,3 4,5 4,6 -0,1
270,7 177 38,6 24,5 24,2 0,3
302 197 7,3 4,5 4,6 -0,1

Der letzte dieser Umkehrpunkte wurde um 3 Uhr 29 Mi-
nuten 20 Sekunden beobachtet. Dann" wurde etwas ausgesetzt.
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Um 3 Uhr 35 Minuten wurden folgende Umkehrpunkte beob.

achtet:

A B R-A S-B B
Difrer.

beoh. berechn.

305,5 199,5 3,8 2,0 2,4 -0,4
279 182 30,3 19,5 19,0 0,5
30'5,5 199 3,8 1,5 2,4 U,l

280 183 29,3 18,5 16,3 0,2
306 199 3,3 2,5 2,1 0,4
280,2 183 29,1 18,5 18,2 0,3

Die nun folgenden Beobachtungen geschahen 3 Uhr 40 Min.:

309,5 201,5 -0,2 0 -0,1 0,1
282 184 27,3 17,5 17,1 0,4
310 202 -0,7 -0,5 -0,4 0,1
282 184 27,3 17,5 17,1 0,4
310,5 202 -1,2 -0,5 0,7 -0,2
283 184,5 2'6,3 17,0 16,5 0,5

Hierauf um 3 Uhr 50 Minuten:

310,5 202,5 -1,2 -1,0 -0,7 0,3
290,5 190 18,8 11,5 11,5 0
310,5 202 -1,2 -0,5 -0,7 -0,2
291 190 18,3 11,5 11,5 °dann um 4 Uhr:

312,5 203 -3,2 -1,5 2,0 -0,5
296 193 13,3 8,5 8,3 -0,2
311,5 203 -2,2 -1,5 1,4 -0,1
296,5 193,5 12,8 8,0 8,0 0
311,5 203 -2,2 -1,5 1,4 0,1
296 193 13,3 8,5 8,3 0,2

dann um 4 Uhr 10 Minuten:
297 194 12,3 7,5 7,7 -0,2
314,7 205 ,-5,4 -3,5 -3,4 0,1
297,2 194 12,1 7,5 7,6 -0,1
314,5 204,5 5,2 -3 3,3 -0,3

um 4' Uhr 20 Minuten:

302,7 197 6,6 4,5 4,,1 0,4
312,7 208,5 -3,4 -2 2,1 -0,1
302,7 197,5 6,6 4,0 4,1 -0,1
312,7 203,5 -3,4 -2 2,1 -0,1
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um 4 Uhr 30 Minuten
A B A B

205,5
197,5
205,5
197.,5

315,2
n03
315,7
303

205,5 315,7
197,5 303,2
205,5 315,5
197,5 303,2

daraus: R = 309,3
S = 201,5

Ich lasse hier noch eine zweite Reihe von Beobachtungen
folgen, bei welcher die Torsion wieder 360 0 betrug und 30 Se
kunden vor 3 Uhr 15 Minuten begann, 30 Sekunden nach dieser
Zeit endete. Unter Rund S verstehe ich hier die Ruhelagen,
um welche das Fadenkreuz, bzw. die Lichtlinie der Interferenz
erscheinung 1/2Stunde nach der Torsion schwang. Unter der
Rubrik S-B berechnet finden sich wieder die mit ü,62ö multi
plizierten Werte von R -.cl zusammengestellt:

.A B R-A S-B S-B Differ.
beob. berechn.

186 101 69,6 42,9 43,6 -0,7
279 159 -23,4 -15,1 14,6 0,5
191 103 64,6 40,9 40,4 0,5
282 160 -26,4 -16,1 16,5 -0,4
193 105 62,6 38,9 39,2 -0,3
283 160,5 -27,4 -16,6 17,1 -0,5
195 106 60,6

I
31,9 37,9 °284 161 -28,4 -17,1 17,8 -0,7

196\5 107 59,1 36,9 37,0 -0,1
284,5 161~5 -28,9 -17,6 -18,1 -0,5
197 107,5 58,6 36,4 36,7 -0,3
285 162 -29,4 -18,1 18,4 -0,3
198 108 57,6 35,9 36,1 -0,2
287 163 -31,4 -19,1 19,7 -0,6
199 108 i 56,6 I 35,9 35,4 -0,5
288 163 -32,4 -19,1 20,3 -1,2
200,5 109 55,1 34,9 34,5 0,4
288 163,5 ~32,4 -19,6 20,3 -0,7
202 110 53,6 33,9 33,6 0,3
288,5 163 -32,9 -19,1 20,6 -1,5
203,5 110 52,1 33,9 33,6 1,3
288 163 -32,4 -19,1 20,3 -1,2
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B
S-B S-R Differ.A beob. berechn.

204 111 51,6 32,9 32,3 0,6

288 163,5 -32,9 -19,6 20,6 -1,0

204,5 111,5 51,1 32,5 32,0 0,5

288,5 163,5 .-;32,9 -19,6 20,6 -1

205,5 112 50,1 31,9 31,4 0,5

288 163,5 -32,4 -19,6 20,3 -0,7

207 112,5 48,6 31,4 30,4 1,0

287 16;3,5 -~ 31,4 -19,6 19,7 -0,1

208,5 113 47,1 30,9 29 ,5 1,4

287 163,5 -31,4 -19,6 19,7 -0,1

209,5 114 46,1 29,9 28,9 1,0

287 163,5 -31,4 -19,6 19,7 -0,1

209,5 115 46,1 28,9 28,9 0

287 163 -31,4 -19,1 19,7 -0,6

211 116 44,6 27,9 27,9 0

287 163 -31,4 -19,1 19,7 -0,6

211,5 116 44,1 27,9 27,6 -0,3

286,5 162,5 '-30,9 -18,6 -19,3 -0,7

212,5 116,6 43,1 27,4 27,0 0,4

285,5 162,5 -30,1 -18,6 18,8 -~0,2

214,5 117 41,1 26,9 25,7 1,2

285 162 -29,6 -18,1 18,5 -0,4

215 118 40,6 25,9 25,4 0,5

286,5 162 -:-30,6 -18,1 19,2 -1,1

215 118 40,6 25,9 25,4 0,5

285,5 162 -30,1 -18,1 18,8 -0,7

21Q 118 40,6 25,9 25,4 0,5

285,5 161,5 -30,1 -17,6 18,8 -1,2

215,5 118 40,1 25,9 25,1 0,8

286,5 162 -30,9 -18,1 -19,3 -1,2

214,5 118 41,1 25,9 25,7 0,2

286,5 163 -30,9 -19,1 -19,3 -0,2

215,5 118 40,1 25,9 25,1 0,8

286,5 163 -30,9 -19,1 ~19,3 -0,2

Hier wurde die Beobachtung unterbrochen. Um 3 Uhr
35 Minuten wurden folgende Umkehrpunkte beqbachtet:

221,5 123 33,1 20,9 20,7 0,2
284,5 151,5 -28,9 -17,6 -18,1 -0,5
222

J
5 123 33,1 20,9 20,7 0,2

2'85 162 29,4 -18,1 18,4 -0,3
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Um 3 Uhr 40 Minuten wurde beobachtet:

A B R-A S-B S-B Differ.
beob. berechne

226 125 29,6 18,9 18,5 -0,4
283,5 161 -27,9 17,1 17,5 -0,4
226,5 125,5 29,1 18,4 18,2 0,2
284 151 -28,4 17,1 17,8 -0,7

Endlich um ;3 Uhr 45 Minuten:

.A
-----..

227
284

227

. 284

B
'---''-

126,5
161,5
126
161,5

daraus:

A
,-''-.

227,2
284
227,2

284,5

R = 255,6
S= 143,9

B
~

126,5
161,5
126
161,5

lVfan sieht, daß inder zuerst mitgeteilen Beobachtungs
reihe die Differenz, selten über 1/2Teilstrich beträgt. Schlechter
ist die ÜhereinstimDfung inder zuletzt mitgeteilten Beob
achtungsreihe , welche übri~ens früher angestellt wurde, weil
ich damals noch zu wenig, Übung inder Beurteilung der Lage
der Interferenzerscheinung hatte.

Es fällt noch auf, daB namentlich in der ersten genaueren
Beobachtungsreihe die beobachteten Werte von S-B größten
teils kleiner sind als die berechneten. Es hätte daher die
Übereinstimmung noch etwas größer, gemacht. werden können,
wenn ich für C statt 0,626 einen etwas größeren Wert gewählt
hätte. Vielleicht ist auch die Ruhelage um eine unmerkliche
Größe fehlerhaft. Doch habe ich mich hierauf nicht weiter
eingelassen, da auch so schon durch die Kleinheit der in der
ersten Beobachtungsreihe vorkommenden Fehler die, Brauch
b~rkeit der Methode zur Genüge erwiesen sein dürfte.



44.

Weitere Bemerkungen über einige Probleme der
mechanischen Wärmetheorie.1

)

(Wien. Bel'. 78. S. 7-46. 1878.)

I. Zur Beziehung z\vischen dem zweiten Hauptsatze und
den Sätzen über die Wahrscheinlichkeit der Verteilung der

lebendigen Kraft.

Der zweite Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie
wurde zuerst von Clausius und Thomson aus experimentellen
Grundlagen abgeleitet, indem dieselben von einem bekannten
Axiome - welches doch eigentlich nichts anderes ist, als eine
experimentell ziemlich feststehende Tatsache - .ausgingen und
daraus die Gleichungen ableiteten, welche erfüllt sein müssen,
wenn dieses Axiom allgemein gültig sein soll. Erst später
wurden, Versuche gemacht, den umgekehrten Weg einzuschlagen
und dieses Axiom selbst aus allgemeinen mechanischen Prin
zipienherzuleiten. Will man da den zweiten Hauptsatz in
seiner vollen Allgemeinheit ableiten, nicht etwa bloß den Satz,
daß für geschlossene Kreisprozesse f dQ/T gleich Null ist,
aus welchem dann doch der Schluß auf ungeschlossene Kreis
prozesse nicht mehr in rein analytischer Weise gemacht wird,
so darf man, wie ich nachgewiesen zu haben glaube, von
keiner anderen Grundlage als der der Wahrscheinlichkeits
rechnung ausgehen. Ich habe daher bereits in der Abhand
lung "Über die Beziehung zwischen dem zweiten Hauptsatze
der mechanischen Wärmetheorie und der Wahrscheinlichkeits
rechnung, bzw. den Sätzen über dasWärmegleichgewicht" 2)
das Problem, die Wahrscheinlichkeit eines gewissen Zustandes
eines Körpers· zu ,finden und dessen Beziehung zum zweiten

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 15. S. 115. 6. Juni 1878.
2) Dieser Band Nr. 42.
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Hauptsatze eingehend diskutiert. Dabei ist der Begriff "Zu
stand des Körpers H in der weitesten Bedeutung des Wortes
aufzufassen. Es ist darunter der Inbegriff der Werte aller
jener Variabeln zu' verstehen, durch welche die Position, Ge
schwindigkeitsgröße und Geschwindigkeitsrichtung jedes Atoms
des Körpers bestimmt wird. Ich will hier noch einige neue
auf dieses Problem Bezug habende Sätze entwickeln.

In einer Beziehung zu dem Gegenstande meiner früheren
Abhandlung, welche mir in mehrfacher Hinsicht bemerkenswert
erscheint, steht folgendes Problem: Wenn ein sehr großer, aus
sehr zahlreichen Atomen bestehender Körper, z. B. eine sehr
große Gasmasse, sich im Wärmegleichgewichte befindet, so ist
dadurch nicht ausgeschlossen, daß ein kleinerer Teil derselben
eine etwas größere oder etwas kleinere lebendige Kraft besitzt,
als dem großen Körper im Durchschnitte zukomm~. Es ist
die Wahrscheinlichkeit zu suchen, daß, wenn man aus der
lebendigen Kraft der Atome jenes kleinen Teiles das Mittel
nimmt, dieses M,ittel um einen gegebenen Wert über oder'
unter der mittleren lebendigen ,Kraft liegt, welche den Atomen
des ganzen Körpers zukommt, oder noch allgemeiner, es ist
die Wahrscheinlichkeit zu .suchen, daß der Zustand jenes
kleinen Teiles des Körpers überhaupt um ein Gegebenes von
dem mittleren Zustande des gesamten Körpers abweicht. Da
nun für einatomige Gase die Verhältnisse genügend klargestellt
sind, so will ich mich hier auf diese beschränken. Die Rech
nung wird am leichtesten, wenn wir nicht wirkliche physika
lisch~ Gase, sondern ein System unendlich vieler elastischer
Kreise in Betrachtung ziehen, die sich in einer Epene be
\vegen oder, was auf dasselbe hinauskommt, elastischer Kreis
zylinder mit parallelen Achsen, die sich im Raume bewegen.
Wir wollen in folgendem diese Kreise oder Kreiszylinder eben
falls mit dem Namen Moleküle bezeichnen, da sie ganz die
Rolle der physikalischen Gasmolekülespielen. Dieser Fall
entspricht freilich keinem physikalisch realisierbaren Vorgange,
aber diejenigen Punkte, auf die es hier hauptsächlich ankommt,
gestalten sich in .diesem Falle vollkommen analog, wie bei
,Betrachtung wirklicher Gase und da die Durchführung der
Rechnungen in diesem Falle einfacher ist, so scheint es mir
nicht unpassend, ihn der Behandlung der wirklichen Gase



252 44. Bemerkungen über einige Probleme der mech.Wärmetheorie.

vorauszuschicken. Für derartige, in einer Ebene sich be
wegende Moleküle ist die Wahrscheinlichkeit, daß ··sich die
beiden Geschwindigkeitskomponenten u .und v eines derselben
zwiscbenden Grenzen u und u + du, v und v + dv befinden,
nach Ma:x:wells Verteilungsgesetz durch die Formel

(1) k e- k (u2 +v2
) du dv

n

gegeben; die Wahrscheinlichkeit, daß die Gesch\vindigkeit eines
Moleküls zwischen c und c + dc und der Winkel der Rich
tung derselben mit irgend einer fixen Geraden zwischen den
Grenzen r:p und rp + d ep liegt, ist also gleich

(2) ~ e- kc' c dc dg;;

in der gesamten Gasmasse ist jedenfalls jede Geschwindig
keitsrichtung gleich wahrscheinlich. Wir .wollen auch in der
kleineren Gasmenge, welche wir aus der größeren Gasmasse
herausheben und der Betrachtung unterziehen, keine Rücksicht
auf die Geschwindigkeitsrichtung nehmen, sondern bloß nach
der Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Größen der Ge
sch.windigkeit fragen. ·"Fir können dann von Null· bis 2n
integrieren und erhalten, wenn wir noch statt der Geschwindig
keit die lebendige Kraft einführen, für die Wahrscbeinlichkeit,
daß dieselbe zwischen x und x + dx liegt, den Wert

(3) h e,- hx dx .

Die herausgehobene kleinere Gasmenge so1,l nun aus
n Molekülen bestehen, wobei n· eine beliebige. endliche oder
auch sehr große Zahl ist. Nur setzen, wir voraus, daß die
selbe sehr klein ist gegen die Gesamtzahl N der überhaupt
vorhandenen Moleküle. Um. weiter gehen zu können, müssen
wir sogleich wieder. eine Vorstel~ungsweise einführen, von
welcher ich auch in der bereits zitierten A.bhandlung Gebrauch
gemacht habe. Wir nehmen nämlich an, jedes Molekül sei
nur ,imstande, eine endliche Reihe von lebendigen Kräften Null,
8, 28, 38 ... p8 .anzunehmen. Die Wahrscheinlichkeit, daß
eines der Moleküle die lebendige Kraft a 8 hat, wird dann
durch die Formel (3) gegeben, indem man darina 8 statt x,
.8·,· statt dx set~t. Diese Wahrscheinlichkeit ist also:

(4)
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Wir wollen nun fragen, wie groß die Wahrscheinlichkeit
ist, daß von unseren n herausgehobenen Molekülen die w~

ersten die lebendige Kraft Null, die nächstfolgenden U\ die
lebendige Kraft 8, die dann folgenden W 2 Moleküle die lebendige
Kraft 28 ... , endlich die letzten wp Moleküle die lebendige
I{raft p8 haben. Diese Wahrscheinlichkeit ist offenbar gleich
dem Produkte der Wahrscheinlichkeiten, daß ·ein Molekül die
lebendige Kraft Null, ein Molekül die lebendige Kraft 8 USW.

habe, erstere zur Poten~ U)o' die zweite zur Potenz u'l usw.
erboben, sie ist also:

(h 8)n e - h (W1 + 2 W2 + ... + pWp) •

Die Wabrscheinlichkeit, daß von den n J\ilolekülen nicht
gerade die ersten, sondern beliebige Wo die lebendige Kraft
Null, ebenso beliebige andere U.'l die lebendige Kraft 8 USW.

besitzen, aber ist:

(5)

Wir wollen nun zunächst alle diejenigen Fälle ins Auge
fassen, in denen die Summe der lebendigen Kraf~t aller
n lVloleküle eine gegebene Größe etwa gleich A8 = L ist und
wollen die relative Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zu
standsverteilungen unter den n Molekülen suchen, bei denen
die gesamte lebendige Kraft aller Moleküle gleich L ist. Der
Exponent von e in der Formel (5) reduziert sich dann auf - kL.
Die relative Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustands
verteilungen, welche alle diese gemeinsame Eigenschaft haben,
wird also durch die Verhältnisse der Zahlen n!f10o!U,!! •• '
gemessen. Dies ist aber genau der im ersten Abschnitte
meiner bereits zitierten Abhandlung gefundene Ausdruck. Wenn
wir also die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustands
verteilungen unter den Molekülen, deren Gesamtzahl n und
deren gesamte lebendige KraftL ist, in der Weise definieren,
,vie es· in jenem A.bschnitte geschehen ist, so erhalten wir für
die Wahrscbeinlichkeit der verschiedenen Zustandsverteilungen
genau dieselben Ausdrücke, welche wir nach der jetzt befolgten
Methode für die relative Wahrscheinlichkeit sämtlicher Zu
standsverteilungen bekommen, welche noch der Nebenbedingung
genügen, daß die gesamte lebendige Kraft der Moleküle den



(6)
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Wert L besitzt. Daß die Gültigkeit dieses Satzes nicht bloß
auf Kreise beschränkt ist, die sich in der Ebene bewegen,
ergibt sich aus dem folgenden und kann übrigens unschwer
eingesehen werden. Aueh daß diese relative Wahrscheinlich
keit wiederum den größten Wert annimmt, wenn auch die
Zustandsverteilung unter den n Molekülen das Maxwellsehe
Gesetz befolgt, bedarf keiner weiteren Erläuterung.

Nun handelt es sich nur noch um die relative Wabr..
seheinlichkeit, daß die gesamte lebendige Kraft.L aller unserer
n Moleküle diesen oder jenen Wert besitzt. Die Wahrschein
lichkeit, daß unsere n Moleküle die lebendige Kraft A8 = L
besitzen, bei übrigens beliebiger Verteilung der lebendigen
Kraft unter dieselben, ist gleich der Summe aller Ausdrücke,
,velche man aus dem Ausdrucke (5) erhält, wenn man darin
den Größen u'o' ~Ol' w2 ••• 'l0P alle möglichen Werte erteilt,
welche die heiden Bedingungen

JWo + 'll'I + ·.. + 1l'p = n ,

l ~Dl + 2w2 + ·.. +p lVP = A•

erfüllen. Bezeichnen wir diese Summe mit

(7) (h8Y~e-h).G ~_._'1Z_!__ ,
~ l,()o! w1 ! 'W2 ! . · ·

so hat sie den Wert 1)

(8) (he)ne-hÄ·C.. +~-l),

wobei der letzte Faktor ein Binomialkoeffizient ist. Ich habe
bereits in der mehrmals zitierten Abhandlung nachgewiesen,
daß, wenn erstens n sehr groß ist und zweitens die mittlere
lebendige Kraft A8/ n. eines Moleküles sehr groß gegen das
Intervall 8 zweier b~nachbarter möglicher lebendiger Kräfte
ist, sich dann dieser Binomialkoeffizient auf

1 ;..n-l en - 1

Y2~ (n - It- 1
/

2

1) Dieser Wert gilt nur, wenn p gleich oder größer als A ist, welche
Bedingung in meiner früheren Abhandlung vergessen wurde. Für p > ).. bis
p = 00 muß wegen der letzten Gleichung (6) ohnehin 'WJ..tl = 1.D).+2 = ... = 0
sein. Für unseren Fall ist es immer erforderlich, so zur Grenze über
zugehen, daß man p :5 )~ voraussetzt oder sogar p = 00.
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reduziert. Es geht dann ~er Ausdruck (8) über in

1 ').n-1 en - 1

(9) (h 8)n e - h).,e-- -~---.
1/2 TC (n - It- 1j2

Wollen wir die Frage beantworten, welche lebendige Kraft A8

für die n l\tloleküle am wahrsch~inlichsten ist, so müssen wir
denjenigen Wert von A suchen, welcher den Ausdruck (9) oder,
da alles übrige konstant ist, den Ausdruck e - hle ln-l auf ein
Maximum reduziert. Man findet ihn A. = (n - 1)/h 8, woraus
da Eins gegen n verschwindet, A8 =. Tl / h folgt, wie es sein
muB, da 1 / h die mittlere lebendige Kraft aller N Moleküle ist
und es offenbar am wahrscheinlichsten ist, daß die n Moleküle
dieselbe lebendige Kraft wie die N besitzen. Integriert man
den Ausdruck (9) bezüglich aller möglichen Werte von Ä, so
muß man die Gewißheit, also Eins bekommen. Wir wollen
diese Operation zur Kontrolle unserer Schlüsse durchführen.
Wir müssen da etwa wieder a: statt }y 8, dx statt 8 schreiben,
wodurch der Ausdruck (9) übergeht in

1 x11.
-

1 en - 1
(10) hndxe- hx-- •

V2n (n-

Dieser Ausdruck gibt also die Wahrscheinlichkeit an, daß die
gesamte lebendige Kraft der n aus den N ganz zufällig heraus
gehobenen Moleküle zwischen den Grenzen x und x + dx liegt.
Integrieren wir ihn von Null bis Unendlich und ersetzen in
dem Werte des Integrals

00

Je-hX xn-l dx = (n -=-~
hn

o

die Faktorielle (n - 1)1 wieder durch die ,Annäherung,sformel
1/2n (n - 1. )n-1

/ 2 • e-n+\ so erhalten wir in der Tat Eins.
Wir wollen jetzt vorläufig noch bei demselben Probleme

stehen bleiben; aber um den verschiedenen Geschwindigkeits
richtungen Rechnung zu tragen, wieder die Geschwindigkeits
komponenten u und v einführen. Sei u nur imstande, die
Werte Null, ~, 2' ... p', V nur die Werte Null,IJ], 21],
317 ••.~ q IJ] anzunehmen. Die Wahrscheinlichkeit, daß u und
v für ein Molekül die Werte a~, b1] besitzen, ist nach der
Formel (1) gegeben durch



(
k ~ 7J)n -kL n!-- e ,

n 'WOO! U'10!.·.
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k r,... ~ _ k(a2C2 + b27J2)
-;- f, '1/ e· ,

daher ist wieder die Wahrscheinlichkeit, daß von unseren n

aus allen N l\folekülen herausgehobenen W oo die Geschwin
digkeitskomponenten Null, Null, w10 die Komponenten 8,

Null usw. besitzen, gleich

(11)

wobei
L = u,!o ~2 + 'U'OI 1]2 + w20 22 ~2 + W11 ('2 + 1)2) + ...

die gesamte lebendige Kraft der n Moleküle bedeutet.
Will man in die Formel (5) die Differentiale wieder ein

führen, so setze man dx statt 8 und verstehe unter w (x) die
Zahl derjenigen unserer n Moleküle, deren lebendige Kraft
zwischen x und ,1: + dx liegt. Die Verteilung der lebendigen
Kraft unter den n Molekülen ist dann durch die Form der
Funktion w gegeben. Setzen wir die Verhältnisse, unter denen
sich die N Moleküle befinden, und auch die Zahl n als ganz
unveränderlich voraus, so ist die relative Wahrscheinlichkeit
zweier Formen der Funktion w durch die Verhältnisse der
Wert~ gegeben, welche der Ausdruck (7) annimmt, wenn man
darin einmal die eine, dann die andere Funktion w substituiert.
Dieser Ausdruck aber verwandelt sich, wenn man für die
Faktoriellen wieder die Annäherungsformeln benützt und einen
unter den gemachten Annahmen konstanten Faktor wegläßt in

(12)

00.0000

-hJxweZ:1: - fWZ'wdX -li, jZwdm
e 0 ·e 0 ·e 0

Ähnlich gewinnt man aus dem J.-t\.usdrucke (11) den
folgenden:

+ro+oo +7J +00 +00 +00
-k f .{(1.l2+V2)W(u,v)du dv - J jWlUJd'ltdv _1/2 J ..(Zwdudv

(13) e -00 -r:J:) ·e -00 -00 ·e -00 -00 •

Es hat nun gar keine Schwierigkeit mehr, auch auf ge
wöhnliche Gasmoleküle überzugehen, welch~ sich in einem
Raume von drei Dimensionen bewegen. Wir nehmen an, es
seien uns ursprünglich N gegeben, unter denen die Maxwellsche
ZU8tand~verteilung herrscht und aus denen n, ganz vom Zu
falle geleitet, herausgegriffen werden. An die Stelle der
Formeln (1), (2), (3) und (4) treten dann einfach folgende:
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(2*)

(3*)

(1 *)

(4 *)

V~; e- k (u2+v'+w') du dv dw ,

/1r'd1/~ e-: kc2 c2 dc sin (}d{t drt),
~ n3 J

V/~ y;"e-hxdx,

V/~ Yaee- ha2
• 8.

Um mathematischen Sch"l'ierigkeiten zu entgehen, wollen
wir annehmen, jedes. Molekül sei nicht, wie früher, imstande,
als lebendige Kraft der Reihe der Größen Null, 8, 28. _. P8

anzunehmen, sondern vielmehr folgende Reihe 8, 2 E, 38 . 0 0 P8

mit Ausschluß der Null. Da 8 unendlich klein ist, liegt hierin
keine Beschränkung der Allgen1einheit. Dann tritt an die
Stelle der F9rmeI (5) die folgende:

'lV1 W2 Ws Wp

( V8h8)n, "2"2"2 ""2 n'(5*) S= 28 -,~- .1 2 3 ... p .e- he (w1+2w2+"')o ,_',_,_ •
•l Wl·W'/. •• , ,

Es ist nicht unwahrscheinlich, daß sich auch die Summe
Wl 'lV2 wp

"y "2 "2 2 n'
....., 1 2 _0' p ".""

W l . 'W2* , .,' 'Wpo

in \velcher die Größen w1 ' w2 •• • wp ,alle ganzen, positiven
Werte einschließlich Null anzunehmen haben, welche mit. den
beiden Gleichungen

n'I + 2102 + ' ., PU)p= A
1D1 + 1r2 + ' ,. 1l'p = n

verträglich. sind, in ähnlicher Weise berechnen läßt, wie wir
die analoge Summe für Kreise, die sich in der Ebene bewegen,
berechnet haben. Da mir dies jedoch bisher nicht gelang, so
müssen wir schon in dieser Formel die Differentiale einführen
und erhalten folgendes Resultat: Bei konstantenl h undn ist
die relative Wahrscheinlichkeit, daß die Anzahl der Moleküle,
deren lebendige Kraft zwischen x und x + dx' liege, durch
f(x) d:t, gegeben sei, proportional dem Ausdrucke

00 00 00 00

1/2 ,!f(x)lXdx _1/2 j'lf(x)dx - ,.!fex)lfex)dx -hj'xfex)dx
l1 U· e U -e 0 ·e u

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. Ir. 17
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Die Anregung zu einem anderen hierher gehörigen
Probleme 1) wurde in dem Buche von Hrn. Oskar Emil Meyer
"Die kinetische Theorie der Gase", S. 262 u. d. f., gegeben.
Wenigstens ist die Gestalt der Gleichungen, welche Hr. Meyer
an der zitierten Stelle entwickelt, vielfach eine solche, wie man
sie nur bei Behandlung des Problems erhält, zu welchem ich
jetzt übergehen ,viII. Ich will mich bier bloß auf die Ver
teilung der lebendigen Kraft unter den Molekülen beschränken
und auch den Fall, wo sich die Moleküle im Raume von z\vei
Dimensionen bewegen, nicht diskutieren, im übrigen will ich
aber das Problem in seiner größten Allgemeinheit behandeln.
Seien wieder sehr "Viele einatomige Gasmoleküle gegeben, die
Verteilung der lebendigen Kraft unter dieselben sei eine ganz
willkürliche; N 10 Moleküle sollen die lebendige Kraft Null,
Nh }foleküle die lebendige ~raft 8, .LVt; die lebendige Kraft
28, ... .LV!p die lebendige Kraft pE. besitzen. Andere lebe:Q.dige
Kräfte sollen nicht möglich sein. Eine Abstraktion, deren
Erlaubtheit schon im früheren hinlänglich· diskutiert wurde.
Wir greifen von diesen N Molekülen, vollkommen vom Zufall
geleitet, n Moleküle heraus. Es frägt sich, 'wie groß ist die
Wahrscheinlichkeit, daß von den n herausgegriffenen Molekülen
irgend eine andere Zahl, z. B. u~o die lebendige Kraft Null,
ferner W1 die lebendige Kraft 8 nsw. besitzen. t~ ist die Wahr
scheinlichkeit, daß ein aus den .L\TMolekülen willkürlich heraus
gegriffenes Molekül die lebel?-dige Kraft 0 besitzt; analoge Be
deutung haben die übrigen mit f bezeichneten Größen.

Die WahrscheinJichkeit, daß von den n herausgegriffenen
die erstenu)o die lebendige Kraft Null, die nächstfolgenden 11\
die lebendige Kraft 8 usw. besitzen, ist also:.

j ·wo fWl fW2 .f w p
o 1 2··· I p •

Die Wahrscheinlichkeit, daß beliebige~oo Moleküle die lebendige
Kraft Null, ebenso beliebige w

1
Moleküle die lebendige Kraft 8

usw.besitzen, aber ist:

("14) (") f" j.. j.' n!~:!. = ·Wo Wl 'l1Jp • •
.. - 0 1··' lJ Wo ! Wl! •• "

Nun entsteht die Frage, welche' Geschwindigkeitsverteilung
unter den nMoleküleIl: die wahrscheinlichste ist. Die ]'rage

1) VgI. für das folgende die Berichtigung inNr. 53 S. 361 dieses Bandes.
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fordert also das Maximum des Ausdruckes (14) unter der
einen Nebenbedingung

(15) 'wo + w1 + · . ·+ w p= n.

Gebraucht man für die Faktoren eine Annäherungsformel,
Vv·elche ich bereits in meiner mehrfach zitierten Abhandlung
benützt habe und unterdrückt eine Konstante, welche auf die
l\faximumeigenscbaft der Größe (14) ohne Einfluß ist, so findet
man zunächst:

(16) ZQ = u)olt~ + w1lfI + ... wplfp- wolwo-'w1lw1 - ••• UJplwp'

Addiert man zu diesem Ausdrucke die linke Seite der
Gleichung (15), mit dem konstanten Faktor r multipliziert, S9
kann man den partiellen Differentialquotienten der so ge
bildeten Summe nach. jBder der Variabeln WO' w1 ' w2 usw.
gleich Null setzen, wodurch sich ergibt .

lfk- lwk+ r = 0

für einen beliebigen Wert von k. Eliminiert man r, so folgt

lt~ - lwo = 1i"I - l'w1 = lt; - lW2 = · · ·
oder

200 'lO1 'U'2

fo = /1 = h = .. ·

Da der gemeinsame Wert dieser Quotienten offenbar gleich njJ.V
ist, so folgt

I"n fon fon
wo = 10 N' ~Ol = l' lV' 'W2 = 2 N · · . ,

d. h. es ist am wahrscheinlichsten, daß unter den heraus
gegriffenen n Molekülen dieselbe Verteilung der lebendigen
Kraft, wie unter. den J.V Molekülen besteht. Dies Resultat "~ar

. vorauszusehen. Interessanter wird das Problem, wenn man
noch die Bedingung hinzufügt, daß die mittlere lebendige Kraft
der n Moleküle eine gegebene, im allgemeinen von der der
N Moleküle verschiedene sein soll. Wir wollen also· jetzt aus
den N Molekülen sehr oftmal n· Moleküle ganz zufällig heraus-·
greifen, wobei wir nach jedem Zuge das herausgegriffene
MolekUl wieder hineingeben. Je n herausgegriffene Moleküle
nennen wir eine Komplexion' und setzen voraus, daß n noch.
immer sehr groB,der Quotient nj~T aber sehr klein ist. Wenn
die Summe der lebendigen Kraft aller lVloleküle einer Kom-

17*
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plexion gleich Ac ist, so behalten wir die betreffende Kom
plexion bei; alle übrigen Komplexionen verwerfen wir. Auf
diese Weise sollen -nur M Komplexionen übrig bleiben, von
denen m so beschaffen sein sollen, daß für dieselben wo.1fole
küle die lebendig€ Kraft Null, w1 die lebendige Kraft 8 USW.

besitzen. Wir wollen dann sagen, miM ist die Wahrscheinlich..
keit, daß in einer der übrig gebliebenen Komplexionen Wo 1\lole
küle die lebendige Kraft Null, w1 die lebendige Kraft 8 USW.

besitzen. Wir können auch fragen, welche Verteilung der
lebendigen Kraft Ä.c bei bloßer Berücksichtigung der übrig ge
bliebenen Komplexionen die größte Wahrscheinlichkeit für sich
hat. Das letztere Problem reduziert sich dann darauf, das
Maximum des Ausdruckes (14) oder (16) zu suchen, wobei aber
zur Nebenbedingung (15) noch folgende andere hinzukommt:

(17) w1' + 2wz • •• + pWp = .Ä.

Schlagen wir dasselbe Verfahren wie früher ein und be
zeichnen ·die Konstanten, mit denen die linken Seiten der
Gleichungen (15) und (17) multipliziert werden mit rund s, so
ergibt sich

lf~-lwk+ r + ks = 0,

woraus nach Elimination der beiden Konstanten 1- und s folgt:

l fk - I fk-l = l~ - l .fL .
'Wk 'W1c-l 'U'! ~(}o

Wir wollen nun zur Abkürzung die Größen

'Wo Wt 'l{)2{;' {;' r;.'.
der Reibe nach mit coo' ffi1 , (i)2 • • • bezeichnen, so geht die
letzte Gleichung über in

(V1
cok = lUk _ 1 • Wo

und wenn man noch den Quotienten

Wt W 1 fo
UJo = Wo t~

,mit x bezeichnet, so erhält man

OJk = xkcoO'

wodurch alle übrigen co durch z,vei Unbekannte, nämlich Wo

und x ausgedrückt erscheinen. Die::;e heiden letzten Unbekannten
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müssen natürlich aus den heiden Gleichungen (15) und (17)
gefunden werden, welche nach Substitution der von uns ge
fundenen Werte lauten:

Wo (t~ + t~ x + ... + t~xP) = n

OJO(fl X + 2(;x2 +. · · + pfpxP) = A.,

Elimini~rt man aus beiden Gleichungen (00' so erhält man
folgende Bestimmungsgleichung:

{
. (pn - Jv)fpxP+ (pn - n- A)t~_lxP-l+.",

(18) + (2n - },)f;x2 + (n - },)f;.x - fo = O.

Das Gleichu:ngspolynom dieser Gleichung ist fUrx = 0
negativ, für 47: = +00 positiv und kann nach dem Cartesius
sehen Satze nicht mehr als eine reelle positive Wurzel be
sitzen, 'welche also die einzig mögliche Lösung des, Problems
liefert.

.A.us den entwickelt~n Gleichungen ergeben sich also ohne
Schwierigkeit folgende Sätze:

Erstens, wenn die mittlere lebendige Kraft unter den n
lVIolekülen denselben Wert besitzt wie die' unter den N Mole
külen, so ist die Verteilung c1erlebendigen Kraft dieselbe wie
unter den N Molekülen.

Zweitens, wenn die· mittlere lebendige Kraft der n Mole
küle einen gegebenen Wert besitzt, der von dem der N Mole
küle verschieden ist, so unterscheidet sich die Wahrscheinlich
keit, daß eins der n Moleküle irgend eine lebendige Kraft k e
besitzt (also die Größe wk I n) von· der Wahrscheinlichkeit, daß
irgend eins der N Moleküle dieselbe lebendige Kraft besitzt,
also von t~ bloß durch einen Exponentialfaktor von· der Form
aehke , welcher im Exponenten die betreffende lebendige Kraft,
multipliziert mit einer Konstanten h enthält. Es ist also:

(19)

dabei ist selbstverständlich die Konstante h positiv, wenn die
mittlere lebendige Kraft der n Moleküle größer ist, dagegen
negativ, wenn sie kleiner ist, als die der N. Man begreift
sofort, daß das Problem, welches ich im ersten Abschnitte
meiner schon früher zitierten Abhandlung hehandelt habe, nur
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ein spezieller Ji"'lall dieses allgemeinen Problems ist, der ent
steht, wenn man t~ = t; =. t; usw. setzt; ferner, daß sich
aus dem vorhergehenden die Lösung des Problems ableiten
läßt, welches ich auf S. 10 1) meiner zitierten Abhandlung in
folgenden Worten aussprach: "Es sei unter sehr vielen (AT)
GasIDolekülen irgend eine Geschwindigkeitsverteilung F (u v zu).
Wir ziehen aus demselben, ganz vom Zufalle geleitet, n Mole
küle heraus, wobei n klein gegen N, aber noch immer sehr
groß ist. Bei welcher WahI von F (u v w) ist es am wahr
scheinlichsten, daß unter den n Molekülen wieder dieselbe Ge
schwindigkeitsverteilung wie unter den N Molekülen besteht?"

Diese Frage läßt sich nach dem eben ... Entwickelten fol
gendermaßen beantworten. Wenn man bezüglich der mittlleren
lebendigen Kraft der n Moleküle entweder gar keine oder die
Bedingung stellt, daß sie gleich sein muß der mittleren leben
digen Kraft der II Moleküle, so besitzt jede beliebige Funktion
diese Eigenschaft. Wenn dagegen die Bedingung gestellt ist;
daß die mittlere lebendige Kraft der n Moleküle einen ge
gebenen anderen Wert haben soll, so können selbstverständlich
beide Wahrscheinlichkeiten nicht durch genau dieselbe Funk
tion gegeben sein. Man kann dagegen dann das Problem
auch so auffassen, die Wahrscheinlichkeit, 'daß die lebendige
Kraft eines der N Moleküle zwischen. x und x + dx liegt, sei
durch eine Funktion gegeben, welche außer x auch noch einen
Parameter h enthält, also z. B. durch

{(xh)dx
00

Jr (a; h) da;
o

Durch Veränderung dieses, Parameters kann man bewirken,
daß die mittlere lebendige Kraft der N Moleküle einen be
liebigen W'ert hat. Wenn z. B. h den Wert h1 annimmt, sollen
die n Moleküle die mittlere lebendige Kraft l1 haben, wogegen
dem Werte h2 des Parameters der Wert l'j, der lebendigen
Kraft entsprechen soli. Es sei nun die Wabrscheinlichkeit;
daß die .lebendige Kraft eines der N Moleküle zwischen den
Grenzen x und x +d.1? liegt, gleich

1) Dieser .Band. S. 173.
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00

f l (Xh1)dX
o

und es sollen aus diesen .N Molekülen n im übrigen ganz zu
fällig herausgegriffen werden, nur unter der Bedingung, daß
deren mittlere lebendige Kraft l2 sei.

Wann wird es am wahrscheinlichsten sein. ~aß die Anzahl
del:jenigen unserer n Moleküle, für welche die lebendige Kraft
zwischen clen Grenzen x und x + d x liegt, durch

f(xh2~
00

fl(X~)dX
o

ausgedr~ckt wird. Nach dem früher Bewiesenen (nach Formel
(19)) ist diese letztere Anzahl jedenfalls gleich

Ct f (a; h1) ebx d x

Es muß also

(20)
00

Jf(X!It) dx
o

sein, und zwar für. jeden beliebigen Wert von X', h1 und h2•

a und b sind dabei bezüglich x konstant, können alsoh1 und
112 enthalten. Dasselbe gilt von .11, wenn mit A der Ausdruck

00

afl(x~)dX
o

00

jl(Xk1)dX
u

bezeichnet wird. Nehmen wir von Gleichung (20) den Loga
rithmus, so erhalten wir

lA. + b x' + If (x ht ) = l·f (x h2) ,

deren partielle Differentiation nach x liefert:
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b + Blf{xh1) = al{(xll,!) .
Ba; Bx

Differentiiert man nochmals partiell nach h2 , so ergibt sich
82 Z{(xh2) ab
ox Bh2 = BJz2 '

woraus folgt
I f(xh2) = xlI+ EI -r- l~ ,

wobei ~ bloß :B""'unktion von x, Hund HI bloß :B"'unktionen
von h

2
,Rlso Konstante bezüglich ::c sind. Schreibt man statt

f(xh2)- wieder einfach f(::c) und bezeichnet die bezüglich x kon
stante Größe H wieder einfach mit h, so folgt f(x) = cp (x) ehx,

welches die einzig mögliche Form der Funktion f ist, die die
geforderten Bedingungen erfüllt, und zwar sieht man sofort,
daß jede Funktion von dieser .B'orm, wie immer lfJ (x) beschaffen
sein mag, derselben genügt.

II. Über das Wärluegleichge\vicht in einem sch\veren Gase.

Es hat Loschmidt neuerdings in einer Abhandlung "Über
den Zustand des Wärmegleichgewichtes . eines Systems von
Körpern mit Rücksicht auf die Schwerkraft IV" (Wien. Ber.
76) Bedenken gegen die von mir in bezug auf diesen Gegen
stand gefundenen Resultate erhoben, und es scheint mir ge
boten, wenigstens auf einige derselben zu replizieren. Auf
Seite 6 des Separatabdruckes bemerkt Los ch mi d t, daß ich
nur ein einziges der von ihm konstruierten Atomsysteme be
trachtet habe, eine Reihe anderer von ihm herrührender Kon
struktionen aber anzuführen vergessen habe, ,welche geeignet
seien, mein allgemeines Theorem zu widerlegen.

Ich habe jene Konstruktionen absichtlich nicht angeführt,
weil mir Loschmidt nirgends auch nur einen Schatten eines
Beweises zu liefern scheint, daß bei diesen weiteren Konstruk
tionen eine Ungleicllheit der mittleren lebendigen Kraft in
verschiedener Höhe stattfinden müsse. Nur für die erste von
mir angeführte Konstruktion liefert er. diesen. Beweis, während
er bei den übrigen 'ohne weitere .Begründung bloß bemerkt,
es sei leicht einzusehen, daß auch in diesen Systemen die
mittlere lebendige Kraft nicht dieselbe sein könne. Die Gründe,
weshalb ich glaube, daß aus der Ungleichheit der lebendigen
Kraft in den verschiedenen Schichten des ersten Systems noch
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durchaus kein Schluß auf dieselbe Ungleichheit in den ver..
schiedenen Schichten der übrigen Systeme erlaubt sei, habe
ich schon in meiner früheren Abhandlung über die Aufstellung
und Integration der Gleichungen, \\~elche die Molekularbewegung
in Gasen bestimmen, Seite 18 1

), angedeutet. Kehren wir zu
nächst zur ersten Konstruktion zurück. Beliebig viele (unend
lich viele oder eine endliche Anzahl) gleich beschaffener absolut
elastischer Kugeln von sehr kleinem Durchmesser ."bewegen
sich zwischen zwei horizontalen absolut elastischen W~nden

(Decke und Boden) vertikal auf und nieder. Außer dem Ein
flusse der elastischen Kräfte sind sie noch dem der Schwere
ausgesetzt. Da beim elastischen Stoße einfach die Geschwindig
keiten ausgetauscht werden und wir die Durchmesser der
Kugeln als sehr klein voraussetzen, so wird bei jedem Zu
sammenstoß das untere der stoßenden Moleküle sich nach deIn
Zusammenstoße genau in derselben Weise weiter bewegen, ,,~ie

sich das obere weiter bewegt hätte, wenn es mit keinem
anderen 1\'1oleküle zum Zusammenstoße gelangt wäre.· Es ist
also die Sache gerade so, als ob die Moleküle ganz ungehindert
durcheinander hindurchgingen, denn daß ·dabei die beiden
JVIoleküle die Rollen vertauschen, ist für unsere Betrachtungen
ganz unwesentlich. Nehmen wir an, jedes einzelne Molekül
habe zu Anfang der Zeit eine Geschwindigkeit, die mindestens
so groB ist, als die Geschwindigkeit, welcpedas Molekül er
langen würde, wenn es ohne Anfangsgeschwindigkeit von der
Decke bis zu· demjenigen Punkte frei herabgefallen wäre, an
dem es sich zurzeit befindet. Dann ist unmittelbar klar,
daB die mittlere lebendige Kraft der Moleküle unten größer
als oben sein wird, und zwar bleibt sie das zu allen Zeiten,
da bei der Reflexion an Decke und Boden nichts weiter statt
findet, als eine Umkehrung der Geschwindigkeitsrichtung der
Moleküle. Daß daraus noch nicht ges9hlossen werden -darf,
daB auch in schweren .Gasen die mittlere lebendige Kraft
eines' Moleküls unten größer sei als oben, kann man schon
aus folgenden Betrachtungen ersehen. In dem Systeme von
Kugeln, \\~elches wir soeben konstruiert haben, wird die Anzahl
der Moleküle, welche sich dur.chschnittlich auf einer gewissen

1) Dieser Band S. 72.
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vertikalen Strecke, z. B. innerhalb einer Strecke von der Länge
eines J\ilillimeters befin~en und welche eine gewisse Analogie
mit der Dichte des Gases bat, unten kleiner als oben sein,
denn wir können die Sache so ansehen, als ob die Kugeln
ungehindert durcheinander hindurchgingen, als ob also jede
Kugel, ohne sich um die übrigen zu kümmern, sich zwischen
Decke und Boden auf und ab bewegte. Betrage z. B. die
Distanz zwischen Decke und Boden 100 Millimeter, welcbe
'wir' yon d.er Decke bis gegen den Boden zählen ~"ollGn, so
\yird jedes Molekül den ersten dieser 100 ~Iillimeter am lang
samsten, den z'\veiten etwas schneller, den dritten .noch schneller
usw. zurücklegen; daraus folgt, daß sich im ersten dieser
100 Millimeter durchschnittlicll am meisten Moleküle befinden,
\veniger in, dem unmittelbar darunter liegenden, noch weniger
in noch gröBerer Tiefe, daß also die Dichte der ,Kugeln nach
unten abnimmt. Wie falsch aber wäre es, hieraus zu schließen,
daß in einem schweren Gase die Dichte nach unten abnähme.
Zu Resultaten, welche den bei den wirklichen Gasen auftreten
den Verhältnissen viel näher kommen, gelangen \vir, wenn
,vir voraussetzen, daß zwischen Decke und Boden auch solche
lVloleküle vorhanden waren, die an jeder Stelle eine kleinere
tieschwindigkeit haben, als diejenige \väre, welche sie durch
den freien Fall von der Decke bis zu jener Stelle erhalten
hätten, wenn dieser freie Fall mit der Anfangsgeschwindigkeit
Null begonnen hätte. Solche Kugeln werden gar nicht bis zur
Decke emporfliegen, sondern an irgend. einer Stelle zwischen
Decke und Boden umkehren. Wir wollen diese Kugeln kurz
als diej enigenbezeichnen, deren Energie unter dem kritischen
Punkte liegt. Dieselben werden, da sie sich nur in den tieferen
Schichten aufhalten, bewirken, daß die Dichte daselbst größer
als in den höheren Schichten sein kann. Sie w"erden aber
auch~ da ihre lebendige Kraft sehr klein ist, vermindernd auf
die mittlere lebendige Kraft der unteren Schicht einwirken
und können je nach ihrer Zahl bewirken, .daß die mittlere
lebendige Kraft in den unteren Schichten ebensogroß oder
sogal' klein.erals in den oberen Schichten ist.

Von der Wahrheit dieser Behauptung sich durch ein
numerisches Beispiel zu überzeugen, ist sehr leichto Aus der
unendlichen Mannigfaltigkeit, die da möglich ist, will ich, um
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G

H

Fig.1.

!l.
2

6g

nlöglichst deutlich zu sein, "renigstens ein Beispiel herausgreifen.
Sei die Distanz zwischen Decke und Boden gleich 8g, im
ganzen seien J.V Kugeln vorhanden, von gleicher Masse; N /3
davon sollen so beschaffen sein, daß sie, wenn sie sich fort
bewegten, ohne sich um die übrigen zu kümmern, gerade an
der Decke die Geschwindigkeit Null erhalten 'würden. Ihre
Energie liegt also noch nicht unter dem kritischen P\lnkte;
'wir wollen sie die Kugeln mit der größten Energie nennen.
Andere N /3 unserer Kugeln (die Kugeln mit der minderen
Energie) seien so beschaffen, daß sie schon in der Distanz 69
von der Decke umkehren; die letzten 'N /3 Kugeln dagege'n
(die Kugeln mit der kleinsten Energie) F
sollen schon in der Distanz 7 1/ 2 g von der C-~...".---D

Decke umkehren; 9 sei hierbei .die Be
~chleunigung der Schwere, m die Maße einer
der Kugeln. In der n~benstehenden Fig. 1
seien C]) und.11 B Decke und Boden; E F
sei die Gerade, in welcher sich die Zentra
der Kugeln bewegen. E G sei gleich 9 /2,
G H gleich 3.q /2, HF gleich 6y. Wir
,vollen die mittlere lebendige Kraft der
Kugeln auf der Strecke 11H, ferner die
jenige auf der Strecke GI! und endlich auch
die auf der Strecke E G aufsuchen. Nur
die N I 3 Kugeln mit der größten Energie
werden überhaupt in die Strecke .FH ge
langen. Um die mittlere lebendige Kraft,
,velche sie auf dieser Strecke besitzen, zu A---E---B
berechnen, "rollen wir, folgende Betrach
tungen anstellen..Irgend ein schwerer Kör
per habe ohne Anfangsgeschwindigkeit 'frei zu fallen be
gonnen. Wir wollen ihn während derjenigen Zeit betrachten,
welche in dem Momente beginnt, wo er den Weg 81 zurück
gelegt hat und in dem Momente endigt, wo er den Weg $2

zurückgelegt hat. pie mittlere lebendige Kraft während dieses
Zeitraumes ist offenbar durch folgende Formel gegeben:

Jm2P2 dt

L = jdt '



268 44. Bemerkungen über einige Probleme der mech. Wärmetheorie.

oder da

m<:.v
2 = mg s , t = ' f2S , d t = d s '1 / ~-

;::I Vg V 2g8

ist, so hat man
3/ 3/L = 'ing S'l2 - 8 1

2
•

3 VS; -l!~
Um diese Formel auf die Kugeln anzuwenden, welche die

Strecke F R durchwandern, hat man zu setzen s;= 0, 82 = 6.r;
und erhält

LFH = mg
S

.12.
6

Wir wollen jetzt die mittlere lebendige 'Kraft der Kugeln
aufsuchen, welche sich auf der Strecke GH befinden. Auf
dieser Strecke werden sich· sowohl Kugeln von der größten, als
auch von mind~rer Energie, nicht aber solche von der kleinsten
Energie befinden. Es fragt sich jetzt zunächst, wie viele
Moleküle von der größten und wie viele von minderer Energie
befinden sich durchschnittlich auf der Strecke GH? Die
ersten Kugeln brauchen die Zeit

~/2EF
t1 = V-g- = 4 sec

um von der Decke bis zum Boden zu gelangen. Die Zeit,
während 'welcher sie sich im Verlaufe des Weges von der
Decke bis zum Boden innerhalb der Strecke G11 befinden, ist

t2 = V;l~e -V2~H = 1"15 - 1"12.

Wie leicht begreiflich, verhält sich die Zahl n1 der Kugeln
mit der größten Energie, welche sich durchschnittlich inner..
halb der Strecke GE befinden, zur Gesamtzahl ]V/3 der
Kugeln mit der größten Energie, welche überhaupt existieren
wie t2 zu t1 , woraus folgt:

N V15 -1/12
111 = 3'--4--'

Für die Kugeln mit minderer Energie hat die Zeit t1 ,

welche sie brauchen, um von H bis .E zu gelangen, ~en Wert
2 sec, die Zeit t2 aber, welche sie brauchen, um von 11 bis G
zu gelangen, den Wert 113" sec. Die Anzahl dieser Kugeln,
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welche sich im Mittel innerhalb der Strecke G 1-1 befinden,
ist also:

N Va
'l12 =3T'

Die mittlere lebendige Kraft, welche die n1 Moleküle auf
der Strecke GH haben, findet man, indem man in der Formel
setzt SI = (j Lq, S2 = 15 9 /2; sie ist also

LGH= ~n.92. 151/15 - 12V12,.
1 6 V15 - 1/12

Aus derselben Formel findet man für die mittere lebendige
Kraft, \velche die n2 Kugeln auf der .Strecke G R besitzen,
indem man setzt sI = 0, S2 = 3g/2, den Wert

mg2

L ~ H = -6'- 0 3 .

Die gesamte mittlere lebendige Kraft aller überhaupt auf
der Strecke GB durchschnittlich befindlichen Kugeln ist also:

LGH = n'l L ?H + n2I~~B mg2 151/15 - 121/12 + 6113
'n

1
-t--n-

2
-- = -6- 0 Vl5 - Vi2 + 2 VB

mg2

= -6-. 6,95 0 ••

Es ist also in der Tat die mittlere lebendige Kraft der
auf der Strecke G11 befindlichen Moleküle weit kleiner, als
die der Kugeln, welche sich auf der Strecke j(1B befinden.

Es erübrigt noch die mittlere lebendige Kraft derjenigen
Kugeln zu suchen, welche sich durchschnittlich in der Strecke GE
aufhalten. Die Kugeln mit der höchsten Energie brauchen, um
diese Strecke einmal zu durchlaufen,die Zeit (4' - Jl15) sec,
während sie von der Decke bis zum Boden in der Zeit 4 sec
gelangen. Von ihnen befinden sich also auf der Strecke E G
durchschnittlich

N 4-1/15
1/1 = 3' ---"-4-

Kugeln. Die Zahl der Kugeln mit minderer Energie, welche
sich auf ·dieser Strecke befinden, ist

N 2 - 1/3
rl 2 = 3 0 -'-2-

und die Zahl ~er Kugeln von kleinster Energie, welche sich
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auf dieser Strecke befinden, ist gleich der Gesamtanzahl jener
Kugeln, also gleich ns = J.V/3. .

Um die mittleren lebendigen Kräfte LfG, LfG, Lf·G dieser
drei Kugelgnttungen auf dieser Strecke zu finden, hat mftn in
Formel zu setzen:

15 g
81 =-2-' 82 =8g,

bzw.
3g 9

SI = 2' 8 2 = 2 g, SI = 0, 'S'2 = 2
und erhält: .

LEG = 1ng
2

. 64 - 15 V..~~ LEG = ?ng
2

. 8 - 3V0J LEG= nt.!l~.
1 ·6 4 _ 1/15 '2 6 2 _ V3 3 6

Die gesamte mittlere lebendige Kraft aller auf der Strecke
E G durchschnittlich befindlichen Kugeln ist also:

EG EG EG I) V-·· ~V-LEG= niL! +n2 L 2 + 'J~SL3 = 1ng". ~_-=_.~_+~~-:-~.~_-±.~._
n t + 'Yl 2 + ns 6 4 - 1/15 + 4 -.2 Va + 4

_ 'Jng2 3 3'>.7- 6 • , ,;;,/,.

Es ist also die mittlere lebendige Kraft der in dem
untersten Stücke befindlichen Kugeln neuerdings wieder viel
kleiner als auf dem mittleren Stücke. Freilich ist die Ab
nahme der nlittleren lebendigen Kraft von oben nach unten
'keine kontinuierliche, allein es ist ja auch das Verteilungs-
gesetz der Kugeln kein kontinuierliches. Würde man annehmenJ

daß zu Anfang der Zeit nicht bloß Kugelsysteme von drei
verschiedenen Energien, sondern Kugeln von allen möglichen
Energien vorhanden wären, so könnte man nlit Leichtigkeit
auch Systeme von vertikal übereinander sich bewegenden
schweren elastischen Kugeln konstruieren, in denen die mittlere
lebendige Kraft in allen Schichten konstant wäre oder nach
unten nach einem beliebigen Gesetze abnähme. Ich glaube
jedoch, daß ich den Leser ermüden würde, "\venn ich auch
hierfür numerische Beispiele anführen würde und begnüge mich
mit. der Bemerkung, daß der lfall, wo die mittlere iebendige
Kraft in allen Höhen dieselbe ist, gerade mit dem Falle zu
santmenfällt, wo die Dichte nach unten ebenso wie in einem
schweren, .. Gase zunimmt.
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Das Resultat dieser Betrachtungen kann daher folgender
maßen zusammengefaßt werden: Sobald in einer Reihe vertikal
übereinander sich bewegender schwerer elastischer Kugeln keine
einzige eine .B~nergie bat, die unter dem kritischen Punkte liegt,
ist allerdings die mittlere lebendige Kraft in der Nähe des
Bodens größer als in den höheren Schichten, aber es ist als
dann auch die Dichte in der Nähe des Bodens kleiner als oben.
Dieser Fall wird immer eintreten, wenn zu Anfang der Zeit
die Energie keiner der Kugeln unter dem kritischen Punkte .
lag und ~nenn das Systeln der Kugeln durch die IJecke oder
Bodenplatte hindurcl~ mit keinem ande1"en s.ysteme in lY""echsel..
uJi1~ku.n ..q steht, weil dann auch im Verlaufe der Zeit die Energie
keiner der Kugeln unter den kritischen Punkt sinken kann.
Wenn dagegen das Kugelsystem auch mit anderen Systemen
in We'chselwirkung steht,~) wie dies bei den übrigen Kon..
struktionen Loschmidts der F'all ist, die vergessen zu haben
er mich beschuldigt, dann kann aus dem Umstande, daß zu
Anfang der Zeit die Energie keiner Kugel unter dem kritischen
Punkte lag, noch durchaus nicht geschlossen werden, daß die
mittlere lebendige Kraft auch im Verlaufe derZeit 'unten
größer bleibt als oben. Im Gegenteile, durch den Austausch
der lebendigen Kraft mit den anderen Systemen wird not
wendig bewirkt werden, daß die Energie mehrerer Kugeln zeit
weise unter den kritischen Punkt sinkt. Dadurch werden die
\7erhältnisse in dem Systeme der vertikal auf- und abwärts
sich bewegenden Kugeln total verändert; es wird einzig hier..
durch z. B. bewirkt, daß die Dichte ,unten größer als oben ist
und ich sehe nicht, daß Loschmidt irgendwo einen Beweis
geliefert hätte, daß hierdurch nicht auch bewirkt werden könne,
daß die mittlere lebendige Kraft im Kugelsysteme oben und
unten dieselbe sei. Dasselbe gilt auch, wenn z'wischen Decke

1) Wenn jene anderen· Systelue bloß überhalb .der Decke sich be..
fänden, dann wäre die Verteilung der lebendigen Kraft wiederum vom.
Anfangszustande abhängig; wären. zu Anfang derZeit keine Kugelri'
vorhandengetvesen, deren Energie unter dem kritischen Punkte lag, so
würde dies auch für alle Zeiten gelten, aber ganz ohne Einfluß sein auf
die Wechselwirkung zwischen der Kugelreihe und den anderen Systemen,
,veil ja jene I{ugeln ohnehin nie ;zu den anderen Systemen hinauf
gelangen können.
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und Boden sich nur eine einzige schwere elaHtische Kugel be
findet. Sobald dieselbe mit anderen unter dem Boden be
findlichen Systemen in Wechselwirkung ist, wird sie manchmal
eine so kleine lebendige Kraft annehmen, daß sie gar nicht
bis zur Decke gelangt, und ihre mittlere lebendige Kraft wird
oben und unten gleich groB sein. Ich sehe also nicht, warum
sich Loschmidt aus seinen folgenden Konstruktionen zum
Schlusse berechtigt glaubt, daß in einem schweren Gase nicht

. die mittlere lebendige Kraft eines Moleküles in allen Schichten
dieselbe sein könne. Ich glaube kaum, daß man ohne An
wendung meines allgemeinen Prinzipsübe;rhaupt .imstande sei,
die Verteilung der lebendigen Kraft in einer derartigen ver
tikalen Kugelreihe zu bestimmen, sobald dieselbe auch noch
lllit anderen Systemen in Wechselwirkung steht, was doch not
wendig wäre, wenn man dieses Beispiel als Gegengrund gegen
die allgemeine Anwendbarkeit meines Prinzips benützen wollte..
Unter Anv;rendung meines Prinzips dagegen würde sich natür
lich sofort ergeben, daß das Gleichgewicht der lebendigen
Kraft stattfinden kann, während die mittlere lebendige Kraft
in der vertikalen Reihe der elastischen Rugeln an allen Stellen
dieselbe ist, welche Rechnung ich jedoch ebenfalls hier nicht
weiter ausführen will.

Ich habe im ersten Abschnitte meiner Abhandlung über
die Aufstellung und Integration der Gleichungen, welche die
Molekularbe,,~egung in Gasen bestimmen, den Beweis geliefert,
Jlaßaie daselbst gefundene Zustandsverteilung eine mögliche
ist, d.. h. flaß sie, wenn einmal hergestellt, sich stabil erhält;
dann erst suchte ich ~u beweisen, daß sie die. einzig mögliche
ist. Den ersten Beweis habe ich in zwei Teile geteilt. Zuerst
habe ich bewiesen, daß das betreffende Verteilungsgesetz durch
die Wirkung der Sch\vere nicht gestört, dann, daß es auch
durch die Zusammenstöße der 1\101eküle nicht gestört wird.
Lo sc hmid t dagegen hielt diesen zweiten ·Teil für einen bloßen
Vernunftschl uB, woran allerdings die Stilisierung des betreffenden
Teiles meiner Abhandlung schuld ist und wendet eio, daß man
ebensogut schließen könne, daß, ",'enn die Sch\\1erkraft weg
genommen würde, die Zustandsverteilung ebenfalls nieht gestört
würde. Besser ·würde meine Schlußweise folgendermaßen
stilisiert: Erstens, wenn keine äußeren Kräfte und keino Zu-
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sammenstöße vorhanden sind und unter Gasmolekülen zu An
fang der Zeit die IVI axwe1lsche Zustandsverteilung hergestellt
wurde, so erhält sich dieselbe auch im Verlaufe der Zeit. Da
die }tI axweIl sehe Zustandsver~eilung durch die Zusammen
stöße nicht gestört wird, so erhält sie sich auch in einem
Gase, auf das keine äußeren Kräfte wirken, in welchem aber
Zusammenstöße der Moleküle stattfinden. Zweitens, wenn die
Schwerkraft, nicht aber Zusammenstöße vorhanden sind, und
es wurde zu Anfang der Zeit unter den Gasmolekülen die
hier in Rede stehende Zustandsverteilung hergestellt, so erhält
sich dieselbe ebenfalls. Da sie aber wieder durch die Zu
sammenstöße nicht gestört wird, so erhält sie sich auch
in einem schweren Gase, in welchem Zusammenstöße statt
finden.

Daß die hier in Rede stehende Zustandsverteilung so wenig
als die M~x,vellsche durch die Zusammenstöße gestört wird,
glaubte ich, in der zitierten Abhandlung nicht in extenso be-,
weisen zu sollen, da einerseits der Be,veis ganz in analoger
Weise geführt werden muß, wie ihn Maxwell geführt hat,
und da er andererseits mit unmittelbarer Notwendigkeit aus
den Sätzen meiner früheren Abhandlungen sich ergibt. Am
klarsten tritt dies hervor, wenn man jene Sätze in diejenige
Form faßt, welche Watson in seinem Buche "A treatise on
the kinetic theory of gases" S. 12 und 27 u. d. f. angewendet
hat, an welcher Stelle Watson übrigens auch einiges Neue
beigefügt hat.

Wir nehmen an, wir hätten in einem Raume sehr viele
gleich beschaffene Moleküle; die absolute Lage' sämtlicher
Bestandteile irgend eines der Moleküle sei durch I generalisierte
Koordinatenpl' P2 •. ·Pz bestimmt; die dazu gehörigen Momente
seien ql' q2 . · · qz (die mit reinen, übrigens ganz beliebigen Kon..
stanten multiplizierten Ableitungen der lebendigen Kraft des ge
samten Moleküls nach den Argumenten dpll dt, dp21 dt ... dPz/dt).
Wir nehmen zuerst an, die Kräfte, welche auf ein Molekül
wirken, seien zu allen Zeiten nur Funktionen von PI P2 · .. Pp
wodurch sowohl die inneren Kräfte im,lVlolekül, als auch etwa
vorhandene äußere Kräfte, nicht aber die während eines Zu
sammenstoßes tätigen Kräfte zusammengefaßt sind. Sind uns
die Kräfte als Funktionen von PI P2 •.• p~ gegeben, so können

Bol tz man n , Gesamm'elte wissenseh. Abhand!. 11. 18
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die Bewegungsgleichungen für irgend ein Molekül aufgestellt
werden.

Xl (PI' P2 .. • · qz) = Cl' X2 (PI' P2 · • .. qz) = C2' • • •

seien die durch Elimination der Zeit aus den Integralen jener
Bewegungsgleichungen entstehenden Gleichungen, d. h. die
Funktionen Xl' X2 • "" sollen während der ganzen Bewegung
irgend eines Moleküls unter dem Einflusse der äußeren Kräfte
für dieses Molekül unveränderliche Werte haben, solange
dieses Molekül mit keinem anderen zusammenstößt. Für
schwere einatomige Gasmoleküle würde zu setzen sein

xyz statt PIP2 .•. PP uvw statt QlQZ ••• Qz.

Die Ausdrücke
w2

u, v, T-gz, xv-yu, U'w-gx

würden den Funktionen Xl Xz usw. entsprechen. Die Zustands
verteilung unter den Molekülen zu Anfang der Zeit ist be
stimmt, wenn man die Zahl

(1) F(PI' pz · .. qz) d PI d P2 .•. rl qz
derjenigen Moleküle kennt, fü~ welche im" Zeitmomente t = 0
die Variabeln

(A) PI P2 ... qz
zwischen den Grenzen

(B) Pi und PI + dPI' P2 und P2 + d P2 · · · qz und qz + d qz

liegen. ·Wir nehmen an, daß F die Variabeln PI' P2··· qz nur
insoweit enthält, als dieselben in Xl' X2 • ,. vorkommen, setzen

also F(PVP2 ... qz) = F[.!;, X2 •••J.
Wir lassen jetzt eine beliebige Zeit t vergehen. Diejenigen

und nur diejenigen Moleki.\le, für welche die Variabeln A zu
Anfang der Zeit zwischen den Grenzen B lagen, mögen nach
Verlauf der Zeit t so beschaffen sein, daß für dieselben die
Variabeln .il zwischen den· Grenzen

(0) p] und PI + dP2' P2 und P2 +dP2 ··: Pz und Pz+ dPL

liegen. Dann ist nach .dem zuerst von mir bewiesenen und
dann von Maxwell verallgemeinerten Satze

(2)
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die Zahl der Moleküle, für welche nach der Zeit t die Variabeln
A zwischen den Grenzen C liegen, ist also gleich der Zahl
der Moleküle, für ,velche zu Anfang der Zeit die Variabeln .cl
zwischen den Grenzen B liegen, also gleich

(3) F(Pl' P2··· qz) dPl dP2 · .. d qz·

Um zu beweisen, daß sich die Zustandsverteilung während
der Zeit t nicht verändert bat, brauchen wir bloß zu beweisen,
daß zu Anfang der Zeit die Zahl der Moleküle, für welche die
Variabeln A zwischen den Grenzen C liegen, genau ebenso· groß
war; denn sowohl t als auch die Werte der generalisierten
Koordinaten unterliegen gar keiner Beschränkung; die Formeln
gelten für alle möglichen Werte dieser Größen. Die letztere
Zahl ist aber nach Formel (1)

(4) F(Pl,P2 ... Qz)dPldP2···dQl'

Da in der Funktion F die Variabeln A nur insoweit ent
halten sind, als dieselben in den Integralen Xl X2 ••• vorkommen,
diese letzteren aber konstant sind, so folgt für jedes der X

X (PI , P2'" ql) = X (PI , P2·•• Qz),

daher auch für die Funktion ji'

F(Pl' P2'" qz) = F(P1, P2'" Ql)'

Beachtet man noch die Gleichung (2), so findet man in
der Tat, daß die Ausdrücke (3) und (4) genau. denselben Wert
haben. Zur Zeit Null liegen also für genau ebenso viele Mole
küle wie zur Zeit t die Variabeln A zwischen den Grenzen C,
und da die Allgemeinheit der Grenzen 0 durch gar nichts be
schränkt ist, so folgt, daß überhaupt die Zustandsverteilung
zur Zeit t dieselbe wir zur Zeit Null ist. Daß also weder
durch die inneren Kräfte in den Molekülen noch durch die
äußeren die Zustandsverteilung, welche wir vorausgesetzt haben,
gestört wird. Es gibt also unendlich .. viele Zustandsverteilungen,
welche alle die Eigenschaft haben, durch jene beiden Ur
sachen nicht gestört zu werden. Man sieht sofort, daß ein
schweres Gas mit einatomigen Molekülen nur einen ganz
speziellen Fall, hiervon bildet. Sei f·dxdydzdudvd·w die
Anzahl· der Moleküle, für welche die Koordinaten und Ge
schwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen x und x + dx,

18*
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y und y + dy, z und z + dz, u und u + du, v und v + dv,
wund w + d w liegen, so wird die Zustandsverteilung durch
die Schwerkraft nicht .gestört, sobald f lediglich eine Funktion
der X ist, an deren Stelle in unserem Spezialfalle die sechs
Ausdrücke u, v, (U,2/ 2) - 9 z, x v - y u, u w - g x treten. Setzt
man daher

U2+V2+W2

-hgz-h---f= Ae 2,

so erhält man eine Zustandsverteilung, welche durch die
Schwerkraft nicht gestört wird. Die bisher angestellten Be
trachtungen, welche allerdings einstweilen nur einen schon
feststehenden Satz neuerdings verifiziert haben, den Satz näm
licb, daß die von mir aufgestellte Zustandsverteilung in einem
schweren Gase durch den Einfluß der Schwere nicht gestört
wird, waren notwendig, um Sätze von jener Allgemeinheit zu
erhalten, wie wir sie zur Lösung unserer eigentlichen Aufgabe
brauchen, nämlich zum Nach'weise, daß der Satz, daß diese
Zustandsverteilung auch durch die Zusammenstöße nicht gestört
wird, nicht etwa durch einen Syllogismus von zweifelhaftem
Werte erschlossen zu werden braucht, sondern daß er .eine
notwendige Konsequenz der von mir schon früher aufgestellten
Sätze ist.

Die Sätze, welche wir jetzt benötigen ,verden, hat Hr.
Watson in der Proposition VII des bereits zitierten Buches
durch einen analytischen Kunstgriff so sehr vereinfacht, daß
man fast ohne alle algebraische Rechnung dazu gelangen kann,
indem man nämlich voraussetzt, daß die den Beginn eines Zu..
sammenstoßes charakterisierende Funktion die zu eliminierende
Variable als Addenden enthält. Es beschränkt diese Voraus
setzung allerdings die Allgemeinheit durchaus "nicht und kann
daher über ihre Erlaubtheit kein Zweifel sein. Trotzdem will
ich in dieser Beziehung lieber dem von mir früher· ein...
geschlagenen Rechnungsgange folgen, teils weil man bei An
wendung der Methode ",ratsons auf spezielle Fälle zu etwas
unnatürlichen Transformationen gezwungen ist, teils ~Teillästige

Nebenbetrachtungen notwendig wären,· um nachzuweisen, daß
eine mögliche Mehrdeutigkeit der Funktion (jJ ohne störenden
Einfluß auf das· Resultat ist. In allem übrigen dagegen will
ich mich der Darstellungsweise Wat s 0 n sanschließen· und
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namentlich wieder von den generalisierten Koordinaten Ge
brauch machen, da ihre Anwendung alle Rechnungen so be
deutend einfacher und übersichtlicher gestaltet.

Um sogleich die größte Allgemeinheit zu erzielen, nehmen
wir mit W a ts 0 n an, es seien ,zwei Gattungen von mehr
atonligen Gasmolekülen in unserem Gefäße vorhanden, die
Gattungen JI{ und N. Die generalisierten Koordinaten eines
Moleküls der Gattung 'M sollen dieselben wie früher sein.
Die eines Moleküls der Gattung' J.,r dagegen seien 1'\, r2 ••• 'rn
un d die entsprechenden Momente seien sI' 82 . · · Sn·

Von der Gattung M seien in unserem Gefäße

h(PI' P2 · · · qz) dPI d P2 · • · d ql
im Zustande B befindliche J\tloleküle vorhanden (so will ich
mich kürzer ausdrücken, statt zu sagen: Moleküle, fü-r welche
die Variabeln .11. zwischen den GrenzenB liegen). Von der
Gattung J.V sollen in unserem Gefäße

fn (rl' 1'2 • • • Sn) d 1'1 d 1'2 • • • d .f)n

Moleküle vorhanden sein, für welche die Variabeln

(D) Tl' 1'2 • • • 'Ion' SI' S2 • • • Sn

zwischen den Grenzen

(E) Tl und 1'1 + d1-1 , T 2 und T 2 + 'J-2 + dr2 •• .sn und sn + dSn

liegen, welche sich also, wie wir kürzer sagen wollen, im Zu
stande E befinden. Der Moment des Beginnes des Zusammen
stoßes eines Moleküls der Gattung Mmit einem Moleküle der
Gattung N sei dadurch charakterisiert, daß eine Funktion der

. K.oordinaten beider Moleküle

{} (PI P2 · · •p~ 'J'1 T2 • • • "on)

gleich irgend einer Konstanten a wird. Vor dem Stoße habe
diese ]'unktion z. B. einen kleineren Wert, d. h. solange {} < a
ist, soll eine Wechselwirkung der beiden l\folekülenicht statt
haben, erst in dem MomeJ;lte, wo {f gleich a wird, soll die
Wechselwirkung zwischen beiden Molekülen beginnen. Dieselbe
Boll fortdauern, solange {} > a ist und erst in dem Momente
wieder aufhören, wo {} neuerdings gleich a geworden ist. Be
züglich der während des Zusammenstoßes der"heiden lVloleküle
tätigen Kräfte setzen wir weiter gar nichts voraus, als daß für
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sie das Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft gilt. Es
handelt sich jetzt darum, zu bestimmen, wieviel Molekülpaare,
deren eines' der Gattung M, deren anderes der Gattung 1\1 an
gehört, in unserem Gefäße während der Zeiteinheit so zu
sammenstoßen, daß dabei die Variabeln

(F) P2' P3··· ql
zwischen den Grenzen

(G) P2 und P2 + d P2' Ps und Ps + dP8 ••· qz und qz + d qz ,

die Variabeln D dagegen im Momente des Zusammenstoßes
zwischen den Grenzen E liegen; die eine Variable PI ist dabei
durch die Gleichung, {f = a entweder eindeutig oder mehr
deutig bestimmt.

Es ist zunächst unmittelbar klar, daß die Anzahl der
Molekülpaare, deren eines der Gattung M angehört und den
Zustand B hat, während das andere der Gattung N angehört
und den Zustand B hat, gleich

(5) fz (PI' P2 · • · qz) dP1 dP2 .. · d qz · t~ (1"1' 1-2 • • • ·~n) dri dr2 • •• dSn

ist. - Dieser Ausdruck wird, wie begreiflich, im allgemeinen
keine größere Zahl von Einheiten enthalten, sondern vielmehr
ein verschwindend kleiner echter Bruch sein. Obwohl nun
derartige Fälle in der Gastheorie nicht selten sind, so halte
ich es doch nicht für überflüssig, hier noch zu bemerken, wie
in diesem Falle die Tatsache aufzufassen ist, daß die Anzahl
von Molekülpaaren in Form eines echten Bruches erscheint.

Betrachten wir die Bewegung der 'gesamten in unserem
Gefäße befindlichen Gasmoleküle während einer sehr langen
Zeit T und suchen aus der ganzen Zeit T alle jene Zeit
momente heraus, während welcher gleichzeitig ein Molekül von
der Gattung M sich im Zustande B und' ein Molekül von der
Gattung N im Zustande E befand, die Summe aller dieser
Zeitmomente, in welcher jedoch diejenigen Zeitmomente, während
welcher sich etwa p, Moleküle von der Gattung M sich im Zu
stande IJ und gleichzeitig v Moleküle von der Gattung N sich
im Zustande B befinden, {LV mal zu zählen wären, ,bezeichnen
wir mit 7:. Dann ist der Ausdruck (5) gleichbedeutend 'mit dem
Quotienten-r / 1~ Wir wollen nun in dem. Ausdrucke (5) statt
der Variabeln .p die Variable {f einführen, wir erhalten dann
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t;(pppz .. ·q!)(,,(rI , rz· .. s,,) /tt dffdP2 d Pa··· ds"

'fJpl

als die Anzahl der in unserem Gefäße befindlichen Molekül...
,paare, von denen eines der Gattung M, das andere der Gat
tung N angehört,. für welche die Variabeln IJ und F zwischen
den Grenzen E und G und außerdem nach {f zwischen {} und
{j- + d {} liegt,,, wodurch PI bestimmt ist.

Sei nun d {) I d t der komplette Differentialquotient von{}
nach der Zeit, wobei alle in ft enthaltenen Variabeln als
Funktionen der Zeit anzusehen sind, so ist offenbar

(6) Q = t; (PI' P2'" q!)f~ (rl , 1.2 ,,, Sn) /.{} :~ dP2 dPa·" d SOl

fJpl

die Zahl der Molekülpaare, für ,,"elche während der Zeiteinheit {}
irgend einen beliebigen Wert überschreitet, während zugleich
die Va,riabeln n und F zwischen den Grenzen E und G liegen.
Setzt man daher in dem letzteren Ausdrucke lj- gleich a 
oder mit anderen Worten - denkt man sich den V8;riabeln
solche Werte erteilt, für welche die Funktion {} gleich a wird,
so erhält man die Zahl der Zusammenstöße, welche in der
Zeiteinheit zwischen einem Moleküle der Gattung M und einem
der Gattung N so erfolgen, daß im Momente des Beginnes
des Zusammenstoßes die Variabeln .D und pr zwischen den
Grenzen .E und G liegen. Wir wollen dies als die Zusammen
stöße von 'der Gattung B bezeichnen, die Dauer jedes dieser
Zusammenstöße kann unendlich klein oder endlich sein und
soll mit LI bezeichnet werden; sie kann auch eine andere für
Zusammenstöße sein, bei denen im Momente.des Beginnes die
Variabeln zwischen anderen Grenzen liegen. Die Grenzen,
zwischen denen die Variabeln]) und F für unsere Zusammen
stöße von der Gattung H im Momente des Endes derselben,
also im Momente,. wo {} wieder gleich a geworden ist, .sollen mit

(K) P2 und P2 + dP2' Pg und P + dP3 · · · Sn und Sn + d Sn

bezeichnet werden. Den Wert, welchen PI im .Moment des
Endes des Zusammenstoßes besitzt, wollen wir mit PI be
zeichnen. Was ist also durch unsere Zusammenstöße von der
Gattung H bewirkt worden? Durch dieselben wurden Q Mole-
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küle von der Gattung 1f1 und ebenso viele von der Gattung }l
aus einem Zustande, in welchem die Variabeln zwischen den
Grenzen E und G lagen, in einen Zustand übergeführt, wo
dieselben zwischen den Grenzen K liegen. Der Beweis, daß
unsere Zustandsverteilung durch die Zusammenstöße nicht gestört
wird, ist geliefert, wenn es uns gelingt, zu beweisen, daß in
der Zeiteinheit genau ebenso viele Molekülpaare so zum Zu
sammenstoße gelangen, daß umgekehrt im Momente des Be
ginnes des Zusammenstoßes die Variabeln z\vischen den Gren
zen K liegen, denn es ist klar, daß sie dann im Momente des
Endes zwischen den Grenzen 13 und G liegen müssen. Wir
müssen also jetzt zuerst aufsuchen, wie groB die ZahlQ' der
jenigen Molekülpaare ist, für ~elche im Momente des Beginnes
des Zusammenstoßes die Variabeln zwischen den Grenzen K
liegen. Genau durch dieselben Betrachtungen, durch welche
wir die Formel (6) erhalten habep., ergibt sich zunächst

, 1 d tFJ
(7) Q = h(PI,P2··· Ql)·fn(R1,R2 • •• SrJ ae · Cit dP2 dPS·· .dSn,

.BPt

wobei Kürze halber e anstatt {} (PI' P2 •.. Rn) geschrieben wurde.
Nun läßt sich leicht beweisen, daß

1 d@ 1 d&
ae · Cit d P2 d Ps ... d Sn = fJ.f} • Cit d P2 d Ps · · · d ·'ln

8Pt Bpl

sein muß, und zwar kann dieser Beweis folgendermaßen ge
führt werden.. Betrachten wir jetzt nicht bloß die Moleküle,
für welche die Variabeln n und F zwischen den Grenzen E
und G liegen und exakt {} = a ist, sondern berechnen wir
aus {} = a denjenigen Wert von PI' welcher zu den angenommenen
Werten der übrigen Variabeln gehört; er soll, wie es ja schon
früher geschah, auch ferner mit dem Buchstaben Fl bezeichnet
werden und ihm soll ein unendlich kleiner Zuwachs dPI erteilt
werden. Nun wollen wir sämtliche Molekülpaare betrachten,
für welche nicht nur die Variabeln ]) und F zwischen den
Grenzen E und G liegen, sondern auch noch PI zwischen PI
und PI + dPi liegt.

Auf jedes dieser Molekülpaare sollen außer den äußeren
Kräften und den inneren Kräften jedes einzelnen Moleküles
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auch noch die Kräfte des Zusammenstoßes wirksam sein. Nach
der Zeit L1, welche, wie ich es schon öfters betont habe, als
keiner Variation fähig aufzufassen ist, sollen die Variabeln [) und
F zwischen den GrenzenH und PI zwischen PI und PI + dP1

liegen. Dann ist zunächst nach dem von mir bewiesenen all.
gemeinen Satze

d P~ d P2 · · · d sn = d PI d P2 · •· d Sn'

führt man hier {f statt PI ein, so erhält man zunächst

1 1a{} d {}. d P2 d P3 · · · d ~~n = a@ d ed P2 d Ps · · · d Sn .

aPt aPt

Da nun diese Gleichung ganz allgemein für alle möglichen
Werte der Variabeln 0, und zwar bei Invariabeln aber be
liebigen LI gilt, so folgt hieraus sofort durch Division mit d t
die Gleichung (8). Damit also' die Gleichung (7) erfüllt sei
ist bloß noch erforderlich, daß

fz (PI,P2'" ql)fn (Tl' r 2 ••• Sn) ='h (PI' P2··· Qz)fn (BI' R! ... Sn)

sei. Ob die letzte Gleichung nur in einer Weise oder auf
mehrere Arten erfüllt werden kann, interessiert uns im gegen
wärtigen Augenblicke nicht. So viel ist gewiß, daß sie erfüllt
ist, wenn .

h = Ae-hL , fn = Be-hA

ist, wobei L die gesamte im Moleküle von der GattungM ent
haltene lebendige Kraft und Arbeit darstellt. Die gleiche Be
deutung hat A für das ·Molekül der Gattung N.

Die Anwendung auf ein einziges einatomiges der Schwere
unterworfenes Gas liegt auf der Hand. In diesem Falle sind
die Gasarten Mund N als identisch aufzufassen. Unter PI'
P2 · · · qz sind die rechtwinkligen Koordinaten Xl' Yv zlund die
Geschwindigkeitskomponenten UI , VI' U'l des ersten der zu
sammenstoßenden Moleküle; unter Tl' T2 •• ,sn sind die Koordi
naten und Geschwindigkeitskomponenten des zweiten Moleküls
zu verstehen, welche mit X2 , Y2' Z2' u2 'V2 ' '''2 bezeichnet wer
den sollen. Die gesamte in einem Moleküle enthaltene Kraft
und Arbeit, also die Größe, welche wir früher mit L be
zeichnet haben, ist

m ( 2 + 2- 2)m 9 Zl + ""2 UI VI + W1 •
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Es ergibt sich also

(
~2 + V1

2 + W12)
-km gZl +----

f;,=Ae 2,

und es ist ganz allgemein bewiesen, daß die durch diesen Aus
druck dargestellte Zustandsverteilung weder durch die Wirkung
der Schwerkraft noch durch die Zusammenstöße der Moleküle
untereinander verändert wird. Dabei kann die Wechselwirkung
der Moleküle während eines Zusammenstoßes ganz beliebig
sein: auch kann die Zeitdauer eines Zusammenstoßes endlich
oder unendlich klein sein; nur haben wir bei der Ableitung
des Satzes vorausgesetzt, daB die Fälle, wo mehr als zwei
Moleküle gleichzeitig miteinander in Wechselwirkung treten,
vernachlässigt werden können. Wir haben also auch voraus
gesetzt, daß bei Berechnung der Wahrscheinlichkeit, daß ein
Molekül mit anderen zusammenstößt, nicht darauf Rücksicht
genommen ,verden muß, daß vonjenen anderen einige gerade mit
einem dritten Molekül im Zusammenstoße begriffen sin'd. Diese
Annahme haben wir ebenfalls -bloß behufs Erleichterung des
Beweises gemacht, zur Gültigkeit des Satzes ist sie nicht ein
mal notwendig, sobald' man nur in dem Ausdrucke für die
Anzahl der Moleküle, die zu einer gegebenen Zeit auch einen
gegebenen Zustand haben, auch diejenigen Moleküle berück
sichtigt, welche zur gegebenen Zeit gerade im Zusammenstoße
begriffen sind. Die Rechnungen, welche wir hier ganz all
gemein durchgeführt haben, können natürlich, sobald die Kräfte
während eines Zusammenstoßes tätig sind, spezialisiert worden
sind, sofort auf den betreffenden Spezialfall übertragen werden.
Der allereinfachste Fall wird offenbar der sein, wo die Mole...
küle schwere elastische Kugeln sind, die an,einander nach den
Gesetzen des elastischen StoBes abprallen. Ist b der Durch
messer derselben, so kann man etwa unter {} den Ausdruck

- (xl - X 2 )2 - (Yl - Y2)2 - (Zl - Z2)2,

unter a den Ausdruck - b2 verstehen, und muß annehmen,
daß, sobald {f nur im mindesten größer als - b2 ge\\Torden ist,
zwischen beiden zusammenstoßenden Molekülen eine unendlich
starke Abstoßung auftritt. d {f I d t ·ist dann, wie man sieht,
die relative Geschwindigkeit der beiden Moleküle und die An
wendung der allgemeinen ]"ormel hat weiter keine Schwierig-
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keit. Man könnte natürlich auch eine andere Annahme machen
über die während eines Zusammenstoßes tätigen Kräfte, z. B.
eine solche, welche für die Zeitdauer eines Zusammenstoßes
einen endlichen Wert liefert. Nur wäre es dann nicht ganz
leiyht, ein Gesetz aufzufinden, für welches sich die Spezial...
rechnungen alle durchführen lassen.

. Hiermit ist also in sehr großer Allgemeinheit der Be"weis'
geliefert, daß die in Rede stehende Zustandsverteilung, ,bei
welcher die mittlere lebendige Kraft eines Moleküles an allen
Stellen des Gases dieselbe ist, weder durch die Wirkung der
Schwerkraft, noch durch die Zusammenstöße der Moleküle, noch
durch deren Fortbewegung verändert wird, daß ,sie also eine
mögliche ist. Daß die in, der Natur vorkommenden Gase in der
Tat den hier gemachten Voraussetzungen genügen, kann natür
lich nicht mathematisch bewiesen werden, muß jedoch, wenn
die Gastheorie überhaupt eine begründete ist, zum mindesten als
höchst ,vahrscheinlich bezeichnet werden. Ich bemerke-noch,
daß man sehr häufig bei Auflösung physikalischer Probleme den
Beweis, daß die gefundene Lösung: die einzig mögliche ist,
ganz übergeht und sich mit dem Nachweise begnügt, daß sie
überhaupt eine mögliche ist, indem man gewissermaßen als
selbstverständlich, oder richtiger gesagt, als sehr wahrscheinlich
annimmt, daß es nicht mehrere Lösungen geben und also bloß·
vom Zufalle (d. h. den Anfangsbedingungen) abhängen kann,
welche der Lösungen eintritt. Mit demselben Rechte kann man
auch hier als sehr wahrscheinlich hinstellen, daß, wenn Tem
peratur und Dichte des schweren Gases gegeben sind, dadurch
die Zustandsverteilung im Gase bereits eindeutig bestimmt ist
und nicht in einem Gase von derselben Dichte und Temperatur,
welche in demselben Gefäße unter denselben Umständen ein...
geschlossen ist, auch noch eine andere Zustandsverteilung
herrschen kann, wenn das letztere Gas in einer anderen Weise
zur selben Temperatur und Dichteübergeführt worden ist.

Es ist mir bisher noch nicht gelungen, den Beweis, daB
die in Riede stehende Zustanclsverteilung die einzig mögliche
ist, in derselben Allgemeinheit durchzuführen.

Unter den von mir gemachten Voraussetzungen sind die
Resultate, zu welchen ich bei dem Versuche jenes Beweises
gelangte, strenge gültig, geradeso, wie z. B. niemand bezweifeln
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wird, daß eine ]]ächeninhaltsbestimmung durch die Integral
rechnung trotz der Vernächlässigung der unendlich Kleinen
höherer Ordnung, welche dabei vorkommt, ebenfalls strenge
richtig ist. Dagegen hat Loschmidt allerdings vollkommen
recht, wenn er behauptet, daß die von mir gemachten Voraus
setzungen bei den natürlichen Gasen niemals anders als ap ..
'genähert erfüllt sind; doch gilt dasselbe auch von allen Vor
aussetzungen, unter denen je ein Resultat der Gastheorie auf
theoretischem Wege abgeleitet wurde. Der strenge Beweis,
daß keine andere Zustandsverteilung als eine solche möglich
ist, bei welcher die mittlere lebendige Kraft in, allen Schichten
dieselbe ist, ist von mir freilich nur für ein ideales schweres
Gas geliefert worden, bei welchem die Zeitdauer des Zusammen
stoßes zweier J\1101eküle verschwindend tklein ist. Dagegen glaube
ich nicht, daß der Einwand Loschmidts, man dürfe die
Grenzen für die Geschwindigkeitskomponenten nicht mit -00

und +00 ansetzen, eine Berechtigung hat. Dies ist selbst
verständlich nicht erlaubt, wenn nur sehr wenige Moleküle
vorhanden sind, allein wenn die Zahl der Moleküle nur einiger
maßen groß ist, so ist bereits die lVIöglichkeit vorhanden, daß
jedes einzelne Molekül eine Geschwindigkeit annimmt, die
dessen mittlere bei weitem übertrifft; um so weniger ist bei
den in der Natur vorkommenden Gasen, die ja sicher in1
kleinsten Raume bereits eine enorme Anzahl von Molekülen
enthalten, denkbar, daß man einen erheblichen Fehler machen
sollte, wenn man die größte mögliche Geschwindigkeit eines
Moleküls als sehr groB gegenüber der mittleren voraussetzt.
Wenn es übrigens Loschmidt als eine merkwürdige Divergenz
bezeichnet~ daß für der Schwere nicht unterworfene Gase der
Satz auch bei wenigen Molekülen gültig sei, so kann ich dem
nicht beipflichten. Denn bis auf den ganz selbstverständlichen
Satz, daß, wenn sich sämtlicb~ lVIoleküle in ganz denselben
Verhältnissen befinden, die mittlere lebendige Kraft eines jeden
dieser Moleküle ebenfalls dieselbe ist, behält auch bei Gasen,
die der. Schwere nicht unterworfen sind, kein einziger Satz
seine Gültigkeit, wenn die Molekülzahl endlich ist; ja selbst
dieser Satz wird sogleich ungültig, \venn Moleküle vonun...
gleicher Masse vorhanden sind und erfährt sogar bei Mole
külen von gleicher Masse seine Einschränkung. Seien z. B..
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zwischen zwei vertikalen .ebenen Wänden ./1 Bund C1) zwei
nicht schwere Gasmoleküle vorhanden, deren Zentra zu Anfang
der Zeit in einer horizontalen Geraden lagen. Das eine M
habe eine bedeutende ebenfalls horizontal gerichtete Geschwin
digkeit, das andere N, welches sich sehr nahe an der Wand
ClJ befindet, habe die Geschwindigkeit Null. Man sieht so
fort, daB die mittlere lebendige Kraft dieser beiden Mole...
küle ganz verschieden sein ,vird. Ähnliche Ausnahmen treten
überall für schwere und nicht schwere Gase bei unendlicher
und endlicher Molekülzahl ein, sobald die Anfangsbedingungen

B D

---.".
0

0 0
.M N

.A C
Fig.2.

so spezialisiert sind, daß von den verschiedenen Molekülen
nicht alle möglichen Geschwindigkeiten und Geschwindigkeits
richtungen angenommen werden können.

Ich kann hier nicht unterlassen, noch über eine An
merkung, welche Los chmi dt seiner Abhandlung beigefügt,
einige Bemerkungen zu machen. Diese Anmerkung enthält
zunächst den Einwurf, daß ich mich um die Vorgänge, welche
zwischen zwei aneinanderstoßenden Volumelementen stattfinden,
bei Ableitung meiner Differentialgleichung .nicht kümmere;
dagegen will ich nur bemerken, daß ich in der Abhandlung
über das Wärmegleichgewicht zwischen Gasen, auf welche
äuBere Kräfte wirken, im § 1 sämtliche Moleküle betrachtet
habe, welche durch die sechs Seitenwände eines unendlich
kleinen im Gase konstruierten Elementarparallelopipeds ein
und austreten. Damit glaube ich die Veränderung, welche in
den Volumelemel1ten durch den Einfluß der sämtlichen be
nachbarten Volumelemente oder, besser gesagt, durch die um
gebende Gasmasse überhaupt hervorgebracht werden, nicht nur
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in genügender, sondern sogar in der einzig möglichen Weise
berücksichtigt zu haben. Es 'wird auc}l dieselbe lVlethode in
allen anderen Fragen der mathematischen Physik, sowi~ auch
von ~faxwell in seinen neuen gastheoretisc4en Arbeiten an
gewendet.Weit schwerwiegender dagegen ist der Ein'\vand
Loschmidts, daß möglicherweise die Zahl der Zusammenstöße
nicht durch das Produkt ft~ ausgedrückt sein könnte, indem
die lebendige Kraft der lVloleküle nicht voneinander unabhängig
sein könnte. Loschmidt behauptet zwar, daß sie voneinander
abhängig sein müßte, da, wenn ein 110lekül eine besonders
große lebendige Kraft besitze, bald durch \\7ärmeleitung die
umgebenden ebenfalls eine das Mittel übersteigende lebendige
Kraft annehmen müßten. Allein diese Behauptung scheint
mir zu weit zu gehen; mit demselben Rechte könnte man
behaupten, daB, ,venn ein Molekül eine besonders große leben
dige Kraft angenommen habe, dies nur dadurch bewirkt worden
sein könne, daß durch einen besonders günstigen Zufall beim
Zusammenstoße die umgebenden l\Jloleküle auffallend viel leben
dige Kr2ft an dieses eine abgegeben haben, daß also die um
gebenden l\1oleküle nicht, wie Loschmidt schließt, ebenfalls
eine besonders große, sondern im Gegenteile eine besonders
kleine lebendige Kraft besitzen müssen. Ja, ich glaube sogar,
daß gerade. darin der charakteristische Unterschied besteht,
ob ein kleiner Teil des Gases eine höhere Temperatur als die
übrige Gasmasse besitzt, oder ob bloß infolge der Wä.rmebe
wegung selber ein Molekül· zufällig eine höhere lebendige Kraft
angenommen hat, wie ja aus dem ~faxwellschen Gesetze
der Zustandsverteilung unmittelbar folgt, . daß immer einzelne
Moleküle immer eine die mittlere bedeutend übersteigende
lebendige Kraft haben müssen. Man könnte sagen, daß der
erste Fall eintritt, wenn auch die das eine Molekül umgeben
den Moleküle durchschnittlich eine gröBere lebendige Kraft
als die mittlere haben; wenn dagegen die höhere lebendige
Kraft dieses einen lVloleküls ohne Einfluß ist auf die Ver
teilung der lebendigen Kraft unter die unmittelbar benachbarten
Moleküle, so müßte man behaupten, daß man es mit dem
zweiten Falle zu tun hat,

Dagegen läßt sich nicht leugnen, daB hiermit noch kein
exakter Beweis geliefert ist, daß nicht auch im Falle des
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Wärmegleichgewichtes die mittlere lebendige Kraft der Um
gebung eines l\1oleküls in gewisser Weise von dem Zustande
jenes Moleküls selbst beeinflußt seIn könne. Bei Gasen freilich
wird dieser Einfluß schon dadurch unschädlicher gemacht, daß
jedes Molekül von einem Zusammenstoße bis zum nächsten
einen Weg zurücklegt, welcher durchschnittlich sehr groß
gegen den mittleren Abstand zweier Moleküle ist; dadurch
wird bewirkt, daß sich jedes Molekül bereits sehr weit von
derjenigen Stelle, wo es zum letzten Male zusammenstieß,'
entfernt hat, bis es durch einen neuen Zusammenstoß wieder
wirkend auftritt. Auch hat dieser Einwand durchaus keine
Kraft gegen den Beweis,' daß die in Rede stehende Zustands
verteilung eine mögliche ist. Denn dadurch, daß ich die Zahl
der Moleküle, für welche x, y, z, u, v, w zwischen den Grenzen

x und x'+d x . • • wund w + d w

liegen, gleich einer von der Zeit unabhängigen Funktion

f(x, y, z, 'lt, V, w) dx d.'lJ dz du dv dw

setze, habe ich bereits angenommen, daß. die Zustandsverteilung
in der Umgebung eines Moleküls zu Anfang der Zeit nicht
von dem Zustande jenes Moleküls beeinflußt is~ und dadurch,
daß ich nachgewiesen habe, daß sich die angenommene Zu
standsverteilung im Verlaufe der Zeit nicht verändert, habe
ich den Beweis geliefert, daß eine solche Beeinflussung der
Umgebung eines ·Moleküls durch 9-en Zustand desselben auch
im weiteren Verlaufe der Zeit sich nicht einstellt. Dagegen
scheint mir Loschmidt hier einen Umstand aufgedeckt zu
haben, welcher den Beweis, daß es die einzig mögliche Zu
standsverteilung ist, noch bedeutend erschwert, indem man auch
noch beweisen müßte,daß es nicht möglich ist, daß für den
stationären Zustand die die Zustandsverteilung bestimmende
.B'unktion noch immer von der .Zeit abhängig ist, daß aber
ganz unregelmäßig bald da bald dort· im Gase eine kleine
Temperaturerhöhung oder Erniedrigung eintritt, die durch die
Molekularbewegung selbst hervorgerufen wird und wieder rasch
durch die Molekularbewegung selbst verschwindet. So wenig
ich nun auch glaube, daß es gerechtfertigt wäre, sich durch
derlei Einwände die Freude an dem in der Gastheorie bereits
Errungenen verkümmern zu lassen, so haben doch die Ein-
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wände auch ihren großen Nutzen, indem der mathematischen
Analysis wieder ein neues Feld eröffnet wird und durch das
Bestreben, sie zu widerlegen, neue Tatsachen zutage gefördert
oder doch die bereits bestehenden gefestigt \verden. 1)

1) Ich sehe mich noch zu einer Erwiderung auf eine Bemerkung
veranlaßt, welche Los chm i dt auf Seit~ 13 des Separatabdruckes seiner
Abhandlung "Über den Zustand des Wärmegleichgewichtes eines Systems
von Körpern mit Rücksicht auf die Schwerkraft" macht. Er sagt näm
lich daseIbst:

"Ist die Wärmeleitung ausgeschlossen, so kann man den Satz auf
stellen, daB für jeglichen Zusammenstoß· ein zweiter, denselben in um
gekehrter Richtung darstellender gleich wahrscheinlich sei. Dadurch
tilgt sich der Einfluß der Zusammenstöße von selbst, und das letzte
Glied der linken Seite der Gleichung (2) reduziert sich auf Null. Bol tz
mann gelangt durch eine weitläufige ebenso subtile als scharfsinnige
Analyse zu dieser Vereinfachung."

Diese letzte Bemerkung klingt wie Spott; denn, wenn der eben
angeführte ~chluß Loschmidts bereits strenge beweisend wäre, so
würde dies nichts weniger als für den Scharfsinn meiner Analyse
sprechen. DaB der angeführte Schluß Los ch mi d t s nicht strenge be
weisend ist, folgt am einfachsten daraus, daß er in dieser Stylisierung
nicht einmal richtig ist. Denn das letzte Glied der linken Seite der
Gleichung (2) reduziert sich auch in dem Falle, wo innere Reibung ohne
Wärlneleitung stattfindet, nicht auf Null. Übrigens ist mir gar nicht
erinnerlich, daß meine Analyse den Zweck gehabt hätte, zu beweisen,
daß sich das letzte Glied der linken Seite der Gleichung (2) auf Null
reduzieren müsse. Die Weitläufigkeit derselben erklärt sich vielmehr
daher, daß ich mir dort die Aufgabe gestellt hatte, alle MoIekular
bewegungen zu diskutieren, welche mit dem Verschwinden jener rechten
Seite vereinbar sind.



45.

Über die Beziehung der Diffusionsphänomene zum
zweiten Hauptsatze der mechanischen

Wärmetheorie. 1)

(Wien. Ber. 78. S. 733-763. 1878.)

Die genaue Präzisierung des zweiten Hauptsatzes der
mechanischen Wärmetheorie ist zwar bereits der Gegenstand
vieler Abhandlungen gewesen, viele Mißverständnisse, welche
auf die wahre Bedeutung dieses Satzes Bezug haben, wurden
bereits, besonders von Clausius aufgeklärt. Daß trotzdem
diese Untersuchungen noch. nicht als völlig abgeschlossen be
trachtet werden können, beweist eine unlängst erschienene
Abhandlu:p.g von Hrn. Tolver Preston. 2) Obwohl die Tat
sache, daß bei Mischung zweier Körper Wärme in Arbeit ver..
wandelt werden kann, schon längere Zeit bekannt ist,3) so ist
die Abhandlung Prestons doch von großer Wichtigkeit für
die mechanische Wärmetheorie, weil daselbst zuerst die Mischung
zweier Gase der Betrachtung unterzogen wird.

Die. hevorzugte Rolle aber, welche die Gase teils vermöge
der einfacheren Gesetze ,. die ihr Verhalten bestimmen, teils
weil wir uns über die Molekularvorgänge im Innern derselben
noch am ersten eine Vorstellung bilden könnel}, in der Wärme
theorie spielen, läßt es begreifen, daß die Diffusion der Gase
für die Theorie viel mehr Ausbeute gewährt als jeder andere
J\iliscbungsvorgang.

1) Eine Notiz über einen Teil des Inha.lts dieser Arbeit Wien. Anz.
15. S.115. 6. Juni 1878 und Phil. Mag. (5) 6. S.236; die Voranzeige
Wien. Änz. 15. S. 177. 10. Oktober 1878.

2) "Nature" 17. S. 202. Januar 1878; vgl. Beiblätter 2.
$) Vgl. Loschmidt, Der zweite Satz der mechanischen Wärme

theorie Wien. Ber. 59.
Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abband!. 11. 19
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Hr. Preston glaubt, daß der von ihm ersonnene Prozeß
mit dem zweiten Hauptsatze im Widerspruch stünde. Es wird
sehr häufig, namentlich in den Lehrbüchern, der zweite Haupt
satz in einer Form ausgesprochen, in welcher nur von zwei
Gattungen von Verwandlungen die Rede ist: der von Wärme
in Arbeit und der von Wärme. höherer in solche niederer
Temperatur. Es wird etwa gesagt: Vlärme kann nie in Arbeit
verwandelt werden, ohne daß gleichzeitig Wärme höherer in
solche niederer 'l'emperatur übergeht. Eine derartige For
mulierung des zweiten Hauptsatzes wird nun allerdings durch
den von Prestol1 ersonnenen Prozeß widerlegt. Man hat in
demselben durchaus kein'en Übergang von Wärme höherer in
solche niederer Temperatur; es geht im Gegenteile noch die
Wärme von der kälteren zur heißeren Gasmasse über; auch
leisten weder äußere noch lViolekularkräfte irgend eine Arbeit
und trotzdem wird ein Teil der in den Gasen enthaltenen
Wärme in Arbeit verwandelt. Dagegen widerspricht der Prozeß
Prestons durchaus nicht' der Fassung, welche Olausius
dem zweiten Hauptsatze gegeben hat, wie letzterer selbst bereits
nachwies. 1)

Clausius formuliert nämlich das Prinzip, aus welchen
alle, den zweiten Hauptsatz betreffenden Gleichungen" abgeleitet
werden können, folgendermaßen: Es ka~n nie Wärme aus
einem kälteren in einen wärmeren Körper übergehen, wenn
nicht gleichzeitig eine andere damit' zusammenhängende Än-
derung eintritt. 2) .

l\tlan sieht sofort, daß der Prozeß Prestons nichts 'an
sich hat, was diesem Satze widerspräche. Denn daselbst wird
allerdings Wärme von einem kälteren zu einem ,värmeren
Körper übergeführt, ohne daß irgend eine Arbeit geleistet wird,
aber es tritt doch noch eine andere Zustandsänderung der ins
Spiel kommenden Körper auf. Es mischen sich nälnlich zwei
Gase, ,velche früher unvermischt waren.' Und diese Zustands...
veränderung kann nicht rückgängig gemacht werden, ohne daß
,man gleichzeitig wieder Arbeit aufwendet, oder Wärme von
einem heiBeren zu einem kälteren Körper überführt.

Überhaupt ha.t sich, soviel mir bekannt ist, das allgemeine
---

1) Wied. Ann. 4. S. 341.
2) Claus i u s' gesammelte Abhandlungen 1. Au:ß.. S. 134.
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Prinzip in dieser Fassung bisher überall als richtig erwiesen.
Der Grund, warum diese ]'assung desselben nicht in die Lehr
bücher übergegangen ist, scheint mir darin zu liegen, daß
dieselbe sehr abstrakt ist, namentlich der Passus ,;v;,rcnn nicht
gleichzeitig eine andere damit zusammenhängende Änderung
eintritt", läßt nicht erkennen, ,velcbe .Axt von Änderung dabei
gemeint ist. Sobald man dagegen die Natur der hier in Be
tracht kommenden Änderungen genau zu definieren suchte,
wurde jedesmat die Allgemeingültigkeit des Satzes aufgehoben.
Ich habe nun in der Abhandlung "Über die Beziehung zwischen
dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie und
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, respektive den Sätzen über das
Wärmegleichgewicht"1) den Versuch gemacht, von einem ganz
neuen Gesichtspunkte aus, nämlich deIn der, analytischen
lVlechanik, die allgemeine Natur der hier in Betracht kommenden
Änderungen zu charakterisieren, und ich will in folgendem
nachweis<en, daß der von Preston ersonnene Vorgang den
Resultaten jener Abhandlung nicht nur nicht widerspricht,
sondern daß aus den .dort gefundenen Formeln sofort ersichtlich
ist, warum die Diffusion zweie'r. Gase notwendig ein Vorgang
sein muß, der den gleichzeitigen Übergang von Wärme in
Arbeit, oder von Wärme niederer in solche höherer Tem
peratur ermöglicht.

Man kann das oben erwähnte allgemeine Prinzip Olausius'
mit wenig veränderten Worten auch folgendermaßen aus
sprechen: Wenn mit beliebigen R"iirpern belieb~r;e Jleränderun..qen
vor sich gelzen,2) uJelche siclt zum Teile wieder aufheben., Sä kann
das Rchließliclte Resultat aller d/eser Veränderungen niemals darin
bestehen, daß sont~t jeder Körper zu seinem alten Zustande (Position
im Raume, Geschwindiglleit, AglJregationszustand, chemische Zu
sammensetzung usw.) zurückgekehrt ist, bis auf· zu)ei KiJ'l'per, von
denen der kälte/re noch kälte')', der wärmere noch wä1-me7" ge
worden ist. 3)

1) V\Tien. Ber. 76. (diese Sammlung NI". 42.)
2) Dabei darf selbstverständlich auch nicht ein Vorgang, der an

irgend einem mit diesen Körpern in Wechselwirkung stehenden Körper
statt.findet, von der Betrachtung ausgeschlossen· werden,

S) Statt des Schlußsatzes könnte man auch sagen: "Bis auf eine
Verwandlung ,ron Wärme in Arbeit."

19*
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Dagegen könnte' ein solcher Übergang von "\\lärme von
einem kälteren zum '\värmeren sofort stattgefunden haben, wenn
gleichzeitig noch ein Wärmeübergang von einem wärmeren zu
einem kälteren Körper nicht rückgängig gemacht worden wäre,
oder wenn gleichzeitig irgend ein sclp~verer Körper zum Schluß
an einen tieferen Ort gelangt "wäre, oder sonst irgend eine
Arbeit geleistet, und zwar nicht zu einer a.nderen Arbeits-·
leistung verwendet, sondern in Wärme verwandelt worden wäre,
z. B. auch durch eine cheulische Verbindung zweier Körper,
welche vorher unverbundenwaren, oder durch eine Auflösung usw.
Mit Rücksicht auf den von Preston ersonnenen Vorgang muß
man hierher auch die Diffusion zweier Gase rechnen. Jeder
derartige Vorgang, dessen gleichzeitiges Vorkommen einen
Übergang von Wärme von einem kälteren zu einem heißeren
Körper ermöglicht, wird von Clau s iu s eine Kompensation
oder' positive Verwandlung genannt. Eine jede positive Ver
wandlung kann, soweit dies bisher bekannt ist, in' umkehr
barer Weise rückgängig gemacht werden, und zwar kann dies
geschehen, ohne daß hierbei irgend ein Körper eine Ver
änderung erfährt, als daß eine gewisse Arbeit in Wärme 'ver
wandelt ·wird.

~lachen wir die Hypothese, daß dies überhaupt von jeder
möglichen positiven Verwan41ung gelte, und sei Q die aus
dieser Arbeit entstandene Wärmemenge, 11 die absolute Tem...
peratur, bei welcher sie entsteht, so nennt Clausi us den
Quotienten QIT, an dessen Stelle fd QIT treten muß, sobald
die Wärme nicht bei konstanter Temperatur sich entwickelt,
den Verwandlungswert der betreffenden Zustandsänderung oder
Verwandlung. Unter der eben erwähnten Hypothese beweist
nun Clausius, daß, wenn ein beliebiges System von Körpern
beliebige Zustandsänderungen (Verwandlungen) durchm acht, die
algebraische Summe aller Verwandlungswerte derselben immer
negativ, oder höchstens = 0 ist, sobald man nur alle Zustands
änderungen in Betracht zieht, welche von irgend welchen, mit
diesen I{örpern in W'echselwirkung stehenden Körpern durch
gemacht wurden. 1) (Der Verwandlungswert ist dabei immer

1) Aus diesem Satze folgt wieder, daß, wenn ein Körper einen voll
ständigen I\reisprozeß durchmacht und wenn man unter d Q' das ihm
zugeführte Wärmedifferential versteht, das über, den ganzen Kreisprozeß
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negativ zu setzen, wenn die Verwandlung im umgekehrten
Sinne, also so geschieht, wie sie nicht ohne Aufwendung von
Arbeitsleistung stattfinden kann.) Der Gang dieses Beweises
ist etwa folgender:

~Ian kann alle positiven Verwandlungen durch Überführung
von Wärme von einem wärmeren zu einem kälteren Körper
(oder Verwandlung von Arbeit in Wärme), die negativen da
gegen durch Überführung von Wärme von einem kälteren zu
einem wärmeren Körper rückgängig machen. Wäre daher die
Summe der Verwandlungen negativ, so würde, nachdem alle

erstreckte Integrale J cl QI T positiv oder höchstens gleich Null ist.
Wenn nämlich der betreffende Körper noch andere Zustandsänderungen
€lfahren hat, als daB er Wärme aufgenommen· oder Arbeit geleistet hat,
so mÜssen dieselben jedenfalls schon während des Prozesses wieder
rückgängig gemacht worden sein, da der Körper in den Anfangszustand
zurückgekehrt ist, ihre Verwandlungswerte müssen sich also getilgt
haben. Auch bei den Körpern, welche mit unserem Körper in Wechsel
wirkung stehen, können wir uns alle übrigen Veränderungen durch
Arbeitsleistungen oderWärmeübergänge von heißeren zu kälteren Körpern
wieder rückgängig gemacht denken, so daß jene anderen Körper keine
sonstigen Veränderungen erfahren haben, als daß sie Wärme an unseren
Körper entweder abgegeben oder von ihm aufgenommen haben..Wenn
unser Körper. Arbeit geleistet hat, so kann derselbe, da er einen voll
ständigen Kreisprozeß durchgemacht hat, nur aus Wärme entstanden
sein, die er aufgenommen hat, und da dies eine negative Verwandlung
ist, so ist, wenn man mit d Q das dabei vom Körper aufgenommene
Wärmedifferential bezeichnet, ihr Verwandlungswert =. - J d Q/ T ;
wenn dagegen der I{örper Arbeit in Wärme umgewandelt bat, so ist
der Verwandlungswert hiervon positiv. Hierbei gibt aber der Körper
ab, und da wir abgegebene Wärme mit negativem Vorzeichen bezeichnen,
so ist der Verwandlungswert einer derartigen Verwandlung wieder
- J dQjT.

Man überzeugt sich leicht, .daß dieselbe Formel auch den Ver
wandlungswertangibt , wenn unser Körper von einem heißeren Körper
Wärme aufgenommen und an einen kälteren abgegeben hat, oder um
gekehrt. Dabei ist angenommen, .daß die umgebenden Körper, wenn sie
Wärme aufnehmen oder abgeben, immer dieselbe Temperatur wie unser
I{örper haben. Wäre dies nicht der Fall, so sieht man sofort ein, daß
jedes positive Glied des Integral J d Q/ T, wenn d Q eine unserem
Körper zugeführte Wärmemenge bezeichnet, dem Zahlenwerte nach
kleiner, jedes negative Glied dagegen dem Zahlenwerte nach größer ist,
als wenn es eine den umgebenden Körpern entzogene bedeutet, daB
also um so mehr f d QIT über den Kreisprozeßerstreckt, negativ
sein muß.
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rückgängig gemacht worden sind, nur mehr eine Überführung
von Wärme von kälteren zu einem wärmeren Körper übrig
geblieben sein, was eben jenem Satze widerspricht. Obwohl
durch diese Sätze und die daraus hergeleiteten Gleichungen
das Wesen des z,veiten Hauptsatzes in einer Weise bestimmt
ist, welche allen bisher beobachteten Erscheinungen entspricht,
so scheint es doch von Interesse, zu erforschen, was alle jene
Vorgänge gemein haben, welche von Clausius als positive
Verwandlungen bezeichnet werden, und warum dieselben ein
ander vertreten können, und eine allgemeine Definition der
positiven Verwandlung aufzustellen, aus welcher hervorgeht,
welche Zustandsänderungen etwa noch denkbar sind, die den
Charakter positiver Verwandlungen an sich haben, und in
welcher Weise der Verwandlungswert irgend einer Zustands
änderung berechnet werden kann.

Seit dem Erscheinen der Abhandlung Prestons sind drei
Gattungen positiver Verwandlungen bekannt. Die erste besteht
darin, daß Arbeit oder lebendige Kraft sichtbarer Bewegung
in Wärme verwandelt wird. Hierher gehört natürlich auch
die Wärmeentwickelung bei chemischen Prozessen, bei Mischung
von Wasser und Schwefelsäure usw. Die z\veite Gattung wird
durch den Temperaturausgleich zwischen verschieden warmen
Körpern dargestellt. Die dritte Gattung positiver Verwandlung
bildet die Mischung vollkommen indifferenter Gasmoleküle.

. Da nach unseTer gegenwärtigen Vorstellung die Moleküle
von Gasen keine erheblichen Kräfte aufeinander ausüben, so
kann die dritte Gattung positiver Verwandlungen keineswegs
als eine Arbeitsleistung der lVlolekularkräfte aufgefaßt werden,
wie etwa eine chemische Verbindung oder die Mischung von
Wasser und Schwefelsäure, sondern sie bildet eine besondere
Gattung positiver Verwandlungen für sich. Dagegen muß be
rücksichtigt werden, daß eine chemische Verbindung oder
Mischung tropfbarer Körper, oder Auflösung fester in tropf
baren, der ersten und dritten ·Gattung gleichzeitig angehört.
Diese Vorgänge sind gewissermaßen aus zwei Ursachen positive
Verwandlungen: 1. weil dabei chemische Arbeit in Wärme ver
wandelt wird, und 2. weil früher unvermischte Körper sich
mischen. Ja es können sogar heide Ursachen einander ent
gegenwirken, wie dies der Fall ist, wenn durch die Mischung
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nicht Wärme, sondern Kälte erzeugt wird. Daraus wird klar,
warum in der Natur Auflösungen auch von selbst stattfinden
können, bei denen Wärme gebunden wird. Es wird dies jedes
mal der Fall sein, wenn der positive Verwandlungswert der
Miscliung größer ist als der negative Verwandlungswert der
Verwandlung von Wi:irme in Arbeit der Molekularkräfte.

Um nun zu finden, was allen positiven Verwandlungen
gemeinsam ist und die Ursache ihrer gegenseitigen Ersetzbar
keit bildet, habe ich in meiner Abhandlung "Über die Beziehung
zwischen dem z"veiten Hauptsatze der mechanischen Wärme
theorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung resp. den Sätzen
über das Wärmegleichgewicht" folgende Betrachtung angestellt:
Wir fassen einen Körper als ein System materieller Punkte
im Sinne der analytischen Mechanik auf, wobei übrigens natür
lich unentschieden gelassen wird, ob nicht das, was wir gegen
wärtig ein Atom nennen, noch immer aus vielen materiellen
Punkten besteht. Sei uns nun Zahl und Beschaffenheit sämt
licher materieller Punkte gegeben, welche einen Körper (oder
ein System von Körpern) bilden; ebenso seien uns die inneren
oder äußeren Kräfte, welche auf dieselben wirken, 'und der
gesamte Inhalt an lebendiger Kraft und Arbeit, d. h. die ge
samte Energie gegeben, welche in demselben enthalten ist.
Wir sagen dann kurz, die Natur und der Wärmeinhalt unseres
Körpers (Körpersystems) sei gegeben. Es kann alsdann der
Zustand dieses Körpers noch ein sehr verschiedener sein. Die
materiellen Punkte können in verschiedener Weise im Raume
verteilt sein, sie können die verscbiedensten Geschwindigkeiten
und Geschwindigkeitsrichtungen haben.

Es ist nun kein Zweifel, daß den verschiedenen Zuständen
d-esKörpers verschiedene Wabrscheinlichkeit zukommen wird.
Um dies an einem einfachen Beispiele zu erläutern, mag der
Körper die Beschaffenheit haben, welche man in der Wärme
theorie €inem einatomigen vollkommenen Gase zuschreibt, das
in einem absolut starren Gefäße von bestimmter Gestalt ·ein
geschlossen ist, und dessen Wärmeinhalt gegeben ist. Es wird
dann offenbar höchst un"vahrscheinlich sein, daß alle Gasmole..
küle in einer Ecke des Gefäßes zusammengedrängt sind und
das ganze übrige Gefäß leer ist. Ebenso wird es un,vahr
scheinlieh sein, ·daß die .in der einen Hälfte des Gefäßes be-
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findlichen Moleküle gar keine lebendige Kraft haben, und die
gesamte lebendige Kraft nur in den Molekülen der andern
Hälfte des Gefäßes enthalten ist. Aber es wird auch sehr
unwahrscheinlich sein, daß alle J\'Ioleküle genau die gleiche
lebendige Kraft haben; am wahrscheinlichsten ist es, daß die
Verteilung der lebendigen Kraft unter den Molekülen das be
kannte von Maxwell gefundene Gesetz befolgt.

In der bereits zitierten Abhandlung habe ich ;nun ver..
sucht, ganz allgemein für beliebige Körpersysteme die Wahr
scheinlichkeit ihrer verschiedenen Zustände zu finden und habe
gezeigt, daß, wie es auch zu erwarten steht, jede Zustands
~nderung, durch weJche der Zustand des betreffenden Körpers
(Körpersystems) wahrscheinlicher wird, eine positive Verwand
lung ist, welche also von selbst vor sich gehen kann. Wird
dagegen der Zustand des Körpersystemsunwahrscheinlicher,
so ist die betreffende Verwandlung eine negative. So ist es
z. B. sehr unwahrscheinlich, daß in der Geschwindigkeitsrichtung
aller materiellen Punkte des Körpers eine bestimmte Richtung
vorherrschend ist oder daß gar diese materiellen Punkte sich
alle nach derselben Richtung bewegen (d. h. daß der Körper
eine sichtbare fortschreitende Bewegung nach jener Richtung
hat). Ebenso ist es unwahrscheinlich, daß in der einen Hälfte
eines Körpers eine größere, in der andern eine kleinere mittlere
lebendige Kraft der Molekularbewegung herrscht (d. h. daß
beide Hälften verschieden warm sind). Der Übergang von
sichtbarer in unsichtbare oder Wärmebewegung bei deren' Ver
nichtung durch Reibung usw., sowie der Wärmeausgleich sind
also Übergänge von einem unwahrscheinlicheren zu einem
wahrscheinlicheren Zustande, also positive Verwandlungen,
welche von selbst eintreten. Ebenso ist es, wenn zwei ver
schiedene Gase in einem R,aume vorhanden sind, sehr un'\vahr
scheinlich, daß in einem· Teile des Raumes sich nur Moleküle
der einen, im andern nur Moleküle der anderen Gasart be~

finelen. Die Mischung der beiden Gase stellt daher ebenfalls
einen Übergang von einem unwahrscheinlichen zu einem wah.r
scheinlicheren Zustande dar. Sie muß daher eine positive
Verwandlung darstellen, welche nicht nur von selbst geschieht,
sondern auch daE gleichzeitige Eintreten einer negativen vT er
wandlung, z. B. einer Verwandlung von Wärme in Arbeit,
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oder von Wärme niedriger in solche von höherer Temp,eratur
ermöglicht. Man sieht hieraus, daß nach ~en Gesichtspunkten
meiner Abhandlung wirklich alle positiven V8r\vandlungen in
eine eigene Gattung zusammengefaßt erscheinen, und auch mit
Leichtigkeit vorauszusehen war, daß 'auch die Mischung zweier
Gase eine positive Verwandlung sein muß. Allein ich bin in
jener Abhandlung noch weiter gegangen. Ich habe auch eine
Formel für das Maß aufgestellt, um wie viel der Zustand eines
Körpersystems wahrscheinlicher als ein anderer ist, und habe
gezeigt, ,vie sich die von Clausius als Verwandlungswert be
zeichnete Größe berechnen läßt, welche dann das l\'1aximum
der Arbeit bestimmt, die gelegentlich irgend einer positiven
Verwandlung als Wärme gewonnen werden kann. Da dieser
Verwandlungswert für die Diffusion zweier Gase ineinander
noch nicht berechnet worden ist, so will ich denselben aus
den Forlneln jener Abhandlung berechnen. Er läßt sich
übrigens ohne Schwierigkeit auch finden, indem man von ganz
anderen rein empirischen Daten ausgeht, und da sich nach
jener anderen Methode genau dieselbe Formel ergibt, so ist
darin eine Bestätigung. jener Anschauungsweise zu erblicken,
welche ich meiner A.bhandlung "Über die Beziehung des zweiten
Hauptsatzes zur W ahrscheinlichkeitsrech~ung'( zugrunde ge
legt habe.

Für den If'all, daß ein Körper keine andere Zustands
änderung erleidet als eine Wärmezufuhr und Arbeitsleistung,
also ·keine Mischung oder chemische Verbindung mit anderen
Körpern, und daß er im Anfange und am Ende dieser Zu..
standsänderung sich im Wärmegleichgewichte befindet, hat
bereits Clausius eine Funktion aufgestellt, deren Zuwachs
bei irgend einer Zustandsänderung jedesmal den Verwandlungs
wert dieser Zustandsänderung angibt. Er hat dieser Funktion
den Namen Entropie gegeben. In der Abhandlung "Über die
Beziehung zwischen dem zweiten Hauptsatze der mechanischen
Wärmetheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung respektive
den Sätzen über das Wärmegleichgewicht", .habe ich auf einem
ganz anderen Wege ebenfalls eine Größe von dieser Eigen
schaft aufgestellt, welche aber ganz allgemein anwendbar ist
und habe auch nachgewiesen, daß sie in allen jenen Fällen,
in denen dieOlausiussche Entropie zur Anwendung kommen
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kann, mit derselben übereinstimmt. Es ist dies die Größe,
"reIche man erhält, wenn man den durch die Gleichung (51)
jener Abhandlung definierten Ausdruck Q mit 2/3multipliziert
und ,velche wir, um nicht neue Benennungen einführen zu
müssen, ebenfalls mit dem Worte Entropie bezeichnen wollen.

Wollen wir nun aus jener Gleichung (51) den Verwand
lungswert der Diffusion zweier Gase berechnen, so brauchen
wir bloß den Zuwachs zu berechnen, welchen die Entropie,
deren Wert wir mit dem Buchstaben 13 bezeichnen ,vollen,
durch die Diffusion erfährt. Um den Verwandlungswert zu
finden, welcher dem Diffusionsvorgange für sich mit Ausschluß
jedes andern Vorganges zukommt, muß dabei jede Temperatur
veränderung und Druckveränderung ausgeschlossen werden.
Wir nehmen also an, wir hätten ursprünglich zwei Gase, die
Gewichtsmenge des ersten sei 91' dessen Volumen Tl1 , die
entsprechenden Größen für das zweite Gas sollen mit g2 und
Jl2 bezeichnet werden. . Der Druck p auf die Flächeneinbeit
und die absolute Temperatur T sollen für beide Gase denselben
Wert haben.

Wir denken uns beide Gase zu Anfang durch eine Scheide
wand voneinander getrennt, plötzlich wird die Scheidewand
hinweggezogen und so die Diffusion eingeleitet. Die Diffusion
soll so langsam vor sich gehen, daß dabei weder Temperatur
noch Druckschwankungen eintreten. Nach geschehener Diffusion
haben wir ein Gasgemisch, welches das Volumen ~+~ ein
nimmt, wieder die absolute Temperatur T hat und den Druck p
auf, die Flächeneinheit ausübt. Die Entropie E eines einfachen
Gases ist bekannt. Der Wert derselben ist, wenn man die
additive Konstante so bestimmt, daß er sich ver-n-facht, wenn
bei sonst gleichbleibenden Umständen die Menge des Gases
sich ver-n-facht,

gelT + gARl J7 - gAßlg.

Dabei bezeichnen .q, JT, T, p, e Gewicht, wirkliches Volumen,
absolute 'remperatur, Druck auf die Jflächeneinheit, spezifische
Wärme der Gewichtseinheit bei konstantem Volum für unser
Gas. A ist der reziproke Wert des mechanischen Wärme...
äquivalentes, 1bedeutet den natürlichen Logarithmus,R ist eine
bekannte Konstan~e des Gases, welche den Wert p V/ g T besitzt.
(Vgl. Clausius' gesammelte Abhandlungen, 1.. Aufl., II. Abt.,
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s. 37.) Wäre die spezifische Wärme c nicht konstant, sondern
eine Funktion der Temperatur T, so hätte statt cl'11 zu stehen:
JcdT/T, was 'die folgenden Rechnungen durchaus nicht alte
rieren ,vürde. Von anderen Variablen als T kann aber die
spezifische Wärme nicht abhängen, wenn das Gas mit ge
nügender .A.nnäherung den Charakter eines vollkommenen Gases
im Sinne der mechanischen Wärmetheorie haben soll. Es
kann nämlich dann höchstens die auf innere Bewegung der
Moleküle verwendete Arbeit Funktion der Temperatur sein.
Das Produkt AR ist bekanntlich gleich der Differenz der
beiden spezifischen Wärmen des Gases bei konstantem Drucke
und bei konstantem Volumen. Führen wir für R seinen oben
angegebenen Wert ein, so erhalten wir für die Entropie eines
einfachen Gases den Wert

7 A]J V
(1) E = gell + -1:--(l r- 19).

Bezeichnen wir die Entropien unserer heiden Gase mit ß 1
und E

2
, und" ebenso alle auf diese beiden Gase bezüglichen

Größen mit entsprechenden Indizes, so können wir also
schreiben:

BI = gl eJlT + .t1~Vl (l]Tl - 191) ,

7{. l1 1 AP v~ (l 17 l)
.L:J2 = 92 c2 + -T- !' 2 - 92 ·

Die Entropie des aus beiden Gasen entstandenen Ge
misches ist nach Formel (51) meiner bereits zitierten Abhand
lung zu berechnen. parin bezeichnet f die Funktion, welche
die Verteilung des einen, l" die Funktion, welche "die Verteilung
des andern Gases in dem Raume. J1i + r; bestimmt.

Bekanntlich verteilt sich jedes Gas in diesem Raume nach
denselben Gesetzen, als ob es allein daseIhst vorhanden wär€:'.
Es sind also die verschiedenen Summanden der Formel (51)
vollkommen voneinander unabhängig und die Gesamtentropie
eines Gemisches mehrerer Gase ist gleich der. Sumnle der
Entropien, welche jedem einzelnen Gase zukäme, wenn das
selbe allein, bei· ungeändertem Partialdrucke in demselben vor
handen wäre. Unser erstes Gas aber würde, wenn es allein
in dem Raume J1i + r; vorhanden \väre, den Druck p ~/(~+ J!;)
auf· die Flächeneinheit ausüben. Die Entropie, welche ihm
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dann zukäme, findet man also, indem man in der Formel (1)
11;. + J7; statt V und p l\ I(~ + J7;) statt p schreibt, die Größen g
und c aber einfach mit dem Index 1 versieht, wodurch sich
ergibt:

.gI cllT + .APTV1 [l(PI + ~) - 19I] ,

Der analoge Wert für das zweite der beiden Gase ist

g2c2lT + .AP;;.• [l(r;. + ~) - Ig2]'

Die Summe dieser beiden Werte liefert uns die EJ;ltropie des
Gasgemisches. Bezeichnen wir dieselbe mit E12 ,so ist also

Ap ("V;. + ~) TT T7
E12=glcIlT+U2C21T+ T .1(1'1+1'2)·

Den Verwandlungswert des Vorganges der Diffusion beider
Gase finden wir also, indem wir von der Entropie des Ge
misches die Summe der Entropien beider Gase vor der Diffusion
subtrahieren, wodurch wir erhalten:

Ap
(2) W=1312 -EI -132 = T [(771 + J72)l(~ + 772)- ~ 1~ - JT2 lV2 ]·

Wir wissen ferner, daß, wenn die Arbeit .L in die Wärme Q
von der absoluten Temperatur T verwandelt wird, der Ver
wandlungswert dieses Vorganges

Q AL
1V=T=T

1st, woraus folgt
L= WT .

.A

Das Maximum einer Arbeitsleistung, welche~ bei Gelegen
heit irgend einer positiven Verwandlung möglich ist, wird also
gefunden, indem man deren Verwandlungswert mit T multi
pliziert und durch LL dividiert. Für die Diffusion der beiden
Gase hat also gemäß der F"ormel (2) dieses Maximum, wenn
es bei der konstanten Temperatur T gewonnen wird, den Wert:

(3) M ~ p [( r;. + ]72) 1(r;. +V2) - ~ 1r;- J7; 1 J7;] ·
Da der ganze Diffusionsvorgang sich bei konstanter Tem

peratur abspielt (oder wenigstens abspielen kann), da ferner
Molekularkräfte· dabei keine Rolle spielen, so bietet er uns ein
gutes Beispiel .eines 'Vorganges, welcher bei verschiedenen
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Temperaturen, aber unter sonst ganz gleichbleibenden Verhält.
nissen vor sich gehen kann. Wenn ganz dieselben Gasmoleküle
in ganz denselben Gefäßen, aber bei verschiedenen Tempera
turen diffundieren, so ist in der rechten Seite der Gl~ichung (3)
nur p variabel, und zwar ist es der absoluten Temperatur
proportional; es liefert uns also die Gleichung (3) eine neue
Bestätigung des Clausiusschen Satzes, daß die Arbeit M,
welche die Wärme bei verschiedenen Temperaturen im Maximo
leisten kann, der absoluten Temperatur proportional ist.

Die .Arbeit M kann selbstverständlich nicht gewonnen
werden, wenn man die Gase direkt ineinander diffundieren
läßt, so wenig als ·man Arbeit gewinnen kann, wenn man einen
heißeren und einen kälteren Körper direkt miteinander in
Berührung bringt, so daß sich ihre Temperaturdifferenz un..
mittelbar ausgleicht. Es handelt sich also jetzt darum, welche
Vorrichtung man anbringen muß, um den Diffusionsvorgang
zur Leistung der vollen Arbeit M auszunützen.

Auch das von Preston ersonnene Verfahren der Diffusion
durch eine poröse Scheidewand ist nur geeign~t, einen Teil,
nicht aber die ganze Arbeit M zu ge\vinnen, da es, so' viel mir
wenigstens scheint, nicht in umkehrbarer Weise ausgeführt
werden kann. Dagegen liefert der Vorgang· der chemischen Ver.
bindung unter partieller -Dissoziation ein Mittel der Überführung
des einen Gases in das andere, 'welches allen Anforderungen
entspricht.

Am einfachsten gestaltet sich die Rechnung, wenn man
die Absorption von Wasserdampf durch hygroskopische Körper,
z. B. Salzlösungen zur Überführung benutzt, weil man da die
Temperatur vollkommen konstant erhalten kann. Freilich kann
man da nicht, wie es meine bisherigen Iformeln voraussetzen,
'von einem Anfangszustande ausgehen, in ·welchem beide Gase
vollkommen voneinander. getrennt sind, sondern es muß vor:aus
gesetzt werden, daß schon zu Anfang der Zeit die Gase teil
weise gemischt sind, während sie zum Schlusse vollständig
gemischt sind. .

Nach den aufgestellten allgemeinen Formeln ist es jedoch
sehr leicht, auch den Ver\vandlungswert dieses allgemeinen
Falles zu finden. Sei im ersten Gefäße vom Volumen .r;. zu
~~nfang. ein reines Gas, und zwar von der· Gewichtsmenge 91
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und dem Drucke p; im zweiten Gefäße vom Volumen 17'; da
gegen sei zu Anfang eine Gewichtsmenge g2 von derselben
Gasart (wir wollen sie die erste Gasart nennen), welche den
Partialdruck P2 ausüben soll. Außerdem sei zu Anfang im
zweiten Gefäße noch von einer anderen Gasart (der zweiten
Gasart) eine Gewichtsmenge lt mit dem Partialdrucke q. Da
zu Anfang keine Druckdifferenz bestehen darf, so muß

P2 + q = p

sein. Es sollen sich \vieder heide Gasarten vollkommen ver
mischen, so daß zum Schlusse sowohl die Gewichtsmenge gl + g2
der ersten als auch die Ge\vichtsmenge h der zweiten' Gasart
in dem Raume von Volumen 771+ J12 gemischt vorhanden sind.
Es frägt sich· um den Verwandlungswert jener Mischung. Nacll
den früher aufgestellten Formeln ist zu Anfang die Entropie
der Gasmengen gl' 92 und h bzw. gleich

cd1 1T + .1/ r;. (1l7.r - 1gl)' cd2111 + .1;2 17'; (1 r;, - 1g2)'

c2h 1T + ~q r; (1 r;, - 1h) ·

Nach der Diffusion übt die Gasmenge gl + 92 der ersten
Gasart den Partialdruck (p l7.r + P2 lT2 ) I (l7.r + r;,) aus, ihre
Entropie ist also

Cl (gI + g2) l T + ~ (p ~+ P2 17';) · [1( l7.r + 17';) - 1(gI + g2)]'

Die Gasmenge h der zweiten Gasart dagegen übt den
Partialdruck q r;, /(77;. + r;) aus und hat die Entropie

c2 lL 1T + .1~ Vi • [Z (~ + 772) - 1hJ.

Nach den im früheren auseinandergesetzten Sätzen ist also
die .Differenz der Gesamtentropie aller Gase vor und nach
geschehener Diffusion

~P [(77; + P;) 1(77; +r;) - 1; 11;- r; 117';J

- .1:/: [(gI +g2)1(gl + g2) - g~ 19l - g2 1g2J·

Das Maximum der Arbeit also, welche man ohne andere
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Kompensation als die jener J\!lischung bei der Temperatur T
gewinnen kann, ist

INI = P [(PI + V2) Z(Ji; + 77;) - Y;Z PI - V2 Z77;J
(4) -: p~t - g: [(gI + g2)1(gl + 92) - g1 1g1 - g2 1g2]·

Man findet beide Formeln leicht, wenn man bedenkt, daß
Pr;./91 = P2 V2192 ist. Am besten ist es, dabei anfangs die
Werte den Konstanten R für beide Gase in den Formeln. zu
belassen. Würde man den noch allgemeineren Fall behandeln,
daß zu Anfang die erste Gasart im ersten Gefäße den Partial
druck PI' im zweiten den Partialdruck P2' die zweite Gasart
dagegen im ersten Gefäße den Partialdruck Ql' im zweiten
den Partialdruck q2 ausgeübt hätte, so müßte man haben
PI + ql = P2 + q2 und der Verwandlungswert der völligen
Mischung beider Gasarten erhielte den Wert

~ {p [(r;. + 1'2) Z(J!;. + ]72) - Ji; ZF1 - 77; ZF2J
-(PI ~+ P2 Jl2)Z(Pl r;.+P2 J?;)+Pl r;.Z(Pl J71)+P2~ Z(P2 V2)

(5) - (ql ]71 + q2 F2)Z(ql r;. + q2 77;)+ ql F;.Z(q1 F;.l+ q2 -';~Z(q2 V2)l

1
= ~ [p (F1 + V2) Z(VI + V2) - (PI F1 +P2 F2) Z(PI J11 +. P2 fl2)

- (ql 171+ q2 ]72) 1(ql 171+ q2 772) + r;. (Pl lPI + ql Zql)

+ 77;(P2 1p2+q2 Zq2)]·

Sind gl' [/2 wieder die Gewichtsmengen der ersten, und
h1 , h2 die der zweiten Gasart , welcbe zu Anfang in beiden
Gefäßen waren, so ist selbstverständlich

Pi v;. = P2 TT2 und qt VI = q2 ~ •

91 g2 h1 h2

Um zunächst die Richtigkeit der Formel (4) zu prüfen,
nehmen wir an, die bei Entwicklung dieser Formel als die
erste Gasart bezeichnete sei Wasserdampf, die zweite Gasart
dagegen kann eine beliebige, z. B. trockene atmosphärische
Luft sein. P2' sei größer (vielleicht nur unendlich wenig größer)
als der Maximaldruck des Wasserdampfes, welcher sich aus
einer gesättigten Salzläsung, z. B. aus einer gesättigten Chlor
calciumlösung entwickelt, wobei selbstverständlich alles bei
einer und derselben Temperatur (der Temperatur der Umgebung)
zu verstehen ist. Es wird vorausgesetzt, daB alle Vorgänge
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so langsam vorgenommen werden, daß die Gase Zeit haben,
ihre Temperatur fortwährend mit der der Umgebung auszu
gleichen, welche als konstant angenommen wird. Außerdem
wird vorausgesetzt, daß die Drucke p und P2 schon zu Anfang
so klein waren, daß der Druck der ersten Gasart (also des
Wasserdampfes) nie größer als der des gesättigten Wasser.
dampfes wird, weil sonst eine Störung einträte. Wirwenden
hier die Gleichungen auf den Wasserdampf an, welche streng
nur für ideale Gase gelten.

Es ist dies insofern erlaubt, daß ja auch ein ideales Gas
denkbar 'wäre, welches sich- irgend einem Salze gegenüber so
verhielte wie der Wasserdampf dem Chlorcalcium gegenüber;
übrigens dürften bei den geringen Drucken, welche wir hier
voraussetzen können, die Abweichungen ·des Wasserdampfes
vom Gay Lussac-Mariotteschen Gesetze nicht allzugroß sein.
Um den Wasserdampf und die atmosphärische Luft zu mischen,
bedienen wir uns folgender Vorrichtung:

Wir denken uns ein sehr kleines Stück Chlorcalcium in
einem sehr großen Raume, der im übrigen bloß Wasserdampf
enthält und 'Nelchen wir das dritte Gefäß nennen wollen. Wir
haben nun folgende Operationen auszuführen: Zuerst ver
größern wir das Volumen des ersten Gefäßes, bis der Druck
des darin enthaltenen Wasserdampfes nur mehr um eine sehr
kleine Größe den Partialdruck des Wasserdampfes im zweiten
Gefäße übertrifft. Diese Volumvergrößerung des ersten Ge
fäßes wollen wir als den ersten Prozeß bezeichnen. Hierauf
beginnt der zweite Prozeß. Das Volumen des dritten Gefäßes
,vird so lange verkleinert, bis sich etwas Wasser niedergeschlagen
und eine Chlorcalciumlösung gebildet hat und zwar soll die
entstandene ChlorcalciumlÖsung so nahe der Sättigung sein,
daß der Druck des darüberstehenden \Vasserdampfes (vielleicht
genau) in der Mitte liegt zwischen dem Partialdrucke des
Wasserdampfes im zweiten Gefäße und dem Drucke im ersten
Gefäße. Nun bringen wir die entstandene Chlorcalciumlösung
in das erste Gefäß und lassen von ihr eine verschwindende
Wassermenge aufnehmen. Nachdem dies geschehen, bringen
wir die .etwas verdünntere Lösung in das zweite GefäB,wo
der Partialdruck des Wasserdampfes ein wenig kleiner ist und
lassen sie daselbst wieder genau dieselbe Wassermenge, die
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sie früher aufgenommen hatte, wieder abgeben; nun wird die
Ohlorcalciumlösung wieder in das dritte Gefäß gebracht, wo
sie also genau in demselben Zustande anlangt, in welchem
sie das dritte Gefäß verließ. Nun beginnt genau dieselbe Reihe
an Operationen wieder von vorne. Der Raum des ersten Ge
fäßes wird wieder verkleinert, bis der Druck des daselbst ent
haltenen Wasserdampfes vielleicht genau um ebensoviel größer
ist als der jetzige Partialdruck des Wasserdampfes im zweiten
Gefäße, wie unmittelbar vor Einführung der Chlorcalciumlösung
in das erste Gefäß. Dann wird im dritten Gefäße wieder etwas
Wasser kondensiert, vielleicht wieder bis der Druck des über
der Chlorcalciumlösung stehenden Wasserdampfes genau die
Mitte hält zwischen dem gegenwärtigen Partialdrucke des
Wasserdampfes im zweiten Gefäße und dem Drucke im ersten
Gefäße. Durch Einführung der so entstandenen wieder etwas
verdünnteren Chlorcalciumlösung zuerst in das erste, dann in
das zweite Gefäß wird wieder eine sehr kleine Menge Wasser
dampf von dem ersten in das zweite Gefäß geschafft und die
Chlorcalciumlösung, nachdem sie im zweiten Gefäße genau so
viel Wasser abgegeben als im ersten aufgenommen hat, wieder
in das dritte Gefäß· gebracht; man sieht leicht, daß man diese
Reihe von Operationen so lange fortsetzen kann, bis aller
Wasserdampf in das dritte Gefäß geschafft ist. Dabei muß
das 1-7olumen des ersten Gefäßes immer mehr verkleinert," also
der Wasserdampf daselbst immer mehr komprimiert werden,
und zwar so, daß sein Druck bis auf Verschwindendes immer
gleich ist dem Partialdrucke des Wasserdampfes im zweiten
Gefäße. Es ist klar, daß man so allen Wasserdampf in das
zweite Gefäß schaffen kann. Aber bis auf eine unmerkliche
l\:Iodifikation (daß nämlich dann der Partialdruck des Was~er

dampfes im zweiten Gefäße um unmerkliches größer sein muß
als der Druck im ersten Gefäße) kann man denselben Vorgang
auch wieder in umgekehrter Weise ausführen und den Wasser...
dampf von der atmosphärischen Luft auch wieder trennen,
und diesem Umstande ist es zu danken, daß man nach dieser
Methode wirklich das Maximum von Arbeitsleistung gewinnt.
J!ie Arbeit, welche man umgekehrt brauchen würde, um die
gemischten Gase ·wieder zu trennen, könnte zwar nicht voll
ständig .aber. mit beliebiger Annäherung gleich der Arbeit

Boltzmann, Gesammeltewissenseh. Abhandl. II. 20
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gemacht ,verden, w~lche man bei ihrer Vereinigung gewann.
Man kann sich auch noch anders ausdrücken, man kann nämlich
sagen: es sind in jedem Augenblicke die .Abloeichungen vom Tf/ärme
gleichgeu~ichte im Systen?e n71runendlich lilein. Wir \vollen den nun
geschilderten Vorgang als den zweiten Prozeß bezeichnen. A.m
Ende desselben sind beide Gase im zweiten Gefäße vermischt.
Der Partialdruck des Wasserdampfes daselbst ist P2 +(p r; /~);
damit derselbe niemals den Druck des .gesättigten Wasser
dampfes übertreffe, genügt es, daß dieser Ausdruck und die
Größe p kleiner sei als der Druck des gesättigten Wasser
dampfes bei der Temperatur der Umgebung. Es beginnt nun
der dritte Prozeß, 'welcher darin besteht, daß man die ge
mischten Gase so lange si~h ausdehnen läßt, bis ihr Volumen
wieder den Wert ~ + J12 hat· und der vierte Prozeß, worunter
ich die. Ausdehnung des dritten Gefäßes auf sein ursprüngliches
Volumen verstehe, wobei natürlich darin wieder alles Wasser
verdampft und das Chlorcalcium wieder fest wird.

Es sind jetzt alle Zustandsverändernngen wieder rück~

gängig gemacht worden bis auf die eine, daß die Gase, "reIche
früher teilweise getrennt waren, jetzt vollkommen vermischt
sind4 Wir werden sogleich sehen, daß in der rrat Wärme der
Umgebung entnommen und in Arbeit verwandelt worden ist,
uncl es handelt sich jetzt darum, ob die Menge der gewonnenen
Arbeit mit dem ~usdrucke (4) übereinstimmt.

Da will ich zuerst bemerken, daß der Wasserdampf im
dritten. Gefäße durchaus keine Arbeit geleistet hat, denn er
hat während des vierten Prozesses dieselben Zustände aber in
umgekehrter Reihenfolge als während des z\veiten Prozesses
durchlaufen, da ja \vährend des zweiten Prozesses die Oh10r
calciumlösung immer in demselben Zustande wieder in das
Gefäß zurückgebracht wurde, in welchem sie dasselbe vorher
verlassen ha~te, was denselben Effekt gibt, als ob die Ohlor
calciumläsung das dritte Gefäß gar nie verlassen hätte. Es
kommt also nur auf die Arbeitsleistung der im ersten und
zweiten Gefäße befindlichen Gase an. Der erste Prozeß,
welchen ",..ir vorgenommen haben, bestand darin, daß wir das
erste Gefäß vom Volumen. J11 bis auf ein größeres ausdehnte:q,
welches wir etwa mit Q bezeichnen wollen. Der Druck des
Wasserdampfes daselbst hatte zu Anfang also beim Volumen 771
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den Wert p. Bezeichnen wir den Druck zu irgend einer Zeit
mit P, das Volumen zur selben Zeit mit u, so ist also

p:P= u:"fl •

Q

Die vom Gase geleistete Arbeit LI ist f Pdu, also wenn
V1

man für P seinen Wert aus obiger Proportion einführt

p ~ (l Q - 1771) •

Nun gehört aber zum Volumen Q der Druck P2 (wie wir mit
Vernachlässigung -des sehr. kleinen Unterschiedes annehmen
können). Es ist also

Q -p~..,- ,
P2

daher
h 1 = P PI (lp J1i - lP2 PI)'

Nun gehen \vir zur Betrachtung des zweiten Prozesses'
über. Während desselben wird der Wasserdampf im ersten
Gefäße fort\vährend zusammengepreßt und mittels der Chlor..
calciumlösung allmählich in das zweite Gefäß übergeführt, bis
er sich schließlich ganz .im zweiten Gefäße befindet und das
Volumen des ersten Gefäßes auf Null zusammengeschrumpft
ist. Sei zu irgend einer Zeit G] die Gewichtsmenge Wasser·
dampfes, die sich noch im ersten Gefäße befindet, Gz dieje'nige,
die sich im ganzen im zweiten Gefäße befindet, so ist offenbar
zunächst:

GI + G2 = gl + .92 ·
Sei ferner zur selben Zeit PI der Druck, welcher im

ersten Gefäße herrscht, und u dessen Volumen, so ist klar,
daß der Druck im direkten Verhältnisse der Gewichtsmengen;
aber im verkehrten der Volumina des Gases steht (solange
wir nämlich das Mariotte sehe Gesetz als zulässig annehmen).
Es ist also .

PI :P = Gl·~ : gl u.
Dieselbe Proportion gilt auch für das zweite Gefäß, fÜr

welches P2 den Partialdruck des Wasserdampfes zur selben
Zeit bezeichnen soll, während das Volumen des zweiten Ge
fäßes bei diesem Prozesse noch konstant gleich r; bleipt..,
Man hat also noch die Proportion

P2 :P = G2 J1i :91 P; ·
20*
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Bedingung ist nun, daß der Partialdruck des Wasser
dampfes bis auf eine verschwindende Größe in beiden Gefäßen
immer derselbe, daß· also PI = P2 ist, welche Gleichung mit
Be~ücksichtigung der obigen Proportionen so geschrieben
werden kann:

und da außerdem

ist, so folgt
G = (gt + ~u,

1 ?.fJ + V2

und dabeI' aus der für PI gefundenen Proportion

p _P (g1+ g2) 17;. •
1 - 91 (u + V2)

Die während des zweiten Prozesses geleistete Arbeit ist
also

oh2 = JP1 du = p 17;. ~1 + g2) • [lP2lT2 - l(P2 772 +P r;)J.
Q

Dieselbe ist natürlich negativ, weil ja während dieses
Prozesses das Gas zusammengedrückt wurde. Im Momente
des Endes des zweiten Prozesses ist u = 0, daher

p _ P (91 +92) v;. .
1 - 91 V2

Ebenso groß ist auch der Partialdruck· des Wasserdampfes
im zweiten Gefäße, was übrigens. auch daraus hervorgeht, daß
jetzt daselbst die Gewichtsmenge gl + 92 auf das Volumen "!Tz
zusammengedrängt ist, während früher die Gewichtsmenge gl
im Volumen ~ den Druck 'p ausübte. Im zweiten Gefäße ist
außerdem die atmosphärische Luft, welche den Partialdruck
q = P -P2 ausübt. Der gesamte Druck, welcher im zweiten
Gefäße im Momente des Endes des zweiten, also auch des
,Anfangs des dritten Prozesses herrscht, ist also

P (Ut + g2) ~ + p _ P
91 V

2
· 2 ,

oder da die Drucke p und pz sich wieder direkt wie die zu
gehörigen Gewichtsmengen Wasserdampfes gl und g2' aber
verkehrt wie die zugehörigen Vqlumina Ji; und 772 verhalten,
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p(~ + ~)

V2

welche Formel übrigens selbstverständlich ist, da die Gasmasse,
welche früher im Volumen r; + P'2' gleichmäßig den Druck p
ausübte, jetzt in den Raum J12- zusammengedrängt ist. Nun
beginnt der dritte Prozeß. Die gesamte Gasmasse dehnt sich
dabei vom Volumen 172 auf das Volumen ~ + 172 wieder aus.
Sei dabei P und u Druck und Volumen zu irgend einer Zeit,
so ist

P Vi + V2 J7.:p V
2

= 2: u

und daher ist die während des dritten Prozesses geleistete
Arbeit

V1 +'V2

La = f Pdu = p(T';. + f';)[l(~ + f';) -Zf;].
V2

Die gesamte geleistete Arbeit ist daher

.LI + L2 + Lg = p [( Jl1 + V2 ) 1(~+ J72 ) - ~.l J;. - 172 l P;]

- P/: (gl + g2) l(p ~ + P2 712)+ P f; Z(p~) + p::g2 l(P2 f;),

was mit Rücksicht auf die Beziehung

P VI P2 V2--=--'
91 92

vollkommen mit dem Ausdrucke (4) übereinstimmt. Natürlich
könnte man. auch·· bei diesen Betrachtungen anfangs mit der
Konstanten R rechnen.

Es bestätigt sich also, daß wir in der Tat, wenn die Über...
führung des einen Gases in das andere in umkehrbarer Weise
bewerkstelligt wird die gesamte durch Formel (4) gegebene
.Arbeit gewinnen können.

Da der gesamte Wärmeinhalt beider Gase nach geschehener
Mischung genau derselbe ist als vor derselben, so kann diese
Arbeit nur durch Wärme geleistet worden sein, welche der
Umgebung entnommen worden ist; gelegentlich der Mischung
zweier Gase kann also in der "Tat Wärme der Umgebung in
Arbeit verwandelt werden, geradeso wie gelegentlich des Wärme
ausgleiches zwischen zwei ungleich warmen Körpern. Da in dem
von uns betrachteten Falle die Umgebung immer die konstante
Temperatur T hat, so ist die Formel (4) ohne weiteres anwendbar.
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Die eben auseinandergesetzte Überführungsmethode eines
Gases in ein anderes hat außer den schon erwähnten Übel
ständen noch den, 'daß die Lösung niemals gegen das andere
Gas (also in unserem Falle gegen die atmosphärische Luft)
vollkommen neutral ist, sondern daß sie davon etwas ab
sorbiert. Wenn nun auch die durch diese absorbierte Luftmenge
hervorgerufene Störung in erster Annäherung vernachlässigt
werden kann, so ist sie doch vorhanden. Will man also wirk
lich die ganze berechnete Arbeit nach dieser JYlethode ge
winnen, so müßte man sich idealer Körper bedienen, welche
gewisse Eigenschaften der Naturkörper in höherem Maße an
sich haben, z. B. eine Lösung, welche ein Gas gar nicht ab
sorbiert, wogegen die daraus sich entwickelnden Dämpfe genau
,dem Gay-Lussac-Mariotteschen Gesetze gehorchen. Ich
bemerke hier noch, daß die Überführung ·des einen Gases in
das andere sehr einfach würde, wenn man· einen Körper
fingieren würde, welcher nur eines der beidenGase absorbiert
oder auch einen kleinen Raum~ welcher mit einer Membran
verschlossen ist, die für eines der beiden Gase .durchlässig ist,
für das andere nicht. Dieser Körper könnte dem Gase, welches
er absorbiert, gegenüber genau so angewendet werden, wie
im früheren die Chlorca~ciumlösung, nur daß dann zu Anfang
auch beide Gase vollständig getrennt sein könnten; man könnte
also die vorhergehenden Forlneln anwenden, in denen aber

P2 = 92 = 0, q = p , '91 = 9 , Q= 00

zu setzen wäre.

Es gelang mir bisher nicht, eine Methode zu finden, nach
welcher man bei konstanter Temperatur, ohne Anwendung
solcher idealer Körper jene Arbeit wirklich vollständig ge
winnen könnte. Wir müssen uns daher jetzt auf Prozesse
einlassen, bei denen die Temperatur sich verändert. Es wird
dadurch die Rechnung zwar etwas komplizierter, indem jetzt
nicht die gesamte Arbeit summiert werden darf, sondern jedes
Arbeitsdifferential durch die Temperatur dividiert werden muß.,
bei welcher es geleistet wird; dagegen kann jetzt wirklich das

. Maximum von Arbeitsleistung erzielt werden, ohne daß man
den Körpern irgendwie andere Eigenschaften beizulegen braucht,
als welche sie wirklich besitzen. Daß das Mariotte-Gay-
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Lussacsche Gesetz als strenge gültig vorausgesetzt werden
muß, kann natürlich nicht vermieden werden, weil ja unsere
ganze Rechnung auf der Annahme idealer Gase beruht.

~lir nehmen wieder zwei Gefäße, welche anfangs die
"\rolumina 111 und ]72 haben. Im ersten sei anfangs Kohlen
säure vom Drucke p und der absoluten Temperatur T, die
Gewichtsmenge derselben sei g. Im zweiten Gefäße sei anfangs
ein anderes G.as, z. B. Stickstoff, und· zwar heiße die Gewichts
menge desselben h, Druck und abso~ute Temperatur seien ·die
selben wie bei der. Kohlensäure. Der erste Prozeß, welchen
wir vornehmen, besteht wieder darin, daß wir die Kohlensäure
bei der konstanten absoluten Temperatur T sich auf ein sehr
großes Volumen !l ausdehnen lassen. Gehäre hierbei zu'
irgend einem Volumen u· der Druck P, so ist P = P JT1 lu
und der Verwandlungswert dieser Verwandlung ist

Q

W1 = ~ jPdu = J1p
T

Vt (I Q - I ~).
P1

Nun beginnt der zweite Prozeß. Wir erwärmen beide Gase
bei konstantem Volumen so lange, bis sie eine Temperatur
haben, bei welcher die Dissoziationsspannung des kohlensauren
Kalkes zwischen Null und derjenigen Spannung liegt, welche
die Kohlensäure im Gefäße vom Volumen Q bei derselben Tem
peratur hat. Am besten ist es, \venn die Erwärmung so lange
fortgesetzt wird, bis die Dissoziationsspannung genau in der
lVfitte zwischen diesen beiden Grenzen liegt. Jetzt nimmt man
ein unendlich kleines Stück Ätzkalks, ,velches anfangs etwa
ebenfalls die Temperatur T gehabt haben mag und erwärmt
es bis zur selben Temperatur, bis zu welcher wir die heiden
.Gase erwärmt haberl. Dieses Stückchen Ätzkalk führen wir
jetzt in die Kohlensäure ein, woe.s etwas Kohlensäure auf
nimn1t und dann in den Stickstoff, wo es die aufgenommene
Kohlensäure wieder abgibt. Darauf komprimieren wir die im
ersten Gefäße befindliche Kohlensäure, erwärmen wieder die
beiden Gase und das Stttckchen Ätzkalk ein wenig und führen
es dann wieder zuerst in das erste, dann in das zweite Gefäß
ein. Diesen Vorgang setzen wir so lange fort, bis das Volumen
des ersten Gefäßes auf Null zusammengeschrumpft ist und alle
Kohlensäure in das zweite Gefäßübergeführt und mit dem
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Stickstoff vermischt ist. Das Volumen des ersten Gefäßes und
die Temperatur beider Gase ist dabei in jedem Augenblicke
so zu bestimmen, daß ,der Partialdruck der Kohlensäure im
zweiten Gefäße nur unendlich wenig kleiner ist als der Druck
im ersten Gefäße und daß die Dissoziationsspannung des kohlen
sauren Kalkes immer noch in der Mitte zwischen jenen heiden
unendlich nahen Größen liegt. Wenn alle Kohlensäure in das
zweite Gefäß übergefübrt 'ist, so ist der zweite Prozeß zu Ende.
Zu irgend einer Zeit soll während desselben 1J1 die absolute
Temperatur, u das Volumen des ersten Gefäßes, GI und PI
Gewichtsmenge und Partialdruck der Kohlensäure im ersten
Gefaße, P2 und G2 dieselben Größen für das zweite Getäß

".. sein. Dann ist
GI + 02 = ,q,

ferner nach dem Gay-Lussac-Mariotteschen Gesetz

P1 U _ R T' P2 T~_ - R T' P vi = R T ·
Gi - , G

2
- '.g .,

da wir immer mit unendlicher Annäherung P2 = PI setzen
können, so folgt

G P1 u T G P1 ~ T
1 =p V

1
T' 9 , 2 = P 17;, T' 9 ,

was, in die obige Gleichung substituiert, liefert

p ~ T'
P1 = T (u + V2) •

Der Verwandlungswert des zweiten Prozesses ist daher
o

W; = Li f Pt;,u = .A~Vt [1"2 - I(Q + J72)]·
fJ

Am Schlusse des zweiten Prozesses ist die gesamte Kohlen-
säure und der gesamte' Stickstoff in dem zweiten Gefäße mit
einander vermengt; die Temperatur ist uns unbekannt.

Nun: beginnt der dritte Prozeß.Wir kühlen das Gemenge
bei konstantem Volumen bis zur absoluten Temperatur Tab,
in welchem Momente dann dem Stjckstoffe wieder der Partial...
druck p, die Kohlensäure aber den 'Partialdruckp 771 / J72 ausübt
Der gesamte Druck des Gasgemisches ist, also p (~ + 172) / J72 ;

hiera.uf lassen wir das Gasgemenge bei konstanter Temperatur
vom VolumenV2 bis auf das Volumen VI + r; sich ausdehnen;
die hierbei geleistete Arbeit hat den Wert .
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La =p(~ + P2)[l(V1 + 172) -l ~J,

deren Verwandlungswert JI'3 also

Ws = .A/ (77; + ~) [Z(17;. + ~) - Z~J .
Zum Schlusse kann auch noch das Stückehen Ätzkalk zu

seiner alten Temperatur abgekühlt werden, obwohl die ihm zu
geführte Wärmemenge ohnedies verschwindend klein ist, da das
Stückchen Ätzkalk selbst verschwindend klein ist. Da die den
Gasen zugeführte Wärmemenge keine innere Arbeit zu leisten
hat, so ist der Verwandlungswert des Inbegriffes aller drei
Prozesse einfach gleich -w;. + W2 + Ws' also gleich .

.4/ [17;.Z,9 - Y1Z 17;. - ~ I~ - 1';.Z(Q + ~) +(~+ ]72)Z(17;. + Y2)]. •

Da Q eine unendliche Größe ist, so liefern die heiden Glieder

- 17;. I (Q + Y2 ) + ~ iSt = - f; I (1 + ~)

zusammen verschwindendes. Es stimmt als der zuletzt gefun
dene Ausdruck vollkommen mit dem Ausdrucke (2). Es scheint
mir hiermit genügend bewiesen zu sein, daß die aus meiner in
der A.bhandlung "Über die Beziehung des zweiten Hauptsatzes
der mechanischen Wärmetheorie zur Wahrscheinlichkeitsrech
nung" entwickelten Theorie abgeleiteten Ausdrücke für den Ver
wandlungswert der Vermischung zweier Gase in der Tat der
Wirklichkeit entsprechen. Nach eine andere Gattung von Pro
zessen kann zur Bestätigung derselben dienen. Denken wir uns
ein Gasgemisch , .welches irgend einer äußeren Kraft unter
worfen ist, wie z. B. die Erdatmosphäre der Schwerkraft, so ist
bekanntlich die Zusammensetzung des Gemisches nicht an allen
Stellen dieselbe. Um sogleich einel;;l ganz bestimmten Fall vor
uns zu· haben, betrachten wir die Erdatmosphäre und vernach
lässigen die Abnahme der Schwere mit wachsender Höhe. Die
Temperatur soll, wie es dem Falle des W~rmegleichgewichtes

entspricht, überall dieselbe .sein. Wir schließen ein. gewisses
Luftquantum an der Erdoberfläche vom Volumen V in ein
Gefäß mit festen Wänden ein, ohne aber dessen Dichte und
Zusammensetzung irgendwie zu verändern. Dieses Luftquantum
bringen wir bei konstantem Volumen in irgend eine Höhe h
über der Erdoberfläche und lassen es jetzt so lange bei kon
stanterTemperatur sich ausdehnen, bis es di~ Dichte hat,
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\velche der Luft in der Höhe h zukommt. Die .A.rbeit L2,

\velchees bei dieser Ausdehnung leistet, ist nicht so groß als
die Arbeit LI' welche zur Hebung des Luftquantums not..
\vendig war (das Gefäß kann als schwerlos betrachtet werden).
Dafür hat aber jenes Luftquantum zwar gleichen Druck, aper
eine etwas andere Zusammensetzung als die übrige Luft, welche
sich in der Höhe h befindet, und durch Mischung eines 'Luft
quantumsmit der Luft der Umgebung kann noch vleitere
Arbeit La gewonnen werden. Nehmen wir an, es gebe ein
JYlittel, um jene Mischung in umkehrbarer Weise zu bewerk
stelligen (wie wir Stickstoff und Kohlensäure mittels Ätzkalk
mischten), so sieht man aus dem Umstande, daß auch die
Hebung und Ausdehnung jener Luftmasse umkehrbare Prozesse
sind, sofort, daß ein thermisches Perpetuum möglich wäre,
wenn nicht L _ T _ T

3 - .LI1 J.J2

wäre. Wir nehmen an, daß sämtliche Prozesse so langsam
geschehen, daß wir die Temperatur immer gleich der als
konstant vorausgesetzten Temperatur 11 der Umgebung setzen
können.

Sei p, q der Partialdruck des Sauerstoffs und Stickstoffs,
r, S -die spezifischen Gewichte dieser Gase in der Höhe z üb~r

dem Erdboden, die Werte derselben Größen am Erdboden
sollen mit dem Index Null, in der Höhe h mit dem Index
Eins versehen werden. Dann ist nach den Formeln für das
barometrische Höhenmessen:

_!!L z -~z _i z _.!E... z
P = Po e Po , q = q0 e qo, r = r0 e Po, S = So e qo •

Die mit- dem Index Eins versehenen Größen findet man,
indem man z = h setzt. ];)ie Hebungsarbeit ist

LI = (1"0 + so)Vh
h

- f(r + s)77dz = (ro+ so) 77h - Po V - qoJ7+Pl 77 + q1 P.
o

Nun dehnt sich unser Luftquantum aus, bis es denselben
Druck ausübt, wie die Luft in der Höhe h, also den Druck
Pl + ql· Bezeichnen wir das Volumen, bis zu welchem sich
dabei die Luftmasse ausdehnen muß, mit 772 , so ist also

r; = 1l ' Po + qo •
Pl +. qt
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Der Druck, welchen das Luftquantum bei irgend einem
Volumen u ausübt, ist

V
P = U-(Po + qo)'

der Gegendruck, welchen die umgebende Luft ausübt, aber ist
PI + ql' daher findet man für die A.usdebnungsarbeit den Wert

V2

Lz = f(p - PI - qI)du
v

= V(Po + qo) [I (Po + qo) -I (PI + ql)] - V(Po + qo) + V(P1+ql)'
_!.2.. h

Wegen PI = poe Po haben wir 1'0 It = Po (lpo - LPl)' ebenso
So h = qo (l qo - Iql); es ist also

(6) {. LI - Lz = J7TPolpo + qolqo - POlPI - qOlqI
-(Po + qo)l(po + qo) + (Po + qo) l(PI + ql)]· ,

Die Arbeit Lp, dagegen können wir aus Ji""1ormel (5) be
rechnen, indem ,vir mit TIA multiplizieren und dann 771 = CfJ

setzen. PI und ql bedeuten dann die Partialdrücke von Sauer
stoff und Stickstoff im freien Raume in der Höhe h über dem
Erdboden, also· dieselben Größen, welche wir auch im früheren
mit PI und ql bezeichnet haben; ebenso bedeutet. ~ dieselbe
Größe, welche scbon früher mit diesem Buchstaben bezeichnet
wurde; P2 und q2 dagegen sind die Partialdrucke von Sauerstoff
und Stickstoff unseres Luftquantums, wenn dasselbe den gleichen
Druck ausübt, welcher in der Höhe h in der Atmosphäre
herrscht, ~lso nachdem dasselbe auf das Volumen ~ aus
gedehnt worden ist. Man hat also

(7) P2 V Pt + ql q2 Pt + qt
Po = ~. = Po + q(J' -q;; = Po + qo .

Läßt man zunächst in Formel (5) l7.r ins Unendliche
wachsen und vernachlässigt ·Ver~chwindendes, so ergibt sich,
nachdem .man mit T/ A multipliziert hat,

La = 172 [P2 lP2 + q2 l q2 - P2 1PI - Q2 1ql]'

Substituiert man hier für ~,P2 und q2 ihre Werte aus
den Gleichungen (7), so sieht man, daß La genau gleich ist
der durch Formel (6) gegebenen Differenz h l - h2 • Es wäre
nicht ohne Interesse, dieselben Rechnungen auch ·in dem all
gemeineren Falle durchzuführen, daß beliebige Kräfte auf das
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Pt V; (VI + V2)

Pt VI + P2 J7;
ausdehnen, dasjenige dagegen, welches sich ursprünglich im
zweiten ·Gefäße befand, auf das Volumen

P2 ~ (TJ;.+ ~)

PI ~ + P2 V2

komprim~eren. Dadurch finden wir, daß die Arbeit, welche
geleistet wird, wenn das erste Gas bei hinweggedachtem zweiten,
unverändert seine Zustan.dsänderung erfährt, den .Wert

Pl'\ 1PI + P2 ~ 1P2 + (PI PI + P2 J!;) [l (VI + J!;) - 1(PI r; + P2 J!;)J
besitzt. Ganz analog findet man die Arbeit, welche gewonnen
wurde, wenn das zweite Gas bei hinweggedachtem ersten, seine
Zustandsveränderungen durchmachen würde. und es zeigt sich,
daß die Summe dieser beiden Arbeiten genau gleich dem
mit Tj..tl multiplizierten Ausdrucke (5) ist, dessen Bedeutung
wir soeben angegeben haben. Es folgt dies übrigens UD-

Gasgemenge wirken; doch kann ich mich an dieser Stelle
hierauf nicht weiter einlassen.

Die lf'ormel (2) gibt die Arbeit, welche bei konstanter
Temperatur geleistet werden kann, 'wenn als Kompensation
sich zwei verschiedene. Gase, die ursprünglich die Volumina '\
und J!; hatten und unter demselben Drucke p standen, ver
mischen. Genau dieselbe Arbeit würde man ge,vinnen, wenn
man jedes der beiden Gase bei konstanter Temperatur ohne
Vermischung Init dem anderen von seinem alten auf sein neues
Volumen sich ausdehnen ließe. Analoges gilt von der Formel (5).
Mit T/ A multipliziert, gibt sie die Arbeit, deren Gewinnung
aus Wärme von der Temperatur T durch die vollständige
Mischung der dort betrachteten Gase kompensiert werden kann.
W,ir können uns für einen ...t\.ugenblick das zweite Gas ganz
hin\vegdenken, ohne den Prozeß, der mit dem ersten Gase
vorgenommen wird, im mindesten zu verändern. Wir haben
dann zu Anfang in einem Gefäße vom Volumen lT.r Gas vom
Drucke PI und in einem zweiten vom Volumen J!; Gas vom
Drucke P2' zum Schlusse haben wir im Volumen VI + J!; Gas
vom Drucke (PI lT.r + P2 172) / (~ + J!;). Diesen Übergang können
wir uns auch dadurch bewerkstelligt denken, daß wir die Gas
masse, welche sich ursprünglich im ,ersten Gefäße befand, auf
das Volumen
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mittelbar aus dem Satze, daß die Entropie eines Gemisches
gleich der Summe der Entropien ist, welche den Bestandteilen
zukämen, wenn sie allein vorhanden wären, woraus z. B. folgen
würde, daß, wenn zwei Gase von gleichem Drucke und Volumen
ineinander diffundieren und nachher das Volumen des Ge
misches auf die Hälfte reduziert wird, dieE?er ganze Vorgang
clen Verwandlungswert Null hat. Dies hängt zusammen mit
einer sehr einfachen Überführungsmethode des einen Gases in
das andere, welche aber nur möglich ist, wenn man einen
Körper (etwa eine Membran) fingiert, welche nur das' eine,
nicht aber das andere Gas durchläßt. Beschränken wir uns
auf den Fall, wo die Gase anfangs in den Gefäßen von den
Voluminhalten ~ und ~ getrennt vorhanden waren. Wir
dehnen das erste Gas, welches von der Membran durchgelassen
wird, unendlich aus, bringen es dann so mit dem zweiten in
Verbi~dung, daß es nur durch jene Membran davon getrennt
wird, und lassen es, jetzt langsam in das zweite Gas sich ver
breiten. Dabei soll das Volumen des ersten Gefäßes immer
so verkleinert werden, daß der Druck daselbst nur unendlich
,venig größer ist als der Partialdruck des ersten Gases im
zweiten Gefäße; das Volum des zweiten Gefäßes dagegen soll
fortwährend so vergrößert werden, daß der" Gesamtdruck des
Gemisches daselbst konstant gleich p bleibt. Es ist klar, daß
das zweite Gas jetzt unmittelbar vom Volumen ~ auf ~+ 772
ausgedehnt worden ist; das erste Gas aber erfuhr dieselbe
Veränderung, als ob es zuerst unendlich ausgedehnt und dann
wieder auf das Volumen VI + ~ komprimiert worden wäre.
Es ist klar, daß es dabei dieselbe A.rbeit geleistet hat, als ob
es einfach. vom' Volum ~ auf das Volum ~ + ~. ausgedehnt .
worden wäre; man sieht also unmittelbar, daß die geleistete
Arbeit dieselbe ist, als ob beideGase ohne Mischung dieselbe
Volumvermehrung erfahren hätten.

Ein interessantes hierher gehöriges Problem wäre die Be..
antwortung der Frage, wieviel von der Maximalarheit gewonnen
werden kann, wenn man die Gase durch einen .Körper inein
ander überführt, welcher beide in ungleicher Menge absorbiert,
oder wenn man sie durch eine·. kleine Öffnung, ein poröses
Diaphragma oder eine Membran ineinander diffundieren läßt,
durch welche sie mit ungleicher Geschwindigkeit hindurchströmen.
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Zur Theorie der elastischen Nachwirkung.
(Wied. Ann. 5. S. 430-432. 1878.)

Hr. Oskar Emil Meyererhebt gegen die Formeln,
welche ich in meiner Abhandlung "Zur Theorie der elastischen
Nachvvirkung"l) aufgestellt habe, den Einwand, daß dieselben
im. Widerspruche ständen mit den bisher allgemein verbreiteten
Anschauungen der Atomtheorie. 2) ,Jene Formeln könnten näm
lich mit diesen Anschauungen nur dann in Einklang gebracht
werden, wenn man voraussetzt, daß sich die Nachwirkung
jedes vorhergegangenen Zustandes p.ur auf eine unendlich
kurze Zeit erstreckt, in welchem Falle sie aber .aufhören, den
beobachteten Phänomenen der elastischen Nachwirkung auch
nur qualitativ zu entsprechen. Um J\1Iißverständnisse zu ver
meiden) will ich hierauf nur kurz bemerken,. daß. ich mich
bei Aufstellung meiner Theorie der elastischen Nachwirkung
absichtlich' nicht auf die Betrachtung der zwischen den Atom.en
wirksamen Kräfte, deren Natur noch so vielfach dunkel ist,
eingelassen habe; wie man auch seit Lames undClebscbs
Vorgang Wert darauf legt, die Gleichungen der gewöhnlichen
Elastizitätslehre unabhängig von allen atomistischen Hypo
thesen zu begründen~ Dagegen muß ich entschieden bestreiten,

. daß die von mir aufgestellten Gleichungen selbst in ihrer
größten Allgemeinheit etwas enthielten, was mit dem bisher
über die Wirksamkeit der Molekularkräfte gangbaren Ansichten
in Widerspruch stände.

Wenn ich annehme, daß die in einem elastischen Körper
wirkenden Kräfte nicht bloß von dem momentanen Zustande,
sondern auch von den vorangegangenen Zuständen desselben
abhängen, so habe ich nie daran gedacht, annehmen zu wollen,

. daß die zwischen den einzelnen litomen vvirkenden Kräfte

1) Diese Sammlung Bd. I Nr.30.
2) Wied. A.nn. 4:. S.. 249.
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durch bereits vergangene Positionen derselben beeinflußt
würden, so daß die Atome gewissermaßen eine Erinnerung an
ihre bereits vergangenen Zustände hätten. Ich dachte mir das
vielmehr niemals anders, als daß die Gruppierung der Atome
im lnnerndes Körpers nicht bloß von dem· momentanen,
sondern auch von den vorhergegangenen Zuständen desselben
abhängt. Wird z. B. ein elastischer Draht plötzlich gedehnt,
und dann l~ngere Zeit bei konstanter Länge erhalten, so kann
man sich etwa vorstellen, daß durch die Dehnung an einzelnen
Stellen ungewöhnlich große Lücken zwischen den Molekülen
entstehen; sobald nun ein einer solchen Lücke benachbartes,
besonders günstig gelegenes Molekül infolge seiner Molekular
bewegung zufällig gerade nach jener Lücke hin schwingt,
stürzt es dauernd in dieselbe hinein, . wodurch wieder in der
Nähe eine andere Lücke entsteht, welche nach einiger Zeit
in anderer Weise ausgefüllt wird usw. Obvvohl daher der
Zustand des Drahtes sich nicht in sichtbarer Weise verändert,
so verändert sich doch die Gruppierung der Moleküle im Draht
fortwährend. Es hängt daher die Gruppierung der Moleküle
nicht bloß von dem augenblicklichen Zustande des Körpers,
sondern auch von dessen vorangegangenen Zuständen ab, und
es ist begreiflich, warum dasselbe auch von den elastischen
Kräften gilt. Der elastische Körper ist gewissermaßen nicht
absolut fest. Dies ist übrigens keineswegs die einzig mögliche
Art, sich den Vorgang zu .denken. Mit dem gleichen Erfolge
könnte man mit Weber, Kohlrausch und Warburg an
nehmen, daß in dem plötzlich gedehnten Drahte die Moleküle
sich allmählich drehen, oder daß die Drehungsayhse· ihrer
Wärmeschwingungen sich allmählich verändert, und eben weil
man über diese Veränderung der Gruppierung der Moleküle,
welche die elastische Nachwirkung bedingt, noch so wenig
Zuverlässiges weiß, zog ich es vor, keine darauf b~zügliche

Hypothese zum Ausgangspunkte der Theorie der elastischen
Nachwirkung zu machen. Ich basierte vielmehr meine Formeln
bloß auf die Annahme, daß die durch verschiedene Deforma
tionen bewirkten langsamen Veränderungen der Gruppierung
der Moleküle sich einfach superponieren, wenigstens in ihrem
Einflusse auf die elastischen Kräfte. So sicher nun durch
die neneren Beobachtungen konstatiert ist, daß diese Annahme
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nicht allgemein gültig ist, so scheint sie in einzelnen Fällen
wenigstens angenähert zuzutreffen, und in diesen lfäIlen dürften
meine Formeln nicht ohne Wert sein, solange es an einer
besseren, alle Formen der elastischen Nachwirkung (Nach
wirkung, welche auf Dehnung, Torsion oder Biegung folgt,
Dämpfung von Schwingungen durch Nachwirkung usw.) gleich..
mäßig umfassenden Theorie fehlt. Daß ich übrigens niemals
daran gedacht habe, durch meine Formeln eine auf molekular..
theoretische Betrachtungen gegründete Theorie der elastischen
Nachwirkungen überflüssig zu machen, ist 'Wohl selbstverständlich.
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Remarques an sujet d'une Communication de
M. Maurice Levy,· sur une loi, universelle relative

a la dilatation des corps.
(0. R. 87. S. 593. 1878.)

Dans un Memoire Iu a la seance du 23 septembre,
M. Maurice Levy propose la formule

~mm'f(r)dr = E~~.dv.

Cette formule, et toutes les consequences que l'ingenieux auteur
en deduit, seraient vraies si, dans un corps chaud, chaque
molecule etait en reposet si, par suite, deux molecules avaient
une 'c1istance r independante de la temperature, seulement
dependante du volume du corps. Malheureusement les mole
cules sont en mou'Vement, leur distance r prend, en chaque etat
du corps, une infinite de valeurs.

La force moyenne qui agit entre deux molecuJes ne depend
pas seulement de Ja distance moyenne de ces deux molecules,
mais elleest une fonction tout a fait inconnue de toutes les
distances que prennent ces molecules pendant leur mouvement
de chaleur; et comme Ja serie de ces distances diverses que
parcourent les moleeules pendant leur mouvement depend non
seulement du volume, mais aussi de la temperature, l'expression

E dU dv
dv

doit aussi etre fonction, non-seulement du volume; mais aussi
de la temperature.

En exemple experimental, en contradiction avec 1e theoreme
enonce par M. Levy, a savoir que, ,si Pon echauffe un corps,
quel qu'il soit, sous volume constant, la pression qu'il exerce sur

Bol tzm an n, Gesammelte wissenseh. Abhandl. II. 21
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les parois immobiles de l'enceinte qui le renferme ne peut
que C1"o1.tre, en touterigueur, proportionnellement asa tempera
ture, se rencontre dans l'eau fluide. Si l'on a exactement
1 gramme d'eau, occupant exactement 1 centimetre cube, et
qu'on echauffe cette quantite d'eau sous volume constant de
zero C., jusqu'a une temperature plus elevee de 4 degras C.,
la pression deminue au commencement jusqu'a ce que l'eau
atteigne la temperature d'a peu pres 4 degres C.: a ce moment,
la pression est une atmosphere; en ecbauffant l'eau davantage,
la pression moute de nouveau.



48.

Nouvelles remarques' au sujet des Communications
de M. Maurice Levy, sur une lai universelle relative

a la dilatation des corps.
(C.R. 87. S. 773. 1878.)

1v1es objections s'appliquent aussi bien a la Note da J\tf. L evy
lua a Ja seance du 30 septembre, qua je ne connaissais pas
lorsque j'ai adresse a l'Academie mes premieres remarques. 1)

Dans cette Note, M. Levy propose la formula

.2Tef= .2i(~dxi+ ~dYi + Zidzi)·

Si xi' Yi' Zi sont simplement les coordonnees d'une mole
eule a un certain etat du corps, cette formule manque da
sens; car, ~dans cbaque .etat du corps, chaque molecule est
en mouvement continu, et ses coordonnees ont, par consequent;
une infinite de valeurs.

Si au contraire , xi' Yi' Zi sont les valeurs moyennes des
coordonnees, la formule n'est pas exacte; car, en geperal, les
forces mutuelles des molacules ne dependent pas seulement
des coordonees moyennes.

t) Nr. 47 dieses Bandes.

21*



49.

Notiz über eine Arbeit des Hrn. Oberbeck über
induzierten Magnetismus.

(Wien. Anz. 15. S. 203-295. 7. Nov. 1878.)

In einer unlängst erschienenen Abhandlung prüfte Hr..
Oberbeck den im weichen Eisen induzierten Magnetismus
nach folgender Methode: Er \vand um einen eisernen Ring von
kreisförmiger Mittellinie zwei Drähte an zwei verschiedenen
Stellen, jeden in mehreren senkrecht auf der Mittelliliie des
Ringes stehenden Windungen. Durch einen derselben schickte
er einen Strom und beobachtete die Induktionsströme, die beim
Schließen und Öffnen dieses Stromes in dem z\veiten Drahte
entstanden. Es ergab sich, daß die Intensität dieser Induktions
ströme nur ·um wenige Prozente sich änderte, wenn bei gleich
bleibender Lage der induzierenden Spirale die Induktionsspirale
über die verschiedenen Stellen des Ringes geschoben wurde.
Er schloß daraus, daß das Eisen auch dort magnetisch wird,
wo keine magnetisierenden Kräft.e wirken, und daß daher die
von Kirchhoff modifizierte Poissonsche Magnetisierungs
theorie falsch sei. Aus dieser Magnetisierungstheorie folgt nun
allerdings, falls die Magnetisierungskonstante der Substanz sehr
klein ist, daß magnetische Momente in der Substanz nur dort
auftreten, \\~o eine magnetisierende Kraft von außen einwirkt
Es steht dagegen vollkommen mit ihr im Einklange, 'wenn be.im
Eisen, dessen Magnetisierungskonstante groß gegen die Einheit.
ist, durch die Wirkung der von der äußeren magnetisierenden
Kraft angegriffenen Eisenmoleküle auf die benachbarten und
durch die Wirkung der letzteren wieder auf die ihnen be
nachbarten der Magnetismus an Stellen des Eisenkörpers über
tragen wi~d, wo längst schon die äußeren magnetisierenden

. Kräft~ verschwinden, nicht aber die von der magnetisierten
Eisenmasse herrührenden; daß letztere viel größer sein können
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als die äußeren magnetisierenden Kräfte, beweist die Bemerkung
Oberbecks, daß die strominduzierende Kraft des Eisenringes
viel größer war, als die des primären Stromes. Unter An
wendung der von Kirchhoff (Orelles Journ. 48) entwickelten
Formel, und unter Zuziehung des Prinzips, ,velches ich bei
Berechnung der Strömung der Elektrizität auf einer Zylinder
fläche anwendete, gelang es mir, den von Oberbeck experi
mentell geprüften Fall nach der Poissonschen Theorie zu
berechnen. Folgendes ist das Resultat~ Sei eine einzige
induzierende Windung' vom Radius s und eine einzige, in der
induziert wird, vom Radius r um den Eisenring geschlungen.
Jede sei ein senkrecht auf der Mittellinie des Ringes stehender
Kreis dessen Zentrum in jene Mittellinie fällt. 9 sei der Radius
eines Querschnittes des Eisenringes senkrecht zur Mittellinie.
Die kreisförmig gedachte Mittellinie habe den Radius R.
{} sei der Winkelabstand der induzierenden und Induktions
windung (d. h. der Winkel der Ebenen beider Windungen). Wird
in der induzierenden Windung ein Strom von der Intensität i
,erzeugt, so soll durch die Wirkung des Eisenringes in der
Induktionswindung ein Strom entstehen, für welchen Jidt = P
sei. Beide Stromintensitäten müssen in demselben Maße ge
messen sein. Der gesamte Widerstand, welchen dieser Induktions
strom zu. durchfließen hat (in elektromagnetischem Maße ge
messen) sei 1.0. Es ist dann p als Funktion von {} zu suchen.
Das Mittel der zu den verschiedenen Werten von {f gehörigen
Werte dieser Funktion sei q. Ich finde dann, wenn ich so
gleich die Reihenentwicklung anwende:

n=OO [1+ (11,+10"-1) O"+(a+lO"-t)~ .. .]

; = 1+ 2~ 1+:1tn:~[ -a-1r+ (2- 8
2
a_ 8~r)r+(~_ 5

6
a_ 5~r) r2 + ...j

• [1+(a+l(l-1)(l+(a+l(l-t)~''']'[1+3l+5f ..]cosna-.
Dabei ist

r = (;~r, ~ = (;AY, (j = (:;r
a = 2 · 0,5772157 = 1,1544314.

1 bedeutet den natürlichen Logarithmus. Für die praktische
Anwendung clürften, \venn R einigermaßen groß gegen g, r
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und s ist, selbst die Glieder mit y2, ~2 und 002 vernachlässigt
werden können und es dürfte genügen, von der Summe die
heiden Glieder, für welche n = 1 und n = 2 ist, beizubehalten,
in welchem Falle die numerische Rechnung nach der :F'ormel
gar nicht allzu weitläufig sein dürfte. Die Formel gilt, wenn
man die Bedeutung von {f entsprechend modifiziert, auch an
genähert für nichtkreisförmige Mittellinien und ist leicht auf
den Fall zu übertrag,en, wo mehrere induzierende und Induktions
windungen sind. In erster Annäherung braucht man dann
nur im Nenner die Größe 'l0 n2 q / 89t i R noch durch das Produkt
der Anzahl der induzierenden und der .Anzahl der Induktions
windungen zu dividieren. Es würde sich also darum handeln,
zu prüfen, ob diese Formel mit den Versuchen in Ein
klang steht.



50.

Uber das Mitschwingen eines Telephons mit einem
anderen.

(Wien. Anz. 16. S.71-78. IB. März. 1870.)

Das Mitschwingen eines 'l'elephons mit einem anderen wird
durch Induktionsströme erzeugt; die Intensität derselben ist
nicht der Ausweichung, sondern der G:eschwindigkeit der
schwingenden Eisenplatte proportional. Da nun die "Kurve
der Geschwindigkeiten" um ein Viertel der Ganzsehwingungs
dauer gegen die .,Kurve der Ausweichungen<c verschoben ist
(cl. h. da die größte Geschwindigkeit eintritt, wenn die .Aus
weichung Nun ist), so schloß Duhois-Reymond, daß sämt
liche Sinusschwingungen im mitschwingenden rrelephclIl um ein
Viertel Ganzschwingungsc1auer gegen die des. empfH,ngenden
verschoben sein müssen. Aus Herwigs F~xperirnenten (Wiede
manns Annalen) dagegen geht in kRum anfechtbarer Weise
hervor, daß eine solche Verschiebung Ilic~ht existiere. Ji~s zeigtt~

nun HeImhol tz (ebendort) durch Rechnung, daß die Schlüsse
Dubois-Reymoncls nur bedingt anw(mdbar sind. Denktm
wir uns plötzlich eine magnetisierende Krn,ft auf den rl'elephon
kern wirkend, welche dessen Magnetismus zu Bchwäehon strebt,
so wird eine gewisse Zeit notwendig sehl, bis die dadurch er...
zeugten Induktionsstrthne abgelaufen sind. Wenn nun diese Zeit
verschwindet gegen die Schwingungsdi1.uer des ins 'feIephon
gesungenen 'rones, so sind die SchlUsse Dubois-Heymonds
anwendbar, wenn sie dagogen umgekehrt groß gegentiber jener
Schwingungsdauer ist, so tritt, keine PhltSenverschiebung ein.
(Eine ähnliche Rolle spielt die Zeit, die zur Bildung und zurn
Verschwinden des Magnetismus jedes rrelepholls nötig ist, deren
doppelte Wirksmnkeit aber stören k()unte.) Man kann sieh da,s
HeImhol tzsche Resultat veranschaulichen, wenn mall statt des
erregenden Tones z. B. die Bewegung des Mondes, stil.tt des.
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mitschwingenden Telephons die dadurch erzeugte Ebbe und
Flut setzt. Könnte das Meer der Mondanziehung augenblick
lich folgen, so würde die Flut genau zur Zeit der Mond
kulmination und um 12 Stunden später stattfinden. Wäre
dagegen die Zeit, welche das Meer braucht, um dieser ...~n
ziehung zu folgen, sehr groß gegen die scheinbare Umlaufszeit
des Mondes, so müßte das Meer fast so. lange steigen als der
Mond aufwärts zieht, also fast bis 3 Stunden nach der Kul
mination. Die Wirklichkeit liegt bekanntlich zwischen beiden
Fällen. Ähnlich verhält sich das rrelephon. Könnte der
Induktionsstrom den magnetisierenden Kräften augenblicklich
folgen, so würde das Maximum des Magnetismus des mit
schwingenden Telephons und die größte Inderung des lVIagnetis
mus im empfangenden Telephone gleichzeitig mit der größten
Änderung der magnetisierenden Kraft, welche die durch den
Schall erregte Eisenplatte auf das Telephon ausübt, statt
finden. - Im entgegengesetzten Falle müssen die ~Iaxima und
Minima des Induktionsstromes wenigstens annähernd zur Zeit
der Maxima und Minima der magnetisierenden Kraft, welche
die durch den Schall erregte Eisenplatte auf den Telephon
kern ausübt, stattfinden. Da man die Schwingungen der
Telephonplatten nicht direkt sehen kann, so veranlaßte ich
Ern. Klemencic behufs direkter Beobachtung telephonischer
Schwingungen vor' dem einen Telephon eine magnetisierte
Stahlfeder, vor. dem andern aber eine magnetisierte Zinke einer
elektromagnetischen Stimmgabel aufzustellen. Beide Telephone
hatten weiche Eisenkerne, welche auf ihrer ganzen Länge mit
feinem Drahte überwickelt waren. Die Feder wurde einmal

. direkt durch die Fernwirkung der Stimmgabelzinke, dann durch
das Telephon ins Mitschwingen versetzt; endlich wurde noch
zwischen beide Telephone eine Induktionsrolle eingeschaltet,
so daß erst Induktionsströme zweiter Ordnung das Mitschwingen
bewirkten. In allen drei Fällen zeigte sich das Maximum des
Mitschwingens, sobald die Feder die Phasendifferenz einer
Viertelganzschwingung gegen die Stimmgabelzinke hatte. Die
Stimmgabel machte dabei 25 bis etwa 60 Ganzschwingungen
in der Sekunde; soweit bisher die Genauigkeit der Beobachtung
reicht, müßte also selbst bei so langsamen Schwingungen die
Magnetisierungszeit groß gegen die Schwingungsdauer sein.
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Die Beobachtungsmethode, welche Herr KIemeneie dabei
einschlug, war die stroboskopische, und zwar in der von
Ettingshausen bei seinen Beobachtungen über Stimmgabel
schwingungen angewandten Form. Er hofft dieselbe lloch b~

deutend verfeinern zu können, um den jedenfalls kleinen
Unterschied der Phasenverschiebungen von einer Viertelganz
schwingung nachzuweisen. Schließlich sei noch folgende Be
merkung erlaubt. Sei die magnetisierende Stimmgabelzinke
und die Feder ein Nordpol; der Draht sei um beide Telephon
kerne im selben Sinne gewickelt. Nach Heimholtz' Theorie
wächst im ersten Telephonkerne fast so lange der Süd
magnetismus, als die augenblickliche Lage der Zinke ihm
näher ist als die Ruhelage der Zinke. Während dieser Zeit
erzeugen also die Induktionsströme im wirkenden Ende des
zweiten Telephonkernes einen Nordpol,' welcher die Feder. ab
stößt. Für den Fall des Maximums des Mitschwingens wird
also die Feder sich während dieser ganzen Zeit vom Telephon
wegbewegen. Diese Konsequenz der Theorie stimmt ebenfalls
mit den Beobachtungen des Hrn. Klemellcic.



51.

Ober die auf Diamagnete wirksamen Kräfte.
(Wien. Ber. 80. S. 687-714. 1879.)

1. Allgemeine Betrachtungen.

Sogleich nachdem ich die Abhandlung von Toepler und
Ettingshausen "Messungen über diamagnetisch -elektrische
Induktionsströme" (Pogg. Ann. 160) durchgelesen hatte, machte
ich den letzteren darauf aufmerksam, daß unsere Kenntnis
über den Diamagnetismus durch eine direkte von einer Ver
gleichung mit dem Eisenmagnetismus unabhängige numerische
Berechnung der sogenannten Diamagnetisierungskonstante weit
mehr gefördert werden dürfte, als durch Vergleich der Inten
sität des Wismut-Diamagnetismus mit der des Eisenmagnetis
mus. Erstere Berechnung aber ist meines Wissens bisher noch
nicht versucht worden. Verschiedene ungünstige Umstände er
schweren nämlich außerordentlich die exakte Bestimmung der
Magnetisiernngszahl des Eisens. Erstens. ist dieselbe keine
Konstante, sondern eine komplizierte Funktion der magne
tisierenden Kraft selbst; ferner ist ihr Wert für die ver
schiedenen Eisensorten sehr verschieden, und zwar nicht nur

. von der chemischen Beschaffenheit, sondern fast mehr noch
von der Molekularstruktur des Eisens abhängig; so daß sie für
ein und dasselbe Eisenindividuum und ein und dieselbe Scheide
kraft total verschiedene' Werte ann~hmen kann, wenn man
dasselbe einige Zeit vorher der Wirkung stärkerer oder
schwächerer magnetisierender Kräfte ausgesetzt hat. (Vgl.
Ettingshausen "Über die Magnetisierung von Eisenringen ",
Wien. Anz. vom 17. Juli 1879.) Dazu kommt noch, daß für
das Eisen die Berechnung der Magnetisierungszabl durch' den

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 16. S. 250. 23. Okt. 1879.
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überwiegenden Einfluß der \Virkung der Eisenteilchen auf sich
selbst erschwert wird. Freilich haben Weber, Toepler und
Ettings hausen dabei ein mit Magnetismus nahezu gesättigtes
Eisenstück zugrunde gelegt, in welchem Zustande das Eisen
sich verhältnismäßig regelmäßig verhält. Doch weichen auch
die Angaben bezüglich des magnetischen Momentes eines Milli
gramms gesättigten Eisens nicht unerheblich voneinander ab.

. Web er findet dafür aus seinen Versuchen in den be-
kannten Gaussschen Einheiten die Zahl 2325. (Elektro-dyna
mische Maßbestimmungen S. 573.) Stefan dagegen findet in
seiner Abhandlung "Theorie der magnetischen Kräfte", Wien.
Ber. 64. S.206, den Wert 1810, während Wiedemann aus
den Webersehen Versuchen den Wert 1808 ableitet. (Vgl.
dessen Lehre von den Wirkungen des galvanischen Stromes
in die Ferne, 1. Abt., 2. Aufi. S. 405.) Von den Werten von (3,
welche Waltenhofen, Pogg. Ann. 137. S. 529, zusammen
stellt, liefert der kleinste für das magnetische Moment eines
Milligramms gesättigten Eisens die Zahl 1872, der größte die
Zahl 2538; der Wert von (3, den Waltenhofen eben dort auf
S. 523 z:itiert, liefert sogar den Wert 2616. Zudem ist keiner
dieser Werte direkt bestimmt, sondern alle sind aus mehr oder
weniger hypothetischen Formeln hergeleitet, und die Formel,
nach welcher Weber, rroepler und Ettingshausen die Ab..
weichung ihrer Eisenstücke vom vollkommen gesättigten Zu
stande berechnen, ist erst recht hypothetisch; deshalb schien .
es mir wahrscheinlich, daß sich, weil beim Wismut die eben
angeführten ungünstigen Umstände größtenteils entfallen, die
Diamagnetisierungszahl des Wismut, trotz ihrer außerordent
lichen Kleinheit mit ungleich größerer Schärfe müsse bestimmen
lassen, als selbst das Moment des gesättigten Eisens bisher
bekannt ist. Sollte diese Vermutung gerechtfertigt sein, so
müßte es selbstverständlich höchst unvorteilhaft erscheinen, den
Diamagnetismus des Wismut mit dem Magnetismus des Eisens
zu vergleichen und dann erst indirekt aus irgendwelchen an
anderen Eisenstücken ausgeführten absoluten Messungen, viel
leicht sogar unter Beiziehung von Formeln, die nur angenähert
richtig sind, die Diamagnetisierungszahl des Wismuts zu be
rechnen. Die Möglichkeit der direkten absoluten Bestimmung
der Diamagnetisierungszahl des Wismuts schien mir am sichersten
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daraus hervorzugehen, daß die bereits eingangs zitierte, mit
außerordentlicher 'Sorgfalt durchgeführte Experimentalunter
Buchung von Toe'pler und Ettingshausen alle zu dieser
Bestimmung notwendigen Angaben bis auf einige wenige ent
hält, und daß eine bloße Wiederholung dieser Versuche oder
vielleicht selbst eine bloße direkte Bestimmung des magne
tischen Momentes, welches dieses Eisenstäbchen gerade unter
diesen Umständen annimmt, schon eine independente. Be
stimmung der Diamagnetisierungszahl ,liefern würde. Prof.
Ettingsha us en entschloß sich auch sofort, sowohl nach dieser
als auch nach einer auf dem von Weber, Pogg. Ann. 73.
S. 241, beschriebenen Verfahren, beruhenden Methode, derartige
absolute Bestimmungen auszuführen. Es sind jedoch diese
Methoden keineswegs die einzigen, nach welchen die Dia
magnetisierungszahl bestimmt werden kann.

Eine andere Methode der direkten Bestimmung der Dia
magnetisierungszahl, welche eine ebenso große, vielleicht noch
größere Genauigkeit zulassen dürfte, wäre die der Messung der
Kraft, welche auf diamagnetische Körper im nicht homogenen
magnetischen Felde ausgeübt wird. Da also diese Methode
für die Praxis von großer Wichtigkeit zu sein scheint und
auch von theoretischem Interesse sein dürfte, indem sie meines
Wissens das erste Beispiel einer Anwendung der allgemeinen
Theorie des Diamagnetismus auf einen speziellen für die ex
perimentelle Beobachtung ~eeigneten Fall liefert, so will ich
an dieser Stelle die ziemlich komplizierte Theorie derselben
entwickeln. Früher jedoch will ich die allgemeinen für dia-

'magnetische Medien geltenden Gleichungen in eine Form
bringen, welche für den erwähnten Zweck am geeignetsten zu
sein scheint.

Die Theorie der diamagnetischen Influenz fällt fast voll
ständig zusammen mit der der magnetischen und dielektrischen;
nur daß die Diamagnetisierungszahl negativ ist, während die
entsprechende Zahl für die Magnetisierung und Dielektrisierung
positiv ist. :Man könnte daher wohl glauben, daß sie zu gar
keinen besonderen Betrachtungen Veranlassung geben könnte.
Es ist auch weniger diese Abnormität im Zeichen der Konstante,
welche die Theorie der Diamagnetisierung in mathematischer
Beziehung charaktel'isiert, als vielmehr die außerordentliche
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Kleinheit der Diamagnetisierungskonstante. Letztere bewirkt
nämlich, daß die Wechselwirkung der Teilchen des diamagne
tischen Körpers vernachlässigt werden kann, und daß das auf
die Volumeneinheit bezogene magnetische Moment des dia
magnetischen Körpers an jeder Stelle und nach jeder Richtung
gleich ist der Intensität der von außen auf den Körper wirkenden
magnetisierenden Kraft an jener Stelle und in jen,er Richtung
multipliziert mit der bereits oben besprochenen Diamagne
tisierungszahl k. Das Produkt ist mit negativen 'Zeichen zu
nehmen,·wenn man ein magnetisches Moment als positiv be
zeichnet, sobald die Koordinate des nordmagnetischen Fluidums
größer ist als die des südmagnetischen. Bezeichnen daher
u, ß und r die nach den Koordinatenachsen geschätzten, auf
die Volumeneinheit bezoge;n.en magnetischen Momente an irgend
einer Stelle des diamagnetischen Körpers, ferner X, ~ Z die
Komponenten der. äußeren magnetisierenden Kraft auf die
Einheit des magnetischen Fluidums, so ist:

(1) a=-ltX, ß=-kY, r=-kZ.
Das magnetische Moment des Volumelementes dx dy dz be-

. züglich der X-Achse kann man sich dadurch entstanden denken,
daß die beiden Endflächen des Volumelementes, welche senk
recht· auf der X-Achse stehen) mit den Magnetismen + a dy dz
und - ady dz bedeckt sind. Die Endfiächen des nächst
folgenden Volumenelementes, welches sich von dem "Vorher
gehenden dadurch unterscheidet, daß a: + da: an die Stelle von a:
tritt, sind dann mit den Magnetismen

+ (a+ ~: da:) dydz und - (ct+ ~: da:) dydz

bedeckt. Es bleibt. daher auf der Trenllungsfiäche beider
Volumelemente der freie Magnetismus - (daldx)d:t'dydz und
man kann, wenn man unendlich Kleines höherer Ordnung ver
nachlässigt, bezüglich der Fernwirkung desselben annehmen,
er sei gleichförmig im ganzen ersten Volumelemente verbreitet.
Dehnt man dieselben Betrachtungen auf die beiden anderen
Koordinatenachsen aus, so erhält man für den gesamten freien
Magnetismus im Volumelemente da: dy dz den hinlänglich be
kannten Wert:

. (2) (
da dß dr )- - + - +-. da:dy.dz.da; d'JI dx
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Genau denselben Wert würde man auch für die Wärme
menge erhalten, welche· sich in der Zeiteinheit im Volum~

elemente dxdy dz ansammelt, wenn ct, ß, r die nach den
Koordinatenachsen geschätzten Komponenten des Wärmestromes
wären. Substituiert man in den Ausdruck (2) die Werte (1)
und nimmt an, daß k konstant ist, und daß die äußeren Kräfte
eine Potenti.alfunktion rp haben, für welche

d2 Cf! d2 Cf d2 Cf
cla;2 + d y2 + dx2 = 0

ist, so findet man, daß im Innern des diamagnetischen Körpers
nirgends freier Magnetismus auftritt, was übrigens auch schon
daraus folgt, daß auch gemäß der allgemeineren Poissonschen
Magnetisierungstheorie bei konstanter Magnetisierungszahl im
Innern des magnetischen Körpers nirgends freier Magnetismus
auftreten kann.

\Vir wollen ferner mit~ diejenige Komponente der äußeren
magnetisierenden Kräfte an irgend einer Stelle der Oberfläche
des diamagnetischen Körpers bezeichnen, welche in der Rich
tung der daselbst nach innen zur Oberfläche errichteten Nor
malen wirkt, so ist - k Ni das magnetische Moment des Volum- .
elementes, welches daselbst unmittelbar der Oberfläche anliegt.
Wir können uns dasselbe als einen Zylinder denken, dessen
Basis das Oberflächenelement do und dessen Höhe etwa dn
sei. Das magnetische Moment dieses Zylinders in der Richtung
der nach innen gerichteten Normalen ist dann - k Ni do dn
und man kann sich dasselbe dadurch erzeugt denken, daß auf
dem Oberflächenelemente do die Quantität lt~ do, auf der
Gegenffäche die entgegengesetzte Quantität magnetischen Flui
dums vorhanden ist. Da wir bereits wissen, daß der in das
Innere fallende Magnetismus durch die entgegengesetzten
Magnetismen der benachbarten Volumelemente neutralisiert
wird, so bleibt bloß auf jedem Oberflächenelemente der freie.
Magnetism us k Ni d° übrig, auf den in der Richtung der Koor
dinatenachsen die Kräfte

(3) kNiXdo, kNiYdo, kNiZdo

wirken. Integriert man diese Ausdrücke über die ganze Ober
fläche, so erhält man die Kräfte, welche auf den diamagne
tischen Körper in der Richtung der Koordinatenachsen wirken;
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sucht man die Momente der drei auf ein Oberflächenelement
wirkenden Kräfte und integriert wieder über die ganze Ober
fläche, so erhält man die Momente, welche auf den diamagne
tischen Körper wirken. Die Kräfte, welche auf diamagnetische
Körper wirken, wurden schon von van Rees und Thomson
einer speziellen Untersuchung unterzogen. (Ersterer Pogg;
Ann. 90. 8.434, letzterer Cambridge and Dublin math. J ournal2.
1847, S. 230, Phil. Mag. (3) 37. S.241, 1851, (4) 9. 8.246,
Pogg. Ann. 82. S. 245, Report of the british association for
the advancement of science held in august 1848, London 1849,
S. 8.) Dieselben hatten aber hauptsächlich nur das Ziel vor
Augen, zu zeigen, daß kleine magnetische oder diamagnetische
Körper nach der Richtung der stärksten Kraftzunahme bzw:
Abnahme getrieben werden und gelangten nicht zu den hier
entwickelten Formeln.

Die bisher entwickelten Ausdrücke lassen noch eine Um
formung zu, zu welcher wir jetzt übergehen wollen und welche
eine Formel liefert, die gerade für unsere Zwecke ganz be
sonders bequem ist. Um diese Formel zu erhalten, müssen
wir die sämtlichen Magnetismen der Betrachtung unterziehen,
welche an der Oberfläche eines Volumelementes do = dx dy dz
eines diamagnetischen Körpers vermöge der magnetischen
Momente des Volumelementes aufgehäuft sind und dann die
äußeren Kräfte suchen, welche auf alle diese Magnetismen
wirken. Die drei nach den Koordinatenachsen geschätzten
magnetischen Momente des Volumelementes sind durch die
Formeln (1) gegeben, und wir sahen bereits, daß wir uns an
den beiden Endflächen, welche senkrecht auf der x-Achse
stehen, die Magnetismen kXdydz und - kXdydz angehäuft
denken können, wovon der positive Magnetismus auf der Seite
der negativ.en x-Achse liegt. Die Gesamtkraft, welche die
äußeren Kräfte auf diese beiden Magnetismen in der Richtung
der Koordinatenachsen ausüben, ist:

dX-kX-do
dx '

dY-kX-do
dx '

dZ
-ltX--doda; ,

die Drehungsmomente 1. derselben Kräfte um die y- und z
Achse sind

-kXZdo, + kXYdo.
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Stellt man dieselben ~etrachtungen für die vier anderen
Endflächen des Volumelementes d 0 auf, so erhält man für
die Drehungsmomente, welche dasselbe durch die äußeren Kräfte
erfährt, den Wert Null, für die Komponenten ~ d 0, 1} d 0, 'd 0

aher, welche darauf in der Richtung der Koordinatenachsen
wirken, ergeben sich die Werte:

~do = - k(X dX + y dX + Z dX)doda; dy d~ ,

(
' d Y d Y d Y)

1}do=-k XCiX+Y dy +Zd% do,

(
dZ dZ dZ), d 0 = - k X- + y - + Z - d 0 •
da; dy dx

Wir können auf diese Ausdrücke nun ganz dieselben Be
trachtungen anwenden, welche Thomson in der ersten der zitier
ten Abhandlungen auf die Kräfte anwendet, die auf eine kleine
Kugel wirken. Wenn die äußeren Kräfte ein Potential haben,
so ist:

dX dZ
er;; = dX'

dY dZ
dX = d:ii'

daher

f: d 0 = _ lt (X d X + Y d Y + Z d Z) = _.!!.- d (R2)
::; da; da; da; 2 dx '

d 0 = _ k (x d X + Y d Y + Z d Z) = _ .!!.- d (R2)rj dy dy dy 2 dy ,

t. cl 0 = _ k (x d X + yd Y + Z d Z) = _.!!.- d (R2)
~ dx dx dx .2 dx '

wobei R die Gesamtintensität der äußeren Kraft ist, welche
auf die Einheit des Magnetismus wirken würde, wenn letztere
im Volumelemente d 0 konzentriert wäre.

Erfährt nun jedes Volumelement in der Richtung der
Koordinatenachsen drei unendlich kleine Verschiebungen 0 x,
o.y, 0 z, so ist die gesamte dabei geleistete Arbeit:

f(~ /5 x + 1] o.y + '0 z) d b •

Substituieren wir hier die obigen Werte, so ergibt sich un
mittelbar:

(4) fi~ix+rjoY+'OZ)dO=- ~ ofdoR2.
Ist der diamagnetische Körper fest, so will ich lieber die

drei Verschiebungen, welche er parallel den drei Koordinaten-
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richtungen erfährt, mit OX, oy, oz, die drei Drehungen aber
um die Koordinatenachsen mit 01.., 0t-t, 0v bezeichnen. Ferner
wollen 'wir mit g, n, , die nach den Koordinatenachsen ge·
schätzten Komponenten der Resultierenden aller auf den dia
magnetischen Körper wirkenden Kräfte und mit L, M, .N die
Momente aller dieser Kräfte bezeichnen. Dann tritt an die
Stelle von

I (~o x + 1j 0Y + 1; 0 z) do

bekanntlich der Ausdruck

~ox + no.v + 'oz + LOA + Mc}p, + Nc}v

und wir erhalten daher

. (5) ~vx + 1jOY + l;oz + LOA + 1IIo/1o + No'lJ = - ~ 0f R2 do.

Diese Formel ist gerade bei Berechnung der auf einen
diamagnetischen Körper .wirkenden Kräfte von sehr großem
Vorteil, da der Wert der Größe R an einer bestimmten Stelle
des Raumes durch die Variation nicht verändert wird, weshalb
man die Variation des Integrals auch in dieser Form
schreiben kann:

(6) ol R 2 dv = I R 2 dw -JR2 dw,

wobei /dw den Inbegriff der Volumelemente bezeichnet, welche
nach, nicht aber vor der virtuellen Verschiebung mit Materie
des diamagnetischen Körpers erfüllt waren, / d OJ aber bezeichnet
umgekehrt den Inbegriff der Volumelemente, welche vor, nicht
aber nach der virtuellen Verschiebung vom diamagnetischen
Körper erfüllt wurden. Es steht dies in vollkommener Über.
einstimmung mit dem längst bekannten Satze, c1aßdie Arbeit,
welche zur Magnetisierung eines Körpers notwendig ist, gleich
(lt/2)/R,2 do ist (vgl. z. B. ]}faxwell a dynamicaltheorie of
the magnetical tielc1, London Pllilos. transactions 155. part 1,
S. 487. Die daselbst mit t-t bezeichnete Konstante hat den
Wert 4% lt). Es kann dieser Satz übrigens unmittelbar in
folgender Weise eingesehen werden. Denken wir uns ein
Volumelement d v .' als Zylinder, dessen Achse parallel Rist,
dessen Basis die Fläche do hat. Denken wir uns das magne
tische Moment dadurch entstanden-, daß der Südmagnetismus
-m unbeweglich bleibt, der Nordmagnetismus +m aber anfangs
mit dem Südmagnetismus vereinigt war und allmählich mit

B 0 ltzm an n, Gesammelte wissenseh. Abhand!. Ir. 22
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wachsender magnetisierender Kraft fortrückt. Wenn die magne
tisierende Kraft noch nicht ihren Endwert, sondern erst den
Wert R' erreicht hat, betrage die Fortrückung f", beim End
werte R sei sie f', die beim Fortrücken geleistete Arbeit ist

f

dann Jm B' df". Ferner ist m f" das magnetische Moment
o

des Volumelementes gleich kB'dv, daher mdf'= dvd(ltR').
Für die Magnetisierungsarbeit erhalten wir also den Wert

Rf dv B' d(kR') und wenn k konstant ist (kB2/2) dv. 'Ich will
o
nunmehr zur Anwendung dieser allgemeinen Gleichungen auf
diejenigen Probleme schreiten, welche mir für die experimen
telle Beobachtung am geeignetsten erscheinen.

2. Wirkung einer zylindrischen Spirale auf einen koaxialen
diamagnetischen Zylinder.

z

a

Fig.. 1

\

I
o

x

Um die obigen Formeln auf diesen Fall anzuwenden,
müssen wir zunächst die Kräfte aufsuchen, welche die Spirale
auf die in irgend einem Punkte des Raumes konzentriert ge
dachte Einheit nordmagnetischen Fluidums ausübt. lVIan erhält
diese Kraft durch Integration aus der Kraft, welche ein kreis
förmiger Stromleiter ausübt. Die Wirkung, eines Kreisstromes

aber auf irgend einen Magnet~

pol ist schon wiederholt be
rechnet worden. (Vgl. Wie d e
man n, Die Lehre von der Wir
kung des galvanischen Stromes
in der Ferne, 2. Aufl., 1. Abt.,
S. 182.) Ich kann daher hier
sofort von diesen Formeln Ge
brauch machen, und zwar will
ich dabei größtenteils die Be
zeichnungen anwenden, welche

auch Wi e dem an n 1. c. anwendet. Der Kreisstrom vom
Radius b befinde sich in der X y. Ebene, senkrecht darauf
durch seinen Mittelpunkt geht die Z- Achse, und zwar scheine
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der Strom dem auf der Seite der positiven Z·Achse befind
lichen Beobachter dem Uhrzeiger entgegengesetzt zu fließen,
der :l\'Iagnetpol P (Fig. 1), von dem wir voraussetzen, daß
er die Einheit nordmagnetischenFluidums enthalte, habe
die Distanz p von der Ebene des Kreisstromes, den Ab
stand a von der Z-Achse und liege in der XZ-Ebene; i ist
die Stromintensität, gemessen in elektromagnetischem Maße.
Dann wirken in den Richtungen der X- und Z-Achse auf den
Magnetpol folgende Kräfte:

wobei

:TC

Y - 2 'b Jces rp d cp
.L - Z P r 3 ,

o

:TC

Z - 2 'bf b - a cos cp d- z r3 Cf,
o

r 2 = a2 + b2 + p2 - 2ab cos Cf.

Um hieraus die Wirkung einer zylindrischen Spirale zu
berechnen, welche N Windungen auf der Längeneinheit ent
halte, brauchen wir bloß mit Nd p zu multiplizieren und über
die ganze Spirale zu integrieren. Wir erhalten, wenn wir die
Integration nach p zuerst ausführen:

(7)
wobei

:TC :TC

(P (p) = 2 Ni bf cos Cf d CfJp~ b = - 2Ni bJces ~ d rp

o 0

(8) 2 i\T' b? [1 1 1 1 . 3 , 5 1 . 3 a2 b2

=- 'ltJ.vza ~ --'-2'3+-1')3'-24-7-+'"
.1 S , '" • , 8

1 , 3.5,. (4n + 1) 1, 3 .. (212 + 1) a
2n b~ + ]

1.2,3 .. (~n+l) 2.4 .. (212+2) s4n+a ... ,

(9) 1;2 = a2 + b2 + p2

ist, Es muß noch bemerkt werden, daß sich, weH wir dp
positiv setzten, PI auf dasjenige Ende der Spirale bezieht, von
dem aus gesehen der Strom dem Uhrzeiger entgegen fließt
und welches wir das positive (gegen die positiven z gelegene)
bezeichnen wollen. P2 bezieht sich auf das andere Ende. Die
Entfernung p ist mit positivem Zeichen zu versehen, wenn der
Magnetpol gegen diejenige Seite zu liegt, gegen welche auch
die z-Komponente der Kraft positiv gezählt wird (also gegen
die positive z-Richtung), das betreffende Ende der Spirale

22*
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aber gegen diejenige Seite zu, gegen welche die z-Komponente
negativ gerechnet wird. Sonst ist p mit negativen Zeichen zu
versehen. Für die Kraft, welche auf den Magnetpol, der wie
immer die Einheit nordmagnetischen Fluidums erhalten soll,
in der Richtung der z-Achse wirkt, erhalten wir:

(10) Z = 'l/J (pz) ~ 'l/J (PI)'
wobei

'ljJ(p) = 2JVibJ(b - a coscp)depJ~~
o

= 2]1li b J b - a eos cp • dcp •
P a2 + 02 - 2a b cos cp l'

o
Entwickelt man 1/'1' nach Potenzen von cos Cf, so erhält man
zunächst

(11) ~ = ~ + 2ab eos cp +~ 4 a
2

b
2

cos
2

cp + ...
r 8 28s 2.4 85 ,

daher
. [ 1 1 1·3 I

n
/
2

Bn J
'I/J(p) = 2Nzbp sBo + 28s BI + 2.485 Bz + ... 2n/2 82n+I: +... "
wobei

B = 2n an bn! cos
n

q; (b - Cl, cos <p) dcp ,
n a2 + b2

- 2 ab cos Cf!

o
unter abte ist das b Faktoren enthaltende Produkt a (a + c}
(a + 2 c) (a + 3c) ... [a + (b - 1) cJ zu verstehen. Der Wert
dieses bestimmten Integrals wird am schnellsten in folgender
Weise gefunden. Setzen wir a / b = q, so ist q< 1 und man hat

B = 2n anbn-1J(1 - q cos Cf) cos
n

cp dcp
n . 1 + q2 - 2 q cos Cf!

o
n n

= 2n - 1an bn- 1JcosnCf dcp + an bn-1 (1- q2) r 2
n
-

1
cos

n
cp dcp •J 1. + q2 - 2 q cos cp

o 0

Nun ist für ungerade n
n

f cosn Cf d cp = 0,
o
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2'-' cos" 'I' = C) cos n 'I' +ncos(n - 2) 'P

+ (:) cos(n - 4) 'f··. + (~;+os 'P,

dagegen für gerade n

j
~ nl- 2 n

Cos" rp d'l' = ..1~ 1

2
% = ;n (..'!!-) n ,

2 2 2
o

2"-1COS"'I' = C)cosn'l'+ C)cos(n- 2)'1'" +(n~ I)COS2'1' +~(; ).
Ferner ist

J cos n cp d cp 'TC q" .
1 + q2 - 2q cos cp = 1 _ q2 .

o

VgL Exposition de la theorie des proprietes, des formules, des
transformations et des methodes de l'evaluation des integrales
definies' par D. Bierens de Haan S. 276. Substituiert man
.alle diese Werte, so ergibt sich für ungerade n

B=.!!:-C
n b n'

wobei

(12) C,,= a2"+(}'''-' b' + C)a'"-4b''' +;1 )a"+1 b"-,,(~)a"b'"
wobei das erste Schlußglied für ungerade, das zweite für ge
rade n gilt.
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Wir wollen jetzt zur Betrachtung eines Wismutzylinders vom
Radius Q und der Länge m + n übergehen, welcher sich an
dem als positiv bezeichneten Ende der Spirale koaxial mit
derselben befindet und von dem das Stück m in die Spirale
hinein-, das Stück n aus derselben herausragen soll (s. Fig. 2),
woselbst die gefiederten Pfeile die Stromrichtung, die un
gefiederten die der Kraftlinien der vom Strome ausgehenden
elektromagnetischen Kräfte angeben. Die Oberfiächenstücke

o --------\---1---

Fig.2.

des Wismutzylinders sind mit + oder - bezeichnet, je nachdem
sich auf den,selben Nord- oder Südmagnetismus angesammelt
hat. 0 Z ist die Richtung der positiven Kraft. Nichts würde
ouns hindern, mit Hilfe der Formel (3) direkt die Gesamtkraft
zu suchen, welche den diamagnetisc~en Zylinder aus der Spirale
herauszutreiben sucht; allein es wäre dabei eine Integration
über die beiden Endfiächen des Zylinders und außerdem eine
über die ganze °Mantelfiäche erforderlich, was die Rechnung
ungemein erschwert. Viel. leichter führt uns die .Formel (5)
zum Ziele. Da wir bloß die Kraft in der Richtung der z-Achse
suchen, so genügt es, dem diamagnetischen Zylinder eine un
endlich kleine Verschiebung 0 z in der Richtung der z-Achse
zu erteilen. Die linke Seite der Gleichung (5) reduziert sich
daher auf' J z. Die in Formel (6) mit d w bezeichneten Volum
elemente liegen daher sämtlich an der rechten Endfiäche N des
diamagnetischen Zylinders. Denken wir uns aus dieser kreis
förmigen Endfläche einen konzentrischen Kreisring vom innern



(14)

51. Über die auf Diamagnete wirksamen Kräfte. 343

Radius a und der Breite da, also vom Flächeninhalte 2 % a da
herausgeschnitten, so kann dw = 2%adaoz gesetzt werden.
Denken wir uns einen genau gleichbeschaffenen Ring aus der
entgegengesetzten Endfläche JJ;I des Zylinders herausgeschnitten,
so ist d OJ = 2 % a da oz. Die Gleichung (5) reduziert sich daher,
nachdem man durch 0 z dividiert hat, auf

f!,= ltJ% a da (R?; - R?D,
o

hierbei bezeichnet 11m die resultierende magnetisie.rende Kraft
der Spirale in einem Punkte der Endfläche M, Rn dieselbe
Kraft in einem Punkte der Endfläche N, beide in der Distanz a
von der Achse. Um bequemer nach a integrieren zu können,
empfiehlt es sich, die negativen Potenzen von s nach Potenzen
von a2 zu entwickeln, wodurch sich ergibt:

1 1 1 ({.21· 3 a4

S = 9 -"2 g:l + 2=4;-1]5 - ... ,

1 1 3 Ct2 3·5 a4

-3- = --;"3 - -2• + -24-7 - ••• usw.,s 9 . 9" . 9
wobei

ist. Es wird also

_ . [1 3a2 b2 15Ct4.b2 35(2Ct6 b2 +3Ct4b4) ]
1.jJ(p) - 2%Nzp g + 4g5 - 1~g7 + 64g9 + '+'

( ) _ _ N' b2 [.2:.. _ 3 CI,2 + 15 (a
4 + a

2
b

2
) - JCF p - % Za g3 2 g5 8 g7 • •• •

Setzen wir diese Werte ein, so erhalten wir

(z = _ 2%Ni [P1_ P2+ 3a2b2(p~ _ P~) _15a4b2(p~ _ p;)

I
91 g2 4. 91 g2 16 91 g2

(13 a)j + B5 (2 a' b~: Ba' b') (!! - ;;) ...]

I
X = % Ni a b2 [.2:.. - .2:.. _ 3 a- (~ - .2:..)

g~ g~ 2 gi g~

I + 15 ((X4 + a
2

b
2
) (-!.. - ~) Jl 8 g1 g~' .• •

Man sieht hieraus, daß Z und um so mehr II in demselben
auf der x-Achse senkrechten Querschnitte von der Mitte gegen
die Wand der Spirale zunimmt. Setzen wir daher
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e e
(15) l(P11 P2) = kf n ad aR2 = kf na da (X2+ Z2),

o 0

so erhalten wir nach Substitution der eben gefundenen Werte
für X und Z

2 3 k N2 '2 2 {Pi P§ 2P1 pof(p P9) = n z () 2 + 2" -- -----"-
l' " gl g2 g1g2

+ 3 {l b
2 (PI + p~ _ P1 P2 _ Pi P2)

4 _g~ g~ g1g~ g~ g2

_ 5 Q4 b2 (Pi + P§ _ Pi P~ _ 1)i p2)

8 g~ g~ glg~ gig2

+ 3 Q.4 b
4

(Pr + pt _ 2PI P2 )
16 gp g~ 0 g~ g~

+ 35 <Qß b2 + 2Q4 b4
) (Pi + P~ _ Pi P2 _ Pi P2)

64 giO g~O g1g~ g~g2

f;l b4
( 1 1 2) Q4 b4

( 1 1 1 1)+ -8- g~ + gg - g~ g~ - 4 g~ + g~ - :q-f:91- g~ g~

5(SQßb4+4Q4bß)( 1 1 1 1 )
+ 64 g{-o· + g~ 0 - gr g~ - ui g~

9 rl b
4

( 1 1 2) }+ 64 gfO + g~ 0 - g~ g~ + ....

Dieser Ausdruck enthält noch alle Glieder, die bezüglich ()
und b von einer kleineren als der 12. Dimension sind: er ent
hält auch alle, die bezüglich () von einer kleineren als der
6. Dimension sind, aber nur einige von der 6. Dimension. Man

e
sieht sofort, daß man f na daR;" erhält, wenn man in diesem

(!

Ausdrucke Pl = - m, P2 = l- m setzt, dagegen f na d a R?~,
o

wenn man Pl = + n, P2 = 1+ n setzt. Nach Gleichung (14)
ist also
(17) ~ = f(- m, l-rn) - ((n, 1+ n),

welcher Ausdruck sofort hingeschrieben werden kann, da die
Funktion l durch die Gleichung (16) definiert ist. Für die
Praxis dürfte jedoch dieser Ausdruck noch einer erheblichen
Vereinfachung fähig sein. Sei zunächst m = n und betrachten
wir zuvörderst nur die Glieder von der niedrigsten Ordnung,
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d. h. nehmen wir an, es sei die Spirale so lang, daß l = CX)

gesetzt werden kann, und das Wismutstäbchen so dünn, daß
nur· die niedrigsten Glieder bezüglich () beibehalten zu werden
brauchen. Dann erhalten wir für ~ den Wert

(18) ~1 = 8n
S

kN2 i 2
Q2 m = 4n

2
kN2 i 2

V •

1/b2 + m 2 1/b2 + 111,2

Hierbei ist v = :n; ()2 2m. Kann der zylindrische Stab nicht
als unendlich dünn vorausgesetzt werden, so ist hierzu noch
folgendes Korrektionsglied zu addieren:

[
3 Q2 b2

. 5 (/' b2 35 (2 (/4 b4 + (l b2) ]
(19) ~2 = ~1 8 (b2 + m2)2 - 16 W' + m 2)3 + 128 (b 2 :+- m2)4 ••• ,

von dem' bezüglich der Genauigkeit das von der Formel (10)
Gesagte gilt, d. h. die Glieder von der Ordnung

(16 b4

~1 (b2 + m2y:;

und aufwärts sind vernachlässigt. Kann außerdem auch die
Länge der Spirale nicht als unendlich groß betrachtet werden,
so kommt hierzu, wenn man die Glieder von der Ordnung

b6 02b6

l': ~ und :: -~-
SI l6 SI [4 (b2 + m2)2

vernachlässigt, noch das Korrektionsglied

f [ b2 ([2 + m 2) [b21/b2 + 1ii'i

~3 = ~1 - 2 (l2 - m 2? - (l2 + m 2 + 62)2 - 4[2 m2

\
~..~.~ .6.._[2 m~.±_~~~, _ 3 Q2 b4

(l2 + m2
) ]+ 8 (P - m 2)! 16 ([2 ~ m 2)2 (b 2 + m2)2 •

Wenn mund n nicht einander gleich sind, so werden die
]'ormeln zwar etwas komplizierter, doch läßt sich auch in
diesem Falle die Formel (16) noch erheblich vereinfachen,
erstens wenn die Länge der Spirale sebr groß, und zweitens
wenn mund n nicht sehr viel verschieden sind; doch will ich
mich hierauf nicht weiter einlassen, weil es von den Dimensionen
der 'angewandten Apparate abhängen wird, in diesen Fällen
die passendsten Vereinfachungen zu finden. Ich bemerke hier
nur noch, daß es gar keine Schwierigkeit hat, die Form~ln

zu entwickeln, welche für den Fall gelten, daß der Wismutstab
kein Kreiszylinder, sondern ein Parallelepiped, oder irgend ein
anderer der Spirale koaxialer Zylinder ist. Wenn d q ein
Element der Endfläche ist, so wird es immer nur auf Be-
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rechnung der Integrale .ra2n d q über die ganze Endfläche an
kommen, die .z. B. für rechteckige Endflächen sofort berechnet
werden können.

Um mit Hilfe dieser Formeln die Diamagnetisierungszahl k
experimentell zu bestimmen, hätte man selbstverständlich
folgendermaßen zu verfahren: man bestimmt ~ experimentell
in absolutem Maße; alle anderen in dem Ausdrucke, den wir
für ~ gefunden haben, vorkommenden Größen kann man eben
falls messen und daher die einzige unbekannte II bestimmen.

3. Abstoßung, welche eine Kugel an der Grenze einer
zylindrischen Spirale erfährt.

Nach Aufstellung der obigen Formel ist es nicht schwer,
auch die Abstoßung zu berechnen, welche irgendwie anders
gest.altete Körper erfahren; man braucht nur dem Körper eine
virtuelle Verschiebung 0 z in der Richtung der z-Achse zu er
teilen, den Raum aufzusuchen, welchen der Körper nach, nicht
aber vor der "Verschiebung erfüllte, sowie den, welchen er vor,
nicht aber nach der Verschiebung erfüllte, und das Integral
R,2 d v über den ersteren erstreckt mit .rR,2 d w, über den
letzteren mit f R,2 d (j) zu bezeichnen. Man hat dann allgemein

c = - Ir, (JRZ~/W -J.R,zd CiJ)
5 2 0% ~% '

der allgemeine Ausdruck für R2 ist hierbei

{

2 2 2
R,2 = F(p p a) = 4?t2N 2i 2 E~ + n _ Pl]J2

1'2' gr g~ gl g2

+ 3 a}.!~ (P r + p ~ _PI P2 _ PI P2 )
2 g~ g~ g~ g2 gl g~

_ 15a' b2
(p~ + .. P~ _ P12)2 _ 2Jl p~)

8 g~ g~ gi g2 gl g~

+ 9a
4

b
4 (.1?l. + P~ __2Pt P'!)

16 g}O g~O g~g~

+ 35 (2 aß b2 + 3 (1,' b4
) (-.Ei. + 1)~ _ PI P2 _ PI ]J2 )

32 gi O g~O g1g2 glg~

Cb
2b'(1 1 .2) 3Cb

4 b4 (1 1 1 1)
+4 U~ + gg - gr g~ - -4-- U~ +~.-g~ g1- u~ g~

15 (CL
4 + a2 b2

) ( 1 1 1 1 )
+ 16 g} 0 + g§ 0 - g~g~ -::- Ur uU

9aß b
4

( 1 1 2) }
+1:"6 g§o+ g§O--g~g1 +...
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und es ist

g~ = b~ + P~, g~ = b2 + p~.

Um nur noch ein Beispiel zu geben, wollen wir eine
Kugel vom Radius (! betrachten, deren Zentrum in der Achse
der Spirale liegen und von der als positiv bezeichneten End
fläche derselben den Abstand (j, von der anderen den Abstand
l + (J' haben soll. Zeichnen wir den Radius der Kugel, welcher
der positiven z·Achse parallel ist und zwei Parallelkreise der
Kugel, welche von diesem Radius um die Winkel f} und
{). + d {). abstehen, so liegt zwischen diesen Parallelkreisen ein
Ring vom Flächeninhalte 2 % (12 sin {} d {)', welcher bei der
virtuellen Verschiebung der Kugel den Raum

2 % 0 2 cos 19· sin {f d{} 0Z
"

durcheilt. Wir haben also

~: = 2% {J 2 COS f} sin {f d ,9, ;

ferner haben wir im Ausdrucke für R,2 zu setzen

a = (! sin{)', PI = (j + (!ßcos {}, P2 = 1+ (J' + Q cos{)·

und wir erhalten:

(23) {!; = - k'''QiF(I)" + Q cos {}, 1+ (J + Q cos {}, Qsin {})

cos {} sin {j' df}.

Da wir von Null bis % integriert haben, so sind hier alle
sowohl mit dm als auch mit dw bezeichneten Volumelemente
schon einbegriffen. Für (J' = 0 lassen sich alle Glieder der
Funktion F durch gewöhnliche Funktionen integrieren; sonst
muß man zu elliptischen Funktionen greifen oder für jedes
Glied nochmals eine passende Reihenentwicklung suchen, was
nicht schwer ist, wenn die Spirale lang und der Radius der
Kugel klein ist.

Übrigens ist es für diesen Fall vorteilhafter, sich der
Reihen (8) und (13) zu bedienen, welche liefern
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R2 ]j'( ) 4· 2 ;\72 .'} {.pt + p~ 2PI ])2= f P P a = n 1\ z· - 2 - --
I 2 8~ B:J .'11 .'12

+a2 (P} + P: _ Pt P; _ p~ p~ )
8 1 .'1 2 81 8 2 SI 82 ;

+ 3(a
4 + 2a

2
b

2
) (Pi + p~ _ P1])2 _ PIP2)

4 8~ 8g St8~ 8~82

+~ (Pr + p~ _ ~PI P2)
4 s~ 8~ S~8~

+ 5 (aß + 3 a4 b4
) (Pr + p~ _ Pt~__ PI P2)

8 8~ s~ St8~ 8182

+ 3 (a6 + 2 Cf:i b
2

) (Pi + p~ _ Pt P2 _ Pt P2 )
8 s~ 8~ sr 8~ 8~8~

35 (2a6 b2 +3a4 b4)PtP2 315 aß b4 ptP2 1155a6 b6 PIP2
32 8i 82 - 64 8P 82 - - 12881~~

a
2

b
4

( 1 1 2) }+ -4- so + ~S6 - ß3S3 +... .
1 2 1 2

Hier sind in den letzten' beiden Zeilen nur diejenigen Glieder
beibehalten, welche später nicht ausfallen. Für die Kugel ist

a = f) sin {j', PI = (1 + f) cos {j., P2 = l + (1 + f) cos ()',

s~ = 'b 2 + (12 +f)2 + 2ü f) cos {)',

s~ = (l + (1)2 + b2 + f)2 + 2 (l ~ ü) f) cos {)'.

Die in der Formel (23) angedeuteten Integrationen lassen sich
jetzt durchweg durch gewöhnliche Funktionen durchführen.
Wir wollen hier nur den Fall betrachten, wo ü gleich Null ist,
und Glieder, welche bezüglich des größten von der Ordnung
(!8/b8, f)°/b4l2, f)4/l4, b2 f)2fl', hO/lB sind, vernachlässigen. Alle
Glieder der Formel (24), welche nur gerade Potenzen von cos 19'
enthalten, liefern Verschwindendes in die Formel (23). Setzen
wir daher k2 = l2 + b2 + f)2 und behalten in den Ausdrücken
p21 sz und Psis; nur die geraden Potenzen von cos 1'1' bei, so
ergibt sich

_l
li = l + Q cos{} [1 + 2l C.OS/f] 2 =.!:- _ lQ2 cos2

{}
8 2 k k2 k k 3

+ 3 l,-:3Q~2_C_OS_2{}_

kD

Im Ausdrucke p~ Is~ sind nur die ungeraden Potenzen von
cos {f beizubehalten, daher wird



51. Über die auf Diamagnete wirksamen Kräfte. 349

P~ = [1 b2 + rl sin2
ff] -1 = 2 b2QCOS {}

8~ + (t + Q COS ff)2 Z3

+ 2 (13 sin2 {f cos ff 4 b4 (I cos ff
[3 Z5

Setzen wir den oben für R,Z gefundenen Ausdruck in die
.Gleichung (23) ein und behalten nur die Glieder, die später
nicht ausfallen, so erhalten wir zunächst, wenn wir cos {j' = x
setzen

1

~ = 8n3kl\T2i2(12JXd.'l:{2P1P2 _ _p} + a
2p

1 ;2
o 81 82 , 8 2 81 8 2

+ a
2f1 P2 (1 + 3 b:) + a

4 f1 P2 (~+ 15 ~2 + 105 b
4

4
)

8 1 82 2 8 8 1 82 4 8 8 1 32 8 1

+ a
6

pIP2 (~+ 35 b
2 +~~ + 1155 b

6
)}

8182 8 168~ 6484 12886

und indem wir jetzt jedes Glied integrieren, folgt:

Dabei ist 82 = b2 + [?2, kZ = lZ + b2 + (12. Mehrere Glieder
von der Ordnung der Vernachlässigten, welche hier noch bei
behalten sind, könnten leicht ebenfalls weggelassen werden.

Wenn die Spirale sehr lang 'ist, und wenn, wie dies im
letzten Beispiele der Fall war, sämtliche Dimensionen des
diamagnetischen Körpers und. dessen Entfernung von einer
Endfiäche der Spirale sehr klein sind, so ist übrigens die Ab
stoßung, welche er erfährt, in erster A.nnäherung immer gleich
4nz kN z i 2 v/b, wobei v das Volumen des Körpers, b der
Radius der Spirale ist. In diesem Falle könnte noch eine
andere Art der Reihenentwicklung angewendet werden. Es
könnten nämli.ch, sogleich nachdem die Integration nach p
ausgeführt ist, in den Formeln (7) und (10) nur die Funktionen
ep (pz) und 1/J (pz) nach fallenden Potenzen von l, die Funktionen
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1 (PI) und 1/) (Pl) dagegen nach fallenden Potenzen von b, wobei
a und PI als klein von derselben Ordnung vorauszusetzen
wären,. entwickelt werden. Es hätte dies den Vorteil, daß man
die Glieder gleich anfangs in besserer Anordnung erhielte.

4. Drehung'smoment, welches eine Spirale auf einen
zylindrischen diamagnetischen Stab um eine vertikale Achse

ausübt.

Wir denken uns einen zylindrischen Stab aus einer dia
magnetischen Substanz. Die Achse des Zylinders sei horizont,al
und er sei um eine vertikale durch seine Mitte gehende Gerade
drehbar,,," sei die Länge, f! der Radius des Zylinders. Der
Mittelpunkt des Zylinders liege auch in der Achse der Spirale,

Fig.3.

habe von den Endflächen derselben die Abstände mund l + m
(das Zeichen der Abstände denken wir uns ganz wie früher
bestimmt) und werde als Koordinatenanfangspunkt gewählt.
Die z-Achse habe bezüglich der Spirale dieselbe Lage wie
früher, die x-Achse sei horizontal (obwohl sie in der Figur
vertikal gezeichnet ist), die y-Achse sei vertikal. Die Achse
des Zylinders sei um den Winkel u gegen die z-Achse geneigt.
Für irgend einen Punkt M der Zylinderoberfläche sei der Ab
stand von der durch den Zylindermittelpullkt zur Zylinder-
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achse senkrecht gelegten Ebene u, der Winkel der auf der
Zylinderachse senkrechten M Q mit der x z - Ebene sei {t, MN
sei die von M auf die :1' z - Ebene· gefällte Senkrechte. Dann
sind die Koordinaten des Punktes M:

.'f: = u sin ot + f! cos {f cos ot, .

Y = f! sin t9' ,

z = u cos ot - f! cos & sin ot ;

ferner erhalten wir unter Beibehaltung der schon früher an
gewendeten Bezeichnungen für diesen Punkt:

a2 = x 2 + y2 = u2 sin2 a + 2uf! sinu cosa oos8'

+ (12 (cos 2 {} cos 2 a + sin2
(}),

PI = m + z = m + u cos C(, - f! cos {t sin a ,

P2 = l + m + z '= l + m + u cos u - f! sin u cos & .

Setzen wir zunächst voraus, der Mittelpunkt des Zylinders
falle mit dem Mittelpunkte der Spirale zusammen und setzen
die halbe Länge der Spirale l/ 2 gleich h, so haben wir
PI = - h + Z, P2 = + h + z ; ferner wollen wir annehmen,
y!b 2 + h2 sei groß gegen die Dimensionen des Zylinders;
dann wird

h-x

1Ib2 + h2 - 2hx +- x2

h - x ( h X x2
3 h2 x2

)

= - 1Ib2 + h2 1 + b2 + h2 - 2 (b2 + k2) + 2(b2 + h2)2 '

P1 _ P2 = _ 2 k [1 _ 3 b
2

x
2

],

91 92 Vb2 + h2 2 (b2 + h2)2

Pt k - x
g~ =- 1IlJ2 +h}-2hx+x25

h - x [ 5 hx 5 x2 35 h2 x2
]

= - Vb2+ h25 1 + b2 + k2 - 2 (b2 + h2) + 2 (b2 + h2i ... ,

J!.!. _ P2 = _ 2 h [1 (20 h,2 - 15 b2
) x

2
••],

g~ g~ Vb2 + h25 + (b2 + h2)2 •

1 1 3kx 1 1 6hx
-=---- ,---=- .gr 1Ib2 + h23 Vb2 + h25 g~ g~ Vb2 + h25

Man erhält also gemäß der Formeln (13a)

2 2 2 . 2 •2 4 h2 ( 3 b
2x2

3 a
2

b
2

)
Z + X = 4 'TC N Z b2 + h2 1 - (b2 + h2)2 + 2 (b2 + h2)'l' •
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144 n 2 N2 i 2 h 2 (/ b2 cos a sin a 0 ,Ct

(b 2 + h2)3

2 jt +11).,2 - e2 0082 {}

f eos2(} dBJ -:--__ u2 du. 1)
o - 11~ - e2C082{}

Setzt man auch noch fl klein gegen Ä voraus, so üst das
nachu zu nehmende Integral gleich

Ä3 l Q2 cos2 {} •

12---2--'

Alle übrigen Glieder sind bezüglich des letzten von der
Ordnung d2 f(b 2 +h2), wobei d eine Dimension des Zylinders
bedeutet, und sollen im folgenden vernachlässigt werden. Lassen
wir ·u um du und (} um d{} wachsen, so entsteht auf der
Oberfläche des Zylinders ein Element von der Fläche fld{}. du,
welches, sobald man dem Winkel CI- den virtuellen Zuwachs Oe?
erteilt, den Raum (! d {} du. U 0U • cos {} durchsetzt. Um die
Formeln möglichst zu vereinfachen, wollen wir jetzt annehmen,
der diamagnetische Zylinder sei an beiden Enden nicht von
Ebenen, sondern von Stücken von Zylinclerfiächen begrenzt,
welche die y-Achse als Achse und den Radius Ä/2 haben.
Dann verschieben sich diese Endflächen bloß in sicb. selbst,
die Integrationsgrenzen sind für {} Null und 2'Jt für u aber

11 Ä2 'V l2
- - - 0 2 cos 2 B· und + - - n 2 COS 2 l9' .

4'" 4'"
die Formel (6) bekommt also, wenn man wieder sogleich die
Integration über die positiven mit den über die negativen
Raumelemente in eine einzige Integration zusammenfaßt~ die
Gestalt:

16 2 i\T2 '2 1 9 -~ojR2 d V = _ n.LV 2 rt" (? u a
(6 2 + h2)3

1/-}..2--
2 jt + V - - {}2 0082 f}

XJCOS{}d{}J },2

4

_ Udu[(b2+lt2)2_3b2Z2+: b2 a2J.
o - 114" - {}2 0082 {}

Setzt man für z seinen Wert ein und bedenkt, daß alle
Glieder mit ungeraden Potenzen von u und cos {j- ausfallen,
so bleibt:

ojR2 dv = +

1) In dieser und einigen der späteren Gleichungen ist ein unrichtiges
Vorzeichen verbessert. (Siehe S. 565 dieses Bandes). D. H.
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führt man noch die Integration nach· {). durch, so ergibt sich
'T[ J,il 3'1t}, fl
12--~8--

und folglich
'f 2 _ 6 n B N2 i 2 112 r/ b.2},il sin 2 (X 0 (X ( 9 (>2 )

(~ R d v - + .(b 2 + Jt2)il 1 - 2 ').2 •

Dieser Ausdruck mit - (k /2) multipliziert und durch (j u divi..
diert, liefert das Drehungsmoment M; welches die Spirale auf
den Wismutzylinder ausübt. Das positive Zeichen des Mo
ments drückt aus, daß sich die Achse des Zylinders mit der
der Spirale parallel zu stellen sucht'!) Denkt man sich das
Produkt b h, also etwa die Länge des auf der Spirale auf
gewundenen Drahtes gegeben, so bekommt man das Maximum
des Drehungsmomentes, wenn man b = h macht. Denken wir
uns den anfangs betrachteten aus der Spirale herausgestoßenen
Zylinder an einer Drehwage vom Hebelarme A befestigt, so
wird das Drehungsmoment

4 n 3 k N2 i 2 rl '). A
~A=---

1/b
2 + ~

wobei A wieder die Länge des Zylinders ist. Es ist also

111. 3 h2 b2
).,2 sin 2 €X 1/b2 + ~2

~ A 2 A (b2 + h2)6 ,

d. h. das Drehungsmoment ist im zweiten Falle weit kleiner
als im ersten, was von vornherein zu erwarten war, da ja
der Wismutkörper im zweiten Falle sich nahe im homogenen
Felde' befindet. Trotzdem hat auch der zuletzt betrachtete
Fall für des Experiment gewisse Vorteile, und es wäre im
Falle d'3s Bedarfs leicht, den speziellen Bedingungen des
Apparates angepaßt, die weiteren Annäherungsglieder auszu..
rechnen.

Ich will noch kurz des Falles Erwähnung tun, daß der
Mittelpunkt des Zylinders sich in der Mitte zweier gleich
beschaffener, nach der anderen Seite sich ins Unendliche
erstreckender Spiralen befindet. Beide Spiralen sollen von
einem unend~ich entfernten Punkte gesehen entgegengesetzt,

1) Vgl. hierzu die Berichtigung auf S. 565 dieses Bandes. D. H.
Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. I~. 23
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vom Zylinder aus gesehen aber beide dem Uhrzeiger entgegen
vom Strome durchflossen werden; h sei die Entfernung des
Zylindermittelpunktes von den Endflä9hen der Spiralen; dann
ist bei Berechnung der einen Spirale

PI ::::: h + Z, P2 = +co,
bei der andern

PI = - (h - z), P2 = - co
zu setzen. Daher wird:

Z = _ 2 n Ni [ .. h + x _ h - X.

1/b2 + (h + X)2 1/b2 + (h _ :,;)2

3 a
2

b
2

( h + x' 11. - x ) ]
+ -4- 1/b2+ (h + x)2 5 - 1/b2+ (h ....; X)2 5 ...

X=nNiab2rl,/_l -3+ 1_

1 -3"']
vb2 + (h + 7:)2· Vb2 + (h - ;:;,)2

Z = _ 4 on; Ni b2
X X = 2 on; Ni a b2

V/~ h2 3 ' Vb2 + h2 3 •

Verfährt man genau so früher, so erhält man daher für das
Drehungsmoment in erster Annäherung:

n3N2i2Q2b4.).Hksin2lX.( 9 (2 )M=+ . 1--
. 2 (b 2 + h2)3 2 A2

die Achse des Zylinders sucht sich hier auf die der Spiralen
senkrecht zu stellen.

Schließlich sei hier noch bemerkt, daß sich auch eine
Reihenentwicklung nach aufsteigenden Potenzen der mit a be
zeichneten Größe, also der Dicke des Zylinders anwenden läßt,
ohne daß man vorauszusetzen braucht, daß. die Länge .des
Zylinders klein gegen die Distanz der Mitte desselben von den
Endflächen der Spirale ist, sobald man annimmt, daß der Ab
lenkungswinkel ce von der. Parallellage nur unendlich klein ist
'!lnd das Moment aufsucht, welches den· Zylinder in die Parallel
lage zurückzuführen oder weiter von derselben zu entfernen
sucht, welcher Fall, besonders wenn der Mittelpunkt des Zylin
~ers sich mitten zwischen zwei entgegengesetzt gewickelten mit
den Endflächen sehr nahe stehenden Spiralen befindet, verhält
nismäßig leicht der Beobachtung zugänglic~ sein dürfte.
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Erwiderung
auf die Bemerkung des Hrn. Oskar EmiI Meyer. 1

)

(Wied. Ann. 8. S. H53--655. 1.879.)

In § 120 seines Buches "Kinetische 'l?heorie der Gase"
stellt IIr. Meyer folgende Betrachtungen an. gs seien )Vm
Teilchen gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, daß eins derselben
die Geschwincligkeitskomponenten u v w hat, sei P(n 7) w). l\Tan
greife willkürlich ein Teilchen heraus; die Wahrscheinlichkeit,
daß es bestimmte Geschwindigkeitskomponenten 111 7'1 'W1 besitze,
ist Ji' (U

1
VI W1); man greife ein zweites rreilcben her~Llls; die

Wahrscheinlichkeit, dn,ß letzteres die Geschwindigkeitskompo
nenten 1l2 7)'J,'U)2 besitze, ist P(uz'l'zwz). Da,s Produkt P(U1 V

1
W

1
)

• Jf(uz '02 'wz) gibt die Wahrseheinlichkeit, daß von ~wei heraus
gegriffenen rreilchen das erste die Geschwindigkeitskom}Jonenten
U1 7,'1 '101 ' das zweite '112 '02 U}2 besitzt, wovon, wie allbekannt ist,
die Wahrscheinlichkeit, daß von zwei herausgegriffenen 'Teil
chen eins die Geschwindigkeitskomponenten 1[1 VI UJl , das andere
u2 Vz 'W2 besitze, das Doppelte ist. Ebenso ist die \Vahrschein
liehkeit, daß unter N rreilchen die Werte 'lll VI 'Wll Xl'}, V2 rW2 •••

llNVNU)N vertreten sind, durch lVI P gegeben, wenn die rrernen
U] VI 1°1 , 1./.2 V2 W 2 ••• UN'i)NWN alle voneinander verschieden sind,
dagegml durch NI P / (7t1 ! k2 I .•.), wenn unter diesen rrerIl en lt

1

identisch sind, ebenso ltz usw. Hierhei wurde zur Abkürzung
P für F(u1 '1)1 w1) • Jl'(1l'J, 7'~ 'w2) ••• P(UNt'~V'U)N) geschriel)en. Hr.
lVfeyer hingegen setzt diese Wahrscheinlichkeit einfaeh gleich P.
Der Zähler N/ ist freilich konstant, allein der Nenner bedürfte
notwendig der Diskussion. Nun gelle ich zu meinem Haupt...
einwurfe über. Hr. Meyer stellt sich nl1.mlich ,jetzt die Auf
gabe, zn bewirken, dttß P ein Maximum wird, (1. h. daß es
vermindert wird, wenn man darin u1 + <>'7&1' VI + ()''O1 ••• 'U)J.V + ()'WN

1) Wiod. Ann. 7. 8. 317. IB7H.
23*
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statt UI 'VI ••• 'WN setzt. Anfangs freilich, S. 264, behauptet e1\
er wolle die Werte der Variabeln 1l1 1'1 ••• WN so bestimmen, daß
dies bewirkt werde; allein faktisch bestimmt er nicht ?LI vI" • WN,

sondern er wählt die Funktion l! so, daß die drei Gleichungen
auf S. 265 identisch erfüllt sind. Wenn aber diese Gleichungen
identisch erfüllt sind, ,so ist, wie man sofort sieht, c)' P = (),
was immer 'U1 VI ••• ?ON für Werte hahen mögen, wenn nur diese
und die variierten Werte 711 + ä 1f1 , VI -I- b' VI ••• 1f,'N + ä U'N mit
den Bedingungsgleichungen auf S. 261 oben vereinbar sind.
Da aher unmöglich P für alle Werte der Va,rhtbeln gleichzeitig
sein Maximum haben kann, so kann da,s Versclrwindell von
(Y P nicht ein Maximum anzeigen, sondern es muß die .Be
deutung haben, daß P sich gar nicht ändert, wenn die Variabeln
1/1 VI ••• WN unter J~inhaltung der Bedingungsgleichnngell von
beliebigen Werten zu beliebigen anderen übergehen. Daß die
von Hrn. Meyer gefundene Funktion

- 7,rn[(1t - a)'+ (11 ~- /1)'+ (10"" y)~J

F(uvw) = C(J

in der rl'at elie letztere Eigenschaft hat, sieht man sofort. Denn
setzt man diesen Wert von J? in das Produkt P ein und be
rücksichtigt die Bedingungsgleichungen S. 2ßl! so ergibt sich:

1') _ ON - 2/cNJIJ+ 2k(att + i/li,. "(:.1 ~'m .-1,: ((~:l + {Iß + i,tl ~'1n- e ,

welcher Ausdruck nur mehr Größen enthält, die laut der Be
dingungsgleichungen konstant sind. Infolgedessen ist freilich
ä P = O. Allein es ist nicht, wie Hr. Meyer behaupt(~t, die
zweite Variation von P negativ, sondern 3,11Ch sie und H,lle

folgenden Variationen verschwinden. Obwohl dies schon daraus
mit Notwendigkeit folgt, daß P die Variabeln nur in solchen
Vet'bindungen entll1llt, welche zufolge der Bedingllugsgleiehungen
konstaut sein müssen, so will ich doch hier noch ()'21og P be
l'Hchnen. Nach Mayor, S. 2613, ist:

ö'lOtf p = ;S' (~~.}~)J.~".I/~~ ()'u _/.. d lo.g.. 1/'11
()' n + d ll.lg Pli ä '11' ')'

b dU/I '11 t/llli '11 d 11'11 I~ ,

oder wegen der drei CHeidnmgen anf' S. 205:

(~logt p = - 2 Je,':;::" m 1(11 - a) ä71 -t- (lI li~) ()"n ···1- ('lil - v) ()'w ..J., 11 n .. 11 tl ·11 71 I· ·11

Betrlwhten wir etwft 7/1 '1'1 Ul1 'll2 als durch dio vier Be..
dingungsgloic:hullgen bestinllnt, die übrigen Vari:theln als in
dependent, so E)rlHtlten wir:
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c2 10g P = - 2 k:8 m?t ((r u;i + Ö' 'lJ;~ + ö' w~)

- ~ !tm1 [(u1 - a) Ö'2'll1 + (01 - ,1) ()'2 Vl + (U'l - y) ()'2 Wl ]

') 1 ( ) .\")- .., /(,m 2 1[2 - U o"'uz ·

Nun folgt aber durch Variation der Gleichungen lVleyers auf
S. 262 ganz oben:

m1 (rl, u1 + m
2

ö'z 112 = ()''t. VI = ()'2 U'l = 0 ,

.:::::: 'ifln (ä li/i + o' v;' + 0' 'w.;~) + Jrl1 U1 0'2 'lI1 + 'mZ 'll2 Ö'2 11'2 = 0,

wodurch sich sofort der obige Ausdruck für r)'2 1og P auf Null
reduziert, woraus natürlich auch 02 P = 0 folgt, und ebenso
verschwinden alle he>heren Variationen VOll ];. Ich glaube
hiermit bewiesen zu haben, daß Ulan Ilach lirn. :.M e y e r s
]\tlethode gar nicht das lVTn,ximum von P findet. Damit daH

Problem einen Sinn habe, muß man vielmehr den Wert, welchen
P für die lVlaxwellsche },i'unktioll Pannimmt" luit demjenigen
vergleichen, den P fitr andere (unendlich wenig verschiedene)
]"'unktiollen P annimmt. Will mau aber diese Vergleichung
ausführen, so muß man notwendig gerade die Funktion 11' der
Variation unterwerfen.
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Erwiderung auf die Notiz des Hrn. O. E. Meyer:
"Ober eine veränderte Form" usw. 1

)

(VVied. Ann. 11. S. 52ll-·58'1. l8HO.)

Meine ursprüngliche BelUtuptung Ja) ging dHhill, daß Hr.
Meyer da.s Prohlmn, wHlches er sich in seinem Buche: ,.,Die
kinetische rl'heol'ie der Gase", S. 259 stellte, d~tselbst voll
kommen unrichtig aufgelöst Imt, Die im rI'ite! zitierte letzte
Notiz gibt dies indirekt insofern zu, als sich Hr. Meyer da
selbst ein vollkommen ituderea Problem stellt.. In allem Punkten,
auf welche sich meine ]~jinwUl'fe llczogen, wird das Problem
Jetzt geändert.

1. Anstatt der Wahrscheinlichkeit, "daß unter den heraus
gegriff(HleU l'eilchen die (:1eschwindigkeitskomponenten ul' vI' '/01'

dann fl2 , V 2 , w2 , ferner 'U:p ?):p U":l 1181'., emdlich ?lN , VN, WN ver
treten seienu, tl) ('welche idl ~Llß die Wahrscheinliehlwit mit will
kiirlicher Reihenfolge hezeiehnen will), sucht er vielmehr jetzt
die Wahrscheinlichkeit, daß das erste dm' herausgegriffenen
rl~eilchen die GeschwindigkeitskoInIlOnenten ull vI' 'wl' das zweite
u:p v2' 'W2 uaw. besitzt (W~1hrschein1ichkeit mit gegebener Reihen..
folge) und :findet dafiir natürlich dEm richtigenvVert:

(1) p = P (u1 , t'1' u'l)' 1(' (u",l' v21 'w2) ... P (UNI 7)N, UIN)'

Warrun H,her beim Bc}weise des Maxwell sehen Gmwtzes
ger~tc1e cliE~ WiLhrscheinliehk(~it bc)i gegebener J nicht vielmehr
die bei willkUrlicher H,eihenfolg(~ gesucht werden mUsse, daftir
hat er keinen ttndern Grund als den, daß trum nur im (~rstEm

]'alle zur gewünschten J~'ormel gelangt.
2. Dia Gleichunge,n der Bewegung dos Schwm'rHmktc}s und

1) O,.K M<lY{~l'l Wimi. AnI}. 10, S. 208. 1880.
\!) Holtznul,ll1'1j Wien. Bel'. 76. 2. Abt. Ol<t. 1877. (Dieser Btmü

Nr.42.)
:I) W(irtlieh tlneh Meyera l~\ll\h S. 2HZ.
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der lebendigen Kraft faßte er früher als Bedingungsgleichungen
auf, denen die Werte der Variabeln sowohl für den gesuchten
Maximumwert, als auch für die übrigen kleineren Werte, die
mit dem Maximumwerte verglichen werden, genügen müssen; 1)
ich will solche Bedingungsgleichungen künftig immer als Be
dingungsgleichungen im gewöhnlichen Sinne der :l\faximal
rechnung bezeichnen. Da ich aber nachwies, daß in diesem
Falle gar kein Maximum existiert, so legt er jetzt diesen
Gleichungen eine ganz andere Bedeutung bei; sie sollen bloß
für elen Maximumwert gelten, nicht aber für die damit ver
glichenen kleineren Werte. Von Bedingungsgleichungen im
oben definierten gewöhnlichen Sinne der Maximalrechnung ist
also jetzt nirgends mehr eine Rede.

3. Er fordert von dem gesuchten Werte keineswegs, daß
er ein wirkliches Maximum sei, sondern bloß, daß er abnehme,
wenn man allen Geschwindigkeitskomponenten in der Richtung
der .x-Achse gleichzeitig einen gleichen und gleichbezeichneten
Zuwachs erteilt, und daß derselbe auch für die y... und z...Achse
gelte. Von der gefundenen Größe:

(2) P = ON. e- '-InS [l1tll- a)2 +(VIl- b)2 + (Wn _. c)']

beweist er auf S. 302 der im rritel zitierten letzten Notiz
wieder bloß, daß sie diese I1jigenschaft 2) besitzt. Wenn er

1) S. 261 seines Buches sagt er wörtlich: Dieselben Gleichungen
gelten mit. den gleichen Werten der vier Konstanten, ebenso wie für
den gesuchten wahrscheinlichsten, auch fitr jeden andern mUglichen Zu
stand der Bewegung, bei welehem jedes Teilchen vel'Undel'te Werte der
Geschwindigkeiten besitzt.

2) Nicht unerwähnt kann ich lassen, daß der von lIm. Meyer ge
fundene, hier im rfexte mit (2) bezeichnete Ausdruck diese Eigenschaft
nicht bloß, wie FIr. Meyer behauptet, besitzt, wenn die YUl'htbeln den
vier Bedingungsgleichungen 0 = ..E(un - a), o::=: 2:(1'11 - b), 0 =Z(Uln - 0),

o= z l1~: (un
2 + 'v/· + 'WrI

2) - I!J] genügen, sondern auch ebensogut, wenn

f:iie bloß den drei ersten dieser Gleichungen, aber nicht der letzten
geniigen. ,Da. ttber gerade die letzte Gleichung die der Energie ist, so
findet die von fIrn. Me y e I' geforderte Eigenschaft nicht bloß statt, wenn
in dem hel'ftusgegriffenen Teile des Gases derselbe mittlere Zustnud der
Bewegung und Energie wie in der ges11mten Gasmasse besteht, sondern
ltuch wenn ein ganz anderer Zustand der Energie (andere mittlere leben
dige Kraft eines rl\lilchens) herrscht, sobald nur die mittlere Geschwin
digkeit in den drei Kool'dinnteneinrichtnngen dieselbe ist. In der Tat
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auch wieder ab und zu behauptet (S. 297, 1. und 2. Zeile
und S. 302 der letzten Notiz), bewiesen zu haben, daß sie ein
Maximum sei, so überzeugt man sich doch leicht vom Gegen
teile. Man braucht da bloß irgend einem der 'll einen mit
solchen Vorzeichen versehenen Zuwachs zu erteilen, daß der
Zahlenwert von u - a abnimmt, während alle anderen u, v
und 'W unverändert bleiben. Dadurch und noch in der mannig
faltigsten Weise kann sogleich der durch die Gleichung (2)
gegebene Wert der Größe P noch weiter vergrößert werden.
Da also die Größe P noch keineswegs ein lVlaximum ist, so
ist schwer einzusehen, welche Bedeutung die von Hrn. lVIeyer
bewiesene Eigenschaft derselben für den Beweis des Maxwell
sehen Gesetzes haben soll..

Wenn die Variabeln U1 ' VI ••• WN gar keinen Bedingungs
gleichungen im gewöhnlichen Sinne der Maximalrechnung unter
worfen sind, wie dies bei Hrn. Meyer jetzt der Fall ist (die
von ihm beliebte Änderung, daß er alle u um dieselbe Größe
wachsen läßt, verletzt ja ebenfalls die Gleichung 2,'(un - a) = 0
und die Gleichung der. lebendigen Kraft), so hat vielmehr der
durch die Gleichung (2) gegebene Wert von P offenbar sein
Maximum, wenn sämtliche u gleich a, sämtliche v gleich b,
sämtliche w gleich c sind, weil dann jeder Faktor des Pro
duktes (1) seinen größten Weft hat.

Von dem von Ern. Meyer auf S. 296 als dem Kernpunkt
des Streites bezeichneten Probleme läßt sich nun folgendes
sagen. Sei eine sehr große ZahlM von Teilchen gegeben,
zwischen denen eine ganz beliebige Zustandsverteilung Z be
steht. Aus ihnen werde eine kleinere Anzahl N von Teilchen

setzt Rr. Me y er auf S. 300 seiner letzten Notiz die Koeffizienten A, B . ..
nachher gleich Null, benutzt also die Gleichung der Energie gar nicht,
sowie auch die Schlußformel den Wert von E gar nicht enthält.

Auch Hrn. Meyers Schluß auf S. 301 der letzten Notiz, daß l = 0
sein müsse, weil der Ausdruck - km [(u - a)2 + (v _b)2 + (w - e)2J
- lm [(z~ - a) (v - b) + (v - b) (10 - e) + ('w - e) (u - a)} für alle
reellen Werte von u - a, v - b, 1,{) - e negativ sein muß, ist falsch.
Nach den wohlbekannten Regeln, die z. B. auch bei Beantwortung der
Frage in Anweudung kommen, welche Flächengattung eine Gleichung
2. Grades darstellt, folgt hieraus nicht l = 0, sondern bloß, daß l zwi
schen - kund + 2k liegt•. Doch lege ich hierauf kein Gewicht, da
man das Verschwinden von l leicht auf andere Art beweisen könnte.
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willkürlich herausgegriffen. Bestimmt man die Wahrschein
lichkeit ohne Rücksicht auf die Reihenfolge, so wird es immer
am wahrscheinlichsten sein, daß unter den lV-Teilchen wieder
dieselbe Zustandsverteilung wie unter den ~M besteht, daß also
auch mittlere lebendige Kraft, Bewegungsgröße nach einer
Richtung usw. für die N-Teilchen denselben Wert wie für die
M-Teilchen haben. Dies ist richtig, wenn die Zustandsver
teilung Z mit dem Maxwellsehen Gesetze identisch ist; bleibt
aber ebenso richtig, wenn die Zustandsverteilung Z irgend eine .
andere ist, 1) so daß hieraus kein Schluß auf die Richtigkeit
des Maxwell sehen Gesetzes möglich ist. Bei Wahrschein
lichkeitsbestimmung mit Rücksicht auf die Reihenfolge dagegen
gilt dies weder für die Max we11 sche noch für irgend eine
andere Zustandsverteilurig. In diesem Falle ist vielmehr die
Wahrscheinlichkeit am größten, daß sämtliche Faktoren des
Produktes (1) ihren größten Wert haben, also daß jedes der
N-Moleküle dieselbe Geschwindigkeit und Geschwindigkeits
richtung (die wahrscheinlichste) hat. Da ich den ersteren Satz
schon früher bewiesen habe, 2) der letztere' aber unmittelbar
klar ist, will ich hier keine Rechnungen, sondern ein erläutern-
des Beispiel geben. .

Setzen wir an die Stelle der M-Teilchen eine Urne mit
100 weißen, 200 roten und 300 schwarzen Kugeln. Aus dieser
Urne sollen 6 Kugeln gezogen werden, welche den .N":Teilchen
entsprechen. Bestimmt man die Wahrscheinlichkeit ohne Rück
sicht auf die Reihenfolge, so ist es offenbar am wahrschein
lichsten, daß unter den gezogenen Kugeln eine weiße, 2 rote.
und 3 schwarze sich befinden, daß also unter ihnen dieselbe
Farbenverteilung wie in der Urne herrsche. Es ist dies z. B.
viel wahrscheinlicher, als daß man lauter schwarze Kugeln
gezogen habe. Bestimmt man dagegen die Wahrscheinlichkeit
mit Rücksicht auf die Reihenfolge, so ist es am wahrschein
lichsten, daß jede der gezogenen Kugeln eine schwarze sei,

1) Wenn die Zustandsverteilung Z darin bestand, daß alle M-Teil
chen dieselbe Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung besitzen,
so ist sogar die Wahrscheinlichkeit, daß zwischen den N-Teilchendie
selbe Zustandsverteilung besteht, gleich Eins.

2) "Bol tzmann, Wien. Bel'. 78. 2. Abt. Juni 1878 (Nr. 44 S. 258
dieses Bandes), wo übrigens statt n{ N überall einfach n stehen soll.
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d. h. es ist dies wahrscheinlicher, als daß z. B. die erste weiß,
die beiden darauf gezogenen rot und die 3 zuletzt gezogenen
schwarz seien. Ebenso ist der Zug von 6 schwarzen Kugeln
wahrscheinlicher, als daß auf den ersten und letzten Zug eine
rote, auf den dritten eine weiße und auf die übrigen Züge
eine schwarze Kugel getroffen wurde usw. Würde man also
die Wahrscheinlichkeit mit Rücksicht auf die Reihenfolge be
stimmen, so würde das Produkt P bloß dadurch zu einem

. Maximum gemacht werden können, daß schon unten den M
Teilchen alle die mittlere Geschwindigkeit und Geschwindig
keitsrichtung oder möglichst wenige verschiedene Geschwindig
keitsrichtungen hätten. Denn im ersten Falle hätten im Aus
drucke (1) alle l!' den Wert Eins; es wäre also auch P = 1.

Ich glaube hiermit' bewiesen zu haben, daß die Lösung
des neuen Problems, welches Hr. Meyer in seiner letzten
Notiz sich stellt, durchaus keinen. Beweis des Maxwell sehen
Gesetzes enthält; ja sowohl die Art der Wahrscheinlichkeits
bestimmung als auch sämtliche übrigen Veränderungen,
welche er vornimmt, scheinen mir ein bedeutender Rückschritt
zu sein.



54.

Über die Magnetisierung eines Ringes.
Über die absolute. Geschwindigkeit der Elektrizität

im elektrischen Strome.
(Wien. Anz. 17. S. 12-13. 15.•Jänner 1880 und Phil. Mag. (5). 9.

S. 308-309.)

Hr. Boltzmann bemerkt, daß sich die Magnetisierung
eines Ringes unter Einführung der Carl Neumannsehen Ko
ordinaten am leichtesten berechnen läßt und daß aus den
unlängst publizierten so ungemein interessanten Versuchen von
E. H. Hall der Absolutwert der Geschwindigkeit der Elek
trizität im elektrischen Strome berechnet werden kann. Befindet
sich das von Hall verwendete Goldblatt von der Länge l und
Breite b in einem homogenen magnetischen Felde von der
Intensität m in absolutem Gau sssehen :Maße gemessen} so hat
die elektromagnetische Kraft, welche es senkrecht gegen die
magnetischen Kraftlinien zu treiben sucht, die Intensität

k - lJ _mlJe- m m --v-'

worin Jm die Stärke des Stromes ist, welcher das Goldblatt in
der Richtung der Länge durchfließt, in magnetischem Maße
gemessen, ~ ist dieselbe Stromstärke gemessen in Weber
schem elektrostatischen oder mechanischem Maße, v ist gleich
31.107 m/sec~ Geht in der Zeit t durch den Querschnitt des
Goldblattes die Elektrizitätsmenge e. mit der Geschwindig
keit c, so ist

J =.!!- =~ daher k = me (j.
e t l v

Wenn. nun an zwei Stellen eines Leiters, welche voneinander
die Distanz b haben, die Potentialdifferenz p herrscht, so wirkt
im Innern desselben auf die Elektrizitätsmenge Eins die Kraft
p !b, auf die Elektrizitätsmenge e die Kraft p e / b. Wenn
daher die oben mit k bezeichnete Kraft auf elie im Goldblatte
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bewegliche Elektrizität selbst wirkt und die dadurch zwischen
den beiden Rändern des Goldblattes erzeugte Potentialdifferenz
mit p bezeichnet wird, so ist

pe kb m.ue
,{ = T' P =e = ------:V.

Nun sollen die beiden Ränder des Goldblattes mit einem
Galvanometer verbunden werden. Der gesamte Widerstand
dieses Schließungskreises (Goldblatt, Galvanometer und Zu
leitungsdrähte) soll mit w, die daselbst durch den Magnet er
zeugte Stromintensität mit i bezeichnet werden, wobei wieder
der Index m magnetisches, der Index e mechanisches Strom
maß bedeutet. Dann ist

. 'm bez =--
m w",'

woraus folgt

Aus dieser Formel kann die absolute Geschwindigkeit c der
Elektrizität im elektrischen Strome J bestimmt werden. Sie
ist genau gleich der Geschwindigkeit, mit welcher ein Draht
von der Länge b senkrecht zu sich selbst durch das magnetische
Feld bewegt werden muß, damit er in einem Schließungskreise
vom Widerstande w den Strom i erzeugt. Der Draht ist dabei
parallel der Länge, seine Bewegungsrichtungparallel der Breite
'des Goldblattes gedacht. Setzt man im W m = em , so ist em die
in magnetischem Maße gemessene elektromotorische Kraft,
welche im selben Stromkreise denselben Strom im erzeugen
würde. Ihre Messung genügt zur Berechnung von c. Um die
allgemeine Theorie des Hallschen Phänomens zu erhalten,
müßte man die von Kirchhoff, Weber, HeImholtz, Max
well, Stefan usw. für die Bewegung der Elektrizität in körper
lichen Leitern aufgestellten Gleichungen dadurch erweitern,
daß man zum elektrostatischen Potentiale und der Induktions
wirkung noch ein Glied addiert, welches die elektrodynamische
Wirkung ausdrückt und ;welches leicht berechnet werden kann,
indem man den Strom im Volumelemente, welches wirkt und
auf welches gewirkt wird, in drei rechtwinklige Komponenten
zerlegt und deren Wechselwirkung nach irgend einem elektro
dynamischen, z. B. dem Ampereschen Gesetze berechnet.
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Zur Theorie der sogenannten elektrischen Ausdehnung
oder Elektrostriktion 1.1)

(Wien. Ber. 82. S. 826-839. 1880.)

In neuerer Zeit ist die Frage über die Erklärung der
VolumvergröBerung aufgeworfen worden, welche Thermometer
kugeln erfahren, wenn ihre Innen- und AuBenfläche nach Art
einer Leydener Flasche entgegengesetzt geladen wird. Um einen
Beitrag. zur Beantwortung dieser Fragl;} zu liefern, will ich im
folgenden diese Volumvergrößerung unter der Voraussetzung
berechnen, daß dabei keine anderen Krl:i.fte tätig sind, als die
gewöhnlichen elektrischen Fernwirkungen und.c1ie Elastizität
des Glases. 2

)

I. Theorie des Kugelkondensatol's.

Seien zwei leitende konzentrische Kugelschalen von den
Radien a und b gegeben (a < b). Fig. 1 gibt einen Zentral
schnitt. Die erstere sei mit dem Potentiale p positiv geladen,
die letztere zur Erde abgeleitet. Der Zwischenraum mit einem
Dielektrikum erfüllt. Dann tritt 8) auf der ganzen ersten Fläche
die Elektrizitätsmenge + e, auf der ganzen letzteren - eauf.

Das elektrische Moment des Dielektrikums kann man sich
dadurch ersetzt denken, daß man dasselbe in (b - a) /0 kon
zentrische Kugelschalen yon der sehr. kleinen Dicke 0 zerlegt
denkt, deren jede an ihrer ganzen Innenfläche mit - c, an
der Außenfläche mit + 8 geladen ist. Sei lt das durch die

1) Vorläufiger Bericht über diese .Arbeit Wien. Anz. 17. S. 211.
4. November 1880. Phil. Mag. (5) 11. S. 75. 1881.

2) Auf eine interessante Abhandlung Kortewegs über denselben
Gegenstand werde ich später ausführlich zurückkommen.

8) Wüllnel', 4. 3. Auf!.. S.255; GOl'don , 1. S.135.
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elektrisierende Kraft Eins in der Volumeinheit erzeugte elek
trische Moment, so ist

4nke e
8 = 1+4 n k ' e - 8 = 1+ 4 :n k '

e ( 1 1 )P= 1+4nk' -a-b .

Die ponderomotorischen Kräfte dieser Elektrizitätsmengen
auf die lVlassenteilchen des Dielektrikums, welches wir jetzt
als fest und elastisch voraussetzen, ergeben sich wie folgt:

Wir bezeichnen die innere leitende Kugelfläche als die
Fl,äche 1, elie innere Begrenzungsfläche des Dielektrikums als

Fig.1-

Fläche 2, die. Außenfläche irgend einer der früher besprochenen
konzentrischen Kugelschalen als Fläche 3, die Innenfläche der
auf sie nach außen zu folgenden Kugelsehale als Fläche 4,
die äußere Begrenzungsfläche des Dielektrikums als Fläche 5,
und endlich die äußere· leitende Kugelfläche als Fläche 6.
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Diese Flächen sind der Reihe nach geladen mit

+e, -e, +8, -8, +e, -8.

Ein Elektrizitätsteilchen der Fläch~ 1 ist bezüglich aller
andern ein inneres, erfährt also nU'r von den übrigen Elektrizitäts
teilchen ü der Fläche 1 eine Wirkung; dieselbe ist unbestimmt,
da (J gerade auf der wirkenden Fläche liegt, sie wäre (J el a2,

wenn es nach außen, Null, wenn es bereits innen läge; das
Mittel ist (J e/2 a2• Um nun die Kraft Sa zu finden, die auf
die Flächeneinheit der Fläche 1 nach außen wirkt, bedenke
man, daß diese Flächeneinheit die Elektrizitätsmenge e/ 4n a2

enthält, und daß sie keine mathematische Fläche, sondern eine
Kugelschale von sehr kleiner Dicke sein wird, auf der ein
Elektrizitätsteilchen außen, eines in der Mitte', eines ganz
innen usw. liegt.

lVian muß also in dem oben gefunden.en Mittelwert (J 8/2 a2

setzen (J = 8/4n a 2 und erhält

(3)
e2

sa = Sn a4 •

(5)

Auf der Flächeneinheit der Fläche 2 liegt die Elektrizitäts
menge - e/4 n a2• Durch dieselben Betrachtungen, die wir
soeben anstellten, findet man, daß sie von der gesamten
Elektrizität der ]'läche 2 mIt der Kraft 82 /8n a4 nach außen,
von der Elektrizität der Fläche 1 aber. mit der Kraft 8 8/4 n a4

nach innen gezogen wird.
Sie wird also im ganzen mit der Kraft

(4) 8 (2 e - e) k (1 + 27t k) e2
" e2

qa= Sna4 (1 + 4nk)2 a4 =Sna4

nach innen gezogen.
Hierbei ist

Snk(1+2nk) _ 1 1
x = (1 + 4n k)2 - - D~'

wenn IJ = 1 + 4 n k die Dielektrizitätskonstante ist.
Auf die Elektrizität der Flächeneinheit der Fläche 3

wirkt die Gesamtelektrizität der Fläche 3 mit der Kraft 82/8n r4

nach außen, die der Fläche 2 mit 82 /4n r4 nach innen, die
der Fläche 1 mit e8/4 n r4 nach außen. Die Wirkungen aller
übrigen dielektrischen Schichten heben sich auf.
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(6)

Darauf wirkt also nach außen die Gesamtktaft
e (2e - e) I! eil

q = Sn r4 = Sn r4 •

Dabei ist r der Radius der Fläche 3. Ebenso groB ist
bei gleichem Radius die Ges~mtkraft, welche auf die Einheit
der Fläche 4 nach innen wirkt, da sich auf dieselbe die
Wirkungen der Flächen 2 und 3 und ebenso aller dazwischen
liegenden dielektrischen Schichten aufheben. 1 übt e 6/4% r4

nach innen, 4 aber 6z/8 n r 4 nach außen. qb' die Kraft auf
die Flächeneinheit der Fläche 5, erhält man, indem man in (6)
setzt r = b.

Es ist also

(7)

Endlich heben sich die Wirkungen aller dielektrischen
Schichten auf die Flächeneinheit der Fläche 6 auf, während
darauf 6 selbst mit der Kraft eZ j8n bZ nach außen, 1 mit
'e2 /4n bZ nach innen wirkt.

Es bleibt also darauf nach innen

(8)

Denken wir uns daher die beiden leitenden Flächen selbst
ohne Festigkeit, aber fest mit dem dielektrischen Körper ver
bunden, so. wirkt vermöge der vorhandenen Elektrizitäten und
dielektrischen Polarisation auf das Flächenelement d co1 der
inneren Begrenzungsftäche (Fläche 1 und 2) die Kraft

e2 (1-I!)
(qa- Sa) d co1 = - 8 4 d C01 'na

auf ein Flächenelement dW2 der äußeren Begrenzungsfl.äche
die Kraft

e2 (1 - x)
(qb - Sb) dwz = - Sn b4 dw2,

beide der Richtung der ins Innere des Körpers eindringenden
Normalen entgegen, also erstere gegen das Kugelzentrum,
letztere vom Kugelzentrum weg. Konstruieren wir im Innern
des dielektrischen Körpers ein Flächenelement dWg parallel
dem Kugelradius , so wirken darauf keine elektrischen Kräfte,
ist es dagegen senkrecht auf dem Kugelradius in der Distanz r
vom Zentrum, so wirkt darauf die Kraft
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und zwar wirkt diese Kraft normal und auf die Elektrizitäts
teilchen, welche der gegen das Kugelzentrum gekehrten Seite
anliegen, nach außen, auf die· Elektrizitätsteilchen, welche der
andern Fläche anliegen, gegen das Kugelzentrum zu. Die
Deformation, welche der feste· elastische, dielektrische Körper
erfährt, kann keine andere sein, als daß jeder Punkt eine Ver..
schiebung in der Richtung des Kugelradius erfährt. Zu den
oben aufgezählten elektrischen Kräften kommen noch die durch
jene Deformation geweckten elastischen Kräfte.

Wir erhalten also, wenn wir die Buchstaben Lames 1) an-
wenden, für das Innere des Körpers

IR = (J. + 2 n) _~ U + 2)" U + "e
2

,
1 r dr r 8nr4

1
(/) = i.Jf. = J. dU + 2(1+ 11-) u,

2 S dr r

(/)3 = P2 = PI = Rs ::::d R2 = (/)1 = 0 .

Hierbei ist U eine Verschiebung vom Kugelzentrum weg.
Die von der Elastizität stammende Kraft

"(J. + 2 ) dU + 2)" U
IJ. d1' r

ist eine Zugkraft, d. h. eine Anziehung der Moleküle zu.
beiden Seiten irgend eines Flächenelementes, und da auch die
elektrische Kraft x e2 f8 'TC 1,4 die Moleküle zu beiden Seiten
eines ]'lächenelementes gegeneinander zieht, Ba ist es zum
erstern Ausdruck zu addieren.

Um die Oberfiächenbedingungen zu finden, denken wir uns
einen unendlich kleinen Zylinder im Dielektrikum konstruiert,
dessen Basis d col ein H'lächenelement der Innenfläche des
Dielektrikums ist. Auf dieselbe wirkt daher die Kraft (qa - sa) dco l
gegen das Kugelzentrum. Die Gegenfläche des Zylinders liegt
schon· im Innern des Dielektrikums, weshalb auf die im Innern
des Zylinders ihr anliegenden Moleküle die Kraft R~ dco1 wirkt.

Die Gleichsetzung' beider Kräfte liefert R~ = qa- sa oder

(J. + 2p,) (~~) + 2J. ~a = -S:2a4 •

r=a

1) Lam~, Le~ons sur la theorie de l'elasticite, 2. edition, p.195.
Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abbandl. H. 24
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Ebenso findet man für Außenfläche

(11) (A+ 2 ) (dU) + 2A u" =.:.... _e
2

_.•p, d1' b Sn b4

,'=b

Die Bedingung des Gleichgewichtes für das Innere ist

dR1 + 2 R1 - $2 - 'l/!g = 0,
dr r

also
d2 U 2 d U 2 U u e2

dr2 + r ----rIr - -r- = 4n (1 + 2(1) r5 '

woraus folgt
n u e2

f U = m1' +1=2 + 16n(1 + 2[.t)r3 '

(12) l . 2

(A+2 )dU+2lU =(3}"+2)m- 4(1n __(1+6 Iu)"e
I.t dr r I.t r B 16n(1 + 2fl)r4

Aus den Gleichungen (10) und (11) folgen für die Kon
stanten mund n die Werte

{

n _ ~ [1 _ (A. + 6 1u) u] b4
:...- a4

,

- 32n[.t 2 (A. + 2(1) ab (b B
- a 3

)

(13)
m _ e2 II _ (A. + 6~t) x ] b - a .

- 8 (31.+ 2[.t) n 2 (1 + 2f1) ab (b 3 - aB)

Die Substitution dieser \Verte in die Gleichung (12) liefert
U, wodurch die Deformation des Dielektrikums vollständig
bestimmt ist.

Ich will hier die Formeln nur für den Fall anschreiben,
daß die Dicke ct .der dielektrischen Schichte sehr klein ist.
Die Formel (12) zeigt sofort, daß dann Ur=a nahe gleich Ur=b
ist, daß also das innere und äußere Volumen der Kugel nahezu
dieselbe Vergrößerung erfahren, was Quincke durch Versuche
bestätigt fand.

Setzen wir b = a + ct, so folgt

_ e
2 [1 (1 + 6fl,)"]

m - 24n (31 + 2rt) a4 • - 2(J, + 2[.t) ,

e
2 [1 (1+6 f1 )X]

n = 241lf1a' - 2()' + 2f1) ,

U = e2 [21 + 2 f1 - n (A + 2 f1)r .
16naB[.t(HA + 2/l)

Nun ist aber in diesem Falle
ea

p = (1 + 4nk) a2 '
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daher

(14) U ap2(1 + 4nk)2[2), + 2!l' - u(}., + 2tl)]
= --_·_··__·-·-·T6n~I,-(3), + ~~~-----' .

Sei v das ursprüngliche Volnm der Kugel, Ll v
wachs, so ist

4na3

v=-ö-' Llv=4na2 U,

der Zu-

also

(15) Llv 3 p2(t+4nk?[2J.+2!l'-u(J.+2ftl ]
-v- = ~ 16ufL (HÄ + 2ft) (.(2 -.

Es ist also LI v / v unabhängig vom Kugelradius , direkt
proportional dem Quadrate des Potentials und verkehrt dem
Quadrate der Dicke, welche Gesetze ebenfalls Quincke be
stätigt fand. Aus der Formel (15) kann übrigens die elektrische
Ausdehnung auch quantitativ berechnet werden) wenn p und e
in absolutem mechanischen Maße bekannt sind, da aus der
Gleichung

ea
p = a2 (1 + 4nk)

die GröBen k und x berechnet werden können; Aund '"" können
wenigstens angenähert aus dem Elastizitätskoeffizienten des
dielektrischen Materiales berechnet werden.

11. Theorre des Zylinder- und. Plattenkondensators.

Wir wollen jetzt annehmen, das Dielektrikum habe die
Gestalt eines geraden Kreiszylinders mit konaxialer Höhlung,
von dem ein Qllerschnitt wieder in Fig. 1 dargestellt sei. Die
als sehr. groß vorausgesetzte Länge des Zylinders sei A. Die
Dimensionen der lfigur seien dieselben wie früher. e und 8

seien die Elektrizitätsmengen, die auf den ganzen U~fang des
Zylinders aber auf die Längeneinheit entfallen. Das Potential
des Zylinders 1 (analoge Bezeichnung wie früher) auf einem
Punkt. im mittleren Querschnitte und in der Distanz r von der
Achse ist dann, wenn derselbe im Tnnern liegt, 2 e log (1./ a),
sonst 28 10g(A/r), also sehr groß und ändert sich nur um End
liches, wenn der Punkt nicht einem Endquerschnitte sehr nahe
kommt. Die Kraft auf eine daselbst befindliche elektrische
Masse Eins ist Null im Tnnern, 2e/ r außen.

24*
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Es ist also das Gesamtpotential der freien Elektrizität
und der dielektrischen Polarisation auf einen Punkt im Innern
des Zylinders 1 gleichclem Potentiale aller Elektrizitätsmengen
der Figur gleich

J P = 2 (e - 8) (log ~ - log ~) = 2 (e - 8) log ~

(16) I. = 2(e-a)a = 2ea ,
I a a(l + 4nk)

wobei die letzte Gleichung gilt, wenn b um eine kleine Größe CL

von a verschieden ist.
Die Gesamtkraft aller Elektrizitäten auf die Elektrizitäts

menge Eins zwischen Zylinder 2 und 5 ist

K=~-a~,
r

das dielektrische Moment der Volumeinheit daselbst aber ist
Jf = 8/2 %1'; man findet also wegen M = k K

(17)
4nke

8= 1+4n/.;'
e

e-8=---·
1 + 4nk

Bezeichnen wieder sund q die Kräfte, welche auf die
die Flächeneinheit bedeckenden Elektrizitätsmengen wirken, so
ist jetzt

e2

sb = 2nb2 , .
Die Summe der im Innern wirkenden elastischen und

elektrischen Kräfte wollen wir wieder so bezeichnen, wie Lame
die elastischen Kräfte allein bezeichnet; dann ist (Lame,
S. 179)

(18)

also

R = (l + 2 ,) d U + ). U + x 8
2
, + l d W ,

1 fJ dr l' 2nr~ d-x.

$ =}"dU +(l+2 ,)!!-+).,dlVz d1' . fJ r dx, ,

Z = l ( dU +~) + (l + 2 \ d. TV ,
S dr r f1'J d-x.

$s = Z2 = Zl = Rs == Rz = $1 = O.

Für das Innere erhalten wir

dRI + EI - r[J2 0
dr l' =,
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(). 2) (_d
2

U + ~_ dU _~) = x e
2

,+ /t dr2 '" d,,' r 2 2n",il

1 l' xe
2

log '" 1U=mr+- n- 0 2) ,r 4n ,+ fL

211 [ "e2
log r] x e2

BI = 2 (1., + ll) m + 7 - n + 4n (l + '2 ft) + 4nr2 + }. c .

d Fr / dz, also die Verlängerung der Längeneinheit, w:urde hierbei
mit c bezeichnet.

Denken wir uns wieder einen unendlich kleinen Zylinder
aus dem Dielektrikum herausgeschnitten, dessen Basis dm in
die Innenfläche des Hohlzylinders (Fläche 1 oder 2) fällt, dessen
Gegenfläche sich aber schon im Innerndes Dielektrikums be
findet, so wirkt auf die Basis die Kraft (ga - '~a) dm in der
Richtung gegen die Achse des Zylinders, auf die Gegenfiäche
die Kraft R~ dm in der entgegengesetzten Richtung~

Die Gleichsetzung beider Kräfte liefert

(.:1 2) ( dU)' l Ua + .x e
2 + 1., c = xe

2
_ ~.+ /t dr r=a + Cl, 2na2 2na2 2na2

und ebenso findet man für die AuBenfläche

(1., + 2 tot) (dU) + AU/J + J.. c = _ ~,
, . dr b=r b 2nb2

Es ist dabei wieder angenommen, daB die leitenden Be
legungen für sich selbst keine Steifigkeit besitzen, aber fest
mit dem dielektrischen Hohlzylinder verbunden sind.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

2n [ xe2 l0g a] xe2 e2

2 (J.. + u.) m + J.. c - -~) n - ---- = - - -- ,
I a- 4n (A + 2ft) 4nct2 2n.a2

• 2 tU [ X e2 log b J xe2 e2

2 (it + tU) m + 1., c - -bq n -. (l = -bq - -2b2 ', ~ 4n -+ '211) 4n " n

also wenn wieder b = a + CI- und CI- sehr klein ist

[
xe2 l0g a] e2 xe2

(), + 3ft)
2/t n - 4n (). + 211.) ="2-;; - 4n Cl + 211) ,

xe2

2(1.,+a)m+cJ..=- ft
I 4nct2 (). + 2.1l)

Wenn auf Basis und Gegenfiäche .des Hohlzylinders keine
Kraft wirkt, so kommt hierzu noch die Bedingung

[
Xe

2
]Zs = 1., 2m - 4n(J. +2ft)ct2 + (J.. + 2/t)c = 0,
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wobei übrigens bemerkt werden muß, daß, während unsere
Lösung des Hohlkugelproblems vollkommen exakt war, dies
hier nicht mehr der Fall ist; nicht bloß, weil wir die Wirkungen
in der Nähe der Enden des Zylinders vernachlässigt haben,
sondern auch, weil wir c als konstant voraussetzten, was nicht
strenge richtig ist. Sobald aber c von r abhängig ist, ver
schwinden auch Z1 und Rs nicht mehr.

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich

{

J..2 + J..!L + 2!L2

m = ~ c. 2J..(J.. + 2fL) ,

(19) 'Xe2J.. p2'XJ..(1+4nk)2

C = 4na2 (BJ.. + 2,IL) ("l, 16np (3J.. + 2p) a2 .

Alle bisherigen Beobachter fanden für Glas n = 1 + 4nh
sehr groß (7 bis 10, wenn die Ladungszeit länger als 1/10 sec
war), was " nahe gleich Eins liefern würde.

In diesem Falle würde aus Formel (15) und (19) folgen:
Llv

(20) - = 3c,
v

was ebenfalls Quincke experimentell bestätigt fand. Es
scheint hiernach wohl unzweifelhaft, daß Röntgen recht hat,
wenn er behauptet, aus der Unabhängigkeit des Llv /,v und c
von a, sowie aus der angenäherten Richtigkeit der Gleichung (20)
könne nicht geschlossen werden, daß die sogenannte elektrische
Ausdehnung oder Elektrostriktion aus den gewöhnlichen Ge
setzen der elektrischen Fernwirkung und Elastizität unerklärbar
sei. Versuche, wobei alle Größen in absolutem mechanischen
Maße gemessen wären, sind jedenfalls sehr schwierig. Dazu
wäre zudem erforderlich, daß das Dielektrikum so wenig
Leitungsfähigkeit, hzw. dielektrische Nachwirkung besäße, ~aß

bei Entladung des Kondensators wieder nahezu dieselbe Elek
trizitätsmenge abflöße, welche beim Laden zugeführt wurde~

sowie daß störende Einflüsse, wie Reibung, Kapillarität, Er
wärmung eliminiert oder separat bestimmt werden könnten.

. Wäre die Elektrostriktion aus den gewöhnlichen Gesetzen
der Elastizitätslehre und elektrischen Fernwirkung erklärbar,
so würde sie ein Mittel bieten, zwischen Elektrizitätsleitung
und dielektrischer Nachwirkung zu entscheiden.

Wir wollen nun noch einen Kondensator mit ebenen
Platten in der Distanz fX betrachten, deren Zwischenraum mit
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dem Dielektrikum erfüllt ist. Eine Platte sei mit dem Poten
tiale p geladen, die andere zur Erde abgeleitet. Die elektrische
Dichtigkeit ist dann auf beiden Platten

f' - P (1 + 4nk)
- 4na '

auf den beiden Begrenzungsflächen des Dielektrikums
kpep= --;-.

Man findet dies, indem man in dem früher behandelten
Kugel- oder Zylinderprobleme den Radius unendlich setzt.
Im ersten Falle ist

f
. e 8

= 4n1,2' ep = 4nr2'

im letzteren

f
' e 8

= 2nr' ep = 2nr'

vVir wollen die den früher behandelten sechs Flächen
analogen Ebenen unterscheiden und a sehr klein voraussetzen.
Die Wirkung einer ebenen mit Elektrizität von der Dichte f
belegten Fläche auf die sehr nahe befindliche elektrische Masse
Eins ist 27&r 1) Bezüglich der Wirkung auf die ]j'läche 1
heben sich die Flächen 2, 3, 4, 5 auf; 6 aber wirkt auf die
Flächeneinheit der Fläche 1 anziehend' mit der Kraft .

_ 2 (2 _ p2(1 + 4nk)2
s - . 'lt . - Sna2

anziehend. Ebenso groß ist die Kraft, welche die Flächen
einheit von 6 ins Innere des Dielektrikums zieht. Bezüglich
der Wirkung auf die Flächeneinheit von 3 summieren sich
die Wirkungen der Flächen 1 und 6, während sich alle dielek
trischen Schichten bis auf Fläche 2 aufheben.

Dieselbe ist also
4f 22 xp2(1+4nk)2

q= 7& ep- 'lt'f' = 8na2 •

Mit dieser Kraft werden je zwei Schichten des Dielektri
kums gegeneinander gezogen, sowie auch die beiden Schichten 2
und 5 nach auswärts gezogen. Ziehen wir jetzt die x-Achse
senkrecht zu den Kondensatorplatten und setzen

dU_ a dV_dW_ b____ ...__ da; -, dy - dx, - ,

1) Stefan, Über die Tragkraft der Magnete, Wien. Bel'. 81.
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so ist die Gesamtkraft, mit welcher die Moleküle gegeneinander
gezogen werden, welche zu beiden Seiten einer zur z/ z -Ebene
parallelen Ebene vom Flächeninhalte Eins anliegen

N;. = (10 + 2p,)a + 2},b + xp:l(~:a:nk)2.

Dieselbe muß gleich sein der Kraft· q - s, welche eine der
Endflächen nach außen zieht, sobald die leitende Belegung
fest am Dielektrikum haftet.

Es ist also

(A+ 211.) a + 2Ab = _ p2 (1 + 4nk)2.
J'V 8na2

Die elastischen Kräfte auf ein der x-Achse paralleles
Flächenelement müssen verschwinden, was liefert:

.Aa + 2 (10 + p,) b = 0,
woraus folgt .
(21) a = _ (1 + fi) p2 (1 + 4nk)2 2n (I, + fi) r

8na2p. (3), + 2p.) P. (BA + 2fi)

Genau dieselbe Deformation würde durch die auf die
Flächeneinheit wirkende komprimierende Kraft

p2 (1 + 4nk)2

8na 2

erzeugt. Mit der durch diese Kraft erzeugten Doppelbrechung
wäre also die durch die Elektrizität hervorgerufene Doppel
brechung zu vergleichen, wobei 1 + 4nk aus der Gleichung

(22) f= ..!!- = P (1 + 4nk)
Q 4na

zu finden wäre. Dabei ist e die Elektrizitätsmenge auf einer
der Kondensatorplatten, Q deren Flächeninhalt. Es scheint
hier die Theorie mit Quinckes Versuchen nicht in Überein
stimmung zu stehen.



56.

Zur Theorie der sogenannten elektrischen Ausdehnung
oder Elektrostriktion 11.1)

(Wien. Bel'. 82. S. 1157-1168. 1880.)

BI. Berechnung des Absolutwertes der Elektrostriktion.

Die Angaben Hrn. Quinckes über 'seine so überaus sorg
fältigen und mannigfachen Beobachtungen sind so vollständig,
daß sich dieselben auch dem Absolutwerte nach mit der im
1. Abschnitte entwickelten Formel vergleichen lassen. Zu
diesem Zwecke w911en wir die Beobachtungen wählen, welche
Hr. Quincke an seinem Kondensator Nr. 17 angestellt hat.

Wir müssen da zuerst nach der bekannten Formel

(23)

(welche auch Quincke in seiner Abhandlung, S. 188, anführt)
die Dielektrizitätskonstante IJ des Kondensators, welcher als
Kugelschale vom Radius a und der kleinen Dicke fX betrachtet
wird, berechnen.

Die Kapazität c des Kondensators .ist dabei natürlich im
sogenannten elektrostatischen Maße zu messen, worauf der
Index e hindeutet. Quincke gibt dieselbe auf S. 187 zu
1/400 Mikrofarad an.

Behufs Umrechnung in elektrostatisches lVlaß sollen

P, J, Tfl, E, C, T, L, M

die Einheit der elektromotorischen Kraft (des Potentials), der
Stromstärke, des Widerstandes, der Elektrizitätsmenge, der
Kapazität, der Zeit, der Länge und Masse bezeichnen, und zwar

1) Voranzeige dieser Al'beit Wien. Anz.17. S.237. 2. Dezember 1880.
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soll der Index m immer elektromagnetisches, der Index e elektro
statisches Maß andeuten.

Dann ist für jedes Maß
E E J'P T

J='f' C=p=p=w'
daher

Ge Wm 2
Gm = liVe = I' ,

wobei v nach den neueren Beobachtungen etwa
29.1010 rnrn

sec

ist. (Vgl. Wiedemann,'Galvanismus, 2. Aufi., 2. Abt., S.457,
462, 463, 464.)

Die Kapazität Farad ist
(sec)2

1010 mrn '
also Mikrofarad

(sec)2
1016 mrn .

(Ebendort, S. 443 u. 444.) Da dieselbe in el~ktromagnetischem

Maße gemessen ist, wollen wir sie mit Gm bezeichnen.
Dann liefert die obige Formel

Ce = Mikrofarad e = v2 Grn = (2900)2 mm.

Daher war die Kapazität von Quinckes Kondensator
Nr. 17

Ce = 4~0 Mikrofarad e = (1,45)2 mm.

.Ferner gibt Quincke an

2 a = 47,1 mrn, ct = 0,346 mm.
(S. 187), woraus ich nach Formei' (23) finde:

lJ = 13,1.

Hr. Quincke gibt auf S. 187 in der Tabelle für diesen
Kondensator]) = 1 und für andere Kondensatoren lJ < 1 an,
was wir nur dann erklärlich ist, wenn er nicht, wie dies sonst
allgemein üblich ist, als Einheit der Dielektrizitätskonstante
die der Luft wählt. Freilich ist wiederum die obige Zahl auf..
fallend groß (vgl. in Gordons Elektrizitätslehre die auf 134
folgende Tabelle) und muß jedenfalls als sehr unsicher be
zeichnet werden.
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Pe 1
Pm =-;

(vgl. Wiedemann, S. 464). Ferner ist die elektromotorische
Kraft eines Danie11 in magnetischem Maße

D . 11 = 11 1010 (roro)3/2 (rogooasse//2

aDle m' (sec)2'

(Vgl. Wiedemann, S.451, wo übrigens die Dimensionen un
richtig angegeben sind.)

Daraus folgt
D' 11 _ ~ (0000)1/2 (rng)1/2

aDle e - 29 sec

und das Potential p im Inneren des Kugelkondensators von
15000 Danie11 wird

= 11.15000 (rnm//2 (mg/12 = 5620 (mm/12 (mg)~.
p 29 sec . sec

Nun ist noch }.und fL für Glas zu hestimmen, eine Be..
stimmung, die sicher nur als eine rohe Schätzung aufgefaßt
werden kann, geradeso wie auch alle übrigen, bisher he..
stimmten Größen nur geschätzt werden konnten.

Wir wollen den Elastizitätskoeffizienten des bleifreien
Glases gleich
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7300 Kilogewicht = ~
(mm)~ E

(vgl. Moussons Physik, 1, 2. Aufl., S. 204) und nach Poisson
die Querkontraktion gleich 1/4 der Längendilatation setzen, da
Versuche, welche Wertheim in der Längsrichtung von Stäben
angestellt hat, wegen der wahrscheinlichen Anisotropie des
Glases jedenfalls auf dünne Lamellen, wie sie hier zur An
wendung kommen, keine Anwendung haben.

Dann ist (Lame, Legons, 2i~me edition, S. 76) Iv = f1',

5 ), = ~ = 7300 Kilogewicbt = 7300.105 mg Masse 9810
2 E (mm)2 mm (sec)2

_ 1}-6 .1011 rng
- . mrn. (sec.)2 .

Setzt man fJ, = I" so geht die Formel (15) über in

il v' 3 (4 - 3 'X) D2 p2

-v- = ~na2 (5/)'
Die Substitution der angenommenen numerischen Werte

in dies~m Ausdrucke liefert
ilv
- = 0,000019,

v

während Quincke s Experimente ergaben

~ = 0,000010.
v

Trotz der großen Verschiedenheit dieser beiden Werte
glaube ich 'doch, daß eine bessere Übereinstimmung gar nicht
zu erwarten war, wenn man bedenkt, wie viele nur ungenau
bekannte Größen in der Rechnung benützt wurden (Elastizitäts
modul des Glases, Verhäitniszahl zwischen Länge und Quer
kontraktion, Umrechnungszahl des magnetischen und elektro
statischen Maßes, des Daniell in das erstere Maß, Dielektri
zitätskonstante des Glases, welch letztere sicher für verschiedene
Stärke und Dauer der Ladung verschieden ist usw.). Dazu
kOq1mt noch, daß manche Größen der Natur der Sache nach
nur angenähert bestimmt werden konnten, so die Kapazität des
Kondensators in Mikrofaraden, das Potential der Leydener
tlaschenladung in Daniell, endlich namentlich die Glasdicke,
welche in unseren Formeln als konstant vorausgesetzt wurde,
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während Quincke auf S. 171 anführt, daß sie an einem Kon..
densator, dessen mittlere Dicke er zu 0,22 mm in der 1.'abelle
angibt, nach dem Zerbrechen zwischen 0,082 und 0,18 mm
schwankend gefunden wurde. Die Wanddicke, sowie viele
andere so unsicher bestimmbare Größen kommen zudem in
unserer Formel im Quadrate vor, so daß ihre Fehler sehr be
deutenden Einfluß auf das Resultat haben. Endlich geht aus
Quinckes ausgezeichneten und vielseitigen Beobachtungen un-'
zweifelhaft hervor, daß außer den oben der Rechnung unterzogenen
Ursachen jedenfalls noch andere, Erwärmungen, Änderung der
Kapillarkraft, Reibung usw. im Spiele sein müssen. Dies be
weist die Verschiedenheit der Elektrostriktion bei Füllung mit
verschiedenen Flüssigkeiten, die Änderung der Dehnungs- und
Torsionselastizität durch elektrische Ladung und noch manches,
worauf ich hier nicht näher eingehen kann.

Ich habe diese Berechnung des Absolutwertes mehr durch
geführt, um an einem Beispiele zu zeigen, wie die Formeln
numerisch zu behandeln sind. als weil ich glaubte, daß jetzt
schon eine numerische Vergleichung möglich sei.

Da die Elektrostriktion hauptsächlich nur von dem Pro
dukte p]) / fX, also von der Elektrizitätsmenge abhängt, mit
welcher der Kondensator geladen wird, so wäre es vorteilhaft,
direkt diese und zwar sowohl die zur Ladung notwendige, als
auch die bei der Entladung zum Vorschein kommende, nicht
aber das Potential in elektrostatischem Maße zu messen.

Übrigens werde ich noch einmal auf die Formeln zurück
kommen, welche man nach. Maxwells Theorie erhält, nach
welcher schon der leere Raum eine sehr große Dielektrizitäts
konstante hat.

Die Möglichkeit einer Entscheidung zwischen beiden
Theorien gerade aus der Elektrostriktion wäre nicht aus
geschlossen.

IV. Aufstellung der allgemeinen Gleichungen für die
Elektrostriktion.

Ich will zum Schlusse noch die allgemeinen Gleichungen
entwickeln, welche für die Deformation eines beliebigen festen
elastischen Körpers durch Magnetisierung oder Dielektrisierung
gelten.



382 56. Zur Theorie der sog. elektro Ausdehnung oder Elektrostriktion II.

Die (magnetischen oder dielektrischen) nach den Koor<1inaten
richtungen geschätzten Momente "der Volumeinheit im Punkte
x, y, zdes Körpers sollen

lt !!:..!E.. k_d cp lt~
da; , d y , d x

sein. Der Körper wirkt dann nach außen genau so, als ob
bloß seine Oberfläche mit Fluidum von der Flächendichte

_ k d cp
dNi

belegt wäre. (Vgl. hierüber: Kirchhoff, "Über den induzierten
Magnetismus eines unbegrenzten Zylinders von weichem Eisen",
Crelles tJournal, 48, dessen Bezeichnung ich auch folge.)

Es ist also das Potential, dessen negative Ableitungen
nach x, y, z die auf die im Punkte x, y, z konzentrierte Ein
heit positiven Fluidums wirkenden Kräfte liefern, des ganzen
im Körper und auf dessen Oberfläche angehäuften Fluidums

(24) U = - ltfrl.'l . dcp •
8 cLAi'

wobei d s das Oberflächenelement des Körpers, c dessen Ent
fernung vom Punkte x, y, z ist.

Ist noch r das Potential der äußeren magnetisierenden
oder dielektrisierenden Kräfte, so hat man für den Fall, daß
keine Koerzitivkräfte vorhanden sind, nach Poissons Theorie

k dcp = -lt dV _ lt dU
da; da; da;

und ebenso für x und y, wofür man schreiben kann

ep + V+ u= O.

Nach einem bekannten Satze folgt aus der Gleichung (24)

dU dU dcp d(U+ V)
dM + dNa = 4n k dNi = - 4n It -{[~'

also wenn JT inner und außer der Rörperfläche kontinuierlich ist

(1 + 4 A) cl (U + V) + d (U + V) = 0 .
n 't dNi dNa '

eine ebenfalls allgemein bekannte Gleichung.
Ich will nur noch bemerken, daß die Größe r bei Kirch

hoff eine etwas andere Bedeutung hat. als hier. Im Innern
des Körpers stimmen beide überein ; außerhalb desselben aber
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bedeutet V bei Kirchhoff das Potential einer Oberflächen
belegung, deren Potential im Innernmit dem der äußern
Kräfte übereinstimmt, also das negative Potential der Ladung,
welche der Körper, wenn er leitend und mit der Erde ver
bunden wäre, unter dem Einflusse jener Kräfte annähme.
(Einfach zusammenhängende Räume vorausgesetzt.)

Wir wollen jetzt z1lr Bestimmung der magnetischen hzw.
elektrischen Kräfte übergehen, welche die Teilchen im lnnern
des Körpers aneinanderpressen. Legen wir durch den Punkt
x, y, z des Körpers eine Schnittebene, welche mit den Koordi
natenebenen Winkel bildet, deren Oosinus A, p" v sich wie

dep . drp . dep
([X'. dy . er;:

verbalten, so werden wir 'auf der einen Seite dieser Ebene
positives, auf der andern negatives Fluidum angehäuft finden.

Beider Dichte in der Näbe des Punktes. x, y, z wird sein

k (), ~: + ~~ ~; + v ~~) = kV{~-:r +-[~;r+ c~:r·
Suchen wir die Wirkung auf irgend ein Fhtidumteilchen

von der elektrischen Masse 8 in der Nähe des Punktes x, y, z,
so können wir die Wirkung vernachlässigen, welche von der
Fluidummasse herrührt, die jenen Teilen der Schnittebene an
liegt, welche nicht sehr nahe am Punkte x, y, z liegen.

Wir brauchen also nur den Teil der Schnittebene zu be
trachten, welcher sehr nahe an x, y, z liegt.

Er ist auf beiden Seiten mit Fluidum belegt, und zwar
wird die Belegung, welc4e auf derselben Seite, wie das Teil
chen 8 liegt, im Durchschnitt keine, die auf der entgegen
gesetzten Seite aber die Anziehung

2 % 8 k 1l(drp)2+ (dep)2+ (d:)2
V dx dy ,d"

(vgl. die bereits zitierte Abhandlung Stefans) auf dieses Teil
chen ausüben.

Hieraus ergibt sich für die Gesamtkraft, mit welcher die
beiden Fluidummassen, welche beiderseitsder Flächeneinheit
der Schnittfläche anliegen, sich anziehen, der Ausdruck

(25)
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Hiermit ist die Wirkuog der im Innern des Körpers be
findlichen Fluide erschöpft, da an aUen Stellen in endlicher
Entfernung von x, y, z gleichviel ppsitives als negatives F~uidum

sich befindet, deren Wirkung sich aufhebt. .
Die äußeren Kräfte, sowie die an der Oberfläche des

Körpers angehäuften Fluide üben auf die im Punkte ..~, y, z
gedachte Einheit des Fluidums die Riltaftkomponenten

d(V+ U) dcp d(V + U) dp d(V + U) dcp- -c{x-"- = dx' dy = dy' - ----;r;;- = dX

aus, deren Resultierende

y(dP)' 2 (dcp)2 (dCP)' 2

dx + dy + ,(];.
senkrecht auf der oben betrachteten Schnittfläche steht und
die Fluide zu beiden Seiten derselben einander zu nähern
strebt.

Substituiert man an Stelle der Einheit Fluidums jene
Menge, welche der Flächeneinheit der Schnittfläche anliegt,
so erhält man für die Intensität, mit welcher infolge der
Wirksamkeit jener äußeren Kräfte, die durch die Einheit der
Schnittfläche getrennten Körperstücke gegeneinander gezogen
werden, den Wert

(26) k [(~:r+ (:;r+ (~:r]·
Die Summe von (25) und (~6)

S = k (1 + 2 n k) [ (~:r+ (~;r+ (~:rJ
gibt also die Gesamtkraft, mit welcher die. eben genannten
Körperstücke , d. h. also die Moleküle des Körpers, welche zu
beiden Seiten der Einheit der Schnittfläche anliegen, durch die
magnetischen, bzw. elektrischen Kräfte gegeneinander gezoge~

werden.
Die Kraft S hat offenbar ganz die Natur der elastischen

Zugkräfte ; wir wollen sie die magnetische Zugkraft nennen,
denn auch eine elastische Zugkraft besteht in einer Anziehung
der Moleküle zu beiden Seiten einer Schnittfläche.

Aus S können die magnetischen Zugkräfte , die auf· die
Flächeneinheit eines Flächenelementes wirken, das parallel
einer der Koordinatenebenen durch den Punkt x, y, z gelegt



56. Zur Theorie der sog. elektro Ausdehnung oder Elektrostriktion Ir. 385

wird} genau nach den Regeln gefunden werden, welche L am a
in seinen Le~ons sur la theorie mathematique de l'elasticit8,
2 i €!me edition, S. 48, gibt.

Bezeichnen

N'l' N'z, N'3' T'I' 1"2' 1/'3

die magnetischen Zugkräfte, welche genau auf dieselben Flächen
elemente genau in derselben Weise wirken, wie die gleich be
zeichneten Kräfte Lames, nur daß sie nicht von elastischen
Deformationen, sondern von elektrischen oder magnetischen
Kräften herrühren, so erhalten wir die Werte dieser Größen
aus Lamas Formel (11), indem wir Lames Richtungen von
:li :l/, z' identifizieren mit unseren Koordinatenachsen, Lames
Richtung der x mit der Normalen unserer Schnittebene und
außerdem setzen

1I~ = S, ~ = Ns = Tl = Tz = T3 = O.
Es wird dann

und man findet

N'l = k(l + 2 n k) (~:r, N'2 = k(l + 2 nk) (~;r

, (dcp)2N 3 = k(l + 2 n k) dX '

11' = k(l + 2nk)dcpdcp T' = k(l + 2nk)depdcp
I dyd'N' 2 dxdx'

T' = k(l + 2 n'k)depdCP.
3 . da; d y

Zu diesen Kräften kommen noch die gewöhnlichen Elasti
zitätskräfte, welch'e wir mit N"l' N"2 uSW. bezeichnen wollen
und welche genau so wie bei L am e durch die Deformation
des Körpers ausgedrückt sind.

In die Gleichung (4) Lames; S. öö, ist dann statt N.r,
Al; ... zu substituieren N'l + N"I' N'2 + N"2. . . Dadurch er
hält man die Bedingungsgleichungen , welche für das Innere
des Körpers erfüllt sein müssen. Bedenken wir, daß auf irgend
einem Oberflächenelemente ds das freie Fluidum - k(dep / dNJds

Boltzmann, Gesammelte wissenseb. Abhandl. H. 25

o = 1/(!!:.J:)2 (dCP)1l (dCP)1l" V Jlx + dy + dx

wobei

1 dcpm--
I - Q dx '

1 dcp
m --2 - Q dy ,

1 dcp
m =--

s Q d'N '
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vorhanden ist und daß die Wirkung der Oberflächenladung auf
dasselbe so gefunden wird, als ob es halb noch im Imiern,
halb schon außen wäre, so findet man für die elektrischen
Kräfte, welche auf die Flächeneinheit von d s in den Koordi
natenrichtungen wirken

X' = lt~ • [d V + d Vi + d Ua_]
dNi dx 2dx "2dx'

y' _ lt~ • [d Tl" 3- Vi d Ua ]
- dNi dy + 2dy + 2dy I

Z'= k~. [dV + dU, + (ZUa·j.
dNi . d:x. 211:::.. 2dx

Bezeichnet man noch andere, etwa auf ds wirkende Kräfte
mit X", Y", Z", so hat man, gemäß Lame, S. 20, für jedes
Oberflächenelement

X' + X" = m(.N'l + N"I ) + n(l"s + T"s) +P(T'2 + T"?),

y' + Y" = m (T's + T"g) + n (N'2 + N"2) + P(T'I + 1'''1)'

z' +Z" = m(T'2 + 11"2) + n(T'l + TI/I) + p(N's + N"s)'

Ist die x-Achse senkrecht zu d s nach außen gerichtet,
so wird

X'=_lt~.[dV+ dUi +~Ua] =.!~r~-~]
dNi dx 2dx 2dx 2 dN, dNa cl Ni '

Y' = - k~ .~ Z' = - k~ . .!!!E..
dN, dy' eiN; dx

Bei dielektrischen Körpern wird häufig der Fall eintreten,
daß Oberflächenelemente mit einem damit fest verbundenen,
an sich nicht starren leitenden Überzug versehen sind. Ist
dann h die auf der Flächeneinheit des Überzugs befindliche
Elektrizitätsmenge, V' deren Potential, während V" = V-V'
das Potential der übrigen äußeren Kräfte' ist, so hat man für
solche Flächenelemente

X' = lt drp . [d ~ + d Ui + _cl Ua] -lt [d ~' + cl Va' + cl V" + d Ua] ,
dNi clx 2dx 2dx 2dx 2dx d.2~ dx

y' It clrp [d lT; d Ui cl Ua] l' [d vi' + d Va' dV" d Ua]
= dNi ' cly +2dy+2dy - l 2dy 2dy+ dy + dy ,

Z' = k drp • [d Vi + d Vi + d [Ta] _ h [cl V/ + cl Va.' + ci VI/ + dUa] •
d Ni dx 2dx2 dx '2 cL ~ 2 dx d;:, d X

Ich bin im Vorhergehenden absichtlich von der (nament
lich in Deutschland) üblichen Vorstellung von der Magneti-
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sierung und Dielektrisierung als einer Trennung zweier ent
gegengesetzter Fluide ausgegangen, um zu zeigen, daß die
Berechnung' der Deformation vollkommen unabhängig ist von
der Vorstellung, die man sich von der Natur der Magneti
sierung oder Dielektrisierung macht. Natürlich würden sich
dieselben Resultate und zwar noch leichter aus der Maxwell
schen Theorie ergeben, worauf ich vielleicht noch zurückkommen
werde.

Es erübrigt mir noch, wenige Worte über zwei sehr inter
essante Abhandlungen Kortewegs 1) zu sagen, wo ebenfalls
die Elektrostriktion eines Kugelkondensators auf ganz anderem
Wege berechnet wird. Korteweg findet ilv/v denselben Po
tenzen des Potentiales und der Dimensionen des Kondensators
proportional wie ich, so daß er unter anderen die später von
Quincke experimentell gefundene Unabhängigkeit des L1v/vvom .
Kugelvolum schon voraus berechnet hat.

Im übrigen jedoch stimmt seine Formel nicht mit der
meinigen. Da er aber ganz andere Größen einführt, so wäre
die gleichzeitige Richtigkeit beider Formeln nicht ausgeschlossen,
in welchem Falle sich dann eine interessante Gleichung für
die Veränderung der Dielektrizitätskonstante durch Druck er
gäbe, wobei aber vielleicht noch die Veränderung des Elasti
zitätskoeffizienten durch Dielektrisierung berücksichtigt werden
müßte.

1) C. R. 88. S. 1262; Wied. Ann. 9. S. 48.

25*



57.

Zur Theorie der Gasreibung 1.1)
(Wien. Bel'. 81. S. 117-158. 1880.)

I. Bemerkungen
über die bisherigen Bestimmungen der Reibungskonstante,

namentlich über die neuere Maxwellsche Theorie.

Bekanntlich haben nach der dynamischen Gastheorie die
verschiedenen Moleküle eines Gases nicht durchaus dieselbe
Geschwindigkeit und Geschwindigkeitsrichtung, sondern es sind
unter denselben die verschiedensten Geschwindigkeiten und
Geschwindigkeitsrichtungen vertreten. Wir wollen mit N die
Anzahl der Gasmoleküle in der Volumeneinheit bezeichnen.
(Bei ungleichförmiger Verteilung der Moleküle ist hierunter der
Quotient des Volumens eines Volumelementes in die darinnen
enthaltene Molekülzahl zu verstehen.) Ferner wollen wir mit
A d~ dn d' die Anzahl derjenigen Moleküle in der Volumen
einheit bezeichnen, für welche die nach den drei Koordinaten
richtungen geschätzten Geschwindigkeitskomponenten zwischen
den Grenzen

~ und ~ + d~, 1] und 1] + dn, 'und' + d'
liegen, wobei bei ungleichförmiger Verteilung wieder die in
einem Volumelement enthaltene Anzahl durch dessen Volumen
zu dividieren ist. Wir können dann A bezeichnen als die
Größe, welche die Verteilung der Geschwindigkeiten und Ge
schwindigkeitsrichtungen oder kürzer die Geschwindigkeits
verteilung unter den Molekülen bestimmt.

Wir setzen im allgemeinen

(1) A = f(~, 1}, ,)

und können dann auch t als diejenige Funktion bezeichnen,

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 17. S.l1. 15. Januar 1880.



57. Zur Theorie der Gasreibung 1. 389

welche die Geschwindigkeitsverteilung unter den Molekülen
bestimmt.

Wir denken uns ferner durch irgend einen Punkt im
Innern des Gases, dessen Koordinaten mit x, y, z bezeichnet
werden sollen, ein unendlich kleines Flächenelement vom
Flächeninhalte du senkrecht zur Y-Achse konstruiert und be
zeichnen die in der Richtung der X-Achse geschätzte Be
wegungsgröße, welche während der unendlich kleinen Zeit d t
durch dieses Flächenelement mehr in der Richtung der positiven
Y·Achse als in der der negativen hindurchgeht, mit M du dt,
dann kann die Größe JI!! bekanntlich sehr leicht berechnet
werden.

vVährend der unendlich kleinen Zeit dt werden von
sämtlichen Gasmolekülen, deren Geschwindigkeitskomponenten
zwischen den Grenzen A liegen, durch unser Flächenelement
diejenigen hindurchgehen, welche zu Anfang der Zeit dt in
-einem schiefen Zylinder enthalten waren, dessen Basis unser
Flächenelement du, dessen Höhe gleich 'I] dt ist und dessen
Achse parallel der Geschwindigkeitsrichtung der betrachteten
Moleküle liegt.

Das Volumen dieses schiefen Zylinders ist dv = 1] du dt.
Die Anzahl der zu Anfang unseres Zeitelementes darin ent
haltenen Moleküle ist daher

A d ~ d'I] d; 'I] du d t .

Wenn die Masse eines Moleküls mit m bezeichnet wird,
so trägt jedes dieser Moleküle die Bewegungsgröße m~ hin
durch; die gesamte von den soeben betrachteten Molekülen
hindurchgetragene BewegungsgL'öße ist also

m~ .A d~ d1] d?; 'I] du dt,

welcher Ausdruck positiv ist, wenn die Bewegung in der
Richtung der positiven Y-Achse, negativ hingegen, wenn sie in
der Richtung der negativen Y-Achse hindurchgetragen wird.

Durch Integration dieses Ausdruckes bezüglich ~, 'lJ, ?; von
- CIJ bis +CIJ ergibt sich die oben mit ]lf du dt bezeichnete
Größe. Es ist also

(2)
+00

M = mffJ~ 'I] .A"d~ d'l] d; .
-00
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Betrachten wir zunächst irgend ein Gas, welches sich in
Ruhe befindet, d. h. in dem weder sichtbare Massenbewegung
noch wahrnehmbare Wärmebewegung stattfindet. Den Wert,
welchen die ]'unktion f in diesem Falle annimmt, wollen wir
mit ~ bezeichnen, so daß also jetzt

.A. = t~ (s, 11, ,)

ist. Wenn das Gas sich sonst genau wie im früher betrachteten
Falle verhält, nur daß es sich mit einer konstanten Geschwindig
keit u in der Richtung der X-Achse fortbewegt, so wird sich
offenbar auch die Funktion, welche die Verteilung der Ge
schwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen bestimmt, von
der mit h bezeichneten nur· dadurch unterscheiden, daß an
die Stelle von Sder Ausdruck S- u tritt. Man wird also haben

A = t~ (s - U, 1), ?;) .

Natürlich muß auch in diesem letzteren Falle J}[ = 0 sein.
Die Funktion ~ muß also jedenfalls so beschaffen sein, daß

(3)
+00

JJJS1} fl (s - U, 1}, ?;) dsd'IJ d?; = 0
- 00

ist. - Sei nun u nicht konstant, sondern eine lineare Funktion
von y, so daß etwa u = a y gesetzt werden kann, so hätte man
ein Gas, dessen verschiedene Schichten· mit verschiedenen
Geschwindigkeiten längs einander hingleiten. Die einfachste
Annahme wäre in diesem Falle wieder zu setzen

(4)

wodurch sich ergeben würde
+00

M = mJJf S'IJ ~ (s - a :lf, 17, ,) dsd1} d?;.
-00

Bei Ausführung der Integrationen ist y als eine Konstante
anzusehen, da die Integration nur nach S'IJ' zu geschehen hat.
Es ergibt sich also sofort aus der durch die Gleichung (3) aUE?
gedrückten' Eigenschaft der Funktion t~, daß die Größe M
auch in dem zuletzt betrachteten Falle den Wert Null besitzt,
d. h. es findet keine Mitteilung von Bewegungsgröße, also auch
keine innere Reibung statt. Daraus folgt, daß in dem zuletzt
betrachteten F'aUe die Geschwindigkeitsverteilung unter den
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Molekülen nicht durch die einfache Formel (4) gegeben sein
kann, sondern es würde diese einfache Geschwindigkeits
verteilung, wenn sie von Anfang unter den Molekülen bestanden
hätte, sofort durch die Vermischung der Moleküle gestört
werden, und nur dieser Vermischung ist das Phänomen der
inneren Reibung zu danken. Alle Schwierigkeiten bei Berech~
nnng der Geschwindigkeitsverteilung übertragen sich daher
auch auf die Berechnung der inneren Reibung und etwas Xhn
liches gilt auch von der Diffusion zweier Gase und der Wärme
leitung.

MaxwellI) war nun der erste, der trotz dieser Schwierig
keiten die Berechnung der inneren Reibung .ermöglichte, indem
er bei Berechnung der Moleküle, welche durch ein Flächen
element du hindurchgehen, nicht wie wir dies taten, bloß die
Moleküle betrachtete, welche in einem Zylinder von unendlich
kleiner Höhe 'lJ dt liegen, sondern indem er jedes hindurch
gehende Molekül darauf untersuchte, in welcher Schicht es zum
letzten Male mit einem anderen zusammengestoßen war (von
welcher Schicht es ausgesandt wurde, um mit Olausius zu
sprechen), und dann den von jeder Schicht ausgesandten
Molekülen in der Richtung der X- Achse die mittlere .Ge~
schwindigkeit dieser Schicht zuschrieb.

Schlägt man dieses von Maxwell in die Gastheorie ein
geführte Verfahren ein, so erhält man für die Reibungskonstante
einen von Null verschiedenen Wert, man mag im übrigen
was immer für eine Voraussetzung über die Geschwindigkeits~

verteilung machen. Nach diesem Verfahren wurde auch von
Maxwel12) und anderen, namentlich aber von O. E. Meyer S),

die Reibungskonstante berechnet. Nach derselben Methode
wurde auch die Wärmeleitungs- und Diffusionskonstante wieder~

holt berechnet. Es war diese Methode von dem größten Werte
für die Gastheorie zu einer Zeit, wo es noch keine andere
Berechnungsmethode aller dieser Größen gab, weil man da
durch jedenfalls wenigstens die Größenordnung der Reibungs-,

1) Phil. Mag. 19. S. 37-40.
2) 1. c.
3) Pogg. Anu. 125. S. 589-598, dann dessen "Kinetische Theorie

der Gase" S. 317-323.
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Diffusions- und Wärmeleitungskonstante kennen lernte, und
man auch voraussetzen konnte, daß der numerische Wert, den
man so erhielt, wenigstens nicht allzuweit von dem numerischen
'Werte abweichen dürfte, welchen eine exakte Rechnung liefern
würde. Allein eine exakte Bestimmung der in Rede stehenden
Konstanten ist nach dieser Methode nicht möglich. Setzt man,
wie dies von den meisten Bearbeitern der Theorie geschehen
ist, entweder gleich vom Anfang an voraus, daß die Geschwindig
keiten aller Moleküle untereinander gleich sind oder berechnet
man, ohne von vornherein diese Voraussetzung zu machen,
dann im Verlaufe des Kalküls den einen oder den· anderen
Wert so, als ob die Geschwindigkeiten aller Moleküle unter
einander gleich wären, so liegt es auf der Hand, daß das
Resultat nur ein beiläufiges sein kann. Am nächsten wird
man jedenfalls der Wahrheit kommen, wenn man, wie dies
Herr Meyer in seinem Buche an der zuletzt zitierten Stelle
tut, voraussetzt, daß in jeder Schicht des Gases die bekannte,
von Maxwell gefundene Geschwindigkeitsverteilung des Gases
herrscht, mit welcher sich die sichtbare Bewegung des Gases
einfach superponiert. Allein auch nach dieser Methode kann
kein exakter Wert für die Reibungskonstante gefunden werden,
da die wirklich während des Vorganges der Reibung im Gase
herrschende Geschwindigkeitsverteilung nachweisbar eine andere
ist. Ihre Abweichung von der durch jene Superposition modi
fizierten Maxwellsehen ist freilich nur gering, wenn die sicht
bare Bewegung des Gases klein ist; allein die durch die
Flächeneinheit hindurchgehende Bewegungsgröße ist dann klein
VOll derselben Ordnung und aus dem folgenden wird am deut
lichsten ersichtlich werden, daß, wenn an die Stelle der tat
sächlichen Geschwindigkeitsverteilung jene modifizierte Max
wellsche gesetzt wird, bei Berechnung der Reibungskonstante
Glieder von derselben Ordnung vernachlässigt werden, wie
diejenigen sind, welche eben die Reibungskonstante liefern.
Ähnliches gilt natürlich auch von der Diffusions- und Wärme
leitungskonstante. Die Folge dieses Mangels an Exaktheit
der Rechnung macht sich vor allem bei Berechnung der Wärme
leitungskonstante dadurch geltend, daß für den numerischen
Koeffizienten derselben von den verschiedenen Physikern die
mannigfaltigsten Werte gefunden wurden.
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Ich stelle hier nur einige derselben zusammen, ohne be
haupt8ll zu wollen, daß damit alle für die Wärmeleitungs
konstante berechneten Werte erschöpft wären. Bezeichnen
wir mit c die spezifische Wärme bei konstantem Volumen, mit f.t
die Reib ungskonstante , so findet Maxwell aus seiner älteren
Theorie für die Wärmeleitungskonstante den Wert tc f.t 1),
Olausius findet tCf.L2), Stefn,n -r-tcp.3), :Maxwell aus seiner
neueren Theorie t cp, 4), Lang in seiner ersten Abhandlung
tcf.L 5), in seiner zweiten fCf(,O), Boltzmann -~Cf.L 7), Rühl-

10 n 2

mann _cp.8), O. E. Meyer _,_cp.9) und 1,53cp,.lO)
3n ~

Im Jahre 1868 lieferte Maxwell den Beweis, daß ein
besonders günstiger, die Rechnung sehr vereinfachender Um
stand eintritt, ·wenn man annimmt: daß die Gasmoleküle
während des Zusammenstoßes nicht wie. elastische Kugeln auf
einander wirken, sondern daß sie eine Abstoßung aufeinander
ausübe~1, welche der fünften Potenz der Entfernung ihrer Centra
verkehrt proportional ist.

Dieser günstige Umstand bewirkt, daß man die Reibungs-,
Diffusions- und Wärmeleitungskonstante exakt berechnen kann,
ohne das Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung im Gase kennen
zu müssen, und es wurden diese Konstanten !'"on Maxwell in
der Tat unter .der Voraussetzung des Wirkungsgesetzes der
fünften Potenzen berechnet, ohne daß derselbe die Modifikation
bestimmt hätte, welche das Gesetz der Geschwindigkeits
verteilung im Falle der inneren Reibung, Diffusion und \\lärme
leitung erfährt.

Diese Abhandlung lVlaxwells scheint vielfach unrichtig
aufgefaßt worden zu sein. Man hat dagegen eingewendet,daß
nach dem '\Virkungsgesetz der fünften Potenzen in jedem
Zeitmomente alle Gasmoleküle auf alle anderen wirken

1) PhiI. Mag. (4) 19.
2) Pogg. Ann. 100.
S) Wien. Bel'. Januar 1863.
4) PhiI. Mag. (4). 30.
5) U. 6) Wien. Bel'. 64. S. 485; 65. S. 415.
7) Wien. Bel'. 66. Oktober 1872. (Bd. I, Nr. 22 dieser Sammlung.)
S) Rühlmann, "Handbuch der mechanischen Wärmetheorie" S.198.
9) u. 10) O. E. Meyer, "Kinetische Theorie der Gase" S. 187 u.1S8.
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würden und daß dies den Grundprinzipien der Gastheorie
widerspreche.

Das erste ist allerdings richtig, nicht aber das letztere;
denn eine Abstoßuug mit der fünften Potenz der Entfernung
nimmt mit wachsender Entfernung so ungemein rasch ab, daß
die Wirkung je zweier Moleküle aufeinander vollständig ver
nachlässigt werden kann, wenn deren Entfernung nur einiger
maßen beträchtlich ist. Das Maxwellsehe Wirkungsgesetz ist
so beschaffen, daß eine erhebliche gegenseitige Beeinflussung
der Bewegung, d. h. eine bemerkbare Ablenkung von der gerad.
linigen Bewegung nur dann eintritt, wenn zwei Moleküle. sich
ganz ungewöhnlich nahe kommen, so daß also jedes Molekül
sich während des größten Teiles der Zeit fast vollständig in
einer Geraden bewegt, nur wenn es zufällig einem andern
Moleküle ungewöhnlich nahe kommt, wird es beträchtlich von
der geradlinigen Bahn abgelenkt. Dies entspricht aber voll
ständig den Anschauungen der modernen Gastheorie v.on der
Natur der Gasmoleküle ; denn es ist höchst.wahrscheinlich,
daß auch die in der Natur vorkommenden Gasmoleküle fort
während eine gewisse, wenn auch sehr schwache Wirkung auf
einander ausüben, so daß sich deren Schwerpunkte niemals in
mathematischen Geraden bewegen. Der Zusammenstoß besteht
dann darin, daß bei sehr bedeutender Annäherung die Ein
wirkung plötzlich sehr stark zunimmt, so daß die Abweichung
von der geradlinigen Bahn bemerkbar wird.

Man hat ferner gegen die Maxwellsche Theorie ein
gewendet, daß dieselbe dem bekannten J oule-Thomsonschen
Versuche widerspreche, wonach im ganzen keine erhebliche
Temperaturveränderung eintritt, wenn ein Gas in einen früher
vollkommen leeren Raum einströmt. Da hierbei keine andere
Veränderung eintritt, als daß die mittleren Abstände der Gas
moleküle wachsen, so kann hierbei von keinen anderen Kräften
Arbeit geleistet werden, als von denen, welche die Gasmoleküle
in ihren mittleren. Abständen aufeinander ausüben. Es be
weist also dieser Versuch, daß die Gasmoleküle in ihren
mittleren Abständen keine erheblichen Kräfte aufeinander
ausüben. Ja die kleine Temperaturveränderung, welche beim
Joule-Thomsonschen Versuch auftritt, beweist sogar, daß
die Moleküle in ihren mittleren Abständen anziehend auf-
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einander einwirken; Die erstere Tatsache ist in voller Über
einstimmung mit dem Maxwellschen Wirkungsgesetze. Ob
wohl man über die mittleren Abstände der Luftmoleküle
nichts SiQheres angeben ka;nn, so kann man dieselben doch
beiläufig schätzen.

Nimmt man an, daß die Moleküle der tropfbaren Flüssig
keiten sich ungefähr in derselben Distanz befinden, wie die
Gasmoleküle im Momente eines Zusammenstoßes (in der Max
wellschen Theorie tritt an die Stelle eines Zusammenstoßes ein
so nahes Zusammentreffen, daß die Moleküle erheblich aus den
geradlinigen Bahnen abgelenkt werden), nimmt man ferner an,
die Dichto der Luft im tl'opfbaren Zustande wäre 1,5,1) so
wäre die gasförmige Luft etwa tausendmal weniger dicht als
die tropfbare ; der mittlere Abstand zweier benachbarten Luft
moleküle im gasförmigen Zustande wäre also etwa zehnmal so
groß, als im tropfbaren Zustande, cl, h. in der gasförmigen Luft
wäre der mittlere Abstand zweier benachbarter Moleküle etwa
zehnmal so groß, als der Abstand während eines Zusammen
stoßes; wenn also die abstoßende Kraft der Moleküle der
fünften Potenz ihrer Entfernung verkehrt proportional ist, so
wäre die Kraft, welche zwei benachbarte .Moleküle in ihrem
mittleren Abstande aufeinander ausüben, 100 000 mal so klein,
als die durchschnittliche abstoßende Kraft, währen cl eines Zu
sammenstoßes, d. h. als diejenige abstoßende Kraft, welche zu
einer erheblichen Veränderung der geradlinigen Bewegung der
Moleküle notwendig ist. Man begreift daher leicht, daß die
Arbeit einer so kleinen Kraft beim J oule-Thomsonschen
Versuche sich der Beobachtung entzieht. Natürlich ist der
hier berechnete numerische Wert nichts weniger als zuverlässig;
es handelt sich aber hier auch gar nicht um eine genaue
quantitative Bestimmung des numerischen Wertes, sondern
bloß um die Größenordnung der Arbeit, welche das Maxwell
sehe Wirkungsgesetz unter den Bedingungen des Joule
Thomsonschen Versuches liefern würde. Auch müßte bei
Berechnung der obigen Zahlen ins Auge gefaßt werden, daß in
verdünnten Gasen die Zusammenstöße seltener werden und

1) Lohschmidt, "Zur Größe der Luftmoleküle", Wien. Bel'. 02.
Okt. 1865.
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daher die Arbeitsleistung während eines Zusammenstoßes sich
weniger oft wiederholt, was aber wieder, wie eine ähnliche
Rechnung zeigt, wegen der geringen Zeitdauer eines einzelnen
Zusammenstoßes Verschwindendes liefert.

Wir kommen nun zur zweiten der oben erwähnten Tat
sachen, daß nämlich der Joule-Thomsonsche Versuch auf
eine kleine Anziehung der Gasmoleküle in ihren mittleren
Distanzen hinweist. Diese letztere rratsache zeigt freilich
unwidersprechlich, daß das Maxwellsehe Wirkungsgesetz zwi
schen zwei Gasmolekülen nicht das absolut richtige sein kann.
Allein es ist eine vollkommen falsche Auffassung der neueren
Maxwellsehen Theorie, wenn man glaubt, Maxwell habe in
derselben ein Naturgesetz aufstellen wollen 1 welches für die
Wirksamkeit der Molekularkräfte ebenso allgemein gilt, wie
etwa das Newtonsehe Gravitationsgesetz für die Kräfte, die
zwischen den Weltkörpern wirksam sind. Daß das tatsäch
liche Wirkungsgesetz der Molekularkräfte sehr erheblich von
dem Max v"r e11 sehen abweichen muß, wird durch viele 'rat
sachen noch weit evidenter bewiesen, als durch den J oule
Thomsonschen Versuch, so du:rch die Mehratomigkeit der
meisten Gasmoleküle , welche es als sehr unwahrscheinlich
erscheinen läßt, daß dieselben wie mathematische Kl'aftcentra
in die Ferne wirken, ferner durch die KohäsionsMund Adhäsiorls
erscheinungen der festen und tropfbaren Körper, welche die
Existenz anziehender Molekularkräfte neben den abstoßenden
fast bis zur Evidenz beweisen, da man doch nicht annehmen
kann, daß das Wirkungsgesetz der Molekularkräfte ein ganz
anderes in festen und tropfbaren Körpern, als in Gasen ist,
endlich durch das Gesetz der Abhängigkeit der ReibungsM,
Wärmeleitungs- und Diffusionskonstante von der Temperatur.
Allein alle diese Einwände treffen ebenso wie die neuere
Maxwellsehe, so auch die alte Gastheorie, welche in den
Molekülen feste elastische Kugeln sieht, ja eine Erscheinung,
nämlich die Kompressibilität der tropfbaren JTlüssigkeiten,
weist sogar geradezu darauf hin, daß die Wechselwirkung
'zweier Moleküle, welche mit so bedeutenden Kräften gegen
einander gedrückt werden, wie dies beim Zusammenstoße
zweier Gas~oleküle der Fall sein muß, mehr Ähnlichkeit mit
der aus dem Gesetz der fünften Potenzen als mit der aus dem
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Gesetz der elastischen Kugeln folgenden haben muß. I) Was
den Joule-ThomsoDschen Versuch betrifft, so gilt dasselbe
auch von ihm, daß nämlich die molekularen Anziehungskräfte,
auf welche er hinweist, ebensowohl mit der Hypothese der
elastischen Kugeln, wie mit der neueren Maxwellsehen
Theorie in Widerspruch stehen.

Beide Hypothesen müssen also als solche angesehen wer w

den, welche das Verhalten der Gasmoleküle nur so lange an
genähert darstellen, als sich dieselben so nahe sind, daß durch
ihre Wechselwirkung eine erhebliche Veränderung ihrer gerad
linigen Bewegung hervorgerufen wird. Für größere Abstände,
namentlich für die. mittleren Abstände der Moleküle in Gasen,
können beide nicht gültig sein; aber auch für das Verhalten
während des Zusammenstoßes liefern beide nur ein ungefähres
Bild, ohne daß sich, wie mir scheint, gegenwärtig entscheiden
ließe, ob die eine oder die andere ein getreueres liefert.

So wenig es abe~ gegenwärtig jemandem ernstlich einfallen
wird, die Arbeiten, welche unter der Hypothese der elastischen
Kugeln gemacht worden sind, für verfehlt zu halten, weil diese
Hypothese den Molekülen ein Verhalten zuschreibt, von dem
deren wirkliches Verhalten jedenfalls erheblich abweicht, so
wenig schiene es mir zweckmäßig, die neuere Maxwellsehe
Hypothese zu verwerfen, weil auch sie in demselben Falle ist.
Wir haben also in der Hypothese der elastischen Kugeln und in
der neueren Maxwellsehen Hypothese zwei verschiedene An
schauungen, von denen jede nur ein beiläufiges Bild von dem
Verhalten der Gasmoleküle zu geben sucht. Die erstere hat den
Vorteil, daß ihre Grundlage anschaulicher und gewissermaßen
populärer ist; elie Grundlage der letzteren ist zwar etwas ab
strakter, wenn auch durchaus nicht schwer verständlich, da sie
ja nur auf den bekannten Gesetzen der Zentralbewegung basiert;
sie hat aber einen großen Vorzug, der ,wie mir scheint, der
neueren Maxwellsehen Hypothese ihre Bedeutung in der Gas
theorie für immer stchert. Es lassen sich nämlich unter ihrer
Annahme alle Rechnungen mit Leichtigkeit durchführen, deren

1) Vgl. Boltzmann, "Über das Wirkungsgesetz der Molekular
kräfte". Wien. Ber. 66. II. Abt., Juli 1872. (Nr. 21 des I. Bandes
dieser Sammlung.)
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exakte Durchführung unter Annahme der Hypothese der
elastischen Kugeln auf fast unüberwindliche Schwierigkeiten
stoßen würde.

Übrigens ist der physikalische Unterschied beider Hypo
thesen bei weitem nicht so groß, als' man sich denselben ge
wöhnlich gedacht zu haben scheint. Um dies zu versinnlichen
hat Maxwell seiner Abhandlung eine sehr anschauliche Figur
beigegeben, in welcher die Bahnen der Oentra einer Anzahl
von Molekülen gezeichnet sind, die in parallelen Richtungen
gegen ein testgehaltenes lVIolekül anfliegen und von demselben
nach seitwm Gesetze abgestoßen werden.1) Um diese Bahnen
mit den Bahnen zu vergleichen, welche aus dem Gesetze der
elastischen Kugeln folgen, kann man folgendermaßen verfahren:
Man denkt sich in die Maxwellsehe Figur einen Kreis ein
gezeichnet, dessen Zentrum 8 ist und dessen Radius die von
Maxwell punktierte Linie, also die kleinste Distanz ist, bis
zu welcher sich die Oentra zweier Moleküle nach seinem Ge
setze nähern, von denen das eine festgehalten wird, das andere
mit der mittleren Geschwindigkeit der Moleküle darauf zufliegt.
Wären jetzt die Moleküle elastische Kugeln, deren Durch
messer jene kleinste Distanz ist, und würde man sich wieder
eines festgehalten, die andern in parallelen Richtungen darauf
zugeschleudert denken (natürlich nicht gleichzeitig, sondern
nacheinander, damit sie sich nicht untereinander stören), so
würde die Maxwellsehe Figur folgende Modifikation erfahren.
Das Zentrum des festgehaltenen wäre wieder in S. Die
Oentra der beweglichen würden aus denselben Richtungen
kommen~ wie in Maxwells Figur, aber gleich sehr kleinen

. elastischen Kugeln von dem eingezeichneten Kreise reflektiert
werden.

Man sieht, daß die aus dem Gesetze der elastischen Kugeln
sich ergebenden Bahnen zwar quantitativ, aber nicht wesentlich
qualitativ von den aus dem neuen Maxwellsehen folgenden
abweichen.

Der Hauptunterschied besteht natürlich darin, daß nach
dem Maxwellsehen Wirkungsgesetz selbst ziemlich en~fernte

Molekülbahnen noch eine kleine Einbiegung zeigen; wogegen

1) Phil. Mag. [4J 35. S. 145.
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die anderen Bahnen absolut gerade Linien sind, sobald kein
Zusammenstoß mehr stattfindet.

Da nach dem Maxwellsehen Wirkungsgesetze die Wechsel
wirkung der Moleküle nicht bei einer gewissen Entfernung plötz
lich vollkommen aufhört, so lassen sich natürlich auch die Be
griffe des Zusammenstoßes, der Zahl der Zusammenstöße in der
Zeiteinheit, der mittleren Weglänge usw. nicht mehr so scharf
fassen als bei der Hypothese der elastischen Kugeln. Wenn
man aber gerade wollte, so könnte man auch diese Begriffe
in die Maxwellsehe Theorie einführen; man brauchte z. B.
bloß als einen Zusammenstoß den Vorgang zu bezeichnen, wo
sich zwei Moleküle so nahe kommen, daß die Richtung ihrer
relativen Geschwindigkeit um mehr als einen Grad verändert
wird. Man würde dann für die Zahl der Zusammenstöße in der
Sekunde, für die mittlere Weglänge usw. Größen VOll derselben
Größenordnung erhalten, wie unter Yoraussetzung der Hypothese
der elastischen Kugeln. De~ Effekt aller Annäherungen der Mole.
küle, bei denen die Richtung ihrer relativen Geschwindigkeiten
um weniger als einen Grad verändert wird, würde man vernach
lässigen. Es ist kaum zu befürchten, daß durch diese Vernach
lässigung eine größere Ungenauigkeit entstünde, als dadurch, daß
man an Stelle der natürlichen Moleküle elastische Kugeln setzt.

Ja selbst der Begriff der Größe eines Moleküls ist der
Maxwellsehen Theorie nicht vollkommen fremd und über
diesen letzten Punkt will ich hier noch einige Bemerkungen
machen. Setzt man voraus, daß die Gasmoleküle elastische
Kugeln sind, so muß man annehmen, daß das Minimum der
Distanz ihrer Oentra bei jedem Zusammenstoße dasselbe ist,
mag der Zusammenstoß nun zentral oder schief, mit größerer
oder kleinerer relativer Geschwindigkeit erfolgen. Dieses
Minimum ist gleich dem doppelten Radius eines Moleküls,
wenn beide zusammenstoßenden Moleküle gleichartig sind; da
gegen der Summe der Radien beider Moleküle wenn sie ver
schiedenartig sind. Unter Voraussetzung des Maxwellsehen
Wirkungsgesetzes dagegen, ist das Minimum der Distanz
zweier aufeinander treffender Moleküle veränderlich. Die
Centra der Moleküle kommen sich um so näher, mit je größerer
Geschwindigkeit sich dieselben, vor dem Stoße aufeinander zu
bewegten; sie kommen sich weniger nahe, wenn der Stoß ein
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schiefer ist, weil dann die Komponente der relativen Ge
schwindigkeit in der Richtung. der Entfernung beider Mole
küle eine kleinere ist. Allein bei denjenigen Stößen, bei denen
die Bahnen der Moleküle sehr bedeutend verändert werden,
welche also gerade für die Diffusion, innere Reibung, Wärme·
leitung usw. von dem hauptsächlichsten Einflusse sind, ist
diese Veränderlichkeit nicht sehr bedeutend; wollte man also
in der neueren Maxwellsehen Theorie von der Größe eines
Moleküls sprechen, so müßte man eigentlich untersuchen,
welches das Minimum der Distanz zweier Moleküle bei den
verschiedenartigen Zusammenstößen ist und den Mittelwert
dieses Minimums mit der Summe der Radien der zusammen
stoßenden Moleküle identifizieren. Es wäre dies insofern
schwierig, als man dabei den verschiedenen Zusammenstößen
ein verschiedenes' Gewicht zuschreiben müßte, je nachdem
durch dieselben die Richtung der zusammenstoßenden Moleküle
mehr oder weniger verändert wird. Wir wollen uns hier auf
so komplizierte Betrachtungen nicht einlassen, sondern die
Definition möglichst einfach machen. Wir denken uns näm
lich das eine der Moleküle festgehalten , das andere aber mit
dem mittleren Geschwindigkeitsquadrate aller Moleküle zentral
auf das Festgehaltene zufliegend. Das Minimum der Distanz,
bis zu welcher sich das Zentrum dieses Moleküls dem des
festgehaltenen nähert, also den Radius des Kreises, den wir
soeben in die Maxwellsehe Figur eingezeichnet haben, defi
nieren wir dann als doppelten Radius der zusammenstoßenden
Moleküle, wenn beide gleichartig sind; als Summe· der Radien
derselben, wenn sie nicht gleichartig sind. Sobald man an dieser
Definition festhält, ergibt sich auch aus der Maxwellsehen
Theorie eine Beziehung zwischen der Diffusionskonstante zweier
Gase und den Reibungskonstanten der einzelnen Gase, sowie
auch zwischen der Reibungskonstante eines Gasgemisches und
den Reibungskonstanten der Bestandteile. Ich will hier nur
die erstere Beziehung entwickeln.

1\1 axweIl setzt die bewegende Kraft, welche zwischen
zwei J\'Iolekülen wirkt, gleich K /1-.5. Wird ein Molekül fest
gehalten, während sich das andere mit der mittleren lebendigen
Kraft L aller Moleküle zentral darauf zubewegt, so nähern sich
beide so lange, bis die ganze lebendige Kraft aufgezehrt ist.
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Bezeichnen wir also das Minimum der Distanz, welche· sie
erreichen, mit 0, so ist die Arbeit, welche bei der Annäherung
bis zur Distanz 0 geleistet wurde

00

fXdr J(

---;5 = 4 v·i
ö

und da dieselbe gleich der lebendigen Kraft l sein muß, so
erhält man

4/--;:

d' = V~l(

Gehören beide Moleküle der ersten Gasart an, so stellt uns lJ
die Größe dar, welche an die Stelle des doppelten Radius
der Moleküle der ersten Gasart tritt, und welche wir mit 2 ~l

bezeichnen wollen.
Die Größe K soll in diesem Falle ebenfalls den Index 1

bekommen. Wir haben also
.. 4JK:

2()1 = V41-"
Ebenso erhalten wir

.. 4/](,
2()Z=V4Z'

Gehört das eine Molekül der ersten, das andere der zweiten
Gasart an, so bedeutet lJ diejenige Größe, welche an die Stelle
von ~l + ()z tritt. Der Größe K wollen wir dann, wie es auch
Maxwell tat, keinen Index beisetzen. Es ist also

()l + (!z = ~.
Die mittlere lebendige Kraft l ist für die Moleküle beider

Gasarten dieselbe. Dies führt uns sofort auf die Beziehung

(5) 2VK = VK 1 + VKz .

Diese Beziehung zwischen dem Wirkungsgesetz der Mole
küle der einen Gasart untereinander, der anderen Gasart
untereinander, und eines Moleküls der einen auf ein Molekül
der anderen Gasart, ist freilich nicht recht verständlich, wenn
man an eine direkte :B'ernwirlmng ihrer Centra glaubt; sie WIrd
jedoch sogleich viel verständlicher, sobald man sich mit Stefan 1)

1) Wien. Bel'. 65. H. Abt. S. 340. 1872.
Boltzmann, Gesammelte wissenscb. Abband!. H. • 26
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die Abstoßung durch .Ätherhüllen bewirkt denkt, welche die
Centrader Moleküle umhüllen, und welche nicht absolut starr
sind, sondern beim Zusammenstoße entweder verdichtet oder
deformiert werden; dann wird es auch begreiflich, daß zwei
Moleküle sich mehr einander nähern, wenn sie heftiger auf
einander stoßen, oder mit anderen Worten, daß der Radius
eines Moleküls kleiner als bei niedriger relativer Geschwindig
keit erscheint. Die Gleichung (5) setzt uns sofort in den Stand,
die Beziehung zwischen den Reibungskonstanten beider Gase
und ihrer Diffusionskonstanten aufzustellen. Bezeichnen wir mit
Itl und fJ'2 die Reibungskonstanten, so haben wir, uns ganz an
die Bezeichnungen Maxwells haltend,

Pt --'1::....;"\'---_
fJ'1 = 3 A k 0 = 11 TI" '2 ,,1 1>'

3A t (h 21}}y
woraus folgt

(6)

und ebenso

(7) 11K
2

= P2 -V2MT .
3 A2 '/2 /12

Für die Diffusionskonstante im Sinne Los ch m i d t SI) und
meiner "Weiteren Studien usw." 2) aber findet M a x weIl
den Wert

]) = lhP2 Pt P'l

At '/1 '/2 (PI + P2) Je Al '/1 '/2 (PI + Pt) 11111
1

Mi (~t + M
2

)

Man erhält also unter Benützung der Gleichung (6)

]) = 4Pl Pt -VMI 1112 (Mt + M2)

.Al fh '/2 (PI' + Pt) CV](1 + V](2)2

Bezeichnen wir mit M mit dem Index w die .Masse eines
Moleküls irgend eines Normalgases, z. B. des Wasserstoffes,
mit Qw die Dichte dieses Normalgases bei irgend einem Druck Pw'

so ist bekanntlich unter Voraussetzung gleicher Temperatur
der Gase
(8)' pw Mw = pl·MI.- = P21~I2 •
______ '/w '/t '/2

1) Wien. Ber. 61. H. Abt. März 1870.
2) Wien. Bel'. 66. Ir. Abt. Oktober 1872, Ur. Abschnitt (Nr. 22 des

I. Bandes dieser Sammlung).
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Die Gleichungen (6) und (7) gehen also über in

Vr = V2 Pm ~v]lM; ,
1 ~A2 ~wfJ.1

l/K _V2Pw 1l1w VM;
r 2 - QAt ~lVjU2 '

4 2 ]VI:!' /M:+M;
Pw wV 111, ilf,n =. t 2

(h- V4-)2...4.1 Ql~ (P1 + P2) Y](l + K2

6 1/2...4.2 pw M,o 11MI + 111., 1
= .Al (lw (Pt + P2) Mt ~lt • r1 4/ MI +--4-:-=/1.11.-

2
]-::-2

lv fl r 1/ fJ.~
Da diese Formel bezüglich der mit .21I bezeichneten Größen

von der Dimension Null ist, so braucht man darunter nicht
die wirklichen Massen eines Moleküls zu verstehen, sondern
man kann dafür die ihnen proportionalen sogenannten Mole
kulargewichte der Chemie setzen. Es sind also alle in der
Formel vorkommenden Größen unmittelbar experimentell be
stimmbar.

Diese Formel stimmt bis auf einen sehr unbedeutenden
Unterschied im numerischen Koeffizienten überein mit der von
Stefan1) gefundenen Formel

(9) IJ = 3nV2 1/1111 + 1112 vVm .
8 V .1111 JJ;[2 (_1_ + _1_) 2

. VI; 1/1;
Aus der Gleichung Stefans, welche in der zitierten .Ab

handlung zwei Zeilen vor dessen Gleichung (6) zu finden ~ist,

folgt nämlich
-., l!8Pv 1 /m= __0.

r nNo

Da die Zahl der Moleküle in der Volumeinheit für alle
Gase gleich ist, .kann unter No auch die Anzahl der Wasser
stofl:'moleküle in der Volumeinheit bei derselben Temperatur
ve:J;standen werden. Po ist dann der Druck, unter dem die
betreffende Wasserstoffmasse steht, und soll daher an seine
Stelle PUl geschrieben werden.

1) Über die dynamische Theorie der Diffusion der Gase. Wien.
Bel'. 65. H. Abt. April 1872.

26*
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(10)

Ferner wollen wir rechts unter dem Wurzelzeichen mit
der Masse 11;[10 eines Wasserstoffmoleküls multiplizieren und für
No Jl;[w wieder (!w schreiben. Wir erhalten dann

lr::: ·tl 81Jw Mwv ym =---.
'TC !!w

Da diese Formel für jede beliebige Gasart gilt, so erhalten
wir, wenn wir mit MI' VI' M2 , v2 Molekülmasse und mittlere
Geschwindigkeit unserer beiden Gasarten bezeichnen, die
weiteren Formeln

(11) V - l!8 Pw ]J1w. 1". - l!8Pw Mw
1- ---, q- ---.

'TC (/10 Mi - n (/10 .M2

Bei Berechnung der mittleren Weglängen ist vor allem zu
beachten, daß dies nicht etwa die mittleren Weglängen sind,
welche den Gasen im diffundierenden Gemische zukommen,
sondern diejenigen, welche sie bei ihrem normalen Zustande
hätten.

Sollen die Formeln Stefan s nicht bloß für eine bestimmte
Normaltemperatur und einen bestimmten Normaldruck gelten,
so braucht man darunter bloß die rremperatur und clen Druck
zu verstehen, .welcher dem gesamten diffundierenden Gas
gemische zukommt, also PI + ]72 statt des Stefanschen Normal
druckes zu setzen. - Will man also von den von Stefan
ganz. zum Schlusse seiner Abhandlung entwickelten Formeln
Gebrauch machen, so muß man darin unter (! die unter diesen
Umständen geltende Dichte verstehen, so daß wieder wenn (!l

sic~ auf das erste, (!2 auf das zweite Gas bezieht, analog
den Formeln (8) zu setzen ist

(12) (Pi + P2) Mi (P1 +P2) Jlr12 Pw JJlw--.-- = ---- = --
(/1 (/2 (/10

und die von Stefan zum Schlusse seiner Abhandlung ent-
• wickelten Formeln liefern mit Berücksichtigung der PormeIn

(11) und (12).

(13)

(14)
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Die Substitution der Werte (10), (13) und (14) in die
Formel (9) liefert endlich

1) = ~,~p~ ~!) VJ}~~l~~--(--:/~ ~V~)'"
V ,U 1 f.l2

Bezeichnet man also den aus der Maxwellsehen Formel
folgenden Wert für IJ mit ])m' den aus der S t efan sehen
Formel folgenden mit IJs ' so ergibt sich

Dm = 2.A2 = 1,029;
D. .Al

ein Unterschied, welcher offenbar ganz unbedeutend ist.
Ich hoffe durch diese Betrachtungen genügend nachgewiesen'

zu haben, daß die neuere lVlax wellsche Theorie neben der
Hypothese der elastischen Kugeln ihre Berechtigung und große
Wichtigkeit für die Gastheorie hat; daß sie aber doch nicht
allen Erscheinungen Rechnung tragen kann. Es erscheint mir
daher wichtig, auch die alte Hypothese der elastischen Kugeln
neben der neueren Maxwellschen 'llheorie weiter zu ent
wickeln; denn nur durch einen möglichst vollkommenen Ausbau
beider r:rheorien kann' die Grundlage gelegt werden zu weiteren
Forschungen auf diesem Gebiete und ich will im folgenden
einen Beitrag zur Weiterentwicklung der alten Theorie der
elastischen Kugeln zu liefern suchen, der übrigens mutatis
mutandis auch bei Voraussetzung jedes anderen vom neuen
lVl a x weIl sehen verschiedenenWirkungsgesetzes seine Anwendung
-finden dürfte.

H. Einführung der' die Zusammenstöße charakterisierenden
Variablen.

Eine Methode zur exakten Bestimmung der Reibungs
konstante unter der Hypothese der elastischen Kugeln ohne
Berücksichtigung des Gesetzes der Geschwindigkeitsverteilung
ist gegenwärtig nicht bekannt. Wir müssen daher vor allem
zur Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung übergehen. Die
allgemeine Gleichung, welche von der die Geschwindigkeits
verteilung bestimmenden Funktion erfüllt werden muß, habe
ich unclzwar meines Wissens zuerst in meiner Abhandlung
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"Weitere Studien über das Wärmegleichgewicht unter Gas
molekülen" 1) aufgestellt und dort als Gleichung (44) bezeichnet,
an deren Stelle für ein Gasgemisch die Gleichung (44*) tritt.
Eine ausführlichere Ableitung dieser Gleichung habe ich in
meiner Abhandlung "Über das Wärmegleichgewicht von Gasen,
auf welche äußere Kräfte wirken" 2) geliefert. Von dieser
Gleichung wurde außer von mir nur noch von Maxwel13) eine
Anwendung gemacht und zwar von letzterem zur Berechnung
der Druckkräfte, die in sehr verdünnten Gasen unter dem Ein
flusse der Wärmeleitung auftreten.

Leider ist die Auflösung dieser Gleichung gerade für das
neue Maxwellsehe Wirkungsgesetz eine leichte, in welchem
Falle man ihrer zur Berechnung der inneren Reibung, Diffusion
und Wärmeleitung nicht bedarf. Für alle anderen Fälle,
namentlich für die Hypothese der elastischen Kugeln, stößt die
Auflösung der Gleichung auf große Schwierigkeiten.

Ich habe schon in der ersten der soeben zitierten Ah
handlungen einen Weg angedeutet, welcher zur Auflösung
dieser Gleichung für den letzteren Fall eingeschlagen werden
kann und zu einer Reihenentwicklung führt.

Die Reihenentwicklung würde aber, wenn man das dort
angedeutete Verfahren einschlagen würde, ohne daran weitere
Vereinfachungen anzubringen, eine äußerst weitläufige sein, so
daß man an der Durchführbarkeit der Rechnung fast ver
zweifeln müßte. Es ist mir aber seitdem gelungen, durch einige
Kunstgriffe die Gleichung bedeutend zu vereinfachen und ich
will in dieser Abhandlung die Methode auseinandersetzen,
welche mir gegenwärtig nach vielen vergeblichen Versuchen
als die relativ einfachste erscheint.

Die Gleichung (44) der ersten meiner zitierten Abhandlung
lautet folgendermaßen:

fit + ~{)f + 1Jif + ,ar + X a! + yar + Zar
(15) at a~ ay ax, a~ a17 a(

I +.JJ1d ~l d1h d '1f P dPJd ep . l' (f'j~ - l' r 1) = 0 .

1) Wien. Bel'. ß6. II. Abt. Oktober 1872. (NI'. 22 d. 1. Bd. dieser
Sammlung.)

2) Wien. Ber. 72. H. Abt. Oktober 1875. (Kr. 32 dieses Bandes.)
8) On stresses in rariefied gases arising from inequalities of tempera

ture. Phil. Transact. I. 1879.
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In dieser Gleichung bezeichnen: ~,rj, , und ~1' 1h, '1
die Geschwindigkeitskomponenten zweier beliebiger zusammen
stoßender Moleküle,

r = 11 (~1 - ~)2 + (1h - 1])2 + ('1 - ~)2 ,

deren relative Geschwindigkeit (alles vor dem Zusammenstoße),
p die kleinste Entfernung, in welche sie gelangen würden,
wenn- sie, ohne aufeinander zu wirken, die geradlinige und
gleichförmige Bewegung beibehalten würden, welche sie vor
dem Stoße besaßen (ich ziehe es vor rund p statt der von
lVI ax weIl angewendeten Buchstaben J7 und b zu schreiben),

Cf den Winkel zwischen der Ebene, welche der X-Achse
und der relativen Geschwindigkeit vor dem Stoße parallel ist,
und der Bahnebene, d. h. der Ebene, welche die beiden relativen
Geschwindigkeiten vor und nach- dem Stoße enthält,

.7:, y, z die Koordinaten irgend einer Stelle im Innern des
Gases,

X, ~ Z die Komponenten der daselbst herrschenden be
schleunigenden Kraft, welche übrigens in unserem Falle den
Wert Null hat,

(, welche Größe behufs Andeutung der Variablen, von
denen es abhängt, auch mit f(~, 1], " x, y, z, t) bezeichnet werden
soll, ist die die Geschwindigkeitsverteilung bestimmende Funktion,
so daß zur Zeit t die Anzahl der Moleküle, für welche die
Koordinaten des Zentrums zwischen den Grenzen

(B) x und x + d x, y und y + d y, z und z + d z ,

die Geschwindigkeitskomponenten aber zwischen den Grenzen

(A) ~ und ~ + d ~, 1] und 'l] + d rj, , und '+ d'
liegen, den Wert

l(~, 'I], " x, y, z, t) dx dy dz d~ d1] d'
besitzt,

endlich sind f~, l' und f~' die Werte, welche die Funktion
f annimmt, wenn darin ~1 1]1 '1' ~'1/" bzw. ~/ 1]1' '1' an Stelle
von ~ 1]' substituiert wird, wobei~' r/" und ~1' 1h' '1' die Ge
schwindigkeitskomponen:ten beider Moleküle nach dem Stoße,
also Funktionen von ~ 1]', ~1 1h '1' P und ep sind.

Die Größen ~ rJ' und ~1 1h '1 bedürfen keiner weiteren
Veranschaulichung und ich will hier nur bemerken, daß ich
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das Molekül mit den ersteren Geschwindigkeitskomponenten
immer als das erste, das andere immer als das zweite der
zusammenstoßenden Moleküle bezeichnen will. Die Bedeutung
der Größen p und rp für den Fall des Zusammenstoßes elasti
scher Kugeln können wir uns am leichtesten durch die Fig. 1
veranschaulichen.

z

Pig. 1.

In dieser Figur bedeutet 0 den Ort des Mittelpunktes
des ersten Moleküls; der Kreis entspricht der Oberfläche einer
Kugel, deren Radius gleich dem Durchmesser 0' eines Moleküls
ist, und welche sich so bewegt, daß ihr Zentrum immer mit
dem Zentrum des ersten Moleküls zusammenfällt, also vor
dem Stoße mit der Geschwindigkeit des ersten Moleküls vor
dem Stoße, nach demselben mit der Geschwindigkeit des ersten
Molekills nach dem Stoße. Ich will dieser Kugel den Namen
der gezeichneten Kugel beilegen.

OX, 0 1~ OZ sind drei Koordinatenachsen, welche den
fixen Koordinatenachsen parallel sind und immer durch das
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Zentrum der gezeichneten Kugel, also auch durch das Zentrum
des ersten Moleküls gehen.

Wenn zwei materielle Punkte irgend eine gegenseitige
Zentralbewegung machen, so kann man immer von einem be
weglichenKoordinatensysteme Gebrauch machen, dessen Achsen
sich parallel bleiben und fortwährend durch den einen mate
riellen Punkt gehen. Die Bewegung des anderen relativ gegen
dieses Koordinatensystem ist dann immer geometrisch ähnlich
der Bewegung jedes der materiellen Punkte relativ gegen den
gemeinsamen Schwerpunkt, welcher Satz bekanntlich bei Be
rechnung der Bewegung eines Planeten relativ gegen das Sonnen
zentrum benutzt wird. Da der elastische Stoß ein Spezialfall
der Zentralbewegung ist, so bewegt sich das Zentrum des
zweiten Moleküls relativ gegen die oben eingeführten Koor
dinatenachsen OX, 0 Y, OZ geradeso, als ob es eine unendlich
kleine' elastische Kugel wäre, welche an der als fix gedachten
gezeichneten Kugel reflektiert wird. 0 sei der Punkt, wo es
auf die gezeichnete Kugel auftrifft, A C = r sei die relative
-Geschwindigkeit der zweiten Kugel gegen die erste vor dem
Stoße (die Geschwindigkeit, welche die zweite Kugel erhält,
wenn man zu ihrer wirklichen Geschwindigkeit noch die der
ersteren Kugel entgegengesetzte superpaniert). CB = 1.' stelle
in Größe und Richtung die relative Geschwindigkeit nach dem
Stoße dar, welche nach dem Gesetze des elastischen Stoßes
ebenso groß ist wie r, und mit der Geraden 0 edenseiben
Winkel bildet wie r, da ja 00 die Zentrallinie der beiden
zusammenstoßenden Kugeln im Momente des Zusammenstoßes
ist. Wir ziehen durch () zwei Gerade parallel mit l' und r',
deren Durchschnittspunkte mit der gezeichneten Kugel wir mit
B und B' bezeichnen; der Winkel dieser beiden Geraden ist
dann derjenige, um welchen die relative Geschwindigkeit durch
den Zusammenstoß gedreht wurde und welchen Maxwell
mit 20 bezeichnet, wofür wir aber lieber 2S Rchreiben wollen.
Der Winkel der Ebenen B 0 B' und BOX ist der von Maxwell
mit Cf bezeichnete Winkel. Die Größe p endlich finden -vvir,
wenn wir die Linie 1" verlängern und vom Punkte 0 darauf
eine Senkrechte OM fällen; die Länge dieser Senkrechten ist
gleich p und es ergibt sich sofort aus der Fig. 1

(16) p = 0 C cos S = Cl eos S.



410 57. Zur Theorie der Gasreibung 1.

Ebenso sieht man, daß p alle Werte von Null bis d~

8 alle Werte von Null bis rc /2, rp alle von Null bis 2 rc durch.
laufen kann.

Betrachtungen, welche den Maxwellsehen ähnlich sind,
wurden zuerst von Stefan 1) auf die Bewegung von elastischen
Kugeln angewendet und außer zur Berechnun~ der Diffusion
und inneren Reibung, welche jedoch wegen der Unbekanntschaft
mit dem Geschwindigkeitsverteilungsgesetz natürlich ebenfalls
nicht vollkommen exakt ist, zu einem äußerst einfachen und
vollkommen exakten Beweise des Avogadroschen Satzes
benützt. Später hat Maxwell, S. 240, Gleichung (17) der
eben zitierten Abhandlung aus den Londoner Transactions ge
zeigt, welchen Wert die von ihm mit b bezeichnete Größe im
Falle der Voraussetzung elastischer Kugeln annimmt.

Da sich die von Stefan angewendete Konstruktion etwas
von der Maxwellschen unterscheidet, so glaube ich, daß es
die Übersicht fördern wird, wenn wir die Stefansche Kon
struktion ebenfalls einer näheren Betrachtung unterziehen.
Dieselbe ist in Fig. 2 dargestellt. Daselhat haben gleiche
Buchstaben dieselbe Bedeutung wie in Fig. ], was auch von
allen folgenden Figuren gilt. Stefan legt zuerst durch 0
eine Ebene E E'13", welche senkrecht auf 0 R, also auf der
relativen Geschwindigkeit der Moleküle vor dem Stoße steht,
und welche von der Ebene R 0 X in der Geraden 0 X', von
der Bahnebene R B' 0 in der Geraden 00' geschnitten wird
(unter der Bahnebene verstehen wir hier wieder die Ebene,
welche die beiden relativen Geschwindigkeiten vor und nach
dem Stoße, also auch die Zentrallinie enthält. Mit Abezeichnet
S t efa n den Winkel MO 0 zwischen der Zentrallinie und der
relativen Geschwindigkeit vor dem Stoße, also den Winkel
90 - B, mit p den Winkel X' 00', also denselben Winkel, den
auch Maxwell mit rp bezeichnet.

Es wird sich jedoch später zeigen, daß es sehr zur Ver
einfachung der Rechnung beiträgt, wenn man statt dieses
'Vinkels rp den Winkel 0 zwischen der Bahnebene und einer
Ebene, welche den Richtungen der beiden Geschwindigkeiten

1) Über die dynamische Theorie der Diffusion der Gase. Wien.
Bel'. 60. Ir. Abt. April 1872.
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der Moleküle vor dem Stoße parallel ist, einführt. Ich will
im folgenden unter Gestalt des Zusammenstoßes die Größe der
Geschwindigkeiten, sowie die relative Lage ihrer Richtungen
vor dem Stoße und der Richtung der Zentrallinie verstehen,
gewissermaßen die Gestalt der Figur, welche von diesen Linien
gebildet wird; unter Lage des Zusammenstoßes dagegen, will

z

B

/
r

A

Fig.2.

ich die Lage dieser Linien gegen die Koordinatenachsen ver
stehen.

Es ist nun klar, daß der Winkel cp sowohl von der Ge
stalt als auch von der Lage, der Winkel 0 hingegen nur von
der Gestalt des Zusammenstoßes abhängt, und' dies ist der
Vorteil, den der letztere Winkel gegenüber dem ersteren
bietet. Außerdem wollen wir die Richtungen der Geschwindig
keit des ersten Moleküls vor und der relativen Geschwindigkeit
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vor dem Stoße durch je zwei Winkel charakterisieren, wie sie
beim Gebrauch räumlicher Polarkoordinaten verwendet werden.
Wir können uns diese Winkel durch die Fig. 3 versinnlichen.
In derselben sind 0 J1 und 0 ~ vom Koordinatenanfangspunkte
aus gezogene Linien, welche gleich lang und gleich gerichtet
sind, wie die Geschwindigkeiten der beiden Moleküle vor dem

Fig.3.

Stoße. V ~. gibt also in Größe und Richtung die relative Ge
schwindigkeit der Moleküle vor dem Zusammenstoße, und zwar
im Sinne des Pfeiles, wenn man das erste Molekül als ruhend
denkt. Der Kreis der Fig. 3 versinnlicht eine Kugel von be~

liebigem Radius, welche wir wieder die gezeichnete Kugel
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nennen wollen. Am einfachsten wird es sein, ihr denselben
Radius wie in den früheren Figuren zuzuschreiben. Die Durch
schnittspunkte der verschiedenen Geraden mit der gezeichneten
Kugel wollen wir dadurch ersichtlich machen, daß wir bei allen
Geraden denjenigen Teil, welcher im Innern der Kugel liegt,
ausziehen, denjenigen aber, welcher aus der Kugel herausragt,
punktieren. Die Durchschnittspunkte der Koordinatenachsen
mit der gezeichneten Kugel bezeichnen wir speziell mit X Y Z,
die Durchschnittspunkte der Geraden 0 J7 und 0 p;. mit der
gezeichneten Kugel bezeichnen wir mit ~ und ~l' Z' endlich
ist ein später näher zu bezeichnender Punkt auf dem größten
Kreise X~. Wir bezeichnen nun den Winkel zwischen der
positiven X-Achse und der positiven Richtung von v mit A,.
den Winkel zwischen den positiven Richtungen von v und l'

mit G, den Winkel der Ebenen VO X und Z 0 X, also der
größten Kreise 6X und ZX mit B, den der Ebenen ~ () V
und Z' 0 6, also der größten Kreise ~l 6 und Z' 6 mit K. Bei
dieser Figur ist es vollständig gleichgültig, ob man sich den
Koordinatenanfangspunkt ruhend oder vor und nach .dem Stoße
mit der Geschwindigkeit des ersten. Moleküls fortschreitend
denkt, nur muß man sich im letzten Falle alle Linien mit
derselben Geschwindigkeit parallel zu sich selbst mitbewegt
denken. Daher ist es wohl am einfachsten, wenn wir uns in
dieser Figur den Koordinatenanfangspunkt ruhend denken und
alle Linien von dem ruhenden Koordinatenanfangspunkte aus
in der beschriebenen Größe und Richtung auftragen.

Dasselbe gilt von der Fig. 4, in welcher wir zur größeren
Übersicht dieselbe Kugel wie in Fig. 3 zeichnen und von deren
Mittelpunkte aus alle in unseren Konstruktionen vorkommenden
Geraden vereinigt auftragen wollen. Sowohl die Endpunkte
dieser Geraden, als auch ihre Durchschnittspunkte mit der
Kugel bezeichnen wir mit denselben Buchstaben, wie in den
übrigen Figuren. So sollen die Punkte, in welchen die Kugel
der Reihe nach von den der x-Achse, der Geschwindigkeit des
ersten Moleküls vor dem Stoße, der relativen Geschwindigkeit
der Moleküle vor und nach dem Stoße parallelen Geraden,
getroffen wird, mit X, ~, B, B' bezeichnet werden. Ziehen
wir auf der Kugel die größten Kreisbogen R ~ und RB', so
ist ihr Winkel 0 derjenige, den wir an Stelle des Maxwell-
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schen ep einführen wollen. Ziehen wir auch noch den in der
Figur nicht gezeichneten so ist ep der

-------- p'
:~ ,

z

r-----+----~..........~--~--___IX

Fig.4.

Winkel zwischen R X und R R' und es ist, wenn der Winkel
zwischen R X und R !,mit A bezeichnet wjrd

(1 7) 0 = Cf + Iv.

Der Punkt 0 in Fig. 4 ist natürlich auch nicht mehr der
Punkt, wo sich das Zentrum des zweiten Moleküls im Momente
des Zusammenstoßes wirklich befindet, sondern es ist der
Durchschnittspunkt der Kugel mit einer Geraden, welche VOlll

Koordinatenursprunge aus parallel der Zentrallinie der Moleküle
im Momente des Zusammenstoßes gezogen wird.
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III. Vereinfachung der Gleichung (15).

Wir wollen jetzt zur Substitution aller dieser Werte in
die Fundamentalgleichung (15) schreiten, und zwar wollen wir
der daselbst vorkommenden Funktion f aus leicht einzusehenden
Gründen folgende Form erteilen:

(18) f(~, 'lJ, " x, y, z, t) = C[l + 2ft qY ~ + ~ 'lj g; (v2)J e- ltv2
•

In diesem Ausdrucke sind C, h, q Konstanten, v ist

V~2 + 1]2 + '2, ep eine noch zu bestimmende Funktion von v 2•

Es ist dann die Funktion f von der Zeit unabhängig. Wir
haben es also mit einem sogenannten stationären Zustande
zu tun. Die mit der x z-Ebene zusammenfallende Gasschicht
hat keine sichtbare Bewegung (Molarbewegung). Diejenige der
x z - Ebene parallele Gasschicht, deren Abstand von dieser
Koordinatenebene y ist, hat parallel zur x-Achse die konstante
Molal'geschwindigkeit qy. Wenn man irgendwo parallel zur
x z - Ebene ein ebenes Flächenstück vom Flächeninhalte Eins
konstruiert und die in der Zeiteinheit durch dieses Flächen
stück mehr in der Richtung der positiven als der negativen
y-Achse hindurchgehende parallel der .'t-Achse geschätzte Be
wegungsgröße mit M bezeichnet", so erhält man die Formel:

(19)
+00

M = mJf J~'lJ fd~ drj d'.
- 00

Für den Reibungskoeffizienten aber ergibt sich der Wert
M

(20) ft = - q"
Ferner erhalten wir, wenn wir die Bedeutung der von uns

eingeführten Winkel ins Auge fassen

(21) d~ld'lJld'1=r2rdrdGdK,

(22) p = 0 S,

(23) ~ = va; 'lJ = v CL ß; , = v u b .

"'Tir haben die Winkel immer mit großen lateinischen
Buchstaben bezeichnet, die entsprechenden kleinen lateinischen
Buchstaben sollen immer den Cosinus, die griechischen den
Sinus des Winkels bedeuten, so daß 9. = cos (), r = sin G, usw.
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ist. Wir erhalten ferner aus dem Dreiecke J7 0 VI der Fig. 3
die Beziehung

(24) vf = v2 + r2 + 2v 7' g.

Endlich ist bei der Integration nach ep offenbar sowohl
~, 1], ~ als auch ~I' 1h, ~l' daher auch die Richtungen von O~,

oRund 0 X und endlich auch der Winkel X R ~ = A als kon
stant zu betrachten. Es folgt daher aus der Gleichung (17)

(25) d ep = d O.

Man sieht übrigens, daß man direkt genau dieselben Be
trachtungen, welche ich bei Ableitung der Gleichung (15) auf
den Winkel ep angewendet habe, auch auf den Winkel 0 hätte
anwenden und dadurch in die Gleichung (15) unmittelbar d 0
an Stelle von d eperhalten können. Die Differentiation des
Ausdruckes (18) liefert ferner

(26) 1Jd f = 2hCq~11e-hv2= 2hGqv2 auße- hv2 .
dy

Alle übrigen Glieder der Gleichung (15) verschwinden mit
Ausnahme des mehrfachen Integrals. Um letzteres zu berech
nen, setzen wir zunächst voraus, daß die Geschwindigkeit der
Molarbewegung des Gases gegen die mittlere Geschwindigkeit
der Molekularbewegung verschwindet, oder mit anderen Worten,
daß in dem A.usdrucke (18) die Größen 2h qY ~ und ~ 1] ep (v 2

)

gegenüber der Einheit verschwinden. Man könnte glauben,
daß wir· dadurch ebenfallis auf die Exaktheit der Rechnung
verzichten. Allein wir vernachlässigen hier nicht Größen,
welche von derselben Größenordnung sind, wie das Resultat,
sondern solche, welche sicher um so mehr gegen die auf das
Resultat Einfluß nehmenden verschwinden, je kleiner die Molar
bewegung des Gases gegen die Molekularbewegung ist. Ihre
Vernachlässigung ist also theoretisch gerechtfertigt; sie ist es
auch praktisch, da ja bei allen Experimenten, aus denen bis-

. her die Reibungskonstante von Gasen bestimmt wurde, sicher
das Verhältnis der Geschwindigkeit der Molarbewegung zur
mittleren Geschwindigkeit der Molekularbewegung ein ganz
außerordentlich kleines ist. Durch diese Vernachlässigung er
halten wir zunächst, 'venn wi~ auch noch die Gleichungen

(27) v2 + v'; = v2 + vi und ~'+ ~'I = ~ + ~I?
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2n 2n

X [tp (v'2)ff Tl d K + tp (V'2)J ~t' "11' d K
aaß 1 (baß

U U

Zn 2n

( 2)f~ 17 d K (2) f ~1 111 d K]-tpV ---tpV ~--'-.
aaß 1, aaf5

o 0

I
(29) ~

I

welche aus den Prinzipien der Erhaltung der lebendigen Kraft
und der Bewegung des Schwerpunktes folgen, berücksichtigen:

(28) {('('I-rh =. C2e-h(v2+V12)[r1/tp(v'2)+~r''lJl'(P(v':)

- ~ 11tp(V2)- ~11h Cf (v~)J.

Die Gleichung (15) geht also, nachdem sie durch den Aus
druck Ov2 a aß e- hv2 dividiert worden ist und nachdem der für
die Integrationen als konstant zu betrachtende Faktor l/a aß
unter die Integralzeichen gesetzt worden ist! über in folgende:

00 n n/2 n/2

2hq = ~~2 Jr3d~rJrdGe-h(V2+r~+2Vrg)Js(jdSJdO
\I 0 0 0

Hierbei wurde berücksichtigt, daß v' und V'I für die Inte
gration nach K als Konstante zu betrachten sind, daß sie also
die Variable K nicht enthalten, was in der Tat aus den später
zu entwickelnden Ausdrücken unmittelbar hervorgeht. Es folgt
dies übrigens schon auch aus dem Umstande, daß die Werte
der Variabeln v' und v'l offenbar nur von dem abhängen, was
wir die Gestalt eines Zusammenstoßes genannt haben und
daher den Winkel K, welcher bloß die Lage des Zusammen
stoßes gegen die Koordinatenachsen bestimmt, nicht enthalten
können.

Wir haben hier nur noch die Größen ~1' 1h, ~1' ~', 1'/, s',
~I/ '1h" ~l" v' und v'l als Funktionen der Integrationsvariabeln
auszudrücken. ~s geschieht dies am einfachsten durch eine
Koordinatentransformation.

Wir denken uns das in Fig. 3 verwendete Koordinaten
Rystem zuerst um die x-Achse um den Winkel B gedreht, also
so lange, bis die x z-~belle die Richtung 0 V enthält, dabei
soll auf dem größten. Kreise Z Y der Durchschnittspunkt Z der
z-Achse mit der Kugel nach Z', der Durchschnittspunkt Y der
y-Achse .mit der Kugel nach ~ wandern. Hernach drehen wir

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhand!. H. 27
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(30)

(36) {

das Koordinatensystem nochmals umdi"eGerade 0 ~ um den
Winkel A, bis die x-Achse mit der Richtung 0 r zusammen
fällt, dadurch soll die Gerade OZ' in die Lage 0 3 kommen.
Die Richtungen O~, O~, Oll, welche die Koordinatenachsen
durch beide Drehungen angenommen haben, bezeichnen wir
als die neuen Koordinatenachsen. Es werden dann die Co
sinusse der Winkel zwischen den alten und neuen Koordinaten
achsen durch folgendes Schema ausgedrückt:

IX/yIZ
~~-ßl~
~~1-~bFß-

-3l-=~r-ab

Dabei dient das spharische Dreieck, dessen Ecken ~ Z' Y
sind, zur Bestimmung von cos (6' Y), das sphärische Dreieck
3Z/ Y zur Bestimmung. von cos (5, Y), das Dreieck ~ Z' Z für
cos (~, Z), endlich das Dreieck 5Z' Z für cos (3' Z).

Es sind ferner ~, 1), ~ die Projektionen von v, ebenso ~I' 1)1' ~l'
die Projektionen von vI auf die alten Koordinatenachsen. Be
zeichnen wir mit .'1:, YJ z, 6' ~, 3' :v', y', z', J.;', ~', 3' die Projek
tionen der beiden Relativgeschwindigkeiten l' und r' vor und
nach dem Stoße auf die alten und neuen Koordinatenachsen,
so ist zunächst:

(31) x = ~I -~, .1/ = 1h - 1/, z = '1 - "
(32) x' = ~'l - ~', y' = 1'/1 - 1]', z' = "I - r.

Ferner hat man nach den bekannten Formeln für Polar
koordinaten

(33) ~ = v a,rj = v u [3, ,= v u b,

(34) ~ = 1'g, ~ = rru, 3= 1'Y k,

f x = 6 cos(~, x) + ~ cos (~, x) + 3 cos (3' x)= rag - '}' u Y k

(35)) Y = 'J'ußg + 1'hr~ + 'J'aßylt,

l z='J'ubg-1'ßru+rabyk,

woraus sofort mittels der Gleichungen (31) und (33) folgt

~1 = va + rag - l' a r k,
lh = vaß + 'J'aßt/ +rbrx + 1'a(3rk,'1 = V u h + '}' a b.q '-1' ßr~ + l' a h rk.
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Um die Projektionen '{, ~', 3' der relativen Geschwindig~

keit 1" nach dem Stoße auf die neuen Koordinatenachsen zu
finden, wollen wir noch eine Figur betrachten (Fig. 5). Die
Kugel dieser Figur ist dieselbe, welche auch in den beiden
vorhergehenden Figuren angewendet wurde. Rund E' sind
ihre Durchschnittspunkte mIt den beiden relativen Geschwindig~

keiten, welche miteinander den Winkel 2S, und deren Ebene
mit der Ebene ~ OE den Winkel 0 einschließt. Wir be-

Fig.5.

zeichnen die sphärischen Winkel 3E 6 und ~ R ~ mit X und 'l/J
und erhalten aus dem' sphärischen Dreieck ~ E E' (dessen eine
Seite übrigens in Fig.5 nicht gezeichnet ist)

cos (r'~) = eos (R~) cos (E R') + sin (E~) sin (R E') cos 0,

daher wegen r = r
Un) '{ = 1" cos (r'~) = l' (q Sz + r(]'z 0),

wobei 8
2

und (]'2 für cos 2Sund sin2 S geschrieben wurde.
Ähnlich erhält man durch Betrachtung der beiden ,sphärischen
Dreiecke ~ ER' und 3EE'

cos (1" ~) = eos (E, ~) cos (E, R') + sin (E, ~) sin (R, E') cos (1/J - 0),

cos (1" 3) = cos (R,3) cos (E, E') + sin (E, 5) sin (R, E') cos (X + 0).
27*
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Nun liefert das sphärische Dreieck R,,&~

sin (R 3) . sin X = sin (,,&, ~) sin K = x,

cos (,,& 3) = cos (,,& R) cos (~R) +sin (,,&R) sin (cr R) cos X,

woraus folgt
sin (~R) cos X == - 9 k,

und ebenso, liefert das sphärische Dreieck R "& ~

sin (R~) sin 'l./J = sin (,,&, ~) eos K = k,

sin (R~) cos1/J = - 9 x,

woraus sich ergibt

(38) {~' = ]" COS (1.'~) = l' (r X82 - gxu20 + kU2cu),
3' = r' eos (1" 3) = r (7' kS2 - 9 kU2°- xU2cu),

Hieraus findet man nun durch Koordinatentransformation

x'= tcos(,,&X) + ~'cos(t)X) + ö'cos(~X) = a(- ub',

y' = uß,,&'+ b~'+ aßcr', z' = Clb,,&' - ß~'+ ab ö'

und hieraus durch Substitution der obigen Werte

(

X'= r(ags2 - ayk'~2 + ayu20 + agku20 + UX0"2 cu) ,

Jy' = r (Ußg,';2 + bYX82 + aßY k82 + ußr0"2° - b,r;x0"2°
(39)l' ~ aß,r;k0"2() + bku2Cü - aßx0"2 Cü )"

I z' = l' (abgs2 - ßyxs2 + abyks2 + UbY0"2 0 + ß9X0"20

l - abgku20 - ßk(J2Cü - abxu2cu).

Wir haben nun wegen der Erhaltung der Bewegung des
8ehwerpunktes

(40) r+ ~/= ~ + ~1' 'l/+4'lj/= 'lj + 'lh' ~'+ ~1'= ~+ ~1'

Aus diesen und den Gleichungen (31) und (32) folgt

(41) t' _ t + X - x,' , ' _ + V - V' r' _ r + x - ')(,'
5 -5 -.::-' 'lj-'lj -2-' S-!:l -2-'

(42) t' _ /:-' + X + x' , _ + V + y' ... , _ r + x + x'
51 - 5 -2-' 'lh - 'lj -2-,-, SI -:, -t-'

Es ist wichtig zu bemerken, daß man ~1' 'lh' ~1' aus
~' 'lj'~' erhält, indem man die Zeichen von x' y' z' umkehrt, also,
wenn man sich für ~, 'lj, ~, a:, y, z, x', y', z' die Werte (3ä),
(35) und (39) substituiert denkt, indem man 90 0 + S statt S
substituiert. Hat man daher S"'l]'~' durch die Variabeln v, r,
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A, B, G, K, 8, 0 ausgedrückt, so erhält man ~1' 1h' SI' als
Funktionen derselbenVariabeln, indem man 90° + 8 statt 8
oder - a statt sund s statt a substituiert.

Wir wollen, zuvörderst den Ausdruck v' 2 bilden. Wir
haben wegen 1'2 = 1"2 = x2+'y2 + Z2~. x'2 + y'2 + Z'2

v' 2 = ~' 2 + '17' 2 + S' 2 = v'2 + ~ + ~x +ny + SZ

, '.' xx'+ yy'+ %%'
- ~x - ny - sz - ---2----;

ferner

~x + 17Y + sz = vr cos (v, r) = vrg,

sx'+ ny'+ sz' = vr COS (v, 1") = vr eos (~1") = vr(gs2 +Y(J20),

[letzteres gemäß der Gleichung (37)J endlich

. xx' + yy' + z z' = 1'2 COS (1',1") = 1'2 82 .

Substituiert man dies in den obigen Ausdruck für v' 2,

so folgt
1 - s

V'2 = v2+ 1'2_~ + v1'g(l - s2) - vrya20,

oder wenn man für S2 und a2 Cosinus und Sinus des einfachen
Winkels einführt

(43) V'2= v2+2v1'(g0"2- ysao) + 1'2a2

und endlich durch Vertauschung von s mit - 0" und 0" mit s

(44) v'i = v2+ 2v1'(gs2+ 1sO"o) + 1,2 S2.

Man sieht, daß v' und VI' in der Tat den Winkel K nicht
enthalten, wovon bereits Gebrauch gemacht murde.

Wir haben jetzt in der Gleichung (29) nur noch die Pro
duktes' '17' und ~1' '171' durch die Integrationsvariabeln aus-
zudrücken. Wir erhalten nach (41) "

f:" f:+ f: Y - Y' + x - x' + (x - x')(u- y')
5 '17 = 5'17 5 -2- '17 -2-' 4'

ferner ist ~ = va, 17 = vaß und., nach (35) und (39)

(45) x - x' = 21' (ag(J2 - ayk0"2 - aysao - agksao - axs(J'w),

{
y.,- y'=.', 21'(aßga2+ bY". a'+ aßy.ka'- cefJy.sao

(46)+ bg"sao +. aßgksao - bksaw + aß"saw).
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Um nicht allzulange Ausdrücke anschreiben zu müssen,
wollen wir unS nicht das Produkt S' 'f).', sondern sogleich den

2n

Ausdruck ,,:aßlrn'dK bilden. Wir haben wegen

o
2n 2n 2n 2n 2n

(47) Jk2dK = JX2dK= n, JkdK = JXdK = JkxdK= 0,
o 0 0 0 0

2n

(48) ~ rS'1J dK = 2v2,
naat-'J!

o
2n

1 J 'na aß Sy ~ y dK = 2v r (g 0-
2 ~ rso- 0) ,

o
2n

~J'l7x -3!- dK = 2vr (q0-2 - r so-o) ,
na.at-' 2 •

o
(49) 2n

_l_J(X - x') (y - y') dK = r 2 (2 (g 0-2 - rs o- o)2I ".aß 4

l
0 - (YIY'+ gsIYo) (YIY'+ gsIYo.- b:i/,')

- so-co C:;2+ bg:;O + so-co )] ,

ferner muß noch bemerkt werd~n, daß der in der letzten
Gleichung erscheinende Ausdruck in der Gleichung (29), wofern
nur Cf eine ratiollale Funktion .ist, bloß mit einer rationalen
FunktiQn von 0 = cos 0 multipliziert und dann bezüglich 0
von 0 bis 2n integriert erscheint. Wir können also darin alle
Glieder mit ungeraden Potenzen von co == sin 0 weglassen und
erhalten, wenn wir den so reduzierten Ausdruck in eine eckige
Klammer einschließen: .

2n

(50)

--l-f·(x - x') (y - y') d K
na aß 4
. 0

= r2[2(g0-2_ rs o- o)2- (r0-2+ .9 80-0)2- S20-2 m2J
= r20-2[0-2(2g2-- r2)- 680-0gr + 8202(2r 2- g2) - 8 2m2]

= r20-2J0-2(3g2 -1) + s2(3r202 - 1) -.:.. 680-0grJ. .



57, Zur Theorie der Gasreibung r. 423

Faßt man dies alles zusammen, so kann jetzt die Glei-
chung (29) folgendermaßen geschrieben werden:

(
00:n: :n:j2 2n

oö
2

- h 1)2f f 1 ~ r12hq ==~~ rS d1' rdGe-h(r2+2vrg). $O"dS
J

dO

(51) j 0 0 0 0

l
x {gJ(V'2). J + gJ(v';)J1 - 2v2 rp(V 2) ~ [2v 2+ 4vrg

+ r2(3g 2_ l)J X gJ(v 2 + 1. 2 + 2vrg)} ,

worin

(52) V'2 = v2 + 2vr(g0"2- r .... O"o) + 1,20-2 ,

(53) v'i = v2 + 2V1'(gs2 + ysao) + 1' 2s2,

{

J= 2v2+4vr(ga2-ysO"o)+r2a2[a2(3g2-1)

(54) + s2(3r202-1)-ßsaogrJ=2v2+4vra(ya-rso)
+ r2(J'2[3(ga - r,~0)2- 1J,

{

J1 = 2v2 + 4vr(gs2+ r sao)+r2 s2 [8 2 (3g 2 _ 1)

(55) + a2 (3 r2 0
2-1)+. 6sao.9yJ =2v2+ -ivrsCqs+yao)

+ r2s2 [3 (g s + YO"O)2 - 1J.
Die A.ufgabe ist also vollständig gelöst, wenn es gelingt,

die Funktion rp so zu bestimmen, daß die Gleichung (51) er
füllt wird. Die Funktion rp darf außerdem keine solchen Irra
tionalitäten erpalten, daß

2:n: 2:n:

f ep (v' 2) , wdO oder Jep(v'i)·mdO
o 0

von Null verschieden ausfiele. Obwohl die Gleichung auch in
dieser Form an Kompliziertheit nichts zu wünschen übrig läßt,
so ist dieselbe doch schon weit übersichtlicher, als die Glei
chung. (44) meiner weiteren Studien.

Es ist mir bisher noch nicht gelungen, die Funktion (f '

in geschlossener :B"orm zu bestimmen. Doch hat es keine
Schwierigkeit, die Reihenentwicklung derselben nach Potenzen
von v 2 aus der Gleichung (51) zu. finden" indeD;l. man setzt

(56)
n=oo

ep (v 2
) = 2 Cn v2n

n=O

und die Koeffizienten der Reihe nach berechnet, und ich will
diese Rechnung, welche zwar weitläufig, aber durchaus nicht.
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unausführbar erscheint, sowie auch die Anwendung der eben
entwickelten Prinzipien auf die Diffusion zweier Gase und die
Wärmeleitu:qg einer nächsten Abhandlung vorbehalten. Hat
man einmal 'die Funktion rp bestimmt, so findet man nach
Gleichung (2)

+00

( M= mJfJd ~ d 1] d' . ~ 1] G[1 + 2h qy ~ + ~ 1] Cf] e-hv2

-00

(57)

+00

= GmJJ1d~ dn d' .~21]2 rp (v 2
). e-hv2

-00

00 n: 2n

= GmJv2 d V1U dAf dB . v4 a2 a2 ß2. e-hv2 '.cp (v 2)

000

00

= ~; CmJ'v6 e-hv2
• cp (v~) d v

o
n=oo 00

= 4 n Gm. ""'" C fV2n+ 6e-hv2 d v
15 ..:::::.,; n

n=1)

n=oo
_ 2n3/2 Om~~~ (2n + 5). c
- 15 1/7t":::::"; 2n+1:l hn+ 3 n '

n=O

woraus folgt
8/ n=oo

(58) = _ M = _ 2 n 2 !2!!!...... ""'" 1 • 3 • 5 ... (2 n + 5)
fL q 15 qVI ..:::::.,; 2n+1:l hn+1:l • Cn ,

n=O

wobei freilich die Konvergenz der Reihe noch nicht bewiesen ist.
Um ein Beispiel zu geben, wie die obigen Formeln auf

synthetischem Wege gefunden werden können, will ich die
Formeln (51) und (53) auch auf letzterem Wege berechnen.

Stelle in Fig. 4 0 P in Größe und Richtung die Ge
schwindigkeitdes Schwerpunktes des von beiden Molekülen
gebildeten Systems da.r, welche durch den Zusammenstoß nicht
verändert wird, so ist, weil die ~assen beider Moleküle gleich
sind

P F = P VI = P ~ = P ~I = ; ~ ~'; .

daher ist die Figur J7 ~ Tl'~' ein Rechteck, in welchem
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V VI' = r cos (V J71' 17') = r s,

f7 V' = r sin (V.y;' J7') = l' (J'

ist :Nun findet m~n aus dem Dreiecke J7 0 ~'

o JI'12 = 0 J12 + 11 J1} + 2 ap· J7~' cos(O JI, PJi~').

Bezeichnet man den HalbieruJ1gspunkt des größten Kreisbogens'
RE' mit B, so ist P 11/ parallel mit 0 H, da,her kann die obige
Gleichung folgendermaßen geschrieben werden:

(59) V'1
2 = v2 + r2 ,~2 + 2 v 1'.~ COS (0 V, 0 B)

(der letztere Winkel ist das Supplement zum Winkel 0 V Tl;. ').
Diese ]j"ormel geht sofort in die Formel (53) über, wenn

man cos (0 V, 0 H) aus dem sphärischen Dreiecke H R ~ der
Fig. 4 berechnet, welches liefert ~

cos (0 JT, 011) = ,~g + (J r0,

Ähnlich liefert das Dreieck PO V'

o JI'2 = 0 172+ V Jl'2 - 2 0 V, J7 17' cos (0 JI 77'),

wobei der Winkel 0 pr wieder das Supplement zu arc(O Ji, 1717')
ist, Zieht man von 0 aus eine Gerade 0 BI parallel und gleich
gerichtet mit V' J7, so ist arc(O!" OllI) = arc(O 1717'), daher

(6Ö) V'2 = v2 + r 2 (J2 - 2 v r (J' cos (0 V; 0 BI)
\

und da der größte Kreisbogen R BI offenbar gleieh 90 0 + S
ist, so folgt aus dem sphärischen Dreiecke ~ R HI

cos (17, HI ) = - g (J' + r SO,

woraus man sofort die Formel (52) erhält.
In ähnlicher Weise findet man

l
~' =va-r(J'cos(Hl'X)' 'lJ' =Vctß-1'(Jcos(HI'Y)'

(61) ~' == v lX b - r (J' cos (Hl' Z),, ~< = v a, + r S c,os (H, Xl; 'I,' = v aß + r S cos (H, Y),

'1 = V ct U+ r oS cos (B, Z),

woraus man wieder leicht ~'2 + 1]'2 + "2 und ~'12 + 17'1
2 + ~'12

bilden kann, Ferner kann man die, Ausdrücke für J und ~

auch so schreiben

{
J = 2,v2 + 4 v r (J' cos (HI' V) + 1.2 (J2 [3 cos2 (111' 77) - 1],

(62) J
1

= 2 v 2 + 4 v 1'S cos (E,F) + 1,2 8 2 [3 cos2(~ V) - 1].
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IV. Behandlung desselben Problems in der Ebene.

Bei neuartigen Problemen, wo d~e zweckmäßigste Behand
lungsweise •noch nicht gefunden ist, wie dies bei dem hier be
handelten der Fall ist, scheint mir eine möglichst yjelseitige Be
leuchtung jeder ·neuen möglichen Auflösungsmethode wünschens
'wert. Ich habe deshalb dasselbe Problem in der Ebene behandelt,
d. h. die Bewegung der elastischen Kreise in einer unendlichen
Ebene oder elastischer Kreiszylinder im Raume, deren Achsen
zu Anfang parallel und deren darauf senkrechte Endflächen
ursprünglich in je einer Ebene lagen. Wenn auch dieses

y

Y,'

_~~~~.f!~~~.--~oo-_oO-O-.oooo.-~o.-0-

v

1oE:::::=--.:2..I.----------_-.....,_-xo
Fig.6.

Problem keine physikalische Bedeutung hat, so glaube ich doch
meine diesbezüglichen Rechnungen mitteilen zu sollen wegen
der engen Beziehung, in welcher dieses Problem mit dem
früher behandelten steht. Man sieht leicht, daß in diesem
Falle die GlBichung (15) folgende Form annimmt:

I
df +~.!!1 +17 df +X df + y~L
dt dx dy dg dr;

(63) +00 +ö

~1!dS, d'J,Lr(f'f,'~ff,)dp.



57. Zur Theorie der Gasreibung I. 427

Wir setzen. wieder X = Y = 0 ,

(64) f = C[l + 2 h q S~I +S17 tp (v 2)] e-hv\

wobei die beiden neben der Einheit in der eckigen Klammer
stehenden Größen als sehr klein vorausgesetzt werden sollen.
Wir bezeichnen ferner, wie früher, die Geschwindigkeiten der
beiden Moleküle vor und nach dem Stoße (Fig. 6) mit

v = 0 J1, vI = 0 J1I' v'.= 0 J1', VI' ~ 0 J11',

die relativen Geschwindigkeiten vor und nach dem Stoße mit
l' = JT P; und r' = Jl' ~'. .11, G und 2 S sind die Winkel (0 X,
o 71), (0 J7, JT Jl1), (V' VI" V J1;.).

Die Richtung der Zentrallinie der Moleküle im Momente
des Zusammenstoßes halbiert daher das Supplement TTP J1;.'

y

~.:..------------~x

Fig.7.

des Winkels 2 S. Der'Punkt P halbiert beide Relativgeschwin
digkeiten. In Fig. 7 ist die Relativbewegung beider Kreiße
dargestellt, bei welcher das Zentrum des ersten Kreises im
Punkte .Q ruht; das des zweiten kommt aus der Richtung 0 R
und schlägt nach dem Stoße die Richtung 0 R' ein; .Q 0 ist
die Lage und Länge der Verbindungslinie der Oentra bei~er

Kreise im Momente des Zusammenstoßes, also gleich lang, wie
der Durchmesser' 0 eines der Kreise.
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Man hat p = 0 cos S, d ~1 d 1h = r d r d G, ~ = v a, 'TJ = v a.
Die Gleichung (63) verwandelt sich daher zunächst in folgende:

00 +.n .n

~~ + v a ~; + va :: = vJr'Jdrf d GJadS(f' fl' - ({I)'
o -.n 0

Substituiert man hier den für ( angenommenen Wert. und
dividiert die Gleichung durch Ce-hv2 • v2 a a, so ergibt sich,
weil wieder r + SI' = ~ + SI ist

00 . +.n ..n

f2hq= ~:J.T2drJ.dGf<1dS
(65)\ 0 -.n 0 . .

l X [: :'cp(V'2) + ~~ :l'cp (vn - ;: rp (v2)- ~~ :1 cp (v~)] .e- hV1
\

Nun findet man unter Anwendung derselben Bezeichnungen
wie früher

( SI - ~ = x = r cos (Ll + G), 'TJ1 - 1; = Y = l' sin (Ll.+ G),

I
~I'- ~/~ x'= rcos(A. + G - 2 S) = X82 + ya2 ,

I 1h'- r/= y' = r sin (Ll + G - 2 S) = Y 82 - X 0"2'

I S/+ ~' = SI + ~ = x + 2~, 'TJI ' + '1/ = 'TJ1 + 'TJ = Y + 2r; ,

f:' f= x - x f= 2
(66) 5 = 5 + -2- = 5 + X 0" ---:.Y 8 0" ,

'TJ' = 'TJ + y; Y' = rj + Y 0"2 + X 8 0" ,

x + x'I SI' = ~ + -2- = S+ X 8
2 + .Y 8 0" ,

l rh' = '1J + y; y' = 'TJ + Y 82 - X 8 0" .

Man findet also wieder' ~I' und 'TJI ' aus ~' und 1/, indem
man darin - (J für sund 8 für 0" setzt."

Es ergibt sich jetzt leicht aus dem Dreiecke 0 V VI' der
Fig. 6

(67) V~2= v2+r2s2+ 2vrs.cos(G-:- S)=.v2+r282+2vr ,r;2 g+2vrs')'(J

und aus dem Dreiecke, 0 V V' derselben Figur

(68) V'2 = v2 + r2.0"2 - 2v r 0" sin(G,- S) =:v2 + r2(J2 +2 v (J2 r 9

- 2 v 1'80" y.
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Endlich findet man

429

t,2 . 2 ' 2 S
r ~'1/ = - sin 2 cl + v r sin S cos (2 A + G _ S) _ r sm_

(U9) ~. 2

l sin 2 (A + G - S)

, , v2
,. ' r 2 cos2 S

{
SI "Ir = () sm 2 A + V l' COS Ssm (2 A + G - S) + -----

(70) .. , 2

sin 2 (A + G - 8).

Es sind' nämlich s' und 1]' die Summen der Projektionen
von 0 V und V V' = l' sin S auf die x· bzw. y-Achse, SI' und
17/ die entsprechenden Projektionen von 0 V und V J?;,' = r cos S,
also

(71)

(72)

{

{

r = v cos A - l' sin S sin (A + G - 8),

1/ = v sin A + l' sin Scos (A + G - S),

SI' = vcosA + rcosScos(A + G - S),

'ih' = v sin A + l' COS Ssin (A + G - S),

SI I 1h, VI erhält mau, indem man in s/' 1h', v/ set.1.t S = o.
Wenn wir nun das Integral der Gleichung (65) in zwei

Teile zerlegen und die Größe in der eckigen Klammer mit E
bezeichnen, so ,kann dieses dreifache Integral auch so ge
schrieben werden:

00 ;rr; ;rr; 00 -:n; 0

J' r2 d l' f d GJCl d S ' E· e- h1h2 +f 1.
2 d rf d GJCl d SE· e-hV12

•

o 0 0 0 O:n;

Jedes Glied des zweiten Integrals unterscheidet sich von
dem entsprechenden des ersten nur dadurch, daß d G, d S, ?'
und. ,'I das entgegengesetzte Zeichen haben. Es haben also
v~, v' 2, V'1

2
, (J, g und das Produkt d G . d S in beiden Inte

gralen dasselbe Zeichen. F'aßt man beide Integrale in eins
zusammen, so werden. alle Glieder von s' 1]', SI' '/7/ usw" welche
bezüglich der beiden Größen rund s von gerader Dimension
sind, doppelt auftreten, die von ungerader dagegen ver
schwinden. Es nimmt also die Gleichung (65) folgende Ge
stalt an
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2 00 :TC ;n

qh = 00:~~Jr Z d r Jd GJsin S· d S ~ e-hr
2
-:'JhrcosG

o 0 0

(73) X UV2 - 2vr sin Ssin (0 - S) _],2 sin 2 Scos(2 G - 2S)J rp(v'2)

+ [v 2 + 2vrcos Scos (G -.8)+ r 2cos2Scos (2 G - 2 S)J CP'(V'I'J)

'- [v 2+ 2vr cos G+r2cos2 S cos 2 GJ g;,(v~) - v2g;(V2)}.

Man kann behufs der Integration die Produkte der Sinus
in Summen von Sinus vielfacher Winkel, die Potenzen der
Sinus in Sinus mehrfacher Winkel auflösen oder die früheren
Bezeichnungen wieder einführen, nach welchen die in den
eckigen Klammern stehenden Faktoren von ep (v'2) und ep (v'n
die Werte

74 { v2+ 2 v r (g (J2 - Y 8 (J) - 'J,2(J2 [(g2 - y2)(82_(J2) - 4 Ei y.s' ()]
( ) v2 + 2 v r 8 lq 8 + y (J) + '},2 8 2 [Cq2 - y2) (s2 - ()2) - 4 g r ,': ()J
haben.



5S.

Zur Theorie der Gasreibung 11. 1
)

-(Wien. Bel'. 84. S. 40-135. 1881.)

V. Beweis, (laß bisher bei Berechnung der Reibungskonstante
Größen von der Ordnung der ausschlaggebenden

ver.nachlässigt wurden.

Sämtliche bisher ausgeführten Berechnungen der Reibungs
konstante geschahen nach einer Methode, deren Prinzip von
:Maxwell angegeben wurde. Dasselbe wurde später von vielen
Forschern, z. B. Stefan, Lang, namentlich aber von Oskar
Emil Meyer verbessert, indem teils die Integration vereinfacht
wurde, teils verschiedene Umstände berücksichtigt wurden,
welche Ma x we11 außer acht gelassen hatte.

Diese Methode besteht in folgendem:
Man denkt sich ein Gas. .Jede der x z - Ebene parallele

Schicht desselben habe eine konstante Geschwindigkeit in der
Richtung der y .Achse, deren Größe gleich qy sei, wobei q
eine Konstante, y aber die y-Koordinate der Schichte ist. Man
konstruiert in der j: Z - Ebene ein Flächenstück vom Flächen-'
inhalte Eins. Jedes durch dieses Flächenstück hindurchgehende
Molekül wird nun darauf geprüft, in welcher zur x z •Ebene
parallelen Gasschicht es vor dem Durchgange zum letzten Male
mit irgend einem andern Gasmoleküle zum .Zusammenstoße
gelangt war, und hieraus wird dann das in der Richtung der
x - Achse geschätzte Bewegungsmoment berechnet, welches das
betreffende Molekül durch die Fläche hindurchträgt. Um ein
Urteil d·arüber fällen zu können, welche Größen bei dieser
Methode mit Recht vernachlässigt werden dürfen, will ich die
oben angedeutete Rechnung zunächst ganz allgemein durch-

1) Vorläufiger Bericht über diese Arbeit und Voranzeige derselben
Wien. Anz. 17. S. 213. 4•.November .1880 und 18. S. 148. 17. Juni 1881.
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ist.

führen, ohne irgend eine andere spezielle Voraussetzung über
die Zustandsverteilung im Gase zu machen, als daß dieselbe
von t, x und z unabhängig ist.

Wir denken uns im Gase eine zur x z - Ebene parallele
Schicht MN von der Dicke d y, dem Flächeninhalte B~ins und
der y-Koordinate y, wobei y einen negativen Wert haben soll.
Die Anzahl der Moleküle, welche in dieser Schicht in der
Zeiteinheit so mit anderen zum Zusammenstoße gelangen (so
von ihr ausgesandt werden), daß ihre Geschwindigkeitskom
ponenten nach dem Stoße zwischen den Grenzen

(A) ~ und ~ + d ~, '1] und 1] + d 1], ?; und?; + d'

liegen, is~

(1) n1 ='dyd~d'17d~fdmlfpdpfrdrpff(y).f~f(y).

Über die Bedeutung der daselbst vorkommenden Größen
vgI. Formel (15) meiner Abhandlung "Zur Theorie der GaF
reibung I",l) über die Ableitung der Formel auch meine Ab
handlung "Über das Wärmegleichgewicht von Gasen, auf welche
äußere Kräfte wirken". 2) Ich will nur bemerken, daß

j"(y) = ((x, y, z, f, 11~f, ~f), h'(lJ) = ((.7.', y, z, ~/, 11/, '1'),

dm1 = d~l d'1]l d~l

Von diesen n1 Molekülen werden nicht alle bis zur x z
.Ebene gelangen, ohne mit anderen zusammenzustoßen. Denken
wir uns jetzt eine zweite der xz-Ebene parallele Gasschicht,
PQ von der Dicke d~, der y-Koordinate ~ (ebenfalls negativ,
von kleinerem Zahlenwerte als y) und der Fläche Eins.· Durch
dieselbe sollen v Moleküle, deren Geschwindigkeitskomponenten
zwischen den Grenzen (A) liegen, hindurchgehen. Jedes braucht
dazu die Zeit d ~ /11, es werden also von diesen v Molekülen
in der Schicht P Q

(2) dTJt} v.JdmlfpdpJrdrp.f~(~) = V.1t

Moleküle zum Zusammenstoße gelangen.

1) Wien. Bel'. 81. Januar 1880 (dieser Band NI'. 57).
2) Wien. Bel'. 72. Okt. 1875 (dieser BandNr. 32).
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Von unseren v-Molekülen werden

(3)

eil.)

V e- --;;j" J d colJ pd pJ r d rp t~ (t))

die Schicht P Q passieren, ohne daselbst zum Zusammenstoße
gelangt zu sein.

Daraus findet man jetzt leicht für die Anzahl der Moleküle,
welche so von der Schicht MN ausgesandt werden, daß ihre
Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen (A) liegen,
und welche dann ohne noch einmal zusammenzustoßen, bis zur
:~:y-Ebene gelangen, den Wert

( 1 0
J - -:;; fdl.)fdw1fpdPfrdepfdt)

) 11,2 = e Y • d~ d If} d' dY

,l X jdco1jpdpfrdrpf'(y)f/(y).

Ebenso ergibt sich für die Anzahl der Moleküle von
gleicher Beschaffenheit, welche von einer Schicht vom Flächen
inhalte Eins, der Dicke dy und der positiven v-Koordinate .Y
ausgesandt, bis zur xz-Ebene gelangen, der Wert

Bol tzm ann, Gesammelte wissenseh. Abhand!. H.

J ~ldl.)fdW1fpdPfrdepf1(t) ,

) 11,3 = e 0 ' ·d~ d?} d' dy

l X f dmlf p dpfr drp f'(y)f/(y) ,

wobei aber If} negativ sein muß. Die einfachste Behandlung
dieser Gleichungen ist folgende:

Die im Gase herrschende Geschwindigkeitsverteilung wird
mit der in einem ruhenden Gase herrschenden verwechselt; also

h (~) = Ce- h(~12 + 7'11
2 + C12

) ,

j"( _ V). h'( - y) = C2 e- h(~2 + 7]2 + ~2 + ~12 + 7]1
2 + ~12)

gesetzt. Ferner wird angenommen, daß jedes dieser n2-Moleküle,
weil von der Schicht y ausgesandt, die mittlere Geschwindig
keit q y, also das mittlere Bewegungsmoment m qy in der
Richtung der x-Achse habe, woraus für die ganze ·von diesen
Molekülen durch die xz-Ebene hindurchgetragene Bewegungs
größe der Wert

(5)

folgt. Hieraus folgt durch Integration für die gesamte Be
wegungsgröße, welche in der Zeiteinheit durch' die Flächen

28

(4)
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einheit der xz-Ebene von der Seite der negativen nach der
Seite der positiven y hindurchgeht, der Wert

o

(5a) IM, = mC'ql]ds dl;Jd'lJy dy e- ~ r:,jdW,./'PdPj,dPO,-h','

1 -00 U -:fdm,fpdPfrd,pe-hC,'h,'J,

Ebenso findet man für die Bewegungsgröße, welche in
der umgekehrten Richtung hindurchgeht, den Wert

I +00 P 00 ~ !dtJ!dCJJl!PdP !reZrpOe- hvI2

(5b) M2 = mC2qfJd~d'j d17Jydye1] 0
-00 -00 0

X f d C01JP dPJr dff e- h(v
2
+ V1

2
) 0

Man sieht leicht, daß M;. =...,..~ ist. Es ist also die in
der letzteren Richtung mehr als in der ersteren hindurch
gehende Bewegungsgröße 1112 - 11~ = 2jJ~ und der Reibungs
koeffizient:

\

. y

+00 '. 00.•. 00. _.~ {dij[dcod'p'dpurdrpOe-hv12
p, = 2M2 = 2mC2ff d~ d~Jd17fydy e 1] ö • •

(6) q-oo ~ 0 0

. X J d co1J P dpJ l' d rp e- h(v
2

T v1
2

) 0

Führt man nun die Variabeln ein, von denen ich in
. meiner Abhandlung "Zur Theorie der Gasreibung" Gebrauch

gemacht habe, so erhält man

2n n/2

f drp = f d0, JpdP =J02
S a dS,

o 0

00 n 2n

v~=v2+r2+2vrg, Jdco1 = Jr2drJr dGJdKo
000

Daher wird
00 n

oJd co1f pdPJ1' dep e- hV12 = 02Ce- hV2fe- hr2 r3 drJe-2hrgV r d G.
o 0
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Es steht diese Größe in einer ,einfachen Beziehung zur
Anzahl der Stöße, welche ein Molekül, das sich fortwährend
mit der Geschwindigkeit v im Gase bewegen würde, in der
Zeiteinheit erführe. Analog wie die Formel (2) gefunden wurde,
ergibt sich, daß dieses Molekül in der Zeiteinheit genau
B - Zusammenstöße erführe, daß also dessen mittlerer Weg
l = v IB wäre. Man sieht auch leicht, daß die Formel (7)
identisch ist mit der schon von O. E. Meyer in dessen Buche
S. 295, gefundenen. Es ist nämlich '

00 00

e-hV2Je-117.2r2dr(e2hV'l'_ e-2hvr) ~fr2dr(e-h(r-v)2 _ e- h(r+v)2)

o 0

00 00

= f(,'i' + V)2 e-hs2ds _,[(SO - v)2e_h82ds

-v v

+v 00

=.J(S2 + v2)e- hS2 ds +J4v s e~ hs2 ds
-v v

v Vii

(
2V2 l)J 2 v e.... hv

2

=, -'-_- +-- ,e-p. du + --,,-'
Vh h VIi I h

o
daher

(8)

vY"h

B = n
2O!2 [~,_ e_hV2 + (,2v + ~,)']Je-p.2dP"
hl/h Vh hv
. 0

was mit Meyers Formel ubereinstimmt, wenn man

setzt. Führt man diese Größe in die Formel (6) ein, so er
hält man

28*'
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daher
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00 B

I
--y ",2

ydye 1] = B2 ,
o

(9)

+00 00 +00

f1' = 2mCJIds d~J1J2 d'1]. ~ e- hv2 = m Cfff'1J2 dS d11 d' ~e-hV2.
-00 0 -00

Führt man hier für S, 1], , wieder Polarkoordinaten

'I} = v cos A. , S= v sin A cos B , , = vsin A sin B ;.
00 :n 2:n

JJIdSd'l} d' = JV
2Jsin A dv dAIdB

o 0 U

ein, so folgt

00

4 rn1 x
4
e-

z2

dx
=3; <521/h. z

. .-" + (2:<+ ~)l.-'·d"
U

= 0,088942636 'ln_.

<52l!h
Man könnte die Methode, welche ich hier eingeschlagen

habe, als eine Verallgemeinerung der Methode Stefans be
zeichnen, welche derselbe in seiner "dynamischen Theorie der
Diffusion der Gase" anwendete. Dagegen stimmt der obige
Wert nicht ganz mit dem von Hrn. O. E. Meyer in seinem
Buche gefundenen überein. Um den von Hrn. O. E. Meyer
gefundenen Wert zu erhalten, muß man folgendermaßen ver
fahren:

Man setzt für f1 (~), f'(y), t;.'(y) diejenigen Geschwindig
keitsverteilungen, welche nach dem Maxwellschen Gesetze
herrschen würden, wenn sich die. ganze Gasmasse mit den Ge
schwindigkeiten dieser Schichten q ~, q y parallel der x-Achse
bewegen würde, ahlO

9 I t~(~) = Ce-hV12+2h~lqt)-hq2t)2= C(l + 2hq~Sl)e-hv12,

( a)l{'(y).t;.,(y) = C2 e-h(V
2 +V1

2
) [1 + 2hqy(s + SI)]'
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(10)

·q2 vernachlässigen wir. Dann wird JdrolfpdpJ1'dept~(~)
gleich derselben Größe, welche wir oben mit B bezeichneten.

Jedes der nz Moleküle trägt die Bewegungsgröße m S in
der positiven y-Richtung durch die xz-Ebene. Daher ist die
ganze in dieser Richtung durchgetragene Bewegungsgröße

+00 00. 0 Y B

~ = j msnz =Ifdsd,jd17Jdy X e+-;j
-00 0-00

xBOe- hv'ms[l + 2hqysJ
+00 00

= - mJj d~ d'Jd17 •2h q ~ ~2 'lJ2 .
-00 0

Die in der entgegengesetzten Richtung hindurchgehende Be
wegungsgröße aber ist:

+00 0 00 _JLB

Mz = f m~n3=JJd~d'Jd'lJJdye '1J .BCe-hv2xm~[1+2hqy~J
-00 -00 0

+00 0

= JJds d'fd'lJ 2mhq ~ ~21J2,
-00 -00

daher wird der Reibungskoeffizient
+00

f I' = Mo; M, = 2mh CI.f!ds d'l d~.-h,.I;:~·

1

00

- 8nmh 0J~ - hV2 d- 15 B e v.
o

Substituiert man hier

C = NV ~:, h = km,

so ergibt sich sofort 'Yeyers Formel auf S. 320. Um die
Formel (9) mit der Meyers zu vergleichen, benutzen wir die
Formel, welche Meyer, S.320, ganz unten gibt

p, = "m Q.LN.

Substituiert man für .L und Q ihre Werte von S.296
und 272 in Yeyers Buch, so folgt
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'~1Yt ··mp, =X -8· ----;;:- = 0,0808~'
n 0211 }z '02 V }z'

welcher Wert sehr nahe mit dem Werte (9) übereinstimmt.
Der Unterschied beider Formeln besteht darin, daß bei Ab
leitung der Formel (9) angenommen wurde, daß jedes Molekül
eine Bewegungsgröße hindurchträgt, ,welche gleich der mittleren

. Bewegungsgröße m q.y aller Moleküle der Schicht ist. Berechnet
man dagegen nach .B'ormel -(9 a) die mittlere Bewegungsgröße
aller Moleküle, deren Geschwindigkeit zwis9hen v und v + dv
liegt, so ergibt sich dieselbe, gleich t h m qY v2 j man müßte
also statt der Formel (5) schreiben: d~ = t n2 h m q.1J v2

, um
zum Meyerschen Ausdrucke zu .gelangen. Wenn sich ein
Gas mit konstanter Geschwindigkeit parallel der x-Achse be
wegt; so ist die mittlere Geschwindigkeit in dieser Richtung
größer für Moleküle von größerer Geschwindigkeit, Null für'
die Moleküle von der Geschwindigkeit Null.

,Wir, wollen aber jetzt in die Formeln (3) und (4) den
exakten Wert

{(x y z ~ 'lJ ,) = Ce- hv~ [1 + '2 h qY ~ + ~ 'lJ cp (v2)J
einführen, wobei qy Iv und v2 cp (v 2) ~ls klein von derselben
Ordnung zu betrachten sind.

Dann erhalten wir f d co1 Ip dp fr dcp t~ '(t)) wieder gleich
der mit B bezeichneten Größe, indem alle Zusatzglieder bei
der Integration ausfallen ; daher

- ~ f d t)1dW1fP dp11' dcp 11 (t)) ,- y B
e 1] = e 1].

Ferner erhalten wir

Jd C01JP dPf r d CF {'h'= 2 h q ~ 'lJ C (; - h v~

+ I'J dco1!pdp frdcph = 2hq~'lJCe-hv2+ BI'

nach der Fundamentalgleichung. (15) meiner Abhandlung "Zur
Theori~ der Gasreibung 1".1) Es wird daher, wenn wir auch
noch für I' seinen' Wert setzen:

yB

n2= Ce-hv~d~ d'lJd, dye--;;- X [2hq~1]+B+2BhqY$+B ~'}7cp(v2)].

1) Dieser Band NI'. 57.
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Die Bewegungsgröße, welche alle Moleküle In der posi;..
tiven ,7/ - Richtung hindurchtragen, aber wird:

+00 00 () yB

31;. = Jm~712=JJd~d'fd1]Oe-hV2. m~fe--;
-00 0 -00

x [2 h q~ 1] + B + 2 B h qY ~. + B ~ 1] tp (v2)J
+00 00

= JJd~d'f d17 Ce-hv2m~2172cp(1)2),
-00 0

ebenso findet man
+00 0

J1~ = - Jf d ~ d'Jd 1J Ce - hv
2
m ~2 1]2 Cf (v2

) •

-00 -00

Es ist also
+00

(11) fk = oiY[2;=o1l1t =- JJJd~d1FltCe-hv2m~2172cp(V2).
-00

Dieses Resultat läßt am besten etkennen, wie außer
ordentlich unsicher die bisherigen Methoden der Berechnung
des Reibungskoeffizienten sind. Berücksichtigt man diäGlieder,
welche in jenen Methoden vernachlässigt worden sind, so erhält
man zum Werte des Reibungskoeffizienten nicht nur Glieder
von derselben Größenordnung dazu, sondern die Glieder, welche
früher die ausschlaggebenden waren, fallen jetzt sogar voll
ständig weg, und der Wert des Reibungskoeffizienten wird
durch ein vollständig neues Glied dargestellt. Selbstverständ
lich hätte man die Formel (11) auch auf viel einfacherem Wege
gewinnen können, da jetzt ein Widerspruch zwischen denbeiden
auf der zweiten Seite meiner Abhandlung "Zur Theorie der
Gasreibung 1(( angedeuteten Methoden der Berechnung des
Reibungskoeffizienten nicht mehr besteht.

Die Formel (11) beweist, daß es zur Berechnung des
Reibungskoeftizienten keinen anderen Weg, als· den der Be
stimmung der Funktion cp gibt und ich wiH daher im folgenden
verschiedene Reihenentwicklungen derselben geben.Wenn auch
dieser Weg zur Bestimmung des Reibungskoeffizienten, solange
man keine Mittel hat, die Konvergenz der Reihen zu prüfen,
nicht frei von Unsicherheit ist, so scheint er mir doch der
einzig mögliche zu sein, nachdem nachgewiesen ist, daß auch
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die Maxwell-Meyersche Methode, sobald man nur alle
Glieder, welche von derselben Größenordnung sind, gleichmäßig
berücksichtigt, zu keiner anderen als der Formel (11) führt,
und daher keine Bestimmung des Reibungskoeffizienten olme
Berechnung der Funktion cp ermöglicht.

Zur Bestimmung der Funktion Cf! dient die Gleichung (51)
meiner Abhandlung "Zur Theorie der Gasreibung I", an welcher
ich zunächst einige Vereinfachungen vornehmen will. Setzen

nf2 2n

wir in Js 0" d 8Jd 0 . J ep (V'2)
o 0

8 = ~ - 8', 0 = n: - 0 ',
2

so erhalten wir
n/2 + n

JSO"d8JdOJ1 cp(V~2),
U -n

wobei wir nach geschehener Substitution wieder 8 und 0 statt
8' und 0 ' geschrieben haben. Setzen wir jetzt nochmals
o = 0'- 2n:, so finden wir

o 2n

Jd0J;. CP(V'12) = JaOJI cp(V~2),
-n n

es· ist also

nf2 2n n/2 2n

JS (j d 8 f d 0 J .. cp (V'2) = JsO" d 8 fd 0 J;. cp (V'12
) •

o 0 0 0

Führen wir noch statt Cf! die Funktion

'l./J(a:) = _ 1/:
2

0/52 cp(~)
q hlS h

ein, und schreiben statt v Vh und r Vh wieder v und 1', . so
geht die Gleichung (51) über in folgende:

(12)

1

00 n nf2

v2 evt + 2~ f e- r! TB d rJr d Ge - 2vrgf S (j d 8
U 0 0

X Td 0 [2J "!' (v") ~ j, "!' (v~) ~ 2v' 1jJ (v~J = 0,
o
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wobei

Iv; = v2 + 1,2 + 2v l' 9 ,

v'2 = v2 + 2v l' (g 0'2 - r S (J 0) + 7. 2 0'2,
(13) 1,Ja = 2v2+' 4v 7'.9 + 7,2 (3.9 2 - 1),

J = 2v2+ 4v,1'(J'(g(J' - rso) + 7,2(J'2[3(g(J' ~ r so)2-1]

ist. ?', G, 8 und 0 sind nur mehr Integrationsvariable. (Über
ihre geometrische Bedeutung vgl. meine Abhandlung ,)Zur
Theorie der Gasreibung I", wobei aber zu bemerken ist,
daß die Geschwindigkeiten jetzt nicht mehr v und 'J', sondern

;;;, und ~ sind.)

Hat man aus' dieser Gleichung 1jJ (x) bestimmt, so ist die
Anzahl der Moleküle, deren Koordinaten und Geschwindigkeits
komponenten zwischen den Grenzen x und x + dx, y und y + dy,

z und z + dz, ,~ und ,~(~ + d~), ~ und ,~(1] + d1)),
y h y h Vh y h

\0 1'Vk und l!h (, + d ,) liegen .

(14) 0 [1 + 2qy ~ - n;~~t t/J (v2)J e- v2 dx dy dz d~ d1] d'.

Auch die Molargeschwindigkeit der Schicht mit der y-Koor
dinate y ist jetzt nicht mehr qy , sondern qy / Vh, Der.
Heibungskoeffizient aber ist

00

(15) p, = ~-=JV6 e - v
2 1jJ (v2)d v.

15no2 Vh
o

Hierbei ist m die Masse, 0 der Durchmesser eines Moleküls;
It, 0 sind Konstanten, deren Werte dadurch bestimmt sind, daß
das mittlere' Geschwindigkeitsquadrat und die Anzahl der Mole-

küle in der Volumeinheit die Werte 2/3 hund 0"V'na haben.
Ehe wir an die Auflösung der Gleichung (12) schreiten

können, sind noch bedeutende Vorarbeiten notwendig, deren
erste sein soll, daß wir den Wert Up suchen, welchen das

, mehrfache Integral der Gleichung (12) annimmt, wenn daselbst
'l/J (x) = ,r.P gesetzt wir,d. Es sei also

00 n n/2 2n

(16) Up = 2
1
nfe - r

2 1'3 d7·f ydGe- 2vr g fs(J' dßf d 0
o u 0 u

X [2Jv'2 p - 2 v~:(! + 2 - Ja vip].
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VI. Entwicklung der eben mit Up bezeichneten Größe unter
Anwendung des Polynomialsatzes.

Wir wollen zunächst die Größe v'2p nach dem Polynomial
satze entwickeln. Setzen wir

g a2
- rs a 0 = fj,

so erhalten wir
V'2 p = [v 2 + 2v l' (! + 1,2 a 2J1) .

Man erhält nach der Formel
p

(A + B + C)P = "" A.a Bb Co.~-
",;;;;;..; etlb!c!'
a, b, c

p

worin ~ eine Summe bezeichnet, in welcher a, b, (J alle
_a, b, 0

möglichen positiven Werte, einschließlich Null, anzunehmen
haben, welche mit der Gleichung

a+b+c=p
verträglich sind,

1)

v'2p = "" 2bv 2 a +b rb + 21.: Ob (]'2 0 ---.E~_
",;;;;;..; "a! b! c!
a, b, c

p .

~
'2b +1

J v'2,p = P_'-_ v2a+ b +2 1,b + 2c I)b(]'2c
a! blc! "

/x, 0, 0

p .'

~
'20+2+ P_'__ v2 a +b +1 1,0 +2c +1 Ob +1 (]'20

al b! c! "-
a, b, c

p , .

+ "" -.E:_ 2b v2a + b rb + 20 + 2 ob a2C(3 0 2 -:- (]'2).
",;;;;;..; al b! c! "-,,
a,b, c .

Setzen wir in der ersten Summea + 1 = ~,so erhalten wir

""~ 2b +1 v2a +b 1,0+ 2c /)b a2c.
",;;;;;..; a! b! c! c;

In dieser Summe hat zwar jetzt u alle positiven Werte aus
schließlich der Null anzunehmen, welche der Gleichung

~+b+c=p+l
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genügen. Da aber, wenn man .U = 0 setzt, ohnedies das be
treffende Glied verschwindet, so kann man dem u auch alle
positiven Werte einschließlich der Null erteilen und kann,
indem man den Buchstaben u wieder mit. a vertauscht, schreiben:

p+1
~~ 2b+1 v2a.+bJ,b+ 2c flb (J"2c.
~ a!h!e! ~
a, b, C

Setzt man ebenso in der zweiten und dritten Summe
b + 1 = ß und c + 1 = y, so kann man diese Summen in
gleicher Weise transformieren und erhält, wenn man das
Summenzeichen und alles, was gemeinsamer Faktor ist, voraum
setzt:

p t.l , (3 2 )
J v'2p = ~ 2_'- 2bv 2 a + b 1,b + 2 C ob (J"2 C [2 a -+ 2b+ ....!L - 1 cJ

~ a! b! e! '" ' (T2

a, b, c

und daraus,inc1em man (J" = 1, r!. = g setzt,
1) +1 , .- .

J v 2p = ~ J_'- 2bv2a+brb+2cgb [2a + 2b + (3g2 - l)cJ.
o 1 ~ a!b!e!

a, b,c

Es ergibt sich also weiter:
2Jv'2p - 2v2p + 2_ Jo vip = - 2v2p + 2

p+1
+ ~2_!_ 2bV 2ct + b1,b + 2c. [(2a + 2 b _ c)(2 Ob (J"2c gb)

.,.L,a!b!e! ,'"
a, b, c.

+ 3c (2 Vb +2 0 2c - 2 - ,gb +2)J •

Um nun die Integrationen auszuführen, entwickeln WIr
zunächst

;,<:b
2n 2n ="2

_I_Job dO = _1_JdO "" (b)gb_. 2l.y2l S2,1. (J"2b-2l 02l d 0
2n ~ ... 2n ~ ~

o (j l=O ..

;.<:b
="2

=.~ 1-':(2). - 1) ( b) gb _ 2J.. y. 2,1. S2l 02b-2,1..
~ . 2 2 21. 2J..
J..=O ~

Hier bedeutet m:::'p ein Produkt von Faktoren, deren erster m,
deren letzter p istund von denen jeder folgende um n größer
als der vorhergehende ist. Es ist also

(17) m!!-p = m(m + n)(m + 2n)(m + 3n) ... (p - n)p
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eine Bezeichnung, die mir übersichtlicher als die bekannte
Krampsche scheint.

Für 'In = P soll m!!:-p den Wert m, für 'In = P + n den
Wert Eins haben. In der obern Grenze der Summen gilt das
Gleichheitszeichen für gerade b, für ungerade ist die Summe
bis zur größten Zahl zu erstrecken, welche kleiner als b /2 ist.

Man findet weiter

~/2

X jsadSs2Ä a2(b+C-Ä)

o
).:::;~
-2

_ 1 ~ 1! (2), - 1) ( b ) (b _ },)' b _ 2 Ä 2Ä
- (b + c + 1)!~ 24 + 1 2),+ c • . 9 r·

4=0

Die letzte Relation findet man, wenn man in das bestimmte
Integrale :JJ = a 2, d:JJ = 2s(J" dB einführt. Da ferner

ist, so folgt

~/2 2~

Y = _l_Js (J"d Sj[2Jv'2P - J: V 21J - 2 v2p+2J
p 2n 0 1

o 0

p+l b

= _ v2p+2 + y 4~v2a+b1.b+2C.
~ a.b.e..
a, b, C

Ä<:b
0+2 =]

+3c[-L-+ ~1~(2).-!2(b+.2)(b+C+l-).)! b+2-2Ä 2Ä]}
2 ~ 24 2). (b+c+2)! 9 r .

4=0
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Weiter haben wir
ft=oo

e - 2V7'g = ~8ft gft
..::;.; I-l! '
ft =0

wobei 8 = - 2 V1', Daher

445

n ft=OO n

f y d Ge- 2vrg Yp = - v2p +22 ~ f,qfty dG
o ft=O 0

p+l b ft=oo n

+ ""'"~ v2 a + b r b + 2 c {(2 a + 2b _ c) [_ ~ ~J9
ft

+ b rd G
~ cd b! e! ..::;.; !L! 2
a, b, C ft =0 0

Ä~(b/2)+1

+ 2 1-!(2)' -:]l('b + 2) (b + a+ 1- ),)!

}.. =0 2
Ä

2}. (b +c + 2)!

ft=oo a,b,c b

+ ""'"~ S~v2a+brb+2c J(2a + 2b - c) [ 1_
~ v! a!b!a! l ,u+.b+1

ft =0

).:::; 1J /2

~1-!(2)'-1)(b)(b+e-),)! 2}..+1.}.! ]
+~--2-Ä.-- 2), (b+e+l)! (f1'+b-~),+l)~(fL+b+l)

Ä=O

2)·+1),! J}
X (fl + b --2'l + 3)-!(fL + b + 3) •

. Vgl. Bierens de Haan Tables des integrals, S. 1. Hier
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a,b, c

bedeutet S,eine Summe, warm a, b, c alle ganzen positiven

Werte durchlaufen, einschließlich Nu11, für welche

a+b+c=p+1

und b + f.t gerade ist. Führt man nun noch die Integration
nach r durch, so folgt:

oo:n; p,=oo 2

U = Je- r2 '}.3 d'l'J'Y d GY = _ v2p + 2 "'" (2v) p.
p p ~ (!J. + 2)~(2!t + 1)

o 0 /t=O

p. = 00 . a, b, c b 1 {
+ "",,(_2v)lt SP!2 - v2a+b(!t+b+c+l)! (2a+2b-e)
~!t! a! b! cl 2
/t=O

(18)

,,~b/2

[
1 2~(b)(b+e-A)1 A!1.E-(2J.-l) ]

X - p-+'b+1 + ~ 2A (b+o+1)! Cu+b-2A+1)~(f1+b'+-1)
J. =0

,,~ (b/2j+l

[
1 """ (b+2) (b+e+l-A)!

+ 3 c - !t + b +3' + 2 ~ 2 A (b + e + 2)!
J. =U

p.= 00

Al 1.E-(2A-l)]} -: _ v 2p +2~ (2v)2p.
(!t + b - 2A + 3)~(~ + b + 3) - "L.,; (!J. + 2)~(2!J. + 1)

,u=o
fJ. =00 a, b, c b 1

+~ (- 2v)fJ. S p! 2- V 2a +b (!J. + b + c + 1) !
."L.,; fl- ! a! b! e! . 2
ft=v

3e

~+b+3
{

. 2a + 2b - c
X - fl-+b+1

,,~b/2

+ 2 ~ (b - 2 A+ 3) 1- (b +2),

~ 2"(b+c-A+l)l-(b+c+l). (fl-+b+3-2A).!.(!J.+b+l)
I.=U

x[ (2a+2b-c)(b-2A+2)(b-2J.+l) + 3c(b+c+1-1) l
(b + 1) (b + 2) (fl- + b + 1 - 21) (b + c + 2) Cu + b + 3)

+ (b . 6: (f +ij;} 12(( + ~}) , . } .
"2 + e + 'i'i)~' ~(b + c + 2). {i + "2' ~(fl- + b + 3)

Für gerade b gelten hier die Zahlen über, für ungerade
jene unter dem Zeichen Will man ,diese beiden FäHe
in zwei verschiedenen Formeln ausdrücken, so ergibt sich:
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+ (b + e + 2)..!.-(2b + e + 3). (2ft + 3).!(2ft + 2b + 5)
,l=b

+ 2 "",. (2b+4-21)..!.-(2b+B)

~ 2 },(2b + e -), + 2).1.(2b + e + 2).(2fL + 2b + 5 - 2i.)~(2fl +2b + S)

[
(2a+4b-e+2)(2b-2),+3)(2b - 2},+2) + Se (2b + C + 2 -1). )}.

X . (2b+2)(2b+S)(2fL+2b+S-2i.) (2b+e+S)(2fl+2b+5)

ft = 00 2
U = _ v 2p +2 ~ (2 v) p.

p ..,;;;;;;,.; (/<t+l:l)-l-(2/.L+l)
p.=o

ft=OO ') a+2b+c= 2b 1

+ ~ (2v)"P. 8 p! 2 - 2( +b)( b 1)'
";;;;;;";(2fL)! a!(2~!~v a ~+ +c+ .
f'=() =p+l

{
2a+4b-e 3e

X - 2fL+2b+1 - 2
I
u+2b+3

. 6e(b+ 1)!1.!12b+ 1)

+ (b + e + 1).!.-(2b + e + 2). ('2,ft + 1).!(2 Iu + 2b +13)
,l=b

+ 2 "'" . (2 b + 3 - 2),) -.!. (2_b_+_2-:-) _

)~ 2},(2 b + (l-), + 1)2..(2b + c + 1).(2 Iu + 2b + S - 2i.).!(2!1 + 2b + 1)

[
(2a + 4b - e)(2b - 2), + 2) (2 b - 2), + 1) 3e (2b + C + 1 - J.) ]1

X (2b+2)(2b+1)(2/<1+2b+1-2}.) +(2b+c+2)(2
I
u+2b+3) f

ft=OO 9. 2p.+1 a+2b+c ,2b

"'" (.,v) S p.2 2a+2b+l (+b+ 2)1
-.,;;;;;;,.; (2,u+1)! a!(2b+l)!e!v • ~ c+.

p.=O =p

{
2a+4b-e+2 3e

X - 2,u+2b+3 - 2fl+2b+5

ö e (b + I)! 1.!(2b + 3)

(19) I

VII. Sukzessive Berechnung von Up '

.Aus den zuletzt entwickelten Formeln kann durch bloße
explizite Berechnung der Summenformeln der Wert der Größe
Up für jeden Index gefundell werden. Es scheint jedoch dieser
\Veg sehr weitläufig zu sein, und ich habe vorgezogen, den
Wert von Up sukzessive zuerst für p = 0, dann p = 1, 2 usw.
zu berechnen. Es geschieht dies folgendermaßen. Man bildet aus

J = 2 v2 + 4 v r ~ + r 2 (3 ~2._ l)

durch fortgesetzte Multiplikation mit

v'2 = v 2+ 2 v r ~ + 1,2 l
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[2}.2 • 1
In 30'

l 3 12 • 1
/I" In 60'

l412' 1
/I" In 105 l

zunächst die Ausdrücke J v'2, J v'4, J V'6 .•. , dabei ist

[ = (j2, A. = 8
2

, ~ = 9 l - I' 0 Vl A..

Wir wollen in dem Ausdrucke
2;rr;

X = -l-fd 0 J v'2p
p 2n

p
den Koeffizienten von Vb r 2p + 2 .... b mit A; bezeichnen. Derselbe
wird gebildet, indem man den Koeffizienten von Vb r 2p +2 - b im
Ausdrucke J v'2p sucht und darin verwandelt

(20) (Ja in gala + (;) ~ ga- 21'2 La-lA. + (:) ~: :.ga-4 y4la-2 A.2 + .. ,
also 1

(J in gl, (J2 in g2 l2 + "2y2lÄ.,

(J3in g3l3 + : .9y2[2A.,

(J4 in g4 l4 + 3 g2 1'2 L3 A. + ~ 1'4[3 A.2,

(J5 in g5l5 + 5g3y2l4). + I;gy4 l3}.2,

. 15 45 5(J6 m g6[6 + "2 g4 y2 l5 A. + 8 g2 y4 l4 A.2 + 16 y6 l3 }.3

Den Koeffizienten Yb von vb r 2p +2 -: b im Ausdrucke
. p

;rr;/2 2;rr;

y = ~fS(jdSfd.0 . [2 Jv'2p - J. v2p - 2v.2p +2J
p 2n 0 1

o 0

findet man aus Xb, indem man verwandelt
p

(21) Za' 1 1 l ~c • c!1ll----,uAIn ,
a + 1 2 (a + l)-.!.-(a + c + 1)

wobei aber Zo eine Ausnahme macht, indem dafür nicht der
Wert t, sondern Null zu substituieren ist und dann überall
1 - g2 für 1'2 schreibt. So ist zu verwandeln:

lO und II in Null

l2 • 1 l l' 1lll--, Alll-,
6. 6

l3 • 1 l2 ~. 1
In - -, Aln-,

. 4 12

Z4 • 3 l3 ~. 1In - -, A In-,
10 20
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15 • 1m- 3 ,

l6 . 5
m - 14~

l4" 1
'" In 30'

l 5' .' 1
'" In 42'

15 }.2 . 1
In 168'

l3 }.3 . 1
m 140'

Dabei ist noch zu bemerken daß ]7211 +1 und ]72)1 +2 immer
, 11 11

den "\Vert Null besitzen, da für Zl und 1° Null zu substi
tuieren ist.

Endlich wollen wir mit Vb den Ausdruck bezeichnen,
Jl

welcher entsteht, indem man in Y; für pa substituiert:

(22)

p,=oo

'" 22
p,- b 'v2,t (.n + p _ b + 2) ~ • (_ l)b •

.L.,; (2t1 - b)! (2p, - b + a + 1)
It5 bf2

Dann ist der Ausdruck
00 :n: :n:f2 2:n:

Up= 21nJe-r2'J.3dr JrdGe-2VrgJ.'j(YdS.J dO[2Jv'2p

o 0 0 0

- Jov2p - 2v2p +2J
gegeben durch die Summe UO + VI + U2 + ... U2p, da gemäß. p p p p

dem Gesagten auch U2p +1 und U2p + 2 verschwinden. So er·
p p

halten wir, wenn wir zuvörderst nur die Glieder mit va, VI

und v2 beibehalten .

V'2p = '].2p lp + 2pvr2p -I!.! 1p -1 +v2 '].2p -2. [plP-1

+ 2 (p 2 _ p) lp - 2 ~2J + ....
Jv'2p = r 2p +2 (_lP+1 +3~21P)+ V'J'2p+1[(4 - 2p)QlP

+ 6n ~31p-lJ + v2 r 2p [(2.- p) lp + (13p - 2p 2) ~2lP-l

+ 6 (p2 - p) ~4lp - ~J+ ...
Wir erhalten dann durch die Vertauschung (20)

X~ = - lp+1 + B,q2lP +2 + : y2lP+l}.,

X1= (- 2p + 4)glp+1 + 6pg31P+2 + 9pgy2 lP+1).,

X;=(-p+2)lP+(-2 p 2+ 13p)(g2IP+l + ~ y2 IP },,)

+ 6(p2 _ p) (g4 lP +2 + 3g2 y 2 IP +1}.,+ : y4lP}.,2).

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhaudl. Ir. 29
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Hieraus folgt dann weiter durch die Vertauschung (21)

o 1 1 3g2 3g2 3r2 3r2

y p = 2" - p + 2 - 2 + p + 3 + 2 (p + 2) 2(p + 3)

1 1 3 392 3g2 . 9 g2
= ""2 + 2(p + 2) 2(p + 3) - -2- - 2(p + 2) + 2(p + 3) ,

1 10g 27g ( 18 45 ) 3Y p =(p-4)g-p+2+p+3+ 6-3P.+ p + 2 - p + 3 g,

Y 2 S P . 10 27 (::1 17 36 3
p=-. +2"-p+2+p+3+ p -2"P+ - 2(p+l)

111 270) 3 ( 3 ~ 9 42 . 9+---'- g + - p + g- +-'-.--p + 2 P + 3 2 (p + 1)

135 . 315) 4
-P+2+p+3 p,

die letzte Formel gilt für p = 0 nicht, indem y~ = 0 ist.
Hieraus aber findet man durch die Vertauschung (22)

p,= 00

o ~2,u.v2,u(fI'+P+2)! [(1 1 3) 1
Up = ..::.,; (2f1')! 2"+ 2(p + 2) - 2(p + 3) '2~t + 1

P,=1( 3 3 9) 1 1
+ - 2" - 2(p + 2) + 2(p + 3) 2~ + 3, ,

,u= 00

1_ ~22,u-1v2t-t(~+p+1)! [(_ 4 ~_~)_1_
Up - ..::.,; . (2p _ 1)! P + + p+2 1)+3 2~ + 3

,u=1
. 18 45) 1 1

+(5p-6~p+2+P+3 2~+3'
,u=oo

2 """ 2
2
,u-2v2,u (!t + p)! lf P. 10 27 ) 1

Up =:'~ (2 fI' - 2)! ~- 3 + 2" - P+ 2 + P + 3 2~ - 1
p.=1

+ ( 2 17p + 36 3+ 111 270) 1
P - -2- - 2(p+1) p+2 - p+3 2i+1

(
2 42 9 135 315 ) 1 1+ -Sp +9p- + 2(p+1) -p+2+p+3 ~+3'

U~ ist wieder gleich Null.
Da die niedrigste Potenz von v, welche in U~ und u~

vorkommt, die vierte, die niedrigste in U; und U; die sechste
usw. ist, so erhält man das mit v 2 multiplizierte Glied von
Up ' welches wir mit U;2 bezeichnen wollen, indem man in
U; + U~ + U; substituiert f1' = 1. Man findet so

ijv2 = _ ß! (p - 1) v
2

, ijv2 = _ 4v 2
•

P 5 0 5



Faktor des

I Vertauschung Izu machen I Ergänzung
vorigen durch

2(p, + p + 2) I - (2ft + 1) (2ft + 3)

I
y I '.2. 2

2
P.-

1v2
ft(fl + P + 1)!

2fl + a
p

I
(2fl - 1)!(2fl + 1) (2p + 3)

Cl

1 ~

2(p, + p + 1) I (2fl - 1) (2fl + 1)(2fL + 3) Y2 '.2. 22
P.-

2't,2p.«(l + p)! N
~

2fl + a - 1
p

(2fl - 1)!(2fl + 1)(2fl + 3) ...;

1 ~
l:l"'
(1)
0

1 I-:l

_ (2fl- 2) (2fl - 1) (2p + 1) (2fl + 3)

i I
'2 2'2p.-B v?p.«(l + p - 1)!

0)-

2(p, + p) Ta p...

2fl + a - 2
1/ (2p - 1)!(2ft + 1) (2ft + 3) (1)

I ...;
1 Q

~
CD
"1
'(1)

<b+l
öl
~

.) t;j

'2 2'2 lt-b v2p.(p+p+2 - b)!
(Jq

2 (p, - b + p + 3)
u- 1)b (2ft - b + 1).!(2(.l - 1)(2fl + 1)(2fl + 3) Yb H

2p + a - b + 1 1J . (2p, - 1)!(2ft + 1) (2/l + 3)
~

~ b-p-2
<:0

*
I

00

(2fl - 2p + 1)..!.-(2(( - 1)(2(l + 1)(2(t + 3) Y 21J
'2 22p.-2Pv2ftCIl - P + 2)!

2ft + a - 211 + 1 P (2(t - 1)1(2fl + 1) (2(t + 3) H:>-
Olp-2 .......
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Wir wollen jetzt zur Berechnung sämtlicher Potenzen von
v 2 im Ausdrucke Uübergehen und dabei die Rechnung da~. " p

durch abkürzen, daß wir zuerst den Ausdruck U; bilden, dann
dazu den Ausdruck U~ addieren und wieder möglichst redu
zieren usw., zu welchem Behufe ~orstehendesSchema (auf S. 451)
dienen kann. "

Dieses Schema wird folgendermaßen ,angewendet:
Der erste Faktor der ersten Kolumne wird rilit

p2 + 3p + 3
- (p + 2) (p + 3)

multipliziert. Dazu wird Yj addiert, worin jedoch ga mit dem
ersten Ausdrucke der zweiten Kolumne zu vertauschen ist.
Die. so erhaltene Summe bezeichnen wir mit Z~. Würde der
erste Ausdruck der letzten Kolumne vQn Zj gesetzt, so würde
daraus eine Größe entstehen, die wir mit J7~ bezeichnen wollen,
und welche sich von der früher mit U~ bezeichneten nur da':'
durch unterscheidet, daß Zähler und Nennel' mit (2f1+ 1)(2fl-+-3)
multipliziert sind. Wir unterlassen dies jedoch und multipli
zieren Z) mit dem zweiten Faktor der ersten Kolumne und
addieren dazu wieder Yj, nachdem {Ja mit dem betreffenden
Ausdrucke der zweiten Kolumne vertauscht worden ist. Die·
Summe heiße Z};. Würde man vor Z}; die zweite Größe der
letzten Kolumne setzen, so würde man J7}; erhalten, was wieder
mit U}; identisch .ist, nur daß im Zähler und Nenner noch der
Paktor (2p. - 1)(2fl -+- 1)(2fl + 3) dazu gekommen ist. Multipli~

ziert man Z}; wieder mit dem Faktor der dritten Kolumne. und
addiert dazu Y; mit der entsprechenden Vertauschung usf., so
kommt man endlich zu Z; und Ji;, welches für 1-t,>(bj2) gleich

Ub (2fl - b + 1)-.!.-(2[1 - 1) (2[1. + 1) (2[1. + 3) . t
P X (2ft. - b + 1) -1(2f1 - 1) (2f1 + 1)(2 V + 3) 1S .

Nach Formel (22) ist in U; die Summe von f1 '> (bj2) bi~

unendlich zu erstrecken. Dank der bei r; im Zähler hinzu7"
getretenen Faktoren darf die Summierung auch von kleinereIl
\Verten des fl angefangen werden; aber nicht von einem p,
welches kleiner als b - P - 2 wäre, weil sonst in Y der Aus~

druck (- I)! aufträte. Es kann daher, solange I-t < P ist,' das

v2fL enthaltende Glied U;2fL aus allen J7 von J7;fL bis J7~ +P + ~
inklusive gebildet werden. Ist I-t '> p, so muß J72Z; verwendet
werden. Will man daher möglichst wenige V ausrechnen, so
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r

(24) j

I
l.

bilde man Jl2~., welches von /k = 00 bis inklusive p, =p - 2

verwendbar ist,dann Jl2$ ~ 6 von /k = P - '3 bis p - 8 verwellll

bar, dann r 2
: -18 von p - 9 bis p ~ 20 verwendbar usf.

Will man dagegen zur jeweiligen Berechnung von U;2Ft das
einfachste JI in Anwendung bringen, so berechne man alle V

2Ft 9

mit geradem Index und suche U; immer aus J7~:, Die
dem Summenzeichen des Schemas oben und unten angefügten
.Grenzen bedeuten immer die Werte von /k, für welche das
betreffende V noch brauchbar ist. Man findet in dieser Weise:

Jv'o = 2v2 + 4v1'(> + 1'2(3(>2 -l)

X~ = 3g2 l 2 + -~ y2 lA - l

o g r2 1 3 g2
Y a = - 2+ "4 = 4" ".-- 4

ft=OO

2
2 2fi. ~ 11,2Ft(u + 2) !

U - - .--,-------'-'-----,c:---c:-
o - . (2/1 - 1) ! ('2(." + 1) (2.~t + 3)

ft =I,

letzteres nach Formel (:d2). Eine A.nwendung des Schemas
wäre hier überflüssig.

JV l2 = 1.4 (_ l2 - 3()2l) + V1,3(?Ql + 6()3)

+ V 2 1,2 (l + 11 (12) + 8 (1 r v3 + 2 v4

R
X~ = - l2 + 3g2 l3 + -i Y [2 A

x~ = 29 l2 + 6g 3l3 + 9 9 y2 l2 A

X~ = l + 11.q2 L2 + 1; y2 lA

7 7?
y~ = 24 - 8lj"

(25) Yl = 5g _ 9g8

1 12 4

y2 = ~ _ ~_~g2
1 1212

Z~ = %(tt - 1)

Z~ = ~(- ~ + 1) (7~ + 3)

ft~ 22fl-3 v2Ft(fl + 1)!(7fl + 3)

V~ = UI = - ~ R.(21l-'- 3) ! (21l-1) (2/1+ 1) ('d~L + 3)
fA-=2
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Da V~ zur' Berechnung· aller U dienen kann, so ist es
einfach mit U1 zu identifizieren. Die Summati~m kann mit

fJ, = 2 beginnen, da U~! verschwindet.

Jv'4 = 1,6 (- 13 + 3 ~2l2) + V 1'5 .12 ~3l + v21,4.(18~2l + 12 (J4)

+ v3 1'3 (12 ~ [ + 28 ~3) + V 4 1,2 (3l + 27 ~2) + 12 ~ n5 l' + 2 v6•

Wir wollen jetzt die Größen X;, Y; nicht mehr auf
schreiben, da sie bei Anwendung des Schemas nicht gebraucht
werden und ihre Werte schon früher allgemein für jedes p
entwickelt wurden.

X; = 12g3 l4 + 18.9 y2 l3 )"

X ~ =- 18g2 l3 + 9y 2[2)" + 12g4l4+ 36g2y 2l3)" + f y4l2),,2

X; = 12gl2 + 28g3l3+ 42gy2l2)"

X; = 3l + 27 g2l2 + 2
2
7 y 2l)"

l' 1 9 45 3
2 = log - lOg

Y 2 = ~ _ 15 g2 _ 21 g4
2 10 4 . 4

Y a 3 21 3
'2 ="2 9 -"2 9

Y4=~_~g2
- 2 4 4

fl-=OO
17 4 = U. = ~ 2 2,i:t-3. v2.a p,! Cfl - 2) (-- 26p,8 + 18p,2 + 1~1~ - 33)

2 2'~' 5(2~ - 1)!(2~ + 1)(2p, + 3) ,
fl-=l

Jv'6=r S(_l4+ 3~2l3)+V1·7(_2~13+ 18~3l2)+v2r6(-l3+21~~12

+ 36 ~4l) +V3l· 5 (12Q l2 + 76 ~3l + 24~5) +V4l,4(3l2+ 69 ~2l

+ 68~4) +v5r3(30Ql+82~3) +v6r 2(51+ 51~2)+ 16()v7r+2vs.

X~= -2,gP+ 18g3l5+ 27gy2l4)"

X; = _l3 + 21~2l4 +'2; y 213)" + 36.r/'15 + 108g2 y 214)" + 227y4lS }w2

X: = 12gl3+76g314+ 114gy2l3),,+ 24g5l5+ 120g3y 214),,+ 45/ly4z:{),,2

X: = 312+ 69g2l3 + 6
2
9 y 2l2)" + 68g414+ 204g2y 2l3)" + 5

2
1 r4lJw

X~ = 30 gl2 + 82g313 + 123[/ y2l2)"

X ~ = 5l + 5 1.9 212 +5
2
1 y 2 l )"
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Yl=~g_69g3
a 2 10

Y :l _ 1 147 2 615 4
a- -40g '-:""40 g

yu=69 g _ 26g3- 45 n5
s 20 4 ~f

Y 4 _ 129 93 2 119 4
s-4ü-g.Q -4 g

Y 5 21 123 3
3=4g -49

ya = 17 _ 51 g2
3 4 4

455

z~= ~ (47ft-23)

1Z:= 10(- 534ft2 + 593ft -74)

Z: = ~ (818ft3- 1597 ft2 - 55ft + 779)

Z~ = ~ (- 1416ft4 + 4242,u3 - 227 f-t2 - 7783ft + 4824)

Z: = } (1248 ft5 - 5388 ft4+ 1730 ft3 +13 740 ft2-11 978 ft-792)

Z ~ = ~(- 56ft6 + 3661-t5 - 3251-t4 -1035ft3 + 471ft2+ 13891-t

- 1530)
ft = 00

6 [ ~ 22ft-4.v2ft(~_1)!

r 3 = T3 = ~ 5 (2ft - 1) ! (2~ + 1) (2ft + 3)
ft=l

X [-56ft6+366ft5-325ft4":""1035ft3+471ft2"+ 1389ft-1530].

Auch hier fällt' J7: noch unbedingt mit Ua zusammen.
Für p = 4 finden wir:

Jv'8 = r tO(_l5 + 39 2l4) + vr9(_ 49 l4 + 2493l3) + v2:r8(_ 214

+ 20 (>2l3 + 72 (>4l2) +v3r 7(8(> l3+ 136(-l3l2+ 96(>5l) +V41·6(2lS

+ 11492l2+ 256 (>4l+ 48 (>6) +v5r 5(48 (>l2+ 296(>3l+ 160(>5)

+ v6r4(8l2+ 180(>2l + 232(>4) + v7 r 8 (56(>l + 184(>3)

+ 'v 8 r 2(7l + 83(>2) + v9 r.20(> + 2v10•
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x 0 = .:!:- + 3 2 l6 + ~ 2l5}..
4, 3 9 21' ,

X~ = - 4glÖ + 24g3l6+ 36g r2lö}..,

X: = 1
6
0 + 20g2lÖ+ 10r2l4}.. +72g4l6 + 216g2r 2l5 }..+ 27 r 4l4 }..2,

X: = 8gl4+ 136g3lÖ + 204g 1' 2 l4}.. + 96g Ö l6+ 480g3y2'lö}..
+180gy4l4}..2,

X~ = - ~ + 114g2 l4+ 571'2 l3}.. + 256g4lÖ + 768g2y2 l4}..

+ 96y4l3}..2+ 48g6l6+360g'y2lö}..+ 270g2r4l4}..2+.15r6l3}..3,

X~ = 48gl3+ 296g3l' + 444gr2l3 }.. + 160g5 lo+ 800g3y2l4}..
+ 300,q r 4l3 }..2,

X: = - ~ + 180g2l3+ 90g2l2}.. + 232g4l4 + 696g2 1'2 l3}..

+ 87y4 l2),.2,

X1 = 56gl2 + 184g3l3+ 276gy2l2}..,

XS = 83 2[2 + 83 2l}..
4, 9 2 I' ,

y~ = :~ (1 - 3 g2)

1
y~ = 21 (46.q - 198 9 3),

y2 = _.1 (125 _ 249 9 2 _ 321394)
4 105 '

1y: = 105 (642 9 - 463493, - 4620 pO),

1·· .
y~ = 420 (1704 - 520892- 44345 g4 - 9765.q6),

1 .
~ = 15(228g-:-1415g3 - 112595),

y: = 3
1
0 (272 - 70592 - 3045 g4),

1Y1 = 3"(419 - 207g3
),

ys = 83 (1 ..:... 3 2)
4, 12 9 .

! 1
Zl = - (911/. - 42)4, 7 . r ,

Z: = 1~5 (- 1061811'2 + 12394 fJ, - 1965),
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'>

Z: = 1~5 (23830 fts - 51126 In3 + 13763!l + 12588),

2
Z~,= 105 (- 67568 fI,4 +229500 IUS - 125755 p,3 - 215925f),

+ 172188),
Z~ = 1~5 (61904f),5 - 305084 1u4 + 308437 IUS + 4-!7563 p,2

- 852912 ft + 317412),

Z: = 1~5 (- 35480 p,ü + 239232 p,5 - 403865f),4 - 327075 p,3

+ 1223110 f),2 - 550662 P, - 190620),

Z~ = :0
6
5 (11000 ~~7 - 97608f),6 + 252035 p,5 - 10185 p,4

- 702730 p,3 + 540288 lJ,2 + 249120 !J.' - 287280),

Z~ = 1~5 (p, - 1) (- 2480 fl7 + 27888 lUG - 84140 p,5 + 28980 f),4

+ 184135 fl3 - 392343f),2 + 316710 f), -521640).

Gemäß des Schemas findet man V:, indem, man vor diesen .
Ausdruck setzt 00.:;E 22 p,-81J2p,(ft - 2)!

2 (2fl - 1)! ("'fl + 1) (2H + 3)'

Da diese Summe für fl = 1 ungültig wird, also nicht mehr
geeignet ist, das mit v2 behaftete Glied von U4 zu finden, so
muß dieses Glied aus solchen Z4 berechnet werden, deren
oberer Index kleiner als tLcht ist. Z1 bis Z~ inklusive sind
dazu geeignet. Am einfachsten wird die Rechnung, wenn man
Z~ verwendet. Setzt man die Größe, welche in" der let7.ten
Kolumne der Tabelle neben r; steht, zu Z~ und substituiert
p = 4, so findet man
~ 22 p,-2 v2p,(fl' + 4)! 1

(27) ~ (2ft- 1)1 (2ft + 1)(2
1
u, + 3) . 105 (~10618fl2+12394f),-1965).

Diese ]'ormel liefert nur für ~(, = 1 einen richtigen Wert,
nämlich - 72 v2 / 5. Dies ist also das mit 1.,2 behaftete Glied
von U4 in Übereinstimmung mit dem früher gefundenen. Es
ist also:

\

_ 72v2 p,~ 22p,-5(tl-l)!v2p, • -2480 ,7

U4 - - 5 +~ 105 (2ft - I)! (2fl +1)(2fL + 3) ( fI

(28) + 27888 :6~: 84140,,' + 28980,,' + 184135 I"

- 392343 ft2 + 316710 l~ - 521640).

Diese Formeln finden eine doppelte Anwendung; erstens
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können sie dazu dienen, um 'l/J (x) in eine nach Potenzen von
x oder x e-:ll fortschreitende Reihe zu entwickeln.

~=

(31)

p=oo

Im ersten Falle setze man 'l/J (x) = ~ Cp xP , wodurch sich
p=o

p=oo

die Gleichung (12) verwandelt in v2 ev2 +~ cp Up = O. Wird
p=ü

diese Gleichung nach Potenzen· von v2 geordnet, so kann man
die q ersten der Koeffizienten c, also co, Cl'" Cq_ l so be
stimmen, daß die q ersten Glieder der Gleichung, also die mit
v2, v4 ••• v2q behafteten verschwinden. Macht man q größer und
größer, so kann man in dieser Weise mehr und mehr Koeffi
zienten c bestimmen. Im zweiten Falle bestimmt man die c
wie früher, setzt aber dann

['i) (xl = '2am xm e-. = a, + a, .• + (a, - ~) x'

(29) I + (:" _ ~ + ;j) x' + (a, - ~i + ~ - ;;) x' + ...
und bestimmt, nachdem die c gefunden sind, aus den Gleichungen

(30) ao = co' GI = Cl' a2 - :~ = C2 •••

die ~oeffizienten a; doch sind die betreffenden Reihenentwick•.
lungen wenig konvergent. Eine zweite Anwendung finden diese
Formeln, indem sie eine wichtige Kontrolle der späteren
Rechnungen liefern, in denen 'l/J als eine unbestimmt gelassene
Funktion aufgefaßt wird. Man braucht dann nur 'l/J = ..1'b .. zu
setzen, so müssen die allgemeinen Formeln in die jetzt ent
wickelten übergehen. Zu diesem Behufe stelle ich hier noch
folgende numerische Werte zusammen:

U _ . 4 v2 32 v4 32 VB 128 v 8 64 v 10

o - -T - ~ - 7":9 - 7·9·11 - 9·11.13 - ...

4·17v4 8·32vo 32·31v8 256·101)10
- ~-~-3.7.9.li-3.7.$l.11.13-

2v2 12v6 32·67v8 64·97'v 10

---- ------
5 5·7 5·7·9·1.1 3·5·7 ·11· 13

U
s

= _12v
2

_ 74'v~ + 16vB + 4.25~_ 128.97~_
5 5·7 3·5·7 5·7·9 ·115·7·9 ·11.13 ..

U
4

= _ 72 v
2

_ 16·37 v
4

_ 201)6 + 64v8 + 7266.~ + .
5 5·7 3 7·9 5·7.9·11·13
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Ich will jetzt sogleich zur Entwicklung des mehrfachen
Integrals der Gleichung (12) für den Fall übergehen, daß
über die Form der Funktion 't/J keine spezielle Voraussetzung
gemacht wird.

VIII. Einführung der Geschwindigkeiten beider MolekiUe vor
dem Stoße und deren Winkel als Integrationsval'iable und

Berechnung von 't/J für große Argumente.

Für gewisse Betrachtungen ist es besser, die im Titel
zitierten Variabeln statt der relativen Geschwindigkeit ein
zuführen. Wir schreiben zu diesem Zwecke die Gleichung (12)
wie folgt:

(33) v2 + P - Q- R = 0,

wobei
00 n n/2 2n

(34) {p = 82-:~Je-r2?3d?·jrdGe-2vrlljs(J'dS f dO.2J1jJ(V'2)
o 0 0 0

o 00 n n/2 2,n

(35) { Q = 8
2
-:-J e-J·2J'3 d?Jr d Ge- 2VJ'g J's (J' d S f d O. Jo 'ljJ (vi)

o 0 0 0

o 00 n :n;/2 2u

(36) {R= e2:"fe-J·2r3drjrdGe-2VJ·g!s(J'dS jdO.2v21jJ(V2)
o 0 0 0

und J, Jl' v', v
1

durch die Gleichungen (13) gegeben sind. Be
zeichnen wir' die wirklichen Geschwindigkeiten der Moleküle
VDr dem Stoße mit VW und v~ und die wirkliche Relativ:.
geschwindigkeit r W

, so ist

(37)
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v + '1',q = vI t
l' ')' = VI "C

1'2 = v 2 + V; - 2 v:V1 t

v~ = v2 + 1'2 + 2v1',q,

Bezeichnen wir den Winkel zwischen VW und v1f ,mit 'l~

dessen Kosinus mit t, dessen
Sinus "C, so finden wir aus der
nebenstehenden JJljgur sofort die
Gleichungen

(~8)1

, Bestimmen wir das Flächenelement der Ebene (vw, V1f, 1')

einmal durch die Polarkoordinaten 1'10, G, dann durch die Polar
koordinaten v~, T, so ergibt sich

(3~) l' d1' dG =v1 d~)l dT.

(Die Betrachtung von Volumelementen liefert

1,2 y d1'dGdK = v~ "Cdv
1

dTdK,)

Führen wir diese Werte in die obigen bestimmten Integrale
ein, so ergibt sich:

00 :n: :n:/2 2:n:

(40) p = 2~ Je- V1
2vi dv1 J l' "C dlj's a dS.IdO 2J1jJ(V'2) ,

o 0 0 0

00 :n: :n:J2 2:n:

(41) Q=2~ Je- v1
2 vi dv1! l' r d'l'.f.r; a dS.!dO Jo1/J (vi),

o 0 0 0

00 :n: :n:/2 2:n:

(42) R = 2~fe-V12v~ dv1 f1'rdl'JsadSJ dO 2V21fJ (v 2) ,
o 0 0 0

wobei

l' = 11 v 2 + V ~ - 2 V VI t.

Ferner findet man durch Einführung derselben Variabeln
in die Ausdrücke

,(f3)

(44)

(45)

V'2 = V
2 s2+ vi a2 - 2vvI saro,

Jo = v~ (3 t2 - 1)

JJ= V2 s2 (3.r;2 - 1) +VV} [6S 2(j"2t - 2s(j""Co(3s2 -l)J

1 + v~ [- (J2 + 3t2 04+ 3 ,'i
2 (j"2 r 2 0 2 - 6S()3tTOJ.
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Wir wollen zuerst die Integrale (41) und (42) berechnen.
/)2 1-J1 (v

2
) k~nn vor alle Integralzeichen gesetzt werden; vi 1/1 (vD

vor alle bIS auf das nach VI'

n; /2 2.n

i- JS (J dS rd0 ist gleich ~.
~n J 2

o 0

Führen WIr statt 11 die Variable l' ein, so ist.

rdT= rdr 3t2-1= 3r~-6(v2+vn1·2+3,/)·1+21!21i1+3vf
v VI ' 41.,2 VI

daher
.n

Jr r dT = 2v + 2'IJI oder
R1)

.'0

2v2

2v + --,
1 31't

:TC

J(3t2-1)rrd11= :/)i_(1JI _ V
2

) oder 4v2 (v2 _~),
D·v~ 7 3 51.'~ 7 3

o

je nachdem v > VI oder V < VI • Es ist also

(46)

(47)

,

Eine ähnliche Vereinfachung von P wäre nur möglich,
wenn man V' samt passenden Winkeln als Integrationsvariabeln
einführen würde, was ich bisher noch nicht versucht hahe.

Die entwickelten Gleichungen geben uns ein Mittel in die
Hand, zwar noch nicht di~ Funktion tp vollständig, wohl aber
die Grenze zu bestimmen, welcher dieselbe für sehr große
Werte des V zueilt, Die Gleichung (46) liefert

R = v' 'i'(v') [(v + 2\) lax e-'" +~e-" - (v +:v)faw'l
o 0

Nun ist
00 00 00f dxe- x2 =Jdxe-(xt v)2 < e-vJd:re- x2.

o 0 u
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(50)

Es ist also, wenn man Glieder von der Ordnung v e- v
2

und geringerer vernachlässigt

(48) R = ~; v2 'ljJ (v2
) • (v + ;l~)'

Die hier vernachlässigten Glieder könnte man auch noch
durch eine Reihenentwicklung ausgedrückt hinzunehmen, wenn
man von der semikonvergenten Reihe Gebrauch machte:

J
oo , 2n-l (1 )fOO '
(J-x

2
:l:'2n da: = !::.-2- e- v

2 + n - 2 e- x2 a:2n - 2 da:
v v

2n _ 1 _ v2 ,[ n- .2:- (n - .2:-) (n - ~)
= '1) e 1 + __~ + 2 2

2 ~ ~

wodurch man findet:

Wir erhalten weiter aus Formel (47)

I
00

2 J ('1.,2 V2)'Q = - e- V1
2

111 (V 2),V 6 d1) _-!- _ -,-
. 51..8 'I 1 1 1 7 3

o
00

2 V 4 V 2 V 2 V 5 v7+ -Je- Vl~"II(V2)V dv ( 1_ +_1 __1 ).
{) 'I 1 1 1 7 3 3 v 7 VB

V

Wenn nun 'I./J (v 2
) für große v unendlich klein, endlich oder

höchstens unendlich groß wie eine endliche Potenz von v wird,
so ist die zweite Zeile unendlich klein wie eine endliche Potenz
von v multipliziert mit e- v

2
• Es ist also mit Vernachlässigung

derartiger Glieder
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00 00

(52)

(51) Q. = - ~~~ Je-V~2"/I(v2)v6 d1) + _~Je-1l12'l/I(v2)V8 dv15v I' 1 1 1 35vS t' 1 1 I ,
U 0

wobei natürlich zu bemerken ist, daß dies nicht mehr gültig
wäre, wenn 1/J (v 2

), dividiert durch jede endliche Potenz von v
unendlich groß für 'wachsende v würde.

Berechnet man aus Gleichung (14) die Zahl N' der
Moleküle in derVolumeinheit, für welche ~, 17 und' zwischen
Null und + 00 liegen, so findet man:

00

N' = C n V;:; + C!!- q'llJ - -~- Jv'], e- V2 '1/1 (v2)dv
S 2' Hn2 02 1"

o

wobei CVn 3 die Anzahl der Moleküle in der Volumeinheit

überhaupt ist. Da nun N' notwendig endlich ist, so muß auch
00Jv4 e- v

2 ljJ (v 2) dv endlich sein. Aus der Gleichung (15) folgt
o

00

übrigens sofort, daß auch Jv6 e- hv2 1/J (1)2) dv endlich sein muß.
o .

Es ist nur noch der Wert der Größe P zu ermitteln, zu
welchem Behufe ich die Formel (40) benutzen will.

In dieser Formel soll statt S die Variable x = 82 ein
geführt werden und soll die Größe P in zwei Summanden PI
und P

2
zerlegt werden, wovon in ersterem die Integration be

züglich x von /; bis 1, in letzterem von Null bis 8 erstreckt
werd'en soll. Die Größe 8 soll eine sehr kleine Größe sein,
welche wir so wählen können, wie es uns nachher am besten
paßt. Wir machen nun wieder die Annahme, daß 1/J (x) für
endliche Werte von x gar nicht, für. wachsende x aber höchstens
wie eine endliche Potenz von x unendlich wird. Dann liefert
derjenige Teil des Integrals P, in welchem VI Werte hat, die
nicht gegen v verschwinden, wegen des Faktors e- Vi' nur einen
Gesamtbetrag, welcher kleiner ist, als jede endliche Potenz
von 1/ v. Wenn wir derartige Größen vernachlässigen, so
können wir daher in P, daher sowohl in PI als. auch in P2'
voraussetzen, daß VI klein gegen v ist.

Wir wollen nun /; klein gegen eins, aber groß gegen v~ / v 2

wählen und über die Funktion 1/J noch die weitere Annahme
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machen, daß sich 1jJ (a + a) nach dem Taylorschen Lehrsatze
entwickeln läßt, sobald a sehr groß, a dagegen klein ist. Dann
können wir in PI die Funktion 't/J clurchgehends nach dem
rraylol'schen Lehrsatze entwickeln, wodurch wir erhalten;

I.

1/1 (V'2) 1jJJl = - 2 vv1rsüo'l/J./ + v~ (Ü2.'l/J'9' + 2v282ü2r202'l/J/')

+ VB (_ 2v s a 3 r 0 '11, /I - i. v 3 s3 ü~ r 3 0 3 1" '")(53) 1 'rs 3 t's

1 + v4 (~'lJ-''' + 2v2
.'1 2a4r 2 o2'l/J 111 + ! v4s4a4r404'l/J IV) •.•

I i Jl . S;j S

2:r

2~ JJ.1jJ(v'2)dO = V21jJJlS 2(3s2 - 1) + 6vv1 s2 ü 2t1jJs
o

+ V~ (( - ü
2 + 3 ü

4 t2 + ~ s2 a2r 2) 'l/JJl + V
2s2

ü
2(3s 2 - 1)

(1 + 2r2)1/.1/+ 1l4 !j4 ü 2(3s2- 1)r2'l/JJlIIJ

+ v~ [6 V8
2

ü 4 t (1 + r 2
) 'l/Ja' + 61)3 8 4 a4t r 2 'l/J/IJ

[( 3) {S2 a4+ V~ - ü
4+3 a Bt2 + 2 8

2
ü

4 r 2 1.jJs' + T (38 2 -1)(1 + 4r2
)

- 8
2 a4 r 2 + 382

üB t2 r 2 + : 8
4

ü
4 r 4

} v2 1jJs"

• 1 ]+v48iü4(3s2-1)r2(1+r2)l/JJl/"+ "4vOsBü4(382-1)r4'l/JsIV + ...,
wobei der Ilfdex 8 anzeigt, daß unter dem betreffenden
Funktionszeichen V 2 8 2 stehen soll. ,Es ist weiter

:rr; 2.n

Jr~~T JJ'l/J (V' 2) dO = 2v3 1/Js(384-s2) + 'vi {v1/Js(6s4- 1
3
4 82}

o U

+ 1;t V3 'l/J/S2 ü2(3s2-1)+: V5'l/Ja"s4 a2(382-1)}
+ 7'~ {l~V 'l/JJl 0

2 (98 2
- 2) + V'I/Js' S2(j.2 (~~ _ 5~a2)

+ v3 1jJ/' [- 1
8
[) S2 ü 4+ s~t (382

- 1)(8 + 27 ( 2)]

.+V 51/-,/". 1: .<;4 ü
4 (382

- 1) + v7 'I/J/v. 1~ sO (J'4 (3 82- I)} + ... ,
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00 n 2n

'],ln Je- Vl~ v~ dV1f 9'~~TfJ'l/J (v' 2) dO = V~v
3

1/-'8 (3s4 _ s2)
o 0 0

+ 3 y;:; v 'l/Js (3 S4 - ~ $2)· + 7 ~~ v3 'tIJs' S2 a2(3 S2 - 1)

+ ~;;v5'lj)a"$4r;2(3sZ-1)+ ~:V'sa2(9s2-2)

+ ~n v'tIJ/s2(]'2(81s2- 55)

+ -vn v 3 'tIJs" [- 8~(J4 + 8::2(3s 2 - 1) (8 + 29 r;2)J

+ 9 y;; v5 'tIJa''' S4 r;4 (3 sZ - 1) + ~;:; V 7 1jJslV S6 r;4 (3 S2 - 1) + ... ,
1

(PI = Y; v3f s (3 S4 - 8 2) 'l/J (v 2 SZ) ds
~

_ 1

+ ~~. Vf8 [(9 s4_ 7sZ)1jJ(V2s 2)+ 7(1- 8Z)(3s4 _ s2)VZ1jJ'(v2S 2)

s

+ 284 (1 - .~2)(3sZ - 1)v4 'l/J"(V 2 8 2)Jd8
_ 1

+ r:Js [(1 - 8
2
) (9 S2 - 2) 1jJ (v 2 .~2)

s

+ S2 (1 - s2)(81 $2 _ 55) V31// (v 2s2)

+ 8
2
(1; 8

2
) (- 16 + 3s2 + 87 S4),V4 1jJ"(V2 S2)

+ 18s4(1 - s2)2(3s2 _ 1)v6 1jJ"'(v2 s2)

+ 286 (1 - 8 2)2(382 - 1)v8 'l/JIV(V 2 8 2)J rl8 + ...
Dagegen bleibt es noch zweifelhaft, ob in P? die Ent·

wicklung nach dem Taylorschen Lehrsatze gestattet ist, wir
müssen also schreiben:

(55) j

I

I
l

(56)

00 e;,; 2;,;

Pp, = ~ Je-V1'il V1 dvl JsdsJ1'rdTJdO.{v2s2(3s 2 - 1)
o 0 0 0

+ 6vv1 8 2 (1 - .'1 2) t -28 -V1 -~ r 0 (3s2 - 1) vV1

+ v~ [ - 1 + S2 + (1 - s2)2 3 t2+ 382 (1 - s2) r 2 0 2

- 6 (1 - $2) 8 vr=~tr oJ}.1jJ (v 2
8

2 + v~ (1 - 8
2
)

-2VV1 r08111 - ~J.
:Boltzmann, Gesammelte wis~enscli. Abhand!. Ir. 30
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Es sind nun zwei Fälle möglich: Erstens, die Funktion 1IJ
ist auch für unendliche Werte des Arguments endlich oder
verschwindend; dann enthält P2 wegen den unendlich nahen
Integrationsgrenzen lauter Glieder, welche schon im Vergleich
mit v2, a.lso um so mehr im Vergleich mit dem ersten Gliede
von PI unendlich klein sind. Zweitens, die Funktion 'l/J wird
für unendliche Werte des Arguments unendlich. Dann sieht
man sofort, .daß um so mehr das erste Glied von P l unendlich
groß gegen P2 wird, da letzteres zwischen unendlich nahen
Grenzen integriert ist und außerdem bis auf ein unendlich
kleines Intervall (von V

2
8

2 bis v2 82 + v~) die Größe unter dem
Zeichen 't/J in' Pt durchweg größere Werte als in P

2
hat, also

auch 'l/J selbst, weil es mit wachsendem Argumente unendlich
wächst, in PI größer als in P2 ist. Betrachten wir daher nur
die Größen von der höchsten Ordnung, so reduziert sich P auf
das erste Glied von PI' wozu aber wieder nur Verschwindendes
hinzukommt, wenn wir in der unteren Grenze wieder Null für 8

substituieren. Es wird also
1

P = V;'V 3JS (384 ~ S2) 't/J (v 2 S2) ds.
o

Es enthält Q kein Glied, R aber das Glied (V; /2) v31/J (v 2) von
derselben Größenordnung. Betrachten wir daher nur die
Glieder von der höchsten Größenordnung, so erhalten wir aus
der Gleichung (33)

1

(57) - 2Js(3s4-s2)1/J(V2S2)ds + 'l/J(v 2)=~ .
. 0 vVn

Die rechte Seite kann hier von derselben Größenordnung
wie die linke oder von geringerer sein. Im letzteren Falle müßte
die linke Seite dieser Gleichung verschwinden und erst die
Glieder von geringerer Größenordnung in P, Q und R müßten

zusammen das Glied 2/ v V-; liefern. Beide Fälle können wir
daher in die eine Gleichung

1

- 2J'S(384 - S2)1/J(v2s2)d8 + t!J(v2) = :
. 0

zusammenfassen; im ersten :B"'alle (er soll der Fall l! heißen)
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ist a = 2/V-n, im letzten (dem Falle (}) Null. Setzen wir
v.2 = U, v 2

S2 = y, so geht die letzte Gleichung über in
u u

- ~Jy2"-/J(y)dy + ~JY'l/)~(y)dy + "-/J(u) = _C!~._,
U U 0t

O' 0

Multipliziert man mit u3 und differentiiert nach u, so folgt
lL

u21.{J (11) + u3'lp' (u) +f y "-/J (y) d y = +a u3
/ß

•

o
Differentiiert man nochmals nach u, so folgt

SU1/J(u)+4u 21/J'(u)+U31jJ"(U) = 1: aVu.
Die Integration dieser Differentialgleichung liefert:

15a 0 (V3) a.. (V3 \)"-/J(71) = V- + V-~ cos --lu + V2 sm --lu
7 'lt U S 2 u 3 2 '

wobei l der natürliche Logarithmus, GI und 02 die beiden
Integrationskonstanten sind. Nun sind aber hier durch die

Natur der Sache Funktionen, welche wie cos eVa lu /2) oder

sin cVglu /2) in der Unendlichkeit unendlich viele Maxima und
Minima haben, ausgeschlossen. Man kann übrigens auch auf
andere Art nachweisen, daß für die beiden Integrationskon
stanten hier der Wert Null zu wählen ist. Im Falle G ist
nämlich a = 0, es würde sich also 1fJ (u) bloß auf die heiden
mit den Integrationskonstanten behafteten Glieder reduzieren,
und es würde die Bedingung, daß die linke Seite der
Gleichung groß gegen deren rechte Seite ist, gar nicht erfüllt,
was die Grundbedingung des Falles G ist.

Im Falle J! dagegen ist a = (2/ Vn) und daher das erste
Glied von 'l/J (u) unendlichmal (u = v2mal) größer als die mit
den Integrationskonstanten hehafteten, weshalb letztere eben
falls wegzulassen sind, da wir ja jetzt bloß· die Glieder von
der höchsten Größenordnung berechnen. Es ist also für
große u jedenfalls

30
'l/.I(u) = ,/-'

7ynu

wozu noch Ergänzungsglieder kommen, welche aber für große
Argumente gegen dieses verschwinden. Es ist leicht, die An

30*
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näherung um eine Stufe weiter zu treiben. Es müssen da in
P und E die nächstfolgenden Glieder ebenfalls berücksichtigt
werden; da dieselben von der Ordnung des ersten dividiert
durch v2 = 1t sind, so muß auch 1/J von der Form

(58) 1/J (u) = ~~-( 1 + -~)
. 7Vnu u

vorausgesetzt werden. v und VI sind keine wirklichen Ge
schwindigkeiten, sondern bloß deren Verhältnisse zur wahr-

scheinlichsten Geschwindigkeit 1/ yli, welche l!%/2 mal so

groß als die mittlere oder V2/3 m~l so groß als die Wurzel aus
dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat ist. ",Vir wollen jetzt c
(welches übrigens für verschiedene VI möglicherweise verschie
den sein kann) von der Größenordnung vu- 1 wählen, wobei
o< a < (1 / 4) ist.

Wir nehmen an, daß die Funktion 1/J .für endliche Argu
mente nicht unendlich wird, die ]'ormel (58) zeigt, daß sie es
auch für unendliche Argumente nicht wird. Da außerdem r

von der Ordnung V oder einer niedrigeren unendlich wird, so
ist das größte in P2 vorkommende Glied höchstens von der
Ordnung

e

4f v3 s3 d s = v384 ,

o
verschwindet also gemäß der über 8 gemachten Annahme. Ebenso
verschwindet Q mit wachsendem V gemäß der Formel (51).
Wir wollen nUll die Größenordnung der Glieder diskutieren,
welche von der untern Grenze 8 des Integrals (55) herrühren,
wenn daselbst für 1/J der Wert (58) gesetzt wird. Da 8 klein
ist, brauchen wir bloß die niedrigsten Potenzen der Integrations
variabeln s beizubehalten. Substituieren wir das erste Glied
der Formel (58) in (55), so wird

1 ,. 1 ., 1
1/J '= ;S , 1/J = v3 8 3 ' 1/J = v5 85 •

Es liefert also die untere Grenze des ersten bestimmten Inte
grals der Formel (55) V

2
8

3
, die des zweiten bestimmten Integrals

derselben Formel 83, 8, 8 die des dritten bestimmten Integrales
8 8 1 1 1
'?'~' v2 ' v2 8' V 2 8' ?}2 8 •
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Setzen WIr dagegen das zweite Glied der Formel (58) ein, so
wird

1
'l/J = VB S8 ,

, 1
1/J = v5 S5 ,

" __1_ . ", __1_ ~IV__1_
'l/J - V787' 'l/J - v9 v9' 'l/ - v ll 8 11

und es liefert die untere Grenze des ersten bestimmten Inte
grals der Formel (55) 8 die des zweiten

1
V2' vi8-' v2 [; ,

die des dritten

1 1 1

(59)

Alle diese Größen verschwinden ebenfalls zufolge der über 8

gemachten Annahme. Wenn wir daher in der Gleichung (33)
Glieder von der Ordnung v 2, sowie endliche beibehalten, da
gegen alle verschwindenden wegwerfen; so erhalten wir

v 2 + P- R = 0,
wobei

R= 1~ v (1 + ~2) (v + 2\) = 275 (v 2 + ~ + b)
1

30v
2 f (b )P = -7-- (3 8

4
- 8

2
) 1 + 1;2 82 d s

o
1

+ 1
7
5 J[(9s4-7.'i2)--~-(1-s2)(3s2-1)+ ~(1-s2)(3s2-1)Jd.~

o
8 v3

= -7-'

Die obige Gleichung fordert daher b = - (1/2), wodurch
Bich die Formel (58) verwandelt in

30 ( 1 )1/.--=-1--'l/J ( ,) - 7 11 n 1t 2 1t •

Diese Formel hat das Unbequeme, daß sie für 1l = °uno
endlich wird. Wir sind aber natürlich berechtigt, anstatt ihrer
jede beliebige andere zu substituieren, welche sich fär große u

von ihr nur durch Glieder unterscheidet, die von einer höheren
Ordnung unendlich klein sind als n-3

/ t • So können wir setzen:
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(60)

oder auch
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'l/J(u,) = 3~-u-

... 2U,+lj 9,- 1/u- d xe-x·
o

(61) 11/ (11,)= 3_0---,.__
't' lIn

7( -u 2u + 1f l -x2
)e + --_~ (. xe

V'lt 0

Die beiden .letzten Formeln bleiben für aUe positiven 11,

endlich und geben für große 11, die Funktion 'l/J mit demselben
Grade der Genauigkeit, wie die Formel (59).

IX. Berechnung der Funktion 1/J für ldeine Werte
des Arguments.

Wir wollen da wieder von den Integrationsvariabeln der
Gleichung (12) Gebrauch machen, welche wir in der Form:

v 2 ev2 + P ev2 _ Qev2 _ R ev2 = 0

schreiben. Die Größen P, Q und R sind identisch mit den
durch die Gleichungen (34), (35) und (36) gegebenen. Wir wollen
jetzt voraussetzen, v sei eine kleine Größe und dem.gemäß 1p(V'2)
nach Potenzen von v zu entwickeln. Wir haben nach Glei
chung (13)

v' 2 = l'2 l + 2 v r (J +v 2
, J = r 2 (3 (l2 - l) + 4 v r (l + 2 v 2,

wobei
l = (j2, (! = g (J2 - r S (J 0 = g l - r 0 -V l(l -0.

Setzen wir daher

An = J (2 v l' (J + v 2t ,
SO haben wir zunächst

n=oo ( )

j m (V'2) =. "'" A 'lfJ n (r
2

lJ_ •
T ~ n n!

n=O

Die mit.d. bezeichneten Größen 'bildet man am leichtesten,
indem man zuerst Ao mit (2 v l' (! + v2), dann das Produkt
wieder mit demselben Faktor usw. multipliziert. Bezeichnen
wir in An das mit vln r 2n- m+2 multiplizierte Glied mit
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11~=2n+2

A . '" A
JIO

n=~ n,
m=n

n==oo m=2n+2

J ep (v'2 11) = ~ ~ A: '/fI(n) (;2 1) Vii! 1,2n-m+ 2,
~ ~ n.
n=O m=n

Setzen wir weiter

so wird B: aus A:~' gebildet, indem man in letzterem statt (ja

schreibt
2:1:

-i;J(ja d 0
o

=gala+ ~ (~)g('-2(1-92)la-1(1-l)

+ ~:: (:) ga-4 (1 _ g2)2l"-2 (1 _ l)2

+~:::~ (~)ga-6(1_g2)3la-3(1_l)3+

Da übrigens später alle Glieder, bei denen die Potenz
von l größer als halb 80 groß ist als die von r wegfallen, so
ist es für die praktische Rechnung wichtig, vorher zu über
legen, wie viele Glieder dieses Ausdruckes später notwendig
sein werden,

Wir wollen nun die Integration nach G ausführen, und
setzen:

:rr 2:rr n=oo l1p::2n+2

(62) 2
1
n fe- 2Vrg rd GJJ 1jJ (v'2n) d 0 = ~ ~ C: '/fI(n~r l) . , ,

o 0 . n=O m=n

so entsteht C;:' aus B:, indem man in letzterem statt ,ga schreibt

+1 v=ooJdg ~(-~~rg)vgV+"V1Jl1·2n-m+2,

-1 11=0

was für gerade a den Wert
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für ungerade a aber den Wert

')1:=00

__1_ ~ (41)2 r2t. 1 vII! r 2n - m+2

l' r .L.; (2]J - 1)! a + 2Jl
')1:=1

besitzt. Man löst jetzt die nach v zu nehmende Summe auf;

dann bildet jedes 0;: eine unendliche nach Potenzen von v 2 r 2

fortschrei~ende Reihe, welche für gerade m mit vII! r 2n+2-m für
ungerade mit vm+1 r 2n+3- m beginnt, deren jedes folgende Glied
sowohl bezüglich v als auch r um zwei Dimensionen höher ist.
Wieviel Glieder dieser Reihe man beizubehalten hat, hängt
davon ab, welche Potenz von v die höchste ist, die man noch
berücksichtigen will.

Wir haben nun nach' Gleichung (34)

00 "/2,, 2"

P eV~ = 2Je-r~ r 3 d r fs (J' d 8JY d G e-2vrg • /rcJd 0 J VI (vJ2
) •

o 0 0 0

Setzen wir daher

so erhalten wir E;: aus 0;:, indem wir in diesem Ausdruck r a l'J
vertauschen mit

00 a 1

1 j --1 fdl= n! e-X x 2 d X T lb "/J(n) (.xl)
o 0

00 a x

= n~2fe-Xx2'-b dxJyb 1./J(n) (y)dy.
o 0

Letzterer Ausdruck aber

x

U = j.1;b'IjJ(n)(y)dy,
o

00

ist gleich -i-Ju dv,n.2.
o

J
OO "::'-b

v =. -,- e - YY 2 dY
x

wenn



58. Zur Theorie der Gasreibung H. 473

00

ist. Integriert man das Integral f u dv per partes und be-
. 0

denkt, daß. u für x = 0, dagegen v für x = 00 verschwindet 1),
so findet man, daß letzterer Ausdruck gleich

00 00

nt2JXb epen) (x) dxJe-yy';'-b rl.Y

.0 ro

00 !:'-b
1 f (n) (b ro ( a) r x x2 x2= "!2

0

'" x),x dx·.- lf- b . l+ iT + 2!+'''l~--b)1

Mit diesem Ausdrucke hat man in c;~ die Größe ?a [1) zu
vertauschen, um E;: zu erhalten. Diese Vertauschung macht
man am besten in zwei Absätzen.

Man vertauscht' in C;: zuerst r a lb mit

!: -b

(~ _ b) !x b 1 X x
2

X 2
" + T + 2! +. "-(-:---b)-!

und bezeichnet die so gewonnene Größe mit ])~l. In dieser
vertauscht man dann noch einmal x a mit

00

_l_J'II/enl (x)· e- X x a dx .n!2 y ,

o
wodurch E;: entsteht. Die fortgesetzte partielle Integration
liefert zunächst:

00

n~ 2j1/J(n) (x) e- X xadx = n~2Ixae-x'l/J(n-l)(x)_tJ)(n-2)(x).D(xae-x) ...

o
+ (- l)k 1./J(n-7,-1) (x) l)k (x a e-X ) ... ( _l)n-l1./J (x) j)n~l (xa e-X ) I: .

00

+ (_,l)nj1lJ (x) da: IJn (xae-x),
n.2

o

1) Für x = 0 wird v nicht unendlich, da, wie sich zeigen wird,
stets (a /2) - b 5 0 ist. Damit für x = 00 das Produkt 11,6 v verschwinde,
ist bloß erforderlich, daß '!fJ (x) mit wachsendem x nicht von höherer
Ordnung unendlich werde, als eine endliche Potenz von x.
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daher ist für a >- n

wobei ])k die k te Ableitung nach x bedeutet. Ferner ist

])k (xae-ce ) = (_l)k e-ce r(~) xa- (~) axa- 1 +(;) (a) (a - 1) x a- 2 ...

+ (_l)Z (;) a~ (a -l+ 1) x a- Z... (_l)a(:) a!

oder ... (-lY'(~)a~(a-ll+1)xa-k],

wobei das erste Endglied für a <: k, das letzte für a >- k gilt.
. Es verschwinden also, wofern 1/J (00) nicht von höherer

Ordnung als eine endliche Potenz unendlich wird, alle Glieder,
worin x = 00 zu setzen ist, und man hat

Ink (.xa e-X)!x=o = 0 für k< a

= (_l)k-a Ce ~ a) a! für k >- a,

00 00

n~211/J(n) (x) e-X xadx = n~211/J (x) da: [(~) xa - (~) a .xa- 1

o 0

+ (;) a (a -1) x a- 2 ... (-l)n (~) a~ (a - n + 1) xa-nJ '

für a < n kommt hierzu noch

dabei ist
a~b = a(a-1)(a-2) ... (b+1)b.

Setzen wir noch zur Abkürzung
00

"/J(C) (0) = Tc' f XC e- X (f (x) da: = 0" xc,
ü

wobei 0" natürlich ein bloßes Operationszeichen ist. so wird
E;: aus ]): gebildet, indem man für :ca schreibt '

(63) { n~2 [(~):ca - (~) a x
u-1

'

. +(;) a (a -1) .xu- 2
••• (-l)n (:) a~(a - n +1) a,.a-nJ '
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sobald a'> n ist. Für a < n dagegen

!
n~2 [(~)xa~ (7)ax.a-.1+ (;). a(a-l)x(C-l ... (-l)a(:)al]

. . (_l)a+l cd .[ (a + 1)
(64) +?iT2- 'n-a -1 + 1 'n-a-2

+ (a~2)'n_a_3 + ... C~::~l)'oj.
Nachdem man in dieser Weise .E~ gebildet hat, ergibt

sich einfach
n=oo ?n==2n+2

Pev2
=~ ~ E~'.

n=O m==n

Die Werte von R ev2 und Qev2 für kleine vergeben sich
am leichtesten aus den Gleichungen (46) und (47). Die erstere
Gleichung liefert:

[
1 ( 1 .) I v

2

( 1 ) 'v
4

( 2 1) ) ]- + - + v2 1+ - 1- - + - 1- - + - + ...
2 2 . 11 3 21 3 5

n=oo

[
2 v4

] ~ (2v)2n
= V '0+ TI '1 + ... ~ (n+2)-L(2n+1)

n=ü .

= (V2'0+ ~; '1 + ;61'2"') (1 + 4;2 + 4t + 3~~~~ + 3~~:~"'}

die letztere liefert:
00

5 f ( 'v
2

~'2)2 Q = v2 e- V12 't/J(vi) VI dV1 - -{ +"7 + J

o
'v.2 (J X v4

(J .

= - -6- +14 + J.



476

Hierbei ist
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v 6
. ] ( v6

V
S

V v
4

v 8 v
2

)+ Bt(rS-3r2-3r1+7:0)", - 3~ +7;8 --\:-++ dV1

__ 5v6
[__ro_ + V

2 (ft -ro) +~ (r2 - 2ft + 1'0)

- 2' 1·2·7·9 1! 2·3·9·11 2! 3·4·11·13

+~ (1'8 - 31'2 + 3'[\ - Ta) •••J .
3! 4·5·13·15

Man hat also

Zur Kontrolle der behufs Berechnung von P eV~ aus
, zuführenden Rechnungen ist es willkommen, daß man auch aus
jenen Rechnungen sowohl R eV~ als auch Q ev2 bestimmen kann.

Aus der Gleichung (62) folgt nämlich, indem man Z = °
setzt

on: 2 on: n==oo m==2n+2

• 2
1nfe- 2V1

'
g r d Gfd O. 2v21JJ(V2

) = ~ ~ :1; I 017!l==O'
o 0 n=U m==/l

folglich nach Gleichung (36)

Man hat also in 0: erst (]'2 = Z= 0, dann für 'ra zu setzen

(
a ) T n"'2 + 1 ! n! 4' Das so erhaltene Resultat nenne man H:.

Dann ist
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n=oo m==2n+2

RcV2 = ~. ~ 1[~,
n=U m=n
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welcher. Wert mit dem oben erhaltenen verglichen, eine aller
dings nur sehr unvollständige Kontrolle für die Richtigkeit

des C~ bildet.
Ferner erhält man aus der Gleichung (62), indem man

(j'2 = l = f setzt

:r: 2:n: n=oo 1ll=2n+2 ()

_1 fe-2rgV YdeJd 0 J 111(V'.!) = ~ ~ ~ (r'.!) 1

1

am 1
1

,

2n 1 'I 1 ..::::.,,;..::::.,; n! n l=l
o 0 11=0 m=n

daher ist nach Gleichung (35)

Man setze also in C~ zuerst l = 1, dann r2 = x, dann
multipliziere man mit x /2. Das Resultat bezeichnet man
mit F~; darin macht man dann für :cU die Substitutionen (63)
oder (64) und bezeichnet das Resultat mit G~; dann ist

n=oo m",2n+2

Qe
v2

= ~ ~ G~~.

Vergleicht man das Resultat mit dem oben für QeV~ er
haltenen, so erhält man eine ziemlich vollständige Kontrolle

für die Richtigkeit der C~. Eine noch bessere Kontrolle kann
man auf das Schlußresultat selbst anwenden. Wir wollen den
Ausdruck, den man ausP eV~ erhält, wenn man daselbst
1/J (v 2) = (v 2)P setzt, mit Pp ev2 bezeichnen. Ebenso mit Qp ev2 und
E (:V~ die A.usdrücke, die in gleicher Weise aus QeV' und

p . .
E ev2 entstehen. Hat man einmal P eV' berechnet, so ergibt
sich daraus Pp ev2

, indem man setzt p! für (J", (p + 1) für (J" x.
Ferner p! für Tp' Null für alle übrigen 7:• . Dieselben Sub
stitutionen hat man in Qev2 undE ev2 zu machen, um Qp ev2 und
R ev2 zu erhalten. Die Gleichungen (16), (34),(35), (36) zeigen
aber sofort, daß P ev2

- Q ev2 _R ev2 vollkommen· identischp p p

mit der in den Gleichungen (31) mit Up bezeichneten Größe
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2

ist. Beide müssen also für j eden ganzen positiven- Wert von p
identisch gleich sein.

Behufs der numerischen Berechnung der Geschwindig
keitsverteilung unternahm Herr Hammer die wirkliche Aus
wertung der hier zusammengestellten Größen, Welche Größen
noch berechnet werden müssen, wenn man bei einer gegebenen
Potenz von v abbrechen will (das Resultat enthält übrigens nur
gerade Potenzen von v), ist aus folgendem Schema ersichtlich:

Ao = A~ 1'2 + A~ v r + A.~ v2
,

.111 = A~ vr3 + A~vZ1'2 + Ai v3 J' + A~ v4
,

A2 = A~ v2
1'4 + .11; v31'3 + A~ v41'2 + A~ v 5 l' + A~ vß,

A3 = A; V31,5 + A; V41,4 + A~ v5 1'3 + .11~ vß 1'2 + A~. v7 l' + A~ l'S,

A4, = A1v41'ß+ A:v5r5+ A:V67,4+ A:v71'3+ A~v81,2+ A~V91'+ A~ °v lO
,

.115 = A~ v 5r7+ A~ V61,6+ A7V71'5 + A~VSJ'4 + .11;v9r3+ .11; °v10rZ. . "
A6 = A~ V 6 1,8 + A~ V7 7,7 + A: V S 1'6 + A~ v9 r 5 + Ll~o v 10 1'4 .. "

.f17 = A ~ V 7 1, 9 + A ~ V S r S + A ~ V 9 7,7 + A ~ 0 n 10 1,6 + ' , ,,
As = A: v81'10 + A~ V9 7,9 + A~ 0 v10 7,8 + ...,
A9 = A~ v9 r 11 + A~t v 10 1,10 + " .,
A10 = A~ ~ vIO

1'12 + ."
Im folgenden sind zunächst die Größen zusammengestellt,

welche erforderlich sind, wenn die Potenzen des v, die höher
als die 10 sind, vernachlässigt werden,

.110 = VZ(3(J2 -I) + 4(J'v1' + 21)2,

.A~ = 3(J2 - L; A~ = 4 (J; A~ = 2,

Al = V 7,3 7,2 1)2 v3 1' 1,4

6(JR - 2(Jt 8(J2 4(J 2
3()2_l4(J

6(J3 - 2(Jll1(J2 - ,18(J 12
Ai = 6(J3 - 2(JL; A; = 11(JZ -I; Ai = 8(J; A~ = 2.

Az = I v21'4 I v31'3 I v4 I 2 I v5 l'
1

1

12(J4-4(J2122(J3-2(Jl 16(J2 I 4(J
6(J3_2(Jl 11(J2-l 8(J

12(J4-4(JZl 28~3_4(Jl 27(J2-ZI12(J ---2--

= A~ I = A: = A~ = A~ I = A~ I

Li: = 12(J4-4(J21; A: = 28(J3_4(Jl; A~ = 27 ()2_1; A~ = 12(J; A~ =2.
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Auf gleiche Weise wurden die folgenden Größen gefunden:

A: = 24f.?5 - 8f.?8l; A~ = 68(J4 - 12f.? 2 l; A ~ = 82f.?s - 6f.?l;

A: = 51f.?2 -li .A~ = 16f.?; A: = 2.

A~ = 48f.?° -16(J4l; A~ = 160f.!5 - 32(Jsl; A: = 232(J4 - 24(J2l;

A1 = 184(Js - 8gl; A~ = 83()2 - l; A~ = 20(J; A~o = 2.

A5 = 9607_ 320 5l' .11. 6 = 36806- 80n41' ..d7= 694n 5 - BOnsl'
5 " ...' 5 " '" 6 '"' \;' ." 1

..d~=600(J4_40Q2l; A~=350f.?8-10f.?l; A~o=J23f.?2-l;

A~l = 240' A12 = 2.o ,,1 6

A~ = 192f.?8- 64f.?6l; A~=832f.?7-192f.?5l; A:=1616UO-240p4l;

A: = 1824(J5 - 160f.? S l; A:,O = 1300p4 - 60p 2 Z;

A~l = 596pS-12(Jl; A~2 = 171f.?2-l; A~3 = 28(>; A~4 = 2.

A~ = 384(J9-128Q7l; A~ = 1856(J8-448(>6l; A~ =4064(J7 - 672f.? 5l;
A~o = 5264f.?0 - 560f.?4l; A~l = 4424f.?5 - 280(18l;

A~2= 2492r;4-84f.?2l; A~s = 938(Js-14Ql; A~4=:227f.?2-l;

A~ 5 = 32 (J; .t1~ 6 = 2.

A: = 768f.?10 - 256f.?8l; .11.: = 4096(J9 - 1024f.?7L;

A~ 0 = 9984f.?8 - 1792 f.?°l; A~ 1 = 14592f.?7 - 1792(15 L;

A~2 = 14112f.?6-1120f.?4 l; A~s = 9408(J5_448f.?3l;

A~4 = 4368(14 - 112(121; A~6 = ,1392(13-16(1l;

A~6 = 291(12 -li A~7 = 36(J; .A~8 = 2.

A~ = 29 (3f.?11 - (J9l); A~o =.2 8 (35(110 - 9(J8l);

..d~l = 29(47 f.?9 - 9f.?7l); ..

Ai~ = 210 (3(113 - (110l); Ai~ = 210 (19f.?1l - 5f.?9l); .

Vertauscht man in A~ die in folgendem Schema links
stehenden Potenzen von (1 mit den rechts stehenden Aus
drücken, so erhält man die Werte für B~:

f.?1; 9 l.

(J2; +(1 - l) + g~ l (- 1 + 31). .

(Js; +.ql2"(1-l) ++g3l2(_ 3 + 5l).

(J4; +l2 (1 - 2l + l2) ++g2l2 (- 1 + 6l - 5 [2)

+ +g412(3 - BOL + 35l2
).



480 58. Zur Theorie der Gasreibung H.

(15; 1:.'1 l3 (1 - 21 + l2) + ~ g3l3 (- 3 + 101- 712)

+ 9
5

8
[3 (15 - 70 1+ 63 12) •

(16; 1
5
6 [3(1 - 3l + 312- 13)+~~ .'12 l3 (- ~ + 9 I - 15 L2 + 7 13

)

.+~~g413(1 - 15l + 3512 - 2113)

+ 9; ~8 (_ 5 + 105 1 - 315 12 + 231 l3).

1)7; 35 g [4(1 _ 3l + 312_l3) + 105 q3L4(_ 1 +5l- 712+ 3l3)
'; 16 16 • .

+ 3g5l~(35 _ 245l + 44112 - 23113)
16

g7~ .+16(- 3[) + 3151 - 693[2 + 42913).

fJ8; 35 14(1 _ 4L + 612 _ 4L3 + /4)
'" 128

+ ~: g2l4 (_ 1 + 12l - 30 L2 + 2813 - 9l4)

+ 1~: g4l4(1 _ 20l + 7012 _ 84[3 + 3314)

+ 3
7
2 g6[4(_ 5 + 140l- 63012 + 92413 - 429l4)

+ 1~89814(35 - 1260l + 6930.[2 - 1201213+ 6435l4).

(19; 5·:
7
·9 gl5 (1 - 4l + 612 - 413+ l4)

+ 3':5. 7
g3l5(_ 3 + 20l- 4212 + 36ZS - 11l4)

+ 9~67g5l5(15 -140l + 378L2 - 39613+ 143l4)

+ :5 .(/l5(_ 35 + 42.0l- 138612 + 171613 - 715l4)

+ -&g915(315 - 4620l + 18018l2 - .25740L3 +12155l4).

(110; 7;89 l5(1 - 5I + 1012 - 10L3 + 514 - l5)

+ 5''2,7
8
,9 g2l5(_ 1 + 15l- 5012 +70l3 - 4514 + 11/5)
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+ 3':7. 7
g415(3 - 75l + 35012- 63013+ 4951'.1, - 143L5)

+ 5'~7'9 g615(_ 1 + 351- 210L2 + 4621~ - 429L4 + 143l5)

+ 5~89 g8L5 (7 - 315l+ 2310 L2 - 600613+ 643514 - 2431l5)

+ :8 ,qlO L5 (- '63 + 3465l- 3003012 + 9009013- 109395L4

+ 46189l5).

~11; 7'~~11 gl6(1 _ 5l + 10L2 _ 1013 + 514 __ L5)

+ 3'5~~'1l g3L6( __ 3 + 25l- 7012+ 90la _ 55L4 + l3L5)

+ 3'5~;'1l ,c;5l6(3 _ 35l + 12612 - 19813+ 14314 - 39L5)

+ 5'~~ 11 g7l6 (_ 7 + 1051 _ 46212+ 858L3 _ 715L4+ 22lt5)

+ 5~~1 g9L6(63 _ 1155l + 6006,2 - 1287013 + 1215514

- 4199l5)

+ :8 gl1L6(_ 693 + 15015L- 9009012+ 21879013

- 230945Z4 + 88179l5).

~12; 3';1~11 l6(1- 61 + 1512~ 20[3 + 1514 - 6l 5-+ l6)

+ 7'~~11 g2l6(_ 1 + 18l- 751 2 + 14013 _ 13514+ 661 5

- 1316)

+ 5'\~0'11 g4l6(1_ 30l + 17512 - 42013+ 49514 - 2861 5

+ 651 6
)

+ 3·5·7·11 g6l6(_ 1 + 42l- 3151 2 + 92413 - 128714
28 •

+ 85815 - 221l6)

+ 5'~~:1 g8L6(7 _ 3781 + 3465[2 - 1201213+ 19305l4

- 1458615+ 419916)

+ 3~~1 glOl6(_ 21 + 1386l- 1501512 + 60060ZS .

- 109395l'~ + 923781 5 - 29393l6)

+ 2\0 g12 l6 (231 - 18018l + 22522512 - 1021020 l3

+ 207850514 - 193993815+ 676039l6).
Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. Ir. 31
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Für die Größen B: ergeben sich durch obige Vertau
schungen folgende Werte:

B~ = ~ (1- 31)+ ~ g21(- 1 + 31),

B~ = 4gl,

B~ = 2.

B~ = gl2(7 - 91) + 3g3I2(- 3+ 51),·

B; = +(9 - 11 I) + 1; g21(_ 1 + 31),

Bi = 8gl,

Bi = 2.

B~ = ~ (5 -14l + 9I2) + g2I2(_ 7I + 4812 - 45[3)

+ ~ .q4 I2(3 - 30l + 35I2),

B; = gl2(38 -421) + 14g3I2(- 3 + 5l),

B; = -}(25 - 27l) + g;Z (- 27 + 811),

B~ = 12gl,

B: = 2.

B; = gIS (33 -7SI +45[2) + g3I3( - 78 + 280l- 210l 2)

+ 3g5I3(15 - 70l +' 63I2),

B~ = ~ (39 - 90I + 51I 2) + g2[2(_ 45 + 288l- 25512)

+ 1
2
7 g4[2(3 - 30l + 35I2),

B~ =gI2(117 -1231) + 41g3[2(- 3 + 51),

B: =; (49 - 51l) + 5
2
1 g2l(_ 1 + 31),

B-~ = 16gl,

B: = 2.

B~ = 3I3(3 - 11l + 13l2 - 5[3) + 3g2lS(-11 +1111- 205l 2+105[3)

+ g4[S(39 - 615I + 1505I 2 - 945[3)

+ 3gG[3(_ 5 + 105l- 315[2 + 231[3).

B~ = glS(252 - 552I + 300l2) + .q3ZS( - 552 + 1920l-1400[2)

+ 20g5l 3(15 - 70I + 63[2),
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B~ = l2(75 - 162l + 87/2) + g2l2(-162 + 1008l- 870[2) .

+ g4l2 (87 - 870 l + 1015l2),

B~ = gl2 (268 - 276l) + g8P (- 276 + 460l),

B: = ; (81- 83l) + g:z (- 83 + 249l),

B~ = 20gl,

B1JO = 2.

B~ = o9l4(150 - 510l + 570ZZ - 210l8)

+ ,q3 l4( - 510 + 2750l- 41301 2 + 1890l3}

+ o95l4(570 - 41301 + 768612 - 4158l3)

+ 6097l 4(- 35 + 3151- 6931 2 + 429l 3;,

B~ = l3 (85 - 285l + 315/2 - 115l3)

+ g2l3(_ 285 + 2745l-4875r~ + 2415l3)

+ .q4[3(315 - 4875l + 11725[2 - 7245l3)

+ 23096l 3
( - 5 + 105l- 315[2 + 231l 3),

B; = gl3(1050- 2220l + 1170 l2) + ,q3l3( -2220+ 7600l-5460 l'J

+g5l3(1170- 5460l+ 4914[2),

B~ = [2(205 - 430l + 225[2) + g2l2( - 430+ 2640l- 2250[2)

+ g4l2(225 - 2250l + 2625l2),

B; = ng[2(103 - 105l) + 5093 P( --:- 105 + 175l),

B\O = +(121 _ 123l) + g~Z (- 123 + 369l).

B: = ~ (65 - 300l + 51012 - 380t3+ 105l4)

+ fJ. 2l4( - 150 +19801- 5400/2 +5460ZS- 1890l4)

+ g4l4(225 - 5400l+ 1995012- 2520013+ 10395l4)

+ g6l4(_190+ 54601- 25200 l2+ 37884l3-18018l4)

+ : g8l4(35 -1260l+ 6930l2~1201213+ 6435l4).

.B~ = g14(1460 - 4740l + 5100l2- 1820l3)

. + ,93l4 (- 4740 + 24900l- 36540l2 + 16380l3
)

+ o95l4 (5100 - 36540l + 6728412- 36036l3)

+ o97l4(- 1820 + 16380l- 36036l2 + 22308l3
).

31*
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B~ =l3(415 - 13351 + 1425,12
- 50513)

+ 9213(_ 1335 + 125551- 2182512+ 10(0513)

+ ,q4 13(1425 - 218251 + 5197512- 3181523)

+ g613(_ 505 + 10605l- 31815L2+ 2333113).

.B~ = 22.3.5,1 13 (53 - 110l + 5712) + 23 5g313(- 165

+ 5601- 399L2) + 22.39513(285 - 13301 + 1197t2).

B~o=3~512(61-1261+ (51 2)+3.5g2 12(-63+3841- 32512)

+ 5.5
2
.13 9412 (3 _ 301 + B512).

.B~ = g15(665-2940Z + 48
7

3012 - 350013+ 94514)

+ g3l5( -2940 + 21000 r..:... 47040z2 -+ 42840 13 - 13860 l4)

+ g515 (4830 -, 47040[ + 13230012 -:.144] 44ZS + 5405414)

+ !ll5 (-'-3500 +42840 Z-144144[2+ 18189613 -7722014)

+ 9 9 [5(945 - 13860l + 51034[2- 7722013+ 3(46514),

B~ = i(735 - 82201 +525012
- 3780l3 + 101514

+ .'/214 (-1610 + 20580 Z-54600 [2 + 53900 Z3 - 18270 [4)

+ g414(2625 - 546001+ 19845012-:- 246960l3+ 100485l')

+ .9014 (- 1890 + 53900 [ - 246960 [Z - 36.8676[3
-17417414,)

+ .Q~ll (1015 _ 365401+ 200970Z2- 348348l3+ 18(61514).

B ~ = 2·5·79 [4 (109 - 345[ + 363 ZZ - 127[J)

+ 2.3'.5.7g3 [4(-115 + 595[- 86112 + 381[3)

+ 2·3.7g 5 [L(\:05 - 43051 + 787512 - 4191[3)

+2.127.'7714(- 35 + 3151- 693[2+ 429'[3).

ß~o=5.7[3(41-l29[+ 13512 + 4713)

+ 3.5.7,q2[3(- 43 + 3991- 685ZZ + 32913)

+ 5.7.9413(135 - 2055l + 486512 - 2961l3)

+ 7· 47!/6 13
(- 5 + 1051 - 31512 + 23112).

ß: = 15(119 - 6651+ 147012- 161013+ 87514 + 18915)

+ [;215(- 665 + 108151- 3885012 + 58310ZS- 4000514

+ 1039515)
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+ g4l5 (1470-38850l + 19110012 - 36162013 + 297990l*
- 90090l5)

+ g6 l5(_ 1610 +58310l- 361620[2+ 82143613

- 78678614+ 270270[5)

+ .q8l5 (875- 40005l + 297990 l2 - 78678613 + 855855[4
- 328185l5)

+ g10 l5 (-189+ 10395l- 90090[2+ 270270l3 - 328185[4
+ 138567l5

).

B~ = 25• 5.7gl5(7 - 30l + 48.[2- 34[3+ 914)

+ 26 • 3·5· 793 l5 (- 5 + 35l - 77 [2 -I- 6913 - 22l4)

+ 26.3.795l5(40 - 385l+ 1071lz-1155l3 + 429l4)

+ 26g7[5 (- 595 + 7245l - 24255l2+ 3045913 -12870 l4)

+259915(315:"" 4620l + 18018[2 - 2574013 + 12155['1).

B~o = 2.5.7l4(31 - 1321 + 21012 - 14813 + 39l4)

+ 23 .3.5.7.q2l4(-11 + 138l-360l2 + 350l3 -117l4)

+ 22.3.5.7.q4[4(35- 720l + 259012
- 3192 [3+ 1287l4)

+ 23 • 7g 6 l4(- 185 + 5250 1-23940 P + 3557413

- 16731l4)

+ 2.3.1398l4(35 - 1260l + 6930ZZ -12012l3 + 6435l1).

B; = 2.7.9gl6(~3 - 125l + 270l2 - 290l3 + 155l4- 3Bl5)

+ 2.3.5.7.q3l6 (- 75 + 665l - 1974 [2 + 268213 - 1727 [oll

+ 429[5)

+ 22• 7.9!/ 5 l6 (135 - 164öl + 61 74[2.- 10098 [3

+ 7579l1 - 2145[5)

+ 22 • 32g7 [6( - 1015 + 15645l- 70686[2
+ 134:706l3 - 115115l4 + 36465l5)

.+ 2.g9 [6 (9765 - 181335l + 954954[2 - 2072070ZS
'+ 1981265l1

- 692835[5)

+ 2.3g11 [6(- 693 + 15015l- 90090ZZ
. +218790[3- 2309-15[4+ 88179LfJ).

B~o= 5.7.9l5(5 - 27l + 58l2":- 62t3 + 33l4- 7L5)

+ 5.7 .9.92l5 (- 27 + 429l- 1510 l2 + 2226[3 - 150314

+ 385l5)
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+ 2.3.5.7g4 [5(87 - -2265l+ 10990l2- 2053873

+ 1673114 - 5005l5)

+ 2.3 2• 7g6 l5(_ 155 + 5565l-34230l3

+ 7715413
- 73359P + 25025l5)

+ 32 • g!ll5(1155 - 526051 + 390390l2- 102702613

+ 111325514 - 425425l5)

+ 5.7glO l5 (- 63+34651-30030 12+ 9009012-10939514

+ 46189l5).

B~~= 32 • 7.l6(7 - 461 + 125[2- 180l3 + 145l4 - 6215+ 11l6)
+ 2.3 2• 7.q 2 lO( - 23 + 444l- 197512 + 392013 - 400514

+ 206815-:- 42916)

+3.5.7g4 lO(75 - 2370[ + 1452512 - 3654013

+ 45045l~ - 2717015+ 6435l0)

+ 22.32.5.7g0l0(-9+392l-304512+9240Z3-13299Z4

+ 9152Z5 - 24311°)

+ 32• 5g8 lO(203 - 11214Z + 105105Z2- 37237213

+ 611325l4 - 471614[5+ 138567l0}'

+ 2.g10 L6( - 1953 + 1302841- 1426425[2
+ 576576013 -10611315[4+ 9053044[5- 2909907l6)

+ 3.q1216 (2'31 - 180181 + 225225[1- 1021020 [3

+ 207850514 - 1939938lö+ 676039[6).

Aus den Werten von B::: erhält man für C;:: folgende
Summenformeln:

3r2 l ~ (4v 2 'f,2f". 2
+ -2- (- 1+ 3i) .L.J (2v)! (2v + 3)'

v=o
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'1'=00

2 4 l2 ? "'"' (4 v2 r2t . 2
C; = ~(5 - I4l + 9l")~ (2v)1(2v + 1)

'1'=0

'1'=00

v4 'r2 l "", (4v2 r 2)" • 2 •
C; = -2- (25 - 27l)~ (2 v) 1(2v + 1)

. '1'=0

'1'=00

v4 r 2 l "'"' (4v2 r2t .2 •
+-2-(- 27 + 8Il)~ (2v)1(2v + 3)

'1'==0

487



488 58. Zur Theorie der Gasreibung II

,'=00
~ (4v 2 'r2)V

C; = - 12v
4
l,L, (2v _ 1)1 (2v + 1) •
'1'=1 .

v=oo

""'"' (4v 2 _,,2) l' .2
04. = V4.

1
·4l2 (39 - 90l + 51P)~ (21/)! (21/ + 1)

3 2 v=o
1' =00

~ (4v2 r 2t .2+ V
2

1·
4 P( - 45 + 288l- 255l

2)Z,; (21/)! (21/ + 3)
'1'=0

?'=oo



58. Zur Theorie der Gasreibung 11.

'1'=00

489

V=oo

'1'=00

, (4v 2 r 2)Y
- 20.v4 r4 l3 (15 - 70l + 63l2).1) (2v- 1)! (2v + 5)'

'1'=1

'1'=00

~ (4v 2 r 2
/

- v
6

r
2 l 2

(- 276 + 460l)~ (2v _ 1)! (2v + 3)'
'1'=1
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"=00

"=00
9 8 ,"'"" (4 v2 r

2
)"

C4, = - 20. v l.L.J (21) _ I)! (2 v + 1) .
,,=1

"=00

1'=00

,,=00

"=00
_ v4 r 6 l 4 (570-4130l+7686l 2 -4158) "'" (4V

2

1·
2

)"
..:::;;.; (2v-'-1)! (21J + 5)
,,=1

- v4 r 6 l 4 (_ 210 + 1890l- 41581 2 + 2574l3)

"=00
""'. (4v2 r 2) v

~ (2 v-I) ! (2 v + 7) .
,,=1

"=00
0 6 = V61.6l3 (85 _ 285l + 31512 _ 115l3) "'" (4v

2
r

2
)" • 2

5 ..::::.,; (2 v) !(2 v + 1)
v=o

+ v6r6l 3(- 285 + 2745l- 48751 2 + 2415l3)

v=oo
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+ VO 1'0 l3( - 115 + 2415l- 72451 2+ 5313l3)
')'=00

491

y=oo

y==oo

os = VB7.4l2 (205 _ 430 l + 225l2) "-1 (4v
2

1'
2
)Y. 2

5 ~ (2y)! (2:v + 1)
y=o

y=oo

y=oo

y==oo

.~ (4v 2 1'2)Y

- 5 vB 1'2 l2 (- 105 + 175l)~ (2Y _ 1)! (2:v + 3) .
y=l

y=oo

Y==OO

+ v10
1'

21(- 123 + 369l)27 (2v~4!V:2:2): 3)'
y=o

o~ = vO 7· B l4 (65 -'- 300 l + 510 l2 - 380 l3 + 105l4)

')1=00

~ (4v2 1'2)y

~ (211)! (2 11 + 1)
y=o
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+ v6r 8 l4 ( _ 300 + 3960 l- 10800 l2 + 10920 l3 - 3780 l4)
'1'=00
~ (4V 2 1'2)1'

LJ (2:v)! (2 )/ + 3)
1'=0

+ v6r8 l4 (510 - 10800 l - 39900 l2 - 50400 za + 2079014)

'1' .=00

. ~ (4 v2 1'2)1'

.L..J (2 :v)! (2)' + 7)
'1'=0

'1'=00'

""'" (4 v
2

1'2)'1'

.L..J (2 1/ - 1)! (2 :v + 3)
'1'=1

- v6 1,6l4(5100 - 36540 l + 67284[2 - 36036l3)

'1'=00

""'" (4 v
2

1'2)'1'

.L..J (2:v - 1)! (2 :v +5)
'1'=1

- V61·6l4 ( - 1820 + 16380 l - 3603612+ 22308l3)

'1l=oo

'1'=00

c: =v8r 6l3(415-1335l+ 1425l2-50513) ""'" (4V
2

1,2)v·2
.L..J (2 :v)! (2)/ + 1)
'1'=0

+ v8 1'6l3(-1335 + 12555l- 2182512+ 10605l3)
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1'=00
~ (4 v2 1'2)1' • 2
L,; (2v)!(2v + 5)
1'=0

+ v8 r 6 [3 (- 505 + 10605Z - 3181512 + 23331Z3)

1'=00
~ (4 v2 1'2)1' • 2

..r:::;.; (2 JI) ! (2 v + 7) •
1'=0

1'=00

_ 23 • 5v8 r 4 Z3( -165 + 560 Z- 399'Z2) ~ (4 v
2

r
2

)1'
..r:::;.; (2 v-I) ! (2 v + 3)
1'=1

1'=00

_ 22 .3v8r 4 Z3(285 -1330 Z+ 1197Z2) ~ (4v:-;-2r~2)_v--:-
, ..r:::;.; (2 v-I) ! (2 v + 5)'

1'=1

1'=00

0 1°= 3.5v101.4Z2(61-126Z+ 65Z2) ~ (4 v
2

r
2
)1'

6 ..r:::;.; (2 v) ! (2 Jl + 1)
1'=0 '

1'=00

+ 52.13 vlO r4Z2(3 _ 30 [ + 35[2) ~~v2r~)V •
..r:::;.; (2 v) ! (2 l' + 5),
1'=0

c~ = - V 6 1·8 [5 (665 - 2940 L+ 4830 [2 - 3500 [3 + 945 [4)

1'=00
~ (4 (21'2)1'

..r:::;.; (2 JI - I)! (2 v + 1)
1'=1
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1'=00

+ 18189613 _ 77220 l4 ~ (41,2 1,2)1' __
~ (2 11 - I)! (2 11 + 7)
1'=1

- V 6 1,s l5 (945 - 13860 1+ 54054 t~ - 77220 l3 + 36465l4)

8 8l'"
C~ = v ~ __ (735 - 3220 1+ 5250 l2 - 3780 l3 + 1015l4)

+ v8 1'S [4(2625 - 54600 1+ 198450 [2 - 246960 [3

v=oo

+368676l3 _ 17417414~ (4v
2

'r
2
)1'.2

~ (2 'Jl)! (211 + 7)
1'=0

8 8ll
+~ (1015 - 36540 l + 2Q0970 l2 - 348348[3

- 2·3·5· 7 vS r? l4( - 115+ 595l - 861[2 + 381l3)
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- 2.3·7 v8 r6 l4 (605 - 4305l + 787512
- 4191l3)

495

v=OO
~ (4 v2 r 2)v

..:;:.; (211- I)! (211 + 5)
v=l

- 2 ·127 v 8 r 6 l4 (- 35 + 315l - 69312 + 429l3)

v=OO

CIO = 5.7 v lO r 6 l3 (41 _ 129l + 13512 _ 47 l3) "'""' (4 v
2

r
2
)v. 2

7. ..:;:.; (2 1')! (211 + 1)
')1=0

+ 5·7 V I0 1·6 13 (_ 129 + 1197[- 2055[2 + 987l3)

+ 5·7 v lO 1,6 l3 (135 - 2055l + 4865[2 - 29(:)1 [3)
v=OO
"'""' (4 v2 r 2)v • 2

..:;:.; (211) ! (2 11 + 5)
')1=0

+ 7·47 v IO r 6 [3( - 5 + 105l- 315[2 + 231[3)

0: = v8 r IO[5(119 - 665[ + 147012 - 1610 [3 + 875[4 - 189[5)

+ v8 r IO [5(1470 - 38850 l + 191100 l2 - 361620 [3
v=OO

+ 297990 l4 _ 90090 l5) ~ (4 v
2
r

2
)v. 2

..:;:.; (2 11)! (2 11 + 5)
v=O+ V8 1,IO [5 (_ 1610 + 58310 [ - 36162012

v=oo

+ 82143613 _ 786786[4 + 270270 [5) ~ (4v
2

r
2
t· 2

~ (21')! (211 +7)
'11=0
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+ V81,lO [5 (875 - 40005 [2 + 297990 [2 - 786786[3

+ v 8 rIO [5 ( 189 + 103951 - 90090 [2

_ y=oo

+ 270270'[3 _ 328185[4 + 138567 [5) ~ (4v
2

'r
2t· 2 .

..::::.,; (2v) 1(2J! +11)
y=O

y= 00

~ (4V2 1,2t

..::::.,; (2v-1)1(2v+3)
'1'=1

1'= 00

""'" (4v
2

r
2t

..::::.,; (2v - 1) ! (21) + 5)
'1'=1

- 26 .vS r S [5 (- 595 + 7245 [ - 24255[2

'1'= 00

~ (4V 2 1·2)'I' .

..::::.,; (2v-1)!(2J1+9)'
=1

C~o = 2·5·7 v10 7'8[4(31 - 132[ + 210 l2-14813+ 39[4)
'1'= 00

~ (4V 2
1·

2t· 2
..::::.,; (2J1)! (211 + 1)
y=O

'Jl= 00

+ 350 l3-117 [4).~. (4v
2

r
2t, 2

..::::.,; (2 v) ! (2 v + 3)
y=O
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,'=00

+ 35574 l3 ~ 167R1 l4) "'"' (4: v
2

r
2
)" • 2

~ (2 1') ! (2:v + 7)
'1'=0

+ 2·3·13 vlO 1' 8 l4(35 - 1260 l + 6930 l2 -12012l3

, '1'=00

+ 6435 l4)~ (4v
2

r
2
)" • 2 .

~ (2 }') ! (2 J' + 9)
'1'=0

'1'= 00

+ 2682 l3 _ 1727 l4 + 429 l5) "'"' (4v
2
r

2
)"

, ~ (2 l' - 1) ! (211 + 3)
'1'=1

'1'=00

+ 13470613_ 11511514+ 36465l5) "'"' '.. (4:v
2

r
2

)"
~ (211, -1)1 (211 + 7)
'1'=1

- 2 'V8 l,lO l6 (9765 - 181335l + 95495412- 2072070 l3

'1'=00
4 5 "'"' (4v

2
r

2
)" ,

+1981265l - 692835l)~ (21'-1)!(21'+9)
'1'=1

- 2·3 V8 1'10 l6( - 693 + 15015l- 90090 l2
'1'=00
~ (4v 2 r 2

)"+ 218790l3- 230945l4 + 88179l5)~ (2}J-1)!(211+11)'
'1'=1

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. H. 32
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v=oo

+ 2226[3 _ 1503 [4 + 385[5)~ (4V
2

,.
2
)". 2

...::::.,; (2v)! (21J + 3)
v=o

+ 2.3.5. 7 v IO rIO [5 (87 - 2265[ + 10990 [2 - 20538[3
v= 00

+ 16731[4 _ 500575)~ .(4v
2

r
2
)" • 2

...::::.,; (2v)!(211+5)
11=0

v=oo

+ 77154[3 _ 73359 [4 + 25025 [5) y. (4v
2

r
2
)" • 2

..:...; (211)! (2v + 7)
v=O

+ 32'V IO rIO [5 (1155 - 52605 l + 390390 [2 - 102702G [3

v= 00

+ 1113255[4 _ 425425l5)~ (4v
2

r
2
)". 2

...::::.,; (2v)!(2v+9)
v=o

+ 5.7 vIO rIO [5 (- 63 + 3465 [ - 30030 [2

v=oo

+ 90090 [3 _ 109395[4 + 46189[5)~ (4V
2

,.
2
)". 2 .

...::::.,; (211)! (2v + 11)
v=o

O~~ = 32.7 vIO r 12 l6 (7 - 46[ + 12512 - 180 [3 + 145[4 -,- 62[5

v =00

+ 3920 [3 _ 4005[4 +2068l5 _ 429l6)~ (4v
2

r
2
)". 2

...::::.,; (211)1(211+3)
11=0

+ 3·5·7 v IO r I2 [6(75 - 2370 l + 14525[2 - 36540 [3

v= 00

+ 4504514 _ 27170 l5 + 6435[6)~ ~)2 r
2
!"..~

...::::.,; (211)!(211 +5)
v=o
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v= 00

+ 9240l3 -13299 14 + 9152l5 - 2431l6)~ (4v21·2r~
~ (21')! (2 JI + 7)
v=o

v= 00

+ 611325l4- 47161415+ 13856716)~ (4v
2

r
2
)". 2

~ (211) 1(21' + 9)
v=O

+ 2v10 7'12 16(- 1953 +130284l - 142642512

+ 5765760 l3 -1061131514 + 905304415

+ 3vlo1·12l6(231-18018l + 225225l2 -1021020ZS
v = 00

+ 207850514 _ 193993815 + 67603916) ~. (4v
2

r
2
)" • 2 •

~ (21')1(21'+13)
v=O

Entwickelt man die Summen, soweit sie zur Berechnung
der Potenzen von v bis inklusive der zehnten notwendig sind,
so erhält man:

co = -~v2r4l(1-31)---~v41.6l(1-3l)
o 3.5 3.5.7

9l 25
- 33 ....5.7 v6 r S l(l - ~ l) - 34 .5.7.11 V

S
rIO l(l- 3l)

24 •

- 34--:-[;:7.11.13 vlO 7'12l (1 - 3l).

32*
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C2 = ~v2r2l + ~V41·4l(3 + 11l) + ~=-v6'r6l(1 -I- 11l)
1 3 3·5 3·5.7

24 25+-- vB r8l(1 + 33l) -I- -_.- v lO 1,10 l2.
34 .5.7 34 .5.7

25 26 26 27
C3 = __ v41' 2l _ - v61,4l - -- v81,6l _ -- v lO 1,8l .

1 3 3· 5 3·5· 7 34 ·5·7

23 23 24

Ci. = 22 v4 + _ v6 r2 -I- - '081'4 +-._v10 r6•
1 3 3·5. 32 .5.7

0; = 3~: V2 1,4l2+ 3.~5'7v41'6l2(1+1.1l) -I- 32~:.7v6r8[2 (3l + 2l2)

-I- 2
6

v8r 10 l 2 (-1+21l+36ZZ)
34 .5.7.11

+ 2
6

v iO 1, 12 l2 (-1 + 10l + 36l2).
34 .5.7.11.13

28 26
Os = - - v4 1'4 l2 - - v6 1.6 l2 (1 + l)

2 3.5 3.5

2 7 27

- ---- v81,8l2 (3 + 77\ - . . v. 10 1.10.[2(5 + 21l).33 .5.7 0) 34 .5.7.11'

C~ = 24 v4 r2l + 3~35 v61,4l (11 -I- 27 l)

24 24
-I- -~- v81,61 (5 + 27 l) -I- -,9- v iO 1,8l(1 -I- 91).

3·[)·7 3" ·5·7

25 25
C5 = _ 24 v61,2l_ -V81'4 l- -v10 1,61

2 5 5.7 .

23 23

C~ = 22
Vo -I- 3 v8

1.
2 -I- s:5 v

iO
1.

4
•

03 = - ~ v4 r6l3 - _2
7
_ V6 1'8 l3 (3 -I- 7 1)

8 5.7 32 .5.7 .

- . 2
8

v81'10 l3 (3 -I- 19 l + 6 l2)
33.5.7.11

- 33'5'~~11'13 v
10

r 12 ?3(1 -I- 17 l -I- 12l2).

25 • 3 25

Ci = - V 4 1,4l2 +- v 6 1·6 12(5 -I- 27 l)
3 5 5.7

+ 33~:'7v8r8l2(6 -I-75l -I- 34l2)

-I- 2
6

'0 10 1.10 l2 (3 -I- 69 l -I- 6812).
5·7·9·11

25 • 32 25

0 5 = - -_v6r4 l2--- v8r6l2(51 + 41l)
3 5 3.5.7

- 38~'7vl0r8l2(24 + 41l).
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23 24

0° = 25
.V

61,2l + - VS r4l(23 + 51l) + --vIO 7·6l(11 + 511).
3 3.5 3.5.7

20 27
0 7 = - - vS 7,2l "- _ v10 7,41

a 3 3· 5 .

230: = 22 v8 + "3 v10 r2
•

28 ,. 27

0 4 = --v4r6l3+--v67·8l3(1 + 9l)
4 5.7 3.5.7

+ 2
8

v8:r 10 l3(3 + 69l + 68l2)33 .5.7.11

+, 2
8

vl0rI2l3(1+57l+128l2+24l3).
33 .5.7.11.13

28 39 29 .
0 5 = - -'-~ v6r6l3_ --v8r8l3(24 + 41l)

4, 5.7 33 .5.7

_ 2
9

v10 1,10 l3 (21 + 78l +20 l2).
33 .5.7.11

0 6 = 2
7

.3 v6'r'~ l2 +~ v8r 6 l2(33 + 153l)
4 5 3.5.7

+ _2
7

_ v10 r8l2(15 + 147 l + 58l2).
33 .5.7

0 7 = _ 2
11

v8r'~l2 - ~vl0r6l2(31 + 23l).
4 3.5 3-5.7

5.25 23

0: = -3- v8 7,2l + s:5 vIO r'~ l (39+ 83 l).

0 9 5· 24
10.2 l4=--3-v 1 •

O~o = 4v IO •

29 5.29
0 5 = - -V61' 814 V8 7'IO l4(15 + 41l)

5 3.7 33 .5.7.11

___2
1
_°- v IO 7,12 l4 (6 + 37 l + 20 l2).

33 .7.11.13

29 27

0 6 = - v6r6l3 +- va 7,8 l3 (7 + 51l)
5 7 32 .7

+ 5.2
8

V10 l· IO l3 (9 + 141l + 116l2).
33 .5.7 ·11

0 7 = _ ~V8 r6l3-~ v10 7,8l3 (15 + 23l).
5 7 . 32 .7

0 8 = 5.27vSr4l2+~vIOr6l2(19 + 83l).
5 3 3·7 .

0 9 25·52 10 412= ---v l' •
5 3
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C~ 0 = 2.1 • 5 v10 7· 2 Z•

er6 _' 2
9

6 .8Z4 + 2
9

v87,10 Z4(5 + 51Z)
6 - ~v 7 . 32 .7.11

+-~- v lO 7,12Z4 (2 + 45 Z+ 58 Z2).
32 ,7.11.13

214 210

C7 - v 8 7,8 Z4 v 10 r 10 'Z4 (29 + 69 Z),
'6 - - 32 .7 - 32 .7.11

08 = 5· 2
9

VS 7,6t3 +~ vlO 7,8Z3 (37 + 249 Z)
6 7 32 .7 . '

28 .52Co = v 10 7,6 z3
6 7 .'

C~ß = 25.3.5·vIOr4Z2.
2,s21l

C~ = - 32.11vSrIO'Z5- 32.11.1Svl0rI2Z5(7 + 23Z).

0 8 = 29'5vsrSZ4+~~vl01·10Z4(9 + 83l).
7 32 32.11

0 9 = -..:.. _~~_. 52 v 10 7. 8 14
7 32 .•

c~o = 2S.5vl07·6l3.

213 211

CS
=:; -- v8 7,10 l5 + --- v 10 r 12 l5(7 + 831).

8 32 .11 32.11.13

2 12 52C9 = __._ v10 rIO l5
8 32.11 .

C10 210 .5 10 814
8 = -S-·v r .

213 .5C9 = vlOrI2lfJ
9 11.13 •

212 .3
C~O = -1l-V10 7,10 l5.

2 13 r-
C10 _ _ '_u 10 . 12 l6

10- 11. 13 v 7 •

Von der allgemeinen Formel für die Verwandlung von

C~ in die Größe J)~ kommen hier folgende spezielle Fälle
zur Anwendung:

'r2 l = x;

r
2 == .1: + 1;

r4 Z2 = x 2 ;

7,4l = x 2 + x;
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1'4 = ,l.2 + 2:1: + 2 ;
1. 6 [3 = x 3 ;

1'6 [2 = x 3 + .'1: 2 ;

1,6 [ = x3+ 2 x 2 + 2 x ;

1'6 = :v3 + 3 x 2 + 6 x + 6 ;
1'8[4 = x 4 ;

1,8 [3 = x4 + x3 ;

1,8 [2 = .'I:,j, + 2 x 3 + 2 x 2 ;

1'8 [ = x'j, + 3 x3+ 6 .'1:2 + 6:1,';

1'8 = x4 + 4 x3 + 12 x2 + 24 x + 24;
1,10 [5 = x5;

1'10 [4 = x 5 + x4 ;

. 1,10 l3 = x 5 + 2 x4 + 2 x3;

1'10 [2 = x 5 + 3 x4 + 6 x3+ x 2 ; •

1'10 [ = x5 + 4 x4 + 12 x3+ 24 x 2 + 24 x;

1'10 = x 5 + 5 x4 + 20 x3+ 60 x 2 + 120 x + 120;
1'12[6 = x 6 ;

1, 12 l5 = x 6 + x 5 ;

,.12 l 4 = x6 + 2x5 + 2x4 ;

,,12 l3 = x6 + 3x5 + 6x4 -f 6.7:3 ;

1'12 [2 = x6+ 4x5 + 12x2 + 24x3+ 24x2 ;

1' 12
[ = x6 + 5x5 + 20x4 + 60x3+ 12o.x2 + 120x.

Ersetzt man in den zuletzt gefundenen Werten. von G~

die in obigem Schema links stehenden Produkte der Potenzen
von l' und [ durch die rechts stehenden Ausdrücke, so erhält
inan für ])1n folgende Werte:

n

])0 = _ ~v2(_ 2x2+ x) - ~v4(_ 2x3 - x2+ 2x)
o 3.5 3.5.7

- ~V6(· - 2x4 - 3x3 + 6x)
33 .5.7

+ 32 VB (2x 5 +·5x4 + 6x3 - 6x2 - 24x)
34 .5.7.11

+ 16 vlO (2x6+ 7x5+16x4+12:t'3-48x2-120x);
34 .5.7011.13
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])1 = _ .!!v2x _ 32 v4(x2 + x) _ ~V6(X3 +'2x2 + 2x)
o 3 3.5 . 3·5.7

- ~V8(.1:'j, + 3x3 + 6x2 + 6x)
34 .5.7

_ 32 vIO (.7: 5 + 4x4 + 12x3 + 24x2 + 24x);
34 .5.7.11

J)~ = 4v2 + ~ v4(x + 1) +3~5 v6
(X

2 + 2x + 2)

+ ~v8(x3 + 3.1,,2 + 6.t + '6)
3~·5· 7

+ 34.85.7vlO(:t.4 + 4x3 + 12x2 + 24x + 24);

32 32. 64IJl = - -~ v2 x2 - __ v4(4x3+ x2) - -9--- v6 (x4+ x3)
1 3'0 3.5·7 3~.tl.7

_ 64 v8(8x5 + 15x4 + 12x3 _ 6x 2)
34 .5.7.11

64 .
- 34.5.7.11.13vlO(5x6 + 14x5 + 24x4 + 12x3

- 24a;2);

16 8 16
.D~ = sv2x + s:5v4(14x2 + 3x) + 3.5.7 v6 (12x 3 + 13x2 + 2x)

16+ 34.5-:7 v8 (34x4+ 69 x3+ 72x 2 + 6x)

+ ~V10(x5 + 3x4 + 6x3 + Bx2).
34 .5.7 '

32 64 64.D 3 = --v4x - _V6 (x 2 + x) - _._V8(x 3+ 2x2+ 2.1:)'
1 3 3·5, 3·5.7 '

128
- __ V 10(X4+ 3x3 + 6x 2 + 6x)'34 .5.7 .,

.D~ = 4v4 + : v6 (.x' + 1) + 3~5 V
8

(X
2 + 2x + 2)

+ 16 10 (3 3 2 6 6) .32 • (). 7 v x + x. + x + ,
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))8 = _ 256 v4x2 _ 448 v6 (2x 3 + ".2)
2 3.5 ' 3.5.7 ,"

128
- 38 .5.7 vB(10x4 + 13x3 + 6.7,·2)

128
- . vIO (26x 5 + 57 x~l + 72x3 + 30x2).34 .5.7.11 '

))4 = 48v4x+~v6(38,?:2-11x)+~vB(32x3+37.1:2+10x)
2 3 3.5 3.5.7

+ 3/~' 7 vIO (lOx4 + 21.1:3 + 24.7,·2 + 6.1');

))~ = - 16v6X - 3
5
2 VB (x 2 + x) - 5

3
•
2
7 VI O(x3+ 2x2 - 2x);

8 8
)): = 4v6+ "3 VB (x + 1) + 3.5 VIO(x2 + 2.7: + 2);

256 128))3 = __ v4 x 3 __. ,_,_ v6 (10.7,·4 + 3x3)
8 5.7 3-.5.7

256
- vB(28x 5+ 25x4 + 6x3)38 .5.7.11

- 33 .5:;.611 .13 v10 (30x6 + 49x5+ 40x4+ 6xS
);

1Y = ~ V4x~ + ~v6(32x3 + 5x2)
3 5 5.7

+~ v8 (115.?:4+ 87 xS + 12x2
)

33 .5.7

+ 64 vIO (140x5 + 215x4 + 156xs + 18x2).
83 .5.7.11 I

288 32))5 = __ V6x2 _ --v8 (92x 3 +51x3)
3 5 3·5.7

__6_4_ vIO (65x':l, + 89xs + 48x2);
83 .5.7

.)): = 32v6 x + 8~5 v8(74x 2+23x) + 3.156'7vIO(62x3+73x2+22x);

))7'=_~V8x_ 128 v10 (x2 +x).
3 3 3.5 I

8
))~ = - 4v8 + "3 v lO (x + 1);

1)4 = 256 v4 xS + ~v6(10x4 + x3)
4 5.7 8·5·7

+ 256 vB(140x5 + 75x4 + 6x3)
33 .5.7.11
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+ 256 vlO (210x6 + 245x5 + 120x4 + 6x3);
38 .5.7.11.13 .

1)5 = - 2304 v6x3 _ ~ v8(65 x4+ 24x3)
~ 5·7 33 .5.7

_ 512 v10(119x5 + 120x4 + 42x3);
33 .5.7.11

])6 = 384 V6X2+ ~v8(186x3+33x2)
~ 5 3·5·7

128
+ -.- v lO (220x4 + 177 x3+ 30x2) .33 .5.7 . ,

2048 128 9
])7 = __ V 8 X 2 _ --vIO (54x3 + 31 x"') ;

4, 3.5 3.5.7

160 8D8 = -v8x + -. v1°(122x2+ 39x)'
4, 3 . 3.5 . ,

])9 = _ ~vlOx'
~ . 3 I

])~o= 4v10;

512 2560])5 = __ V6X 4 _ ~--v8(56a:5 + 15x4)
5 3.7 33.5.7.11

1024·5
- v10 (63x6 + 49x5+ 12.2.4);33 .5.7.11.13

])6 = 512 6 3 + 1920 8 (58 4 + 7 .3)
5 7 v X 33. 5. 7 v x x

256·5
+ v10(266x5+ 15flx4 + 18x3);33 .5.7.11

1)7 = - _30_72_0 v8 x 3 __25_6 vlO (38 a:4 + 15 x3) :
5 3.5.7 39 .7 '

])8 = 3200 8 2 + 64·5 10(102 .3"+ 19 2).
5 3.5 v x 3.5.7 V .'C x,

])9 = _ 800 VIO~2.
5 3 '

])ßO= 80v10x;

])6 _ 512 6 4 + 7680 . 8(56!} 5 4)
6 - 3.7 v x 33 .5.7.11 v x + x

1024-
+ v10(105x6 + 49x5+ 4a:4).

32.7.11.13 '

]) 7 = _ 245760 8 4 _ 1024·v
10 .(98 5 + 29 4).

6 33.5.7 v x 32.7.11 x x,

]) 8 = 38400 8.3 + 128 10 (286 4 + 37 3).
6 3.5.7 v X 32 .7 v x x ,
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D 9 2ö6·5·5 10 3
6 = - --7- V .1: ;

])~ 0 = 480. v 10 x 2 ;

]) 7 860160 8.5 2048·v10

7 88.5.7.11 v x - 82 .11.18 (30x6+ 7x 5
);

DS = 268800 V 8 X 4 + ~vl0(92x5+ 9x4).
7 83 .5.7 32.11 '

]); = _ 12~00 vIO x 4 ;

])~O = 1280 v IO x 3 ;

]) S 860160 8 5 2048 10 (90 6 7 5)
8 83.5.7.11 v x + 2~.11.18 v x + x ;

])9 _ 64·1600 10 .5.
8 --~v x,

])
10_ 4.1280 10 4.
8 --8- v x,

])
9 __ 64· 640 10 ,6.
9 - 11.18 v x,

]) 10 _ 64·192 10 .5.
9 -, -1-1- v x,

])10_ 64·640 10 .6
10-~V :l;.

5n7

Setzt man in den oben für lJ~t gefundenen Ausdrücken,
wenn n -< a ist

'_1_ (J [xa _ (n) a a:a- t + (n) a. a _ 1.xa-2
n!2' 1 2

- ... (-l)n(:)a~.a-n+i.xa--fl]

und wenn n> a ist

(- 1)a·a! [ (a + 1) (a + 2) ..1

n! 2 - rn-a-I - 1 r n - a-2 - 2 r n- a-3 - •••

( n- 1 ) ] + (]' r a (n) .a-I
- n _ a -1 7:0 n!2lx - 1 a x

Btatt x a , so erhält man für E~ folgende Werte:
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+ . 16 v8ü(2x5+5x4+6x3_6x2_24a:)
34 .5.7.11 .

8+ vIO rr (2x6 + 7x5+ 16x4+ 12x3
34 • 5 . 7 . 11 . 13

- 48.2.2 - 120x);

8 16 '.I 16
B~ = - 2 v2ü:v - 3.5 v4

ü (x~ + x) - 3.5.7 v6
ü (:r3 + 2.1,·2 + 2 x)

- ~~v8(J(X4+ 3x3+ 6x2 + 6x)
34 '0.7

4 4
E~ = 2v2 ü + sv4ü(:v + 1) + ~V6()(x2+ 2.1.' + 2)

+ _9_

8
_ v8(J (x3+ 3x2+ 6x + 6)

3~·5·7

+ 34'~'7 V
10 (J(X 4 + 4x3+ 12x2 + 24x + 24);

16 . 16
E~= -s:r;V2 (J(x 2

- 2.v)-3'5'7v4(J(4x3-11x2- 2x)

- ~~ v6(J (x4 - 3x3- 3x2)
32 .5.7

32
- 34 .5.7.11 v8(J(8x5- 25x4- 48x3- 42x2 + 12.1.')

- 34 .5.;:11.13 v1°(J(5x6-16.1.'5 - 46x4
- 84x3

-60x2 + 48x);
8 4

E~ = S v 2
(J (x - 1) + s:5 v4 (J (14x 2

- 25.2' - 3)

8
+ 3.5.7v6(J(12.1.'3- 23.1.'2- 24.1.' - 2)

+ 3"~' 7 v8
(J (34x4- 67 x3- 135x2

- 138x - 6)

+ _1_6_ V10 (J(X 5 _ 2x4
-'o. 6x 3 - 12x2 - 12x)'

34 .5.7 '
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16 3213 3 = - -v4(J(x - 1) - -. vG(J(x 2- x-I)
1 3 . 3.5

- ~ VS (J (x3 - x2 - 2x -' 2)
3·5·7

64- ---v10 (J(a,.4_ x3 _ 3x2 - 6x - 6)'34 .5.7 . ,

4 4
]jJ~ = +·2v4(J - 2v4r o+ gVG(JX - gvGro

+ 4 S 2 8 8 8 10 8 48 10 •
0.5 v (JX - s:5 v 1:'0 + 3~.5.7 v (JX - 32.5.7 v r o'

]jJ2 = ~ v2 (J (x 2-:- 4x + 2) + __8_. v4(J (12x3 - 71x2+ 68x + 2)
2 3·5. 3.5.7

16
+ --vG(J(5x4

- 37x3 + 42x2+ 18:r)32 .5. 7

16 . '
+ v8 (J(56x 5-485:v4 + 556x8+ 678:v 2+ 240x-12)34 .5.7.11

16 '...+ v 1o (J(45.1·G - 442x5+ 490x4+ 1036x3
34 .5.7 . 11·13

+ 1200x2+ 312x- 48);

13 3 = - ~v4(J(x2- 4x + 2) - ~vG(J(2x8-11x2+ 8x+ 2)
2 3.5 3.5.7

32
- -s-v8 (J(10x4- 67x3 + 48x2+ 54x + 12)

3 ·5·7

32
-,- v10 (J (26x 5 - 203x4+ 1363,·3 + 282x2

34 .5.7.11
+ 312x + 60);

]jJ~ = 4v4 (J(X - 2) + 4v41:'0

1 22+ s:5vG (J(76x 2
- 282x + 108) + s:r;vG

1:'0

4 . . . 40
+ 3.5.7 v8 (J(32x 3

- 155x2 + 54x + 54) + 3.5,7 vSro

+ 3~'~'7 v 10 (J(10x4 - 59x3 + 18.x2 + 36x + 36)

2'4 10 •+ 32.5:7 V r o,

.E~ =' - 4vG(J(x - 2) -4v6 r o

- !.VS (J(x 2 - 3x) - !.vSro5 5

8 16__ V 10 (J(x 3 _ 4x2) __ v10r .
[) 7 5.7 0'
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64:E: = - 3.5.7v411(X3- 9x2 + .18x - 6)

- 38~:'7 v611(10x4 -117x3+ 333x 2
- 186x -18)

- 34 • 5~~ .11 v811 (28x 5
- ,395x4+ 1386 x3

_ 834x2-492 x- 36)

64 -
- 34~5.7.11.13 v10 I1(30x6- 491x5+ 2005x4

- 1134x3

- 1554x2 - 852x - 36);

E 4 24 4 (2 6 6) 48 4
8 = s:5 V 11 X - X + - s:5 v 7:0

8 16+ 3.5'7v611(32x3 - 283x2+ 546x -162) - ~7V67:0

+ 3/:,7 v811(115x4 -1293x3+ 3369x2
- 1266x - 450)

-34~~~7 V87:0+ 34'/~'1l v10 I1(140x 5 -'o1885x4 + 5976x3

- 2046x2- 2460x - 828) - 34~::;.811 VI °7:o;

72 144E: = -3=5V611(X2- 6x + 6) + s:5V67:0

8 16·51
- ~~ V811.(92x3

- 777 x 2+ 1350x - 246) + 32 .5.7 V87:0

- 3/:'7v10 11 (65x4
- .691 x3+ 1587 x2- 246x - 24,6)

32·48 10 .+ 3'4."'~ v 7:0 ,

E6 = ~V611(X - 3) - .!.v6(- 7: - 27:)
8 3 3 1 0

+ 3,,2 ~V811(74x2- 421.1,' + 375)- 4~74V87:Q
~·o 3-·5

- _~V8(-7: - 27:) + _4_Vl0I1(62x3_ 4851:2 + 700x)
31l .5 1 0 32.5.7 .

8.73 10 88 10( 2.
- 32 .5:7" v 7:0 - ~5:'7 v - 7:1 - 7:0),
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16 16E7 = - - v 8 a (x - 3) + - VB (- 7: - 2 7: )
8 3 2 32 1 0

32 ') . 32
- -v10 a(x'"' - 5x + 3) - -V10 7: •

3~.5 32 .5 l'

511

16 32
E~ ~ 3.5.7 v4 a(x3

- 12x2 + 36x - 24)+ [;:7'04
7:0

+ 32'~'7 '06a(10 x4
- 159 x 2 + 708 x2

- 924 x + 216)

+ 3.
1
5
6
'7 v6

't"o + 34 • 5~~ .11 VB a (140 x 5
- 2725 x4 + 15606 x3

- 28272 x 2 + 9816 x + 1656) + 3 19
7
2__ '0 8 7:

03 ·5· ·11

+ 34'5';~1l'13 vIOa(210x6-4795x5+33020x4-73314x3

+ 25368 x
2 + 18096 x + 2736) + ß3:5'~; ~:1'13 '0 10

7:0 ;

- 3/:,7 v8 a(65x4 :.......1016x3 + 4392x2
- 5376x + 984)

1536 8 32 10 (119 5 2260 4. 12402.3
- 38 .5.7 v 7:0 - 34 .5.7.11 v ~ x - x + .t

- 20424·,x2 + 4272 x + 1872) + 38~;.';\1 ;107:0 ;

.E: = ~ '06
(j (x 2 - 8 x + 12) + 1

5
6 '06 (- 7:1 - 37:0)

+ ~7 '0 8 a (186 x3
- 2199 x2 + 6432 x - 4068)

3~· 5·

+ 31.~8.87 '0 8
7:0 + 32~~~ 7 '0 8

(- 7:1 - 3 7:0)

+ _8_ '0100'.(220.2.4-3343 x3+ 13746x2-14988x+ 1392)
34 .5.7
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. 8 . . 16· 54
- -- v10 (J (54 X S - 617 .7: 2+ 1696 x - 924) - -- v10

7:
32.5.7 3·5·7

16·31 10( 3)'
- 3~.5.7 v - Tl - 'Ta'

10 10
E~ = g~VSu(.7:-4)- 32VS(-T2 - 2 'Tl - 3To)

+ 2.;2.5 vIa rr (122 x 2 - 937 x + 1308)

122 10 ( 3) 39 10 ( 2 3) .+ 32 .5 v - 'Tl - 'Ta - 2.3i~ v - 7:2 - 'Tl - 7:0 ,

E9 fi 10 ( 4) 5 10 ( 2 3) .
4 = - 32 vax - + 32 V - 'T2 -. 'Tl - 'Ta'

];)10 1 10 + 1 10 ( ) •
.l!J 4 = 22;3 v rr 22 .3 v - 7:s - 'Tz - Tl - 'To '

32 256
E~ = - 3~.5.7 v6 a(x4 -20xS+ 120x2+240x+ 120)+ -3.5.7 v6

T o

32
- 34 .5.7.11 v8 rr(56x 5

- 1385.'2:4 + 10900x3
- 31800x2

+ 30000 x - 4920) + 33~~~ ~~~ 1 VB 'Ta

64 " '.
- 34 .5.7.11.13 vIa (J (63 x 6

-c- 1841 x 5+ 17687 x 4 - 66040 x S

+ 85440x2
- 18840x. + 4440) + 38';:~~::'13 Vl°'To ;

13: = 3.3:.7v6u(xS - 15x2 + 60x - 60) -5
6
•
4
7 v6 (- Tl - 4'T0)

+ 34::.7 VB a (58 x 4
- 1153 x 3 + 6855 x 2

- 13500 x + 6540)

192.58 8 48·7 8( 4
- -g8--;r:;- V Ta -38 5 7 v -'Tl - 'Ta)

'0' I ••
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E; = - < ,,384 v8 a(x 3 -15x2 + 60x - 60) +~ v8 (_ 7: - 47:)
" 1)·.5.7 H.5.7 1 0

1C
- 33 .5).-7 v iO a (38 x·;t - 745.'1:3 + 4335.'1:2

- 8220 .~' + 3660)

128·38 10 32·15 10( 4'+ 32 .5.7 T Vo + 32 .1).7 v - Tl - 7:0),

ES' 40,V8 (J'( ') 10 20) 80 8 •
5 = ~-- x~- .~. + + 32-:[;- v - 7:2 - BTl - 67:0)

4+ 32 .5.7 v 10 a(102x3
- 1511 x 2 + 5930x - 5740)

8.102 IO ( 4) 8·19 10( 3 6"
-3.5.7 v -T1 - TO+32.5.7v -T2 - 7:1 - TO)'

E9 - 50 10 (.2 10 + 20) 20 10 ( 3 6)
5 - - 32 .5 vax - x - 32 V - T 2 - Tl - 7:0 ;

E10=..:!... v10 a(x - 5) - ~vIO(_ T - 2r - 3r - 4r)'
5 3 3 3 2 1 0'

E: = 33::-:7 v6 a (x4
- 24.'1:3 + 180 x 2

- 480 x + 360)

+ 32~~~7 v6(- r 1 - 5 Ta)

+ 34'5~~'11 v8 a(56x5
- 1675.x4 + 16680x3

- 66300x2

98400 . 85 0 640·56 8 640 8'+ .'1:-3 2 )+ö3.5.7.nVTo+33.5.7.UV(-7:1-5To)

+ 34 .5. ~~11'13 vIO(J (i 05 x6
_ 3731x5+45784x4

- 237396x3

+ 508920 x 2 - 367320:r + 41760)

256·49·5 10 + 1024, 10( 5)'+ 33 .5.7.11.13 v r o 33 .5.7-11.13 v . - r l - ro '

E~ = - 34~~\ v8 a (x 4
- 24 x 3 + 180 x 2

- 480x + 360)

4096 8(" 5) 32 10 (98 5 2911 4
- 33.0v - Tl - T O - 34 .5.7.11 v (J x - x

+ 28704x3 - 112380x2 + 162480x - 60120)

256.98.5 10 256·29 IO( 5)'
- 33 .5.7.11 v T O - 33 .5.7.11 v - 't'1 - To '

.E~ = 32~~. 7v8(J(x 3 -18r2+90x-120)- 3~~~7v8
( - T2 -4TI -10To)

+ _4-vlo(J(286x4- 6827x3+ 50814x2-133950x +98520)
34 .5.7

32·286 8·37 10( 4 10)'
+33.5.7v10(-TI-5TO)-33.5.7v -'7:2 - '7:1 - '7:0 '

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhand!. II. 33
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E: =- 32~~~7 vlO
0' (x 3

- 18 x2 + 90 x - 120)

80·5 10 ( 4 10 . ).+ 3.5.7 v - 'l'2 - .Tl - To '

ElO= 15 vlOO'(x2-12x+30)+~v10(-i -3T -6T -lOT)'
6 32.5 32.5 3 2 1 .0'

E77 = - 4 25~ 1 v8O'(.x 5 - 35 x4 + 420x3 - 2100.1:2 + 4200x
3 ·5· • 1

1024 V S

- 2520)+ 38 .5.7.11 (- 'l'1 - 6 T o)

64
- ----- vlO 0' (80 x6 - 1253 x 5 + 18655 x4

34 .5.7.11.13

- 123060 x3 + 363300.1.. 2 - 424200 x + 133560)

1024·30 10 512·35 10( 6)'+ 32.7.1l:I3v 'l'o + 33 .5.7.1l.13 v - Tl - To '

ES = ~v8O'(x4 - 28.1,·3 + 252 j,.2 - 840 x + 840\
7 34.5.7 . )

640 8 ( 5 15) 16, 10 (()2 5+ 33 .5.7 v - T2 - Tl - To + 31,.5.7.11 v (J' ~J X

- 3211 x'j, + 38388 xi! - 190932 x 2 + 378840 x - 224280)

128·92·5 10( 6) 128·9 10( 5 .15)'
-38.5,7.11v -T1- TO+38.5.7.11v -r2 - T1- TO'

E9 = - ~v10O'(x4 - 28x3 + 252 X '2. - 840x + 840)
7 34 , 5.7

- _~~~VIO(_ T - 5T ~15 'l')'33 .5.7 2 1 0 ,

Elo = ~~v10 0' (x 3 - 21 x 2 + 126 x - 210)
7 '32.5.7

- 3.850'7v10(- 'l'3 - 4T2 ~10Tl - 20'l'0);

32E: = 34 .5.7.11 V
8

(j(X·
5 -40x4+ 5.60x3 -3360.1,'2 + 8400.1,'- 6720)

1280 8 6
- 38 .5.7.11 v (- T2 - Tl - 21TO)

+ 34 .5.7
8
.11.13 v 10 (J'(90x6

- 4313x5 + 75320x4

- 600880x3 + 2244480.1,·2 - 3570000x + 1767360)

+ 1,28·90 . 10 ( 7)
.. 32. 7. 1:t:T3 v - Tl - 'l'0

64·35. 10( .. 6 21)'
- 33 .5.7.11.13 v -'l'2 - Tl - To '
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E~ = - 3~'54.070'11 v1°0'(X5
- 40x4 + 560x3 - 3360:r2 +8400.7:

3200·5v10

- 6720) + 33.5.7.li(- 7:'2 - 67:'1 - 21 T O);

20
E~o = 33 .5.7 v10 0'(.7:4

- 32x3 + 336x2 -1344x + 1680)

160 10 ( 5 1+ 32.5:7v - T3 - T2 .- 51"1 - 351"0);

E9 160·
9 = - 34 .5.7.11.13 v1°0'(X6

- 54x5 + 1080.x4
- 10080.x3

+ 45360.7:2 - 90720x + 60480)

2560 10 ( 7 28) .
- 32.7.11.13 l' - T 2 - Tl - T O '

48
pJ1 0 = vlO 0' (x5 - 45x4 + 720x3 - 5040x2 + 15120 x

9 34.5.7.11

-15120) - 38~:~:1l vIO (_ T 3 - 67:'2 - 217:'1 - 561"0);

.E~~ = 34'5'~~11'13 vlO 0'(x6
.,.... 60x 5 + 1350x4..,.... 14400x3

+ 75600x2 - 181440x + 151200)

+ 32'7~~~'13 viO
• (- Ta - 7T2 - 28T1 - 84To)'

Hieraus ergibt sich bis inklusive v iO genau

n=oo m=2n+2

P 9 :2:2 Em 2 ( 2 4 X) . 4. ( 38 44 X )eV = {n = V 0' - - - + v 0' - - -,--
5 3·5 5·7 3·5·7

n=O m=n

+ 6 (19 . 106X) + 8 ( 382x + 3187 )
v 0' s:5 - 32.~ v 0' - 33.7:U ~-:-7.11

v lO (J (_2967 x + . 86971 ) _ 2v~+ 2.33 .5.11.13 22 .3 2 .5.7.11.13 7

_ v
ß

Tl _ 411'~ _ v 8(~+ :!.-.1'~ + 13 TO)

9 7·9 3·11. 38 .11 3·7

_VIO(~ +~~~ + 3191 Tl + 13397 To ).
4·3·13 4·9·11·13 4.33 .11.13 4·7·9·11·13

Subtrahiert man die schon früher gefundenen Werte:

9 v2
(J' X 4. ( (J'X U ) 6 ( u X (J' )QeV = - T5 - v s:5 - 5:7 .. - v 2.3.5 - [;:"7

- v
8 (2';'~'5 - 2'~'7) - v

iO (8~:5 - 2.3~5'7)
33*
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00

Es ist wohl zu bemerken, daß hier überall (J = f 'l/J(x)e- x dx,
o

Tc = 'ljJ(c) (0) .ist; (J x ist ein symbolischer Ausdruck, welchem die
00

Bedeutl1ng f x tjJ (x) e- x d x zukommt.
o

Die erste Probe besteht darin, daß wir 'ljJ (x) = xP, (J = p !,
(J x = (p + 1)! setzen, dadurch ergibt sich:

(p _ Q-R) ev2 = _ v2 p!p - 1) _ 37 v4
p~~(p - 2)

5 3·D·7

VB p! (191 JJ - 589) VB p! (3589 P -15236)
2·5:7.9 2·3·5·7·9·11

_ v10 p! (79793 p - 436885) _ 7: (v 2 + 34 v4 + 909 VB

8·3·5·7·9·11·13 . 0 3·7 2.5.7.9

+ 9538 v~ + 98129 v
10

) _ t (v4 + 13 v6 + 1027 v~
3·5·7·g·11 8·3·7·g·11·13 1 9 2.5.9.11

45971 V
10

) (VB 23 VB 23847 v10
)+ 2·!)·7·g·11·13 - T 2 2" + s:li + -8.5.9.11.13

(

VB, 1071'10) T4 v 10

-7: -+-- ---
3 6 4·9 ·13 t;. 3 '
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was für p = 0, 1, 2, 3, 4 mit den durch die Gleichung (31)
gegebenen Werten von Up übereinstimmt. Sämtliche -,; haben
natürlich elen Wert Null bis auf -,;p' welches gleichp! ist. Setzt
man ferner in den für C:~ gefundenen Werten

(

Ct .) 7:pl = 0, 7,a = - + 1 ,--
2 ' p! 4 '

so ergibt sich:

Ii~

]i~

HG
2

= v 2 -c + 4V
4

To + 4V
6

To + 32l7
S

To + 16v
lO

ro ,
o 3 5 3·5·7 3.7·9 '

= 4 + 4V
6

X1 + 4v
s

x1 + 32v3,
v Tl 3 5 3.5.7 '

V 6 9VS 2v10
= --':2. +~ + _~.

2 3 5'

10

Ii lO = ~-~
4 3.8 '

während die übrigen ]1 verschwinden, Die Summe ]1 liefert
den richtigen Wert für R ev2

, Auch der Wert yon Qev2 wurde
nochmals kontrolliert, jedoch nur bis inklusive zu den Gliedern
mit v8, Um dies zu erreichen, haben 'wir in den zuletzt für
C~ erhaltenen Werten r 2 = .1:, l = 1 zu setzen und jeden so
erhaltenen W~rt für G~· mit x /2 zu multiplizieren, dadurch
ergeben sich für F~: folgende Werte:

8 16 16 5 32
po = _-v

2
X

3 + -37 V
4

X
4 + '3-5'7~9vBX +V

8
X

B
'-3 3 5"'911;o 3.5 ,5· . . . . .. I' •

32 .v8 x 5 ,
-3.-=-3-·5-·-7-,9 '

F2 = 2 v2x+~ 1)4 X 2 + ~vBx3+ __8_ V8X4 ;
o 3· g·5 3·3·5·7

FI = _ ~V2a..3 _ ~V4x4 _ ~ 32 v6X5 256 v 8 x6.
I B.5 3·5·7 {)·7·9 3·3·5·7·9·11 '

8. 56 96 272
]f2 = _ v2 :v2 + _ v4 x 3 + -~- VB x4 + .~ v8 x 5 ;

I 3 . g·5 3·{)·7 3·3·::>·7·9

16 32,G X3 B2F3 = __ v4 x 2 . __ -- vB x4 ;
I 3' 3· 5 3·5· 7

4 4
F~ = 2v2 x+ S-V

6 x 2 + s:r;V
Bx

3
;
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}12 =~V2x3+ 192v4X4+~Vti.2.5+ _ 1792 v8x6.
2 3.5 3·5·7 5·7·9 3·3·f)·7·U·ll'

ps, 128 4,3 448. 6 ,4 640 8,5.
~ = - s:5 V x -3.5.7 v .t - 3.5.7.9v .t ,

F '4 24 4 2 152 6 3 256 8 4
2 = --v x +-v x +--v .t' ;

3 3·5 3·5·7

16p5 = _ 8V6x2- _v8:V3.,
2 5

4P: = 2v6 x +"3v8.t·2;

FS 128 4 4 640 0.5 3584 8 6.
(3 = - 5.7 v .1: - 5.7.9 V .t - 3.5.7.9.11 v x ,

jjJ40 _ 48 43+ 1536 6,4+ 3680 8.5.
3 -,- T V x 3.5.7 v x 3.5.7.9V x ,

144 1472]f5 = - VO.1:3 ' v8 x 4 ;
S n 3.5.7

296F: = 16vO.t· 2 + s:5V8x3;

]f7 = _VAx2.~.
3 3 '

P: =2v8 x;

F40 = 128 V4 x 4 + ~V6X5+ ~0_v8XO'
4 5.7 3·5·7 3.5.7.9.11 '

p5 _ 1152 v6 x4 _ 16ß~ v8 x 5 ;
4 5·7 3.5.7.9

F B = 192 v6 x 3 + .5952 v8 .2,4.
4 5 3.5.7'

}17. = _ 1024 v8 x 4 •
4 3.5 '

80ps = -V8x2,'
4 3

p5 __ 256 6 5 _ 71680 8 . 6 •
5 - 3.7 V.1: 3.5.7.9.11 v x ,

po _ 256 6 x4 + 55680 8 5.
5 - 7 v . 3.5.f:9 v x ,

p7 15360 8 4.
5 -3.5.7 V x,

ps = 1600 v8 x 3 .
5 3.5 '

po _ 256 ° 5 + 215040 8 6.° - 3.7 v x '~~Tv.1:,
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Ti 7 122880 8 5
.L' 6 = - 3.5.7. I} v x ;

F8 _ 19200 8 .4.
6 - 3.5.7 v x ,

F7 . 430080 8 6
7 = - 3.5.7.9.11 v x ;

FB _ 134400 8 5.
7 - 3.5.7.I}V x ,

FB 430080 8 6
s 3.5.7.9.11 1) x •

Machen wir in den hier gefundenen Werten von l!~ für x a

dieselben Substitutionen, wie wir dies in lJ: getan haben, um
E~ zu erhalten, so bekommen wir für G: folgende Werte:

Go 4: 2,3 8 4 4 8 6 5· 16 8 6 •
. 0 = a:5 'I) ax + 3. 5 . 7 v ax + a:-5=7:9 v (JX -I- 3.3.5.7. 9-:I1V (JX 1

4 8 8 16G1 = _ -v2axZ - -v4ax3 - --v6 ax4 _ 'l)8 ax5;
o 3 3·5 3·5·7 3·3·5·7·9

224
G2 = v2 ax + - v4 O';1;2 + - v6 a.'1:3+--- v8 ax4;

o 3 3·5 3.3.5·7

8 320 1 = - - v2 (J (x 3 - 3 x 2) - -- '1)4 a(,x4 - 4x3)
1 3.5. 3.5.7

16 6 (5 5 4) 128 8 (6 5 5).
- i).7.9 v 0' x - x - 3 4 .5.7.11 vax - x ,

G~ = ~ v2
(J (x2

- 2x) + :~5 '1)4 a (x3
- 3 x2

) + 3::. 7 v6
(J (;4 - 4x3

)

136 8 (5 5 4).+ 3.3.5.7.I}V a x - x ,

8 <) 16 16 S (4 4 3)
G~ = - 3" v4a(x~- 23:):'- s:5 '/)6 a (X

3- 3x2)- 3.5.7 v (J x - x ;

G~ = v4 a(.1: - 1) + ~'/)6a(x2_ 2x) + 3:5 v8 a(x3 -3.x2
);

0 2 = ~v2a(,'1,·3 _ 6x2+ 6x)+ ~~v4a(x4-8x3 -I- 12x2)
2 3.5 . 3.5·7

-I- 5.
4
7°. 9 v6 (J (x 5

- 10x4 + 20x3
)

+ 448 v8a(x6 ~ 12x5 + 30x4).
3.3.5.7.9.11 1

G8 = _ ~V4(J(X3 _ 6x 2 + 6x) - ~'/)6(j(x4 - 8x8 + 12x2)
'2 3.5 . 3·5·7

_ ~V8(J(x5 _ 10x4 + 20x3);
3·5·7·9
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6 38
G~ = -v4 a(x2 - 4.'1: + 2) + -5v6a(X3 - 6:t·2+ 6x)

3 3·

+ ~v8(J'(x4 - 8x3+ 12x2);
3·5·7

G~ = - 2 v6
(J (x2 - 4 x + 2) - ~ v8

(J (x 3
- 6 x2 + 6x) ;

G: = .~ v6 a(x - 2) + ~ v6 r o + ~ V8(J'(x 2
- 4:t· + 2);

Ga = _ 32_ v4(j (x4 _ 12x3+ 36x2 - 24x)
8 3.5.7 .

- ~V6(J'(x5 - 15x4 + 60.t·3 - 60x2)
3·5·7·9

896- V8 (J'(x6 - 18x5+ 90x4 - 120.1,'3);
3·3·5·7·9·11 '

12
G~ = ~ v4 (J' (:t. 3 - 9x2+ 18x - 6)

+ 3
7
84

9
v6(J'(X4 - 12x3 + 36x2 - 24x)

5· .

920 .
+ 3.3.5.7.9 V8(J'(x5 - 15x4+ 60x3 - 60x 2);

G~ = - 3
3
•
6
5 v6(J'(x 3

- 9.'1: 2 + 18.1,' - 6)

- ~v8a(x4 - 12x3 + 36:t· 2 - 24:1,');
3·3·5·7

4 8 74 ')
G~ = "3 v6 (j(x 2_ 6x+ 6) - 3" v6 r o+ 3.3.5 v8(j(.X 3

_ 9.xw+ 18.'1: - 6);

G7 = - ~v8(J'(x2 - 6x + 6) + .!!'v8r .a 9 9 0 ,

G8 = ~v8a(x - 3) - ~v8(_ r - 2r)'a 6 .. 6 1 0'

G4 = _8_. v4 (J(x4 - 16x3+ 72x 2 - 96x + 24)
4 3.5.7

+ 5.~0'9 v6
(J (x5 - 20x4+ 120x3 - 240.1,'2 + 120.'1:)

1120 8 (6 24 5 180 ,.I, 480 3 60 .2 •+3.3.5.7.9.11v (Jx - x· + X - X +3 x),

72
G~ = - 3.5.7v6(J(x4 - 16x3+ 72x~ - 96x+ 24)

1040 r,

- 3.3.5.7.9 v8 (J'(:t. o
- 20:t"j, + 120x3

- 240.1,'2 + 120x);
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G6 = E:. vGa (x 3 - 12x2+ 56.1-' _ 24) + 24. vGr
4 3.:) 5 0

+ ~ v8a (,'l:4 - 16x3 + 72x2 - U6x + 24)'3.5.7 1

G7 = - ~ v8a (x3 _ 12,'l:2 + 36x _ 24) _ 128 v8r .
4 33.5 3.5 0 '

G8 = -~v8a(x2 -~:v + 12) + ~vS(_ T - Sr)'
4 9 ' 9 1 0'

521

G~ = - 5.1:.9 v6a (.x 5- 25x'j, + 200,x3 - 600x2+ 600x - 120)

- ( 896 v8a(.2,6 _ 30x5 + 300x4 - 1200x3
3·3·5·7·9·11

+ 1800:1:2 - 720.1-') ;

16 128 .
G6 = --v6a(:c4

- 20x3 + 120x2- 240x+ 120) - -V°1:'
5 3.5.7 [).7 0

.+ 3. 3~~~7'9 v8 a (x5- 25.x'.I!+ 200x3
- 600.x2+600.1-'-120);

64 1536
G~ = - 3.5.7 v8a(x4~ 20x3 + 120,'l:2- 240x+ 120)+3.5.7 vS1:'0;

G: = : v8 a(x3
- 15x2 + 60x - 60) - ~ v8

(_ 1:'1 - 4ro);

G6 = _8_ v6a(x5 _ 30x4 + 300x3 - 1200.1,,2 + I800x - 720)
D 3.5.7.9

+~V61:' + -~~v8a(xG-36x5+450x:j,-2400x:J
7.9 0 3·3.5.7·9·11 \

+ 5406x2 - 4320x + 720);

0 7 = _ . 256 vSa(x5 _ 30x'.I! + 300x3 - 1200x2 + 1800,x
6 3.n.5.7.9 .

30720 8 •
-720)-3.3.5.7.9 V 1:'01

G 8 = .~ v8 a (x:j, - 24x3 + 180x2- 480x + 360)
6 3.3.5.7

+ 3
3
:°7 v 8

( - r l - 51:'0) ;
.{).
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G8 = 40 v8a(x5 _ 35,t'4+ 420x3 - 2100,1;2+4200x - 2520)
7 3.3.5.7.9

1600 8 .
-3.5.7.9 v (-Tl -6TO)'

.G8 = 16 VS a (x 6 _ 48,1,,5 + 840x,L - 6720x 3 + 25200x 2
8 3.3.5.7.9.11

3840 8
- 40320x + 20160) + 3.5.7.9.11 v (- Tl - 71'0)'

Die Summe aller G ist

V2(J'X 4 (X 1 ) 6 (X . 1 )- 3T - v a .s:5 - ~ - v (j 2.3.5 - ~

8 (, Xl) ( VB 13'V8) t,8 1'1

- V (J 2.5.9 - 2.5.7 - 1'0 2=7:9 +3.7.9.11 - ~.3.9.ii'

was mit dem bereits früher für Qev2 gefundenen Werte über
einstimmt.



59.

Zur Theorie der Gasreibung BI. 1)
(Wien. Ber. 84:. S. 1230-1263. 1881.)

X.2) Einführung der Variabeln v' in den Ausdruck P.

Der Ausdruck P (vergleiche VIII. Abschnitt Gleichung (34)
und Gleichung (40)) enthält unter dem Funktionszeichen 't/J die
Variable v', Da die Funktion 1/J nicht bekannt, sondern ge
rade die zu suchende Unbekannte ist, so· kann also die Inte
gration nach keiner in v' enthaltenen Integrationsvariabeln
durchgeführt werden. Es leuchtet daher ein, daß es von Vor
teil sein muß, Vi selbst als Integrationsvariable einzuführen, da
dann 'l/J (v') vor alle übrigen Integralzeichen gesetzt werden
kann, und mit Ausnahme der Integration nach v' sonst keine
durch die Unbekanntschaft der Funktion 1/J behindert wird.

Es handelt sich nur noch darum, passende Winkel zu
finden., durch welche die übrigen Größen leicht ausgedrückt
werden können, Wir gehen da auf die Fig. 4 des Abschnitts II
zurück, in welcher v, A. und B als gegebene Größen zu be
trachten sind. Statt l' führen wir die Variable v' ein, es wird.
daher gut sein, statt G den' Winkel VO JI' einzuführen, den
wir mit L bezeichnen wollen, Die Variable S kann bleiben.
Dagegen ist 0 der Winkel der Ebenen 0 V lT.r und V p' ptl f l •

Da scheint es jetzt passender, den Winkel zwischen der Ebene
o JT JI' und cler Ebene JI JI' JT/1 lT.r eiüzuführen, den wir mit
jJt[ bezeichnen wollen. Da in der angeführten Figur die Ebene
~ 0 R 3) parallel V V' .J7\ lT.r ist, so erhäl~ man den Winkel M
wie folgt: Man bezeichne den Durchschnittspunkt der Geraden

1) Voranzeige diesel' Arbeit "Wien. Anz.18. S.272. 15. Dezembel' 1881,
2) Auf Fehler in diesem Abschnitte ist in NI'. 66 dieser Sammlung

Abschnitt VI hingewiesen (S. 24 d. Separatabdr.), das auf GI. (52) folgende.
S) Statt ~ 0 R soll hier B' 0 R stehen. (Vgl. Fußnote 2.)D. H.
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o V' mit der Kugel mit '{, dann ist 'l;' 'l; R = M. Jener Durch
schnittspunkt ist durch die Stelle markiert, bis zu welcher 0 {P

nicht punktiert ist. Die beiden untenstehenden Figuren 1 und 2
dienen in der einfachsten Weise, um sich die betreffenden geo
metrischen Verhältnisse zu versinnlichen. Man schneide sich
die Fig. 1 aus, biege sie längs der Geraden 17 17' ein, bis die
beiden Geraden 0 V und J7 R in beiden Figuren genau auf-

R

Fig.1. Fig.2.

einandergelegt werden können. Dann haben ~tlle Punkte die
richtige räumliche Lage. V V' R in Fig. 1 ist nur die Hälfte
des Rechtecks V V' J7'1 TT.r der Fig.2 des Abschnitts Ir. Denkt
man sich dieses Hechteck vollendet und seine vier Ecken mit 0
verbunden, so erhält man die' vier Geschwindigkeiten der
Moleküle vor und nachdem Stoße in ihrer räumlichen relativen
Lage, während' die Diagonalen des Rechtecks die Relativ
geschwindigkeiten vor und nach dem Stof3e darstellen. Der
Winkel, um welchen man die Fig. 1 längs r P' einbiegen
mußte, ist der Winkel M. V V' ist die Richtung der Centri
linie im Momente des Stoßes. Will man nur die Helativ
bewegung ins Auge fassen, so denke man sich beiden Molekülen
zu ihrer Geschwindigkeit die Geschwindigkeit - 0 11 erteilt.
Dadurch kommt das erste Molekül in Ruhe, das zweite stößt
darauf mit einer Geschwindigkeit, die in Größe und Richtung
durch V R dargestellt ist. Da V V' die Centrilinie ist, so wird
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die Geschwindigkeitskomponente V V' auf das erste Molekül
übertragen, wogegen dem zweiten eine Geschwindigkeit bleibt,
welche gleich und parallel V' R ist (also durch die Seite V V'l
des komplettierten Rechtecks dargestellt ist, die unter der
Ebene der Fig. 2 liegt). Diese Betrachtungen gestatten leicht
die Integrationsgrenzen für die neuen Variabeln zu finden.
Es ist klar, daß bei >gegebener Größe und Richtung von 0 V
die Geschwindigkeit 0 V' nach dem Stoße wieder jede beliebige
Größe und Richtung haben kann. Es ist also bezüglich v' von
Null bis 00, bezüglich L von Null bis n zu integrieren. Die
Grenzen für S bleiben dieselben wie früher, nämlich Null und
n /2. In der Tat denkt man sich die Punkte 0, V und V',
also die \Verte der Variabeln v' und L gegeben, so kann durch
passende 'Wahl derjenigen Geschwindigkeitskomponente des
zweiten Mol~küls, welcHe durch den Stoß nicht verändert wird,
für jeden Wert von M der Stoß alle möglichen Gestalten an
nehmen vom Zentralen (8 = n /2) bis zum streifenden (8 = 0).
Mit anderen Worten: Bei gegebener Lage der Punkte 0, JT, V',

,der Ebene V V' R, welche durch M bestimmt wird und der
Geraden V' R, welche auf JT JI' senkrecht sein muß, kann die
Länge des Stückes V' R alle Größen von Null bis 00 durch
laufen. Endlich kann bei gegebener Gestalt des Dreiecks VV' R
und Gestalt und Lage des Dreiecks 0 V V' noch der Winkel,
um den man nach V V' einbog, ganz beliebig sein, d. h. be
züglich M ist von Null bis 2n zu integrieren.

Nun handelt es sich nur noch um die algebraischen Be..
ziehungen zwischen den alten und neuen Variabeln. Bestimmt
man Ir V' einmal aus dem Dreiecke V V' R, dann .aus dem
Dreiecke 0 V 17' der Fig. 1, so folgt zunächst:

(1) 1. 2 (j2 = v2 -I- V'2 - 2vv' l.

:U-'erner ist die Projektion von 0 F' auf 0 V gleich v mehr
der Projektion von V V' auf 0 V, also = v -I- VV' cos (0 v,.
o V') = v -I- r o' cos (0 V, VV/). FV' aber bildet einen Winkel von
1800 mit der auf Seite 154 des IrI. Abschnitts 1) (erster Teil)
mit 0111 bezeichneten Geraden. Es ist also cos (0 V, V VI)

= - eos (0 V; 0111) = g (j - r so, und die. obige Gleichung liefert

(2) v' l = v -I- l' (j (g (j - r so).

1) S. 4,25 dieses Bandes.
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Denkt man sich endlich eine Kugel vom Radius Eins und
dem Zentrum 0 konstruiertl), so schneiden die Geraden V 0,
V Rund 17V' aus derselben ein sphärisches Dreieck aus.
o und M sind zweiWinkel dieses Dreiecks, 0 VV' und 180°- G
die ihnen gegenüberliegenden Seiten.

Wegen - cos (0 V 77') = cos (0 J7, V J7')

(3)
V' l - 11

=g(J'-?,BO=~-

Dreieck (j) :

. V'), ~L
yro = --.

ru

(4) sin (0 VJ7'\ = 1 J1 .-,vr=-02
V' ),

I. V 1"2 (j2 = .~)-;-U

liefert also das eben besprochene sphärische
!~= (v' ).,Ir 0') :?' dann

(5)

Bestimmt man in demselben sphärischen Dreiecke die
Seite 180° - G durch die beiden übrigen und den davon ein
geschlossenen Winkel, so folgt

v' l - V 1" ). 8 m
(6) g = -1'- - r-u-'

Berechnet man unter Benutzung dieses Wertes von ,q die
Größe r 0 aus Gleichung (3), so erhält man

(7)
v'l - l' 1/ A1n1'0 = - --8 - ----.

ru r

(8)

Aus diesem und dem Werte von I' ro folgt
2 (V' l - V)2 V'2 j,2 82m 2 (v' l - v) V' 8 Amr = 1 -, --r-2-- - -I- 2"·-----rii~r-· .. ···· - .

Die Gleichungen (1), (5) und (6) oder (8) drücken eHe alten
Variabeln 7', G, 0 als Funktionen der neuen v' .E, J1{ aus. Um
auch noch die Differentiale einzuftihren, denken wir uns zuerst
statt 1', G, 0 die Variabeln 1', G, 'll = ?' 0 substituiert, welche
offenbar

(9) d1'dG du = - drdGyrodO

liefern. Dann transformieren wir erst T, G, 11, in v', L, Mund
zwar denken wir uns zuerst 11 und '/' belassen und bloß L für· G
eingeführt.

1) Hier ist als Zentrum der Kugel l' und nicht 0 anzusehen.
(VgI. Fußnote 2 S. 523 dieses Bandes). D. H,
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(12) I

Die gemäß der zweiten der Gleichungen (13), S. 49 1) des
zweiten Teils in der Form:

'l'a ('la - us) = - v + Zyv2 + 1,2(J2 + 2 V1'(J (ga - u.<I)

geschriebene Gleichung (2) liefert, wenn man sie unter dieser
Voraussetzung differentiiert:

dG = v/ 2
dl

r1' <T2(v l - v')

Hierauf denken wir uns u, L, v' an Stelle der jetzt im
Integrale vorhandenen Variabeln u, L, r eingeführt, was durch
Differentiation der Gleichung (1) geschieht; wir erhalten

d vl - v' ,
l' = - --dv.

l' 0"2

Es ist jetzt noch M, L, v/ für u, L, V' einzuführen. Da
hierbei' L und v' als Konstante zu betrachten sind, so ist nach
Gleichung (1) auch l' eine Konstante, und die Differentiation
der Gleichung (7) liefert.

v/l./1,
du = _I' dA!! = ym a dM.

?'

Bildet man jetzt das Produkt der Differentiale dv'd G du
und setzt es gleich dem in Gleichung (9) für dieses Produkt
gefundenen Werte, so folgt

v/2 ,
(10) ydrdGdO = -2fjdv dldM.

r <T

Führt man weiter in den Ausdruck für J, Gleichung (13),
S. 49,1) zweiter Teil, diese Werte ein, so ergibt sich

(11) J = v'~ (3l2 - 1)

und die Gleichung (34) auf S. 69 2) des zweiten Teils ver~

wandelt sich daher in
00 :n:/2 +1 2:n:

p = :c J1/1 (v' 2) e- v/2 v/4 dv'J;a dSf dlJdM(3l2 -'1)
o 0 -1 0

v~ v/2 - 2vv' l 2vv' Äsm
xYv2+v'2-2vv'Z. s~+--a-

Eine Dunkelheit könnte in den bisherigen Entwicklungen
,insofern gefunden werden, als wir nicht alle möglichen Zu-

1) S. 441 dieses Ba.ndes.
2) S. 459 dieses Bandes.
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sammenstöße der Betrachtung unterzogen, da die Integration
nach der Variabeln K schon früher (erster Teil, S. 146)1) durch..
geführt wurde. An die Stelle dieser Variabeln K muß aber
jetzt notwendig ebenfalls ein anderer Winkel, etwa der Winkel N
der Ebenen oxr und 0 VJ7' treten. Vergleicht man die Glei
chungen (29) und (51) des ersten Teils mit den Gleichungen (33),
(34), (35) und (36) des zweiten Teils, so sieht man, daß, sobald
man die Integration nach J( bloß andeutet

co ;-c ;n;J2 2;n;

p =- 0q02f1.3dr'JI' d G e- h (v
2 + 1'~ + 2V1'{l)JS(J dSt! dO

o 0 () 0

2;n;

X Cf (V' 2)J;I:~d/(
o

sein muß. Die Größev2 der Gleichung (33) hat nämlich die
selbe Bedeutung wie in den Gleichungen (29) und (51) die
Größe h v2• Führt man hier nach S. 49 2) des zweiten Teils
l/J statt Cf ein und schreibt ~/, 1/, V und r statt r y'h, 1/ V70
v Vh und 'I' Yh, so wird

oo:r; ;n;J3:3;n;

P = ~2 Jr 3d'l'JI' dG e-V~-j'2-3111'{ltIs(J eiS.FeiO
o 0 0 0

2;n;
'2 J;I1]ldK

X '1jJ(V ). -C;'(;Ff-'
o

Nun umfassen. die Integrationsgrenzen wirklich alle mög
lichen Zusammenstöße. Führt man daher v', L, 111, II statt
T, G, 0, K ein, so gelten zweifellos die früher bestimmten
Integrationsgrenzen, und für N die Grenzen Null und 2 n.

')' S. 417 dieses Bandes.
2) Die daselhst zwischen rp und 1/1 aufgestellte Gleichung enthält

übrigens einen Druckfehler, indem

cp (~) statt qJ (Vh)
zu lesen ist. Die Gleichung soll also lauten:

'I/1(x) = _ n;2 ~/j2 (P (~.) •
qhU h

(In dieser Ausgabe [So 440J bereits Yerbessert.)·
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daher

(13)

Da die Transformation der Differentiale rein algebraisch war,
bleibt sie unverändert. In Fig. 4 cles ersten Teils wollen wir,
wie wir dies soeben taten, den Punkt, bis wohin die Gerade
oF' ausgezogen ist, mit 6' bezeichnen. Dann ist

<f:: t 6' b = .LV, <f:: b'[; R = l{, ~ t 6 R = 1II,

M+J.V=K.l)

(In der Figur ist der Winkel N negativ gezeichnet). Führt
man die Variable N für K erst ganz zum Schlusse ein, so ist
dabei Jv.[ bereits eingeführt, daher als konstant zu betrachten
und man erhält d.LV = d K. Es wird also

( 00 n/2 +1 2n

I P = ~, Jv" dV'! :. dSf dlf dM'1J!(v'~
J 0 U -1 0

1 2n

I '/2+'2 2 '[ f g'17'dN

l
. yv v - vv .

aaß
o

Bezeichnen wir mit ~', ~', ö' die Koordinaten des Punktes JT
der Fig. 4 des ersten Teils bezüglich des Koordinatensystems
0'6, °~, 03, so ist t = v' I, ~' = v' AV, ~' = v' An, daher nach dem
Koordinaten-Transformationsschema der Seite 147 2) des ersten
rreils

r= v'la - V'}.,71U,

1;' = ''-''.laß + v' }.,vb + v' l.naß,

was sofort liefert

(14) f fq'd!! = 2nv'2l2- nv'2A2 = nv'2(3l2 - 1).
a. (X ß

o
Die Substitution dieses Wertes in die Gleichung (13)

liefert für P ,,,ieder genau den Wert (12).

XI. Lösung desselben Problems in der Ebene.

Es scheint mir angemessen, hier wieder einen Blick auf
die Lösung desselben Problems in der Ebene zu werfen, wo

--1) Diese Gleichung hat eine Berichtigung erfahren. Vgl. die Fuß-
note 2 S. 523 dieses Bandes. D. H.

2) Seite 418 dieses Bandes.
Bol tz m n Ill1, Gesammelte wissenseh. Abhandl. Ir. 34
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sich die Sache wesentlich einfacher gestaltet, ohne daß c1eRhalb
die charakteristischen Eigentümlichkeiten der Methode verloren
gehen. Die Gleichung (65) des IV. Abschnitts, erster rl'eiI,
kann so geschrieben werden:

- ~ ~ Cf. (v 2
) - ~~ ~ Cf (vi)] e-htll~.

Wir wollen das negative Integral wieder gleich P-Q-R

setzen, ferner statt ~' V~ 1/V~ v VI usw. wieder ~/, '1/, v ...
schreiben und endlich' die Funktion

- ~/~ Cf (~)
mit l/J (x) bezeichnen. Dann ist

+00 :TC

(15) P = ff d~l d1hJ adS'J'r1/,l/,(1/2)c-Vl~I
-00 0

während die Gleichung (14) wieder die Form:

v 2 + P- Q - R
annimmt. Um nun für ~1 1h die Integrationsvariabeln ~''1/ ein
zuführen, setzen wir

1::' 1: ' 'J "+ ')6 = 5 - 5' 1) = 'I} - 1}, 0'" =;= 6" ~".

Dann kann die fünfte und sec~ste der Gleichungen (66)
des ersten, Teils so geschrieben werden:

6 = a:a 2 - ysa, ~ = xsa + .1ja2,
woraus folgt:

s .9
:1:=l+~-~-' y=-lly+1J,

da ~, 'I} konstant sind

d~l cl'1}! = d,~' d;,} =
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Es ist also

. 531

+00 n

p = ~ ff d. d9f ~~ b(. HHH '1)- ,p(U'+ ,,' + 2. H 29")
-00 0

_v2
_ ~ - 2'h+1]~) - ~~(;~ - 1]~). e u- (J

Setzt man wieder

~ = v eos A, 17 = b sin A, r = v' eos (A + L), 1/ = v' sin (d. + L),

so wird
00 +71: n

P =Jv'Bd'l)JdLJ~~ .11,/)2 + '1)'2_ 2'1)V' I
o ..,..n 0

v'ol v'2-2vv ' l 2~

[ 2 T COS2.ASin2L] _V '2 + S2 __ ·:' VV '.l.
. eos .LI + 2 • e (J •

aa

Jedem Gliede mit positivem A und s entspricht ein sonst
vollkommen gleiches Glied mit negativem A und negativem 8.

Da je zwei solche Glieder bei Integration des Ausdruckes
eos 2A sin 2L/2au sich tilgen, kann mansehreiben:

(16) I
00 +n n

1

P = J'1)' 3 clvJd LJ!!O'~ . Jlv 2 + v' 2 - 2v v' l
o -n 0

_ v 12 + v2 + V 12 - 2 v v' l 82 _ ~ V V I .l.

. (2 12 - 1). e u
2

(J

XII. Aus<lruel{von P durell Reihenentwieklung.

Die Gleichung (12) kann zunächst in folgender Weise be-
2vv' ;'.9m

handelt werden. Man entwickelt e--a ~ in eine Potenzreihe
und führt die Integration nach JIII aus. Dadurch ergibt sich:

n=oo 00 n/2

P _ Y 2'l,211J,. ( 12) '2n+4 - V'2 d J (,<;2)11 sdS
- t)" 1./.1 V V e v " 3
~ (n." 0'" 0'
n=O U 0

+1 ~

f
-(112 + V'2 - 2 v V, l) -

. (1 _l:.Jy'(312 - 1)rll-yv2 + V'2 - 2yv' l.e , . a
2

•

-1 .

34*
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Setzt man 82 / (J2 = Y J so ist 1 + Y = 11 (J2, daher

2sdS
d1j = - ---,, (J8

man kann dann auch die Integration nach S ausführen und
:findet:

Um nun das zwischen - 1 und + 1 zunehmende be
stimmte Jntegral zu berechnen, setzen wir zunächst voraus,
v sei kleiner als v'; wir können dann entwickeln

1

---=-_1~ [1 + (2 + 1)~ [ + (2 + 1) '1J
2

• (2n + 3) l~_-=~ }v ,2n + 1 n Vi Tl Vi\!. 2 ••• ,

also
+1 1

J dl(312 - 1)(1 - l2r = _2_. Ja l(3l2 _ 1)(1 _ [2)11
(1J2 + V'2 _ 2vv' l)n+1/2 v,2n + 1

-1 U

. 1

+ (2n,+1)v
2

Jdl(l - l2)n[3(2n + 3)[4 - 2(n + 5)l2 + 1]v/2n + 3
o

.A v4 1J v 6

+ ~ n + 5 + V' 2 n + 7 '"

Bedient man sich hier der Formel

1

.[(1 - [2)11 1
2a

d l = (2~~+-lr2~t?~-~--2a+-i)-'--
o ~

(vgl. Bierens de Haan, Nouvelles tables d'integrales dennies
S. 27 Nr. 12.), so folgt:

(18)
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Man kann dasselbe Integral auch berechnen, indem man
setzt:

v2 + V'2 - 2vv' l = .1: 2 ,

dadurch erhält man:

l = v2 + cl" 2 - x 2

2 vv' ,
xdx

dl=-~,;
1)'1:

v'+v

1 ') J[3:r4- 6(v2+v'2)x2+ 3t"j,+2v2v'2+3v"j,l.
4 n + 1 (ov') .... n + 3

v'-v

[ _ a;2 + 2v2+ 2v 2 _(l'c~cc;r2)~_jnd:1; •

Denkt man sich zunächst die unbestimmte Integration
durchgeführt, so sieht man sofort, daß die Zähler aller Glieder,
welche eine Potenz von x, etwa xk im Nenner haben, durch
(v' + vyc und (v' - v)7' teilbar sind. Das von v' - v bis V' + V

zu erstreckende Integral muß also jedenfalls eine ganze homo
gene F'unktion von v und v' von der Dimension 2 n + 5 sein.
Berücksichtigt man den vor dem Integrale stehenden Faktor,
so erhält man also, da, wie man leicht sieht, die ungeraden
Potenzen von v ausfallen,

+1
(dl(3l 2 -1)(1-l2)n av"A b c hV/2

J (v2 +-;'~-=---2--;;-~~;0-nTry;; = v,:!n + 5 + 'v /2n + H+ v2 v':Zn + i ... + v2n +3 .
-1

Die Vergleichung dieser Formel mit der Formel (18) zeigt,
daß in letzterer A = B = ... = 0 sein muß} daß also

(19) 1
+1

J (812 -- 1) (t - l2)'~ d l

(v'~ + '1/2- 2vv' l) n + 1/~
-1

2 n +2n!n 2 11+ 2 (12 + 1)!(2n, + 1)v2

-----c,:::-)-+-:.., + ') +5
1~(2n + 3) v, _n .~ 5 !-(2 n + 5) v

,
.. n

ist, sobald v' > 1) ist. Wäre dagegen v' < v, so müßten
im Resultate v und v' untereinander vertauscht werden.
Kehren wir daher zu dem zuletzt fUr P gefundenen Aus
druck zurück, so können wir die Int0gration nach v' in eine
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von Null bis v und eine zweite von v bis 00 zerlegen und
erhalten:

n=oo 0+2 211 00

P ~ 2~) [J (")) lJf2 'B I '-= ~----"_ ..- - nlfl v ~ (J- V' C '/.l
1.!.(2n+3) .

n~U v

(20)

oder:

(21)

1) n=oo l) 4
1 f ~

ßO ') n +'" v' '...11 + "'2 _ 12 I Ulo-J- - 1/}(v)e v dv _._"-"_.__.
V t 11. (2 n + 3)

o 0=0

In der ersten Zeile wollen wir für v'2 die Integrations~

variable .'i' einführen und die Summe nach Potenz~n von 1)

ordnen. Die erste Zeile der Gleichung (19) verwandelt sich
dann in

n der zweiten Zeile ist
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Dieselbe kann daher geschrieben werden:

535

n==oo 7.:==00 (k)2n +2 2,2 n Tk - 1 Tk -1 ..•

= 2: (2n+3)1~(2n-l) .2: . k! .
n=U k=O

(-un::--+-4)(2~:+ 2'n + 5) - (2 k + 2~~t+l~ n + 7) ) V
27

• +4.

Hierbei wurde wie im zweiten Teile 7:
k

für 'tlik) (0) ge
schrieben. Setzt man in der letzten Formel n + lt = v, so
hat auch v alle Werte von Null bis 00 zu durchlaufen,
für jedes einzelne v aber durchläuft k die Werte von Null
bis v. Schreibt man schließlich für v wieder n, so geht die
Summe über in

n==oo. 7c=n 2n-7'+ 2. ( _ (lc) )- T/, 1 Tk-l'"Yv 2 n+·.L ~ _~--:- . --:c----!-~
~ ..::::..; (2 n - 2 Je + 3) . 1~(2 n - 21e - 1) k!
n==O k=O

r

n - k 3 (n - Je + 1) ]
T'Dc + 4) (2n + 5) - (2 k + 2) (2 n+7) .

Schreibt man noch X (k) für

__.~:-Tc+ 2 [__n,,:::_A_C ~ - lcj"~]
·w-':'2 k + 3) 1.!. (2 n - 2 k - 1) (2 Je + 4) (2 n + 5) (2 k + 2) (2 n + 7) ,

so kann man den letzten Ausdruck folgendermaßen nach den
Größen 7: geordnet schreiben

u=r::o k=n Tc. k=n k-l'

~.. ' v21!+'.L [7: ~ (- 1) x(k) + 7: ~~_ (k) x(k)
...::..,.; 0 L.J Je! 1 ~. k! 1
11=0 k=O 7c=1
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(22)

Der komplette Ausdruck für P ist also

( 1~ n 2n v~n Joo

1

1 p = ~ l.E.,·(2?; + 3) 1./J(x)e- X dx (6n - 3 - 2:1:)
11= 1 0

J n=oo' 7'=_11 2'(I,-lc+ 2 ['l'k - ( i) 'l'k-1 + ...J'
1[1 +~ V

211
+'j,~ (211, - 2k+3fli.·(2?~ - 2 k -=-'i)}c!

11=0 !c=u

[
11, - lc 3 (11, - k + 1) J

X (2k+4)(2?i + 5) - (21c + 2) (2 n + 7)

oder wenn man nach den 7: ordnet:

(23)

k=n 7 ') .

+ ""'(-l)~(k) (A)+ + 'l'tlx(n)]
7:2~. k! 2 X t . • . n! •

k=2

Die letzten beiden Formeln sind besonders bequem zur
Reihenentwicklung der Größe P nach Potenzen von v und
kann dieselbe mittels dieser Formeln in weit einfacherer ,Veise
bewerkstelligt werden, als nach der von mir im zweiten 'l'eile
IX. Abschnitt eingeschlagenen Methode.

Nach Teil 11, Seite 84 1), ergibt sich nitmlicll:

(24)
n=oo !c=n

( 1)1I-k-1
R = ""'v2n+ 2 ~ --c.---- .!!!._=_... .....
~ ~ (n - Ic) ! k! (2 n - 2 k - 1) (~ ?L --- :! 1.: + I)
n=O 7,=0

und daselbst nach Seite 86: 2)

./ Q= - '''i (n+2)T(2::':~)(2'.i-+-9) ..2 T. (;:..) (-
(25) 71-0 k,,-'O

- ;~ Ix,l' (x) e-X d ,T + ;: J:,I (x) e- X d, ,
o u

1) Seite 475 dieses Bandes.
2) Seite 477 dieses Bandes.
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welche Werte sofort in die Gleichung v2 + P - Q- R = 0
eingesetzt werden können. Führt man noch folgende Be
zeichnung ein:

00 00

(27)

(26) (l = J'l/J(a:)e-Xdx, b = !X'lj)(x)c-Xdx,
o 0

so können der Reihe nach die Größen TO' Tl' T 2, ••• durch a
und b ausgedrückt werden. Die Werte der Konstanten a und
o müssen erst nachträglich bestimmt werden, indem man für
'lp (x) die gefundenen Reihen in die Gleichu'ng (2.6) substituiert.
Mit Hilfe der Größen' T O' Tl' T 2l ••• erhält man eine Reihen
entwicklung von 'l/J (x) für kleine x nach Potenzen von x. Da
1jJ (.1:) für große :v verschwinden muß, ist es vielleicht besser,
1jJ (x) in der Form:

e-x(Oo + 0lX+ 02:1.,2 .•.) oder: 00(;-:1:+ Cl .'V{,:- 2x -l-C2 x 2 e- 3x + ...

anzunehmen und die Koeffizienten so zu bestimmen, daß für
kleine :1.' die Reihenentwicklung mit der durch die gefundenen
Werte von T O' Tl' T 2 , ••• geforderten übereinstimmt.

Auf diese Weise ergab sich:

(p = ~(3a - 20)v 2

3·5

+ ~_8_(9a_ 20) _ 2Tol v4

l3·5·7 7 J

+ L .24_ (15a _ 20) _ r~~~ + ~~l} '1)0
l3· 0 • 7 . 9 l 7·9 ,) J

_1_ r.~--(21 a - 2b) _ [!O -I- ~_8.1_. -I- .~-]} VB
tK·5·7·9·11 U 9·3·11 3·11

+ f__. -~~_.--.. (27 a _ 20) _ r._..l_57.To "
t3·ö .. ·ll.!B l4.9.11.13

-I-'--~!~-+~ -I- ~J}vlO
4 . 9· 1l . 13 4 . 11 . I3 4 ·3 . 13

+ J 384 --(33a _ 20) _ [__-2?7~~._ -I-~
ta.5 ... 13·15 10·15·2·7.·13 25·13

7T.~ + .413 -I- 14 ]} 12
-I- lö.15.13 15.3.13 10.15.2.3 v

+ {3·:f).~·:·~r;.17 (39 a - 2b) - [\). 12 .21659. ~o. [) ~ 17 + 12. 2
1

.

1

3 . 17

12 19 Tn 107.4 . 7:5 J} 14
-I- 1"5-:'12.5 -I- i2-~c'Ü)-:'3:5-:t7 +12 ·15 .2. Ö' 5· 17 + 12.2.3.5.17 v
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(27)

(28)
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Q b ,2 a cL Ta, (j Tl - TO VB
- --1) +-v ---·V -----. __

. - 3·5 5·7 1·2·7·9 2·3·9·11 I!

Ta - 3 T2 + 3 1:1 - 1:0 'I) 12
. 4·5·13·15 '3!

6·7·17·19
T,t - 4 T3 + 6 T2 - 4 Tl + To V 14 Tr; - 51:4 + 10 T8 - 101:l! + 5 Tl - TO

I
f)· 6 ·15 ·17 . 4!

v10 To-61:5+151:4-201:3+151:2-61:1+1:0 1,18

5! - -- 7·8·19·21 --_. TI
1:7 - 7re+2Irö-351:'1+351:a-211:\l+7rl-To. v20 _

~·9·21·23 7!

Weiter ergibt sich in der Gleichung v 2 +P-Q-.R=O
als Koeffizient von v2 :

[1 + ~ a - ~ b - T O]; als Koeffizient von v4
:

(
23a __ .1_6~. _ 13 To _ T ). als Koeffizient von v(j:
5·7 B· 5·7 21 l'

[ ._.-_~_4_(15a_ 2b) _ ~~.~ _ 4Tl _ 2~].
B·[)·7·9 3·5·7 9 2!'

als Koeffizient von VB:

[
'-c. --~~-.-_ .. (21 a - 2 b) - --~~-'~-- - -~~ - ~ - ~1'
g·[)·7·H·11 3·5·7·9·11 5·9·11 2·3·11 3!'

als Koeffizient von v IO :

[_~__ (27 a _ 2b) _ l[)97 '_0__ _ 1282 ~1_---:-
3·5 ... 1l·13 2·3·7·H·11·13 5·7·9·11·13

931:2 29 Ta '( -1'
- -2-.4-,'-5-'1-=-1 . 13 - 4· 9-:t3 - 4T '

.(29)

a.ls KOl3ffizient VOll VB:

I
89ß (39a _ 2b) _ 37871:0 _,. 233'1

B·;l ... l[l·17 4·81·fl·11·1B·17 2·27·f)2·11·17

H;. 2~(.i~fl" - 4. 27~!~:37 .17 + 8:-9~:k:i7 -4-:'~~:'i7 - ~~-] ;
als Kooffizient von v1ß :

la. f) ~:)'!:7'lÜ (.1:5 a - 2 b) - ä:'il:li:~~{l1':~5-:1f:l!)
W{2743 'I 3;)8571:2

• . 14: •B. ;)~. 1i .13 . 17 • 1H () :U· 'i'i:4:f;;i'~TCi7:18
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4843 Ts 5691:,1 + 443r,.
-4-.6:-.:-9-.1-4-.:-3.52 .17.19 - 6-:g·14·2.r)~7ol9 ()·14·2·3·i)2·17· UI

- 4:Ü-:t~·~~~ 5· 1\J - -~\J ;
als Koeffizient von V 18 :

[
4608 (51 a _ 2 b) _ 802673 [0 _

3·5 .. 19·21' 6.16.21.3.5 2.7.11.]3.17.19

5699 Tl 1191 T2

3 8.4.52 .7 2 .11.13.19 8.16.5.7 2.11.13.19

3749 TB 293 L4 271 f ll
6 • 8 . 12 . 21 . 3 . 5 2. 11 . 19 -J- ~"·-i·2'-~··i~ü. 2{·~2-:·-5""2:·7--·19 - s-:~i2~'-21'-~~f) 2 • 7 . 1n

1999Lo 29L7 rH ·].

+ G·12·1Ci·21·5 2 ·7·19 -12:iG·21.3.[)·:-7 -sC,
als Ko'effizient von v20 :

[
10240 (57 a ..:...- 2b) .!~81fl_1j! _:_

3'·5 ... 21·23 8·9·10·18·21·13·17·1\J·2B

8-.-9-.-14,-.-18-:....,-~:-~6--:.::-~.....:~~'---c-1.1~ .17·23 - 8-.1-2.i4~iJ~~?;2~:-1-1-.it~~~B
___7571'a 4091:,
82 .9.18 ·21·11,·13 .23" - 8~-i2-::t4-:-ü3...2i~·li:2s

113 '1:5 1837 Tu

+ 8 ·10·12 ·18·21· 7·23 - 8 ·10· i2:i8:-2i":lf=7:-~·3·

+ 4:8.14:41~9.~i-:-25:2Ü· - S:TO'1~\r~.:n'23 - -i~\;'J .
Setzt man diese Koeffizienten der Reihe nach gleich Null, so

erhält man:

(30)

2a b ,
T == - - ._- + ] = °4a - °2b + 1o 5 [) . , ,

43a b 13.
Tl = s:5-:7 - ~ - 3.7= 0,409a - O,028b - 0,619

656a 4b 92
7:2 = 33 .52:7 + 3· 5\1 - SB. 5--:7

= 0,139 a + 0,053 b - 0,097 .

1052 a _ + __ --.!:.~~_._ _ 36~
7:3 = 33 .5.7.11 3.52 .7.11 3:l·f)·1l

= 0,101 a + 0,0201 b - 0,245
56864a 424208 b 1650128

7:4 = - H4·53 .7 2 ·11.13 + 3·~·5:l·72·11·1f3 + i~:C5-~~7ii:il.l:~
= - O,0008a + 0,0538b + 0,110

4521008 a 109008 b 28979792
7:5 = +3"7t:54~Ü'13 - 5,t.7 2 .11.1B-

= + 0,089 a - 0,025 b - 0,408.
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XIII. Ausdruck von P durch bestimmte Integrale.

541

Die in Gleichung (22) vorkommenden' Summen können
übrigens noch in anderer Weise durch bestimmte Integrale
ausgedrückt werden.

Setzt m!1n:

- Yxa Yx 5 Yafi
U = Vx + ""l:3 + N.5 + 1.3.5:"7 + ... ,

so findet man leicht:

(31 )
Vx/<l

clU 1 + 1t . V- /2J QU = 2 eX e - u· dY.CIX=-2Y-;- 2'
o

Dividiert man durch x3/2 und leitet noch nach x ab,
so folgt:

1 1 2x 3x2

- x2 + 1-:3.5 + 1·3.5·7 + 1·3·5·7·9 + ...

oder:
1/x/2

n==oo n-1 J
(32) ~~._- = ~ + ~-:~_~ex/2 e-Y~dy.

~ 1~ (2n, + 3) 2x2 V2xr.
n=O 0

Substituiert man in der letzten Gleichung x 2 für x und
multipliziert dann nochmal mit x, so folgt:

x/V]
x 2 x :J + .....~~~ + =~ + _x? - 3 eX2/2J e-y2dy.

1• • + . 1•H.5•7 .9 • • • 2xa x4 V'2
o

Die Formel (17) liefert nun:
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00

(34) P =J"l/I (v' 2) e-v'~ 'v' '1 d'v< J1,
o

wobei

also für V' > v

was) durch die bestimmten Integrale ausgedrückt, liefert:

lJ

,I 3 .+ 3 - 2 1i} v2r-YI ~ l'.IL = - '-.- ----,-----.. e e (, 11v} l" V,ll,' •.

li
l'

+ 3 18 + 18- 15v~ + GD
I

,v2 .1". __ 1/2 l
V'lI - Vi'V'lI (, e· (.'/

()

wobei die Buchstaben v und 1/ zu vertauschen sind, sobald
V' < v ist, Die Substitution dieses Wertes in die G1eichung (B4)
liefert also:

v

p = :a J'1./) (V'2)dv' (1;'2 - 6 - 1)2)v'2 e"I'
J

2

()

V I"

+ '~'f 1f' (V'2) v' dv'(3 v2+18 - 2V'2'l)'l-151/:l+ U'I,"i1l'(!" y'J d.'l
() l)(35)

[
B 3 - 2'v2 .. fV' .. ') J'~ ..",+ -vIf +10--ev- • e- Y- (11. ',. 1/' (lJ ")u .1

o I'

da'

I' C>'.l

ev:f'e··· y2 d//] ',/'1/'(1/2)/l(: "'~d7;'.
() t'

Berücksichtigt man noch die Werte (40) ulld (47) von (J
und .R (11. 'I'eil), so geht also die (j'leicllUllg 1,2 •.+_ P (2 ~.- R 0
über in:
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(36)

v

+ r 21)4 + 3 18 + 18 - 15 v2 + 6 v
4

2J- 2 d 1
[-'35 - v'.l va eV

. e x X
" U
00

X .rX d X e- a;21/J (x 2) •
I v

Mit Hilfe der zuletzt gefundenen Gleichung kann auch
eine gew(jhnliche lineare Differentialgleichung zur Bestimmung
der Funktion 'l/J entwickelt werden, deren Koeffizienten freilich
sehr "Verwickelte Ausdrücke sind.

Wir können da folgendermaßen "Verfahren: Wir multi
plizieren die Gleichung (36) mit v 3 und leiten dann nach v ab.
Dadurch ergibt sich die Gleichung:

v

() = 5 '(?L _ '1// ('0 2) [v<l (1-1)2 + (2 v7 + v 5)JJe- x2 d.'l:
o

v v

. -lI' ('/)2) [31)t, e- v
'! + (Chi' + 2v3)]f e-:c2 dx +vf Cl~6 - 6 x 2)e-'- 00

2

u 0
11 x·

x 1/' (:1~2) ,z;/: + 'I'.f(6 - 4.x2):t·1/J (x 2)d.'l: fe-'X 2 dx
o 0

x .r;1: (1_. X"!I,1i (:/:2) d.7: •
v
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Diese Gleichung wird nun durch 'V' dividiert und dann
nochmal nach 7) abgeleitet. Dadurch folgt:

"o = 15 v 2 - 'ljJ" (v 2) [2 v6e-t"~ + (4v 7+ 2v 5)Je- :l:'~ d:l.']
(J

11

- 1/1' (7)2) [121),L a-/12 + (24 v 5 + 8v3)J' (1- x~ da:
()

/1

-1jJ(v2)[(4v·i + Ilv2)t- v2 + (81)5+ 2tl1'8+ 4L')J'e-x~:d:l:J
()

(37) '11 00

- [21'2 + (41) + 8 v3) ev~~re- x2 da:]. Jx:'l e- x
2 '1!1 (.'1.. 2) da:

u v

IJ

+ [12v 2+ lOv'i+ (361'3 + 24v5)eV~Je-a;2d.'I.;J
o

00

x J'a: e- x
2 'ljJ (.'V 2) da:.

v

'Die beiden bestimmten Integrale, welche noch die un~

bekannte Funktion 1./) enthalten, können in folgender Weise
weggeschafft werden. Man setzt

00 00

J d.uJ d1.l 'ljJ('ll) e- U = ~I = ((u),
U U

die bis 00 erstreckten bestimmten Integrale werden jedenfalls
konvergieren, wenn 'l/J (00) nicht unendlich von der Ordnung eOO

wird. Hieraus folgt:
1jJ (u) = .'V" eU

,

00

f.1: (1- x
2 '1/' (.'1.. 2) da: = -~. l' (7.,2),

00 00

J.1: 3 e-;r.2 'lI) (.7: 2) da: = - : J"~ dl' (~) = 1:)'J r(0 2) _ .,1 1'(1l 2).
~ • '" 2

v ~

Setzt man daher 'v 2 = X, l'(v 2
) = 21, so folgt, weun man

noch zur Ablüirzung setzt:
V; n:';:oo

f: = 2 ,r;;ea; .['(I--a;2 da: = ,..._··l .••......J.~~)n ....
sr. ...::;:.; 1 ,1 (2 n - 1) ,

o n;:.cl
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(40)

15.t, = yIV[2x3 +(2x3 + X2)~] . .

1

+ v"' [4:t,1{+ 12.1.2+ (4x 3 + 14.~2+ 4x)sJ

(38) + y"[2x3 + 16x'+ 11x + (2x3 + 15x'+ 16.T+ 2)~]

" + V'[5x 2 + 7x + (6x 2 + 11x + l)~]

+y[5x2 +6x+(6x2 +9x)sl .
S genügt der Differentialgleichung:

d~ ( 1 ')(39) (ti = 1 + 2X~ + 1.

Durch Integration dieser Differentialgleichung würden vier erst
zu bestimmende Konstanten eingeführt, welche so zu wählen
wären, daß die Gleichung (36) für alle Werte von verfüllt ist.

Die zuletzt entwickelten Formeln können benützt werden,
um die Funktion 'l/J (v 2) für große Werte des v in eine scmi
konvergente Reihe zu entwickeln.

Bezeichnen wir zunächst die um v2 verminderte rechte
Seite der Gleichung (36) mit P, so hat die Funktion P offen
bar folgende Eigenschaft:

Wenn mit PI und P2 ihre respektiven Werte für'ljJ(v 2) ~.lPl

uncl = 'lP2 bezeichnet werclen, so ist der Wert von rp für
'l' (v 2

) = a "V'l + blPZ ebenfalls = a i]JI + b P 2 •

Nun wollen wir setzen:

( '» 30 (1 1 ) + ()'lI' v... = 71/;- 'v - 2v3 X l' •

Man findet zunächst fÜfl/' (v 2
) = 1/ V

<li =3..~ __f)~~~. + ,Irt (_ '! v~ _~. + -.;. +~ _~ +~ )
lf) v 85 v3 Y 30"t v~ V'l 4 v6 v8

+ e- n2 (2~a - ~~ + -~~~- ...).
]'erner flir 1jJ(V2) = I/vB

<P ~ _ 3.52 _ 'I";;;(_.-!- _~ _ ~~ + 3·275 + 3·365 ...)
- HllJ B5v 3 J- y 2 4v2 v~ 4v6 VB

2 ( 4 3'· 10 101 )
+e-

v
-109Vil-lOV5+7V7-4V9 ••• ·

Setzt man daher elen Wert (40) in die Gleichung (36) ein,
so hat dasjenige unter den von X freien Gliedern, welches von
der höchsten Größenordnung ist, jedenfalls die Form:

..!:-, wobei c eine Konstante ist.
v

Holtzml111n, G(I!.lalll1nel!(\ wiSSmUif:h. AblJundl. Ir. 35
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Unter denjenigen Gliedern aber, welche X enthalten, sind
die Ausdrücke:

co 00Je- x2 X (x) x3 d.t· und J'xe- (1;2 X (:r) da:
v v

von der Ordnung: v 2x(v) bzw. X(v).
Unter den X enthaltenden Gliedern der Gleichung (36) sind

daher von der höchsten Größenordnung folgende:

[ 2J~' 6fu ]- 1)3X (V)+_; X(v)a,·3dx- v3 X(v)x'6dx!
U 0

die Gleichung (36) geht daher, wenn man bloß die Glieder von
der höchsten Größenordnung beibehält, über in:

v v

'v:3x (v) + :JX (v) x8dx - :8f;( (V) 3,.5 dx = ~ .
u u

Multipliziert man hier mit v3 und leitet dann nach '() ab
und dividiert das Schlußresultat noch durch v, so folgt:

v

2 '1ft X ('I)) + v5 X' (v) + 4J'x (3,.) x3 d:l: = 2 c .
o

Leitet man diese Gleichung nochmal nach v ab, 80 erhält
man:

12 v3 X (v) + 7 v,·t Xf (1)) + 'lJ 6 ZN (1)) = O.

Das allgemeine Integral dieser letzten Differentialglei
chung ist:

X ('v) = 0 cos (1l31o€L~~ -1_ u Sill (J(:f 10~1')
• 1 1)8 2 ,/,a ,

wobei log den natürlichen Logarithmus bedeutet.
Schon vermöge der physikalischen Natur des Problems

sind hier Funktionen wie die in der letzten Gleichung vor
kommenden ausgeschlossen. F~s muß daher Cl = O2 = 0 und
daher X (v) = 0 gesetzt werden. Es ist hierbei zu bemerken,
daß auch die späteren Glieder von 'lI' ('I'~) in die Gleichung (86)
noch Ausdrücke von der Form: (l, / v uud 1J /7.,:1, aber keine
anderen Ausdrücke von derselben oder höherer Griißellonlllullg
als a / v liefern.
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Es scheint daher zu folgen, daß, wenn die Gleichung (36)
Glieder von der Form a I v enthält, ihr nicht genügt werden
kann, ohne daß 'l/J(v~ Glieder mit cos (yBlog v) und sin (y'Blog v)
enthält und daß daher die Summe aller mit I/v behafteten
Glieder der Gleichung (36) gleich Null sein muß. Ebenso
kann man zeigen, daß die Summe aller mit 1/ v3 behafteten
Glieder derselben Gleichung gleich Null sein muß, indem man
nun weiter setzt:

qJ(v2) = _~9=_ (_1. 1 _ -~) -1-;( (v)
7VTt 1) 2 v8 28v5

und im übrigen ganz wie früher verfährt.
Wir können daher der Gleichung (36) genügen, indem

. wir setzen:

{

'11/(V2) = ~ + ~ + _C:'l... -1- •.. -I- e-v~ (.9~ -I-~"')
't' V 'l,ll v 5 ./) v H

(41) (" 1/ )+ e- 2vt ~+~ ....
1) v 8

Um ein Unendlichwerden gewisser bestimmter Integrale
auszuschließen, wollen wir setzen':

00 ~

(42) -I-J[I/,(X2)-~-] 3xdx,!'e-
X2

dx
o 0

fOO[ (9) Cu Cl ] 2 3 d JX - 'J{2 I- 'l/J X" - X - XiI x x e LX,

o 0

00

lt =J'l/I (x 2 ) dx (3 x4 - 18x2 - 23~l\) e- x~
o

(43)

00 x

+ J['lP(x 2) - ~] 18xda.'Je-x~dx
o 0

-15[[,P (,,') - ; - ~; ]", d"j,-z'd"
+ 6f[ ,p(,,') - ; - ;~- - ;: ]", ri" j.-" dx.

o 0
35*
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Die Gleichung (36) erscheint dann in der :B'ornl:

"
O .) .) ('») [ 1 ~ ( 1 ) f' .. I I 'I h.= 'lr - V~ll/ W 2" e- v +/) + ~I.;- t. e- x· (:t· +;, -1-:- i.

0'
00'

- '~-JljJ(.re2)dx (-~f - BXZ
) e-x~

v
00

- I~B.J' 'I' (.re 2)d.re (3,7:':1, - 18.1::! - :.!3~8) C" ~I~~
11

00 x

- +,[[ ljJ(.re 2
) - ~'13x dx,r e- x2

d:t·
v 0

00 x

+ ~~-J[1/1 (x 2
) -,~- - ~~ ] 2:c3 cl.re ,re- .c~ tl.'l:

I} 0

- ~~ I[.p (x') - -;,"-] .• dxf.- x' ,/.1:
v D

00 x

+ '~~J[1//(X2) - ~ - .!:.I_] x:lr/x f'e-x~ tl.'l:
VB ~ XO L

V ()

- ~ .J~[ 1/) (x 2) - _~:I~ - ,::~, - (·~·I.rerl tl.?:j:{! .c' fl.1'
'vU X X,I x~I; . ()

v x " ~

+ ~J'3c dxJe'-x~dJ: -- 1.J(':0. + -~~) ~x:ld.1: J't:-.I:2t1:t.
lJ 0 IJ X X U

() () u 1\

+ 1~ [vco d.reJxe-:t2 da: _ ],'~fv(_co -I- .~\) x:l t!J,'j-:(! ,,t' tl.l,'
'1) , 1'- ;c .1;' •

(I 0 11 11

+ ~,rv(~ + .~I. + .!).) :c 5 {l.?:Jxe",;c
1 da:

'(lU t X :1;8 x r•
() 11

+ [~;' -ff.- + a-,} 1" .,'j" "" dx /.J:- -,,' '_" (;1") ;c" d.c
u "

11

_\- ['_ ~_l~~ _\- ß _ ~ -.1_ 18 -lf>v
ll + H/l4 - "~J' ., l I. a5 v'.l ~I ' OB (!' e" ( .r.

II

J' t! ·t'·~ 1/' (.l·~) .l: d.r. •
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Gemäß unseren früheren Betrachtungen müssen nun in
Gleichung (44) die Glieder mit I/v und 1/v3 -verschwinden,
es muß also g = h = 0 sein. Vernachlässigt mari zun~chst

die Glieder, welche klein von der Ordnung e-V~ sind, 80

reduziert sich

ebenso reduziert sich in allen zwischen den Grenzen Null und
Unendlich genommenen Integralen die Größe

di~ zweite Zeile· der Gleichung (44) v,erschwin,det gänzlich' und
für die beiden Integrale .

00 00

Je-- x~ '~!f (x~) Xd.'l: = -~Je- y 'l/{IJ) d,1j
» ~

und
00 00

,[e-X~I!'(:1:2)X3dx,= ~fe-Y1/J(z/)ydy'
'l! • r'.!

ergehen sich durch partielle Integration die Werte:

'1/' (v'.!) + 1/'/ (1,2) + 1//' (1)'2) + ...
und

(~15) (I''!. + 1) 1/1 (1,2) + (v2 + 2) 1// (1)2) 1; (1)2 +' 3) 1//' (v'!.) +

XIV. 8emikonvergente ReUle ~fih' große 'V~rte des ~..

Substituiert man unter Vernachlässigung der Glieder von
der Ordnung e-v~ in die Gleichung (44) den Wert:

n=oo

(4G) ( 'I) :2 c..'l/J v- = -----,
'i.~271 +1

11=0

so verwandelt sich dieselbe in
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n=ooo=2 v5 _~. (4n2 - 8 n + 7) Cn -

Yn .LJ (2n-3) (2n-5)v2n - S
n=O

n= 00

47 3 ~ (4n2 +8n-l)cn

( ) \ + 2""::::"; (2n-3) (2n-l)v2n - 3

+•~c :~(~ 1)'(2 n-1).!(2n-±2k-5~(n+ k) (2 n + 31l.+2) •
...::;.; n"::::"; (2n-l)2k-2v2n+21c-B
n=O k=l

Für die späteren Rechnungen ist es übrigens noch be~

quemer, sich direkt aus der Gleichung (37) die Gleichung (sie
wird später als Gleichung (48) bezeichnet werden) zu bilden,
welche aus Gleichung (47) entsteht, indem man zuerst mit v3

multipliziert, dann nach v ableitet, dann das Resultat durch v
dividiert und dann nochmals nach v ableitet. Dieser Wert'
ergibt sich einfach, indem man in jene Gleichung für 1/' (v 2)

den Wert (46) substituiert. Dadurch erhält man:

v

- 'tjJ" (v 2) [4v 7+ 21)oJJe- ,1]2 d,l'

. 0

= _ {n~ (2n + 1) (21~ + 3) {'n_ + _~~n~ (2n + 1) (2ft + 3) cn..}V~
~ v2n - 2 2.LJ ~,2n 2
1~=O n=O

v

- 1./J' (v 2) [24v 5 + 8v3]J e-x~dx
o

v

- 1./J(v2)[8v 5 + 24v 3 + 41JJ!e- X2 dx
()

= - {8~V2'~-4 + 24~-V2E'::::4 +4~ :;.}v;-
n= 0 n =0 . n = 0

v 00

- (4v + 8 v3) e-v~fe- x2 dx! a;3 e- x2 'Il' (a: 2) d:c
o v
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v 00

(36v3 + 24v5)eV2Je-X2dxfxe- X2 1jJ(x2)dx
u v

551

= _ {'~_e_n_ ~.(_1)l3(2n -1).!(2n+ 2l-1) [n l- 1J
~ v2n+1~ (2n-1)2l-2.v2l-3 +
'11=0 l=O

_12n~__en_}.Vn
~ v2n-4 2
'11=0

und re'duziert:
'11=00 '11=00

\

0 = SOv'2 _ ~ (4n2
- 8n+7)cn +!~ (4n2+ 8n-l)cn-vn ~ v2n - 2 2.L.,; v?n

(48) +n~:~(_1).(2n ±1)!{21l + ~'k=~11(n+k)(2n+31t+2).
~ 'lI~ 2k-2,v2n+2k
'11=0 k=l

Berechnet man die Summen explizit, so erhält man in
Gleichung (48)

als Koeffizient von v 2:

[~ -7 co],
als Koeffizient des von v freien Gliedes:

-3[; +C1],

als Koeffizient von 1/v 2
:

[ -lOc +~c -7c],o 2 1 2

als Koeffizient von 1/ 'v,j,:

[ 93]48co - 84c1 + i- c2 - 19ca '

als Koeffizient von 1/v6 :

[ _ 4~1l c, + 450c, _ 270c, + 1;7 c. - 39c.] ,
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als Koeffizient von 1/v8
: ,

[1470co - 2730cI + 1680c2 - 61Gca+ 2~;-' C'i - 67 esJ '

als Koeffizient von 1/ vlO :

[
8032f> 23G2f> 1170

- -_-- C + 18900c - ---------- c + 44] Oc., - C48 0 I 2 2 .,

417 ], + T C5 - 103 Co '

als Koeffizient von 1/v 12 :

[
155925 C _ [,92515 c + 93555c., - 35343ca + 9504c

42 0 4 I . .-

" . ,-1980c{j + '573c(j -147 c7 J·
.Indem man jeden dieser Koeffizienten einzeln = 0 setzt,

ergibt sich
• ( __30 _ . __' _co • 73

Co - 7 V~' Cl - 2' Cz = - 28 Co = - 2,6071 Co j

1749 . ~ ,
ca = - '10ß4 Co = - 1,6438 Co ;

182907
49 .Jc4 = + 82992 Co = 2,2038 co;

( ) 1 36244881

I
c = - -'-- ----..,c = - 3 25906co '5 11120928 0 , ,

l
-.L 17771116743 = + 7 7572(' .

Co - r 2290911168 Co , '0 ,

= _1_ 338121975716001 = ):;02 OlG3e
c7 673527883392 Co 0 ~o •

Die bisher entwickelten Gleichungen gestatten den Zahlen
wert der Funktion 'lf.' (1)2) für alle Werte des Arguments zwischen
Null und 00 zu berechnen. Für kleine Werte des Arguments
dient dazu die Gleichung:

x~ x:l
(50) 'lJi (:~) = Ta -/- Tl :1: + T 2 TI + T g H! + ...

Man ersieht aus den Gleichungen (30), daß die Werte der
T bis T 5 fortwährend abnehmen~ sollten sie auch später etwas
zunehmen, so bleibt diese Reihe doch eine sehr 'gut konvergente.
Für sehr große Werte des Arguments kann die· semikonvergente
Reihe (46) benützt werden. Für dazwischen' liegende Werte
kann man noch folgendes Verfahren einschlagen:

Man bezeichne mit a einen, Wert, fü~ welchen man die
Funktion 'lJ.! (x) noch aus ,der Gleichung (50) berechnen kann,
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man berechne auch 1/J'(a) aus derselben Gleichung, so kann
man 'I.//'(u) aus der Gleichung (37),1.jJ'''(u), 'I./)lV(ct) U8W. aus
jenen Gleichungen berechnen, welche durch Ableitung der
Gleichung (37) nach v entstehen. Hernach kann man wieder die
Funktion 1jJ für eine Reihe ~on Argumenten nach der Formel:

(51) '1/1 (u + /1) = 1/1 (u) + ß1//(U) + ~~'I./-'''(ct) +
berechnen. Wenn diese neue Reihe nicht mehr schnell genug
konvergiert, so wiederholt' man' dieses' Verfahren von neuem,
wobei aber jetzt a die größte Zahl bezeichnet, für welche; 'l/-J(a)
und 'lp' (a) noch aus der neuen Reihe gefunden wer~en könneI;l.
Zu bemerken ist, daß die IPunktion '4) (x) dabei nodh zwei un
bekannte Konstante a und b enthält., welche aber leicht auf
folgende Weise gefunden werden können: Man ~substituiert

den gefundenen Wert von 1./) (x) in die beiden Integrale (26),
dadurch ergeben sich zwei lineare Gleichungen, aus denen die
zwei Konstanten a und b berechnet werden :können. Zur Be
rechnung der zweiten und der höheren Ableitungen der
Funktion 1/1 mögen hier noch die drei ersten Ableitungen der
Gleichung (37) angeführt werdel1' Behufs leichterer Berechp.ung
der Ableitungen wurde in (3.7) gesetzt: .

, y;;

, .) 2e
X J' '.v- = :'(:; '1j = l!"X e~x. rl::t',

o
wodurch sich Gleichung (37) verwandelt in:

0= 15 --'f"'(:l:H2x2 + (2.~a + .~2)IJJe-:l;

-- 1/,'(:1:)\.12:1::+ (12x2 + 4X)1jJ e- X
I

- 'I' (.~)[4x + 11 + (4x~ + 12.t· + 2) 'Jjl e-1:
00

(52) -11 + (2:t, + 1)'J1J.r,~'e~1:1/'(.'l:):dj:

00

+ 15~t: + G+ (6x 2 + 9:1:)-J}Jfe-x'l/J(x)d.~.
x

Da 1) = ~ /.'1,' ist, wenn man unte.~ ~ d~eselbe I Größe wie
in Gleichung (39) versteht, so bekommt man:

(53)

11=00

~ (2X)1l
.]/ = 2 /---.- ..... ----

..;..J 1!(2 n + 1)
1t=()
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und

00

1· J+ - [17 - 2J x e-(I; 1jJ (.x) da:
2a:: .

00

+ [6x +14 + (6x2 + 18x + ~) n] fe-x 1/J(X) dx.
x

00

+ 1/1~X) [7} _ 2] e- x - [2 + (2x + 2) 17]J.xe-x 1fJ(X) dx
a:

dr; ( 1 ) 1-= 1--n+-'dx 2x x

Es ist daher die I. Ableitung der Gleichung (52)

o = - 'ljJ'" (x) [2x 2 + (2x 3 + x 2
) 17J e- a;

- 'ljJ"(x) [17 x + (17 XZ + 1;. x)n ] e-a; .

-1//(x)[4x + 27 +.(4x2 + 30x+ 4)nJ e-a;

- 'ljJ(x)[4x + 11 + (4x 2 + 14x + 6)n] e- X

(54) j
I

I
I
Ir. Ablei tung.

0= - 1/P(X) [2x 2 + (2x3 + x 2)1]J e- X

- 1jJ'" (x) [22x + (22x 2 + 7x) 17J e- X

"( )[4 99 (4" 111 27)]- 1/J X X + "2+ :c" + -2- x + T n. e- x

- 'ljJ'(x) [4x + 18 + (4x 2 + 20x + 21)n] e- x

8'lJ1'(x)+ -a::- [n - 2] e~x - 1p(X) [4x+ 20

+ (4x 2+22x+12)1}]e- x + 'lJ1(~.)[31]:1:-4x- ~17+3]. e-X.x 2

(55) 00

- [2 + (2a: + 3) 17]f .ve- X 1/1 (a:)dx
a;

+ ;, [: 1] x- 2x -~'7+ :] Ix.-" VJ(X) a..
x

00

+ [6x +24 + (6x 2 + 27 x +227) 17] .re- x 1/1 (x) d:t,
x

00

-:- 4
9
a; [17 - 2] Je- a; 1/J (x) dx .

a;
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(56)

111. A blei tung.

'0 = - 'lf)y (x)[2x 2 + (2:~:3 + x~ 17] e-:r.

- 1i/Y(x) [27 x + (27 x2+ 1
2
7 x) 11] e- x

! f"( ) [4 + 157 + (4 ., + 177 + 41) ] x-I') X X ~ x~ -2- x 4" "7 e-

+ 1jJ"(X) [4.t, + 28 + (4x 2 + 3ßx + ~:5)'11] e- x

511/1"(x) [ 2J-- -s-x-- 1/ - e x

- ·tjJ'(x)[4x + 26 + (4x 2 + 28x + 22)'IIJ e- X

+ 'lfJ~~) [2271Jx - 19x - 611+ 12] e- X

-1.jJ(x) [4x + 28 + (4.x 2 + 30x + 26)'11J e- X

1fJ (x) [9 " 14 '1 9 4 15 15]+ -- 1Jx~ - x"'- --'Ix + x + -'17- - e- x
x 3 2 4 2

00

- [2 + (2x + 4) 11JJ'x e-x'l/J(X) d:t·
x

00

1 [3 .) 3 3 <) 7 15 15] J (\d+ x 3 • l1x~- 'lIX- x~+2x+-8-'11-4 xe-:Z:1jJ x) x
x

00

+ [6x + 33 + (Bx 2 + 36:r + 27)1/Jj'e- X 1/J(x)dx
x

Natürlich müssen bei Berechnung von 1/./'(a), 't/J"'(a) .. ,
aus diesen Gleichungen die Integrale:

00 00

f.7: e- x 1jJ (x) dx und Je- x 1/1 (:r) d:t, .
x x

in der. Form geschrieben werden:

und

00 a

_J'.7: e-;C 1fJ (x) d.t, - Jx e- x 'ljJ (x) d x
00'

00 a

!e-xljJ(x)dx - f e- x t/1(.7:) dx,
o 0
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wobei die zwischen 0 und 00 genommenen Integrale die Werte
a und b haben, wogegen die ~wischeJ;l Q. und CI. genommenen
berechnet werden können, da der Wert der Fun~tion '{/' (x) für
Argumente, welche zwischen diesen' Grenzen eingeschlossen
sind, als bekannt -vorau~gesetzt,wird. I Für große Werte von a
wird natürlich die Differenz .d~r beiden bestimmten Integrale
klein gegeJ;lüber Minuenq.. und .subtrahend; es muß daher
Minuend .und Subtrahend bis auf eine große Anzahl, von
Dezimalen bekannt sein, damit genügend viele yon Null ver
schiedene Ziffern der Differenz richtig ausfallen. Sollte hier
durch die Berechnung unsicher ,werden, so könnte man auch
von großen Werten des ,Arguments ausgehend die Funktion '{fl(x)
für immer kleinere' und kleinere ~ berechnen. Man würde
z. B. 'lp(x) un~ 'l./-"(x) ·von x:=oo ·bis :r~ CI. aus der semikon
vergenten Reihe berechnen, dann von 3: = CI. bis .1.' = e.t - ß'= u'
aus der 'Formel

~I(a - ß) = 1/,(a) - ß'l/I'(U) -I- ,:: 1./,"(u) . .. ,

wobei 'lp"(U), 'l/,"'(CI.), .•• aus den Gleichungen (52), (54) us,,".
zu berechnen wären. Dann könnte wieder in gleicher Weise
der vVert der Funktion für Argumente berechnet werden', die
zwischen a' und u' - (:J' liegen usw.

Schließlich sei mir noch eine Bemerkung erlaubt:
Es mag auffallend: erscheinen, daß in: meinen Formeln

nirgends die durch Reibung erzeugte Wärme vorkommt;· man
sieht jedoch leicht, daß dies nicht anders sein kann, da dieselbe

\ ,

von der Größenordnung- der hier vernachlässigten Glieder ist.
Betrachten wir zwei parallele Schichten des Gases vom :B"lächen
inhalt 1 In der Distanz 1; eine derselben soll ruhen, die andere
mit der Geschwindigke~t a 'sich parallel zu sich selbst fort
bewegen, dann ist die auf irgend eine der Schichten wirkende
Reibungskraft = p,. u; die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit
daher = p,' a 2

, die Glieder von der Ordnung (i~ wurden abe,r
von uns vernachlässigt. Jn der Tat wird auch bei aUen
Experimentaluntersuchungen über Gasreibung die durch die
Reibung erzeugte Temperatllrerhöhung vernachlässigt.

_...._._ .._-_ .• -
I



60.

Entwicklung eInIger zur Bestimmung der Dia
magnetisierungszahl nützlichen Formeln. l

)

('Vieu. Bel'. 83. S.576-587. 1881.)

J. Herausstoßende Kraft eIner Spirale mit vielen
Win(luugslagen.

Nach den in meiner Abhandlung: Über· die auf Dia
magnete wirkenden Kräfte 2) angegebenen Methoden hat Hr.
Professor Ettingshausen neuerdings eine Reihe von Versuchen
angestellt, welche die Bestimmung des numerischen Wertes
der Diamagnetisierungszahl namentlich für Wismut zum Zwecke
haben. Es schien dabei die Berücksichtigung einiger Um
stände von Wichtigkeit, welche ich in der angeführten Ab
handlung unberücksichtigt gelassen hatte und ich will daher
die diesbezüglichen Formeln hier nachtragen.

Bei der in § 2 auseinandergesetzten Berechnung der
herausstoßenden Kraft einer Spirale auf einen koaxialen, dia
magnetischen Zylinder wurde eine Spirale von einer einzigen
Windungslage vorausgesetzt. In der Praxis empfiehlt es sich
jeuocb, eine Spirale mit vielen Windungslagen übereinander
anzuwenden.

Seien im ganzen v Windungslagen übereinander jede von
Nt Windungen. Der Radius der innersten Lage sei ß, .der
der äußersten b; b - ß = (j ist also gewissermaßen die Spiralen
dicke, v I (Y die Zahl der Windungen auf die Dickeneinheit.
i sei wieder die Stromintensität. Will man die in der zitierten
Abhandlung entwickelten Formeln ohne weiteres auf diesen
Fall anwenden, -80 wäre es am einfachsten, alle Ströme der
verschiedenen Lagen in uer mittleren Lage konzentriert zu

1) Voranzeige dieser Arbeit "Wien. Anz. 18. S.69. 17. März 1881.
2) Diese Sammlung Nr. 51.
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denken, d. h. v i statt i, (b + ß)J2, statt b in jenen Formeln zu
setzen. Eine größere Genauigkeit bekommt mann, wenn man
sich alle Ströme zuerst in der innersten, dann nächstfolgenden
Lage usw. konzentriert denkt, für jeden dieser Fälle die
Wirkung auf den diamagnetischen Zylinder sucht, und zum
Schlusse aus allen diesen Wirkungen das Mittel nimmt.
Dieses wäre

(23) . ~ = b: ßJ~ d b,
ß

wobei ~. aus den Formeln (18), (19) und (20) der zitierten Ab
handlung zu entnehmen ist. Nimmt man dabei (12 j(b 2 + m2)

und b2 j12 als sehr klein an und vernachlässigt Glieder, in
denen das größte Glied mit einem Quadrate oder einem Pro
dukte zweier dieser Größen multipliziert ist, so wird

(
- _ 8n3kN21J2i2Q2m { . b + 1/b2 + m 2
~ - (j log _

I
. . ß+ 1/ß2 + m2

~ ( bS . _ ßS ) _ 'z (ba - ßil)

+8m
2 "l/b2 + m 23 l/{P + m 23

. 3 (l2 _ m 2)2

- 4 tl
2

2~?~2l [b 11{}2+ m2- ßyfJ2 + m2

_ m2 log b +V~m2]} .
ß +1/ß2 + m2

Dagegen wäre' es' ganz unerlaubt, die Wirkungen, welche
die verschiedenen Windungslagen auf den diamagnetischen
Zylinder ausüben, einfach zu addieren (superponieren), da sich
die Wirkungen zweier Ströme auf einen diamagnetischen Körper
niemals superponieren. So ist diese Wirkung nicht z~ sondern
i2 proportional und auch hier würde man durch einfache
Addition eine Proportionalität mit v, nicht mit v2 erhalten.

Nach dem Gesagten wird' die Notwendigkeit der exakten
Berechnung'der Wirkung einer viellagigen Spirale einleuchten,
um daraus beurteilen zu können, inwieweit der Gebrauch der
Formel (24) gestattet ist.

Man sieht sofort, daß sich die Werte von X, Z, daher
auch CF (p), 'l./J (p) für die verschiedenen Lagen einfach super-
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ponieren. Bezeichnet man also die elektromagnetischen Kräfte,
welche jetzt an die Stelle von X, Z treten, mit ~,Zg' so ist

Xg= CPg(P2) - epg(PI)' Zg = t/-'g (Pz) - V'g (PI)'
wobei

(25)

b

'l/-'g= i~f VJ(p)db.

ß
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wobei iden Wert lader 2 hat,' so wird

TC Ni Ct J! '( . 0,2 ' "}
Xg = - -~-,- \82 - 81 - '2 + '1 - 7(172 ~ '1h),

Zg = TC ~ iv {2 (pz 82 - PI 81) +~2 (pz 112 - PI '17l)

Vernachlässigen wir in Hinkunft die Quadrate und Pro
dukte von {?2j(b 2+ m2) und, b,2jl2, so fallen die Glieder mit (l't

weg und es, wird

2N2 2 "2

Rg
2 =,n O/

I

,~ {4 (P2 82 - PI 81)2+ a 2 [2 (P2 82~ PI 81) (P2 172 - P1'7h)

+ (82 - 81 - '2 - '1)2J},
daher

~ "

f 2 _ 'JT,3 1c N 2 )12 ~2 Q2 ( 2
(g (PI' P2) = lt 'TC a daRg - -----g-i-·---' \2 (P2 82 - PI 81)

o

+ (12 [~'(P2 82 - P1 81)(P2 1(2 - P1 1h) + '~ (82 - 81 .....:. ~2+ SI)2]} .

Setzt man nun PI = - m, P2 = l - m, so wird
.,

b blJ

log(b + VP; + b2
) = log(l-m) + _ 'In - -if(Z= m):'

b - ß bß - ßS ~. , J (b2 .f b ß + ß2)
8--.--- ---- .'

2 - l - m 6 (l _m)8 - l -m 6 Cl - m)8

Bezeichnet man ferner durch die Indizes mund n die
Ausdrücke, welche aus (25) entstehen, wenn daselhat Pi = m
oder Pi = n gesetzt wird, so ist:

, ' (b:J - ßB)
P2 82 - PI 81 = (j + m Sm - ~:. 'm)2 '

und wenn wir in den mit (14 multipliziertenGlieclern auch b2 jl2
vernachlässigen

S2 - '1 = l ~m- ~m' P2'lJ2 - PI 1lt = m '17m '
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Wir finden somit

~(-m, l_m)=n
3

IcN;:2 i 2cp2 {2~2+40'm8m

.+ 2 2 2 2(~ + rJHmHb3
- (J3)m (3 - -----:----::-----'--

m 3 (l ....;. 1n)2

+ 2 [0 m 17m + m2
1Jm Sm + Sm Sm _ 0 (Sm + sm)]} .

Q 2 2 4 4 (l - m)

Es ist daher die Gesamtkraft, welche die Spirale auf den
diamagnetischen Zylinder ausübt:

( ~g = ~ (- m, l - m) - ~ (n, l + n)
n 3 k N2 1J2 i 2 (l {

= 02 40' (m cm + n cn) + 2 (m 2 s~ - n2c~)

_ 2 (0 +m sm) (b3 - [,3) + 2 (0 - n Sn) (b 3 - (J3)

3 (I - m;2 3 (l + n)2

L2 [(j ( + )+ m
2

1Jm Sm - n217nEn
T Q 2 m 17m n 17n 2

+ ~ S,,!-=-~n Sn _ i. (Sm + Sm _ Sn + Sn )]} ,
4 4 l-rn l+n

wobei 8m , ~m' 'lJm die Werte sind, welche aus Ci' ~ir rJi in
Gleichung (25) entstehen, wenn man Pi = m setzt, Sn' f;n' 1]n'

wenn man Pi = n setzt. Für m = n wird

. n Rk N2 ~12 i 2 Q~ {' _ .i. 13m 02 + m 2) (b R
- (J3)

J ~g = 8 Sm 3 3 W- m 2)2 (j

\
. Si (b 3 - (J3) }

- 3(t2 _ m2J2 + Q21]m .

Wie man sieht, ist nur das erste Korrektionsglied und
dieses nur um einen geringen Betrag von dem entsprechenden
Gliede des' Ausdruckes (24) ,verschieden. -.

H. Dreh:ungsmoment einer' Spirale auf einen nahe ihrem
Ende befindlichen und nahe konaxialen Zylinder.

Am Schlusse des § 4 habe ich das Drehungsmoment
zweier entgegengesetzt gewickelter Spiralen auf einen Zylinder
berechnet, dessen Mittelpunkt in der Mitte zwischen beiden
Spiralen liegt. Es ist dies der Fall, in dem die drehende
Wirkung eine ganz besonders große ist. Allein ich habe dabei

Bol tZll1ann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. H. 36
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die Annahme gemacht) daß die Entfernung des Zylindermittel
punktes von der nächsten Windungslage groß gegenüber den
Dimensionen) also auch der Länge des Zylinders sei.

Diese Annahme läßt sich praktisch nicht realisieren, ohne
daß die Wirkung wieder unmeßbar klein wird. Läßt man
aber diese Annahmen fallen) so werden die Formeln außer
ordentlich unbequem und weitläufig, selbst wenn man annimmt,
daß der Neigungswinkel u der Zylinderachse gegen die Achse
der Spirale sehr Idein ist, so daß die algebraische und
numerische Bewältigunp; des Problems einen ganz unverhältnis
mäßigen Aufwand von Zeit und Mühe kosten würde.

Ich will daher hier noch den Fall der Rechnung unter
ziehen) daß nur eine Stromspirale wirksam ist. Die Bezeich
nungen sind dieselben) wie in meiner bereits mehrfach zitierten
Abhandlung und sind überdies durch nebenstehende DUl'ch
schnittsfigur versinnlicht.

z

Fig.1.

f/2 / b2
, b2

/ l2 und a 2 sollen als sehr klein vorausgesetzt
werden, und Glieder) welche von der Ordnung des Größten
multipliziert mit irgend einer dieser Größen sind) vernach·
lässigt werden. Auch soll angenommen werden, daß man ohne
erheblichen ]'ehler statt der den verschiedenen Winc1ungslagell
entsprechenden Werte von b derell :Mittelwert setzen kann.

Dann findet man die Werte von X und Z aus den Formeln
der zitierten Abhandlung, welche unmittelbar der Formel (15)
vorhergehen, indern man PI = h + Z, P2 = co setzt, ,vas liefert:

N · I"K 1l :'Ht )"

.L = VlJ 2 +(iz + x,p 3 '

Z = - 2% Ni { Yb~ ~·tt-~·X)i - 1 + -4-~~·~~{1=-!=;}~5} ,
X 2- 4· 2.N 202 {(f,2 b1}- 'TC l -_....-,

t.l:w ll
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Z2 = 4n2N2i2 {2 _ 2(h +%) -"- 3a
2 b2 (h + %)

1/w 21/n 5

b2 3 a2 b2 (h + %)2}
- W + 2wS '

wobei w = 62 + (lt + Z)2.

Nun ist in unserem Falle

a2 = rl + 2U I) a eos {} , z = U - I) ct C08 {} •

Bezeichnet man daher mit 00 und 01 Glieder, welche un
ver~tndert bleiben, wenn eos {} sein Zeichen ändert, so ist mit
Vernachlässigung der Glieder, welche 1)3 oder ct3 enthalten

Z2= °+ 4n2N2i2 {2b2Q a oos {} _ 3b2~6Qa(h + u) cos {}
1 1/20 3 V205

_ 2b2(h + u) q IX COS {} + 3b2 (h + U)2;6 QIX COS H} ,
w2 WS

daher

R,2 = .1'2 + Z2= 00+ 01 + 4n 2 N 2 i 2b21)ct COS{f{1/~3
VU;

_ 3~6(h + ~6) _ 2(h + 'u) + 3 (h + ,tt)2 ~6 + b2 .n.}.
yw5 UJ2 ws. 2~oa

Nun ist
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_.!!- Jdu f6h2
- 7b'! + 2.. _ 2h(h + ~~)

- w + \ 2w2 W 'l02

Wegen

Jd'lt h + 'lt 3 f du
WS = 4b2w2 + 4b2. 7

und dies reduziert sich wegen

und

Jdu 1 t h + 'ltW = b arc g-b---

auf

9
= 2h+ J9 h2

- 13 b2
) (11, + u) _ 5b2 h _ !!.....0:-~=-~_~}Vl,~t_:l9

w 16b2 w 4w2 l:lw 2

+ 3 (311,2 -I- J;2) t h + ~6
lU/ill"- arc g .

Faßt man alles zusammen, so erhält man fnr das I)rehungs
moment, welches den Winkel a zu vergrößern, also die Achse
des diamagnetischen Zylinders senkrecht der Spiralenachse zu
ste~len strebt, den Wert



160. Entwicklg. einiger Formeln z. Best. d. Diamagnetisierungszahl. 565

_ ko.f R
2

d'lJ __ 2 3kN2'2 2 b21 b2
- 2h(h + u)

20 - 'lt lf.!U ----:::=---
(X. • b2 V~V

_ b2
- h2 + 2h(h +_~t)8 +~ (9 h~_!~ b2) (h + ~t)

Vw 3 b2 l!w 3 W + l6b'Lw

5 b2 h 5 (h 2
- b2)(h + ~t)

- 4W2 - 8w2

+ 3 (311,2 + b2 ) t 11, + u 1

1

n == + (.t./2).---- are g--
16b8 b ~~ = - (),j2) ,

wobei 'LI) = h2 + (h + U)2. Diese Formel vereinfacht sich be
deutend für h = O. Setzt man dann (j) = b2+ (A2/4), so ist

n 3 Je N2 i 2 (l13 (X.

Jf!l = + 4 b2 .

Die Kraft strebt daher den Winkel ct zu vergrößern. Ist
·dagegen A groß gegen b (aber natürlich noch immer klein
gegen L), so wird

M 3 7 ?tT2'2 2 b; (3n 8)= - 'lt It 1.\ l f.! a --sI; - -f .

Der diamagnetische Zylinder stellt sich also dann axial.
Ich muß hier noch bemerken, daß sich in meiner bereits
zitierten ersten Abhalldlung ein Fehler in den Vorzeichen ein
geschlichen hat. Der letzte Ausdruck für o.fR 2 dv auf S. 25,
der Ausdruck auf S. 2ö für dieselbe Größe und der Ausdruck
auf S. 27 für :Jl sollen positives Vorzeichen haben. 1) Der
ViI'"ortlaut der aus dEm Vorzeichen gezogenen Konsequenzen ist
richtig, aber dessen Motivierung falsch, indem ein positives
Moment den Winkel U zu vergrößern, ein negatives zu ver
kleinern strebt.

Die Formel für l/!l auf S. 27 2) lautet für eine Spirale von
vielen 'Windungslagen

1) S. 352, B5B, B4t1:, dieses Bandes. Der Fehler ist in dieser Aus
gftbß hereits verhessert.

2) S. BM: dieses Bandes.
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_ n 9
2 2 '2 2 3' [ b + Vfj2 + h2

Jlt[ - '2 s'> N V Z () A lt sm 2Ci log YfF+
u~ ß+ ß2 + h2

- ~+ 1t2. +'~+7~ J2 (1 -~ ~.~: ).
Die Bedeutungen der Buchstaben sind hier dieselben wie

im 1. Abschnitte dieser Abhandlung. A ist die ganze Länge
des diamagnetiscl1en Zylinders, 2lt, die Distanz der End
flächen der heiden wirkenden Spulen.
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Einige Experimente über den Stoß von Zylindern. 1)

(Wien. Bel'. 84. 8.1225-1229. 1881 u. Wied. Ann. 17. S.343-347.1882.)

Nach einer bekannten Theorie von Uauchy und St. Venant
(80c. phil.1826. S. 180; O. R.63. 1108; 64.1009, 1192; 66.650,
877; Liouv. J. [2] 12.237,1866-67) ist der Er~olg des Stoßes
zweier Prismen, selbst bei Voraussetzung vollkommener Elasti
zität derselben nicht bloß von den Massen der Prismen, sondern
auch von der Länge und Fortpflanzungsgeschwindigkeit von
Longitudinalwellen in denselben abhängig, da durch den Stoß
in beiden Prismen zunächst eine Longitudinalwelle entsteht
und von der Zeit der Rückkehr der an den freien Prismen
enden reflektierten Longitudinalwellen zur Stoßstelle der Erfolg
des Stoßes ablüingt.

Um diese rrheorie experimentell zu bestätigen, ließ ich zu
nächst vier Glasstäbe von gleicher Masse, aber verschiedener
Länge und verschiedenen Querschnitten anfertigen. Da die
Versuche nur vorHiufige, ohne besondere Sorgfalt ausgeführte
waren, so kann ein definitives Urteil über die Resultate der
selben noch nicht abgegeben werden; doch schienen sich die
verschieden langen Stäbe bei gleicher Masse nahezu gleich zu
verhalten. Ich vermutete, daß dies daher kommt, daß der
Stoß nur an einem Punkte geschieht, daß daher bei gleich
langen ebensowenig als bei ungleich langen Stäben die re
flektierten Wellen sich wieder am Ausgangspunkte konzentrieren.
Hiernach würde also der bedeutende Verlust von lebendiger
Kraft beim Stoße nicht bloß der elastischen Nachwirkung zu
zuschreiben sein, sondern auch der ungleichzeitigen Rückkehr
der beiden reflektierten Wellen zur Stoßstelle selbst bei· gleich
langen, doch niemals absolut gleich beschaffenen Stäben, welche

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien.Anz. 18. 8.272. 15.Dezember 1881.
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bewirkt, daß immer ein Teil der lebendigen Kraft in Form
von Schwingungen in den Stäben zurückbleibt. Daß auch die
Bedingung des zentralen (oder vielmehr absolut koaxialen)
Stoßes niemals vollkommen erfüllt werden konnte, folgt schon
aus dem Umstande, daß bei jedem Stoße der Transversalton
der Stäbe stark erklang.

Um den Bedingungen der Theorie möglichst gerecht zu
werden, ließ ich vier Stäbe aus weichem, grauem Kautschuk
A, A', B, B' verfertigen, welche die Gestalt von Kreiszylindern
hatten. Jeder Stab war an einem Ende mit einer an der
Verbindungsstelle rauhen, an der anderen Seite sehr flach ab
gerundeten Beinplatte von gleichem Querschnitt und etwa
IS/4 rom Dicke versehen, mit welcher er schon beim Pressen
möglichst gut verbunden worden war. Je zwei Stäbe stießen
jedesmal mit den Beinplatten aneinander. Da die Fort
pflanzungsgeschwindigkeit der Longitudinalwellen im Beine sehr
viel größer als im Kautschuk ist, so wurde dadurch bewirkt,
daß während des Stoßes immer die gesamte Endfläche des
stoßenden, . auf die gesamte Endfläche des gestoßenen Stabes
drückend wirkte, obwohl sich nur die beiden Beinplatten in
einem Punkte berührten. Ich beabsichtigte die Stäbe alle
gleich schwer zu machen und deren Dur9hmesser so zu regulieren,
daß zwei derselben doppelt so lang als die beiden übrigen
wurden. Leider gelang es dem Fabrikanten nur sehr unvoll
kommen, diesen Bedingungen gerecht zu werden; die kürzeren
Stäbe mußten nachher, so gut es ging, noch weiter abgeschnitten
werden, .um wenigstens angenähe~'t dasselbe Gewicht wie die
längeren zu haben; trotzdem war auch diese Bedingung nicht
vollkommen erfüllt. Es sind daher auch diese Versuche bloß
als Vorversuche zu betrachten und wenn ich sie trotzdem
publiziere, so geschieht es bloß deshalb, weil sich aus denselben
bereits mit voller Sicherheit das Resultat ergab, daß ein Unter
schied zwischen dem Stoße zweier gleich langen Stäbe im
Sinne der St. Ven a ntsehen rrheorie ganz zweifellos besteht,
daß er aber bei weitem nicht so groß wieder von jener
Theorie geforderte ist.

Um einen möglichst koaxialen Stoß zu erzielen, waren
auf jeden Stab zwei kleine Messinghäkchen an solcher Stelle
aufgekittet, daß die Verbiegung des hängenden Stabes ein
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Minimum war. .Jedes Häkchen hing an zwei Kokonfäden, deren
Ebene senkrecht zur Stabachse war. Das nicht am Häkchen
befestigte Ende jedes Kokonfadens konnte mit Mikrometer~

schrauben gehoben und gesenkt und außerdem parallel der
Stabachse verschoben werden. Dadurch konnten die Stäbe
koaxial und so gestellt werden, daß sie sich in der Ruhelage
gerade berührten. Mittels eines horizontalen Kokonfadens wurde
nur einer der Stäbe um ein genau gemessenes Stück aus seiner
Ruhelage entfernt (dieses Stück soll die Hubhöhe heißen und
mit 11 bezeichnet werden). Dann wurde der horizontale Kokon
faden durch Größerdrehen einer kleinen langgestreckten Gas
flamme abgebrannt und so der Stoß eingeleitet. Es wurde
immer nur die Größe (der Ausschlag S) beobachtet, um welche
der zweite Stab nach dem Stoße sich von seiner Ruhelage
entfernte. Trotz der bedeutenden Länge der Aufhängefäden
geschah die Umkehr doch sehr rasch, und mußte immer die
Stelle, wo sie zu erwarten war, schon früher fixiert werden. Die
Ablesung der Umlrehrpunkte geschah durch Beobachtung des
Schattens der Aufhängefäden auf einer mm-Skala.

Die Dimensionen waren folgende: Länge der Stäbe .11, A',
B, B' ohne Beinplatten: ]00, 104, 230, 228 mm., Dicke der
kurzen Stäbe etwa 17, der langen etwa 11 mm, Gewichte der
Stäbe samt Aufhängehaken und Beinplatten: 23,816, 23,790,
23,904, 23,802 g. Länge der Aufhängefäden etwa 152 cm. Die
Resultate der Beobachtungen, welche durch Hrn. Hammer,
gegenwärtig Professor am Gymnasium zu Villach ausgeführt
wurden, sind in folgender :rabeUe zusmmengestellt:

1. Ii = 100.
-"-'--

Stäbe gleich lang Stäbe ungleich

S ..A' a. A Ba.B' B' a.B .A a. B Ba. a. ..A' ..A'a.B' B'a.A'

83 83,5 84 79 79,5 79 79 79

S 83 83,5 83,5 79,5 79,5 79 79 79

83 83,5 83,7 79,5 79,5 79 79 79

P
I'

17 16,5 16,3 20,7 20/) 21 21 21
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2. H ~ 50.

I Stäbe gleicb

I B auf B' I B' auf B

".1:2

I
42

S 42 42

42
I

42

p 11 16 16

40 40 40 40

40,5 40 ".1:0 40

40,5 40 40 40
~~·_~ ___'"·_______. __ N"'_._'·~__··_"'___·_

19,4 20 20 20

3. II = 30.

Stäbe gleich Stiibe ungleich

s

p

A' auf A

26

26

25,5

13,9

B auf A'

24

24

24,5

19,4

Jede Beobachtung wurde dreimal gemacht, worauf sich
die drei in den Tabellen enthaltenen Werte des Ausschlages 8
des gestoßenen Stabes beziehen. Je drei zusammengehörige
Werte von 8 stimmen immer sehr gut, was aber erst erreicht
wurde, als die Stäbe mit der minutiösesten Genauigkeit koaxial
gestellt und dafür gesorgt war, daß sie sich in der Ruhelage
wirklich genau berührten. Die unter P angegebenen Zahlen
sind die Differenzen zwischen dem mittleren .Ausschlag und
der Hubhöhe in Prozenten der letzteren ausgedrückt.

Es ist also P = 100 (l-] - B) /Ii. Die Geschwindigkeiten
des stoßenden Stabes vor, und des gestoßenen nach dem Stoße
können mit genügender Annäherung proportional Ii und 8 ge
setzt werden. Aus den Tabellen ist sofort ersichtlich, daß
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jedesmal, wenn die stoßenden Stäbe ungleich lang waren, auf
den gestoßenen bedeutend weniger Geschwindigkeit übertragen
wurde, als wenn sie gleich lang waren i doch ist der Unter
schied viel geringer, als er nach St. Venants 'Theorie sein
sollte. Dagegen stimmen alle unter den verschied ensten Um..
ständen angestellten Versuche" bei denen beide Stäbe gleich
lang waren, .sehr nahe überein ; ebenso alle, bei denen die
Stiibe ungleich lang waren. Es scheint wohl, als ob, in Pro
zenten der Stoßgeschwindigkeit ausgedrückt, auf den gestoßenen
Stab um so mehr Geschwindigkeit übertragen werde, je geringer
die Hubhöhe ist; doch ist der Unterschied so klein, daß er
vielleicht auf Beobachtungsfehlern beruht, die natürlich gerade
bei den kleinsten Hubböhen am größten sind.



62.

Über einige das Wärmegleichgewicht betreffende
. Sätze. 1)

(Wien. Bel'. 84. S. 136-145. 1881.)

I.

In meiner Abhandlung:' "Über die Beziehung zwischen
dem zweiten Hauptsatze der mechanischen Wärmetheorie und
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, bzw. den Sätzen über das
Wärmegleichgewicht" 2) habe ich gezeigt, daß jedesmal die
jenige Zustandsverteilung unter Gasmolekülen die wahrschein
lichste ist, für welche eine gewisse Permutationszahl clen
größten Wert annimmt und die Beziehung zwischen dieser
Permutationszahl und der unter dem Namen .Bjntropie bekannten
Größe nachgewiesen. Den Beweis dafür habe ich bloß em·
pirisch, d. h. dadurch geliefert, daß ich den algebraischen Aus
druck für jene Permutationszahl und davon unabhängig den
algebraischen Ausdruck für die Zustandswahrscheinlichkeit be
rechnete, wobei beide Ausdrücke identisch ausfielen. Um den
Grund dieser Identität kümmerte ich mich damals nicht, da
ich die in meinen "Studien über das Gleichgewicht der leben
digen Kraft zwischen bewegten materiellen Punkten" 3) Ulld

Maxwells Abhandlung: "On Boltzmanns theorem on the
average distribution of energy in a system of materin,l points" '1)
aufgeworfene Frage nach der Beziehung eines warmen }GSrvers
zu einem Systeme, welches alle möglichen, mit dem Prinzipe
der lebendigen Kraft verträglichen Zustände zu durchlaufen
imstande ist, nicht berühren wollte. Ich will jetzt zeigen,

,1) Voranzeige diesel' Arbeit Wien. Anz. 18. S. H8. 17.•Juni 1881.
~) Diese Sammlung Bd. II, NI'. 42.
8) Diese Sammlung Bd. I, NI'. 5.
4) Cambridge Philosoph. transact. 12. part. 3. BeibHitter zu Wied

manns Annalen 0, NI'. ß. [Nr. 63 dieses Bandes.]
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daß der Grund dieser Identität mit Hilfe der in meinen Studien
entwickelten Sätze leicht eingesehen werden kann. Den An
knüpfungspunkt bietet das daselbst im Abschnitte 11 behan
delte Problem. n elastische Kreise sollen sich in einer all
seitig von einer elastischen Linie umschlossenen ebenen Fläche
bewegen. Ihre gesamte lebendige Kraft n" wird in unendlich
viele (p) gleiche Teile (Intervalle) geteilt. Es wird daselbst
der Grund angegeben, weshalb die Wahrscheinlichkeit, daß die
lebendige Kraft der ersten 'tl-Kreise im a tell, die der nächst
folgenden v-Kreise im bten Intervall usw. mit gegebener Reihen
folge liegt, für alle Intervalle dieselbe sein muß, sobald die be
treffende Anordnung überhaupt mit dem Prinzipeder lebendigen
Kraft vertrtiglich ist. Daraus folgt sofort folgender weiterer
Satz: elie Wahrscheinlichkeit, daß die lebendige Kraft beliebiger
11, unserer Kreise. im a ten, die beliebigen v im b ten Inter..
valle usw. liegt, ohne bestimmte Reihenfolge, ist proportional
der Zahl, wie oft sich n-Elemente permutieren lassen, von
denen 1(, untereinander gleich, ebenso v untereinander gleich
sind usw. Jene Zustandsverteilung ist also die wahrscheinlichste,
für welche die Zahl jener Permutationen ein Maximum ist.

Die Verallgemeinerung bietet offenbar keine Schwierigkeit.
Betrachten wir das Problem, welches ich im Abschnitte 111
meiner zuerst zitierten Abhandlung behandelt habe. In einem
Raume seien 'lJ + 1 verschiedene Gattungen von Gasmolekülen.
Von jeder Gattung sei eine sehr große, aber endliche Zahl
vorhanden. . Koordinaten und Momen'te der ersten' Gattung
seien PI' P2 ... Pr' Ql'" qr' der letzten Gattung p(~), .•. q~(,,).
Xußere KriLfte seien nicht vorhanden. Dabei sollen noch die
drei ersten Koordinaten jedes Moleküls die· Lage des Schwer
l)Ull1des desselben bestimmen. Nach den in der zuerst zitierten
Abhandlung gefundenen Prinzipien findet man zunächst em
pirisch folgendes: 1) Wir fingieren 'I' + 1 Urnen; in der ersten

1) Natiirlich darf dabei die Berechnung des Wärmegleichgewichtes
nich,t wieder mit Zuziehung des Begriffes eines Systems geschehen,
welcllcs imstande ist, alle möglichen mit der Gleichung der lebendigen
Kraft vertrl:iglichen Zustände zu durchlaufen, s?ndern sie ist so dUl'ch
zufUhren, wie ich es in meiner Abhandlung "Uber das Wärmegleich
gewicht zwischen mehratomigen Gasmolekülen"(diese Sammlung' Bd. I,
NI'. 18) ta,t, wo ich ebenfalls jenen Begriff prinzipiell vermied.
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derselben befinden sich Zettel,· auf welchen alle möglichen
Werte der Variabeln P4' P5 ... Pr' 11' q2 ... qr .aufgeschrieben
sind., und zwar soll die Zahl derjenigen Zettel, welche mit
Werten versehen sind, die zwischen den Grenzen P4 und
P4 + d Pi, ... qr und qr + d qr eingeschlossen sind, sobald sie
durch das Produkt d P4 d P5 ... d q1' dividiert wird, eine
Konstante liefern. Ebenso sollen auf den Zetteln der zweiten
Urne die verschiedenen Werte der Variabeln .P'4 •.. q'l auf
geschrieben sein,' wobei jedoch die letzterwähnte Konstante
einen anderen Wert haben kann. Dasselbe gilt für die übrigen
Urnen. Wir ziehen nun aus der ersten Urne für jedes Mole
kül der ersten Gattung einen Zettel, ebenso für jedes Molekül
der z\veiten Gattung aus der zweiten Urne usw., den Koordi.
naten- und Geschwindigkeitskomponenten jedes Moleküls denken
wir uns die Werte erteilt, welche auf den gezogenen Zetteln
aufgeschrieben sind, wobei wir jedoch alle mit dem Prinzipe
der lebendigen Kraft nicht vereinbaren KomplexioneJ;l verwerfen.

Es wird dann am wahrscheinlichsten sein, daß auf· diese
Weise gerade die dem Zustande des Wärmegleichgewichtes
entsprechende Zustandsverteilung ausgelost wird und fällt die
Wahrscheinlichkeit irgend einer Zustandsverteilung der Mole
küle überhaupt zusammen mit der vVahrscheinlichkeit, daß die
gleiche Zustandsverteilung in dieser Weise ausgelost wird
(deren Beziehung zur Entropie ich 1. c. besprach). Wir wollen
nun nach dem inneren Grunde dieses hier gewissermaßen zu
fällig scheinenden Zusammenfallens fragen.

Seien von der ers~en Molekülgattung n, von der zweiten n'
Moleküle usw. vorhanden. Die Koordinaten des ersten Moleküls
der ersten Gattung seien Pu " P21'" Prl usw. Wir denken uns
jetzt statt mehrerer Urnen eine einzige angewandt. Auf jedem
Zettel derselben soll für alle Variabeln P41'" qr1' P42'" qrn l
P'41'" q;(~)n(v) je ein Wert aufgeschrieben sein. Damit die
Wahrscheinlichkeit, daß irgend eine Komplexion gezogen werde,
dieselbe wie früher sei} muß die Zahl der Zettel, für welche
die Werte der Variabeln zwischen P41 und P41 + dP41'" q;(2)n(v)

und q~(~)Il(v) + d q~(~)n(V) liegen, dividiert durch das Produkt

d P41 d P51 ... d q;(~)n(Y) konstant sein. Um nicht gewisse Züge
verwerfen zu müssen, denken wir uns nun nochmals eine neue
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Urne mit neuen Zetteln fingiert, auf welchen alle übrigen
Koordinaten und Momente wie früher aufgeschrieben sind;
nur statt eines der Momente, z. B. statt q11' soll die durch
dasselbe und die übrigen Koordinaten und Momente bestimmte
Gesamtenergie JiJ aller Moleküle auf jedem Zettel aufgeschrieben
sein. Die Anzahl der Zettel, auf denen die übrigen Variabeln
bis auf q11zwischen denselben Grenzen wie früher, und B
zwischen .fjJ und E + d E liegt, ist jetzt

Bezeichnet jetzt etwa Eo den geforderten Wert, welchen die
Gesamtenergie aller Moleküle annehmen soll, so kann man
alle Zettel, für welche .E andere \\7 erte hat, schon vor dem
Losen aus der Urne nehmen und etwa nur jene beibehalten,
für welche E zwischen Bo und JiJo+ dJiJ liegt. Da es sich
ferner nur um Verhältniszahlen handelt, kann man durch dE
dividieren und erhält für die Zahl der Zettel, auf deneil
Werte der Variabeln verzeichnet sind, die zwischen P41 und

d ('I') d ('I') d ('P) l' d W tP41 + P41'" qr('I')n('P) un qr('I')n('I') + qr{'I')n('I') legen, en er

( C/dPll) d d ('I')
([f P41'" qr('I')n('I') '

wobei aber jetzt q11 durch die übrigen p und q und die
Gleichung der Energie bestimmt ist. Jetzt braucht keiner der
Züge verworfen zu werden, sondern die Wahrscheinlichkeit
jedes Zustandes ist der Anzahl der in der Urne vorhandenen
Zettel proportional, welche diesem Zustande entsprechen. Dies
stimmt aber vollkommen mit dem in der zitierten Abhandlung
Maxwells enthaltenen Resultate, daß die Wahrscheinlichkeit
eines Zustandes proportional dem Produkte der Differentiale
allel' Koordinaten und Momente ist, wobei nur das Differential
des durch die Gleichung der Energie bestimmten Momentes
auszulassen, dafür aber durch die Ableitung der entsprechenden
Koordinate nach der Zeit zu dividieren ist. Denn berück
sichtigt man auch noch den Umstand, daß für den Schwer
punkt jedes :Moleküls jeder Ort im Raume gleich wahrschein-

lich ist, so kommt zu dem Produkte d P41 ... d q~~l)n(Y) auch

noch das Produkt sämtlicher dP1' d P2 und d Ps' Ganz analoge
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Betrachtungen gelten auch, wenn äußere Kräfte wirken, nur
daß dann die PI' P2 und Ps gleich vom Anfange an keine
andere Rolle spielen als die übrigen Koordinaten.

Ir.
Es mägen hier noch elllIge Entwicklungen Platz finden,

welche sich auf folgendes Problem beziehen, das ich im Ab~

schnitte I meiner "Weiteren Bemerkungen über einige Probleme
der mechanischen Wärmetheorie"I) behandelt habe. Seien sehr
viele (LV) einatomige Gasmoleküle gegeben, unter denen die
Maxwellsche Zustandsverteilung besteht, d. h. die Wahrschein
lichkeit, daß die Geschwindigkeitskomponenten eines Moleküls
zwischen den Grenzen u1 und u1 + dul , Uz und 'll2 + duz
... ua und ua + dUa liegen, sei:

... /-,;a -k(ui +u; ... u~) d d dV-;- e ul u2 ••• U a ,

oder die Wahrscheinlichkeit, daß die lebendige Kraft eines
Moleküls zwischen x und x + dx liege, sei

a
h2 '!:-1

--e-hx x 2 dxr( ;) ,
wobei a ~ 2, wenn sich die Moleküle in einer Ebene bewegen;
dagegen a = 3, wenn sie sich im Raume bewegen. Es soll
nun aus diesen, ganz vom Zufalle geleitet, eine unendlichmal
kleinere Menge n von Molekülen herausgehoben werden. Die
Wahrscheinlichkeit, daß von den herausgehobenen beliebige w

l
eine lebendige Kraft haben, welche zwischen Null und 8, be
liebige w2 eine lebendige Kraft, welche zwischen 8 und 28

liegt usw. bis ins Unendliche, ist
na a

8 = (eh)2 n!e-h(Wl+2w2+ ... )e.(lw12w2 •..)2- 1

a [r(;)r20t ! w2 ! ...

Um Moleküle mit der lebendigen Kraft Null zu vermeiden,
wurde hier allen Molekülen, deren lebendige Kraft zwischen
(b - 1) 8 und b 8 liegt, schlechtweg die lebendige Kraft b 8 zu-

1) Diese Sammlung Bd.lI, Nr.44.
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geschrieben, wodurch nur ein Fehler entsteht, der unendlich
klein höherer Ordnung, also ohne Einfluß auf das Resultat ist.
Die Frage nach der wahrscheinlichsten Verteilung einer ge
gebenen lebendigen Kraft unter die n Moleküle wurde bereits
dort vollständig gelöst. Die Wahrscheinlichkeit II/a , daß die
n Moleküle eine gegebene lebendige Kraft A8 = L besitzen,
bei übrigens beliebiger Verteilung dieser lebendigen Kraft
unter denselben, .ist offenbar die Summe aller Werte, welche
der Ausdruck S erhält, wenn man darin den Größen w1' wz'
'W3 ••• alle möglichen ganzen positiven Werte, einschließlich
Null, erteilt, welche mit den Gleichungen

{

101 +. w=!'. + w 3 ••• = n,

w1 + 2Wz + 3 'W3 •• , = A

vereinbar sind. Für.a = 2, also für Moleküle, die sich in
einer Ebene bewegen, habe ich diese Summe bereits in der
zitierten Abhandlung berechnet; für Moleküle, die sich im
Haume bewegen, also füra = 3, ist die Summierung minder
einfach; dagegen wird sie wieder ganz leicht für a = 4, also
für einen Haum von vier Dimensionen.1) Sei

f'(u) = 1b + 2b U + 3b uz+ 40 u3 + ...
und denken wir uns den Ausdruck [f'(u)r nach Potenzen
von u geordnet, so wird die m te Potenz von u offenbar den
Koeffizienten

(2) ~
n_I__ 1bW12bW23bW3

I , I ...w1 • w2 • Wß' ••• .

haben, wobei die Summe über aUe ganzen positiven Werte
der weinschließlich Null zu erstrecken ist, welche den beiden
Gleichungen

101 + w2 + Ws + = n,

'Wz + 2 Ws + 3Ws + = rn

1) Die folgenden Entwicklungen sind wesentlich identisch mit den~

jenigen, welche in Se rr e ts Algebra, S. 355, zur Entwicklung der
Potenzsummen der Wurzeln einer Gleichung dienen, und bin ich dafür
IIrn. Prof. Königsberger zu Danke verpflichtet, welcher mich au!
deren Anwendbu.rkeit in dem in Rede stehenden Falle aufmerksam machte.

no ltzmlll1n , Gesammelte wissenseh. Abhandl. H. 37



woraus folgt

(a) 1 (ae)b
b = Y~71b T '
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genügen, was man auch so schreiben kann:

:2 n! Ibw 2bw 1 IJ?I! [f( )Jn• 1 , 1 2 • •• = -.-, 7t ::: 0 u.
'l0i • W2' • • • 17l •

Für b = 0 wird

f '(u) = --~;
1- 'lt

der Koeffizient von um in [f'(u)]n ist also

(- n) .(_l)m = (n + 'In - 1) .-
'm 'm

Man hat also

"""'" n! (n+m-1)
...::;.; U'1! wlj ! . . . = m. '

W: =(8 h)n e- ).he (Ä- 1) .
2 A-n

Wir nehmen nun an, daß n sehr groß, aber endlich sei

und vernachlässigen daher einen Faktor (1 + -i~)' mit welchem

das Resultat etwa behaftet ist; ferner soll 6 ein wirklich un
endlich kleines Differential, also die mittlere lebendige Kraft
A. 8/ n eines Moleküls unendlich gegen 8 sein, so daß ein Jj"aktor

(1 + ?r) für. endliche c ebenfalls mit Eins vertauschbar ist.

Die Annäherungsformel

(a) aa +1/2
b = V2 n bb +1/2 (a _ b/ - b +1/2

liefert, wenn b klein gegen a ist,

daher

(
Ä - 1) (l - 1) (Ä _ l)n -1 en - 1 ln - 1tP - 1
)" - n = n - 1 = V271 (n -lYt - 1/2 = ~-(~~ _ l)n =-Ih"

und folglich

7fT.. = (8 h)rte- h). e 'tt - 1 en - 1 hlt cl x e- h X. xlt - 1 e'rt - 1

2 Y2n(n_1)n-J/2 (n-1)U-

Letzterer Ausdruck ist durch Vertauschung von A. 8 mit u
und 8 mit du entstanden, und gibt die Wahrscheinlichkeit, daß
die gesamte lebendige Kraft unserer n Moleküle zwischen u und
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~(2n_1)2n-1/2
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x + d % liegt, übereinstimmend mit dem in der bereits zitierten
Abhandlung gefundenen.

Die Lösung wird wieder sehr einfach für einen Raum von
vier Dimensionen, also für a = 4, b = 1. Dann hat man

1
f(lI) = (1 _ U)2 •

Der Koeffizient von um in [j'(u)Jm aber ist

(-1)m(-1~n) = (2n+n7
l

-
1
).

Daher ergibt sich

117 = (ch)2n e- hls (1 -I- n - 1) = (ch)2n e- 7ds (1 + n - 1)2n -1 e
2n

-1
,t 2n - 1 ~ (2n _ lln-1/2

l2n -1 e2n-1
= (81z)2n e- h),e =

l/2n(2n __ 1)2n- 1/'J

Für a = 6, also b = 2 hat man

f (u) = 2· 1 + 3·2 u ... - 1 - 2u ... = ('-12 -)3 - -(1 )9 = (1
1 + ~6)ß •

-~6 1-~6- -'[6'

Der Koeffizient von um in diesem Ausdrucke ist

Setzt man hier m = A- Tl, so erhält man die Summe (2)
unter elen Bedingungen (1). Dieselbe hat also den Wert:

(n) (1 +2n- 1) + (1~)· (1 +2n- 2) + ... (n) (1 +n- 1) ,
o 3n -1 1 Sn - 1 n 3n - 1

oder, wenn man für den Binomialkoeffizient die Näherungs~

formeln benutzt:

h3n e- hx ,,3n-l e3n - 1 d"

l/2n (Sn - 1)3n _1/3

37*
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Ähnlich findet man, wenn a eine beliebige gerade Zahl ist,

. (:- 1) 0
{(u) = ---·-a + ---a_...- + ...,

- --1
(1 ...:. u) 2 (1 - 'lt) 2

wobei die Koeffizienten C nicht· berechnet zu werden brauehen,
da sie später ohnedies wegfallen. Der Koeffizient von' um in
[{(u)]n ist

(
-an) (- an +2)

((; -l)'f(-l)?n ~ +nC((: -l)!r(~])11!-l --".~:~ - + ...

(

2
1

m + an - 2) (21n+an-4)a n 2 a n-l --2-""'·
= ((2 - 1) ,) m + n C ((2 - 1) !) ?n .... + ...

Setzt man hier m = A - n, so erhält man für die
Summe (2) unter den Bedingungen (1) den Wert

(
a )n(A + (; -1) n-l.) ( a )n-1 (A -1- ( ; -1) n- 2)\(- - 1)! + n C (_. - 1) ! + ...

\2 .' an-2 2. an-4

Setzt man hier für die Binomialkoeffizienten die An
näherungsformel, so sieht man, daß das zweite Glied VOll der
Ordnung n2 fA bezüglich des ersten ist, also verschwindet. Ebenso
verschwinden alle folgenden Glieder. Das erste aber liefert:

woraus sich ergibt
an na-2 an an-2

Ir = {e hf'2 e-1de (A e)-2- h2 e- ll

a a n -1 --------.--..- ..-'--..-..---..- ......:....

~(an2-2)-2- i2%(-~~2=-"~)

Dieselbe :B'ormel, deren Beweis hier nur für den Fall ge
liefert wurde, daß a eine gerade Zahl ist, gilt ü.brigens auch
für ungerade a. Auch in diesem Falle wird nämlicb, wenn" u
nahe gleich Eins wird, die Reihe {(u) = 1 + 2"u + B(~U2 -I- ...
uneneUich wie (1- u)- a·r(a). Entwickelt man daher ganz
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wie früher ((u) nach Potenzen von u, setzt fUr die Binomial
koeffizienten die Annäherungsformeln und machte zum Schlusse
,dieselben Vernachlässigungen wie früher, so gelangt man wieder
zur Formel (3). Die Durchfü.hrung der Rechnung hat nicht
,die mindeste Schwierigkeit; dagegen dürfte allerdings der
Nachweis der Konvergenz der betreffenden ~ntwicklungen und
der Erlaubnis der Vernachlässigung auch für die unendliche
Gliederzahl mit Schwierigkeiten verknüpft sein und' ich will
darauf hier nicht· weiter etngehen. Speziell für elen' uns
interessierenden Fall a = 3 hat man

3n ()3n-2h2 -hx -l)-d
W'= -----~-----~-'!--"-~.

3n-l

V2;t (3n;2)~ ,
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Referat über die Abhandlung von J. C. Maxwell
"Über Boltzmanns Theorem betreffend die mittlere
Verteilung der lebendigen Kraft in 'einem System

materieller Punkte." 1)

(Wied. Ann. Beiblätter 6. S. 403-417. ] 881 und PhiI. Mag. (5) 14.
S.299-413. 1882.)2)

Maxwell zeigt, daß sich dieser Sa1z sehr einfach mit
Hilfe des Hamiltonschen Prinzips beweisen läßt. Der Satz
wird dabei auch erweitert, indem seine Gültigkeit für beliebige,
durch generalisierte Koordinaten bestimmte Systeme erwiesen
wird, wenn dieselben nur dem Prinzipe der Erhaltung der
Energie genügen. In der Auffassung besteht insofern ein Unter
schied zwischen Maxwell und Boltzmf\,nn~ als diesel' die
Wahrscheinlichkeit eines Zustandes durch die Zeit charakteri
siert, während welcher das System durchschnittlich diesen Zu
stand besitzt, wogegen jener unendlich viele gleich besehaffene
Systeme mit allen möglichen Anfangszuständen annimmt. Das
Verhältnis der Zabl der Systeme, welche jenen Zustand haben,
zur Gesamtzahl der Systeme bestimmt dann die besagte Wahr
scheinlichkeit.Schließlich findet Maxwell noch, daß auch in

, einem beliebigen, ohne äußere Kräfte rotierenden, nicht festen
Systeme sehr vieler Atome die mittlere lebendige Kraft der
inneren Bewegung für jedes Atom gleich ist, und daß ein
Gasgemisch in einem rotierenden Hohre sich ebenso verhält,
als ob jedes Gas daseIbst allein vorhanden wäre.

1) Cambridge PhiI. Trans. 12. (3) S. 547. 1879.
2) Obwohl Referate Bol tzmanns in diese Sammlung im allgemeinen

nicht aufgenommen sind, gh1ubte der Herausgeber hier eine Ausna.hme
machen zu sollen. Für die Wichtigkeit des Referates spricht Bchon die
nochmalige Herausgabe im PhiI. Mag., sowie der Satz in dem Briefe an
die Herausgeber dieser Zeitschrift: : . , . my notice contains Olle on two,
new things ...
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Der eingangs erwähnte Beweis Maxwells ist folgender:
Sei ein das Prinzip der Energie erfüllendes System S gegeben.
Seine Konfiguration sei durch n generalisierte Koordinaten
11'" 1n bestimmt; die dazu gehörigen Momente seien PI" .Pn •

(Zur besseren Anschaulichkeit will ich hier und da das ein
fachste Beispiel, ein System materieller Punkte mit beliebigen
Kräften daneben stellen; die q sind dann die rechtwinkligen
Koordinaten, die p die mit den Massen multiplizierten Ge
schwindi'gkeitskomponenten. D. Ref.) Das Gesetz der im erst
betrachteten Systeme wirksamen Kräfte sei dadurch gegeben,
daß die Kraftfunktion JT eine gegebene ]"unktion der Ko
ordinaten sei. Die Bewegung des Systems ist vollständig be
stimmt, wenn die Werte q'l'" p'n der .Koordinaten und Momente
zu Anfang der Bewegung und die Zeit. T der Bewegung be
kannt ist. (In dem Beispiele heißt das, die Koordinaten und
Ge.schwindigkeitskomponenten zu Anfang der Bewegung müssen
bekannt sein.) Es ist also am natürlichsten die 2 n +1 Größen
q'l" ·p'n' T als· sogenannte independente. Variable zu wählen.
Da das Wirkungsgesetz der Kräfte gegeben ist, so können alle
übrigen auf die Bewegung bezughabenden Größen, z. B. die
Werte der Koordinaten und Momente, nach Verlauf der Zeit 7:,

welche Maxwell mit q1' "Pn ohne Index bezeichnet, als
Funktionen dieser 2 n +1 Independenten berechnet werden. .Ist
T die lebendige Kraft zur Zeit T, also JT + '1' = 13 die gesamte
Energie des Systems J so können natürlich auch diese Größen
als Funktionen der 2 n + 1 Independenten ausgedrückt werden. 1)

Denkt man sich wirklich jede der 2 n +1 Größen Ql" .Pn '

B als Funktion der 2 n + 1 Independenten q\ ... p'n' T aus
gedrückt, so erhält mau 2 n +1 Gleichungen zwischen 4 n + 2
Variabeln. Die Hamil tonsche Methode besteht nur darin,
daß man an Stelle der bisher gewählten Independenten, welche
wir immer die "alten Independenten" nennen wollen, andere
Independenten (die "Hamil tonschen Independenten") einführt.
}Y.[an kann nämlich aus den 2 n + 1 Gleichungen von den im
ganzen darin vorkommenden 4n + 2 Variabeln beliebige 2 n + 1
Variable als Funktionen der übrigen 2 n + 1 ·ausdrücken.

1) 1iJ wird dabei 7: nicht enthalten, a1 so bloß Funktion VOll q\ ... p'n
sein, da es während der ganzen Bewegung konstant bleibt.
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Hamilton denkt sich die Variabeln PI" .Pn' PI' ... Pn', T.als
Funktionen von ql ... qn' ql'.·· qn', E ausgedrückt, so daß' also
die zuletzt genannten Variabeln die Rolle der Independenten
übernehmen. Jede der zuerst genannten Variabeln ist also
jetzt als bekannte Funktion dieser 2 n + 1 Independenten an
zusehen. Unter Zugrundelegung dieser "Hamiltonschen"
Independenten findet man leicht:

(
1) 8p,.' 8p. 8 pr' 87: ~_ 8p,. 1)
, 8q. = - Bq/' 8E = - iJq,." iJqr - aE'

wobei rund s beliebige gleiche oder ungleiche Zahlen sind.
Geradeso wie das Produkt der Differentiale dreier recht

winkliger Koordinaten da: dy dz durch das Produkt der Diffe
rentiale der Polarkoordinaten ausgedrückt werden kann und
dann gleich 1'2 sin{} dr df}· dcp wird, so kann, wenn beliebige
m Variabeln vI' V'A'" Vm Funktionen von manderen uI ' 1l2•·· u

11t

sind, das Produkt der Differentiale der ersteren Variabeln
durch das Produkt der Differentia.le der letzteren ausgedrückt
werden, und zwar geschieht dies mittels der bekannten
Funktionaldeterminante :

d d d d d . l ~' ± iJ Vt BV2 iJ 'l'",
VI V2 ••• Vm = UI ,. U2 ···CUm ~~ •• ".::l-'

v ~tl v 'lt2 v u'"

Ein spezieller Fall ist, daß einige der V mit einigen der
u identisch sind, wie wenn man die z-Koordinate beibehält
und bloß a: und y in ebene Polarkoordinaten verwandelt. Sei
etwa VI = u I ' v2 = u2 ••• v7c = u lc ' Dagegen seien vk+l'" vm ge
gebene Funktionen von uI ' U2 ••• Um. Dann vereinfacht sich
die Funktionaldeterminante' zu:

I l d d d d ~ + BVl~+l a 't'm
C< VI (j V'A'" Vm = UI U2 •• • Um _--•••-.

aUk+l BUm

Wir wollen diese allgemeine Formel jetzt auf das frühere an-
wenden. Statt UI um setzen wir die 2 n +1 Hamiltonschen
Independenten q] qn ql' ... qn', E; für vI'" Vlc setzen wir

7:

1) Dies folgt so: Werde die Größe A = 2 (Tdt als Funktion der
o

Hamiltonschen Independenten ausgedrückt, so beweist Hamilto!l
[Thomson und Tait, Natural philosophy, new edition § 330 Gleich. (18)
dasselbe in deutscher Augabe § 322, Gleich. (18)J, daß p/ =' - a.LI. / iJql'<
p. = BA 18 q., 7: = aAl BE ist, woraus sofort folgt: ap/I 8q. = - apd aq,.'
= fj 2 i:1/(Bqr Bq.') usw.
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q1 ... qn' für Vk+1 ... ?\n aber PI'" Pn , r. Dann geht die Formel (2)
über in:

(3) J dql,,·dQn dP1,,·dPn dr

1 . = dql'" dn dOll ... drq· 'd N~ + ~}!l •.. Bpn ~.i •
:In :I n.L.J - Bql' fJ f),.' fJ E

Wir v.,'Ollen jetzt in die allgemein gültige Formel (2)
andere spezielle Werte einsetzen; nämlich für u

l
••• um wieder

die Hamiltonschen Independenten; für VI,,,?),c aber ql' ... qnl
,

wogegen wir für v'c+1,,,vm die Variabeln Pl''''Pn', rsubstituieren,
welche ja nach Harnilton ebenfalls Funktionen der von ihm
eingeführten Independenten sind, daher die Gleichung (2) auf
diesen Fall, ebensogut wie auf den vorigen anwendbar ist.
Die Gleichung (2) verwandelt sich durch die Substitutionen in:

J .dq/ ... d qn' dPI"" dPn' d r

(4) t _ d I d' l d· d 7t7 ~ fJpl' fJ Pn' fJ 1:
- q1'" qn Ciql'" qn .1!J...:::.,; ± aq;'" Of)n aE'

Ich rate nun dem Leser, die Funktionaldeterminanten der
Gleichungen (3) und (4) ausführlich hinzuschreiben, dann für
jedes Glied der Funktionaldeterminante der Gleichung (4) den
Wert zu substituieren, den dasselbe vermöge der Gleichungen (1)
hat. .E:s wird, abgesehen vom Zeichen und von einer Ver
tauschung der Horizo;ntal- und Vertikalreihen, genau die
Funktionaldeterminante der Gleichung (3) zum Vorschein
kommen. BeideFunktionaldeterminanten haben' also denselben
Zahlenwert, und da es hier bloß auf diesen ankommt, und in
den Gleichungen (3) und (4) auch die :produkte der Diffe
rentiale der Techten Seiten identisch sind, folgt aus diesen
Gleichungen:

dq1 ... dqn dPl'" dPn d r =dq/ ... dqn' dPl"" dPn' d r.

Hier kann man noch beiderseits mit d r dividieren und erhält:

(5) dql'" dqn dPl .... dPn = dq/ .. . dqn' dPt.. · dPn',

welche Gleichung das Boltzmannsche rrheorem in seiner
größten Allgemeinheit darstellt.1)

1) Ich bemerke hier, daß in dem ausgezeichneten Buche Watsons
"A treatise on thekinetic theory of gases", Olal'. Press 1876 auf S. lB
bei Ableitung dieser Gleicbungein Fehler oder wenigstens eine Un
genauigkeit dos Ausdruckes vorkommt. In den pal'tiellen Differential-
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In dieser Gleichung erscheinen wieder die alten Inde
pendenten q/ ... Q1/' PI' ...Pn' 'C. Da durch d 7: dividiert wurde,
also d'C in der Gleichung nicht mehr vorkommt, so heißt dies:
die Zeit der ganzen Bewegung ist als eine konstante zu bew

trachten. Dagegen sind sämtlichen der für den Augenblick
des Beginns der Bewegung geltenden Koordinaten und MOw

menten, also sämtlichen der Größen q/ ...Pn' unendlich kleine
Zuwächse zu erteilen. Dadurch werden natürlich auch die
Werte ql'" Pn der Koordinaten und Momente zur Zeit 7:

unendlich kleine Zuwächse erleiden, und laut Gleichung (5)
muß eben das Produkt der ersten gleich dem Produkt der
letzteren Zuwächse, also bei Wahl der alten Independenten
~ ± (8 ql 18 ql')· .. (8 Pn) 8Pn') = 1 sein. Behufs Veranschauw

lichung der Bedeutung der Gleichung (5) denken wir uns statt
eines Systems S unendlich viele vollkommen gleich beschafl'ene
Systeme S. Das Wirkungsgesetz der KrH,fte soll für alle
Systeme genau dasselbe sein (natürlich ohne daß je zwei der
Systeme irgend aufeinander wirken). Die Zeitdauer r der
Bewegung soll ebenfalls für alle Systeme genau dieselbe sein.
Die Zustände der -Systeme im Augenblicke des Beginns ihrer
Bewegung sollen aber nicht für alle Systeme genau dieselben,
sondern 'dadurch charakt~risiert sein, daß im Augenblicke des
Beginns "der Bewegung für alle Systeme die Werte der
Koordinaten und Momente zwischen den Grenzen (h l und
"q/ + dql' .• ·Pn' und Pn' + dPn' liegen. Dann werden auch im
Augenblicke des Endes der Bewegung die Zustiinde aller
Systeme nicht genau dieselben sein, und es mögen in diesem
Augenblicke Koordinaten und Momente zwischen den Grenzen
ql und ql + dql .. 'Pn und Pn + dPn liegen. Zwischen den Pro
dulden der Differentiale besteht dann wieder die Gleichung (5).

quotienten der Funktion,aldeterminante, welche u.n der Spitze dieser Seite
steht, ist nämlich außer den p und P 1Ioch die Zeitr der Bewegnug
als independente Variable zu betrachten; die hierauf folgende (J leichnng
dql.j dP6 = - d2.A I (dpr dPs) = - d Qs/ dpr gilt aber nur, wmm}} neben
p und P independent veränderlich ist. Es ist also bei Bildung der
partiellen Differentialquotienten diesel' Gleichung .LiJ, bei Bildung der
jenigen in der Funktionaldeterminanter; als konstant anzusehen, und
die .Anwendbarkeit einer zwischen den orsteren pltrtiellcn Differcntütl"
quotienten geltenden Gleichung auf die letztoren bedarf noch dOB Ihnveisos.
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$> 7;- ist eine durch die Beschaffenheit des Systems bestimmte
Funktion der Koordinaten, ebenso l' eine durch die Beschaffen
heit des Systems bestimmte Funktion der Momente oder der
Momente und Koordinaten. Daher ist auch E = V + 11 eine
durch die Beschaffenheit des Systems gegebene Funktion der
Koordinaten und Momente l!(ql'" PrJ Denken wir uns für
die Variabeln deren Werte zur Zeit 7:: substituiert, so erscheint
also JiJ als Funktion dieser Werte, die wir ebenfalls mit
(11 ••• Pr, bezeichnen. Es kann also in das Produkt dql ... dpn
der Gleichung (5) E an Stelle einel' der Variabeln, z. B. Pl
eingeführt werden, wodurch sich ergibt:

((....•») 1 1 d d l d lE I BF(Q1" 'Pn)(. (.!l ... r. F" = q1 . .• qn ( P'2 ... Pn ( . I BP1 .

Dieselbe Größe 15, die Gesamtenergie des Systems, erhalten
wir auch, wenn wir {nr ql'" p" in die Funktion F deren
Werte zu Anfang der Zeit ql' ...Pn' substituieren. Dann er
scheint also E als ]'unktion "Von Q1' ... p;' ausgedrückt und
k~1nn in das Produkt dql' ... dPn' der Gleichung (5) statt PI'
eingeführt werden, was liefert: .

((l) I' 1" I' Z' l' Z·, dEI BF (qt' ...Pn')
H1 ( fit ... c.]> = C< fit .. , c q c p'} ... Ci Pro ; J. a' .-. n . n., . P1

Sei (h als Funktion der alten Independenten ql'··· Pn' 7:

ausgedrückt, so ist fJ q1 /87:: der Differentialquotient von ql
im gewühnlichen Sinne, welcher entsteht, wenn man die Zeit
w1tchsen Hißt, ohne an elen Anfangsbedingungen (q/ ... Pn')
etwi\S zu ändern. Maxwell bezeichnet ihn mit cj1' Er ist
natürlich auch Funktion von Ql' ••• Pn' 7::; sein Wert für 7:: = 0
sei ql'. Dann ist nach Hamilton Ql=8E/8Pl =8F(ql"'Pn)/8PI'
(hf = aP(QI'... J>?!');8PI"I) Substituiert man unter Berücksichtigung

. dieser Worte die Werte (6) und (6 a) in die Gleichung (5) und
dividiert durch cl I!J weg, so folgt:

(7) äq( ... dqn dP2··· dPn_ dq/ ... dqn'dP2'···dpn'.
- ..... ···------11----···-------- - . (it'

Hier fehlt auch d Bi es hat also diese Gleichung folgende
Bedeutung: Seien unendlich viele gleichbeschaffene' Systeme S

1) Vgl. 'I'homson und rrait, new edit. § 3.18 Gleich~ng (30); ~~s
sollle deutsch § 313 Gleichung (10) [die dort mIt T beZeIchnete Große
ist gleich E - V,. uncl V enthält die p nicht].
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selben Systeme zur Zeit T die Phase (p q), welche zur Zeit
Null die Phase (p' q') hatten. Es sind also die Ausdrücke (10)
und (11) gleich, was mit Rücksicht auf Gleichung (7) liefert :

. j'(' ). 'f'(' " , 0)q1 q1'" qnP2 .. ,PnT = q1 q1 ... qn P2 ... Pn .
Maxwell nennt die Verteilung der Systeme stationär,

wenn sich die Zahl der Systeme, welche irgend eine Phase,
?'. B. (p' q') haben, mit der Zeit nicht 'ändert, wenn also für
beliebige q1'·,· qn' pz'· ··Pn'

(13) l'(q1'··· qn' P2'·· .Pn' r) = I'(q/... qn' P2'·· .Pn' 0)
ist. Da in der Gleichung (12) ebenfalls Ql'. .. Pn' ganz beliebige
Anfangswerte der Variabeln sind, so können die Gleichungen
(12) und (13) ohne weiteres miteinander kombiniert werden
und liefern:

. j'( ) . , 1'(' " ') 1)q1 q1' .. qnP2 ... Pn7: = q1 I Q1'" qn P2 ... Pn 7:.

Da f jetzt die Zeit 7: nicht mehr enthält, so ist es besser,
7: unter dem Funktionszeichen wegzulassen und zu schreiben:

. f( ) . , j'(' " ')ql q1 ... qn '(12 ••• Pn = ql q1 ... qn P2 ... Pn .

Hierbei sind q1'.•. qn' P2'· .. Pn' ganz beliebige Anfangswerte.
11 ... qnP2 ... Pn sind die Werte der Koordinaten und Momente,
welche ein von diesen Anfangswerten ausgehendes System
nach einer übrigens auch vollkommen beliebigen Zeit 7: er""
reicht.

Denken wir uns daher ein System 8, welches von be...
liebigen Anfangswerten der Koordinaten und Momente aus
gehend, sich bewegt, so wird es im Laufe der Bewegung immer
andere und andere Werte der Koordinaten und Momente an
nehmen. Die Koordinaten und Momente sind also Funktionen
der Anfangswerte und der Zeit. Es wird aber im allgemeinen
gewisse Funktionen der, Koordinaten und Momente geben,
welche während der ganzen Bewegung konstante Werte haben,
wie bei einem freien Systeme die Geschwindigkeitskomponenten
cles Schwerpunktes oder die nach dem Flächenprinzip un..,.

1) Diese oder die damit identische Gleichung (14) ist notwendig,
damit die Verteilung statio~är sei; sie ist aber dazu. auch hinreichend;
denn' aus ihr und der Gleichung (12) folgt sofort wieder die Gleichung (iS)
für beliebige qt' ... p;,,', welche eben der mathematische Ausdrnck dafür
ist, daß die Verteilnng stationär ist.
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veränderlichen Momentsummen. Denken wir uns daher in den
Ausdruck 4.1 ((Ql'" qnPZ" .Pn) zuerst jene beliebigen Anfangs
werte substituiert, von denen jenes System ausging, dann fort
und fort die Wertsysteme, welche die Koordinaten und :Momente
jenes Systems mit wachsender Zeit der Reihe nach annehmen,
so ist ·zum Stationärsein der Verteilung notwendig und hin
reichend, daß der Wert von 11 ( dabei immer unverändert
bleibt, oder mit anderen Worten, 11 t' darf nur solche Funk
tionen VOll ql'" Pn enthalten, welche während der ganzen Be
wegung eines Systems von beliebigen Anfal1gswerten aus kon
stant bleiben, also zwar von den Anfangswerten nicht aber der
verflossenen Zeit abhängen. Sollte das System so beschaffen
sein, daß die Koordinaten und Momente desselben von be
stimmten Anfangswerten ausgehend im Verlaufe genügend langer
Zeit alle möglichen mit der Gleichung der Energie vereinbaren
Werte annehmen würden, so müßte q1 ( überhaupt für alle
mit. der Gleichung der Energie vereinbarell Koordinaten und
Momente denselben Wert haben, also eine Konstante sein.

Ich will erst jetzt noch einige Bezeichnungen Maxwells
erwähnen. Wenn eines der Systeme S von einem bestimmten
Anfangszustande ausgehend, sich bewegt, 80 nennt er den
Inbegriff der Bewegungszustände , die es mit wachsender Zeit
durchläuft, die Bahn (path) des Systems, jeden einzelnen Be·
wegungszustand eille Phase dieser Bahn. Alle Funktionen dm'
Koordinaten und Momente, welche während der ganzen Bahn
konstant bleiben, nennt er die Natur der Babn charakterisierende
Parameter, während alle anderen Funktionen der Koordinaten
und Momente auch von der Phase abhängen. Damit die Ver
teilung der Systeme stationär sei, ist also hiernach erforderlich
und genügend, daß l gleich sei 1/ 11 , multipliziert mit einer
willkürlichen Funktion der die Natur der Bahnen charakteri
sierenden Parameter.

Maxwell betrachtet nun den einfachsten Fall, daß diese
]'unktion eine Konstante C, also f' = c / 11 ist, dann ist:

NO dq1 ... dqn tlp2 ... dpll

q1
zu jeder Zeit die Zahl der Systeme, für welche die Koordinaten
und Momente zwischen den Grenzen (9) liegen, während PI
durch die Gleichung der Energie bestimmt ist. Dies ist also die
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einfachste mögliche stationäre Verteilung. Sind die q die recht
winkligen Koordinaten materieller Punkte, so 'sind die Produkte
die Geschwindigkeitskomponenten in die betreffende Masse
Trl1 'lt1 , rrl1 1)1'" die dazu gehörigen Momente; dann ist die lebendige
Kraft l' = .g- (mI ui +m1 vi + ...)= (pi /2 m1) + (p; 12ml) + ...,
wobei offenbar m1 u~ /2 die von der Bewegung des ersten
A.toms in der Richtung der x-Achse herrührende lebendige
Kraft usw. ist In gleicher Weise können generalisierte Ko
ordinaten immer so transformiet werden, daß l' = (Y

1
pi 12)

+ ... (YnP.i~ /2) ist, wo die I' bloß die Koordinaten enthalten.
Maxwell bezeichnet dann I'1.pn 2 als die vom l' ten Momente
herrührende lebendige Kraft oder auch als die lebendige Kraft
des l' ton Moments. Die mittlere lebendige Kraft irgend eines,
also etwa des r ton Moments ist also durch:

JJ ~?...~Ldql ... dp;
.•• 2 q1

~IT~··--~~ ql .~1~dpn

gegeben. Hier wird man die Integration nach allen übrigen
P vor der nach P1' ansführen. Ich will hier nur zeigen, \"je
die Integration nach Pn durchzuführen ist, wenn r nicht gleich n
ist. Man setzt für ql seinen Wert:

(lB) ~}: = YIPI = 'V 21'1 11ß - Y- r2:~ ... - rn
;;.•

Bedenkt mau, daß bei der Integration nach Pn die Größen
ql ... qnP'!, ... Pn-l, also auch 1'1'" I'n' J1 und Pr als konstant
zu betrachten sind, so kann man setzen: E - Y - Y2 p; 12....
Yn-1P'~ _1/ 2 = a, y,}}7~/2 =.1:; dann kommt bei der Integration
nach Pn alles vor das Integralzeichen bis auf Q1' und es'

+Vä
reduziert sich.rdPn / cA auf' (11 VY1 Yn)Jd xI(Y;. 11a- .1:), was

-Vä
bekanntlich leicht berechnet werden kann. Ebenso leicht
können die Integrationen nach den übrigen p und zuletzt die
nach Pr durchgeführt werden. Da Y eine gegebene Funktion
d(:l' Koordinaten ist, so ist die mittlere gegebene Kraft durch
bloße mehrfache Quadratur;en auffindbar, .Die Symmetrie der
]J'ormel (16) zeigt auf den ersten Blick, daß sie für alle
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Momente, folglich auch bei materiellen Punkten für alle Atome,
denselben Wert hat. Die Anzahl Zl der Systeme, für welche
die Werte der Koordinaten zwischen q1 und q1 + dq1 .•. qn
und qn + dqn und die lebendige Kraft des Moments Pr zwischen
kund k + dk liegt, während alle übrigen Momente alle mög
lichen Werte haben, findet man, indem man den Ausdruck (15)
bezüglich jener übrigen Momente integriert, für Pr und dPr

aber V2 k-j Yr und d lt / V21 Yr setzt; die Anzahl Z2 der Systeme,
für welche unter Beibehaltung .der Bedingungen für die Ko
ordinaten auch noch das letzte Moment beliebig ist, indem
man auch. noch bezüglich Pr oder k üQer alle möglichen Werte
integriert. Die Ausführung der Integration nach Anwendung
der- Substitution (16) hat keine Schwierigkeit und liefert:

n-2
Z = N c[r(~)]n 1/.--.-.:-:- (2 E _ 2 V)2 dql~t. 1)

2 2. Y Y1 Y2 Yn (n )r -_.
. n-3 . 2- (n)Zl (E - V - k) ::l d k r "2

Zz = 70-2 •

(E ~ Y) 2 111 r ( ~ ) r (n ; 1)
Diese Zahl, also das Gesetz der Verteilung der lebendigen
Kraft, hat für alle Momente denselben Wert. Für große n

ist angenähert Zl / Z2 = e- k/2K d k I XV 2%, wobei K =(E- JI) / n
der diesen Werten derKo.ordinaten entsprechendefür alle Momente
gleiche Mittelwert der lebendigen Kraft eines Momentes ist.

. Um diese Gleichungen auf die Wärmetheorie anzuwenden,
denkt sich Maxwell unter den Systemen 8 lauter gleich
be~chaffene, in absolut starre wärmeundurchlässige Hüllen ein
geschlossene warme Körper, die gegenseitig voneinander völlig

'unabhängig sind und alle dies~lbe Energie E besitzen. Die
Systeme 8 stellen uns also jetzt sehr viele gleichbeschaffene
reale Körper von gleicher Temperatur. und unter gleichen
äußeren Umständen vor. (Der Bewegungszustand jedes dieser
Körper soll durch die früher gebrauchten Koordinaten und
lVIomente Ql'" Pn bestimmt sein.) Die verschiedenen Körper
sollen von sehr verschiedenen Anfangszuständen ausgegangen

1) Wenn' V klein gegen E, und n groß ist, nähert sich (E _ vin- 2)12

der Grenze E(n-2)/ 2 e-n.1'/ 2 E, und es folgen aus der Gleichung des' rl'extes
leicht die hydrostatischen Differentialgleichungen für mehratomige Gase.
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sein, und zwar soll die A.nzahl der Systeme, für welche zu
Anfang der Zeit Koordinaten und Momente zwischen den
Grenzen (9) lagen, durch die Formel (15) gegeben rgewesen
sein. Wir wissen, daß dann die Verteilung stationär ist. Die
Systenle, welche zu Anfang der Zeit die Phase (p q) hatten,
treten zwar bald aus dieser Phase aus, aber genau ebenso
viele Systeme treten zum Ersatze in diese Phase wieder ein,
und so geht es fort durch alle Zeiten. Für den Inbegriff aller
Körper gelten daher die oben entwickelten Gleichungen. Die
jedem Momente entsprechende mittlere lebendige Kraft muß
den oben berechneten Wert haben usw. usw. Es könnte nun
freilich der Fall eintreten, daß die Gleichungen nicht für jeden
einzelnen Körper gelten würden, daß z. B. die mittlere lebendige
Kraft eines Moments' in einem Körper größer, als die oben
berechnete wäre, wofür sie dann natürlich in anderen Körpern
wieder kleiner sein müßte, damit für aUe Körper der richtige
Mittelwert herauskommt. Allein es ist zu bedenken, daß alle
unsere Körper gleich beschaffen, von gleicher Temperatur und
unter gleichen äußeren Umständen befindlich sind. Im eb~n

besprochenen Falle müßte also das Verhalten derartiger Körper
ein verschiedenes sein, je nach dem Anfangszustande, VOll

welchem sie ausgingen. Dies wird nun durch die Erfahrung
nicht bestätigt. So oft ein und derselbe Körper mit derselben
Bewegungsenergie und unter clenselben äußeren Umständen
sich selbst überlassen wird, nimmt er mit der Zeit denselben
Wärmezustand, den jener Temperatur und jenen Außenverhält
nissen entsprechenden stationären Zustand an, welcher vom
Anfangszustande . des Körpers ganz unabhängig ist. (Wir sind
daher berechtigt, zu behaupten, daß unsere Gleichungen nicht
bloß vom oben definierten Inbegriffe von Körpern, sondern
auch für den stationären Endzustand jedes einzelnen warmen
Körpers gelten). Daß die Bedingung der Temperaturgleichheit
zwischen warmen Körpern eine sehr einfache, von deren Anfangs
zustand unabhängige mechanische Bedeutung hat, folgt auch
daraus, daß dieselbe durch Pressung, Drehung, Verschiebung· us w.
einzelner Partien nicht beeinfiußt wird.

Substituieren wir für das System S zwei verschiedene,
durch eine feste wärmedurchlässige Scheidewand getrennte
Gase, so folgt die Gleichheit dermitt.leren lebendigen Kraft

Boltzlllauu, Gesammelte wissenseh. Abhand!. H. 38
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der Progressivbewegun'g der Moleküle beider Gase, a.lso das
A:vogadrosche Gesetz, dessen bisherige auf die Gleichheit
dieser mittleren. lebendigen Kraft in Gasgemischen gestützte
Beweise unzuverlässig sind, da man nicht beweisen kann, daß im
Gemische die mittlere lebendige Kraft der Progressivbewegung
dieselbe ist, wie in getrennten Gasen bei gleicher Temperatur.

Sehr interessant ist der zweite von Maxwell diskutierte
Fall, dessen ausführliche Wiedergabe leider hier Raummangel
verbietet. Dabei sind ql'" qn die rechtwinkligen Koordinaten
.'1\ •.. zn' daher PI ... Pn"die mit den Massen multiplizierten Ge
schwindigkeitskomponenten 'ml ul ••. mn 101/ eines freien Atom
systems sr mit beliebigen inneren, aber ohne äußere Kräfte.
Maxwell führt in die Gleichung (5) statt:

dU
1

dV
1

dW
1

dU2 dV2 dwz dUg das Produkt dU dVdir d P dG dHdE

ein, wo U, ]7, lF die Geschwindigkeitskomponenten des Schwer
punkts, F, G, H die wegen des Flächenprinzips konstanten
Momentensummen der Bewegungsgrößen des Systems sr sind.
Dadurch nimmt die Gleichung (5), nachdem sie durch
cl UdVcl IYdl? d G dH dE I m~ m~ ms dividiert wurde, die Gestalt:

dxt' .,. dxn' dvs' ' .• dZ()n' = !!:.~_. d'Xn dVß . , , ~~l().!L
(x' r' {.I (X l' ,;

an; dabei ist r die Distanz der Atome m1 und mz' i' = (h· Id t,
a die doppelte Projektion des Dreiecks m1 mz mg auf die .1J z-Ebene.
Seien wieder unendlich viele gleich beschaffene Systeme S' ge
geben, für welche die Größen E, U, V, W, I!~" G, H durchaus
gleiche Werte haben, so findet man ganz wie früher, daß die
Verteilung dieser Systeme stationär ist, wenn die Zahl der
jenigen, für welche '(,'1 ••• Zn Vs .•. W n zwischen den Grenzen .1:

1

und Xl + dX1 .. , 'Wn und 10n+ dWn liegen, gleich Odx1 .. , dwnl un',
ist. Maxwell berechnet nun, genau wie im früheren Falle,
die Zahl der Systeme, für welche bei willkürlichen Geschwindig
keiten die Koordinaten der Atome zwischen unendlich nahen
Grenzen liegen, ferner derjenigen, für welche zudem noch die
Geschwindigkeitskomponenten ein es Atoms zwischen unendlich
nahen Grenzen liegen, die mittlere lebendige Kraft eines Atoms usw.
Von den Resultaten hebe ich nur folgende zwei· hervor.

1. Seien ~, 1), S die Geschwindigkeitskomponenten eines
Atoms von der lVfasse m bezüglich neuer Koordinatenachsen,
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von denen im fraglichen Augenblicke die z-Achse durch das
Atom geht, die zwei anderen aber Achsen des in ihrer Ebene
liegenden Schnittes des Trägheitsmomentsellipsoids sind, deren
Ursprung zu jeder Zeit der' Schwerpunkt des Systems ist, und
welche sich mit den Winkelgeschwindigkeiten drehen, die dem
plötzlich durch innere Kräfte festgewordel1en System zukämen;
dann sind die Mittelwerte der Größen m '2, m ~21 (1 - a r Z2),
m 1}21 (1 - b r Z2) für alle Atome gleich; überhaupt ist das
Gesetz, nach welchem diese Größen unter die Atome verteilt
sind, dasselbe, nach welchem im frUheren Falle mu2, mv2, mw2

verteilt waren. Dabei ist r = A[m I (M - m), wenn AI die
Gesamtmasse des Systems ist, z ist die· Distanz des System
schwerpunktes von einer durc4 das Atom gehenden Geraden,
deren Richtungskosinus bezüglich der neueren Koordinaten
achsen proportional ~,'}J, , sind; endlich ist a = (B C - L2)jIJ,
b = (11 C - A(2) I,D} wenn .11, B, 0 die Trägheitsmomente des
Systems bezüglich der neuen Koordinatenachsen L, JV!, JV die
Summen 2/ m y z, ::E mx z, ;Smx,1) bezüglich desselben Koordi-
natensystems und: A, -N, -11;[

lJ = -N, B, - L
-M, -L, G

sind. Ist also die Anzahl der Atome sehr groß, so ist noch
immer m (~2 + 'f}2 -I- ~2) 12} also die mittlere lebendige Kraft
der inneren Bewegung, d. h. derjenigen relativ gegen die neuen
Koordinatenachsen für die Atome gleich.

2. In einer horizontalen, um eine vertikale Achse rotieron
den Röhre verteilt sich ein Gasgemisch geradeso, als ob jeder
der Bestandteile darin allein vorhanden und unter dem Ein
Husse der Schwere und Zentrifugalkraft im Gleichgewichte
wäre. Ein 1 m (I) langes Rohr, dessen eines Ende in der
Rotationsachse wäre, müßte in der Sekunde etwa 10 (n), Um
drehungen machen, damit ein' darin befindliches Gemisch von
Hund 002 an einem Ende 1 (p) Prozent 002 mehr als am
anderen enthielte. Die Drehung müßte etwa 2 Stunden dauern;
dann würden die früher vorhandenen Abweichungen der Mischung
von der schließlichen stationären Verteilung hundertmal kleiner.
p ist dem Quadrate der Geschwindigkeit des beweglichen
Rohrendes, also 12 n2 proportional.

38*
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Zu K. Streckers Abhandlung: Ober die spezifische
Wärme des Chlors U8W.1

)

(Wied. Ann. 13. S. 544. 1881.)

.Auf die Bemerkung des Hrn. Strecker, daß durch seino
schönen und für die rrheorie überaus wichtigen Versuche über
das Verhältnis der spezifischen vVärmen in Cl, BI' und ,J
meine Annahme über die Art der Beweglichkeit der GaH~

moleküle 2) widerlegt würde, will ich hier nur erinnern, daß SChOll

wegen der Gasspektra die Atome, z. B. die Hg~Darnpfl:1,tome,

keine wirklichen materiellen Punkte sein können, sondern noeh
weiter zusammengesetzt sein müssen. Nach meiner Annn.llluo
ist aber der Zusannuenhang ihrer rreile 80 innig, daß sie sich
(natürlich nur angenähert) wie starre Körper verhalten. liier
nach könnte ganz gut schon das Atenn von Cl, BI' oder J ein VOll

einer Kugel verschiedener Rotationskörper, uIld deren Molektil
kein Rotationskörper sein, woraus für diese Gase das VCl1'

hältnis der spezifischen Wärme zu 1,8388.... folgen wtlrd(!,
was mit Strecl~ers Versuchen ziemlich gut stimmt. Übrigens
ist selbstverständlich meine Annahme eine vorläuHgH, llo(',h
wenig begründete, lediglich in :BJrmangeluug einer bessüren

. aufgestellten Hypothese.

1) K. Strecker, Wied. Ann. 1H.1 S. 20. 1881.
2) L. Boltzml1,nn, Wien. Bel'. 7'{·, S.li5H. IH7Hj Pogg. Ann. 100.

S. 17f>. 1877. (Dieses Bandes Nt'. B7.)
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