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65.

Vorlaufige Mitteilung iiber Versuche,
Schallschwingungen direkt zu photographieren.

(Wien. Anz. 19. 8. 242—248. 30. Nov. 1882 u. Phil. Mag. (5) 15. S.151. 1883.)

Es wurde an eine diinne Eisenplatte, welche ahnlich wie
beim Telephon oder Phonograph an ein Wandstiick befestigt
war, in der Mitte senkrecht darauf ein kleines diinnes Platin-
plattchen befestigt. Zuerst wurde konstatiert, daf das-Platin-
plattchen die Schwingungen des in die Kapsel gelangenden
Schalles wirklich nahezu unverindert mitmacht, indem in der
Nihe des Pattchens ein zweites unbeweglich festgemacht wurde;
der feine zwischen beiden entstehende Spalt wurde in den Brenn-
punkt einer Sammellinse gebracht, auf welche Sonnenlicht fiel.
Nach dem Durchgange durch den Spalt trafen die Sonnen-
strahlen eine Breguetsche Selenzelle, welche mit zwei
Telephonen in den SchlieBungskreis von zwdlf Leclanché-
Elementen eingeschaltet war. In das Mundstiick gesprochene
FEinzellanute und Worte waren in den Telephonen auf das
deutlichste zu vernehmen. Machte man die Strahlen nach
ihrem Austritte aus dem Spalt moglichst parallel und fing
sie in groBer Eutfernung mit einer groBen Sammellinse auf,
um sie auf die Selenzelle zu konzentrieren, so konnte der
Apparat auch als Photophon dienen. Nach diesen Vorversuchen
wurde abermals auf das vibrierende Platinplittchen intensives
Sonnenlicht konzentriert, und ~dann mittels eines Sonnen-
mikroskopes von dem Schatten des Platinplattchens ein Bild
auf einen Schirm entworfen. Die moglichst gerade Begrenzungs-
linie des Schattens wurde durch eine Zylinderlinse in einen
Punkt zusammengezogen. Durch eine starke Feder wurde
nun an der Stelle des Schirmes, wihrend in das Mundstiick

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. III, 1



2 65. Photographie von Schallschwingungen.

gesprochen wurde, eine mit Vogelscher Emulsion priparierte
Glasplatte voriibergeschnellt, so daB die Bewegungsrichtung
senkrecht auf der durch die Zylinderlinse erzeugten Lichtlinie
stand. Bei gehoriger Abhaltung des Seitenlichtes erhielt man
dann auf der praparierten Platte eine Begrenzungslinie zwischen
Licht und Schatten, welche eine den Schallschwingungen ent-
sprechende Kurve bildete. Den Vokalen entsprechen ziemlich
einfache Kurven, oft nahe Sinuskurven, oft Interferenzkurven
zweier oder dreier Sinuskurven. Beim Vokale a enthilt eine
Periode die meisten, beim Vokale u die wenigsten Zacken.
Den Konsonanten I, m, n, r, namentlich aber auch p und %
entsprechen ungemein mannigfaltige Kurven, welche Ahnlich-
keit mit den von Konig mittels seiner Tonflamme fir r» ge-
fundenen Kurven hatten, aber noch viel feinere Details zeigten.
Der Verfasser beabsichtigt, die Versuche durch Photographie
auf rotierende Scheiben zu wiederholen, um eine grofere An-
zahl von Schwingungen nacheinander auffassen zu kdnnen.



66.

Zur Theorie der Gasdiffusion 1Y)
(Wien. Ber. 86. S. 63—99. 1882.)

I. Aufgtellung der Fundamentalgleichungen.

Geradeso wie fiir die innere Reibung der Gase arbeitete
auch fiir die Diffusion zweier Gase (ohne pordse Scheidewand, wie
sie experimentell von Graham?, Loschmidt?), Wretschko?),
Benigar?), Obermayer€) usw. untersucht wurde) Maxwell in
seiner ersten gastheoretischen Arbeit ,,On the motion and
collisions of perfectly elastic hard spheres“”) die erste Theorie
aus. Diese Theorie wurde bei weitem nicht so oft bearbeitet,
wie die der inneren Reibung; es ist da vor allem nur die
weit vollstindigere und genauere Berechnung der Diffusion von
0. E. Meyer?®) zu erwihnen, wahrend die Theorie von Stefan?
auf etwas anderen Prinzipien beruht.

Aus der allgemeinen Gleichung, welche ich in meinen
weiteren Studien iiber das Wiarmegleichgewicht unter Gas-
molekiilen 1% aufgestellt habe, 146t sich eine Theorie der Diffusion

) Voranzeige dieser Arbeit Wien, Anz, 19. 8. 128, 9. Juni 1882.

2y Phil. Trans. 1568, S. 404, 1868.

%) Wien. Ber. 61. 8. 367; 62. S, 468.

%) Wien. Ber. 62. 8. 575.

5) Wien. Ber. 62. 8. 687.

6 Wien. Ber. 81. S. 1102; 85. S. 146.

%) Phil. Mag. (3) 19 und 21 )

8) In dessen Buch ,,Kinetische Theorie der Gase“ Breslau 1877,
$. 162 und 3827. :

9 Stefan, Uber das Gleichgewicht und die Bewegung, insbesondere
die Diffusion von Gasgemengen, Wien. Ber. 63; Stefan, Uber die
dynamische Theorie der Diffusion der Gase, Wlen Ber. 65,

%) Diese Sammlung Bd. I Nr. 22 ‘

1*



4 ‘ 66. Zur Theorie der Gasdiffusion L.

ableiten, welche zur neueren Maxwellschen Theorie!) ganz
in demselben Verh#ltnisse steht, wie meine Theorie der inneren
Reibung?) zur neueren Maxwellschen Theorie der inneren
Reibung.

Diese Theorie der Diffusion soll im folgenden behandelt
werden.

Seien in einem GefiBe zwei Gasarten vorhanden. Fiir die
erste Gasart sollen alle GroBen genau so bezeichnet werden,
wie sie in meinen zuletzt zitierten Abhandlungen ,Zur Theorie
der Gasreibung“ bezeichnet sind. Die auf die zweite Gasart
beziiglichen GroBen sollen mit den entsprechenden grofen
Buchstaben bezeichnet werden. Dementsprechend will ich
alle Figuren so zeichnen, als ob die- Masse eines Molekiils
der zweiten Gasart groBer als die Masse eines Molekiils der
ersten Gtasart wire. Dann lautet die allgemeine Gleichung,
welche ich in meiner ebenfalls bereits zitierten Abhandlung
»,Weitere Studien iiber das Wirmegleichgewicht usw.“ im
ITT. Abschnitte fir den Fall eines Gemisches zweier Gase ent-
wickelt und dort mit 44* bezeichnet habe, folgendermafBen:

(1)[ +§6w+ﬂgj +fdw1fpdpfd(prffl 1)
» +fd9fpdpfdcprﬂ7—fﬁ’ =0;

die analoge auf die zweite Gasart beziigliche Gleichung aber

lautet:

at+:gf+ +Z——— —I—fdﬁfpdpfdgm FF,— ')

fdmfpa’pfd¢r (fF—fF)=0;
dem einfachsten Falle der Diffusion entspricht folgende Lisung:
@ [ f=ell+Egetns

| =01 + 5 ®)e—rur,
wobei ¢ und C Funktionen von z, nicht aber von §, 7, £ sind.
Die Produkte ¢ und C @ enthalten # nicht, sind dagegen
Funktionen von v resp. 7. Der Zustand ist stationir, daher

enthilt keine GroBe die Zeit. In den Gleichungen (1) und (2)
reduziert sich daher der Ausdruck

%) Phil. Mag. (4) 35.
%) Diese Sammlung Bd. IT N1 57, .58, 59.

(2)




66. Zur Theorie der Gasdiffusion I, 5

§6x+ ]ay+§

(4 | auf
' de

E—e

dx

—~hmv?

und der Ausdruck

3F. _OF
3t +"'6a:+H8y +Z(97

(6} 1 auf

A e—hMUV®
Tdux

Es bleiben daher nur noch die mehrfachen Integrale der
Gleichungen (1) und (2) zu berechnen. Wir wollen da zun#chst,
wie ich es auch in der ,/Theorie der Gasreibung® tat, voraus-
setzen, daB die Geschwindigkeit des Diffusionsstromes ver-
schwindend klein ist gegen die mittlere Geschwindigkeit der

Molekiile, also daB % und %Z und somit auch ¢ und @ ver-

schwindend kleine GrdBen sind, so daB man Glieder, welche
beziiglich dieser Grofen von hoherer als der ersten Ordnung
sind, vernachléssigen kann. Dann verwandelt sich /£, —/"f, in:

6) ALEpE)+E @) —§ @) —§ ¢I]e -t +nd
FF, — F T in: |
(W) CLEOA+E QN Y)—E G(F7)—F Q)] ruT+7H
fF—fF in:

8 cCEgE+EDT—Ep Y= F (7Y emton 227,

II. Zusammenfassung in zwei Gleichungen.

Um die bestimmten Integrale der Gleichungen (1) und (2)
zu berechnen, fihre ich dieselben Variablen ein, von denen ich
auch schon in meinen bereits zitierten Abhandlungen ,,Zur Theorie
der Gasreibung® Gebrauch gemacht habe und welche ich auch
mit denselben Buchstaben wie dort bezeichnen will. Es wird dann
9) dQ =r*ydrdGdR, pdp=9tsds, do=4d0,
wobei aber, wenn Molekiile der ersten Gasart untereinander
zusammenstoBen, d der Durchmesser eines Molekiils der ersten
Gasart ist; stoBen Molekiile der zweiten (tasart untereinander
zusammen, so hedeutet diese GroBe den Durchmesser eines
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Molekiils der zweiten Gasart und soll daher mit 4 bezeichnet
werden. StoBt dagegen ein Molekiil der ersten auf ein Molekiil
der zweiten Gasart, so muf an Stelle von § die Summe der
Radien der Molekiile beider Gasarten, also das arithmetische
Mittel von d und 4 treten, welches wir mit u bezeichnen wollen.
Die. Berechnung der §, 7, { geschieht am besten in der
Weise, wie ich es in meiner I. Abhandlung ,,Zur Theorie der
Gasreibung” auf S. 4251 angedeutet habe. Man berechnet zu-
nichst cos (H, 1), cos (H, ) und cos (H, 3) ebenso cos (C, 1), cos (C, )
und cos (C, 3), indem man dieselben Rechnungen ausfithrt, welche
daselbst S. 419 und 420 ausgefithrt wurden, aber daselbst an
die Stelle des Punktes R’ einerseits den Punkt H setzt, welcher
den Kreishogen Z R’ halbiert; andererseits den Punkt C, welcher
auf der Verlingerung desselben gréBten Kreishogens nach der
Seite £’ hinliegt und vom Punkte A um 90° absteht. Folgende
Modifikation der ¥ig. 5 zeigt die Punkte # und C. Der Punkt C
ist dadurch bestimmt, daB O C parallel der Zentrallinie der
Kugel im Momente des StoBes ist. Er wurde im ersten Teile
meiner Theorie der Gtasreibung manchmal auch mit H, be-
zeichnet, wofiir jetzt immer der Buchstabe C treten soll.?)

Dadurch ergibt sich:
cos (f, t) = cos (R, t)cos (&, H) + sin (R, x)sin (R, H)cos O
‘ =gs—+yoco,
ebenso ,
cos (G, ¥) = —go +7yso,
cos (H, )= cos (&, y) cos (R, H)~+sin (R, y) sin (R, H )cos(y — 0)
=yxs—gxoo+hoo,
cos (G, h)= cos(&, y)cos(R, H,)+ sin (R, y)sin(R, H,)cos(y — O)
=—yxcg—guso+ksw,
cos (H,3)= cos (R, 3) cos (R, H)+sin (R, 3)sin (R, H)cos (v + 0)
=yks — ghoo — xow,
cos (G, 3) = cos (&, 3) cos (R, H,)+ sin (&, 3)sin (R, H,) cos (y + O)
=—yko —ghkso —xsw.

Y Die Seitenzahlen beziehen sich hier stets auf den II. Band dieser
Sammlung. .

%) Es ist trotzdem an einigen Stellen (gleich im folgenden) H, stehen
geblieben. Da ein MiBverstindnis nicht recht mdglich ist, blieb jedoch
das Original unverindert. D. H.
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Dann wendet man das Schema (30) auf S. 418 an, um in
den Gleichungen (61) der S. 425 die GroBen cos(H,y) usw. in
die GroBen cos(H,x) usw. zu verwandeln. Substituiert man

Fig. 1.

dann fir die Grofen cos(H,r) usw. die soeben gefundenen
Werte, so findet man folgende Gleichungen:
& =va+tr(gac®—yasco—uayhe®— agksé.ro —axesm),
7 =vaf + r(efgo?— a«fysco + byxc? + bgxsoo
—bxsoo + afiyke? + afghsco + afxsow),
' =vab + r(ebgo® — abyoso — fyxc® — Bgxsco
+ fhsow — awbyko? + abyksco + wbxsow),
&' =va+tr(gas’tyasco—ayks®taghscotaxsow),
n =vaftr(efgs’tafyscot+dyus’—bgrsoco+bksao
Faflyks®*—afgksco—afixsow),
& =vab+r(ebgs®tubysco—Lyxs’+fgxsco—fBhsoo
+abyhs®—abghsco—abrson).

AuBerdem hat man nach Gleichung (33) und (36) auf
S. 418 derselben Abhandlung

(11)
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§=va und § =va 4 vag —reyk,
wenn man daher die Variablen (9) einfithrt und die Integration
nach % ausfithrt, so findet man, da8.das erste mehrfache Integral
der Gleichung (1) durch die folgende Gleichung bestimmt wird:

= [dv, [pap [dgriffy— 1)
a2 2

(12)8 L g gp-nns [r3dy [ydGetne s ,
] c?)2e" (frédr(fdee’ (" +2 gafsad:S’bf.dO

e ©?) + @+ rg)g @) — 20+rgo’—ryseo g 7).
Die Zusammenziehung der beiden Glieder mit ¢ (v und
@ (v,'?) geschieht hier genau in derselben Weise, wie im zweiten
Teile meiner Theorie der Gasreibung S. 439 und 440, und es
wiirde daher eine weitere Auseinandersetzung der Methode dieser
Zusammenziehung hier tberfliissig sein. Ganz analog wird
das erste mehrfache bestimmte Integral der Gleichung (2) be-
handelt. Da 7, @, 8§, O und K bloBe Integrationsvariable sind,
so ist hier eine Vertauschung von kleinen und grofen Buch-
staben beim Ubergang von der ersten zur zweiten Gasart
nicht notwendig, und es ergibt sich einfach nach Analogie der
Gleichung (12)

5s )49 [pdp [dgrFF — F'F)

(13) =02'Aze~wv2fr3dr yd Ge=1H(+27rg) ',mdsfdo.
0 by 0 0

PO +F+rg) @7 —2(F+rget—rysco) @ (V4]

Auch der Richtungswinkel 4 braucht fiir die zweite Gasart
nicht anders bezeichnet zu werden, da ohnedies klar ist, dafl
sich alle in diesem Ausdrucke vorkommenden GroBen auf die
zweite Gasart beziehen und daher hier ein Irrtum nicht gut
moglich ist.

Bei Berechnung des zweiten mehrfachen Integrals der
Gleichungen (1) und (2) miissen die in meiner Theorie der
Gasreibung angewendeten Schliisse etwas modifiziert werden,
da es sich hierbei um ZusammenstsBe zweier Molekille von
verschiedener Masse handelt. Es tritt daher an Stelle der
Fig. 4 8. 414 des ersten Teiles eine andere, in welcher das
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Viereck 7777, 7,” kein Rechteck, sondern ein Trapez ist. Ich will
hierbei die Endpunkte der Linien nicht mit groBen Buchstaben
bezeichnen, sondern mit denselben Buchstaben, mit denen auch
die Léngen der Linien bezeichnet werden. Wir erhalten dann
an Stelle der Fig. 4 die nachstehende.

Aus derselben folgt:
(14) 0v?= 0v?4 vv'?—20v.vv'-cos(0v?),

wobei der <= Ovv' das Supplement zum <= der Geraden Ov
und vv’ ist. Zieht man von O aus eine Grerade OH, parallel
und gleichgerichtet mit o' v, also mit der Zentrallinie der Kugeln
im Momente des Zusammenstofes, so ist:

arc(0¢-00) = arc(Ovv).
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OP stellt die Geschwindigkeit des Schwerpunktes beider
Kugeln vor und nach dem Zusammenstofe dar. Der Punkt P
teilt daher die Relativgeschwindigkeiten » 7 und ¢’ ¥ im Ver-
hiltnis der Massen der Kugeln, woraus folgt:

, My
U.P: U.P:m—j‘u
und
p . mr
T7P=V'P"—m+M’
daher
,___2M¢0‘
(15) v =

und die Gleichung (14) verwandelt sich in
, 4M2r2c* 4Moro
. 2-——vz—}—(m+M)2mm+M
- & ist die Projektion von Ov’ auf OX; projiziert man die
gebrochene Linie Ovv’ und bedenkt, daB O H, gleichgerichtet
mit v'v ist, so erbilt man
, 2Mro
§ =va— m 4+ M
ebenso erhilt man an Stelle der beiden folgenden Gleichungen (61)
' 2M
J =vef — +'rﬁ¢2 cos(H, ),
2Mro
m+ M
Die Fig. 5 auf S.419 des ersten Teiles, sowie die ihr
analoge Fig. 1 dieser Abhandlung ist auf Molekiile mit ver-

(16) v cos (Ov, O.H,).

cos (H,, X),

(17

| ¢ =vas— cos (H,, 7).%)

) Diese Formeln sind identisch mit den Formeln, welche Stefan
im zweiten Abschnitte seiner dynamischen Theorie der Gasdiffusion
(Wien. Ber. 65. 8. 29 des Separatabdruckes) gibt, wie man leicht sieht,
wenn man bedenkt, daB unser Winkel S und der Stefansche 1 sich
zu 90° ergiinzen. Sie kinnen iibrigens auch so geschrieben werden:
. 2M ,
§— & = p cos(FE X [(E = &) cos (Fy X) + (1 — m) cos (H, )
+ (€~ &) cos (H, 2],
cos (B, Y)[(& — &) cos (B, X) + (7 — m,) cos (H, ¥)
. + (¢ — &) cos (H, 2)],
(={ = P Td cos (H, Z) [(§ — &) cos (H; X) + (n — n,) cos (H, T)
+ (£ = §) cos(H, 2)].

2 — ’M.LM_
L T
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schiedenen Massen unverindert anwendbar und ebenso die
daraus gezogemen Schliisse. KEs gelten daher analog wie frither
die Gleichungen (10). Ebenso gelten die aus dem Schema (30)
der S. 418 folgenden Gleichungen:

cos(C, X)=acos(C, 1) — & cos(C,3),
(18) § cos (G, X) = &3 cos(C, v) + b cos(C, y) + af cos(C, 3),

cos (C, 4) = eeb cos(C, ¥) — f cos(C, ) + ab cos(C, 3)
und es folgt daher aus den vorhergehenden Gleichungen:

, 2Mr 5
& =va-+ m(gaa“ —yasco — ayhke?

— egksoco — axsow),

7 =vef + 2 r (fgo?—ufysco +byxo?+ bgxsco

(19) m+ M
——bksa'w +aflyko’+ aflgksoo + afusow),
{'=veb+ — = M ——(ebgo® —abysco— fyxo?— Bgxsco

+ Bhsow + abghkoso +abyko? 4 abxsow).

Da ferner in Fig. 1 der gréBte Kreishogen R H, offenbar
= 90" 4 § ist, so folgt aus dem sphérischen Dreieck r R H,
dieser Figur:

(20) cos (01, 00)=—go+yso
und die fir v’ gefundene Formel liefert daher:

2
(21) v’2 2—1—%%@02——7/300)-}— éj_lfM‘;z.

Die Bestimmung derjenigen GréBen, welche dem zweiten
der zusammenstoBenden Molekille nach dem ZusammenstoBe
zukommen, muB jetzt in etwas anderer Weise geschehen, als
in dem Falle, wo beide Molekiile gleiche Masse haben. So findet
man die Geschwindigkeit 7’ dieses Molekills nach dem Zu-
sammenstoBe in der nachfolgenden Weise: Aus dem Dreiecke
VoV’ der Fig. 2 folgt namlich:

Ve OF" = or2+ PV 207 TV cos(FO, PV

4m?r2o dmroV
= J? T M)‘Z o+ D) cos(07, OH,).

(22)

Nun folgt aus dem spharischen Dreiecke y R H, (vgl. auch
Fig. 1):
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23) { cos (07, 0C) = cos(y,, 0C)
: = cos(BOz,)cos(BOC) + v sin (RO ) sin(ROC).

Nun ist zuniichst der 3= ROC = 90° 4 §.

Ferner folgt aus dem Dreiecke v O7 der Fig. 2:

v:V =sn0Vv:sin(180 — @&).

Nun sieht man aber sofort aus Fig. 2, daB der 3=07wv
= ROV ist, es kann daher die vorige Proportion auch so
geschrieben werden:

v: V7V =sin(ROV):y,
woraus sich ergibt:

(24) SinROV =sin(ROy,) = 1’1/7:

Ebenso ergibt sich durch Projektion der Seite O7 des-
selben Dreiecks auf die Richtung 7v:

(25) cos(ROg) = ~ 5L

Die Substitution dieser Werte in die Gleichung (238) liefert:

— 20 —vgo+vyso

cos (07, 0C) = v
und daher folgt aus der Gleichung (22)
, 4m?rio dmoro
(28) V2=V 4 (m+M)‘ + o I (—roc—vgo+uvyso).

Will man alles durch » und » ausdriicken, so ist hierbei

zu bedenken, daB:
@7) Vi=v241r24 20rg
ist, wie aus dem Dreiecke OF v der Fig. 2 folgt.

Um auch die Projektionen =, H’, Z’, von 7’ auf die drei
Koordinatenachsen OX, 0Y, 0Z zu finden, sind folgende Be-
trachtungen anzustellen: An Stelle der Gleichungen (61) S. 425
des dritten Teiles meiner Theorie der Gasreibung I. findet man
jetzt die nachfolgenden, indem man die geradgebrochene Linie
OVV’ auf die besagten drei Koordinatenachsen projiziert.

— 2mr o
R=] i, 7
P cos(0C, 0X),

28) =H+ "% c0s(0C, 0Y),

+ M

2mr o ,
P (0¢C, 0%).

—_—————
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Die Gleichungen (10) und (18) dieser Abhandlung ergeben
sofort die Werte fiir cos (0 C, 0X), cos(0C, OY) und cos (0C, 0Z).
Ferner bleiben die Gleichungen (36) auf S. 418 meiner Theorie
der Gasreibung I. Teil unverindert anwendbar, wenn an Stelle von

§1: Ty §1, E, H und Z
gesetzt werden.
Wir bekommen also aus den Gleichungen (28)

4

E'=vatrag—rayhk— m+M (9ac® —yasco
—ayko?—wghksoco—axsow),
H=vef+refg+rbyzt+rafyh— +Mw{3’ga2
—wfysco+byxo®+bgusco—bhose
+afyke?+afghksco+afxrsown),
Z-vofb+rcebg-rﬁyx+raby/c n_l_M(wbgaz
—abysco—fByxc®— fgusco+ fhsocw
—|—abgk'o-so+abyk02+abxsaco).
Die Substitution aller dieser Werte liefert:
1 r
a4 pdp [dgr(f -1 F)
/2

e f 3drfydafsadsfd0fdzc

[g‘P( %)+ ( ) § 9‘( v — & 2 Q( 7’2)] e—hmv+MV?

L4 7f2 27

(30) { = 08t~ + % [p3dy [y dGe-nAr=2hedtirg [s538[d 0O
four o]

{v (v)+(v+7‘g)(l)(vz+r2+ 2vryg)

— o+ 5ot —rs00) pe)

— u+r m2 M(gaz-—;/sao) Dy -
+

Hierbei sind fiir v und 77 die durch die Gleichungen (21)
und (26) gegebenen Werte zu setzen. Beriicksichtigt man nun
die Gleichungen (4), (12) und (80), so nimmt die Fundamental-
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gleichung (1) fiir das erste der beiden diffundierenden Gase,
nachdem sie durch 2mae-"?m* dividiert worden ist, folgende

(Festalt an:

72 2

0 7
280 4 22 et (3 dr[ ydGemtnetsora scasfdo
0

2ndx
0 0 0
X ACHESCES rg)p2 4124 2vrg)
— 2(v+r_q0'2——rg/sao)(p(v2—|—2vr[goj2—ysoo]+r20'2)}
o0 - m /2 27
(31) ) + 00#23—7sz“‘f7.3dr 7dGe—hMr2—2hM7)rgA[:go-dS do
0 0 0 0

{vga(vz) +w+rg) @242+ 2vrg)

2Mr
m+ M

- [v+ (yaz—ywc’)}fp(v'z)

— [v 4+ rg—mzf—;—;[—(go-z— ysao)] <D(17’2)} = 0.

Fiir »"# und 7'* sind wieder die durch die Gtleichungen (21)
und (26) gegebenen Werte zu substituieren. Die Fundamental-
gleichung fiir die zweite Gasart kann aus derjenigen fiir die
erste Gasart bereits durch Analogie gebildet werden, indem
man sémtliche auf die erste Gasart beziiglichen Grofen mit
den auf die zweite Gasart beziiglichen und umgekehrt ver-
tauscht; natiirlich brauchen dabei die Buchstaben, welche bloBe
Integrationsvariable bezeichnen, keine Verinderung zu erfahren.
Man erhalt auf diese Weise fiir die zweite Gtasart folgende
Fundamentalgleichung:

o0 7 7|2 2
EEO:T% +0242e‘hMVi[r3dr dee"hM(f"*'zV”g)fsadeciO
0 0 0 ly

32) {V(D(Vz)+(V+rg)€l)(72+r2—|—277'§)‘
: —2(F+rga’=rysco)D(V*+27r[goi~ysco]+ric?)

o0 F 72

27
+-coﬂ2'e—hw“fr3dr ;fdGe—hmr*—zhmmfmdsfdo.
0 0 0 0
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{V(D(Vz)-{—(V+rg)@(72+r2+27rg)

(32) - [V—{- mgfju (go?— }’sao)} D23
, M ) ,
— [P +rg— (g ot — 7800)}90(09_ 3 =0

Hierbei hat Q' nach Analogie der Gleichung (21) den Wert

, am V 4m?e? g2
88) @7 =P St 500+ i

und in gleicher Weise hat man analog der Gleichung (26):

o e s aM gt
0?=7?+4r +2V7’9+m
(34) 4Mro -
Fm(_ roc— 7/90'-1[—‘ ;}’SO).

III. Einfithrung passender Integrationsvariabeln in die auf
eine Gasart beziiglichen Integrale.

Es handelt sich nur noch darum, aus den beiden Glei-
chungen (31) und (32), in welchem die vier Grofen ¢, C, dc/dx
und dC/dz als Konstante zu hetrachten sind, die beiden un-
bekannten Funktionen @ und ¢ zu bestimmen. Zu diesem
Zwecke wird es jedenfalls, &hnlich wie ich es in der Theorie
der Gasreibung getan habe, am besten sein, die mehrfachen
bestimmten Integrale in Summanden zu zerlegen und in jedem
Summanden den Ausdruck, welcher unter dem Funktions-
zeichen ¢ oder & steht, als Integrationsvariable einzufiihren.

Zu diesem Zwecke wollen wir die Gleichungen (31) und (32)
in der Form schreiben:

(85) —;;—g%-l-czt?“(a—]—p—i‘)—[— cC’yz(b—{—q-—z——w)=O,

(36) 5o 20 4 C2UNA+P—T) + O (B+Q—Z— W)=,

wobei a, b, 4 und B jetzt eine andere Bedeutung als frither
haben. "
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Es ist namlich:

o0 7T (2

a = et 43 qp 7,03 e~ tm*+2vr9) [s6dS [dOvp(v?),
/7 f

n/2 .
A =17 13 4r [y d G e-1ue+27r0) [s 6 AS [dO VD (73,
foruf frousf
voo 7 z[2 27
p=e " p3dr|yd@e-tmt*+20r9) | s5dS [dO
Jref Joosl
@+rg)pe?+ 12+ 20ryg),

oo 7 7[2 27
P= eV p3dr|ydGe-rU0*+2Vra) | s5dS |dO
s Jroef
VHrg O 42T,
7|2

i =2e~ MV 3y 7dG‘e‘hm(T’+°“9) scdS|dO
. fresf
(w+rgo?—rysco)p iy 2vr[go? —-—7.5'0'0] + r2¢2?),
72
J= 2e—hw2fr3drfydee—wrww sodsfdo
0 0 0

(F+rgot—rysoo) (I)(I7'2+2 Vr [goz—ysoo]—{-rzaz),

7[2
b= e~ h¥M* | 3y |y d@e-rMr-20vrg [ 55 d8[d0w
foofsocnesonfafiorgn
oo /2
B= e—hmvzf redr g/dGe"”'""’ 2hmPrg f sodS f A0V (7,
§ 6 §
oo 7 7[2 2m
g= e—hmﬁf,.s d,.j;, d G e-hur— :3hzlfwgff.s - de’de
0 0 0
+rg) PO+ 22+ 2uryg),
00 7 7t[2

0 0 0

Q = e-hm‘”frsmfyd@ —hmrt— zh’”Vrgfs adedO

(V—}—rg)go(72+1 +27ryg),
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‘o0 7 ’5/9
Zz = e-—hMuf r3dr|ydGe —hMre_o;LMurgfsgdSIJO
0 0 0

oM
[” T ]T[ (90®— }’500)] P,

) ] /2

Z = e=nv [y 3a’r Y G o= ~2mrofs g a’Sde
0

Y]

- 2 r ‘
{ / —(g0*—ysc a)j D (23
(37) m 4+ M ’
T 72
w = e— h UV ‘3d7. dee-—hM’r——)hMmg sodSldO
(i s
o+ rg— ;20 (MZ*VMO)] O
m + M ’
7T /2
W = e-—hmV'-‘j‘r3 dr y dG e—hmri— 2hmVrgfs c de(ZO
0 0 0

2M
[/7—|—ry +§V[(ga~—~—ysao)}<p(w 2.
Hierbei ist »° durch die Gleichung (21), 7’ durch die
* Gleichungen (26) und (27), " und 2’ durch die Gleichungen (38)
und (34) bestimmt.
Um zunichst ¢ zu bestimmen, setzen wir daselbst

T=*-‘:€_'*:: und v =

e
Vem Vem'

dadurch wird

/2

= vhq)(v)e “’fg3d() 7dGe ¢ "QweﬁfsrdedO
0
Behandelt man diesen Ausdruck wie den Ausdruck (36)
des zweiten Teiles meiner Theorie der Gasrelbung VIIL. Ab-
schnitt, S. 459, so findet man:
/2 2
e= @ p3dyp dee ¢ -20e9f s5d8|d0
I froas]:

0 0

= [—;—e““’ﬁ + (m —{—_2_5) lfmdxe—xﬁJ ,
2

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIL
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daher
»Vim

_n”(p(”s) 1 ——um.u’3 —a?
(38) a= 55 [-Q—e h (]/km +2v]/hm)fdxe J

0

Analog folgt:

vVis
—_ "jm _1_ —hMV? __________._) »—w’:l
(89) 4=""11x [2 e + (V]//z + ) [ 407
0
Ebenso wollen wir in dem Ausdrucke fiir & betzen:
Ve _2 =92
' yeM’ S VRM
wodurch sich ergibt:
7f2
p® h 1;2) _—mﬂfg3d0f7d(“¢e—g—~2wggf¢o-d5'fd0
0
(40) o Ve
A1 o 1 -
l =ﬂzf]1(;2) [Ee—th + ('U h M V}.Z_M_)fdxe ]
: 0
Analog ist
vVim
VoY1 . .
(4:1) B=—n—m(-2"'2[-2—e_—hmv (VVkm+ _l/___)fd.’l)e 2].

Zur Bestimmung der GréBe p hat man dle Substitu-
tionen (88) des zweiten Teiles meiner Theorie der Gas-
reibung VIIL Abschnitt, Seite 460 zu machen, dadurch er-
balt man:

co 7f2 27
p=|e~truiyidy | redl srde dOv te?
6’[ 1 6[ f f CAOR
Hier ist’

7[2 o

fso-dedO—n,

2 2 —_
f?trd] frtdr f”+2;’ Ll r2dr
v 2v%p,?
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fir v; > v und N

fir v > v, woraus folgt:
~ o 2. ¢,° 2
p= ”fe“h””‘ ) (75‘ Pl g”f‘) dv,
(42) 0 ,

[~}
— 2 2 2
l + nfe o gp (v, %) (TE; v, 08 — -3~vvl3)dv1 .
v

Hieraus folgt P, indem man A 7 und @ fir m, v und ¢
schreibt. ‘

-
2 2 8 2
P= nfe"‘"””x D (v,?) (H vV—‘g -3 v14) dv,
(43) b

+ nfe"hﬂv{" D(v,?) (325—4)1 Vs — ; 7013) dql .
R

Ferner aus dem letzten Ausdrucke findet man ¢, indem
man fir 7 wieder v schreibt, die iibrigen Buchstaben aber
beibehilt:

I

N T
(44 i
+ n‘fe—’*va“ D (v,?) (% v, 0% — —2—’0@14) do, .

v

oo

Endlich findet man @ aus p, indem man darin statt »
wieder 7 schreibt: :

v
2 2 6 2
mnferigionlf Fmted
(45) 0 -
2

l —[—nfe'"hm”x’q;(vl?) (‘1‘2‘5“1117/3 - ‘§v137’) dv,.
v

Die Ausdriicke 7 und J sind mittels der Substitutionen zu

behandeln, welche ich zu Anfang des dritten Teiles meiner

Theorie der Gasreibung auseinandergesetzt habe, dieselben

liefern:
2 *
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PdrydGdo =22 /,

ferner

9 V42— 200
0-2

2

"vv Asa
B

v 4 2 2urg =2 —i— (v-l—v—2uvl)
v—l—rga‘—rysao:v'l,

welche Werte liefern:
oo f2 +1 2n

_ ron s —amee (848 7
i 2Of(p( 2) Sdv'e—? f fldlfd]l[ 240’2 —2vp/

0

9 Tt ’
§2 Qhmev ism
—hm = (0% 4 v =29 V1) + ————
o2 o
’

wobei cos M mit m” bezeichnet wurde, um es von der Masse m
zu unterscheiden.

Die Behandlungsweise dieses Ausdruckes ist genau die
von mir im dritten Teile meiner Theorie der Gasreibung, Ab-
schnitt XII, angewendete. Entwickelt man die m’ enthaltende
Exponentielle in eine Potenzreihe und fiithrt die Integration
nach M durch, so ergibt sich zunichst:

z/2
i=4nm S’(hmy)nffp(U'z)v'z’”'se“’”’“"”dv’f( 2)"..”1‘3
0 0

e (ml)? ra
n=0

+1
f(1 — Pl 0 —Qov - e

-1

o o ¢ i
— R (V24 - Dt 1) 5
o

Fithrt man ebenso wie am zitierten Orte die Integration
nach § durch, so folgt weiter:

Nn=00

oo

=1 520
1= 27 Sj &l’.&)__—v_ @ (0’2)1)’2n+3 e—hmv’® g 4’
e n! :

n=0 0"
+
11— dl
@ + 0% — 2000)" Tk
—1

Entwickelt man ebenso wie am zitierten Orte die GroBe:
1/(® 4+ v'2 — 2vv' [+ in eine nach Potenzen von v fort-
schreitende Reihe, so ergibt sich:
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+1 , , +1 ‘ ,
I1=03rdl _2@n+1)e 121 — Pnd]
~/‘('v2 +02— 200 TN o 2nt? ( )
— 1)

40 B
T T ymn T

Bedient man sich hier weiter der Formel:

222n

1
2 J2a J] — 3
f(l — 1 Padl = @a+1)202n+2a+1)"
0

in welcher iibrigens in meiner Theorie der Gasreibung durch
einen Druckfehler der Buchstabe » im Zihler mit a ver-
wechselt worden ist,’) ohne daB jedoch dieser Fehler auf die
folgenden Formeln irgend einen Einfluf hitte, so folgt weiter:

+1 .
f (1 —13d!l _ 2" lal@n+ 1o A8 B

(02 + 22 — Qp 1)+ 1220 + ?))?J'zﬂ"'2 + p2ntd T p2ntb "t
—1 .
Von dem Verschwinden der Koeffizienten 4, B usw. iiber-
zeugt man sich ebenfalls durch die am zitierten Orte an-
gewandte Substitution, welche liefert:

+1 v +v
1=y ldl 1 9 ‘9 9
- = N v Vi—x
f @ + 0% — 20 [T 92mtl Pt Gy )
—1 v —v

x (» 24 207 4 20 — “’i;_;’l’)f)“dz

Man sieht zunichst sofort, daB die Zahler derjenigen
Glieder, welche v’ 4 v oder v' — v im Nenner enthalten, durch
die gleiche Potenz dieser GroBen teilbar sind, daB also das
bestimmte Integral eine ganze homogene Funktion von » und o’
von der Dimension 27 -4 8 sein muB.

Beriicksichtigt man jetzt noch den vor dem Integral
stehenden Faktor, so findet man:

+1 -

(1 —1%idl av b e - ho
f(‘ﬁ = 1)/2n+2 + 2n + 2p—2 " + 2n+2 "
1

1
0~ Qp oy Tl v 2% v

-

) In dieser Ausgabe (II. 8. 532) bereits verbessert.
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Sobald v > v ist, muB sowohl diese endliche Reihen-
entwicklung, als auch die frither gefundene unendliche Reihe
gelten, und daher ergibt sich:

(46) —Brldl _ " lpt@n + o
(02 +2;’2 20y’ 1y 12@2n + 8)v 212 "

Dieser Wert gilt fir ' > v; im entgegengesetzten Falle
sind » und ¢ miteinander zu vertauschen. Substituiert man
dies in den Wert von i so folgt:

n=00

- (hm)"‘lf ) 2mh g o gy @0+ D)
=27 > L e T e

(462) n=0
n=00 ©0 1
‘ , e attl@n + 1)
9 n—1,2n+1 2\ oy p—hmv'® . k! AN
| +An20'(hm) v +f90(” JueTt Ay s
n= v

Zum Behufe einer Entwicklung nach Potenzen von w»
schreiben wir:

n=00

7—1 n 2n+1
i=gn > o Gnt D27 f(p(a:)e—hmdx
0

1220 + 8)

n=0

n=00

(hm)n—12n+1(2n + 1)
+2“20 1Z2@n + 9

v

2n44
f(P(vlz) e——hmqﬂz dU (_,,Z;T_. —_— ’U"'"H'l) .
0 B

Bezeichnen wir ¢® (0) mit z,, so ergibt sich wegen

pe—tm" =g (ty — hmzy)v'?

+ 12—-2hm;,' + kP, o+ T3 —8hmty + 8h2mir, — hPmle,

3 CAE SN

die Gleichung

b n=o0

. (w1 (@n + 1) 9% p20F1 -
Z=27t2 1\2/(2n+3) f(’)(z)e——-hmzdx
0

n=0
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< ()"~ 1ontlan 4 1)
+27‘2 12@n +3)

n=0
k=00 4 _ (f) hmry_y + (;c)kim%kd_g ‘e

2 7

1 — 1 ), emi2e48
2n+2k+5 2k +2

Der zweite Teil wird nach Potenzen von v geordnet, indem
man - zuerst statt » die Variable » — % einfihrt und dann
wieder n fiir » schreibt, dadurch ergibt sich:

R=0Q

n—1 7, 2n+l py
P 27!2 )" " (2% 4+ 1) 2" » f‘}ﬂ (z)e=1me ds
0

1227 + 8)

7= 00

n (hm)yt—F—Lon—k+1 9y 9k +1)
(#7 + 2“2”2 *8 Z L 1 2(2n-—2lﬁ(+n3) : ;

Ak
'tk—(l)hmrk_l+(2)h2m“"tk_2—...( 1 1 )

&l Sn+b5 2k+t2)’
Will- man hier noch nach den z ordnen, so schreibe man
2 (B) statt:

(hm)““k—IZ”“k'“l(2n——2k+1)( 11 )
12020 — 2k + 1) 2n+5 2k +2/7

und es ergibt sich:

< (hmy" "t @n + 122! ¢ e
z~—2ﬂr2 12(3n+3) ‘Ofgo(x)e hma f
n=00 k=n "
Y (—
+2m 3otz 31T
(4:8) 'nk==(:1 k=0
— 1 P
+ o D ()2
k=1
k=n (- ‘
+ 7, L%———h”m%ﬁ)x(k)-l—... Z(n)h”m”]
k=2
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Um die Summen in bestimmte Integrale zu verwandeln,
beniitzen wir wieder die Gleichung:
Va2
5 2
Va + V_+11;TT Véefe-.ydy.

135
0

Wird diese Gleichung durch z dividiert, nachher nach z
abgeleitet, so ergibt sich:

Va2
1 1 3V V2 e [
—_ — e = — d
2V a? +2-1-31/7a+2-1-3.5+ 22 ¢ fe Y
0
Vap2

V_éAa;‘Q 2 1
tEel |t
0

Multipliziert man mit 2 und schafft das negative Glied
von links nach rechts, so folgt ferner:

. Vap:
(48 a)l 12@n+d @& Ay + Vo ‘
n=0 0

Man kann also den Wert (46) fiir ¢ auch folgendermaBen
schreiben:

v
8w 79) 7 —hm'? .5
= @ dv ey
thv“f
0

)

thv”
2hmo’? — 2 hmv’gf 2 ]/12 ]
=T e € e~¥'d + ——m
|: 2hmv'?)? P Y V @hmo?

(49)
thv"
87 2hmv® =2 _hmy g V2
TV {(%m?)% of” Yy + V(z‘mﬁ]

oo
f(p (v’?-) v d o e—hmv?
v .
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IV. Berechnung der Integrale, welche von den Zusammen-
stoBen heterogener Molekiile gelietert werden.

Um das Integral z zu berechnen, muB die Methode, welche
ich im dritten Teile meiner Theorie der Gasreibung, Abschnitt X,
entwickelt habe, auf den ZusammenstoB zweier Molekiile mit
verschiedenen Massen tbertragen werden. Aus dem Dreiecke
vo' O ergibt sich vv'2 = v? 4 v'2 — 200'l; dieselbe Seite er-
gibt sich aus dem Dreiecke vv' P zu 2Mr¢ [(m 4+ M), wir er-
halten also:
4 M r o
(50) (m + M)‘»
Ebenso ergibt sich, indem man einmal O+" dann Ovv
auf Ov projiziert,

=2 4+ %~ 299

vl—n-{-——ZMGZ

cos (O v, vo').
Nun ist aber
(51) cos (O v, vv')=—c08(0C, Ov)=-+gac —yso

nach der Gleichung, welche im ersten Teile auf die Gleichung (60)
folgt und welche der Gleichung (20) dieser Abhandlung ent-
spricht; wir erhalten daher: -

(52) 2 l=v+iﬂ_[{_rﬂ;(ga—yso)

Ich will nun wieder dieselbe Kugel vom Radius 1 kon-
struieren, von welcher ich bereits im dritten Teile meiner
Theorie der Gasreibung, X. Abschnitt, Gebrauch gemacht habe.
Ich bemerke jedoch so- ,
gleich, daB sich daselbst
zweiFehler finden®), welche
aber auf die Entwicklungen
sonst keinen Einflu haben,
als daB die Gleichung
M4+ N=K auf S. 529
unrichtig ist, -auf S. 523 soll es heifen: Die Ebene £ O R,
nicht aber die Ebene r O E ist parallel der Ebene 7 7' 7, 7,
daher ist der Winkel, der dort mit # bezeichnet wurde, nicht

180-G
Fig. 8.

1) Vgl. diese Sammlung Bd. II, S. 528, FuBnote 2, wo aus Versehen
Abschnitt VI an Stelle von Abschnitt IV steht. D. H.
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der Winkel X'z R, sondern der Winkel 3’ C B; ich will diesen
Winkel iibrigens jetzt mit U bezeichnen. Ferner soll es auf
S. 526 heifien: v und nicht O ist das Zentrum unserer Kugel,
auch jetzt soll wieder v deren Zentrum sein. Die Ecken
des voranstehenden sphirischen Dreiecks sollen die Punkte
sein, wo die Geraden v» O, vv" und »7 die Kugeloberfliche
treffen, O und U sind wieder zwei Winkel dieses Dreiecks,
Ov+ und 180°—@ die gegeniiberliegenden Seiten:

w:8=sin(0v, vv):y;
aus der Gleichung (51) folgt aber

, M+m,, ,
—cos Ovw =g0—yso=S—— @'l —v),
daher )
9 3 2
Sin Ovo = 2LEMy [4M 1o — V2P 4 200" — 02

2Mrol (m + M)?
macht man hierbei noch von dér Gleichung (50) Gebrauch, S0
ergibt sich:

. s _(m+ Mo
sin Ovv' = Siro
und daher:
L M)A
(53) e VTS TG

Bestimmt man aus demselben sphirischen Dreiecke die
S. 180°— @ aus den beiden iibrigen und dem eingeschlossenen
Winkel, so folgt

—g=0c0800v + ussin Qv

also
2Mg _Vl—-v oisu
(54) m+M r - ro °’
woraus dann weiter folgt
! m+ M Vi—» viw
(55) yo =23 M [_ 3 P »T}_

Alles iibrige wird genau wie am zitierten Orte berechnet;
indem man statt der Variablen r, &, 0 die Variablen r, G, p = 70
einfithrt, erhilt man zunichst:

drdGdp=—drdGywdO.

Wir wollen nun weiter die Variablen r, G, p in die
Variablen 7, Z, p transformieren. In die Gleichung (50) setzen
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wir fir »? und fiir » die Werte, welche dafiir aus der
Gleichung (21) folgen, woraus sich ergibt:
2Mro 4:Mw' 4 M2 r2g?
WIZJ—M(gO-_pS——U+Z‘/ +7)?+M S)+(m+l‘,[)2'
Da hierbei nur G und Z als variabel zu betrachten sind,
. ergibt die Differentiation:
_ (m+M)v?dl
16 = eMroiy(wl—v)
Fithrt man endlich p, Z, v’ an Stelle der Variablen p, Z, r
ein, so gibt die Differentiation der Gleichung (50):
__(m+MPel—o)dd
dr = il o :
Nun ist noch U, Z, " fiir p, L, v" einzufithren, wobei nach
Gleichung (50) natiirlich auch wieder r als Konstante anzusehen
ist und daher die Differentiation der Gleichung (55) liefert:

+ M)
mAM 8dU=y0odl,

letzteres nach Gleichung (53).
Aus allen diesen Differentialgleichungen ergibt sich:
Y m +MPo?dy dld U
ydrdgdo =Ly evaldl,
Die eckige Klammer, welche in z als Faktor bei der
Funktion ¢ steht, hat gemaB der Gleichung (52) den Wert 'L
Man erhslt daher:

dp=

L 2 w2 s +1 2z
(’ﬂ’b+]‘1) ’ " 8
#= e fv390(02) f fldldeV?Jz-l-vz—vil
(56) 0 §
e—-hM[u‘—’-}- (QZ;ZJD (@ 4 0"~ 2007 T) + ;‘{M (vu’l-—v?.— vu:.su)]_

Uber die Grenzen des Integrals soll spater die Rede sein.
Tch bemerke hier bloB, daB man aus diesem Ausdrucke Z
erhalt, indem man vertauscht:

M mit m, m mit M, » mit 7, ¢ mit O;
die iibrigen Buchstaben kénnen als Integrationsvariable un-
verandert bleiben. Ehe wir das Integral reduzieren, wollen
wir noch die Einfihrung der neuen Variablen in dem Aus-

drucke fiir w bewerkstelligen. Es 11efert uns das Dreieck Pv7”
der F1g 2
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» sz_v]JZ_}_PV’Z_[_QUP PV cos28

2
= +M) ,[m? + M2 + 2m M (s* — 6%)].

Ferner liefert das Dreieck Ov F7:
v P =02 V220171,

wobei I’ der Winkel »O/” ist; aus den beiden zuletzt ge- -
fundenen Gleichungen folgt:

(B7) v 72— 207l = o [P+ M 2m M (5 — 7).

(m + M
Nun projizieren wir einmal die Linie O 7’, dann die gerad-
gebrochene Ov» 77’ in die Richtung Or = O» und erhalten
unter Beriicksichtigung der Gleichung (20):
2mr o (

(58) V'l=vtrg+ 0

Konstruieren wir weiter eine Kugel vom Radius 1 und
Zentrum v, so bilden die Durchschnittspunkte der drei Geraden
20, vV und v 7’ auf
derselben das neben-
stehende sphiirische
Dreieck. Zwei Winkel
desselben sind O und U”,
y» wobei letzterer Buch-
stabe den Winkel der
EbenenOv V7 undvv' VV’
bezeichnet, also auf der Kugel der Fig. 2 den Winkel der
Bogen rp und B R, wobei p der Punkt ist, wo die Gerade O 7’
die Kugeloberflache trifft. Der Durchschnittspunkt der beiden
Bogen rp und R R soll mit q bezeichnet werden, so daB Oq
parallel » 7’ sein muB; den Winkeln 0 und U’ der Fig. 4
liegen die Seiten Ov 7’ und 180°— G gegeniiber, so daB wir
also die.Proportion

®:8 =sin(0v?):y
erhalten. Projiziert man die Geradgebrochene » 77’ in die

Richtung O v und dividiert die Projektion durch » 77, so erhilt

man cos (180—0wv 7”), nun hat aber die besagte Projektion
den Wert '

—go+yso).

QuV!
Fig. 4.

2mra

r9+ 90+ 7s9),
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daher ist:

+2m1~¢r )
) rg ——————m_{_M(—ga+yso
— cos(0v V)= -
(59) mVW’LQ -+ M2 + 2m]l'l(52 — 0'2)

_ (m MV — v) )
, T Y M LM A em M ~0Y)
hieraus findet sich weiter:

sin (OL V’) - (m-+ MYV ¥
rVm® + MP + 2m M — o9
und
MY Vs’
60)  yo=——2t

rYmE + M2+ 2m M (st — oY)
Weiter findet man aus dem Dreiecke v /7 P:
vV -cos{PoV’)=v P+ PV cos(28),
woraus folgt:

, M A4 m (s — oY
cos (¥ =
0s (70 7) VIE L 1 2m M -0

Aus demselben Dreiecke folgt:

. TN ol . mr .
sin(Ov/7):sin (180 — 28) = —— i vV,
daher:
. o 2ms o
sin (/v ] ) TV mE IR+ 2mM (s = o)
Bestimmt man daher aus dem sphirischen Dreiecke der
Fig. 4 die Seite (180 — @) durch die beiden andern und den von

ihnen eingeschlossenen Winkel, so ergibt sich:

— g =cos(0vV)cos(Fvv) + u'sin(0v ¥ )sin(Fvv)
m+ M
(61)1 S M I+ em M (s — o]

X = (7' U = o) [M+ m(s* — 0% + 24 V' ¥ msa}.

Weiter hat man:

720t =1—g%— y20?,
1 — y2e?

_ (m + M?)
Tt mE + M2+ 2m M (s* — oY)

W2 =20V '+ V2124 720208,
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2

1—y2w?—g?
_ (m = M)* { (
T ¥ md 4 M2+ 2m M (s* — o?))®
m? 4+ M2 4 2m M(s®— 03] — [— (V' — v) (M 4 m(s* — o?)
+2u' 7 Wmso)]?}.

Ordnet man in der geschlungenen Klammer nach fallenden
Potenzen von %’ und zieht die Quadratwurzel aus, so findet
man weiter: ‘

(62 yo= (m+M){[M+m(s’—-0'2)] Viiu +2msa(V'1 — )}.
rm?® + M2+ 2m M (s — o)
i Uber das Zeichen entscheidet man hier leicht, indem man
die Gleichung (59) in der Form schreibt
o m+M m+ M) (V' U —
7/()—_“—g—s———(2'r)2.9¢39+( 2773£'SO‘ 2
und darin fiir ¢ den soeben gefundenen Wert substituiert.

Behufs der Kontrolle dieser Formeln bemerke ich, dafB
sie, wenn man in denselben m = M setzt, ferner /7’ mit v,
I’ mit L, U’ mit ¥, O mit 180° — 0, 8 mit 90¢ — 8, also
0o mit — o, s mit ¢ und ¢ mit s vertauscht, in die Formeln,
welche ich im dritten Teile meiner Theorie der Gasrelbung
S. 524526 entwickelt habe, iibergehen. Dies findet auch
statt, wenn man in diesen Formeln s mit ¢, ¢ mit — s und
u” mit m vertauscht. Ks ist nun noch die Transformation der
Differentiale durchzufiihren. Setzen wir p = yo, so ergibt sich

(63) dp=—ywd0.
~ Nun wollen wir statt G die Variable Z einfihren; zu

diesem Zwecke bilden wir aus den Gleichungen (26) und (58)
die Gleichung

2mrao

i (—9otps)=—v—ryg

V=20V U VU4 TN U,

2
l/ 24 r24-2vrg+ ;ﬂm:ﬂ;)g—l—;”_:_rll;(—-rd—-vga+vps)
64 16— m+ M)Vl

T ry@lU=V)[M+ m(s® - o]
Fithrt man noch 77 statt » ein, was durch Differentiation
der Gleichung (57) geschieht, so ergibt sich

. = @U=TAV (m + M)
(69) A = T T I0 + 2m M = o]
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Endlich ist noch U’ fir p einzufiihren, wofiir die Diffe-
rentiation der Gleichung (62) bei konstantem r gemaB Glei-
chung (57) liefert

dp =— m + M)V 8 AU« [M+ m(s® — 0%
(66)

r{m* + M? + 2m M(s? — o%)
[M+m(s®—-oD]ywdl .
Vim® + M? + 2m M(s® — %)
Die Gleichungen (68), (64), (65), (66) liefern:
67)  ydr-dG.do = P VATd1AU
‘ r2m? 4+ M+ 2m M(s® — o] T

Die Substitution aller dieser Werte in dem Ausdrucke w
Gleichung (87) liefert:

. o0 9
[ZU =f7/'/3d]7"[so.dsjl/dlde/(b(V,z)
(68) 0 0
]  gmh U1+ 20rg) r(m + M) ]
[m* + M?* + 2m M(s* - o?) 3fa -

wobei aber noch fir » und ¢ deren durch die Gleichungen (57)
und (61) gegebene Werte zu substituieren sind.

W geht aus w wieder hervor, indem man die Buchstaben 7
und v, m und M, ¢ und ¢ untereinander vertauscht. Be-
ziiglich der Bestimmung der Grenzen in den Integralen (56)
und (68) sind natiirlich ganz &hnliche Betrachtungen notwendig,
wie ich sie zu Anfang des dritten Teiles meiner Theorie der
Gasreibung angestellt habe.

In Fig. 2 ist OC die Zentrallinie der Kugeln im Momente
des ZusammenstoBes; erteilt man beiden Kugeln eine Ge-
schwindigkeit, welche der Geschwindigkeit der Kugel m in
GroBe und Richtung entgegengesetzt ist, so hat vor dem StoB
die Kugel m die Geschwindigkeit Null, die Kugel M die Ge-
schwindigkeit r, deren Komponente in der Richtung der Zentral-
linie ro, senkrecht darauf »s ist. Nach dem StoBe hat die
Kugel m die Geschwindigkeit vv’ =2Mro[(m 4 M), welche
in die Richtung der Zentrallinie fallt. Die Kugel M hat nach
dem Stofe die Geschwindigkeit » 7', deren Komponente in der
Richtung der Zentrallinie (o' — ¥V 7")/2 = (M—m)ro [(m-+ M) ist.

Thre Komponente senkrecht zur Zentrale ist nach wie vor
rs. Bei den zu Anfang dieser Abhandlung beniitzten Inte-
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grationsvariabeln wurden siimtliche Zusammenstd8e in folgender
Weise erreicht: » durchlief alle Werte von 0 bis oo, @ alle
Werte von 0 bis # und K alle Werte von 0 bis 27. Dadurch
sind alle moglichen GrdBen und Richtungen der Geschwindig-
keit des zweiten der zusammenstoBenden Molekiile umfafBt
dann durchlief noch § alle Werte von 0 bis #/2, wodurch alle;
Zusammenstdfe vom zertralen bis zum streifenden umfaBt er-
scheinen; endlich durchlief noch O alle Werte von 0 bis 2,
wodurch alle moglichen Winkel zwischen der Ebene der Zentral-
linie und relativen Geschwindigkeit vor dem Stof mit irgend
einer fixen Ebene umfaft werden. ¥s ist klar, daB jeder Zu-
sammenstoB durch ein Trapez »v'7 V', wie ein solches in
Fig. 2 gezeichnet, darstellbar ist. Alle méglichen Zusammen-
stoBe werden wir erhalten, wenn wir diesem Trapeze alle még-
lichen Gestalten und Lagen im Raume erteilen. Da hierbei »
in GroBe und Richtung immer als bestimmt angenommen wird,
so muB die Ecke v des Trapezes als gegeben betrachtet werden.
Wollen wir daher die Grenzen des Integrales (56) finden, so
mufB zuniichst die Ecke »’ alle moglichen Punkte des Raumes
durchwandern, d. h. es muB beziiglich »* von 0 bis co, beziig-
lich Z von 0 bis # und beziiglich des Winkels V der Ebenen
»"Ov und XOw, also beziiglich des Winkels Zyy’ der Fig. 2
von O bis 27 integriert werden. Die Ecke / des Trapezes
liegt immer auf einer Geeraden, welche senkrecht auf »ov’ steht
und deren Durchschnittspunkt mit »»’ vom Punkte »’ die
Distanz (v’ — 7' 7')|/2 = (M — m)r ¢ /2 hat. Es muB daher 7
alle Punkte von diesem Durchschnittspunkte bis zu unendlicher
Entfernung durchlaufen, wobei der Winkel § alle Werte von 0
bis @ /2 durchliuft. Endlich muB noch der Neigungswinkel
der Ebenen Ovo’ und vo'V 77, also der Winkel U/ alle mig-
lichen Werte von 0 bis 27 durchlaufen. Es ist hier von keinem
schidlichen Einflusse, daB wir die Integration nach % bereits
durchfiihrten, denn denkt man sich alle anderen Variablen
r, G, 8, 0 oder v, I, §, O konstant und blof N fiir A ein-
gefiibrt, so heiBt dies, die ganze Figur Owvv’/ V' #ndert ihre
Gestalt nicht, sondern dreht sich bloB um Ov um 8609 Dabei
wachsen offenbar die Winkel N und X um gleiches; es ist
also dN = dX.

Es wiirde daher zur Berechnung des Integrales (56) wohl
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am allerzweckm#Bigsten sein, gleich von vornherein vor Aus-
fithrung der Integration nach K sich der Integrationsvariablen
v, I, N, § und U zu bedienen. Ahnlich verhilt es sich mit
dem Integrale (68). In diesem Integrale wird man dadurch
fir alle moglichen Gestalten und Lagen des Trapezes v’ V7™
sorgen, daB man bei gegebenem v zunichst den Punkt 77 alle
moglichen Lagen im Raume durchlaufen 148t, d. h. beziiglich

Fig. 5. Fig. 6.

Fig. .

J* von 0 bis oo, beziiglich 2/ von 0 bis #, und beziiglich des
Winkels N’ der Ebenen » 07’ und XOwv von 0 bis 2z inte-.
griert. Dann durchlduft wieder der Winkel U’ der Ebenen
vo’ V7V und Ov?” alle Werte von 0 bis 27 und bei gegebener
Lage dieser Ebenen S alle Werte von 0 bis @« /2. Die
Lagen, welche dabei der Punkt v’ durchliuft, findet man wie
folgt: % sei der Halbierungspunkt von v /7’; man beschreibt
einen Halbkreis vom Zentrum % und Radius »%, so kann der

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIL 3
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FuBpunkt f der von 7’ auf vv’ gefillten Senkrechten alle
Punkte der Peripherie dieses Halbkreises durchlaufen. Der
Punkt " selbst ist auf den Geraden v/ durch die Proportion
vf:vv =(M—m)/2: M bestimmt, welche sich unmittelbar
aus 77 :vv' = m:M ergibt. Dann durchwandert wieder der
Punkt 77 alle Punkte einer vo’ einseitig gezogenen Senk-
rechten und diese Senkrechte dreht sich um v, um 360°,
d. h. beziiglich 8 wird von O bis /2, beziiglich U’ von O bis
2 integriert. Man kann sich die betreffenden geometrischen
Verhsltnisse durch beistehende drei Figuren versinnlichen.
Samtliche Figuren sind herauszuschneiden; die Fig. 6 ist lings
der Geraden vv’ um den Winkel U einzubiegen und so auf
die Fig. 5 zu legen, daB die gleichbezeichneten Geraden Ov
und v/ zusammenfallen. Die Fig. 7 ist lings der Geraden
v/’ um den Winkel U’ einzubiegen und so unter die Fig. 5
zu legen, daB wieder die frither genannten Geraden zusammen-
fallen, die den Geraden der Figur in der Mitte beigegebenen
Buchstaben bezeichnen die Winkel der Ebenen, welche sich in
- jener Geraden schneiden. In der Mitte jedes Dreiecks ist
der groBte Kreisbogen angegeben, in welchem die Ebene
des Dreiecks die Kugel der Fig. 2 durchschneidet. Der
Exponent E von e im Integrale (56) kann folgendermaBen
in etwas einfacherer Form geschrieben werden. Addiert und

subtrahiert man
p = M 0% —

m+ M,
2 h 2

)] ,

so ergibt sich:

-M
(69) B = W7o — Rt % M 4 M~ 2 Mo

(712+'U'2—~21)17'l)+h(m+]l[)”v’lsu'-
o

Es verwandelt sich daher nach Durchfihrung der Inte-
gration nach U gem#B der Formel

2n

(70) : feacosUdU=2Wn2=mmli)T(_g—)2n
0 n=0

die Gleichung (56) in folgende:
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77/2

8M*
0 0

n=00

-M m+ M

2= V% —

m+1,,[(m+M 230 (2 40" -

35

I AR

xe9 2

Setzt man hier wieder

so folgt weiter nach der Formel

=]

' !
(12) fe‘“yy"dy= Q_ZI-T’

0

IR o3 (%) dv f“lsfzczzvu2+v Py

2007

indem man den dritten Addenden des Exponenten von e in

der Formel (71) so schreibt

m+ M

R L TS z)(

Nn=00

hn--l ”2n ,”/21; _M'n+1 }_2':1,

m+M 5

Ssialy T +m._

('rn+M“ . /
z=”4M4)f@ 3dvfldl

2 nl(m + M3 @ + 0% — 200’
0

n=

0

m — oy Mt 2 _ v
eh 5V h 3 o2tk 4-M (v + 0% ~20v')
bed 3 (m — M)? o — ('m.+M)"
T ;=
= Z(m+M2)f(P (W' v'3dv' e L &
0
n=00 +1
kn-l 7}27& @,275 M’n—af l2n ldl
2 n! @ + 02 — 200/ [T
n=0 -1
h M’-‘4-1-1-{m? (V2 4 02 —=200'1)
e .

3*

AT e e oy [ DD gy
0.2

¥)

.
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Bezeichnet man die Summe mit §, so ist

- 2 oo
pm =P m+d) .

(8 z=Zmupe o ppyesareT s

und
+1 RM ' L (ME—m?)
I-_H 4
= /‘;[3 ldl e Vv =2vv'l M @+ o vo'l)
g ]/v o 2001
+1
1 ldl
hM?’ ]/1: Fo 20701
M2 (1—12) m— M2 L L, , Mi-m® L,
. P T + o (W24 "2+ 200 ) + R 5 (v + o)
1 (02 + ') ldl
(15)y = the f o 7]
Vot o't — %'l
mi— M* m 'I_'E 20572 i e
e[ aM (' + o) + 2M vy M vy L] v 0 — 20071
2__ p? n=00
1 ILMT}L—(v9+v'?) ho\n
= st 2 i
n=0
+1
J” 1dl{m? (@2 + o) — 4m? 0?02 P — M2 (0" — o*)*]"
n! (@ + 02 — 2p o )Ptk

In Formel (68) erhélt man zunichst mit Beriicksichtigung
der Formel (61) und unter Weglassung der jetzt iiberfliissig
gewordenen Akzente

20 (m A+ M) (0 V= o) [ + m(s* = o%)]

deeZthrg =e m? 4+ M?+ 2m M (s* — o?)

27 4hmMvosoiu(m + M) 20 (m + M) (v Vi — o) [ M+ m (s°— o]
Xf e M+ M4 2mM (52— o?) d’U —_ 27‘66 m®+ M2+ 2m M (s° — 0?)

V)

n=o00
XZ 1 2hm Mm + M)oVsod |22
- () | m® + M+ 2m M(s* — o?) '
n=

Dies liefert zunichst
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+1 =2

w = 2m 7/3de V‘ 1di s ods Tt MPVE+VI— 2071
0

. m? 4+ M? + 2m M (s — o%)

T uu—rﬂl)“+-l-m e 4o Viim+ M)m
— hm

e m? A M2+ 2mM (st — od)
' 2 [2hmM(m+M)sta}. ]
! 2 2 2 __ g2
(76) ) | m® + M® + 2m M(s a?)
+1 =2

- 27zf7f3d7’(b Vﬁdzf s0ds ] (n ﬂﬂ”;;; ;(; iw,,v)]l

0 -1
e Vim o+ M)? + 4m2e?e® —4v Vi(m + M) ms*
e m? 4 M® 4 2m M (s? — 0?)

LRPmEM (. + M) 02 V2520 (L~ 1Y)
e m? + M+ 2m M (s* — 6%

Ich will die weitere Entwicklung dieser Formeln fiir eine
nichste Abhandlung versparen und hier blo8 durch ein Bei-
gpiel die Anwendbarkeit derselben zur Berechnung bestimmter
Integrale zeigen. Setzen wir o' =1, so liefert die Gleichung (46)

+1
f C=®mldl 2" lpl@n + 1o
(A +0°—200rFh  12@n+8) '
woraus folgt:

112 n=00

+1
ldl Ty __2 f (1~DBmidl
Vl o —20l nl(l =201+ o?)nth

_ N2 en+ e
2 1&(2 n + 3)
Fir letztere Summe aber ﬁndet man leicht nach Formel (48a)
den Wert 2v. Es ist also

+1 12

T[/_fil—%_l el=2v1+v =29 fiir v< 1.
v - v

Diesem Integrale kann man wieder leicht durch Rational-
machen oder Einfihrung zyklischer Funktionen eine mannig-
faltige Gestalt geben.



67. .
Zur Theorie der Gasdiffusion IL1)
(Wien. Ber. 88. S.835—860. 1883.)

V. Entwicklung und Einteilung der Gleichungen, welche fiir
den Fall gelten, daB die Molekiile der diffundierenden Gase
gleiche Masse besitzen.

Ich habe im ersten Teile meiner Theorie der Gasdiffusion das
Problem ganz allgemein behandelt. Die grofe Komplikation
der daselbst aufgestellten Gleichungen riithrt hauptsichlich von
der damit verbundenen Voraussetzung her, daB die Molekiile
der diffundierenden Gase verschiedene Massen besitzen. KEs
scheint mir niitzlich, auch die Gestalt der einfacheren Glei-
chungen zu untersuchen, welche man erhalt, wenn man die
Massen der Molekiile der * diffundierenden Gase als gleich
voraussetzt. Die so erhaltenen Gleichungen entsprechen freilich
nicht mehr dem allgemeinsten Falle der Diffusion, allein sie
werden immerhin noch in ‘den in der Natur nicht so gar
seltenen Féllen Anwendung finden kdnnen, daB die Molekiile
zweier (asarten genau oder wenigstens nahezu gleich sind.
Ich will da von den Gleichungen (35) und (36) (S. 15) des
ersten Teiles meiner Theorie der Gasdiffusion ausgehen, in
welchem ich m = M setze.

Um einige Buchstaben zu ersparen, will ich jetzt die
wirkliche Geschwindigkeit eines Gasmolekils mit v,, deren
Komponenten mit §,, 7,, £, bezeichnen, und statt dieser GroBen
die Variablen v=v,-Vam, §=§ -Vhm, g=n,-Vim,
{=1¢,-Vhm einfiihren.

') Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 20. S. 183, 18. Oktober 1853,
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f&n, &) d&-dn-df soll die Wahrscheinlichkeit sein, daB
die jetzt gebrauchten Variablen £ 4, ¢ zwischen den Grenzen
§und §4dE, n und 9 + dy, £ und d¢ liegen, daB also die
wirklichen Geschwindigkeitskomponenten &, #,, ¢, zwischen
den Grenzen '

& &+ dé

Vi ™ Vi

liegen, daherist (}/2m)3f (&, hm, 4,V m), ]/hm) d§ dn,dg,
die Wahrscheinlichkeit, daB &, #,, £, zwischen den Grenzen
&, und &, + dE, usw. liegen. Es tritt also an Stelle der im
ersten Teile gebrauchten Funktion f(§, 7, £) jetzt der Ausdruck:

W) (€Y, Yo, £y,
d.h. hat man £ gefunden, so ist es mit JY{Em?) zu multiplizieren,
dann darin §YZam fir & usw. zu schreiben, und endlich mit
d§ dyd{ zu multiplizieren, um die Wahrscheinlichkeit zu finden

daB g, zwischen & und & 4 d& usw. liegt, daher tritt an die
Stelle der Gleichung (1) auf S. 4 die folgende:

‘V/1m——~ a£+’761 +fdw1fpdpfd(prffl —f'f)
\ +fd~9fpdpquo-r(fﬂ—f’ﬁ')=o

Hierbei ist natiirlich r =7 — £)* + (n — )% + € — &%,
also ebenfalls die mit /4 m multiplizierte relative Geschwindig-

keit der beiden Molekiile, 5, H, Z sind auch die mit am
multiplizierten Geschwindigkeitskomponenten der zweiten Gasart.

Es empfiehlt sich ferner, in den folgenden Gleichungen
die mit }/Am multiplizierte Geschwindigkeit eines Molekiils der
zweiten Gasart geradeso wie die eines Molekiils der ersten
Gasart mit » zu bezeichnen, da ja beide in den folgenden
Gleichungen blo8 die Rolle von independenten Variablen
spielen und eine Unterscheidung derselben nicht weiter not-
wendig erscheint. An Stelle der Gleichungen (3) (auf S. 4)
schreiben wir dann:

{f [c+rz+§gpole,
F=[C+Tz+§ Q@ e .

usw.

(T7)

(78)
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Behufs Vergleichung der frither gebrauchten Buchstaben
mit den jetzt gebrauchten, wollen wir ersteren den Index s,
letzteren den Index ¢ geben. Wir haben also

M9 fEnd=Vtm)3fEVEm, nVhm, [Yhm),
daher gemsB der Glewhungen (78) und (3)

]/W‘d‘ [cl.—{- v,x+§ ]/m(pi (vﬂ/ﬁ)] e—v"hm

woraus folgt:
oo =¢ (Yhm)?, c, @, (%) =h2m? g, (v?hm),
(80) e de,
(Vim)3y, = T
die Gleichungen (35) und (86) verwandeln sich daher in folgende:

oEPu R,

%1 252 . e
(81) [ 2nVlzmdx+° 0*a+p—i)+e,0p0 b+ q—2z—w)=0,
?" 2 2 — 2 7 -
Nach Grlelchung (38) (auf 8. 18) ist
‘ oVhm :
—_ i e —hmv% — a2
Cwa th w w ww( )[2 + < wV}Lm‘[‘ 27;“)'1/}277;)/—;118 ]
0

k2N
i

mTY; Cy ?Jiz 1 . .
= T : o= gt
Vhm b2 m? Puw (;22 m2> [2 + ('U + ‘)fdxe |

V]

Y

- [ o ) foe]
J*

Bezeichnen wir daher mit g, oder auch, um anzuzeigen,
daB diese GroBe bloB Funktion von v ist, n:ut g () den Aus-
druck

(82) P[5 e + [+ §) f dze=],
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g0 erhilt man:

[+

w@ =

83) Gi=

so ergibt sich:

o
Vhm

Setzt man in gleicher Weise:

Vhm

der Gasdiffusion II. 41

g(©).

Glo) = @A) [Fe=" + (024 fdxe-m’

0

Gv).

Ferner erhilt man wegen Gleichheit der Massen nach

Gleichung (40) (auf S. 18)

und

Setzen wir weiter:

_2 f P
(84)
P(v) =

(85) °

so folgt:
prw =
Co 4=
C,P,=
'w Q =

—z—f(b(xz)e“"” (5—052- —_ x“) dz

4! fq, e 22

ﬁp(v),
_I/h—-———_;n_ P(U),
Vhm
———p ().

P(v),
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Endlich setzen wir:

x

i, = %f(p(zz) dzx [(x3 - x)fe““gdx 4+ a:ze""‘z]
(86) ’ . -
+ [21)1;- 2 ev?fg-a:?dx -+ %] f(p (_z-2)xe——x2dx
. 0 v
und _
. v s x . . —a
L}:zﬁf(l)(zz)dx[w . “fe dz + 25 ']
(87) 0 C N
2 _ . 1 e
—[—2172[”2 41 e”fe—” dx+2”3]f(b(x2)xe dz,
0 »
so folgt:
e, i, = 21__2('0)
Y Vhm !
2n
E I ’
waw Vhm )
C,w, = V%ﬁ I{v),
C 7 =—2— I,
w w th (v)
e, W, = V_%i(u).

‘Beriicksichtigt man alle diese Gleichungen und 138t im
folgenden die nun tiberfliissig gewordenen Indizes 7 weg, so
verwandeln sich die Gleichungen (81) in folgende:

2—1;?7—!—52(69+cp—2ci)+y2(09+cP—0_i—c])= 0,

?
272

(88)

T4 450G + CP—2CT) + p*(c G+ Cp—c I — Ci) = 0.

Hierbei ist 0 die Distanz, bis zu welcher sich die Centra
zweier Molekiile der ersten Gasart beim Zusammensto8e nihern,
A hat dieselbe Bedeutung fiir die zweite Gasart, wihrend u
die Distanz vorstellt, bis zu welcher sich das Zentrum eines
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Molekiils der ersten Gasart dem eines Molekiils der zweiten
Gasart beim ZusammenstoBe nahert; stellt man sich daher die
Molekille als vollkommen harte elastische Kugeln vor, so ist
jedenfalls 2u = d + 4. Es dirfte jedoch immerhin von theo-
retischem Interesse sein, auch andere Werte von p der Dis-
kussion zu unterwerfen, um so mehr, als die Hypothese der
Kugelgestalt der Molekiile auf keinen Fall vollkommen der
Wirklichkeit entspricht. Diskutieren wir zuniichst den ein-
fachsten Fall u = 0, dann haben die Gleichungen (88) eine
sehr einfache Losung, namlich y =7 =0, ¢ und @ sind zwei
beliebige, voneinander verschiedene Konstante.
In der Tat wird alsdann nach Gleichung (82)

g=ofiersfoag)feorad
Ferner liefert die Gleichung (84)0
P e P
0
Wegen"(-)

v

ki 2n—1 ,—? 1
fa—“”z“ dz = — "~ ¢  + an — fe““‘ﬁxg"“z’dz
d

2 2
0

verwandelt sich die erste Zeile des obigen Ausdrucks in

2 s~ 1 - g
§‘P["‘w_§1‘(‘)’_+(ﬂﬂ—_l)‘f€ x‘*dz}.
} 0

Ferner ist
v i 2 v
i a8V
Ie-m’x"' dz =— ”——-—62 + %fe"“z a?dx
0 0 »
B " 3. _ g 3f g
=— vt e dz

v
1 1) —a? 1)__._1_ _4_3) —?
=¢{W"~z’}f" d”’+‘P('3‘ w )
0
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Ferner ist:
00
e—"zxdx =Lp—
: g
v
und
[o:a]

v? 41 y
fe"””xsdx =",

&

daher wird der zweite Summand des Ausdrucks p

o e— " _%.vi.._fi
=% 5 3)’

v
— 1 1 —? ._(pe“v
p=¢(gm—g) [ =
0

Weiter erhilt man aus Gleichung (86)

z—.-—fd{ f—wda,-l- ﬂ]

K o0

+ 40 [ 5 ,‘1 e”’je“"zdx»i—é%]fxé““"dx.
i)

[l

daher

®

Hier erhilt man durch partielle Integration:

;o 3 n 4 2 ~ .
i — ] g = l’__ﬂ_f —a? -__[ e—at o @
f 5 dxfe dz (8 4> e~ da ) dx ST L)
0 0 0 0

daher wird die erste Zeile des Ausdrucks

i=¢(—’2’3_1)fe—mﬂdx+ ¢
0

:90(%*_1)()[2»

die zweite Zeile des Ausdrucks i aber ist:

N —o
@ [v P fe_r dx 4 i*v“‘“] s
0

1’
e=*dax|32% — L
g 2

v

9¢ —t Q¢ —a? T,
8o ¢ +§_v—2 ¢ dz,

v
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daher folgt

=l e (o))

die Substitution dieser Werte liefert ¢ - p — 2/ = 0, und da
ganz in analoger Weise auch folgen muf ¢4 P —27=0, so
sind die beiden Gleichungen (88) erfiillt. Es ist dies tibrigens
auch selbstverstindlich, da ja die Annahme u =0 darauf
hinauslauft, daB die beiden Gasarten keine Wirkung aufeinander
ausiiben. KEs kann daher jede von der andern unabhiingig
sich mit beliebiger konstanter Geschwindigkeit im Raume fort-
bewegen. v

Im Falle p = 0 reduzieren sich die beiden Gleichungen (88)

auf:
(89) 557+ %clg+p—29)=0,
(90) s [ +420(G+ P+ 21)=0.

Es ist daher jede Gasart unabhingig von der andern im
Raume vorhanden und es gilt jede der beiden vorstehenden
Gleichungen (89) und (90) auch fir ein einziges im Raume
vorhandenes Gas; die im fritheren diskutierte Liosung y =0
und § = const. der Gleichung (90) entspricht daher dem Falle,
daB ein einziges Gas eine konstante progressive Bewegung im
Raume besitzt. -

BEs sei hier noch bemerkt, da8 fiir den Fall y = 0 offenbar
keine andere Losung bestehen kann, da bei konstanter Dichte
des Gases eine andere stationire Bewegung nicht denkbar ist..
Wiare y von 0O verschieden, so wiirden wir den Fall erhalten,
daB das Gas in einer zylindrischen Ro6hre stationdr, aber mit
einer von Querschnitt zu Querschnitt veréinderlichen Dichte
und Geschwindigkeit fortstrémt. An dem Ende, wo die Dichte
am groBten ist, miite fortwihrend neues Gas von der dort
herrschenden Geschwindigkeit nachgefillt werden, welches in-
folge des dort vorhandenen Druckes mit wachsender Ge-
schwindigkeit gegen das andere Ende der Rohre strémen
wiirde. Jedoch miifte der Uberdruck so reguliert sein, daB
an einer und derselben Stelle des Raumes die Geschwindigkeit
im Verlaufe der Zeit sich nicht indern wiirde. Nach den
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Vorstellungen der Hydrodynamik wire dieser Zustand als eine
planeSchallwelle zu bezeichnen, die sich in einem Gase fortpilanzen
wiirde, wihrend gleichzeitig das Gas im entgegengesetzten Sinne
eine der Schallgeschwindigkeit gleiche Progressivbewegung
hiitte, so daB die Schallwelle immer an derselben Stelle des
Raumes stehen bliebe. s fallt hierbei freilich sogleich auf,
daB bei einer derartigen Schallwelle, welche wir als eine
stationdre bezeichnen wollen, die Geschwindigkeit des Gases
wenigstens stellenweise der Schallgeschwindigkeit gleich sein
miifte, wihrend wir angenommen haben, daB die sichtbare
Geschwindigkeit des Gases immer klein gegenitber der Pro-
gressivhewegung der einzelnen Molekille ist. Soviel ist klar,
daB, wenn die Gleichung (89), sobald y von O verschieden ist,
iberhaupt eine reelle Losung hat, der eine physikalische Be-
deutung zukommt, dieselbe jedenfalls mit dem Vorfalle der
Gasdiffusion, welcher uns jetzt allein interessiert, in gar keinem
Zusammenhange steht, weshalb wir uns auch hier nicht weiter
in eine Diskussion der, wie es scheint, duBerst schwierig zu
behandelnden Gleichung (89) einlassen wollen.

Wir wollen jetzt sogleich zur Behandlung der Gleichungen (88)
in ihrer allgemeinsten Gestalt iibergehen. Wir setzen zunichst
zur Abkiirzung:

0%c + 2 C) g (2) + (uPc + 42C) O (2) = ¥ (o)
und bezeichnen mit o' p’ i’ die Ausdriicke, welche aus a p i
entstehen, sobald man darin ¥(z) an die Stelle von o (z) setat,
dann liefert die Addition der beiden Gleichungen (88)
(91) et L) L gy p—2i=0.

Diese Gleichung hat vollkommen die Form der Gleichung (89),
sollte daher die letztere, sobald y von O verschieden ist, eine
Losung besitzen, so wiirde auch die Gleichung (91) eine ganz
analoge Losung fir den Fall haben, daB v+ I nicht =0
ist; in dieser Losung wiirde bloB Y(z) an die Stelle von
0?ce(z) treten. Es spielt also in bezug auf diese Gleichung
das Gasgemisch durchaus keine andere Rolle als ein einzelnes
Gas, wie es auch a priori evident ist. Wir wollen uns hier
wieder bloB mit dem Vorgange der Diffusion beschiftigen und
denjenigen Vorgang, den wir im fritheren als stationire Wellen-
bewegung bezeichnet haben, von vornherein ausschlieBen.
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Wir miissen also setzen ,
y+I'=0"

und erhalten dann analog wie bei Gleichung (89) nur eine
Losung der Gleichung (91), ndmlich ¥ = const., d. h. das Gas-
gemisch hat eine konstante Progressivgeschwindigkeit. Bei dem
reinen Vorgange der Diffusion muB auch diese ausgeschlossen
werden, und es ist daher zu setzen

(92) W) = (e + u>O) () + (uc + £20) D) = 0.
In diesem. Falle liefert die erste der Gleichungeﬁ (88)

) g
a7+ e+t 09 + S

_ W+ 28 L0+ 220 .

- e+ £20 "t
Die Gleichung (98) vereinfacht sich moch in dem Falle,
daB u? = § 4 ist; setzt man alsdann

(93)

5 —
;=%=W:

so geht die Gleichung (93) itber in:

(94) y=2nrge. ker 0. 100,

Die Gleichung (94) begreift den wichtigen Fall, dal £z =1
ist, in sich, daB also die Molekiile beider diffundierenden Gase
sowohl gleiche Masse als gleichen Durchmesser haben; es ist
dies der Fall, welchen Maxwell als den der Diffusion in sich
selbst bezeichnet.

i

V1. Diffusion in sich selbst.
Wir wollen uns zunichst mit diesem einfachsten Falle
befassen und setzen

ky -
(95) TAFGe 0 =P

also fiir den Fall der Diffusion in sich selbst

(96)

- r
ﬂ‘zﬁy@+m’
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dann liefert die Gleichung (94)

97) Br=i—g,
also mit Beriicksichtigung der Gleichungen (82) und (86)

¥ =2 tp(xzjdz((ﬁ——x) e~@dr+ ate~"
Jreveele=s] |

(98) -+ {(UZ - 1)8”2]136””2 do -+ v} .[)2:1;([; (mﬂ)emx“ dz

0

— @ (v?) [};—se—”'“?}- <v4’ + -ii;«)} lfe‘“ ol

Y]

Diese Gleichung kann zuniéichst wieder zur Gewinnung
einer gewdhnlichen Differentialgleichung verwertet werden.
Thre Ableitung lautet:

v

3= () [(" 40° — ”)f Y dy — 2u¥e ’}
0
| e
0
+ [2 w8 euzfe_ *dv + ’"2”11190 (@) 2z e olw.
0 v

Setzt man hier »? = z,

N Va 7= 00
ST
0

1 “("n-]) =5
und n=l

fgo(u)e"“(lu:y(u).—. b—ryu—(z,— 1) Z;:-u- lf"""i:‘% s,
so daB ,
pUl==y¢ ¢W=—@y"+y)e

2]

Joiteetas =gy, G- (s Lerr,

v
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so lautet die obige Gleichung

o S et
T+ 28y,
ol e 5] ofpet (e 1)

—e®(z 4 xf) [lz ~—fe“‘rp(x)dx] =3fres.

Da mir die Auflosung dieser Differentialgleichung nicht
gelungen ist, so wollen wir wieder zur Reihenentwicklung
unsere Zuflucht nehmen. Vergleicht man die Gleichungen (86)
und (49), letztere im ersten Teile, so sieht man, daB die hier
gebrauchte Grofe i aus den dort gebrauchten gebildet wird,
indem man diese mit 27 dividiert und Am = = 1 setzt. KEs liefert
also die Formel (47)

n =00 n =00

; _Z @n+1)2" 2"t 1p ZD%H T2 F (9 9k 4 1)
12(2n + 8) 12(2n — 2k + 8)
n=( n =1 k=0

o) = i) o=t ~ (525 — %)

k! an+5 2%+ 2

, (o, 20 16 #° 32911
"/’("é"" 5 +'53"7'+s 5. 9+3~5-7~11+3-5-7-9»13+"')

1] 7 9 11
+ 313 + '1%‘ + 3-;?;.11 + 5-78-?:9-13 )
9 11
+ 'slﬁ' + 4;7)'9_—13 + )
7 9 un
+'3%+”5“: 13T )
3. svnu +ZT§%§ +) - %__15%“1_3_ T

38
T, w5
vt 207
VT
v
54

skl
.y
e
== s

o

2

T3

wobei
(102) b= | pr)e-*dx
J

ist. In gleicher Weise liefert die Vergleichung der Formeln (82)
und (83) g = a/m, darin hm = 1 gesetzt, also wenn man iberall
die Exponentielle in einer Reihe entwickelt

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIL 4
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n =00

9 ' -1 ‘2n+i
_ 1ot | 1y 0? (=) =
9'(’0‘[' 7T e "") nl@En—1 "%
n=0

Tp

b T

2 T3 30)
_.___I_! o

+”( + 30 2-3-5-7)

© T Ty T, Ty
T (2 51T 59 285 T as50 2-3.4-7-9)
nf_% Ty T3 B __n Ty
T (2-3-4-5 t56 a5 T 3857 s2A T 8-27.5-11) T
Es ist also ¢ = R/v, wenn wir mit & dieselbe GriBe, wie
im dritten Teile der Theorie der Gasreibung (S. 538) be-
zeichnen. Diese Werte in die Gleichung (97) substituiert
liefern nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten:

+ 0 (7 + 2] + o8
(103)

b
=58 T=— —qp T
2d 810

S A T
wobei 3 als gegebene Konstante zu betrachten ist, & dagegen

muf erst zum Schlusse durch wirkliche Ausrechnung des
Integrales der Gleichung (102) bestimmt werden. Da

T, =90), 7 =¢0), ,=¢"0..,
so folgt dann ¢(z) nach der Maclaurinschen Reihe. Die
Gleichung (100) kann zum selben Zwecke dienen, wenn man
darin

n = 00

2 1
y® =y*0) + zy**+1(0)..., § 21223?_1)

setzt, und die Koeffizienten simtlicher Potenzen von z gleich
Null setzt. Um fiir sehr groBe Argumente eine semikonvergente
Reihe zu erhalten, kann man folgendermaBen verfahren. Man
setzt:

o 00 x

[h =2 [p@?e?e-rdat2 [ [Cp(:ﬁ)-— % —-%]ﬁdwfe“m’kx |
(104) ° ‘- T
l ' +2f{~:;——(p(x2)]xdxfe“”‘“dx,

0 0
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dann verwandelt sich die Gleichung (98) in

pod= [(vz- 1)evlf e~ dv + v} f 2 ¢ (22) e~ da

— @)t (o4 7)f do] + b

@z

(105) 2fgo z2) g2 %" a’x—2f[ f“———}xsdxf —=dz
v

+2f[ () — ]zdxof —wdx_2cofdxf ~4* g

X

+ 2| dr(cg2? 4 ¢) | e dx.
[ af

Diese Gleichung werden wir spiter beniitzen, um iiber die
GroBe % einen SchluB zu ziehen, da aus derselben folgt, da8
verschwinden muB, sobald ¢ (v?) fiir grofle v in der Form

S

2n 41

n=0 v ¥
darstellbar ist. Man konnte sie auch beniitzen, um die
Koeffizienten dieser Entwicklung zu bestimmen, indem man
einfach in die Gleichung fiir ¢ jene Reihe substituiert. Doch
fiithrt es kiirzer zum Ziele, hierzu die Gleichung (99) zu be-
niitzen. Fir groBe v reduziert sich dieselbe zunichst, indem
man Glieder von der Ordnung e—** vernachlissigt, auf

ﬁvz-{-(p 408 + v +v(p’v2 204 4 v
(106)

— 4v3e”2f<p(x2)xe““’ dz = 0.
Die Differentiation dieser Gleichung aber liefert:
(20% + o9 ¢ (o) + (— 20% 4 502 + 1) ()
107 1
o L= 212

4>
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eine Gleichung, welche man iibrigens auch leicht direkt aus
der Gleichung (100) hatte erhalten konnen; denn wenn man
Glieder von der GroBenordnung e~ vernachlassigt, so ist
§ = Yme ¢, daher geht (100) tiber in

" 1y 88,
108)  @x+1)y'+ (224 5+ 5|y + 2y = L,
was dorch Differentiation liefert

@z + L)g” + (21 N -;—) "
o ’ A 38 ., 1
| +(4f?>’/”fm° 2+3)
was mit der obigen Gleichung (107) identisch ist. Diese
Gleichung ist besonders geeignet zur Bestimmung der Koeffi-
zienten der semikonvergenten Reihe.
Setzt man namlich

(109)

' S Cn , n=w(2n + e,
[ % (v?) =27;_>‘m“’ @ (v?) = —2 PYCTEE I
(110) - n=0
"o 297 + 1) (2” + 3) Cn
K (»)—g T
so folgt
68 38 ' e — 2¢, < 1 :
v : =—C,V 2n + 3)ec, .,
Vit amET TR +2@ [En + e

+ @704 30— 1)e, ., + @2+ 32— 1)e,]
und hieraus ergibt sich ‘ ‘
68 98 2nl+3n—1 2n—1

1) ¢=——=X, c=——L, ¢ = =T
( ) co V”’ = ‘ 2'71,-{—3 cn+1+ 4 (n

Folgendes wire nun der Weg zur numerischen Bestimmung
der Funktion . Man berechnet sie zunachst mit Hilfe der Mac-
laurinschen Reihe fiir kleine Argumente mittels der Formel
g@)=1+ 27, -}—%;—--:2 .

Hat man die Funktion @ (z) von x —0bis =« bestimmt, so
verwendet man f solange ebén diese Reihe hinreichend kon-
vergiert. Fiir groBere Argumente « + 8 die Gleichung:
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2

pletpf=pl+ B¢ (« e'go"(a)--n

wobei man ¢'(«), ¢” (&) ... aus der Grlelchung (99) und deren
Ableitungen bestimmt. In dieser Gleichung ist

fgv(u)e—"du = bf(;[.lp(u)e‘“du

zu setzen, wobei f o (u) e=*du bezeichnet Werdeii'.ka,nn . da ga(u)

von u = 0 bis u = « bekannt ist, 5 aber ist als spiter zu be-
stimmende Konstante mitzunehmen. Fir sehr groBe Argumente
kann die semikonvergente Reihe benutzt werden und man
kann wieder zu kleineren unter Beniitzung der Reihe

Ple—f=g@—F¢'@+ g @5
unter Verwendung der Gleichung (99) herabsteigen.

Formeln, welche fiir den Fall gelten, daB ¢ eine ganze
" positive Potenz ist. -

Ehe ich zur Mitteilung numenscher Resultate schreite,
will ich noch Rechnungen ausfithren, welche den im VIL Ab-
schnitte meiner Theorie der Gasreibung enthaltenen voll-
kommen analog sind. Wir werden dadurch zwar keine neuen
Resultate erhalten, aber wir werden zu Formeln gelangen,
welche zur Kontrolle der Rechnungen brauchbar sind, und bei
derartigen numerischen Rechnungen ist eine ausgiebige Kon-
trolle geradezu unerlthch Nach Formel (97) hatten wir .

v
pri=i— ETy(E—-l- o

GemsB der Gleichung, welche auf die Gleichung (82)folgt
und der ersten der Gleichungen, welche auf die Gleichung (87)
folgen, ist

€,y t=-—F5—2¢,

_ Vhm . _Vim
T on 27

ferner nach den' Gleichungen (80)
‘¢, P, (%) = h2m? @, (v?hm) oder c,q, (—%;) = h*m? e, (u?),
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so daB

=——Q,,

_vEm® . Vi
7T o b s

wobei @, und ¢, aus den im ersten Teile meiner Theorie der Gas-
diffusion (S. 16) mit a und ¢ bezeichneten Groflen hervorgeben,
indem man in letzteren das Argument » durch Y&m dividiert.
‘Es ist also:

= e | 13 dr },dGe-—hmr“ 2vrthm srdS do —90
g Vhm

(2

1 8 2 —
= e |r¥dr 7dGe =209 ls6dS|dOv ¢ (v?)
Pt
. T . 7 o 7 2n
i=—e"[r¥dr|ydGe"-2""956d8|d0

(w+rgot—rysoco)g[vi+ 2vr(go?— ysoo) + ric?].

Will man zu diesen Gleichungen, welche wir hier nicht

ohne Umweg erhielten, direkt von den Gleichungen (1) und (2)

des ersten Teiles meiner Theorie der Gasdiffusion gelangen,

so bezeichne man die mit Vhm multiplizierte Geschwindig-

keit eines Molekiils mit » und man erhalt eine Ldsung der
Gleichungen (1) und (2), indem man setzt:
f=let+rz+Epi e,
=[C—7z—Epbie,

wobei fd& dn d{ die Anzahl der Molekiile ist, deren Geschwindig-

keitskomponenten zwischen &/ th und (& + d&)/Vhm usw.

liegen. Dann ist
fh—f=ce @+ [g‘P(”z) + & o) — §p?) — &' pv, 2],
rH—f 'ﬁl'=e“”’+"*’)[0§¢ vz)—0§1 Pl 2)-~0§'90(U'"‘)—I— c¢&'p )]

+§6a;+ ay +§ =E&ye?;

die Gleichung (1) des ersten Teiles reduziert sich also auf

tye~?+ [do, [pdp[rdpe=o+o9(c+ O)[Ep o7) — 4 (2] = 0.
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Bedenkt man, daB
¢=va,§=va+trago’—raysco—raykect—raghsco—raxscw,
dw, = r*drydGdK = v ?>dv, tdTdK, pdp = é*s¢dS, ¢-=0,
so folgt: '
7 v
20 (e + 0) -9

wobei ¢ und ¢ die obige Bedeutung haben. Man s1eht leicht,
daBl auch die Gleichung (2) des ersten Teiles erfiillt ist.

Es ist nun unsere Aufgabe, die GriBe ¢ fir den Fall zu

berechnen, daf ¢(v? eine ganze positive Potenz von »? ist.
Zu diesem Zwecke setzen wir

o?=1, gol—ysco=0p

und bezeichnen mit M;; den Koeffizienten von v?-1722+2-b in
(v +70)w2+ 2vro -+ r2lp. Dann erhilt man aus M, den
Koeffizienten X derselben GroBe in

2n

1 .
X = d0+(v +ro)v'%

P
0

durch die Vertauschungen (auf S. 448) des zweiten Teiles meiner
Theorie der Ga,sreibung Den Koeffizienten ¥ von v*~1r2p+2-2

im Ausdrucke
:n:/2

Y——fsadedO + ro)v'?r

erhilt man, indem man Z’“ vertauscht mit
¢!

GrDieiesrD

fiir letztere Ausdriicke gelten also wieder die Werte der S.4481,
fiir erstere nm J groBere Werte. Statt 2 ist 1 — g* zu setzen.
¥2?+? gt gleich Eins. Aus ¥, wird endlich der Ausdruck

1

PR lede mit

] xf2

=_71{f —r2y Sdrfdee"awﬂfsadedO (v + ro)v'?®
s :

0
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durch die Vertauschung (22) meines zweiten Teiles der Theorie
der Gasreibung (S. 449) gebildet. Dabei ist jedoch zu bedenken,
daB hier jeder Koeffizient mit einer um eine Einheit niedrigeren
Potenz von v multipliziert erscheint, weshalb die Vertauschung
hier folgendermaBen lautet. Im Ausdruck T} ist fir g¢ zu
substituieren:

’Swz?”“.” 2 Y+ p — b+ 2) (-
‘ @u-8! | Qu-db+a+)’
uw =02

den auf diese Weise aus Y hervorgehenden Ausdruck be-
zeichnen wir zunichst mit Uy, dann ist

b=2p+2

U,= ZU——zev

b=1

Es ist nicht schwer, auch auf unseren Fall das Schems
zur sukzessiven Berechnung von U, auszudehnen. Es ist nimlich

M=o, Tj=gir+y, Fj=_To,

dieses liefert also in die Summe:

u=0co
—2u=1, 21 Ly g1y _s
Qu-D'eu+D@+2) — 17

/“=1

Schreiben wir ¥ in der Form §4g% so liefert es die
Summe

’3‘:“2“-2”2”_1 @+p! _ o
/ Cu—-2'Qu—~1+a)  2°

Wir erhalten also S, + §,, indem wir in ¥} vertauschen g¢
mit (2p —1)/(2p —1 4 ) und dazu addieren — 2 (u+ p + 1).
Zur Summe Z; fiigen wir die Erginzung :

8

=®

22‘14—-202/.4—1 (u + p)!

Qu — D1

M

=
It
Ay

Fahren wir so fort, so erhalten wir das Schema:



Fe;l;‘;?;e(riles Vertauschung fiir g* = mi:]xlchen Erginzung
. | X :
: @u — 1)@u + 1) 221220y 4 )t
2w+p+1) fn—1+a ry %S CGu— DIQu + 1)
(Cp — 2)@u — 1)@u + 1) o 22um8 201y !
- @2p - u— u+ , ] u+p— 1!
2 +p) 2u—2+a I3 217 2u — DI + 1)
: @p —3)@2p — 2)@Ep — 1)(@p + 1) - ﬁw4ﬁ”*w+p—éw‘
—_— N 4 -
2 +p—1) 2u—3+a o g? e — L@ + 1)
| <b—2+1- 2u—b, 2p—1
@u—b+ 1)i@u - Ep+1), 0 o 27T T w4+ p + b+ 2)
2(,u,>-|7p——b—1-3) 5i—b+ita (-1 « Ty <y @u— DICp + 1)
@u—2p = DICE - DEr D | pera g 5732“—3533?1‘"}'_@ ~»)!

(21»_—;v+1)

2u—-2p—-1+a

@ —DI@e+ 1)

L

"IT UOISNGIPSBY 19D ATI08Y], dng -1g
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Hier ist die erste Vertauschung in ¥ ? zu machen (auch
¢° ist mit 2p 4 1 zu vertauschen) und dazu der mit —1/(p+-2)
multiplizierte erste Faktor zu addieren, die Summen bezeichnen
wir mit Z 2 Fiigt man die erste Ergiinzung dazu, so erhilt
man die GroBe V,?, welche nur fir u =1 mit U, iiberein-
stimmt, Alle anderen Faktoren sind mit den vorhergehenden Z
zu- multiplizieren. So ist

M=p, M) =1,
X:("=gl, X=1,
=4, =1, 5=y,
M=°°9 n=2 2u— 1,““

Uy =Z @u—DIGu + 1)

n=
M3=202+Z, 1=380, Mi=1,
Xl = 2912+7le+1 Xi=38g1, Xi=1,
Yi=3+4+4, =3y, Yi=1,
23 =310p=T), Z]=34(—8p*+12u+2),

Zi= 34 —p+39),

u=o00
7= 2247302 T — DI —p + 3)
3Qu—DI@p + 1) ’

w= ;

M, =ol%, M;=40"1+1% M)=40°+60l,
; M;=8¢"+ 21, M;=59, My=1,
Xy =gl X]=4g"P4- 2784, X} =40*B+ 6922+ 642,
, X; =892+ 450+ 21, X=5gl, Xi=1,
Ti=i9, =}+14g, Yi=4g9+1g°, Ti=§g+24%
Yi=3%g, ¥'=1,

Zy=3}6p—T), 23=3}(—28p+39u— 10),
Z; = }(42p® — 1042 + 60 p + 26),

Z5 = 3(— 18 ué + 6 u® — 45 u® — 19y + 50),
Z§—§(6y5——14p4+29y—19y2+10y—~12),
U‘——2

_4 2#_1 N
= (@ — 2
3+2 8(2p — DI@u + 1) (6M5_14ﬂ4+29!b3
—19p® + 10 —12)
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Auch die Berechnung der GriofBe ie? nach der Methode,
welche ich im IX. Abschnitte des zweiten Teiles meiner Theorie
der Gasreibung auseinandergesetzt habe, ist zur Kontrolle nicht
ohne Nutzen, wenngleich sie selbstverstindlich viel miihevoller
ist, als die Anwendung der zu Beginn dieser Abhandlung an-
gewandten Transformation der Koordinaten. Es bleibt dann
fast alles daselbst im IX. Abschnitte Vorgebrachte unversindert;
nur an die Stelle von J tritt ro -+ .

Es muB also jetzt gesetzt werden

m=2n+2
4 =ro+v)(2vro+ v =2A;"v"‘“1r2“‘m+2
m=n+1
» , ~. ) (2
ro+o)p?=> 4,20

n=0

() 12
— § E @ (r ) 1,20 —m4+2
—_ AZL o] pm pan—m s

was liefert

"4 =8o.
Hieraus entstehen die B durch die Vertauschungen auf S. 479
der zitierten Abhandlung; er ergibt sich
Bl=gl, B=1,
B2 =1(1—10)+g¢%l(—1+380), B =3gl, Bi=1,
B =6g02(1 —=1)+ 2¢°%1*(—= 8 +51),
B =411 — 1)+ 4g21(—1+31),
Bt =831 — 214134 6g21%(— 1+ 61—517
| 4 g412(3 — 307+ 8513,

Weiter findet man durch die Vertauschung auf S. 471,

worin jedoch »m-1 statt »™ zu schreiben ist,

0,'. . 1?=°° 40*r)” . 4972l - 8v3rtl

0 v @v=DlEv+1) 3 3.5

r=1
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< 24?72 v 49372
S = 9
UK “‘Z(m) I

o2 =§1 (42 vr2 (414 8r D% - dvrtl + 8 v8rt (+ 222)"

@@y + DE» +3) 3 15
»=0 )
C8 =— 4v%r%1, Ci=20%,"
0§=—ls~6037-4’12, Ci =183, Ci = 180342,

Hieraus entstehen die mit D bezeichneten Grofen durch
die Vertauschungen auf S. 502: »
Di=—4vz— fo¥@? +2), _D§=2v+—-32—‘(x+1),

D=0 4 0382t ta), Di=—4v's, Di=20
. L 3 ..2
Dg——l—sﬁ—v?’xz D: =1gvdz, D) =18vsc.

Hieraus findet man endlich durch die Vertauschung auf

S. 507
7 200 % 4o (2® + @)

3 15

Eﬁ_vr—{—ﬂ;—q—(.z—{— 1),

B = 2;”(x_1)+i§5—”(3x2_5z—1),
E=—2v8¢(x — 1),

B! =— 1,0 + %0,

B} =—4vPo(@® — 42+ 2),

By =+ 285 4 4o o(a —2),

B == T4 e - 6 4 ),

n=00 m=2n+2

”® m ~_l1_ 1128 ¢ _ v¥ i, )
D A

n=0 m=n+l

‘Die GroBe ‘¢ ist identisch mit der frither mit & bezeich-
neten. Ks stimmt also dieser Wert in den Gliedern mit »
und »® iiberein mit-dem durch die Gleichung (101) bestimmten.
Doch ist die soeben behandelte Kontrolle in ibrer Ausfithrung
so miihevoll, - daB die vorher entwickelte wohl vorzuziehen
sein diirfte. ' )
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Fir die numerische Berechnung sei noch bemerkt, daB
an der Stelle von ¢ die Funktion

(112) Y() = gl

auch eingefiihrt werden kann. Setzen wir

g =v(0), o =v'0), 7 =1p"0)...,

so ist dann: ' '

(118) {%:TO’ O =T — Ty O,=7—21 +7),
Q 0'3=r3-—312-.|—3'z'1-10,

daher liefert die Gleichung (101)

n=00

i _2 (2n+l)2"'v2"+1b
12,_(2n+3) ¥

1 ST p2nss 2"l on—2k+) o [ 1 1
2 Z 12@n—2k+3) Kl \2n+5  2k+2

n=0

P 16L,._8A_36_1_“_2_L)
T 85701 T 5611 811 811 3811
11 32b 160, 40 20,
TV 35918 35718 3518 913

Js Oy

T 1213 120-13) T

wobei v 00

Ferner ist nach Theorie der Gasreibung, zwe_iterv Téil, 8.471

Nn=00

2n

v? T v‘. —? (2_____2’)

R=( 0! +”1T’l"‘)e m+2)I@n+1)

=0
. . - n=oo 2n
o* 1 2 (29)
01"0"‘"1—!01 n+2)L@n +1)
n=0
n=00 2n—-2k

2 9
—2” n+2(n—k+91(2%—2k+1)
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und wegen g =R [v

n=00 k=n 2% .
= p2ntl 2 Tk
g Z Z(n——k+2)$(2n—2lc+l)lc!
n=0 k=0
k=co T n=% 92n ,2n
“2 I n+2)1@n+1)
k=0 n=0

=% 22n——20_

: . 22na_0 ]
115)] =2:”2k+1 [(n T iEn 00 T mFDi@n—D 1!

2211.—40,2 _ 4.8 3
+m+... —-'UO‘O—I“-:TU O-O+U 0'1

40 40 o 320, 4a 2 0
5[40 4 401 | Oy 7(3200 4 40y | 20, | Op
T (5 +3 +2)+” (3-5-7'*' 5 T3 2-3)

160, 320, 20 20 o,
9 o A0 aYe 49 4
T (3.7-9‘{"3-5'74’ 5 79 +2-3-4>
64 g, 160 160, 20 v [
11 0 1 2 4“9 1 Ys 5 e
T (5-7-9-11+3-7-9+3-5-7+3-5+2-9+2-3-4-5)+

Obwohl diese Formel etwas einfacher ist als die Formel (114),
so zeigt sich doch, daf die Werte der GroBen = rascher ab-
nehmen als die .

Zum Schlusse lasse ich noch einige numerische Werte
folgen, welche ich der Giite der Herren Prof. Santel und
Hausmanninger verdanke. Dabei wurden sowohl die = als
auch die ¢ berechnet. Als die beiden ersten Ableitungen der
Gleichung (100) ergab sich

e R L R A EEE S ERNCERE R
Fyl+ 14+ PE =36,
et (24 5) ] 4y (350 4 Te 4 Bt 4 e + B
7

Fy7 [0+ 10 430 4 800 et ap 4 L)

8w

82

tyferi+(ets+S)g =0
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Fir die GroBen z und o ergaben sich folgende Werte:

b
'g'_ﬂ: T1=—9-—-]— Sﬁ

3.5
__16b 228
T 8.5.7-9  5-7.9
176 b 626 8
55799 T 5599
3184 b 146554 8
3:83:5¢5-7:9:9-11  B8+5+5+7:9-9-11 '
_ 216632116 5 n 20662108 3
T 3.5:5-7:7-9-9.9-11+18 | 57-7-9-9.9.11.13 ’
e
288 b
35 9’
29b 673 8
= T 35.7.9  5.1.9
1559 b 442078
= 35.7.6.9 T 55799
6114415 2386693 §
T 378.5.5.7.9.9.11  B8:5:5-7-9.9+11
381429931 3766678485

= 375.5.7.7.9.9.9.11.18 T 3:5:5:7.7-9.9.0-11-13
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~Zu K. Streckers Abhandlungen:
Die spezifische Warme der gasformigen zweiatomigen
Verbindungen von Chlor, Brom, Jod usw.
© (Wied. Ann. 18. S 309—310. 1883)

Schon die erste Experimental-Untersuchung des Herrn
Strecker!) habe ich mit meinen Rechnungen?) -verglichen,
nach denen sich das Verhaltnis der spezifischen Wirmen eines
Gases gleich 1,67, 1,4 oder 1,33 ergibt, wenn dessen Molekiile
starre Kugeln, resp. Rotationskorper oder andere starre Korper
sind. Seitdem hat Hr. Strecker eine Reihe neuer Beob-
achtungen iiber das Verhiltnis der spezifischen Warmen zwei-
atomiger Gase ver6ffentlicht.?) Bei der groBen Ubereinstimmung
der von ihm fiir dieses Verhiltnis gefundenen Zahlen (vgl.
dessen Tabelle IV) mit den von mir theoretisch berechneten
(in einigen Fallen 1,4 in anderen Fillen 1,33) kann wohl kaum
mehr ein Zweifel sein, daB sich die Molekiile derjenigen Gase,
bei denen die spezifische Wirme iiberhaupt konstant ist (und
dies scheinen wieder alle (tase mit ein- und zweitatomigen
Molekiilen zu sein), beziiglich ibrer inneren Bewegung nahezu
wie starre Korper verbalten. Die Beobachtung Streckers
am Chlorgas wird durch Versuche Martinis®%) bestitigt, welcher
fir dieses Gas das Verhiltnis der spezifischen Warmen gleich
1,336 und 1,319 findet. Hiernach wiirden sich die Molekiile
des Quecksilbers wie Kugeln, die des Sauerstoffs, Wasserstoffs,
Stickstoffs, Kohlenstoffs und deren zweiatomigen Verbindungen,

) Strecker, Wied: Ann. 13. S. 20. 1881.

%) Boltzmann, Wien. Ber. 74. 8. 553. 1876. Pogg. Ann. 160.
8.175. 1877. Wied. Ann. 18, S.544. 1881. (Diese Sammlung Nr. 37 u. 64.)

% Strecker, Wied. Ann. 17. 8. 85. 1882.

*) Martini, Atti d. R. Ist. Ven. 5. 8.7, 15 u. Riv. Scient. Industr.
13. 8. 146 u. 181. 1881. Beibl. 5. S. 564. 1881.
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gsowie auch des Chlor-, Jod- und Bromwasserstoffs wie Ro-
tationskdrper, die des Chlors, Jods, Broms und deren Ver-
bindungen untereinander wie feste Korper verhalten, die nicht
Rotationskorper sind. DaB damit der Linienreichtum der
Spektra dieser Substanzen ganz wohl vereinbar ist, habe ich
a. a. O. bereits besprochen. Dagegen verhalten sich nach den
Versuchen von A. Wiillner?) die drei- und mehratomigen
Molekiile entschieden anders, denselben schlieBt sich nach
de Lucchi? auch der Phosphordampf an. Gleichwohl scheint
es fast, als ob auch bei diesen fiir niedere Temperaturen
sich das Verhaltnis der Wirmekapazititen der Grenze 1,33
nabern: wiirde; dann miiften sich ihre Molekiile bei niederen
Temperaturen ebenfalls wie starre Kérper verhalten, die nicht
Rotationskorper sind, dagegen miite bei hoheren Tempera-
turen entweder der Zusammenhang der Atome mehr gelockert
werden oder sonst eine mehr Energie konsumierende Ver-
anderung eintreten, welche die intramolekulare Warme ver-
groBert. Naherer AufschluB hieriiber ist wohl wieder nur vom
Experimente zu erwarten. Besonders wire die Bestimmung
des Verhiltnisses der spezifischen Warmen fiir Schwefel-,
Natrium-, Kalium-, Chlorkalium-, Chlorcisiumdampf, dann fir
N,0, CO,, CH,, C,H, usw. bei sehr tiefen und sehr hohen
Temperaturen, endlich die Untersuchung, ob das Verhiltnis
der spezifischen Wiarmen des Phosphordampfes ebenfalls mit
der Temperatur verinderlich ist, winschenswert. Nach den
schonen Versuchen von Kundt und Warburg iiber den Queck-
silberdampf wiren derartige Leistungen am ersten von der
Kundtschen Staubfigurenmethode zu hoffen, welcher die
mechanische Warmetheorie schon so viele wichtige Aufschliisse
verdankt.

1 A. Wiillner, Wied. Ann. 4. S. 231, 1878,

%) de Lucchi, Atti d. R. Ist. Ven. 5. S. 21. 1881. Beibl. 6.
S. 221. 1882.

Boltzmann, Gesammelte wissensch., Abhandl. III 5
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Uber das Arbeitsquantum, welches bei chemischen
Verbindungen gewonnen werden kann.?)
(Wien. Ber. 88. S.861—896. 1883 und Wied. Ann. 22. S. 839—172. 1884.)

Es war friher die Ansicht herrschend, daB die Arbeit,
welche hei irgend einer chemischen Verbindung gewonnen
werden kann, genau gleich sei der Vermehrung, welche die
potentielle Energie der Molekularkrifte durch die chemische
Verbindung erfihrt, oder mit anderen Worten: daB alle durch
die chemische Verbindung erzeugte Warme in Arbeit ver-
wandelt werden kann. Da aber das Temperaturniveau, bis
auf welches diese Wirme durch die chemische Verbindung
gebracht werden kann, eine gewisse endliche Grenze nicht
itbersteigt, so ist es zweifelhaft, ob bei direkter chemischer
Verbindung alle Warme in Arbeit verwandelt werden kann,
wenn auch jedenfalls in solchen Fillen, wo die durch die
chemische Verbindung erzeugbare Temperatur eine sehr hohe
ist, nahezu alle Warme verwandelbar ist. Auch wenn die
chemische Energie in anderer Weise etwa mittels elektrischer
Strome in #uBere Arbeit umgesetzt wird, ist die erzeugbare
Arbeit (nach Helmholtz die freie Energie) nicht immer genau
proportional der bei der Verbindung entwickelten Wirme.?)

Wenn man daher behauptet, Arbeit konne immer ohne
Verlust in andere Arbeit oder lebende Kraft, Warme dagegen
nicht ohne Verlust in Arbeit verwandelt werden, so miifite
dieser Satz meiner Ansicht nach genauer in folgender Weise
ausgesprochen werden: die kinetische Energie der sichtbaren

') Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 20. S, 183. 18. Okt. 1883.

%) Vgl. ,Zur Thermodynamik chemischer Vorgtinge®, III Beitrag.
v. Helmholtz, Berl. Ber. 26. S. 22. 1883.
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Massenbewegung, und die potentielle Energie der in sichtbare
Entfernungen getrennten Massen sind ohne weiteres ineinander
verwandelbar; dagegen ist die lebende Kraft der Molekular-
bewegung und auch die potentielle Energie der Molekularkrifte
nur bedingt und teilweise in sichtbare Energie verwandelbar.
Natiirlich kann das Kriterium der Verwandelbarkeit nicht auf
der Sichtbarkeit durch das Auge beruhen, sondern scheint mir
vielmehr darin begriindet zu sein, daB bei der Energie sicht-
barer Massenbewegung immer einzelne GeschwindigkeitsgroBen
oder Geschwindigkeitsrichtungen so iiberwiegend vorherrschen,
daB die Verteilung der verschiedenen Geschwindigkeitsgrofen
und Richtungen unter die Molekille unendlich viel vom Max-
wellschen (wahrscheinlichsten) Verteilungsgesetze abweicht;
daher ist sichtbare Massenbewegung (Molarbewegung) immer
als Warnie von unendlicher Temperatur zu betrachten und un-
bedingt in sichtbare Arbeit verwandelbar.

Helmholtz bezeichnet sie daher auch als geordnete Be-
wegung, wogegen er die Molekularbewegung, bei welcher alle
moglichen Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen

_vertreten und nach dem Maxwellschen Gesetz verteilt sind,
als ungeordnete bezeichnet. Ks ist iibrigens hierbei zu be-
merken, daB auch eine Molekularbewegung méglich ist, bei
welcher alle moglichen Geschwindigkeitsrichtungen im Raume
gleich wahrscheinlich und alle moglichen Groflen der Ge-
schwindigkeit vertreten sind und welche doch nicht dem Max-
wellschen Verteilungsgesetze entspricht. Bei ihrer Uberfihrung
in die Maxwellsche Verteilung miite, wenn meine Schlisse?)
richtig sind, noch immer sichtbare lebendige Kraft oder Arbeit
gewonnen werden konnen, wenn auch nicht'mehr alle lebendige
Kraft in sichtbare lebendige Kraft oder Arbeit verwandelt
werden konnte. Obwohl also auch erstere Geschwindigkeits-
verteilung keine geordnete ware, so miiBte doch die Maxwell-
sche Verteilung gewissermaBen als noch mehr ungeordnet, oder
wie ich mich ausdriicke, als noch wahrscheinlicher bezeichnet
werden. Die GroBe, welche ich in der zitierten Abhandlung
als das Permutablhtatsmaﬁ oder Wahrschemhchkeltsmaﬁ einer

1y Uber die Bez1ehung zwischen dem zwe1ten Hauptsatze der meoha—
nischen Wirmetheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Wien. Be1 76.
1877 [diese Sammlung II, Nr. 42].
5*
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Zustandsverteilung bezeichnete, konnte also auch als dasMaf ihrer
Ungeordnetheit betrachtet werden, jede Vermehrung desselben,
also jeder Ubergang von einer mehr geordneten zu einer
weniger geordneten Bewegung ist mit der Moglichkeit sicht-
barer Arbeitsleistung verkniipft. Es scheint mir hierin die
potentielle Energie nicht wesentlich verschieden von der kine-
tischen zu sein. Ist sie durch sichtbare Trennung sich an-
ziehender Massen bedingt, so ist sie als vollkommen geordnet
zu bezeichnen, und daher, wie Wirme von unendlicher Tem-
peratur, unbedingt in andere sichtbare Arbeit verwandelbar.

Die potentielle Energie der Molekularkrifte dagegen ist
nur teilweise geordnet und daher nur teilweise verwandelbar,
und zwar um so weniger, je mehr sich das Vorkommen der
verschiedenen Positionen der Atome dem durch die Wahrschein-
lichkeitsrechnung  geforderten wahrscheinlichsten “Zustande
nahert. Umgekehrt kann aber auch bei einer chemischen Ver-
bindung mehr Energie in Arbeit verwandelbar sein, als die
durch die chemischen Krifte gewonnene potentielle Energie
betragt, weil durch die bloBe Mischung der ungleichartigen
Atome untereinander der Zustand des Systems aus einem un-
wahrscheinlicheren in einen wahrscheinlicheren, aus einem mehr
geordneten in einen weniger geordneten iibergeht. Dies wird
am klarsten, wenn man bedenkt, daB bei der bloBen Diffusion
zweier chemisch indifferenter Gase Arbeit gewonnen werden
kann, ohne daB dabei irgend eine potentielle Energie frei wird,
oder irgend eine Temperaturveriinderung vor sich geht. In
der Tat ist die Verteilung der Molekiile besser geordnet, wenn
alle Sauerstoffmolekiile in der unteren, alle Wasserstoffmolekiile
in der oberen Hilfte eines GefaBes sich befinden, als wenn
samtliche Molekiile untereinander gemischt sind.?)

!) Die bei der Diffusion zweier Gase gewinnbare Arbeit wurde zu-
erst von Lord Rayleigh (Phil. mag. April 1875) berechnet. In meiner
bereits zitierten Abhandlung habe ich gezeigt, wie sich ein numerisches
MaB fir die Geordnetheit einer Zustandsverteilung aufstellen 1iBt. Be-
rechnet man hiernach die bei der Diffusion gewinnbare Arbeit, so stimmt
sic genan mit der von Lord Rayleigh gefundenen. Vgl. meine Ab-
handlung ,,Uber die Beziehung der Diffusionsphiinomene zum zweiten
Hauptsatze der mechanischen Wirmetheorie®, Wien. Ber. 78. 1878 [diese
Sammlung Nr. 45], bei deren Abfassung ich iibrigens die Arbeit Lord
Rayleighs nicht kannte. e ' , .
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Diese Diffusion geschieht freilich, ohne daB chemische
Krifte ins Spiel kommen, doch ist klar, daB umgekehrt keine
chemische Verbindung ohne eine gleichzeitige Mischung hete-
rogener Atome denkbar ist, daB also digjenige Ursache, welche
bei der Gasdiffusion rein zur Erscheinung kommt, auch bei
jeder chemischen Verbindung mitwirken und die gewinnbare
Arbeit vermehren muB. Ich habe die in der zitierten Ab-
handlung auseinandergesetzten Prinzipien nicht auf chemische
Vorginge angewandt und in der Tat ist gegenwirtig ein prak-
tischer Gewinn hieraus wegen unserer Unbekanntschaft mit den
chemischen Affinitatskriften kaum zu erwarten. Trotzdem
scheint es mir nicht ohne theoretisches Interesse zu sein, den
Fall zu behandeln, wo sich zwei Gase zu einer wiederum gas-
formigen Verbindung vereinigen, welcher natirlich auch den
Fall der Dissoziation von Gasen einschlieft. Ich will, wie in
der zitierten Abhandlung, zuerst mit einigen numerischen Bei-
spielen der kombinatorischen Analyse beginnen, um so all-
miahlich zu den komplizierten der Wirklichkeit entsprechenden
Fillen iiberzugehen. Da ich in der zitierten Abhandlung bereits
ausfithrlich die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Zustands-
verteilungen unter gegebenen Molekiilen erdrtert habe, so bleibt
gegenwiirtig zunichst zu untersuchen, wie groB die Wahr-
scheinlichkeit der Bildung dieser oder jener Molekiile aus ge-
gebenen Atomen sei.

1. Die einfachste Frage ist folgende: In wie vielen ver-
schiedenen Weisen konnen ‘wir aus a N gleichbeschaffenen
Atomen N Molekiile von je a Atomen zusammensetzen? Wir
kénnen im ganzen die a NV Atome (a V)! mal permutieren. Die
ersten a Atome sollen immer das erste, die zweiten a das
zweite Molekil usw. bilden.

Alsdann fithrt die bloBe Permutation der ersten a Atome
zu keiner neuen Zusammensetzung der Molekiile aus den Atomen,
ebensowenig die Permutation der nichstfolgenden a Atome usw..
Durch alle diese Permutationen erhalten wir bloB Vertauschungen
der Atome in einem und demselben Molekiile. Wir werden
aber ohnedies spiter allen moglichen Anordnungen der Atome.
im Molekille Rechnung tragen. Jetzt ist ein Molekil, dessen
Atome DbloB untereinander permutiert sind, als kein neues zu
betrachten. Es ist also die Gesamtzahl(a N)! der Permutationen
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durch (a!)¥ zu dividieren. Ebenso ergibt sich keine neue
Gruppierung der Atome zu Molekiilen, wenn das Molekiil,
welches frither an erster Stelle stand, jetzt an zweiter zum
Vorschein kommt usw.; denn auch den verschiedenen Per-
mutationen, welche dadurch entstehen, daB die einzelnen Mole-
kille alle moglichen Orte im Raume einnehmen, wird spiter
Rechnung getragen werden. Daher ist auch noch durch N!
d. b durch die Zahl zu dividieren, welche angibt, wie oft sich
die N Molekiile untereinander permutieren lassen. Es kinnen
daher aus a N Atomen (aN)!/(a!)¥ N! als verschieden zu be-
trachtende a-atomige Molekiile gebildet werden. Z. B.
N=2, a=2, 4!

4.2

= 3.

Bezeichnen wir die vier Atome mit den fortlaufenden
arabischen Zahlen, so sind folgende drei Bildungsweisen der
Molekiile moglich:

(12) (34), (13)(24), (14)(23).

N 3, & _ 10
7=2’ a = 3 g?TQA’: s

(123) (456), (124)(356), (125)(346), (126)(345), (134)(256),
(135) (246), (186)(245), (145)(236), (146)(235), (156)(284).

N=3, a=2, g‘%') 15,
(12) (34) (56), (12)(85)(46), (12)(36)(45), (13)(24)(50),
(18)(25) (46), (18)(26)(45), (14)(23)(56), (14)(25)(36),
(14) (26) (85), (15)(28)(46), (15)(24)(36), (15)(26) (34),

(16) (28) (45), (16) (24) (85), (16)(25)(34).

2. Wir wollen nun sogleich zum allgemeinsten Falle iiber-
gehen. In einem GefaBe vom Volumen 7 sollen verschieden-
artige Atomgattungen vorhanden sein; dieselben sollen zur
Bildung verschiedener Gattungen von Molekiillen fahig sein.
Die erste mdgliche Molekiilgattung sei so beschaffen, daB jedes
Molekiil ¢, Atome von der ersten Gattung, b, Atome von der
zweiten Gattung, ¢, Atome von der dritten Gattung usw. ent-
hilt. Jedes Molekiil der zweiten Molekiilgattung soll a, Atome
von der ersten Gattung, 4, Atome von der zweiten Gattung,
¢, Atome von der dritten Gattung usw. enthalten. Wir fragen
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uns, wie grof die Wahrscheinlichkeit ist, daf sich von der
ersten Molekiilgattung gerade N, von der zweiten XV, Mole-
kiile usw., von der letzten Molekiilgattung IV, Molekiile im Ge-
faBe bilden.

Die Gesamtzahl der Atome erster Gattung ist also

k=vy
&) A=3a,N,;
k=1
ebenso ist die Gtesamtzahl der Atome zweiter Gattung
k=v
(2) B = E by N,
k=1

usw.

Samtliche Atome erster Gattung lassen sich 4! mal per-
mutieren, fiir jede dieser Permutationen lassen sich wieder die -
Molekiile der zweiten Gattung B! mal permutieren usw., so
daB im ganzen 4! B! C!... Permutationen moglich sind.

Dabei erscheinen aber wieder keine neuen Molekiile, wenn
bloB die @, Atome irgend eines der V, Molekiile untereinander
permutiert werden, weshalb die obige Permutationszahl durch
(a, )™ zu dividieren ist; ebenso ist durch (5, )%, (¢, )%, (@, ). ..
zu dividieren. Endlich ist auch noch durch N ! N,! N,!...
zu dividieren, da durch bloBe Permutation der Stellungen der
Molekiile gegeneinander, keine neuen Molekiile entstehen. Man
erhialt daher fir die gesamte Zahl, welche angibt, wie oft sich
die Molekiile aus den Atomen bilden lassen, den Ausdruck:

Al Bl Ct. ..

®) 2= @ byl el (@, Byl eyl .. Y () Byl gl . ) . N NN ..

BEs seien z. B. 4 Chlor- und B Wasserstoffatome gegeben.
Bs wird gefragt, wie wahrscheinlich es ist, daB sich daraus
gerade N, Chlor-, I, Wasserstoff- und 2, Chlorwasserstofi-
- molekiile bilden. Hier ist o, =2, b, =0; a,=0, 5, =2;
a; =1, by = 1; die Anzahl der Chloratome ist 4 = 21V, + N,;
die Anzahl der Wasserstoffatome ist B = 2N, + NV,; die An-
zahl der Bildungsweisen

P A! B!
S AT AT A

Da wir die Affinititskrifte noch nicht der Rechnung unter-

zogen haben, so wollen wir hier beispielsweise blof annehmen,
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dab die Wechselwirkung zwischen zwei Chloratomen, zwischen
zwei Wasserstoffatomen und zwischen je einem Chlor- und
einem Wasserstoffatom dieselbe sein soll. Dann wird die
Wahrscheinlichkeit irgend eines Mischungsverhéltnisses pro-
portional sein der Wahrscheinlichkeit der Bildung der be-
treffenden Molekiile, also der oben mit Z bezeichneten Zahl
Das Gemisch wird am wahrscheinlichsten sein, wenn Z ein
Maximum ist, also da der Zshler von Z konstant ist, wenn der
Nenner ein Minimum ist. Beniitzt man fiir die Faktoriellen
die bekannten Annsherungsformeln, so ist der Logarithmus
jenes Nenners, abgesehen von einer Konstanten

N, log2 N, + N, log2 N, + N, log IV, .

Sucht man von dieser GroBe das Minimum, unter den
beiden Nebenbedingungen, daf 4 =2N, + XV, und B =2N,4 N,
konstant sein miissen, so ergibt sich

. 42 . B2 AB N,
N=sars =ar H=Trp ('2“
d. h., wenn die chemischen Affinititen so wirksam wiren, daB
die Bildung einzelner Atome, sowie drei- und mehratomiger
Molekiile unendlich unwahrscheinlich wire, daB dagegen im
zweiatomigen Molekiile die Wechselwirkung zweier Chloratome,
zweier Wasserstoffatome oder eines Chlor- und eines Wasser-
stoffatomes dieselbe ware, so wiirde das Gleichgewicht der
Dissoziation dann eintreten, wenn die halbe Anzahl der Chlor-
wasserstoffmolekiile die mittlere geometrische Proportionale der
Anzahl der Chlormolekille und der Anzahl der Wasserstoft-
molekiile wire. Die Bedeutung der allgemeinen Formel (3)
kann man sich noch an Zahlenbeispielen versinnlichen. Seien
z. B. zwei Chlor- und zwei Wasserstoffmolekiile gegeben, dann ist

N =AN,=0, 1\73=2,a3=_1, by=1, 4=2, B=2;
daher: ‘

) =5,

7 = 21. 21

21
Bezeichnen wir die Chloratome mit arabischen, die Wasser-
stoffatome mit rémischen Ziffern, so sind in der Tat nur zwei
Bildungsweisen der Molekille moglich, namlich:

1) @I, (1I)@2I;
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seien aus vier Wasserstoffatomen und zwei Sauerstoffatomen
zwei Wasserdampfmolekiile zu bilden, so ist

N, =2, ¢=2, by=1, 4=4, B=2,
daher :

419!
Z '(—2'—)2‘—2*‘—‘=6-

Die Bildungsweisen der Molekiile sind folgende

(121) (8410, (121N (341, (18T) (2410, (131T0) (241,
(14 1) (23 II), (141II) (231).

8. Nun handelt es sich weiter darum, wie oftmal aus den
gegebenen Molekiilen eine gegebene Zustandsverteilung ge-
bildet werden kann. . Wir kehren da wieder zu dem sub Nr. 2
zu Anfang behandelten allgemeinen Fall zuriick. -Um den
abstrakten Charakter der Betrachtung nicht noch mehr zu
steigern, wollen wir mcht von generalisierten, sondern von ge-
‘wohnlichen rechtwmkhgen Koordinaten Gebrauch machen.
Statt der Differentiale filhren wir sehr kleine Intervalle ein,
welche fiir samtliche z-Koordinaten gleich J, fir die y- wnd
z-Koordinaten, sowie fiir die drei Geschwindigkeitskomponenten
nach den Achsen, resp. gleich ¢ &, #, &9, ¢ sein sollen. #, 1,
4, 0, o, T sollen sehr groBe ganze Zahlen sein und zwar so,
daB %9, Ae ug om o, ¢ auch noch sehr groB sind. Statt
zu sagen, die z-Koordinaten haben alle moglichen Werte von
— oo bis 4+ oo zu durchlaufen, sagen wir, dieselben konnen
in allen Intervallen von — %J bis + % J liegen. Dieselbe Be-
‘deutung kommt den Zahlen 4, w, ¢, o, = fir die anderen
Koordinaten und die Greschwindigkeitskomponenten zu. Von der
ersten Molekiilgattung sind im ganzen &V, Molekiile vorhanden,
deren jedes @, Atome erster, b, zweiter, ¢, dritter ... g,
Atome letzter Gattung enthdlt. Von diesen 1, Molekiilen
sollen >

4 = f1 (k' 9, Zle, m1 rln, sV, ey R2O ... tathitat ey
(4) L@ eln & )atbitat

80 béschaﬁ’en sein, daf die Koordinaten und Geschwindigkeits-
komponenten
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des 1. Atoms 1. Gattung zwischen den Grenzen A'¢ und
(k14 1)9, e und (P+1)e, m'¢ und (m'+1)5, rin
und (P14 1)y, s'& und (st 1), und (¢ 4 1),

des 2. Atoms 1. Gattung zwischen den Grenzen %29 und
2+ 1)0, 22 und (2+1)s, m?¢ und (m*41)¢, Py
und (24 1)y, s29 und (s2+ 1)&, £ und (£ + 1),

(5) des letzten Atoms 1. Gattung zwischen den Grenzen A%
und (k%4 1)0, I4s und (1% + 1)s, mag und (m®=+ 1)¢,
rag und (rs4 1)g, s« und (=4 1), ¢=c und
(tt 1),

des 1. Atoms 2. Gattung zwischen den Grenzen iu+1¢
und (ku+l 4 1)9, letle und ([%+! 4 1), mu+1{ und
(matl 4+ 1)¢, ratlyg und (rat 4 1)g, setld und
(satl 4+ 1), tatle und (@l 4 1),

“endlich des letzten Atoms letater Gattung zwischen den Grenzen
hatbirat..0y und (atbite--o 4 1)0 usw. liegen. Genau die-
selbe Bedeutung soll '

g | P=hW De, miC, rin, s', £e k25, . . teatlat g
( ) { (58§ﬁ3‘l)“2+b*+°2+"'9"‘

fir die Molekiile zweiter Gattung haben, wobei natiirlich auch
im Grenzenschema iberall a,, &, ... fiir a;, &, ... zu setzen
ist. Fbenso tritt fiir die Molekiile dritter Gattung der untere
Index 8 an Stelle von 2 usw., fir die Molekiile letzter Gattung
der untere Index .

Nach den Prinzipien, welche ich jedesmal beim Ubergange
von einer endlichen Anzahl lebendiger Krafte oder iberhaupt
Zustinde zu einer unendlichen Reihe derselben angewendet
habe, sind jene ¢, Molekiile als in demselben Zustande be-
findlich zu betrachten, welchen wir als den Zustand p, be-
zeichnen wollen.

Die Werte, welche die Funktion f annimmt, wenn man
den ganzen Zahlen %%, 7*... andere und andere Werte beilegt,
sollen mit y,, v, usw. bezeichnet werden, dann sind auch die
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#, Molekille als in demselben Zustande (g,) befindlich auf-
zufassen, ebenso die v, in demselben Zustande (r,) usw.

Die Aufgabe ist also jetzt folgende: In einem Sacke be-
finden sich sehr viele (n) Zettel, auf jedem ist einer der Zu-
stinde p,, ¢,, oder r, usw. aufgeschrieben, und zwar auf gleich-
viel Zetteln der erstere, wie der zweite Zustand usw.l); fir
jedes der IV, Molekille wird nun ein Zettel gezogen; wie wahr-
scheinlich ist es, daB gerade die obige Zustandsverteilung ge-
zogen wird, d. h. auf wie viele verschiedene Weisen konnen
die Zettel gezogen werden, so daB dabei ¢, Molekille den Zu-
stand p,, y, den Zustand ¢, usf. erhalten. Offenbar auf so
viele verschiedene Weisen, als sich .V, Klemente permutieren
lassen, von demen ¢, untereinander gleich sind, ebenso y,,
v, usf. also

N,! .
1 — =1 mal.
( ) RS 1% B

Bezeichnen wir die analogen Grofen fiir die zweite

) DaB von allen diesen Zustinden gleichviel genommen werden
miissen, ist darin begriindet, daB, wenn gar keine Bedingungsgleichung
gegeben ist, die Wahrscheinlichkeit vollkommen gleich ist, daB ein Atom
oder der Endpunkt einer Geschwindigkeit in einem beliebigen Volum-
elemente liegt. Vgl. hieriiber Watson, a treatise of the kinetic theorie of
gases prop. III, pag.18, oder meine Abhandlung: ,Uber einige das
Wirmegleichgewicht betreffende S#tze. Wien. Ber. 84. §.136. 1881
(diese Sammlung Nr. 62). Aus demselben Grunde miissen auch alle
Elemente der X-Koordinaten, welche wir mit § bezeichnet haben, unter-
einander gleich angenommen werden, damit alle Stellen des Raumes
sowohl untereinander als auch fiir alle Atome als gleichberechtigt er-
scheinen. 0, s, {, 7, &, ¢ brauchen nicht untereinander-gleich zu sein, denn
die X-Koordinate steht in keiner Beziehung zur Y-Koordinate. Man
kénnte bezweifeln, ob die Grenzen aller Koordinaten der Atome eines
Molekiils mit — o und + o festzusetzen sind, da ja die Atome sich
niemals sehr weit entfernen werden, allein dieser Zweifel wird dadurch
behoben, daB die zu griBerer Entfernung notwendige Arbeit einen sehr
groBen Wert hat, so daB solche gréBere Entfernungen praktisch sehr
unwahrscheinlich werden. In der Theorie werden wir immer die mog-
lichen Entfernungen der Atome eines zweiatomigen Molekils von Null
bis o variieren lassen und darunter verstehen, dafl auch Entfernungen,
welche gegen die mittlere Entfernung ziemlich groB sind, oder besser
gesagt, fiir welche die Kraftfunktion gegen die mittlere sehr grof ist, in
einzelnen seltenen Fillen vorkommen konnen. Die Kraftfunktion kinnte
ja fir kleine Zuwiichse der Entfernung schon riesig anwachsen.
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Molekiilgattung mit dem unteren Index 2, so werden sich die
Zustinde der Molekiile zweiter Gattung

o !
® i
permutieren lassen. Und #hnliches gilt fir die #brigen
‘Molekiilgattungen. Um also das PermutabilitatsmaB, d. h. die
Wahrscheinlichkeit irgend eines bestimmten Zustandes der ge-
samten Gtasmasse zu erhalten, ist der Ausdruck (3) mit (6),
(7) usf. zu multiplizieren, was liefert ‘
9 _ ) A'BICl. .. o
®) @l e (gl byl M @y 0y g e L

) Um hier nochmals ein illustrierendes Beispiel mit endlichen
Zahlen anzugeben, seien 4 Chlor- und 4 Wasserstoffatome gegeben; wenn
daraus zwei zweiatomige Chlor- und zwei zweiatomige Wasserstoffmolekiile
gebildet werden (Fall 4), so ist ¥, = N, =2, @, = b, = 2, daher sind
4141/22222.2 = 9 Bildungsweisen mdglich; werden dagegen vier zwei-
atomige Chlorwasserstoffmolekiile (Fall B) gebildet, soist N =4a=5b=1,
daher existieren 4!.4!/4! = 24 verschiedene Bildungsweisen. Es verhiilt
sich daher die Wahrscheinlickkeit des Falles 4 zu der des Falles B wie
8:8, wenn, wie wir voraussetzen, das Wirkungsgesetz fiir die Chlor-
und Wasserstoffatome aufeinander und der Chlor- auf die Wasserstoff-
atome dasselbe ist. Seien etwa fiir jedes Molekiil nur zwei Zustinde
C und D moglich, z B. eine groflere und eine kleinere Entfernung der
Atome oder die Anwesenheit des Schwerpunktes in zwei verschiedenen
Volumelementen. Wir konnen hier nicht die wahrscheinlichste Zustands-
verteilung berechnen, wir wollen daher sowohl im Falle 4 als auch im
Falle B3 alle iiberhaupt moglichen Zustandsverteilungen addieren. Im
Falle B konnen alle vier Molekiile den Zustand Cin 4!/4! verschiedenen
Weisen haben. Es ist dann N =4, ¢ = 4. Ebenso oft kénnen alle
vier den Zustand D haben. DaB drei Molekiile den Zustand C, eines den
Zustand D oder umgckehrt hat, ist in 4!/8! verschiedenen Weisen mag-
lich, denn dann ist N =4, ¢ = 8 und y = 1. DaB zwei Molekiile den
Zustand C und ebenso viele den Zustand D haben, ist in 4!/(21)® ver-
schiedenen Weisen moglich. Alle {iberhaupt moglichen Zustandsvertei-
lungen konnen daherin 2 +2-4+4 6 = 16 Weisen hergestellt werden. Im
TFalle 4 konnen alle Chlormolekiile den Zustand O oder D in einer
Weise, eines ¢ das andere D in zwei Weisen haben; es kinnen also die
Chlormolekiile ihre Zustinde in vier verschiedenen Weisen annchmen
und ebenso alle Wasserstoffmolekiile. Deshalb sind wieder 16 verschie-
dene Verteilungen aller Zustinde moglich. Die relative Wahrscheinlich-
keit des Falles 4 und B bleibt also 8:8. Man itberzeugt sich leicht,
daB dieses Resultat nicht alteriert wird, wenn man die Moglichkeit be-
riicksiehtigt, daB in jedem Molekiile die Atome ihre Plitze vertauschen



89. Uber das Arbeitsquantum, usw. i

Hier handelt es sich natiirlich bloB um die Wahrscheinlich-
~ keit, daB gegebene Atome zu verschiedenen chemischen Ver-
bindungen kombiniert werden und diese wieder verschiedene
Zustande haben. Es ist also der Zahler des Ausdrucks (9)
eine konstante GroBe. '

Es muB ferner angenommen werden, daB von jeder Molekiil-
gattung in jedem Volumelemente eine sehr groBe Anzahl vor-
handen ist. Wir konnen uns daher der Anniherungsformel
bedienen: '

(10) 1(¢!)=%l(2n)+ ‘PZ‘P’F—;‘ZS‘J—%

wobei [ den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Fithren wir
also wieder die ausfithrlichen Bezeichnungen ein, so ist

[t )= SR 0, e, mig, v, &8, 80, 5.

(11)
‘ . ta1+§147---91 [)-(aggﬁﬁ‘l)%+b1+...91]!

Die Summe ist so zu verstehen, daB jedes der % alle
Werte von — % bis + x zu durchlaufen hat, ebenso jedes
alle Werte von — 4 bis 4 4 usw. Da im ganzen a;+b,+...g;
GroBen % vorhanden sind, deren jede 2x -1 Werte annimmt,
so sind (2% 4 1)a+h+...¢ Wertkombinationen der % mbglich.
Ebenso (22 + 1)atbi+--.eo Wertkombinationen der [ usf. Die
Summe (11) hat also [2% + 1) (24 + 1)...(27 + 1)]atbt.-a
Glieder. Eine solche Summe soll stets durch § bezeichnet
werden. Setzt man daher in den Ausdruck (11) statt der
Faktoriellen die  Anniherungsformel (10), so liefert das erste
Glied dieser Annaherungsformel in dem Ausdruck (g, !x,! y4!...)
das Glied '

konnen. Die Molekiilgruppe (12) (34) 1Bt vier verschiedene FPlatz-
vertauschungen (12) (34), (21) (84), (12) (43), (21) (48) zu. Ebenso oft
lassen sich in den Molekiilgruppen (18) (24) und (14) (28) die Platze ver-
tauschen. (12) (84) ist nicht mit (84) (12) zu vertauschen, wenn beide in
demselben Volumelemente liegen. Ebenso sind auch im Falle 4 zwdlt
Bildungsweisen der Chlormolekiile und zwdlf der Wasserstoffmolekiile,
also im ganzen 144 = 9-16 Platzvertauschungen moglich, Im Falle B
existieren 24 verschiedene Bildungsweisen der vier Molekile, fir jede
konnen die Plitze in zwei verschiedenen Weisen, folglich fiir vier Mole-
kille in 16 verschiedenen Weisen vertauscht werden; daher existieren
24 - 16 Platavertauschungen.
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(12)  21@@)[@x+ 1) @1+ 1)... @7 + Pfarhtoa

Das zweite Glied der Anniherungsformel liefert in (11)
die beiden Glieder :

(13) Sfl'lfl’((584‘7}1‘}z)ax+bl+...g1
und
(14) S fl (()g qu A L)al+b1+---gl . 1(58 §1] ﬂ'l)a,-l—bl-;-,“gl.

Die beiden letzten Glieder der Anniherungsformel liefern

(15) : %Sl[fl (S el nF ittt o]
und . _
(16) . — Sfl (0eln G (ptbategn,

Als gegeben ist hier zu betrachten: die Anzahl der Atome
der verschiedenen (Gattungen und die mdglichen Verbindungen,
welche sie iiberhaupt eingehen konnen, also die a,b;...g,
Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit, daf die eine oder
andere mogliche chemische Verbindung reichlicher eintritt und
diesen. oder jenen Zustand annimmt. Die zu bestimmenden Un-
bekannten sind also die GroBen N, N,...f;,f, ... Der Ausdruck(12)
enthilt keine Unbekannte, sondern bloB gegebenes, ist also als
Konstante zu betrachten. KEin Zweifel hieriiber konnte bloB
entstehen, wenn irgend eine mogliche chemische Verbindung
gar nicht auftrite, man konnte dann glauben, daB die ent-
sprechenden a, b, ¢ ... gleich Null zu setzen seien und der
Ausdruck (12) eine sprungweise Anderung erfahre. Allein ein
solcher Sprung wire ganz unstatthaft; der Fall, da8 eine mog-
liche chemische Verbindung nicht auftritt, ist also immer als
Grenzfall zu betrachten, daB sie nur sehr sparlich auftritt und
die entsprechenden a, b, c... sind in der Rechnung zu be-
lassen. Ferner handelt es sich immer um das Verschwinden
der Variation von /P. In diese Variation liefert der Aus-
druck (15) nur GroBen von der Form 1/, da er selbst die
Form S§lp hat. Da aber ¢ groB ist, so ist 1/ und folglich
auch der Ausdruck (15) zu vernachlassigen. Der Aus-
druck (16) ist offenbar gleich — &), der Ausdruck (14) gleich
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(o +b +...9) N l(0en 5 ). Endlich ist der Ausdruok(lfi),
wenn man da.rm leferentlale einfiihrt, gleich :

ff U dx dy, dz, duy dv, dw, d.r2 v dWy g

Es reduziert sich also, von konstantem abgesehen, der
Ausdruck (g, !z !y, !...) auf
ff o lf, day dy, dz, duy do, dw, da, . . . dwe s g,
+la+b+...9)NI0elnF— N

und nach Formel (9) erhélt man, abgesehen von konstantem

a=v

—1P= DN@lslel... )= DN,
a=1 a=1
+ D[ fif, day dy, dz, du, dv, dw, dz, ... dwg, 14, 1 .,
a=1
Z(é‘sgﬂz‘i‘z)ZNa(aa—l—ba—l— ca-[—...ga).'
a=1

Nun ist

(17) S’aN_A ZbN._B usw.,

daher der Ausdruck in der letzten Zeile ebenfalls konstant,
und es bleibt:

—IP= Z;NGZ(%! blel..) —2%

+ D) [ fulfday dyy dzy duy vy dw, dy .oy, s,

a=1

(18)

Diese Formel ist insofern noch von iiberfliissiger Allgemein-
heit, als daselbst die die Zustandsverteilung charakterisierende
Funktion f ganz willkiirlich gelassen ist. Fiir den uns allein
interessierenden Fall, daB simtliche Gase sich bei einer
mittleren lebendigen Kraft eines Atoms 7' = 8/2% im Warme-
gleichgewichte befinden, ist:
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]‘(- N, e~ Mrat4a)
= )
o ff"'3_7'(1“+‘d“)dxld?/l"‘dwaa+ba+...ya

wobei y, der Wert der Kraftfunktion, 4, der Wert der gesamten
lebendigen Kraft aller Atome eines Molekiils im betrachteten
Zustande ist. Daher wird

Ja=f'f\...falf;dx1dyl.udwaa+ba+...ga=Nal-AZ'—h]\cz)?a_kNaZa

—Nalff...e—h(xah’la)dxl dyl.,.dzoaa+ba+...ga.
" Hierbei ist : :

/:/‘...;(ae_hzadfgd'h"'dcaa+ba+..-ga
R A 2 Y S
A, =gzla,+0,+...9)

w9 7=

a

.7, sind die Koordinaten der Atome eines Molekiils relativ
gegen' dessen Schwerpunkt. Ferner ist

fo e—h4 adu, dv, . dwaa+ba+---ga

-—Hil (2n)3“a+3ba+---39a‘
2 m?“a mgba - .mlacga h3“a+3ba+ T

Letzteres wegen
+00

'mu" P]
[ty

—00

- endlich

ff...e“hladxl dyl"'dz“a“‘ba"'“‘-"a
=fo...e“hxad§d1;,,...d§a o4

wobei 7 das gesamte von allen Gasen erfiillte Volumen, m,, my .
aber die Massen der Atome erster, zweiter . . Gat’cung smd
Mit Riicksicht hierauf wird:

__Nz_—szf ceMadE, diy e dly o ...
et b, g )
o+ b g )1+ 127) 4 226

’3 - 2V,
+ ; 2+...g

3N

& ]m,.
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Wegen den Gleichungen(l’Z) liefert die gesamte zweite Zeile

_nur Konstantes in EJ ‘und es liefert die Gleichung (18)

a=1

|—1P= D Nialslel gy = DTN, —
a=l

a=1

+~3&’A+B+C —ILZ'Nja

(20) _E’vzvasz...e;hzadgzénz...dgaa;bﬁ...ga
) a=1

'_~Z’N[zavbv . —1-—Z—~-—l¢y

a

3lk

et 4g)— lff ey iyl s s,

Um diese Formel sogleich auf den . denkbar einfachsten
~ Fall anzuwenden, wollen wir die Dissoziation eines Gases mit
zweiatomigen Molekiilen in. einzelne Atome betrachten. Von
den 4 Atomen seien NV, einzeln, aus den itbrigen seien X,
zweiatomige Molekiile gebildet, so dafB

ey Ad=N +2N,.

Die Kraft, welche je zwei Atome in einem Molekiile gegen-
einander zieht, sei in der Entfernung ¢ derselben, gleich
(0)/0 0, x(co) sei gleich Null. TUnter Voraussetzung an-
ziehender Molekularkrifte, ist daher y (o) negativ und bei un-
gestorter Bewegung zweier Atome (mv?/2) + x konstant. Dann
ist fir die zweiatomigen Molekiile

(22) ([ emrmag, dn,...= 47 [erugrd,

0
(=]
Jre "%t do
23 7=te——
b/'e“’fz odo
daher

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. III. 6
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14 3lh 14
—1P=Nl(—ll\—71+7—1)+—7\’2(12—lm
S JSye M gt dg
—Z4nfe—h%()2dg—h9T::T+SZh—1)
. T
(24) by 6[6 %o%do
=+ 34lh+ N (N, — 1)+ N,(N,— 1) — 417

+ N2V — RN, — Nyldn [e=zo?de.
0

Dieser Ausdruck hat die Bedeutung, daB eine gegebene
lebende Kraft und Arbeit sich immer so verteilen wird, daB
P ein, Maximum, also — /P ein Minimum ist. Fragt man
bloB um den Grad der Dissoziation in einem gegebenen Volumen,
so ist aufler &, und &, noch 2 =38/27 als variabel zu be-
trachten. Die Bedingungen sind:

N, +2N,=4, ON,=—230N,,

840k

- =0.

N27+%=const., 0Ny %) —

Die Variation von (24) ist

8A0h

08— 2UN, 0N, +18,0N, + 278N, — N, 7 0k — hO(N,7)

— 5]\72147vfe—h102d9 + N,70h =0,
0
daher gem#B der Verbindungsgleichungen:

o0

IN,— 2UN, +127 — l4m[e=r1g?dp =0,
(25) .
N, 2
l Ny =7 e etde,

0

welche Gleichung also die Beziehung zwischen der Anzahl der
verbundenen und einzelnen Atome angibt. Wenn sich C1H in Cl
und H dissoziieren wiirde, so wire ¢, =1, b, =1, a, = b, = 1,
daher hitte die spiter folgende Determinante (28) den Wert
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P, P, P, |
1 01
01 1

=0,

woraus folgt:
“PTF P =P
IN, + 1N, — 1V =1N, — Z4”fe—h;;92d9’
. 0

(=]
Ny, _ 4nm —hy o2
.Zle?——-If-fe ZQ d().
0

Betrachten wir ferner den schon frither erwihnten Fall,

daB ein zweiatomiges sich in zwei zweiatomige Gase CIH in
CICl und HH dissoziiert

N,+2N, =4, N,+2N,=2B,

so ist
a=05b=2, a=>5=1,
sei
P, v, X X
so wird
_ZP—?H’(A+B)+N(1N_1)+N(1N—1)+zv(zzv—1)
A+ B
_( * )ZV+(N1+N2)Z2
— N, G+ N, 7 + Ny ) — N, U4 n [e=rvgtdg (26)
0
—N2Z4ﬂfe“h’1”@2dg—-‘N;Z‘lﬂfe"hlgzd().
.O 0

Die Bedingungen des Minimums sind:
0N, =—13}0DN,, OoN,=—14%0N,,
N, @ + N, w+A’x+(A+B)——const

Mit Riicksicht auf diese Bedingungen liefert die Gleichung
01P = 0 folgendes:

6*
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oo (>

Z2l\7i_l4nfe—h¢gzdg+22;\ —l47tf e~ hvp2dy

0 U

=200, —2l4nfe“h‘/~()2dy,

0

’ h/ o¥d ’
27) O NE = - (fe ) E——

-.‘:.Al 1\2 f —hq) od(;)( /-c___h'/, 2(10
0

Es hat keine Schwierigkeit, auch das Minimum des all-
gemeinen Ausdrucks (20) zu finden, wozu die Bedingungs-
gleichungen e
S N,a,=4, SINb, =5...

SN, 7, +(d+B+. )——3"{ = const.
gehoren.
Mit Riicksicht auf die letzte Bedingung folgt zunichst:

S(—1P)=SION, [l(aldl..)+IN, =1V
Z-ff € h/ d§ d’)]), dgaa'l'ba .]

Bezeichnet man den Ausdruck in der ecklgen Klammer
mit £ und beriicksichtigt, daB > a, 0N, = >6, 0N, =... =0
sein muB, so folgt fir das Verschwinden von (5(—ZP) die
Bedingung:

(29)

Bezeichnen wir die Zahl der verschiedenen Atomgattungen
4, B ... mit u, so hat obige Determinante u + 1 Vertikal-
reihen, reprisentiert also » — u Gleichungen; aus diesen und
den u Gleichungen Sa N, = >6, N =...=0 folgen die
Unbekannten 2, &,, ... N. Ist-u >w, so sind jedenfalls
einige der (leichungen (1) eine Folge der iibrigen und sind
nur solche g, 4, ¢.... in die Determinante aufzunehmen, welche
voneinander unabhiingigen Gleichungen entsprechen.
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Wir wollen nun zunichst den Fall, worauf sich Formel (25)
bezieht, in einer anderen Weise behandeln. Wir denken uns
das ganze GefiB vom Volumen 7 in 1/w gleiche Ficher vom
Volumen v = o 7 geteilt. Die teilweise der Dissoziation unter-
worfene Gasmasse, welche sich in diesem Gefafe befindet,
denken wir uns durch Vermittlung einer unendlich diinnen
Scheidewand mit einer noch weit groBeren Gasmasse von der
Temperatur 7= 3/2%. im Wirmegleichgewichte. ~Wire im
ganzen GefiBle 7 die Kraftfunktion fiir alle Atome konstant,
wiirde also keines der Atome irgend eine Wirkung erfahren,
so wire die Wahrscheinlichkeit, daB irgend ein Atom sich in
irgend einem Volumelemente befindet, einfach der GroBe des
betreffenden Volumelements proportional.)) Wéiren nur zwei
Atome im Gefifle, so wollen wir mit (2) die Wahrscheinlichkeit
bezeichnen, daB beide in demselben Fach sind, mit (11), daB
sie in verschiedenen F#chern sind. Es ist dann (2) = w,
(11)=1 — @. Waren drei Atome im selben GefaBe, so wire
die Wahrscheinlichkeit, daf8 alle. drei im selben Fache sind
(8) = w? die Wahrscheinlichkeit, daB zwei in demselben, daB
dritte in einem anderen Fache ist, hat den Wert (12) = (2)
(1 —w)+20-(11) =30 (Ll — ) die Wahrscheinlichkeit, daf
alle drei in verschiedenen Féachern seien, ist (111) = (1 — )
(1 —2w). Dieselben Bezeichnungen wollen wir auch auf den
Fall anwenden, daB beliebig viel Atome vorhanden sind. Da
die Wakirscheinlichkeit (a, a, a, ... a,) dann jedenfalls den Faktor
wutet.ta,—n(] _ @)l — 2w)...(1 —no + o) hat, so handelt
es sich nur mehr um den Koeffizienten dieses Ausdrucks.
In der folgenden kleinen Tabelle sind oben immer die Wahr-
" scheinlichkeiten, unten die zugehdrigen Koeffizienten zusammen-
gestellt: '

(4)[(18)((22)](112)] (1111)] (5) |(14)|(23) (11_3).(122)|(1112)'(11111)“
1.4‘3‘6‘1”1‘5‘10|10\15 10 | 1
(6)[(15)](24)((33)|(114)|(123)| (222) (1113)‘(1122)1(11112)1 (111111j|
1. 6 l15\10| 15\ 60‘ 15‘ 20 | 45 | 15 | L

1) Vgl. meine weiteren Studien iiber das Wirmegleichgewicht unter
Gasmolekiilen. [Diese Sammlung Bd. I, Nr. 22
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% l (16) l (25) ‘ (34) I (115) ‘ (124) 1(133) ‘ (223) ’ (1114) t (1128) ‘ (1222) l

1|7 |21(85] 21 |105| 70 | 105 | 35 | 210 | 105
(11118)[(11122)] (111112) |(1111111)
105 21 1

35

111...222 ... )
Die Wahrscheinlichkeit (Fl—lg-a:f m) soll mit f(V,,,),

der dazu gehorige Koeffizient mit ¢ (I, V,) bezeichnet werden,
so daB

G, ) = ¢ () 0¥ (1 — @)(1 — 20) (1 — 30) ...
1—Mo—DNo+ o).
Dann ist gemaB des Bildungsgesetzes der Koeffizienten

(M, )= (M — L, M) + (M + DeN+ 1, N, - 1),

woraus leicht folgt
(Y + 2N
¢y, ;) = EERARAN
daher

(28a)

> N, + 21Ny)!
{ fan, M) = LR o1 — )1 - 20)...

l1-Mo—No+ o).

Fiir den Fall, daB zwei Atome eines Molekiils gar keine
Krifte aufeinander ausiiben wiirden und daf man sie dann als
chemisch verbunden betrachten wiirde, wenn sie beide innerhalb
eines Volumens v = w 7 lagen, dagegen nicht als chemisch ver-
bunden, wenn sie weiter entfernt wiren, wire dies zugleich die
Wahrscheinlichkeit, daB 1, Atome zu zweien chemisch ver-
" bunden, N, Atome aber einzeln im Gefifle 7 vorhanden sind.
Wir haben noch den chemischen Kriften Rechnung zu tragen,
was in folgender Weise geschieht. Wir denken uns den Schwer-
punkt eines Atoms gegeben und den ganzen Raum v, in welchem
dann ein zweites Atom liegen muB, damit es mit dem ersten
chemisch verbunden sei, in sehr viele Teile geteilt; im Teile v,
sei y, der Wert der Kraftfunktion, welche den zwischen den
Atomen wirksamen chemischen Kriften entspricht. Dann ist
die Wahrscheinlichkeit, daB das zweite Atom im Raume v,
liegt, gleich v, e—%z: statt v, zu setzen. Die Wahrscheinlich-
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keit, daB das zweite Atom iiberhaupt mit dem ersten ver-
bunden ist, also im Raume » liegt, ist also gleich

-]

~hyk = —hy p2
Ervke % —47zfe zo%do
0

statt » zu setzen.

Mit Riicksicht auf die chemischen Krifte ist also in
Formel (28a)

(281) [4_“ e=tzg2d }Ng N

Vv (;f ¢
fir o zu setzen. Die chemischen Krifte sollen zugleich so
beschaffen sein, daB ein gleichzeitiges Vorhandensein dreier
Atome im Raume v vollkommen ausgeschlossen ist. Dann ist
also die Wahrscheinlichkeit, daB X, Atome chemisch verbunden,
NV, einzeln seien, gleich

W= %(1-—a;)(l—2w)...(1-—-Nla)-—NZw—l-m)
1° 2°
(29) >
[8fereal
0

‘Wir setzen nun
l—o)(l—=20)...0 =N o—No+o)=o¥+¥,

—1--(—1—— 1) (l—Q)...(—l— —1\71——1\"2—1-1) =coNx+Nz—1—_———(%)!
0 \@ ® () (E—M—Nz)!

7

ferner benutzen wir die Annaherungsformel

o= y2we (2]

und erhalten

2]

l 1 47 N,
(V, + 2 Np)! ™ T2 @ -1 [er‘hlggdg]
0

W= 1
L N1+—1— N2+% 1 %—NI—N,+§
o™ oag® N, 2N, '(E—Nl-—l\?;)
(=]
4 _ N,
(M"‘ZNz)![T;Efe ’”‘e*de] ’
0 b
= 1 1 1 1
N+ 5 Net+ 5 “‘—Nx"N2+—2‘
N, RN, -0 @ + M)
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@ (N, +V,) verhalt sich zu eins wie der von den Molekiilen erfiillte
Raum zum ganzern GefaBvolum, ist also klein gegen eins; daher
1
[1—w® +N)]‘w‘— e~ Wit M)

1 2]
- N - No+§ - (e_NI_Ne)I—le—fON2+ —?T_

[l—o, + 5, )]
Es ist also

— W =— (N, + 2N,)! — Nl——f _hlgzd()—I-(JV )ll\g

+ (M ) 1N = N = Ny 0, + Do
Sucht man das Minimum von #, also 0 W, so liefert
5( zzv) M 5( zzv) w0 M

S, + 2P w]) = (N, + D)o (O N, + 1),
‘alle’ diese Glieder liefern daher Verschwindendes und man
kann setzen

o0

g0 | 1= + 2N — N, 137 [e=rrgrdp
0

+ NN, — 1)+ N, 0, —1).
Das erste Glied rechts ist tibrigens konstant.

Das Minimum dieses Ausdruckes ist in anderer Weise zu ‘
verstehen, als das der Ausdriicke (20), (24) und (26). Da
namlich jetzt das Gas immer mit einer weit gréBeren Gas-
masse von konstanter Temperatur 7= 3/2k in Verbindung
ist, so ist 4 konstant und bloB 2, und N, variabel und der
Bedmgung N +2N,=4 unterworfen Es wird - also

S(—1W) = [zzv—m\ _z__f —"X()deJ

Das Verschwinden dieses Ausdruckes fiihrt genau wieder
auf die Bedingungsgleichung (25).

Um diese Formeln an einem praktischen Beispiele zu
priifen, wollen wir sie auf die Dissoziation der Untersalpeter-
sdure N, O in NO, + NO, anwenden; dann ist ¢, =1, b, =2,

=2, b,=4, daher hefert die Gleichung (28)
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P P,
12

=0, P =2P,

et 41N, =1 [ eimdgy dn, .. dgy
= 211121 + 21N, — lV—2lff...e*h,lxd§qu;2...dgs,

A 12(/f...e " dE dn, ... d5)°
(30a) N, 4 Sfe= M qk, dn, ... di,

Diese Formel stimmt in ihrer Form vollkommen iiberein
mit der Formel (25); nur daB der nur von der Temperatur
abhingige Faktor von 7 auf der rechten Seite eine etwas andere
Form hat. Es ist iibrigens hochstwahrscheinlich, daf bei der
Dissoziation der Untersalpetersiure die Stickstoff- und Sauer-
stoffatome sich nicht willkiirlich untereinander vermischen,
sondern daf die Gruppe NO, (wir wollen sie ein Untersalpeter-
saureatom nennen) immer gerade wie ein wirkliches Atom
vereint bleibt und sich immer wechselweise von einer gleichen
Gruppe trennt und wieder mit einer gleichen Gruppe zu einem
Untersalpeterssuremolekiil (N,0,) vereinigt.

In diesem Falle spielt ein Untersalpetersjureatom genau
dieselbe Rolle wie das Atom eines Grundstoffs und wir konnen
die Formel (25) vollkommen unverindert beibehalten. y (o) ist
eine negative GroBe und stellt mit negativen Zeichen genommen
die Arbeit dar, welche erforderlich ist, um die Schwerpunkte
zweier Untersalpetersiureatome .aus der Entfernung ¢ in un-
endliche Entfernung zu bringen. Wir wollen unter 4 immer
die auf die Gewichtseinheit entfallende Anzahl von Unter-
salpetersiureatomen verstehen. :

Setzen wir dann:

(81) ~ =8 [etrgtdo,

80 ist ° .

(32) | NTI:=4M,'

(33) NoN,=4,

v ist dabei das Volumen der Gewichtseinheit derim Dissoziations-
gleichgewichte befindlichen Untersalpetersiure bei der Tempe-
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ratur 7 und dem Drucke p. Aus den Gleichungen (32) und (33)
folgt zunichst:
(34) N2=20v(d—DN),

{Nlé—o‘vA—]/azvz-l—?avA,

35 -
33) -N2=—f)i+i;--—%-]/azvz+20‘vxi.

Nun ist bekanntlich
(36) po =3 +N)T.

Hier ist 7' die mittlere lebendige Kraft der progressiven
Bewegung eines Molekiils; da dieselbe nicht direkt der Beob-
achtung zugénglich ist, so wollen wir 7' = 8¢¢/2 setzen, wobei ¢
die vom absoluten Nullpunkte an gezéhlte, nach Celsiusgraden
gemessene Temperatur ist. Die Gleichung (36) geht dann
iber in
(37 pv = +N,)et.

Die Gleichung (37) gilt iibrigens mit einem und demselben
Werte der Konstanten ¢ fiir jedes beliebige Gas, sobald p der
Druck, » das Volumen der Gewichtseinheit und &, 4 N, die
Anzahl der Molekille desselben in der Gewichtseinheit be-
deuten. Nach unserer Annahme sind beim Drucke p und der
Temperatur ¢ in der Gewichtseinheit 1V, undissoziierte Unter-
salpetersiuremolekiile vorhanden, wihrend X, /2 Molekiile sich
in zwei Untersalpetersiureatome gespalten haben, so daB also
im ganzen JV, Untersalpetersiureatome in der Gewichtseinheit
enthalten sind. Bezeichnen wir daher mit ¢ den Quotienten
der gesamten vor der Dissoziation vorhandenen Anzahl 4/2 der
Untersalpetersduremolekiile in die Anzahl X, /2 der jetzt zer-
setzten Molekiile, so ist

-5,
daher nach Gleichung (34)
(88) =201y,
oder nach Gleichung (37), welche sich in die Form
T I
schreiben 148t,
(40) =1 - g,
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Da ¢ bloB Funktion der Temperatur sein kann, so gibt
die Gleichung (40) ohne weiteres das Gesetz, nach welchem
die GroBe ¢ vom Druck abhingt. Um auch deren Abhingig-
keit von der Temperatur zu bestimmen, muB noch eine Hypo-
these zu Hilfe gezogen werden, welche nicht in voller Strenge
richtig ist. Bevor ich hierzu iibergehe, will ich priifen, was
aus dem zweiten Hauptsatze allein fiir das Dissoziationsproblem
fir Schliisse gezogen werden kdnnen. Sei d@ das auf um-

- kehrbarem Wege der in Dissoziationsgleichgewicht befindlichen

Gewichtseinheit Untersalpetersiure zugefithrte Warmedifferential,
so konnen wir setzen:

(41) dQ =N a+ N,f)dt —IydN, + Ipdv.

Dabei ist 7 der zur Dissoziation eines Untersalpetersiure-
molekiils notwendige Arbeitsaufwand, I das thermische Arbeits-
dquivalent, e, 8, 7 konnen nur Funktionen der Temperatur sein.
In der Gleichung (41) ist der erste Hauptsatz bereits enthalten,
derselbe kann also nichts Neues lehren. Dagegen. liefert der
zweite Hauptsatz allerdings eine Relation zwischen den hier
vorkommenden GroBen. Wenden wir ihn in der Form

d@\ _ r,(dp
(42) (59),= 1t %),
an, so erhalten wir aus der Gleichung (41)
a9\ _ MEZAW
(—ﬁ)z _ Ip - [/(dv )t’
ferner liefert wegen dV, = — 2d N, die Gleichung (37)
(29), - Githae _t(32)

dt)ov - v v dt
Die Substitution dieser Werte in Gleichung (42) aber liefert:
' d N, g1® (d N,
(43) o(22), - (53), = 0
woraus folgt: .
. Jas
(44) N, = f[ve s

itber die Natur der Funktion f kann jedoch aus dem zweiten
Hauptsatze allein nichts gefolgert werden. DaB unsere
Gleichungen, obwohl sie viel mehr aussagen als der zweite
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Hauptsatz, nicht mit letzteren im Widerspruche stehen, sieht
man in folgender Weise; es ist:
(45) —= 87tfe"'lg2dg,
0
daher

©o
1.‘!2—- —hy 2
o dh—-SnOI;(e Q‘dg

und wegen 3 /27 =A.

[=e]
. ‘A’Trzdﬂ'* —hy 2
"5???27—8%[%6 zp*d o,
5 .
daher ‘
1do 3 _
(46) AT = It

Um zwei Untersalpetersiureatome voneinander zu trennen,
muB deren Kraftfunktion im Mittel von ¥ auf den Wert 0 ge-
bracht werden; es ist also — 7 die frither mit y bezeichnete
GroBe, daher

13sdo 8y 1

d 2 dT 477 ¢’

ldo 7 _ f’if
) RRLONI

und in der Tat fanden wir &, als eine Funktion von v X o.
Die letzten Betrachtungen fithren auf eine einfache An-
nahme iiber die Abhingigkeit der GroBe v von der Temperatur.
Es lehrt namlich die Erfahrung, daB die Verbindungswirme
zweier Stoffe nur unbedeutend mit der Temperatur, welche die
Stoffe vor und nach geschehener Verbindung besitzen, variiert,
daB also die GroBe y.= — 7 nahezu von der Temperatur un-
abhingig ist, woraus folgt: :
B 4

(48) " 6=DBe ¢t ‘
Substituiert man diesen Wert in die Gleichung (40) und setat
. . _ y .
(49) ¢B=a, a1 =%
so folgt: =
N o 2 - k3
A2 T
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, Y A S
(60) A V P

T
+a,t10

Das Problem der Dissoziation wurde meines Wissens auf
theoretischem Wege zuerst von Gibbs gelést. (Transact. of the
Connect. Acad. 8; Sill. journal of science 18. S.277. 1879),
welcher nach einer ginzlich verschiedenen Methode eine Formel
ableitete, die sich von der hier entwickelten nicht wesentlich
unterscheidet. Je nachdem man annimmt, die auf die Gewicht-
einheit bezogenen spezifischen Wirmen seien Funktionen der
Temperatur, oder konstant, oder nebst dem sei noch ihr Wert
fir die Verbindung die Summe der Werte fir die Bestand-
teile, erhilt man meine allgemeine oder Gibbs’ oder meine
speziellste Formel. Spater gelangte wieder auf anderem Wege
van der Waals zu genau derselben Formel (Verslagen en
Medelingen der k. Akad. v. Wetenschapen (2) 15 S.19. 1880).
Ein Teil des Problems, die Abhingigkeit der Zusammensetzung
vom Drucke wurde schon lange vor allen angefiihrten Arbeiten
von Guldberg und Waage geldst (Etudes sur les affinités
chimiques, Programm d. Univ. Christiania I. Sem. 1867, Kolbes
Journal fir praktische Chemie 19. S.69. 1879). Die Uber-
einstimmung des Resultates, auf welches meine Methode fiihrt,
mit den angefiihrten, scheint mir eine Bestitigung fir die
Richtigkeit meiner Methode zu sein.

Obwohl bereits Gibbs ausfihrliche Vergleichungen mit
der Erfahrung angestellt hat, glaubte ich doch der Abweichung
im Werte der Gibbsschen Konstanten B’ wegen auch die
Formel (50) mit den Beobachtungen von Deville und Troost?)
vergleichen zu sollen. Da bei diesen Beobachtungen der
Druck p nahe konstant war, so war a/p ebenfalls konstant
und ich setzte es gleich 1970270:

1og-;— = 6,204525 .

Der Konstanten 3 erteilte ich den Wert 3080. Ich bemerke,
daB diese Werte nur beilsufig durch Versuch gefunden wurden
und eine kleine Korrektur derselben die Ubereinstimmung

1) C. R. 64. S.237. 1867; Jabresber. fiir Chemie f. 1867. 8. 177.
Naumann, Thermochemie S. 117.
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vielleicht noch erheblich gréBer machen konnte. Da bei den
Beobachtungen Devilles der Druck beildufig 755,56 mm betrug,
so folgt hieraus

loga = 9,1727595.

In der folgenden Tabelle sind die nach meiner Formel
berechneten Werte von ¢ mit den von Deville und Troost
gefundenen zusammengestellt; man sieht, daB die Uberein-
stimmung eine vollkommen befriedigende ist; es scheint also
in diesem Falle unsere Annahme berechtigt zu sein, daB
innerhalb der hier vorkommenden Temperaturgrenzen die
Dissoziationswirme eines Untersalpetersduremolekiiles nahe
konstant ist.

Temperatur be(}l?;)c%tet bell-ggh(rlxet Differena
26,70 19,96 18,10 ~1,86
35,4 25,65 25,17 ~0,48
39,8 29,23 29,40 +0,17
49,6 40,04 40,26 +0,22
60,2 52,84 53,47 +0,63
70,0 65,57 65,57 0,00
80,6 76,61 76,82 +0,21
90,0 84,83 84,41 042

100,1 89,28 90,07 +0,84
111,3 92,67 94,41 +1,74
121,5 96,23 96,28 +0,05
135,0 98,69 97,96 —0,73

Ich habe ferner auch die Beobachtungen Alexander Nau-
‘'manns!) nach derselben Formel mit denselben Werten der
Konstanten berechnet; da beéi diesen Beobachtungen auch der
Druck variabel ist, so konnte natiirlich nur a, nicht aber

a[p als konstant angenommen werden. Folgende Tabelle
gibt das Resultat.

") Ber. d. deutsch. chem. Ges. 1878. S. 2045; Jahresber. fir Chemie
31. S.120. 1878; dessen Thermochemie $. 127.
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Temperatur Druck b eollggc}ql tet b elgghan ot Differenz
-~ 80 125,5 5,6 10,1 4,5
-5 123 6,7 10,7 4,0
-3 84 - 8,9 14,2 5,3
-1 153 10,8 S 11,7 0,9
+1 138 11,9 13,6 1,7
+ 25 145 11,9 14,2 2,3
+ 4 L1125 11,6 148 ‘ 3
+105 | 163 185 | 19,3 28
+11 190 15,2 i 18,3 3,1
+14,5 175 20,9 22,2 1,3
+16 228,5 20,0 . 208 0,8
+18,5 224 23,7 21,4 —-2,3
+16,8 172 24,7 24,6 —-0,1
+ 17,5 172 26,2 25,3 -0,9
+ 18 279 17,3 20,6 3,3
+ 18,5 136 29,8 29,4 — 0,4
+ 20 301 17,8 21,5 3,7
+ 20,8 1585 29,3 30,4 1,1
+ 21,5 161 33,7 30,6 —31
+ 22,5 101 39,0 39,0 0
+ 22,5 136+5 35,3 41 12

Die Ubereinstimmung ist hier bedeutend schlechter, doch
ist es auffallend, daB einige Zahlen sehr gut, andere, bei denen
weder Druck noch Temperatur bedeutend verschieden war,
wieder sehr schlecht stimmen. Es scheint mir daher vorliufig
noch micht ausgemacht, ob meine Formel fiir niedrige Tempe-
raturen, wie sie groBtenteils bei Naumann vorkommen, un-
richtig wird. Neue Beobachtungen, namentlich solche, bei denen
die Temperatur moglichst konstant und nur der Druck ver-
anderlich wire, wiren jedenfalls sehr erwiinscht.! Ich will hier
noch einige Bemerkungen iiber die physikalische Bedeutung.
der Konstanten a und & folgen lassen. Zuniichst ist:

') Ich bemerke diesbeziiglich noch, da8 Naumann selbst (Thermo-
chemie 8. 127) bemerkt, daf er die Dichte des N,0,-Dampfes wahr-
scheinlich zu grof fand, was die groBeren Werte wenig, die kleineren
stark herabdriicken muBte, also qualitativ jedenfalls die Unterschiede
zwischen , Beobachtung und Rechnung erklirt.
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4y
b= _Y -2
&{ 10 AfllO’

2

hierbei ist: 4ly/2 die zur Dissoziation eines Kilos Unter-
salpetersiure erforderliche Wirme. Bezeichnen wir dieselbe
mit yCal. /1 Kil., so ist also wegen ‘

1 Cal. L4y
I= 5ok dres> 3 = Y430 Met.

Bezeichnet ferner v = 1/d das Volumen, welches nach -
Avogadros Gesetz ein Kilo undissoziierten Untersalpetersiure-
gases bei 274° C. und dem Normalbarometerstande einnehmen
wiirde, so ist nach Gleichung (37)

4 po 10334 Kilo 10334 met 2894
2

& = = ==

2740 T (Met)2274°d 1,293.274°0 M

wegen
: 1,293Kilo M

d =" 28,94 ’

wobei M das Molekulargewicht der undissoziierten Untersalpeter-
sgure bezogen auf A, = 2 also gleich 92 ist.

Wir finden also: v
480.1,208.274%y M

(61) . b= 10334 (10 28,94
Die Beobachtung ergab & = 3080; es wiirde also folgen
(52) , - y=1513.

Auch der Konstanten a wiirde eine physikalische Bedeutung
zukommen; obwohl dieselbe gegenwirtig wegen unserer Un-
bekanntschaft mit dem Wirkungsgesetze der Molekiile noch
ziemlich zweifelhaft ist, so will ich doch einige vorliufige
Bemerkungen schon jetzt dariiber machen. Das Integrale der
Formel (45) setzt voraus, daB ein Untersalpetersiureatom nach
allen Richtungen gleich beschaffen ist. Diese Annahme, schon
bei chemischen Klementen. unwahrscheinlich, ist .im vorliegen-
den Falle ganz sicher falsch. Wir miissen also jedenfalls auf
die Formel (80a) zuriickgreifen und setzen:

3(ff: e MdE dy, ... dL)?
Sl et gk an, . dg

N1
'T?=40"U, g =

(53)
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wobei freilich der numerische Koeffizient ein anderer wiirde, -
wenn man keine unbedingte Umsetzbarkeit der Stickstoff- und
Sauerstoffatome in den Untersalpetersiuremolekiilen annimmt;
ich will jedoch gegenwirtig hierauf nicht eingehen, da ja die
folgenden Schliisse ohnedies nur auf qualitative, nicht aber
quantitative Resultate abzielen. Bezeichnen wir den Wert des
sechsfachen Integrals, welches im Zihler der Formel (53) in
der Klammer steht, erstreckt itber alle Lagen des Atoms, fiir
welche eine mit dem Atome fix verbundene Gerade eine im
Raume fixe Kugel vom Radius 1 innerhalb eines sehr kleinen
Flachenelements d:% durchschneidet, mit :d &, also den ganzen
Wert dieses Integrals mit 477 so wird die Bedingung, daf
konstant ist, am einfachsten in folgender Weise realisiert. Wir
denken uns das erste Atom eines Untersalpetersiuremolekiils
vollkommen fix und undrehbar und nehmen folgendes an: wenn
der Schwerpunkt des zweiten Atoms in einem bestimmten
Raume  liegt und eine mit dem zweiten Atome fix verbundene
Gerade eine im Raume fixe Kugel vom Radius 1 in einem
“beliebigen Punkte eines Flichenstiickes vom Flichenraume &
durchsetzt, so soll y einen nahe konstanten sehr grofien
negativen Wert y besitzen. Bei dieser relativen Lage sollen
also die beiden Atome chemisch verbunden sein. Fiir alle
anderen Lagen sei y nahe gleich O oder positiv. Dann wird
das Integral im Nenner der Formel (53) fiir das eine Atom
den Wert 4, fir das andere aber den Wert

iet [[[[az,dy,dz,a8 = Fwies,

haben, wobei z,, v,, z, die Koordinaten des Schwerpunktes des
zweiten Untersalpetersiureatoms sind, d:% ist das Flachen-
element, in welchem die mit dem Atome fix verbundene Gerade
die Oberfliche der erwihnten Kugel trifft, und ich bemerke
noch, daB selbstverstindlich die Gerade durch das Zentrum
- der Kugel gehen muB. Es besitzt daher das 15 fache Integral
im Nenner der Formel (53) den Wert 47 ¢ w % e~"%, woraus folgt

‘ 7= %e ’
aus (leichung (48) folgt
127
B=%a
@

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIT. 1
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- und daher aus Gleichung (49)

127 ¢
a = .

)
Multipliziert man Zihler und Nenner mit 4 /2, so erhilt
ersterer nach Gleichung (50) den Wert
12710334 Met 28,94
1,293.274° M 7
der Nenner verwandelt sich in (4w [2) .

Wir wollen nun folgenden Begriff einfithren: Wir denken
uns ein Kilo undissoziierter Untersalpetersiure. In einem
Molekiile denken wir uns ein Atom festgehalten; den gesamten
Raum, worin sich dann der Schwerpunkt des anderen Atoms
befinden kann, ohne daB die Verbindung geldst wird, bezeichnen
wir mit o, diese GroBe denken wir uns fir alle in dem Kilo
enthaltenen Molekiile gebildet und bezeichnen die Summe aller
dieser » mit Q (Met?/Kilo). Ferner bezeichnen wir mit «/4n
das Verhiltnis aller Richtungen, welche bei festgehaltenem
ersten Atome das zweite Atom in der chemischen Verbindung
N,O, haben kann zu allen moglichen Richtungen im Raume
itberhaupt. Dann ist:

A G Me#?
5 09 =41 o

und man erhilt also
310334 Kilo 928,94

= 9749 Mef?
1,298.274 0 Aet ]l/[ﬂi
47

oder wenn wir den Druck in Millimeter Quecksilber messen
3-760 mm - 28,94

1,293-2'74:"ZIL/!2~4i

7

Nun zeigte die Erfahrung

@

oo ma = 1970270.
Wir finden also fiir die Untersalpetersiure etwa
L. 1
4m 700000000

Bedenken wir, daB das ganze Volumen eines Kilogramms
flissiger Untersalpetersiure beim Normalbarometerstand und
bei 0°C. in Kubikmetern ungefihr den Wert 0,0007 besitzt,
so sehen wir, daB wir diesen Zahlen gerecht werden, wenn
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wir etwa folgendes annehmen: Bei fixem ersten Atome soll
der Raum, in dem sich der Schwerpunkt des zweiten Atoms
bewegen darf, ohne daB die chemische Verbindung gelost wird,
nur ein Tausendstel von dem Volumen betragen, welches in
fliissiger Untersalpetersiure beim Normalbarometer und 0°,
einem Molekille zukommt. Zudem soll bei festgehaltenem
ersten Atome die Drehung des zweiten derart beschrinkt sein,
daB die moglichen Richtungen, nach denen es sich drehen
kann, ohne daf die chemische Verbindung gelost wird, sich zu
allen moglichen Richtungen im Raume iberhaupt verhalten
wie 1:500.

Anhang.!)

- Der nach der obigen Formel gefundene Wert von y stimmt
sehr gut mit dem von Berthelot und Ogier aus ihren Ver-
suchen itber die Wirmekapazitit der Untersalpetersiure be-
rechneten. Dieselben finden némlich, daB bei Erwirmung von
46 g Untersalpetersiuredampf von 27—150° C. 5300 Gramm-
kalorien auf Dissoziation der Dampfmolekiile verwendet werden.
Bedenkt man, daB bei 27°C. bereits etwa 20°/, des Gases
dissoziiert sind, so folgt hieraus, daB zur vélligen Dissoziation
von 46g undissoziierter Molekille 6625 Grammkalorien not-
wendig sind, so daB zur Dissoziation von 1g etwa 144 Gramm-
kalorien notwendig sind, welche GroBe mit der von mir mit y
bezeichneten identisch ist und auch dem Zahlenwert nach voll-
kommen befriedigend damit ibereinstimmt, um so mehr, wenn
man bedenkt, daB die Zahl von Berthelot und Ogier auch
nicht direkt aus Versuchen abgeleitet, sondern unter mehr oder
weniger nur angenshert richtigen Hypothesen berechnet ist.

Ich habe die oben entwickelte Formel auch auf die Beob-
achtungen von Fr. Meier und J. M. Crafts? iiber die Disso-
ziation des Joddampfs angewendet. Setzt man a/p = 2-617,
b = 6300log(a/p) = 0-43, logb = 3-8, wobei p den mittleren
. Druck vorstellt, bei welchem die Beobachtungen von Meier
und Crafts vorgenommen wurden, so erhilt man das in der
folgenden Tabelle zusammengestellte Resultat:

) Voranzeige Wien. Anz. 20. 8. 204. 8. November 1883.
2) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 13. S. 851—873. 1880.

r"*



100 69. Uber das Arbeitsquantum, usw.

Temperatur | 100 ¢ beob. |-100 ¢ berech. Differenz

4480 0,23 0,19 — 0,04
680 6,4 2,5 — 39
T64 5,8 4,87 — 0,93
855 8,6 89 +0,3
940 14,5 14,45 — 0,05
1043 25,0 23,48 — 1,52
<1275 50,5 51,31 + 1,26
1390 66,2 65,04 - 1,16
1468 73,1 72,92’ —0,18

Die Ubereinstimmung diirfte auch hier als eine vollkommen
befriedigende bezeichnet werden konnen, so daB der Versuch
nicht als unberechtigt erscheint, aus dem fiir 4 gefundenen
Werte die Dissoziationswirme des Joddampfes zu berechnen.
Die numerische Ausrechnung der oben fiir y gefundenen Formel
liefert

b
y = 452077 x —,

wobei log 4.52077 = 0.6552129 ist. M ist das Molekular-
gewicht der undissoziierten Substanz, bezogen auf das Wasser-
stoffmolekiil H, = 2. UnterlaBt man die Division durch 3/, so
erhilt man direkt die zur Dissoziation eines Molekiils not-
wendige Wirme. Fir Jod fanden wir & = 6300, M = 253.6.
Es ergibt sich also y = 112.5 zur Dissoziation eines Gramms
Joddampf in einzelne Molekiile, sind also 112.5 Grammkalorien
erforderlich. Zur Dissoziation eines Molekiils, d. h. 253.6 g
waren also 28530 Grammkalorien erforderlich. Dagegen ist zur
Berechnung von  fir Joddampf die Formel (25) anzuwenden.
Dieselbe liefert 2 oder, wenn man will, 2 /4x etwa gleich
1/16000, also jedenfalls der GroBenordnung nach gleich dem

5. Teile des Volumens eines Kilogramms festen Jods in Kubik-
metern. )

) Die hier durchgefiihrten Rechnungen haben eine Modifikation
erfahren. Siehe Boltzmanns Vorlesungen iiber Gastheorie II. S. 195.
‘ D. H.
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Uver die Moglichkeit der Begriindung einer kineti-
schen Gastheorie auf anziehende Krifte allein.)

(Wien. Ber. 89. 8.714—1722. 1884; Wied. Ann. 24. S.37—44. 1885;
Exner Rep. 21. S. 1—7. 1885.)

Die Begriinder der kinetischen Theorie der Gase faBten die
Gasmolekiile als feste unendlich wenig deformierbare elastische
Kugeln auf und obwohl kaum irgend jemand der Ansicht sein
diirfte, daB das Verhalten der Gasmolekiile mit dem derartiger
Kugeln in Wirklichkeit genau iibereinstimmt, so ist diese Auf-
fassung doch noch heute die weitaus verbreitetste. Nur Maxwell
behandelte auch den Fall, daB sich die Gasmolekiile wie Kraft-
zentra verhalten, welche sich mit einer der fiinften Potenz ihrer
Entfernung verkehrt proportionalen Kraft abstoBen.?) Ebenso-
wenig als das der elastischen Kugeln diirfte dieses Wirkungs-
gesetz gerade das der Natur entsprechende sein; so lange sich
jedoch nicht entscheiden laBt, ob das eine oder das andere
ein der Wirklichkeit naher kommendes Bild der Molekular-
bewegung in Gasen liefert, diirfte es am besten® sein, beide
Hypothesen mioglichst vollkommen in sich auszuarbeiten. Ja,
es schiene mir sogar nicht unniitz, die Gastheorie auch unter
zu Grundelegung noch anderer und mdglichst mannigfaltiger Vor-
stellungen iiber das Verhalten der Gasmolekile durchzubilden,
um dann entscheiden zu kdnnen, welches Verhalten demjenigen
der Molekiile in der Natur, die jedenfalls sehr komplizierte
Individuen sind, am nichsten kommt.

Von diesem Standpunkte allein sind die nachfolgenden
Betrachtungen aufzufassen. Nicht etwa als ob ich die Ansicht
) Voranzeige dieser Arbeit Wien, Anz. 21. 8. 100. 8. Mai 1884.
) Phil. Mag. (4) 35. 8. 129 u. 185. 1868.
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hitte, daB irgend eines der dort zur Sprache kommenden
Wirkungsgesetze der Molekille gerade das der Natur ent-
sprechende sei.

Man hat bisher immer abstoBende Krifte zwischen den
(tasmolekiilen angenommen [denn auch die Hypothese elasti-
scher Kugeln ist mechanisch dquivalent einer AbstoBung, welche
fiir Distanzen, die groBer sind als die Summe der Radien der
Molekiile, gleich Null ist, fiir kleinere Distanzen aber plotzlich
sehr grof wird]. Ja, es scheint vielfach die Ansicht herrschend
zu sein, dab eine Gastheorie ohne abstofende Krifte gar nicht
denkbar sei. Nun hat schon der bekannte Joulesche Versuch
iiber die Ausstrdmung von Gasen ohne Arbeitsleistung gezeigt,
daB zwischen den Gasmolekiilen jedenfalls auch anziehende
Krifte titig sein miissen.

Van der Waals hat seine Theorie der troptbaren Fliissig-
keiten wesentlich nur auf anziehende Kriifte basiert. Freilich
nahm er auch einen festen elastischen Molekiilkern an, welcher
nur von einer anziehenden Hiille umgeben ist, allein man sieht
leicht, daB dieser Molekiilkern in seiner Theorie eine minder
wesentliche Rolle spielt. Ja, teilweise fand er sogar die Distanz,
in welcher die Anziehung am gréBten ist, kleiner als den Durch-
messer des Molekiilkernes. Wie dem auch immer sei, so schien
es mir jedenfalls nicht ohne Interesse zu sein, zu untersuchen,
ob nicht auch eine Gastheorie moglich sei, welche ganz ohne
abstoBende Kréfte, blof mit anziehenden auskommt. Das heifit,
ich fingiere einen Komplex sehr vieler in einem von festen
Winden umschlossenen Gefile enthaltener Molekiile. Die-
selben sollen sich insofern ganz wie die iiblichen Gasmolekiile
verhalten, dafB sich jedes derselben wihrend des gréBten Teiles
seiner Bahn geradlinig und gleichférmig bewegt. . Die Kriifte,
welche zwischen je zwei Molekillen titig sind, sollen so be-
schaffen sein, daB sie eine erhebliche Wirkung nur dann aus-
iiben, wenn sich je zwei Molekille ganz ungewdhnlich nahe
kommen; dann aber soll die Wirkung dieser Krifte auch enorm
groB sein. Der Unterschied von der bisher tiblichen Gastheorie
soll lediglich darin bestehen, daf diese Krifte keine abstoBen-
den, sondern bloB anziehende sind.

Ich frage mich, ob ein derartiger Komplex von Molekiilen
Kigenschaften besitzen wird, welche mit denen der in der Natur
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vorkommenden Gase ebensogut iibereinstimmen, wie dies unter
der Annahme abstoBender Krifte der Fall ist. Um jedem MiB-
verstindnisse vorzubeugen, bemerke ich nochmals, daf ich
hiermit nicht etwa entscheiden will, ob man auch in allen
andern Féllen, so z B. in der Theorie der festen Korper mit
bloB anziehenden Kriften auskommen kann, daB ich vielmehr
lediglich die Ausarbeitung der Gastheorie unter einigen neuen
Annahmen iber das Verhalten der Molekiile anregen will.l)
Nehmen wir bloB anziehende Krifte zwischen den Gas-
molekiilen an, so gibt es wieder zwei Fille, in denen sich die
Rechnung am leichtesten durchfithren 1iBt; davon entspricht
der erste genau dem Gesetze der elastischen Kugeln, der zweite
dem Maxwellschen Wirkungsgesetze. Ich denke mir hierbei
die Molekiile immer als unausgedehnte materielle Punkte. Der
erste Fall besteht nun darin, das je zwei Molekiile keine Kraft
aufeinander ausiiben sollen, sobald ihre Distanz groBer als eine
bestimmte GroBe J ist, sobald sie aber im mindesten kleiner
als § wird, soll plstzlich eine sehr groBe (unendliche) Anziehungs-
kraft in der Richtung der Verbindungslinie zwischen den
Molekiilen titig werden. Welches Gesetz dieselbe bei weiterer
Anniherung der Molekiile befolgt, ist zwar vollkommen gleich-
giiltig, sobald ihre Intensitit schon im ersten Momente als un-
endlich grof vorausgesetzt wird, es ist aber am anschaulichsten
anzunehmen, daB die Anziehungskraft wieder verschwindet,
sobald die Distanz der Molekiile kleiner als eine gewisse
GroBe ¢ geworden ist, wobei wir voraussetzen, daB das Ver-
hiltnis (5 — ¢)/0 unendlich klein, die Arbeit der Anziehungs-
kraft auf der Strecke d — ¢ aber unendlich groB ist.
Betrachten wir zuniichst die relative Bewegung zweier
Molekiile von gleicher Masse nach diesem Wirkungsgesetze, °
indem wir jedem Molekiile neben seiner wirklichen Geschwindig-
keit noch eine Geschwindigkeit erteilen, welche gleich aber
entgegengesetzt gerichtet der des gemeinsamen Schwerpunktes
ist. Dadurch wird der gemeinsame Schwerpunkt § (Fig. 1) zur
Ruhe gebracht. Die Richtung, welche die Verbindungslinie

1) Abnliche Ideen hat Thomson in seinem Vortrage im Canada-
Meeting der Brit. Ass. (vgl. Nature 28. Aug. 1884) entwickelt, wobei er
freilich von einem ganz verschiedenen Gresichtspunkte aus auch die festen
Kiorper betrachtet.
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" der Molekiile hat, wo selbe in die Distanz ¢ kommen, wollen
wir als die Zentrilinie CD bezeichnen. Bis zu dem Momente,
wo die Molekiile die Punkte C und D erreichen, sind ihre
Bahnen gerade Linien 4 C und B.D; im Momente, wo die
Punkte C und D erreicht sind, kriimmen sich die Bahnen sehr
stark und werden nahezu parallel wmit CD; wenn die Ent-
fernung ¢ = K F erreicht ist, werden die Bahnen wieder gerad-

u
A
< H F
s
E 7 D
B
F
Fig. 1.

linig ‘und sie miissen, da der gemeinsame Schwerpunkt § in
Ruhe ist, auch parallel werden. Die Bahnstiicke sind in der
Figur mit £G und FH bezeichnet. _

Zieht man durch § eine Senkrechte auf E@ und 4, so
miissen die Bahnen der Molekiile jedenfalls symmetrisch zu
beiden Seiten dieser Senkrechten U F verlaufen, wie sie auch
in der Figur gezeichnet sind. Dabei ist noch zu bemerken,
daB der genannte Teil der Bahnen, welcher innerhalb des
Kreises vom Radius s/2 liegt, mit unendlich groBer Geschwindig-
keit, also in unendlich kurzer Zeit durchlaufen wird. Lassen
wir nun die GroBen, welche in Fig. 1 vorlidufig nur als ziemlich
klein vorausgesetzt wurden, unendlich klein werden, so wird
der Grenzzustand der folgende sein. Die Geschwindigkeits-
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komponenten jedes Molekiils, welche in die Richtung der
Zentrallinie CD fallen, bleiben unversindert, diejenigen senk-
recht darauf dagegen kehren bei gleichbleibender GroBe ihre
Richtung um. TIn Fig. 2 stellt C D wieder die Lage der Zentral-
linje im Momente des ZusammenstoBes dar. Die Pfeile m,
und J/, stellen die Geschwindigkeiten beider Molekiile vor dem
ZusammenstoBe dar [alle Geschwindigkeiten natiirlich bloB
relativ. gegen den Schwerpunkt verstanden]. Die beiden
Pfeile m, , und M, stellen dieselben Geschwindigkeiten unter
der Voraussetzung unseres Wirkungsgesetzes nach dem StoBe

Fig. 2.

dar, wihrend nach dem Gesetze der elastischen Kugeln der
Pfeil m,, die (Geschwindigkeit des Molekills M nach dem StoBe
darstellen wiirde, weshalb er in der Figur auch mit M, be-
zeichnet wird; ebenso ist der Pfeil /7, , auch mit m,, bezeichnet,
weil er nach dem Gesetze der elastischen Kugeln die Ge-
schwindigkeit des Molekiills m nach dem Stofe angibt. Man
sieht, daB unser Anziehungsgesetz sich von dem der elastischen
Kugeln blo8 dadurch unterscheidet, daB die Geschwindigkeiten
der beiden Molekiile vertauscht erscheinen, woran natiirlich
die schlieBliche Hinzufiigung der Schwerpunktsgeschwindigkeit
nichts veriindert. Da wir alle Molekille als untereinander
gleich vorausgesetzt haben, und da auch jetzt die Dauer eines
ZusammenstoBes unendlich klein ist, so folgt, daB das Ver-
halten der gesamten Gasmasse unter der Annahme des neuen
Anziehungsgesetzes genau dasselbe sein muB, wie unter der
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Hypothese der elastischen Kugeln, so daB, sobald die Kraft
wirklich in einer unendlich kurzen Strecke unendlich grof8
wiirde, eine experimentelle Entscheidung fir das eine oder
andere Gesetz gar nicht moglich wire, was wohl am besten
die Moglichkeit einer Gastheorie ohne abstoBender Krifte
beweist. .

Dieses Resultat gilt iibrigens auch unveriéindert fir ver-
schiedenartige Molekiile. Man sieht da leicht, daBl man dann

;&

I'
Fig. 3.

an Stelle des Diagrammes der Fig. 2 die Fig. 3 bekommt,
wenn M das Molekill mit der groBeren Masse vorstellt. Es
wiirden dieselben Greschwindigkeiten, welche unser Anziehungs-
gesetz ergibt, nach dem Gesetze der elastischen Kugeln heraus-
kommen, wenn die Zentrallinie die Richtung UF anstatt CD
hitte, also um 90° in der Ebene der relativen Geschwindig-
keiten (Bahnebene) gedreht wiirde. Dadurch aber wird der
Effekt fiir die Gastheorie nicht verindert. Dieselbe Rolle,
welche nach der Hypothese der elastischen Kugeln der Zu-
sammenstoB mit der Zentrallinie UF spielt, spielt jetzt der mit
der Zeutrallinie €0, und es 1aBt sich leicht zeigen, daB beide
gleich wahrscheinlich sind.

Nach meiner Theorie der Gasreibung!) ist die Wahr-

) Wien. Ber. 81. [Diese Sammlung II. Nr. 57.]
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scheinlichkeit eines ZusammenstoBes, bei welchem die dort
mit §4&, & n, &, p und ¢ bezeichneten Variabeln zwischen den
Grenzen & und & + d&, 7 und 5 4 dyj usw. bis ¢ und ¢ + do
liegen, gleich: ff] rpd&dndld§ dn di dpde.

Fihrt man hier die Variabeln § und O ein, so wird diese
Wahrscheinlichkeit gleich:

ff, 7% cos Ssin S dE dn di dE, dn, dt, dO dS

und aus dieser Formel ist sofort zu ersehen, daB sich die
‘Wahrscheinlichkeit nicht verandert, wenn 90°— § fiir § gesetst
wird. Da hierbei auch die Grenzen fiir § dieselben bleiben,
und da wir die Dauer eines ZusammenstoBes gegen die Zeit,
welche im Mittel zwischen dem ZusammenstoBe zweier Molekiile
verflieBt, vernachlissigen, so bleiben alle durch die mittlere
Wirkung aller Molekiile bedingten Grofen unverindert.

Ein zweites Wirkungsgesetz, fiir welches die Rechnung
ebenfalls leicht durchgefithrt werden kann, ist das ciner der
fiinften Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen An-
ziehung. Man sieht, daf sich dann alle Rechnungen genau
wie bei Maxwells Hypothese durchfiihren lassen; nur daB die
von Maxwell mit X bezeichnete GroBe das entgegengesetzte
Vorzeichen erhilt. Die relative Geschwindigkeit 7 fallt dann
ebenfalls aus den Formeln heraus und die Integrationen lassen
sich samtliche ausfithren. Es tritt hier nur eine Schwierigkeit
auf. Die Bahnen der Molekiile sind nimlich teilweise so be-
schaffen, daB die Entfernung zweier Molekiile gleich Null wird,
da aber alsdann die Kraft unendlich groB wiirde, so stofit
mapn auf mathematisch unbestimmte Ausdriicke. Um diese
Schwierigkeit zu vermeiden, ist es am besten anzunehmen, dafl -
das Wirkungsgesetz fiir alle Entfernungen, welche kleiner als
eine sehr kleine Grofe o sind, nicht mehr gilt, sondern daB
fiir diese Entfernungen gar keine Wirkung stattfindet, was
wir die Voraussetzung a nemnen wollen. Man konnte auch
annehmen, dafl die Molekiile vollkommen elastische Kugeln vom
Radius ¢ sind (Voraussetzung ), dann hitte man freilich wieder
abstoBende Krifte, wolche aber nur in Entfernungen wirksam
sind, die ohne Veriinderung des Resultates beliebig verkleinert
werden konnen. Aus dem Gesagten erhellt, daB es auch fiir
die neuere Maxwellsche Theorie durchaus unwesentlich ist,
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daB die Krifte gerade abstoBende sind, auch hier bleiben alle
Rechnungen Maxwells fiir blof anziehende Krifte unveréindert
giiltig, und alle in der Gastheorie vorkommenden GroBen kénnen
ebenso, wie es Maxwell macht, durch die beiden von ihm
mit 4, und 4, bezeichneten Integrale ausgedriickt werden,
nur daB jetzt diese Integrale andere Werte haben. Ks hat
Herr Czermak?) die Zentralbewegung fiir diesen Fall einer
ausfithrlichen Untersuchung unterworfen und dabei den Nachweis
geliefert, daB die beiden Integrale auch fiir anziehende Krifte
einen endlichen und eindeutig bestimmten Wert annehmen, und
zwar ergibt sich unter der Hypothese a: 4, = 5-820,6897... und
4,=1-710,2717... und unter der Hypothese 5 : 4, =4.909,082...
und 4,=1-7102717..., wihrend Maxwell findet 4, = 2.6595
und 4, = 1-3682. Abgesehen von dieser Verinderung der
Zahlenwerte bleiben alle Formeln der Maxwellschen Gas-
theorie unverindert richtig. Auf eine wesentliche Eigentiim-
lichkeit der anziehenden Krifte will ich aber hier noch auf-
merksam machen.

Solange ZusammenstoBe zwischen mehr als zwei Mole-
kilen absolut ausgeschlossen sind, wird es niemals moglich
sein, daB zwei Molekille dauernd beisammen bleiben. Durch
Intervention eines dritten Molekiils beim Zusammenstofe zweier
Molektile kann es aber fiir den Fall anziehender Krifte ge-
schehen, daB deren lebendige Kraft so vermindert wird, daB
sie in dauernder Verbindung bleiben. Bei hoher Temperatur
und bedeutender Verdiinnung wird dies nur duBerst selten vor-
kommen und keine wesentliche Rolle spielen. Durch Tempe-
raturerniedrigung aber kann diese Verdichtung der Molekiile
so haufig gemacht werden, daB die Doppelmolekiile schlieBlich
vorherrschen werden. Wie viele Doppelmolekiile und einfache
bei einer bestimmten Temperatur und Dichte durchschnittlich
in der Volumseinheit vorhanden sind, kann nur nach den
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung bestimmt werden,
und ich habe bereits in meiner Abhandlung ,Uber die Arbeit,
welche bei chemischen Verbindungen gewonnen werden kann¢,?)
gezeigt, daBl die Wahrscheinlichkeitsrechnung ein Resultat gibt,

) Wien. Ber. 89. S.723. 1884.
%) Wien. Ber. 88. S. 861. 1883. [Dieser Band Nr. 69.]
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welches nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ voll-
kommen mit den Gesetzen der unter dem Namen Dissoziation
*bekannten Erscheinung iibereinstimmt. Vom Ubergange aus
dem dissoziierten in den undissoziierten Zustand unterscheidet
sich die Verflissigung blo8 darin, daB bei der letzteren sich
Aggregate von sehr vielen Molekiilen bilden, welche dann teil-
weise als Dampfblischen schwebend bleiben, teilweise an der
Wand adhérieren oder durch ihr Gewicht zu Boden sinken.
Auch die Moglichkeit der Bildung solcher groBerer Aggregate bei
geniigender Abkithlung folgt der Wahrscheinlichkeitsrechnung
gem#B, aus der Annahme anziehender Molekularkrifte mit
Notwendigkeit. Es bietet also diese letztere den Vorzug, daB
dieselben Krifte, welche beim ZusammenstoBe der Molekiile
titig sind, auch zur FErklsirung der Dissoziation und Ver-
fliissigung ausreichen, wogegen man bei der Annahme abstofen-
der Krifte wihrend des ZusammenstoBes zweier Gasmolekiile
fir die letzteren Erscheinungen wieder ganz neue Krifte in
Anspruch nehmen muB. FEingehender Untersuchung bediirfte
hierbei noch die Modifikation, welche die Anziehung zweier
Atome durch die Gegenwart eines dritten erfihrt, und welche
offenbar die 2- oder 3-Atomigkeit der Molekile, die Valenz
der Atome usw. bedingt.
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Uber eine von Hrn. Bartoli entdeckte Beziehung der
Wirmestrahlung zum zweiten Hauptsatze.
(Wied. Ann. 22, 8. 81—39. 1854))

Bei Gelegenheit meines Referates iiber Wddys radiant
heat as an exception of tlie second law of thermodynamics<?)
wurde ich durch die Giite Hrn. Prof. K. Wiedemanns auf
eine interessante Abhandlung Bartolis® aufmerksim gemacht.
Nebst einer sehr vollstindigen Ubersicht tiber die Vorgeschichte
der Radiometer und sorgfiltigen eigenen Beobachtungen dar-
ither (wovon besonders das Studinm der Bedingungen wichtig
sein diirfte, unter denen allein empfindliche Drehwagen gegen
den storenden KinfluB radiometrischer Krifte geschiitzt werden
konnen) enthilt dieselbe den Nachweis einer neuen Beziehung
der strahlenden Wirme zum zweiten Hauptsatze. Obwohl
meine Ansichten tiber dicsen Gegenstand, der auch im Referate
der Fortschritte der Physik iiber Bartolis Abhandlung?®) nicht
erwihnt wird, noch nicht zum Abschlusse gelangt sind, so
glaube "ich doch, an dieser Stelle einige darauf beziigliche
Uberlegungen mitteilen zu diirfen, um entweder Hrn, Bartoli
sclbst oder andere Physiker zur weiteren Diskussion dieses
Gegenstandes anzuregen, der mir jedenfalls mehr Aufmerksam-
keit zu verdienen scheint, als ibim bisher zuteil wurde.

Hr. Bartoli geht von der Tatsache aus, dafl in ecinem
von Wirme durchstrahlten Raume eine wenn auch kleine, aber
doch endliche KEnergie in Form von Wiirmestrahlung vorhanden
ist), welche durch Verkleinerung des Raumes einem darin be-

) Bddy, Beibl. 7. 8. 251. 1883.

*) Bartoli, Sopra i wovimenti prodotti dalla luce ¢ dal ealore,
Florenz bei Le Monnier 1876.

% Bartoli, Fortschritte (2) 32, 3. 888, 1541, 1876,

Y Vel Thomson, Edinb, transact. 21. S, 57, Phil. Mag. (4) 9
8,36, C. R. 39. 8. 529. 1854.
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findlichen Korper zugefithrt werden kann. Denken wir uns
etwa vier in sich geschlossene Fichen 4, B, ¢ und D. B soll
ganz innerhalb 4 liegen, ebenso C innerhalb B, D innerhalb C;
A4 und D seien absolut schwarz, B und C in- und auswendig
absolut spiegelnd, die Wiarme nicht leitend; die Temperatur
von D sei hoher als von 4. Der gesamte Raum zwischen A
und 2 sei ein absolutes Vakuum. Zu Anfang der Zeit soll B
ein Lioch haben, so daB 4 den ganzen Raum zwischen B
und ¢ durchstrahlt, Nun soll sich B schlieBen, dagegen C
irgendwo ein Loch bekommen; dann verkleinert sich die
Fliche B, bis der zwischen ihr und € tbrig bleibende Raum
sehr klein geworden ist im Vergleich zu dem Raume, welcher
anfangs zwischen den beiden Flichen lag. Dabel wird fast
alle zwischen B und € in Form von Strahlung vorhandene
Energie der Fliche 2 zugefihrt. Nun schlieft sich wieder
das Loch der Fliche ¢ und das von B dffnet sich. Endlich
nimmt B wieder seine alte Gestalt und GroBe an.’) Die Ver-
kleinerung des Rauminhaltes der Fliche 2 kann entweder
durch Zusammenfalten vollkommen biegsamer Klichen (nach
Analogie der Ziehharmonika) oder durch Ineinanderschieben

reibungsloser Rohren (analog den Auszugsréhren der Fernrhre

geschehen. Nach den bisher in der Wiirmetheorie gebriuch-

lichen Vorstellungen wiirde durch den geschilderten Vorgang,

der beliebig oft wiederholt werden kann, ohne Kompensation

Y Bartoli gibt bloB zwei Spezialfille des hier behandelten all-
gemeinen Falles; einmal sind die hier mit 4, B, €, D) bezeichneten
Fliichen konzentrische Kugelfliichen, welche, statt blof ein Lioch zu be-
kommen, villig verschwinden und wieder neu entstehen; dann sind 4
und D die beiden vollkommen schwarzen Gegenflichen eines Zylinders;
B und C aber zwei darin verschicbbare Stempel, welche, sowie die
Innenseite der Zylindermantelfliiche, vollkommen spiegeln und die Wirme
nicht leiten. An Stelle der Durchlicherung tritt folgender Vorgang:
1. Btempel B wird seitwiirts geschoben, Stempel C ist ganz bei D.
A, welehes cine tiefere Temperatur als D hat, durchstrahlt den ganzen
Zylinder. 2. Stempel B wird unmittelbar an 4 eingeschoben und C ent-
fernt. 8. B wird bis nach D verschoben, so daB die im Zylinder in
Form von Strablung enthaltene Energie der heilleren Fliche D zugefiihrt
wird. Nun beginnt der Prozefl von neuem, wobei bloB die Stempel B
und C ihre Rollen vertauschen. S, 25 verspricht Bartoli noch andere
Mechanismen beschreiben zu wollen, doch ist mir die betreffende Arbeit
nicht bekannt.
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von ecinem kilteren zu einem heifferen Korper eine Wirme-
menge iibergefiihrt, welche praktisch freilich sehr klein ist,
wenn der Rauminhalt der Fliche £ nicht enorme Dimensionen
hat. Hialt man daher die Richtigkeit des zweiten Hauptsatzes
fest, so muB irgend eine der benutzten Vorstellungen einer
Korrektur bediirfen. Am naheliegendsten ist die Annahme,
daB es absolut spiegelnde Flichen nicht gibt. s wird daher
die Innenfliche von B, sobald € offen ist, Wirme von 2 auf-
nchmen, welche sich teils durch Leitung der AuBenfliiche von
B mitteilt, teils spiter, weun B offen ist, nach . iiberstrahlt.
Ebenso nimmt die Aublentliiche von ¢ Wirme auf, sobald ¢
offen ist, welche sie an 4 ausstrahlt, wenn wiederumn 2 offen
ist; im letzteren Falle geht auch ein Witrmestrom quer durch ¢
Man wird daher 5 und ¢ aus drei Schichten bestehen lassen,
wovon die beiden fiuBersten miglichst gut spiegeln, die mittlere
die Warme moglichst schilecht leitet. Durch hinlingliche Ver-
groferung der Volumina bei gleichbleibender Dicke der Schichten
wird man immer theoretisch, wenn auch micht praktisch be-
wirken kinnen, daB die von den Klichen £ und ¢ aufgenom-
mene und wieder abgegebene Wirme klein ist gegen die in
Form von Strahlung zwischen B und ¢ vorhandene, denn
erstere ist den Klichen, letztere dem Volumen proportional.
Auch die beim Zusammenfalten oder Ineinanderschieben der
Fliche B, sowie beim Offnen und SchlieBen der Licher durch
die unvermeidliche inpere oder #duBere Reibung verlorene
Arbeit, sowie der beim letzteren Vorgange etwa migliche
Wirmeausgleich kann in gleicher Weise durch VergriBerung
der Volumina bei gleichbleibender Dicke unschivdlich gemacht
werden; die Léicher kdnnen aueh in dem als offen hezeichneten
Zustande durch Steinsalzplatten verschlossen sein. Der Wider-
spruch mit dem zweiten Hauptsatze scheint mir also hierdurch
noch nicht aufgehoben zu sein; aber freilich dart die Ge-
schwindigkeit der Kontraktion der Fliiche ./ nieht uuter eine
gewisse Grenze sinken, weil sonst die hei kleiner Dicke quer
durch die Flichen B und ¢ geleitete Wirme iiber die ge-
wonnene tiberwiegen wiirde.

Kin Ausweg scheint mir bloB in der Aunahme zu liegen,
daB die Wirmestrahlung selbst, oder das dieselbe vermittelnde
Medium Krifte auf die Korper ausibt. Bartoli nimmt an,
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daB die Warmestrahlen einen Druck auf die Kérper ausiiben,
wie dies #hnlich bei den Schallwellen vielfach beobachtet
wurde. Ich will versuchen, dieselbe Annahme, soweit es trotz
der vielfachen Unbestimmtheit des Gegenstandes geschehen
kann, in Formeln zu kleiden. Wir wollen von dem Drucke,
welche die Wiarmestrahlung auf die Flicheneinheit ausiibt,
voraussetzen, daB er immer normal ist und in einem ge-
schlossenen, allseitig von gleichtemperierten, Wirme undurch-
lassigen Korpern umgebenen Raume bloB eine Funktion der
absoluten Temperatur f(¢) ist. Nach dem Kirchhoffschen
Satze muB die in einem solchen Raume in Form von Strah-
lung vorhandene Wirme gleich dem Volumen » multipliziert
mit einer Temperaturfunktion sein. Sei die in der Zeiteinheit
von der Flicheneinheit einer vollkommen schwarzen Fliche
ausgestrahlte Wirme ¢ (), so wird davon die Wirmemenge
2sin 9 @ ()cos I dI so ausgestrahlt, daB der Winkel dor
Strahlen mit der Flachennormale zwischen % und J + d & liegt.
Betrachten wir einen Zylinder, dessen Basis die eben betrachtete
schwarze Flache vom Inhalte Eins, und dessen unendlich kleine
Hohe = s ist, so wird von der unter dem oben definierten
Winkel ausgesendeten Wirme diejenige im Zylinder in Form von
- Strahlung vorhanden sein, welche withrend der Zeit /c cosJ aus-
gesandt wird, und deren Betrag gleich 2sin+3 g (#)cos 9 d J &fccos?
ist. Integrieren wir von O bis /2 und multiplizieren noch
mit 2, da die schwarze Fliche ebensoviel absorbiert, als sie
aussendet, so erhalten wir die gesamte im Zylinder vorhandene
Wirme. Diese noch durch das Volumen & des Zylinders divi-
diert, liefert fir die in der Volumeneinheit in Form von Strab-
lung vorhandene Wirme den Wert 4 ¢(f)/c. Dabei ist ¢ die
freilich fiir alle Strahlen als gleich vorausgesetzte Fortpflanzungs-
geschwindigkeit der strahlenden Wiarme. Die Gleichung Bar-
tolis ® = 2K Rs[v auf Seite 24 scheint mir bloB diejenigen
Wirmestrahlen zu umfassen, welche nahe radial die Kugel
durchlaufen; zu diesen kommen aber noch unendlich viele
andere in den Richtungen aller mdglichen Kugelsehnen hinzu,
sobald die Kugel nur das mindeste Emissionsvermogen und
Absorptionsvermogen besitzt. Ich bemerke hier gelegentlich,
daB ich schon lingere Zeit die experimentelle Untersuchung
der Warmestrahlen teils im ganzen, teils zum Zwecke spek-

Boltzmanu, Gosammelto wissensch. Abhandl. IIL 8
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traler Zerlegung begann, indem ich die Strahlung eines rings
mit gleichtemperierten Winden umgebenen Raumes auns einem
kleinen Loche oder Spalte dicser Witnde fiir die cines schwarzen
Korpers substituierte, ein Prinzip benutzend, welches unliingst
Christiansen?) zur Erklirung der stirkeren Strahlung ge-
ritzter Metalle anwandte. Durch Vergleichung mit der Strah-
lung ebener Kérper konnte dann auch deven Emissionsvermigen
bestimmt werden. Um den zweiten Hauptsatz auf den von
Bartoli ersonnenen Vorgang anwenden zu kinuen, miissen wir
diesen so modifizieren, daff er umkehrbar wird, Der Ausgangs-
zustand sei derjenige, wo die Fliche B dasselbe Volumen wie
C hat. C hat ein Loch, B sei geschlossen. B vergrifiere nun
sein Volumen um den Betrag » und werde dabei innen vom
Korper D, dessen absolute Temperatur ¢, sei, aullen vom Korper 4,
dessen Temperatur # sei, bestrahlt. Auf die Flicheneinheit
der inmeren Fliche von B wird daher der Druck f'(), auwf
die der AuBenfliche f(4) lasten. Zur Bewegung der ersteren
muf die Arbeit vf (¢,) geleistet werden, wihrend die letstere
die Arbeit vf(z,) hervorbringt. Die der ersteren Arbeit fqui-
valente Wirme, sowie die in Form von Strahlung im Raame »
vorhandene, mufl dem Korper D entzogen werden, also im
ganzen Juf(t,) + 4vp(t) e, withrend dem Korper 4 die Wirme-
menge Jof(t,)+ 4ve(t)/ ¢ wugefithrt wird, Jist das thermische
Arbeitsiquivalent. Damit der Vorgang umkchrbar sei, mul)
nun auch das Loch der Fliche ¢ sich schlieBen, und die
Kliche B ihr Volumen noch weiter vergrdfern, bis der Raum
zwischen £ und € die Temperatur ¢ angenommen hat. Da
dieser Raum ein Vakuum ist, werden wir unter seiner Tem-
peratur die als gleich vorausgesetzte Tewperatur der Innen-
fliche von & und der AuBenfliiche von € zu verstehen haben,
denen jedenfalls eine Spur von Kmissionsvermogen zukommnen
wird, deren Masse aber als so klein vorausgesetst wird, duf
die in ihrer Masse enthaltene Wirme verschwindet gegen die
in Form von Strablung im Raume zwischen £ und ¢ cnt-
haltene. Dieser Raummn vergrdfert dabei sein Volumen noch
um ., Dann findet man wie oben, dafl dabei dem Korper
noch die Wirmemenge Jw/f () -+ 4w (t)/c zugefibet wird.

Y Christiansen, Wied. Aun. 21, &, 364, 1884,
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Schwieriger ist die Diskussion der Verhiltnisse im Raume
zwischen B und €. Dieser Raum, oder, wenn man lieber will,
seine Begrenzungsflichen haben zu irgend einer Zeit die abso-
lute Temperatur ¢, sein Volumen wachse um dv und seine
Temperatur um dz. (d¢ ist negatiy, da die Temperatur sinkt.)
Dann vermehrt sich die im Raume enthaltene Wirme um
(4/c)-d[vep()]. Der auf der Innenfliche B lastende Druck
leistet dabei die Arbeit f(f)dv. Da nun die Innenfliche und
Aufenfliche von B durch eine Wirme undurchlissige Schicht
getrennt sind, und dasselbe von der Fliche C gilt, da ferner
die Flichen B und C massenlos sind, so sind jetzt die Zu-
standsiinderungen des Raumes zwischen B und C gewisser-
maben adiabatisch. Die Vermehrung des Wirmeinhaltes mufl’
fiquivalent der von auBlen zugefiihrten Arbeit, also der negativen
geleisteten sein, d. h. man hat:

24 [og(®] =—Jf(@dv,

woraus folgt:
: p@dt  dv

af(t)+ g v’

=Je
!

wobei:

ist. Integriert man hier iiber den ganzen zuletzt beschriebenen
Vorgang, also von v und #, bis v+ w und £, so ergibt sich:

&y
_ [ wwa
o+ ) —to= [ ra T
141

{ ist der natiirliche Logarithmus.

Hieran hat sich noch ein dritter Vorgang zu schliefien,
wobei B wieder ein Loch bekommt und sich bei geschlossenem C
bis zum Volumen C zusammenzieht. Da es hierbei auBen und
innen von derselben Temperatur bestrahlt wird, so wird weder
Arbeit geleistet, noch einem Korper Wirme zugefithrt oder
entzogen. Wir haben nun den Ausgangszustand in vollkommen
" umkehrbarer Weise erreicht, und nach dem zweiten Haupt-
satze miissen wir gleiche Werte bekommen, wenn wir die dem
Korper D entzogene Wirme durch #,, oder wenn wir die dem
Korper 4 zugefihrte Warme durch ¢ dividieren, d. h.:

8*
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[af@)+ W)@ +w) _[afth)+ g &) »
[ - by

oder mit Riicksicht auf das frither Gefundene:

ty
wa(lg) +plh) (lf(t1 ) 4+ () =j“ ¢t

b I af®y+q@ "

f
Da hier ¢, und # undbhiingig verinderlich sind, so sicht man
leicht, daB zum Bestehen dieser Gleichung notwendig und hin-
reichend ist, daB:
alf@)+ + o) _ g'@dt

¢
sei, also:

£) = J( {tfrp(/)(lt — e ] -M._:f‘”(tl‘“

Fir das Stefansche Strahlungsgesetz?) ¢ (¢) = 4¢* wiire
abgesehen von einer mit ¢ multiplizierten Konstante, welche
aus diesen Betrachtungen nicht bestimmt werden kann und
wohl am zweckmiiBigsten gleich 0 gesetzt wird: f(5)=4¢(f)/8 ¢,
was abgesehen vom numerischen Faktor mit dem Resultate
Bartolis iibereinstimmt. Wird cine Fliche von der einen
Seite unter der Temperatur #, von der andercn unter der
Temperatur #, bestrahlt, so wirkt auf die Flicheneinheit die
Druckdifferenz:

4o — ()]

8ed
¥ar ¢, =100°C, ¢ = 0°C. ist ¢ (4) — ¢ () gleich der von
einer schwarzen Fliche von 100° C. an eine schwarze Um-
gebung von 0° C. ausgestrahlten Wirmemenge, also gleich:

0,0167 g Cal./scc (cm)?. 2
Das mechanische Wirmetiquivalent 1// ist:

43000 g Gewicht em/g Cal,,
endlich ist ¢ = 3-10!° cm/sec, woraus folgt p = 0,00002 mg
Gewicht auf den Quadratzentimeter, welche Grofe allerdings
10000 mal grofer wirde, wenn man ¢, gegen 3000° setste,
wobei freilich dann wieder Luftstromungen wm so stérender,
auf die Beobachtungen wirken wiirden. Der Widerspruch mit

p=

D Stefan, Wien. Ber. 79, 8. 423. 1879,
%) Stefan, Le. 8,419, Christiansen, Wied. Aun. 19. 8. 280. 1883,
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dem zweiten Hauptsatze konnte aber auch durch eine andere
Hypothese gehoben werden, etwa, daf die Korper in dem die
Wirmestrahlung fortpflanzenden Medium einen Widerstand
nach Art der Reibung erfahren. Dasselbe wiirde nach obigem
freilich von der Bewegungsgeschwindigkeit unabhingig heraus-
kommen, dagegen mit der Temperatur im selben Verhiltnisse

wie die Warmestrahlung wachsen. Da. aber, wie bereits be-

merkt, der Widerspruch mit dem zweiten Hauptsatze bei
Kkleinen Geschwindigkeiten der Fliche B auch durch die.
Wiirmeleitung in der Dickendimension der Flichen B und C
sobald diese ditnn sind oder durch die Wirmeaufnahme und
-abgabe dieser Flichen (sobald sie dicker sind) gehoben werden
kann, so kénnte ganz gut jener hypothetische Reibungswider-
stand erst bei bedeutenden Geschwindigkeiten erheblich werden.

Uberhaupt wiirde dann der Vorgang kaum quantitativ zu be-

rechnen sein, da er nicht mehr umkehrbar wire. Aber sollten

selbst diese ponderomotorischen Kriifte des die Wirmestrahlung

fortpflanzenden Mittels fiir immer auBerhalb des Bereiches des
experimentell Nachweisharen liegen, so schien es mir doch von

hohem Interesse zu sein, wenn sich deren Existenz aus dem

zweiten Hauptsatze a priori nachweisen lieBe.

Graz, im Mirz 1884.
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Ableitung des Stefanschen Gesetzes,') betreffend die-
Abhingigkeit der Warmestrahlung von der Temperatur
aus der elektromagnetischen Lichttheorie.

(Wied. Ann. 22. 8. 291—294. 1884.)

Maxwell? hat aus seiner elektromagnetischen Lichttheorie
das Resultat abgeleitet, daB ein Strahl von Licht oder
strahlender Warme auf die Flicheneinheit bei senkrechter
Inzidenz einen Druck ausiiben muB, welcher gleich ist der in
der Volumeneinheit Ather infolge der Lichtbewegung ent-
haltenen Energie. Sei ein absolut leerer Raum rings von fiir
Wirmestrahlung undurchlissigen Wiinden von der absoluten
Temperatur ¢ umgeben; bezeichnen wir die in der Volumen-
einheit Ather infolge der Warmestrahlung enthaltene Energie
mit (), so miissen wir bedenken, dall nicht alle Wirme-
strahlen senkrecht auf die gedriickte Wand auffallen. Am
einfachsten ist es, da analog einer Betrachtungsweise, welche
Kronigs) auf die Gastheorie anwandte, den Raum als Wiirfel
zu denken, dessen Seiten parallel drei rechtwinkligen Ko-
ordinatenachsen sind. Ein dem Mittelzustand am besten ent-
sprechendes Resultat erhilt man, wenn man annimmt, daB je
ein Drittel der Wirmestrahlung parallel je einer der drei
Koordinatenachsen sich fortpflanzt. Ks wird dann auf jede
Seitenfliche nur ein Drittel der gesamten Strahlen driickend
wirken, und der Druck auf die Fliicheneinheit der Wand wird
nach Maxwells Gesetz sein:

) Stefan, Wien. Ber. 79. S. 391. 1879.
) Maxwell, Treatise on Electricity and Magnetism. Oxford,
Clarendon Press 2. Artikel 792. S. 391, 1873, °

) Kronig, Grundziige der Theorie der Gase. Berlin bei A, W. Hain,
Pogg. Ann. 99. 8. 315. 1856. (Vgl. hierzu Nr. 88. S. 361 dieses Bandes.)
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o) =%v@;

man kann diese Formel auch durch folgende Uberlegung
finden. Maxwells Resultat gilt, wenn der Strahl senkrecht -
auf die gedriickte Fliche auffillt und von derselben absorbiert
wird. Wirde er nahe senkrecht auffallen und unter demselben
Winkel reflektiert, so wire der Druck der doppelte; bildete
er dagegen mit der Normalen den Winkel & und wirde mit
gleicher Intensitit unter demselben ~Winkel reflektiert, so
wire analog wie beim StoBe eines schief auffallenden Gas-
molekiiles bloB die lebendige Kraft der normal zur gedriickten
Fliche entfallenden Komponente der Bewegung maBgebend,
welche gleich der mit cos? & multiplizierten gesamten lebendigen
Kraft des Strahles ist. (Sowohl das Bewegungsmoment als
auch die auftreffende Menge erscheint mit cos ¢ multipliziert).
Bezeichnen wir daher die gesamte lebendige Kraft der
Strahlen in der Volumeneinheit wieder mit «y(f), so ist die
lebendige Kraft derjenigen Strahlen, deren Winkel mit der
Normalen zur gedriickten Fliche zwischen & und & + d
liegt, und welche sich in der Richtung gegen die gedriickte
Fliche hin fortpflanzen, gleich 4y (f)sin ¢ d; genau ebenso
grof} ist die lebendige Kraft der Strahlen, welche sich lings
derselben Geraden, aber von der gedriickten Fliche hinweg,
fortpflanzen. Die gesamte Knergie beider Strahlengattungen
zusammen ist daher ap(f)sin 9dJ, und sie itben mnach
dem oben (Gesagten auf die Flicheneinheit den Druck
()cos? Isin ) d ¥ ans. Um alle tiberhaupt vorhandenen
Strahlen zu erhalten, haben wir diesen Ausdruck von Null
bis =/2 zu integrieren, was den schon frither angegebenen
Wert L ap(f) liefert.

In meinem Aufsatze iiber eine von Bartoli entdeckte
Beziehung der strahlenden Wirme zum zweiten Hauptsatze!)
habe ich gezeigt, daB sich zwischen den beiden Funktionen
w und f?) aus dem zweiten Hauptsatze die Beziehung ergibt
f=tfwdt]t?, deren Differential lautet: ¢df — fd¢=pdt;
wenn also, wie aus der elektromagnetischen Lichttheorie folgt,
f= % gesetzt wird, so erhilt man: ¢tdvy /8 =4ydt[3 und

) Wied. Ann, 22, S. 88. 1884, (Dieser Band Nr. 71.)
%)y () ist die dort mit 4¢p(#)/ cJ bezeichnete GroBe, vgl.8.116 dieses Bd.
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durch Integration w ='c#, ein Gesetz, welches bekanntlich
schon vor lingerer Zeit von Stefan empirisch aufgestellt
und in guter Ubereinstimmung mit den Beobachtungen ge-
funden wurde. Es folgt also aus der elektromagnetischen
Lichttheorie und dem zweiten Hauptsatze unmittelbar das
Stefansche Gesetz der Abhéngigkeit der Wirmestrahlung
von der Temperatur, ein gewil bemerkenswertes Resultat, wenn
auch sicher niemand den vielfach provisorischen Charakter der
hier durchgefiihrten Rechnungen verkennen wird.

Man sieht leicht, daB sich auch umgekehrt aus dem
zweiten Hauptsatze und dem Stefanschen Strahlungsgesetze
die Folgerung ergibt, daB in einem von Wérme undurch-
lassigen und gleich temperierten Winden umgebenen Raum
der Druck der Warmestahlung auf die Flicheneinheit gleich
dem dritten Teile der in der Volumeneinheit enthaltenen
Energie der Strablung ist, daB also ein Strahl, welcher senk-
recht auf eine ebene Fliche vom Flicheninhalte Eins auffillt,
auf diese einen Druck ausitbt, welcher gleich ist der in der
Volumeneinheit des Strahles enthaltenen Knergie, sobald er
von der gedriickten Fliche absorbiert wird; wird er dagegen
von dieser mit ungeschwiichter Intensitit reflektiert, so ist der
Druck doppelt so groB, also gleich der im einfallenden und
reflektierten Strahle zusammen auf die Volumeneinheit ent-
fallenden Energie. Nach der Emissionstheorie miiBte der
Druck, wie mir scheint, entgegen der von Bartoli 1. c.
angefithrten Ansicht Hirns in allen diesen Féllen doppelt so
grof sein, als es hier gefunden wurde. Es scheint mir iibrigens,
" d38 man durch #hnliche Hypothesen, wie sie Kirchhoff in
seiner bekannten Abhandlung iiber Gleichheit des Absorptions-
und Emissionsvermogens?) anftstellte, aunch beweisen kdnnte,
daf dieses Gresetz fiir vollkommen schwarze Korper, nicht
bloB fiir die gesamte ansgestrahlte Wirmemenge, sondern auch
far jede einzelne Strahlengattung fiir sich gelten muB, so daB
bei allen Temperaturen die von einem schwarzen Korper aus-
gesandte Wirme einer gewissen Strahlengattung der gleiche
Bruchteil der gesamten ausgesandten Whrme sein miifite, wic
unter anderen Liecher? vermutete.

Y Kirchhoff, Pogg. Ann. 109. S. 275. 1860; Berl. Ber. 1861.
%) Lecher, Wien, Ber. §5. S.441. 1882; Wied. Aun. 17, S.477. 1882.
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Ich erwihne hier noch eine etwas einfachere Ableitungs-
weise der Gleichung zwischen den Funktionen ¢ und f aus
dem Bartolischen Prozesse. Sei in einem Hohlzylinder von
absolut schwarzer, Wirme undurchlissiger Umhiillung ein eben
solcher Stempel § verschiebbar, derselbe beriihre anfangs die
Basis B des Zylinders, welche den Flicheninhalt Kins und
die Temperatur ¢, haben soll und entferne sich von derselben
bis zur Distanz a (er befinde sich rechts von der Basis B).
Die ganze, in Form von Strahlung zwischen B und 8 vor-
handene Warme a-w(f), sowie die ganze, zur Bewegung von §
aufgewendete Warme a f(¢,) werde von B geliefert. Die Warme
denken wir uns in ArbeitsmaB gemessen. Nun werde der
Raum zwischen B und § durch einen zweiten Stempel 7' von B
abgesperrt, so daB sich sein Zustand jetzt adiabatisch dndert,
und der Stempel S, welcher, sowie die Mantelfiiiche des Zy-
linders, nur verschwindend wenig Wirme enthalten soll, bewege
sich noch um das Stiick x weiter. Fiir diese Zustandsinderung
ist dann d[(a + 2)y¢(f)] =— f({t)d2. Der Raum rechts von §
und die ihn begrenzende Gegenfliche @ des Zylinders sollen
immer die schlieBlich auch links entstehende Temperatur ¢
gehabt haben. Alle rechts vom Stempel § sowohl durch
Arbeitsleistung als auch durch Volumenverkleinerung gewonnene
Wirme (a + z)[w () + f(#)] soll von dieser Gegenfliche G auf-
genommen worden sein. Der ProzeB ist umkehrbar; es ist
also:

e+ 2)[w@)+ U] ¢ = alylty) + G/ 4= c.
Wir wollen nun a und #,, somit auch ¢ als konstant, + und ¢
als veranderlich betrachten, addiert man zur vorigen Gleichung
beiderseits d[(a -+ #)f(¢], so ergibt sich mit Beachtung des
Differentials der letzten Gleichung das Resultat:

w(Odt + f(Hde = tdf(Y,
was mit der obigen Gleichung tibereinstimmt.



3.

Uver die Elgenschaften monozyklischer und anderer
damit verwandter Systeme.!)

(Crelles Journal 98. S. 68—94. 1884 u. 1885.)

Der vollstindigste mechanische Beweis des zweiten Haupt-
satzes bestiinde offenbar in der Darlegung, dafl bei jedem be-
liebigen mechanischen Vorgange Gleichungen bestehen, welche
denen der Wiarmelehre analog sind. Da aber einerseits der
Satz in dieser Allgemeinheit nicht richtig zu sein scheint und
andererseits wegen unserer Unbekanntschaft mit dem Wesen
der sogenannten Atome die mechanischén Bedingungen nicht
genau angegeben werden konnen, unter denen die Wirme-
bewegung vor sich geht, so entsteht die Aufgabe, zu unter-
suchen, in welchen Fallen und inwieweit die mechanischen
Gleichungen den wirmetheoretischen analog sind. Es wird
sich da nicht um Aufstellung von mechanischen Systemen
handeln, welche warmen Kiorpern vollkommen kongruent sind,
sondern um Auffindung aller Systeme, welche mit dem Ver-
halten warmer Korper mehr oder weniger Analogie zeigen. In
dieser Weise wurde die Frage zuerst von Hrn. von Helmholtz?)
gestellt, und ich beabsichtige, im folgenden die von ihm ent-
deckte Analogie zwischen den Systemen, welche er als mono-
zyklisch bezeichnet, und den Sétzen der mechanischen Wiirme-
theorie an einigen mit den monozyklischen innig verwandten

) Die drei ersten Paragraphen wurden beinahe gleichlautend in
Wien. Ber. 90. 8. 281. 1884 abgedruckt; Voranzeige der Arbeit Wien.
Anz. 21. 8.153. 17.Juli und 8. 171 9. Oktober 1884. (Diese Arbeit wuarde
in einem gewissen Sinne spiter berichtigt; siehe dieser Band Nr. 138.)

®) Berl. Ber. 6. und 27. Mérz 1884.



78. Uber die Eigenschaften monozyklischer Systeme, 123

Systemen weiter zu verfolgen, wobei ich zuvbrderst, ehe ich
zu allgemeinen Sitzen iibergehe, einige ganz spezielle Beispiele
diskutieren will?)

§ L

Ein Massenpunkt bewege sich nach dem Newtonschen
Gravitationsgesetze um einen fixen Zentralkorper O in ellip-
tischer Bahn. Die Bewegung ist hier offenbar keine mono-
zyklische; wir konnen sie aber mittels eines Kunstgriffes, den
ich zuerst im ersten Abschnitte meiner Abhandlung , Einige
allgemeine Sitze iiber Wirmegleichgewicht“? anwandte, und
welchen nachher Maxwell®) weiter verfolgt hat, in eine mono-
zyklische verwandeln.

Wir denken uns die ganze elliptische Bahn mit Masse
belegt, welche an jedem Punkte eine solche Dichte (auf die
Lingeneinheit der Bahn entfallende Masse) haben soll, dab,
wihrend im Verlaufe der Zeit fortwahrend Masse durch jeden
Bahnquerschnitt stromt, die Dichte in jedem Punkte der Bahn
sich unverindert erhilt. Wirde ein Ring des Saturn aus
einer homogenen Fliissigkeit oder einem homogenen Schwarme
fester Korperchen bestehen, so kionnte er bei passender Wahl
des Ringquerschnittes an den verschiedenen Stellen ein Beispiel
fir die in Rede stehende Bewegung liefern. AuBere Krifte -
kénnen die Bewegung beschleunigen oder die Exzentrizitit der
Bahn veriindern; es kann aber die Bahn auch durch sehr
langsame Vermehrung oder Verminderung der Masse des
Zentralkorpers verindert werden, wobei dann auf den beweg-
lichen Ring #duBere Arbeit iibertragen wird, da er bei Ver-
mehrung der Masse des Zentralkorpers im allgemeinen auf die
hinzukommende Masse nicht dieselbe Anziehung ausiibt, wie
auf die bei Verminderung hinwegzunehmende. Die diesem
ttheraus einfachen Beispiele entsprechenden Formeln erhilt

-1 Ein sehr allgemeines Beispiel monozyklischer Systeme bieten
widerstandslose elekirische Strome (vgl. Maxwell, Treatise on Electricity,
Axt. 579 u. 580, wo @ und y die Stelle des v. Helmholtzschen p, und p
vertreten).

) Wien. Ber. 63. 1871. (Diese Sammlung I. Nr. 19.)
% Cambridge Phil. Trans. 12, IIL 1879. (Vgl auch Wiedemanns
Beiblitter 5. S. 403 1881. Diese Sammlung IL Nr. 63.) .
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man aus den in meiner Abhandlung: , Bemerkungen iiber einige
Probleme der mechanischen Wirmetheorie“?) Abteilung 3 ent-
wickelten Formeln, indem man & = 0 setzt und unter m die
gesamte Masse des beweglichen Ringes versteht. (Dort ist
tbrigens aus Versehen die auf duBere Arbeit verwendete Wirme
mit verkehrtem Zeichen eingefiihrt.) Ich bezeichne immer mit @
die ganze potentielle Energie, mit Z die ganze lebendige Kraft
des Systems, mit d@ die auf direkte Steigerung der inneren
Bewegung gerichtete Arbeit, wobei ich wie Hr. v. Helmholtz
voraussetze, daB die #uBeren Krifte immer nur unendlich
wenig von solchen Werten verschieden sein sollen, welche die
augenblicklich vorhandene Bewegung stationir zu erhalten im-
stande sind. Sei dann a/#? die gesamte Anziehungskraft,
welche der Zentralkérper auf die Masse des Ringes ausiiben
wiirde, wenn dieselbe sich in der Distanz » davon befinde,
C eine unbestimmbare vollstindig konstante Grofe, so ist:

©=0C—2L, d@=—dL+25%% = Ldlog%;

es ist also Z integrierender Nenner von d@), der dazugehbrende’
Wert der Entropie § ist loga®?/Z und der dazugehsrige Wert
der charakteristischen Funktion ist:

K= @4 L—L§=0—1—Llog%.
Setzt man
T
2L—L—=q, —ﬁ:=s,

so wird d@ = ¢ds, wozu die charakteristische Funktion
H=@0+ L —qgs=0C-381L
gehort, und man sieht sofort, daB
oK) _ ok
da)n (W
" die auf VergroBerung von a hinstrebende Kraft ist, in dem
Sinne, daf 4de das Quantum der inneren Bewegung ist,

), =—4

!) Wien. Ber. 75. Diese Sammlung I. Nr. 89. Vgl. auch Clausius,
Pogg. Ann. 142. 8. 433; Math. Ann. von Clebsch 4. §. 282, 6. S. 890,
Nachricht. d. G6tt.  Gesellsch, Jahrg., 1871 u. 1872; Pogg. Ann 150.
8. 106 u. Ergéinzungsbd, 7. 8. 215.
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welches in Arbeit verwaundelt wird, wenn ¢ um da wichst.

Ebenso ist
0K _ _ g 0H) _
D7 P A W P

Die Analogie mit Hrn. v. Helmholtz’ monozyklischen
Systemen mit einer einzigen Geschwindigkeit ¢ ist also eine
vollstindige. Es hat auch /f¢d¢ den Charakter einer Koor-
dinate; denn

i=an 1/-2——%
q
ist die Umlaufszeit eines Massenteilchens (vgl. meine zitierte
Abhandlung). Sei ¢do die Masse auf dem Lingenelemente do
der Bahnkurve, d¢ die zur Durchlaufung von d ¢ erforderliche
Zeit, v die Geschwindigkeit daselbst, so muBl pv = ¢ auf der
ganzen Bahn konstant sein, damit sich die Dichte iiberall un-
verindert erhilt.

Da fowvdt, iiber die ganze Bahn erstreckt, die Gesamt-

masse m des Ringes darstellt, so ist
" 2m

Ziehen wir vom Zentralkdrper irgend eine Gerade ins
Unendliche, und bezeichnen mit y die Masse, welche bis zu
einem bestimmten Zeitmoment ¢ durch jene Gerade hindurch-
ging, so ist
i—“;— =gv, daher ¢= —172—5%%‘%

Denken wir uns nun irgend ein Massenteilchen des ganzen.
Ringes besonders hervorgehoben, so ist die Lage dieses Massen-
teilchens zur Zeit ¢ bestimmt, sobald die Werte ¢ und u zu
dieser Zeit und die Anfangsposition des Massenteilchens sowie
der Anfangswert von a bekannt sind, ohne daB man die Art
und Weise zu kennen braucht, wie sich die Bahn in der
Zwischenzeit geandert hat. Es konnen daher o und u als die
Koordinaten des betreffenden Massenteilchens aufgefaBt werden.
Dasselbe gilt natirlich auch fir jede andere Art von Zentral-
bewegung, sobald nur die Bahn eine geschlossene ist. Wird
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z. B. jedes Massenteilchen » mit einer Kraft va» /m gegen den
Zentralkorper gezogen, 80 wire

L*
» =1, d@:?(l]z—‘—lj7=//dlog—a—, —-2]/&, s=~—~

]/ 17

§ 2.

Die Anwendung des Namens monozyklisch auch auf diese
Bewegungsarten diirfte kaum ungerechtfertigt sein, da hier alle
Bedingungen, an welche Hr. v. Helmholtz diesen Namen
kniipft, erfiillt sind. DaB die lebendige Kraft nicht proportional
¢ ist, gerade als ob Parameter eliminiert wiren, dirfte wohl
damit zusammenhingen, daB @ nicht eine Raumabmessung im
eigentlichen Sinne des Wortes ist. Analoge Formeln werden
in einem noch allgemeineren Falle gelten. Die Krifte brauchen
keine Zentralkrifte zu sein, sondern sie kénnen durch beliebige
Funktionen der Koordinaten des von ihnen affizierten Massen-
teilchens dargestellt werden; nur muB eine Kraftfunktion
existieren, die Krafte miissen fir alle Massenteilchen der Ge-
samtmasse m dieselben Funktionen der Koordinaten sein, und
alle Massenteilchen miissen kongruente geschlossene Bahnen
beschreiben.

Legt man dann durch den Schwerpunkt der Gesamt-
masse m eine beliebige Ebene von unverdnderlicher Richtung
und bezeichnet mit u die wahrend einer beliebigen Zeit ¢ durch
jene Ebene hindurchgegangene Masse, so hat man zu setzen:

Ps =W, @5 = 'd““i

Die Bedingung der Bewegung in geschlossener Bahn ist
immer erfillt, wenn sich alle Massenteilchen in Geraden be-
wegen (ob in einer einzigen oder in beliebig vielen parallelen
Geraden ist dabei gleichgiiltig). Sei dann u die withrend einer
beliebigen Zeit ¢ im ersteren Fall durch den Schwerpunkt der
-Gesamtmasse m, im letzteren Falle durch eine den Schwer-
punkt enthaltende auf den Bahnen senkrechte Ebene gegangene
Masse, so sei wieder

Po =W, I = 5=

wobei ¢ die Zeit ist, die ein Massenteilchen zu einem ganzen
Hin- und Hergang auf der Geraden braucht. Heben wir jenen
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Massenpunkt aus der ganzen Masse m hervor, welcher sich zu
Anfang der Zeit in deren Schwerpunkt (resp. der oben definierten
Ebene) befand. Kennt man zu einer beliebigen Zeit ¢ den
Wert von py und das Wirkungsgesetz der Kriifte, so ist dadurch -
bestimmt, wo sich der hervorgehobene Massenpunkt zur frag-
lichen Zeit befindet, ohne da man die Zwischenzustinde des
Systems zu kennen braucht. Zur Zeit ¢ sei « die Distanz
eines Massenpunktes vom Schwerpunkte der Gesamtmasse
(resp. jener Ebene), v dessen Geschwindigkeit, /' (z) die auf die
Masseneinheit wirkende Kraft, welche 2 zu verkleinern strebt,
s0 ist:

v =20 —2/(), 2_.2‘[1_/9__‘1.‘1’_27
a —

wobei 2, und z, die extremsten Werte des z sind. Die
lebendige Kraft der ganzen Masse ist:

b/ =i;f1/52{—2/'dx.

Die potentielle Energie ist

2 m %_ fdm
B ]/ 20 —2 f
hierbei ist
f= f(a'):

a ist eine Konstante.

Man hat daher:
H=®—-IL=ma~21L.

Hierbei gelten « sowie die Form der Funktion f als die

langsam verdnderlichen Grofen. Betrachten wir letztere als
konstant und schreiben die obige Gleichung in der Form

z'II=mz'a—2mf]/2a——_2_fa’a:,

so liefert deren Differentiation:

0 H B
H-[-ZT ma+mz—— fl/za—2f
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oder mit Ritcksicht auf den fur ¢ ggfundenen Ausdruck
L LOH '
H+ i =ma;

- nach Hrn. v. Helmholtz ist statt i die Variable ¢g=m/¢
einzufiihren, was liefert
oH mea—H _ 2L _ 2¢L
=== T T om
Hieraus folgt endlich:

iQ=gds=2dil)=2L-dlog(iL).

Dies stimmt genau mit dem, was Hr. Clausius fiir einen
etwas spezielleren Fall auf ganz anderem Wege erhielt. (Vgl.
dessen Abhandlung in den Berl. Ber. vom 19. Juni 1884)) Bei
richtiger den v. Helmholtzschen Annahmen entsprechender
Wabl der Koordinaten sind daher die Formeln des Hrn.
v. Helmholtz auch auf diesen Fall vollkommen anwendbar.
Zum Zwecke des Uberganges zu anderen Gattungen von
Systemen will ich die Allgemeinheit wieder bedeutend be-
schrinken und folgenden Spezialfall des Vorigen betrachten.

Ein homogener, iiberall gleich dichter Strom bewege sich
mit der Geschwindigkeit v auf einer horizontalen Geraden von
der Lange a zwischen zwel vertikalen Winden, so daB immer
dessen halbe Masse m /2 in der einen und die gleiche in der
entgegengesetzten Richtung strdmt. Die Massenteilchen sollen
weder aufeinander Krafte ausitben, noch duferen Kriften unter-
worfen sein, mit Ausnahme derjenigen, welche die Arbeit d @
leisten. Von den vertikalen Winden sollen sie gleich elastischen
Kugeln abprallen. Dieses System ist strenge monozyklisch.
Man hat: ‘

2
9;7,:, }I=_2aq, dQ=mvdv+mvz-%‘—t—=(jdg?

dHY
S—"(aq)a’

~ (0 H[0a), ist der Druck auf die vertikale Wand.

Wir modifizieren das vorige Beispiel dahin, daf eine
Masse m gleichformig in einem parallelepipedischen GefiBe
von den Seiten a, 3, ¢ verteilt ist. Jedes Massenteilchen soll
sich, ohne von den anderen oder von #ufleren Kriften influenziert

wobel
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&

zu werden (wieder mit Ausnahme der die Arbeit dQ er-
zeugenden), mit der Geschwindigkeit » in einer Geraden be-
wegen, welche auf der Seite ¢ senkrecht steht und mit der
Seite @ den Winkel ® einschlieBt (fir die eine Hilfte der
Massenteilchen -+ ®, fiir die andere — D). Betrachten wir

a, b und v als veriinderlich, so ist:
©=0, L=—1="2%,

dQ. _mudv+m02(sm2‘b da + cos:® ‘Z.Ii)

die Gleichungen nehmen daher genau die Form der v. Helm-
holtzschen an, wenn man ¢ und 4 als Parameter p, withlt und

v
9= (65175_17665‘35 )

dH ) und ' JH
( da - (_B—b_)
sind die Drucke in den R1chtungen e und 4; d @ ist gleich ¢ ds,

wobei
§ = — (é‘.H_)
- dq Jab

Dagegen wire die lebendige Kraft nicht mehr integrierender
Nenner von d€, wenn man auch solche duBeren Krifte zu-
lieBe, welche den Winkel ® langsam und fir alle Massenpunkte
gleichmiiBig veriindern.

Wiwrde die Masse m mit der konstanten Geschwindigkeit »
nach allen moglichen Richtungen des Raumes in einem Ge-
fiBe vom Volumen w stromen, so hitte man zu setzen:

setat.

v
q =17 Pa=1W,
u:/“

und die Gleichungen wiirden wieder genau die v. Helmholtz-
sche Form annehmen. Allein in allen diesen Fallen hat fg¢d¢
nicht mehr den Charakter einer Koordinate, da die Bewegung
keine nach einer endlichen Zeit in sich zuriicklaufende ist.
Ich méchte mir erlauben, Systeme, deren Bewegung in diesem
Sinne stationdr ist, als monodische oder kiirzer als Monoden
zu bezeichnen.)) Sie sollen dadurch charakterisiert sein, daf

) Mit dem Namen stationir wurde von Hrn. Clausius jede Be-
wegung bezeichnet, wobei Koordinaten und Geschwindigkeiten immer’
zwischen endlichen Grenzen ecingeschlossen bleiben.

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIT. 9
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die in jedem Punkte derselben herrschende Bewegung wun-
verandert fortdauvert, also nicht Funktion der Zeit ist, solange
die #uBeren Krafte unverindert bleiben, und daf auch in
keinem Punkte und keiner Fliche derselben Masse oder
lebendige Kraft oder sonst ein Agens ein- oder austritt. Ist
die lebendige Kraft integrierender Nenner des Differentiales d @),
der auf direkte Steigerung der inneren Bewegung gerichteten
Arbeit, so will ich sie als Orthoden bezeichnen. Fiir alle
Orthoden gelten Gleichungen, welche denen der mechanischen
Wirmetheorie vollkommen analog sind.

Sei d@ das Differential der auf direkte Steigerung der
inneren Bewegung der Orthode gerichteten Arbeit oder der
einem warmen Korper zugefithrten Wirme. Wir nehmen an,
daB Z ein integrierender Nenner von d@ ist; fir warme Korper
ist dies erfiillt, wenn die Temperatur der lebendigen Kraft
der Bewegung proportional ist. p seien beliebige Parameter.
Wir setzen:

dQ=d® +dl + S Pdp = 2Ldlogs.

Sei dann ¢ ein heliebiger anderer integrierender Nenner
von d@ und d@ = ¢dS§, so besitzt nach Hrn. Gibbs?) auch
® + L — ¢8 die Eigenschaften der' Massieuschen charakte-
ristischen Funktion. Setzen wir ¢ =2L/s, so wird

d@Q = qds,
und der dazugehorige Wert der charakteristischen Funktion ist
H=®— I, genau wie es Hr. v. Helmholtz fir monozyklische
Systeme fand. (Vgl. L c. S.173) Nur ist jetzt S¢d¢ im all-
gemeinen nicht mehr eine Koordinate. Fiir ¢ = 2Z/s* wird
H=®+4 Ln—2)n fir n=2 also I/ = &.

Ich erwdhne hier noch beiliufig, daB der angefiihrte
Gibbssche Satz in gewissen singularen Fillen illusorisch
werden kann, wenn nimlich ¢ bloB Funktion der Parameter p
ist. Es ist dann nicht moglich, nebst den p noch ¢ als in-
dependente Variable einzufithren. So ist fir Gase nach Hrn.
v. Helmholtz’s Bezeichnung (I c. S. 170):

dQ=Jydd +J(c— 5?2 = I d(ﬁ-va) .

ey
4

v

!) Transact. of the Conn. Acad. III, §. 108, 1875.
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Setzt man
o=y

S§=3v7 B

&

q= o=y ?
1; 7
so wird

H=Jy& —g8=0,

ist also als charakteristische Funktion unbrauchbar. Dasselbe
tritt in dem am Schlusse des § 1 angefiihrten Beispiele fir
den dort mit ¢ bezeichneten integrierenden Nenner ein.

§ 3.

Nach diesen einleitenden Beispielen will ich zu einem
sehr allgemeinen Kalle iibergehen. Sei ein beliebiges System
gegeben, dessen Zustand durch beliebige Koordinaten p, p, ...p :
charakterisiert sei; die dazu gehtrigen Momente seien 7, TyeuiTy
Wir wollen sie kurz die Koordinaten p, nnd die Momente r,
nennen. Dasselbe sei beliebigen inneren und #uBeren Kriiften
ausgesetzt; erstere seien konservativ. 1 sei die lebendige
Kraft, y die potentielle Energie des Systems. Dann ist also
» eine Funktion der p,;, v eine homogene Funktion zweitert
Grades der ry, deren Koeffizienten ebenfalls die p, enthalten.
kénnen. Die willkiirliche zu y hinzutretende Konstante wollen
wir so bestimmen, daB y etwa fiir unendliche Entfernung aller
Massenteilchen des Systems oder sonst fiir eine der Variation
unfihige Position verschwindet. Wir machen nicht die be-
schrinkende Annahme, daB gewisse Koordinaten des Systems
gezwungen sind, bestimmte Werte zu behalten, kénnen daher
auch die Verinderung der #4uBeren Krifte nicht dadurch
charakterisieren, daB gewisse bei Konstanz der duBeren Krifte
konstante Parameter ihre Werte langsam verindern. Der
langsamen Verinderlichkeit der HuBeren Krifte soll vielmehr
dadurch Rechnung getragen werden, daB y allméhlich eine
andere Funktion der Koordinaten p, wird, oder daf sich ge-
wisse in y vorkommende Konstanten, deren eine p, heiBen
soll, langsam veréindern. ’

1. Fall. Wir denken uns nun sehr viele N genau gleich
beschaffene derartige Systeme vorhanden; jedes System von

jedem anderen vollig unabhingig. Die Anzahl aller dieser
9*
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Systeme, fir welche die Koordinaten und Momente zwischen
den Grenzen ,

p uwnd p +dp, p, uwnd p,+Ip, ...7, und r 4 dr,
liegen, soll sein:

Adodz

= Ne—hlx+v) V -
aw ¢ _/fe—h(""'””]/zldodr ’

wobei .
do = A='kdp;dp,...dp, dz=drydry...dr,

ist. (Uber die Bedeutung von A siche Maxwell L c. S. 556.)

Die Integrale sind iiber alle moglichen Werte der Ko-
ordinaten und Momente zu erstrecken. Der Inbegriff aller
dieser Systeme bildet eine Monode im frither definierten Sinne
(vgl. hieriiber namentlich Maxwell L ¢.), und ich will die so
definierte Gattung von Monoden mit dem Namen Holoden be-
zeichnen. Jedes der Systeme nenne ich ein Element der
Holode. Die gesamte lebendige Kraft der Holode ist:

A‘f
L=3L.
Deren potentielle Energie @ ist gleich dem N-fachen Mittel-
werte 7 des yz, es ist also:
Sre M dg
=2 J e_h" do

Die Koordinaten p; unterscheiden sich dadurch von den
v. Helmholtzschen ps, daB sie in der lebendigen Kraft
und der potentiellen Energie y eines Hlements vorkommen.
Die Bewegungsintensitit der ganzen Krgode, also sowohl Z
“als auch @ sind nur von 2 und den p, abhingig, wie hei
Hrn. v. Helmholtz von ¢y und p,.

Die auf direkte Steigerung der inneren Bewegung ge-
richtete Arbeit ist:

Soye M go
0Q=0D+dL—N T gy

(vgl. hiertiber meine Abhandlung ,Analytischer Beweis des
zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wirmetheorie aus den
Sitzen iiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft«!) und
Maxwell L c) Der Betrag der inneren Bewegung, welcher

’) ‘Wien. Ber. 63,1871, meel(17) (Diese Samm]ung Bd. I. Nr. . 20.)
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aus duberer Arbeitsleistung entsteht, sobald der Parameter p,

um Jp, wichst, ist also — Pdp,, wobei

N Sr e"tgg
— P ap®
SJe~tigg

Die lebendige Kraft I ist integrierender Nenner von oQ;
alle Holoden sind daher orthodisch, und es miissen folglich
auch die itbrigen wirmetheoretischen Analogien bestehen. In

der Tat, setzt man: ‘
1 1

) )
s‘=%(fe—hxda> ed = %(fe-_hzd()') e‘zL’
3

g ==, K=®+4+ L ~2Llogs, /=01,
so wird

d@Q =2Ldlogs=qds, (_g%) = (g_f_) =—P,
a/n a/q

oK dH
('57{)=-2l°gs’ (—a—g—-) =—3s.

2. Fall. Es sollen wieder sehr viele (V) Systeme von der
zu Anfang dieses Paragraphen geschilderten Beschaffenheit vor-
handen sein; allein fiir alle derselben sollen die Gleichungen

PrL=0 P=ay, e Pp=0,
erfilllt sein. Diese (leichungen miissen also jedenfalls Inte-
grale der Bewegungsgleichungen eines Systems sein. Es konnen
aber auch noch andere Integrale vorhanden sein. dXN sei die
Zahl der Systeme, fir welche die Koordinaten und Momente
zwischen den Grenzen. p, und p, 4 dp,, p, und p,+ dp,,
. v, und r + dr liegen. Natiirlich fehlen hier die Diffe-
rentiale derJenlgen Koordinaten -oder Momente, welche durch
die Gleichungen ¢, = a, ... bestimmt gedacht werden. Diese
fehlenden Koordinaten oder Momente sollen p, pg ... 7,
heiBen; ihre Anzahl sei gleich & Wenn dann
Ndp, dps...dr,
o9 O O
AN = 2% G e Ty

2l
dp,dpy...dry o
2:‘: a‘Px . a(pi . a(pk

apc ap d a 7’/
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ist, so wollen wir den Inbegriff aller N Systeme als eine
Monode bezeichnen, welche durch die Gleichungen ¢, =a, ...
beschréinkt ist. Die GroBen « konnen entweder ganz konstant
sein oder zu den langsam verinderlichen Gréfen gehdren. Die
Funktionen ¢ werden im allgemeinen durch die Veréinderlich-
keit der p, immer langsam ihre Form #ndern. Jedes einzelne
System heifit wieder ein Element. Monoden, welche nur durch
die Gleichung der lebendigen Kraft beschriinkt sind, will ich
als Ergoden, solche, welche auBer dieser Gleichung auch noch
durch andere beschriinkt sind, als Subergoden bezeichnen.
Ergoden sind dadurch definiert, daf

Ndp,dpy .. .dpgdry...dry_,
9y

a7y

.. LA apy ... dry_y
' 9y

dry
ist. Fiir Ergoden existiert also nur ein ¢, welches gleich der
fir alle Systeme gleichen und wihrend der Bewegung jedes
Systems konstanten Energie eines Systems y + = (®+ L)/ N
ist. Setzen wir wieder 4—’kdp, dp,...dp, = da, so ist (vgl.
meine und Maxwells zuletzt zitierte Abhandlung):

g 4 9
fxv,uz do fguzdo

1 . R
/@U do f"f’~ do
-—,g,-ﬂl' %—1
dww® do | ftj;(yl“ du

0Q=N— ' S+ L)—N

41 ]
f‘/’ do ‘/"‘IJ* " do

L ist wieder integrierender Faktor von ¢, die dazu ge-
hérende Entropie ist log (/9% ds)%, wihrend auch §Q = ¢ds
wird, wenn ‘

dN =

E

ol

1
g

g %,
s=(f1p—5drf), g.—.-“%@_
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gesetzt wird. Zur letzteren Entropie gehort wieder die charak-
teristische Funktion @ — Z. Die #uBere Kraft in der Rich-
tung des Parameters p, ist in einem Systeme

= g
)
f 2 do

Aus der unendlichen Mannigfaltigkeit der Subergoden
fithre ich diejenigen an, bei denen fir alle Systeme nicht nur
die in der Gleichung der lebendigen Kraft, sondern auch die
in den drei Flichengleichungen vorkommenden Konstanten die
gleichen Werte haben. Ich will sie Planoden nennen. Einige
ibrer Eigenschaften entwickelte Maxwell 1 ¢.. Ich erwihne
hier nur, daB sie im allgemeinen nicht mehr orthodisch sind.

Der Zustand eines Elementes einer Ergode ist durch ge-
wisse Parameter p, bestimmt. Sobald jedes Element der
Ergode ein Aggregat materieller Punkte ist und die Zahl der
Parameter p; kleiner ist als die Zahl aller rechtwinkligen
Koordinaten aller materiellen Punkte eines Elementes, so wird
es immer gewisse Funktionen dieser rechtwinkligen Koordi-
naten geben, welche wihrend der gesamten Bewegung konstant
bleiben, und die vorhergehenden Entwicklungen setzen voraus,
daB diese Funktionen auch wihrend der Zu- und Abfuhr der
lebendigen Kraft konstant bleiben. Wirde man aufler der
Verinderlichkeit der in der Kraftfunktion vorkommenden Para-
meter auch noch eine langsame Veréinderlichkeit dieser Funk-
tionen, welche dann die Rolle der v. Helmholtzschen p,
spielen wiirden, und welche hier gerade so wie die besagten
Parameter mit p, bezeichnet werden sollen, zulassen, so wiirde
man zu Gleichungen gelangen, welche sowohl meine fritheren
als auch die v. Helmholtzschen Entwicklungen umfassen.
Hiertiber mogen hier noch einige Bemerkungen Platz finden.

Die Formeln, welche auf die Formel (18) meiner Ab-
handlung ,,Analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes der
mechanischen Warmetheorie aus den Sitzen fiber das Gleich-
gewicht der lebendigen Kraft® folgen, sind daselbst nicht.in
ihrer vollen Allgemeinheit entwickelt, indem dort erstens nur
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von einem Systeme die Rede ist, welches fiir sich allein alle
moglichen mit dem Prinzipe der lebendigen Kraft vereinbaren
Zustinde durchliuft und zweitens bloB von gewéhnlichen recht-
winkeligen Koordinaten Gebrauch gemacht wird; doch sieht
man ohne weiteres nach dem von Maxwell in dessen hier
schon oft zitierten Abhandlung ,,on Boltzmanns theorem usw.¢
Gesagten, daf diese Formeln auch fiir beliebige durch beliebige
generalisierte Koordinaten bestimmte Ergoden gelten miissen.
Sind dieselben fiir ein Element einer Ergode wieder p,, p,,...p,,
so erhilt man: ‘

1 %_1 .
an A~ hy? dp . dp,
N T ’

1 ‘ i—l
ff...d"/2w2 dpy ... dp,

wobei IV die Gesamtzahl der Systeme. der Ergode, d % die Zahl
derjenigen Systeme ist, deren Koordinaten zwischen den Grenzen
p, wnd p,+dp, p, und p, + dp,, ..p, und p + dp, ein-
geschlossen sind. 1 ist die hierbei in Form von Geschwindig-
keit in einem Systeme vorhandene lebendige Kraft. Die neunte
3],11 der zitierten Stelle auf Formel (18) folgende Formel lautet
dort : :

81
2log f y? do + const.
Diese Formel liefert, da die daselbst vorkommenden GréBen 2
und 7' die Werte ¢/3 und 34/g haben und dort 6Q das einem
einzigen Systeme zugefiihrte Wirmedifferential ist:

5Q =

“olog ... 4= W dp, - dp,

g
o N 6[]...4“'/31p2dp1...dp,,

g 9.1
~Yz 0,2
ff" L4 dpy...dp,

0@ ist hier die der gesamten Ergode zugefihrte Wirme in
ArbeitsmaB. L = Ny ist die gesamte lebendige Kraft der
Ergode. Es ist hierbei gleichgiiltig, ob man sich die Kraft-
funktion direkt als veriinderlich denkt, oder ob man annimmt,
es giibe auBer den Koordinaten Pg noch andere Koordinaten p,,

’
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welche bei unverinderlichem Zustande der Ergode konstant
sind, sich aber langsam veriindern, sobald sich dieser Zustand
verindert, was natiirlich im allgemeinen auch mit einer Ver-
anderung des Wertes der Kraftfunktion fiir gegebene Werte
von p, verbunden ist. Um dies cinzusehen, ist es gut, sich
die py so gewihlt zu denken, daB ihre Grenzen durch die
Verinderung der p, nicht direkt, sondern hochstens durch die
damit verbundene Veriinderung der Kraftfunktion beeinfluft
werden. Den ausfiihrlichen Beweis werde ich in einer spiteren
Abhandlung mitteilen. Fir den Satz selbst ist es vollkommen
gleichgiiltig, von welchen Koordinaten man Gebrauch macht,
Hrn, v. Helmholtz’ monozyklische Systeme mit einer Ge-
schwindigkeit sind nichts anderes, als Ergoden mit einer
einzigen rasch veriinderlichen Koordinate, welche p, heifien
soll, da sie nicht wie das v. Helmholtzsche p, der Bedingung
unterworfen ist, daB ihre Ableitung nach der Zeit sehr lang-
sam verinderlich ist. Is wird daher die obige Formel ebenso-
wohl fiir monozyklische Systeme mit einer einzigen Geschwindig-
keit, als fiilr warme Korper gelten, und dadurch scheint mir
die von Hrn. v. Helmholtz entdeckte Analogie zwischen
Rotationsbewegungen und idealen Gasen (vgl. Crelles Journal 97,
S. 128; Bexl. Ber. S. 170) erklirt zu sein. Wenn ein einziges
System vorhanden ist, dessen rasch veriinderliche Variabeln
bereits alle mit der Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren
Wertekombinationen durchlaufen (Isomonode), so ist N =1,
= L. Fir einen rotierenden festen Korper ist g = 1; setzen
wir p gleich dem Positionswinkel % und @ = d¥/d¢, so wird

PE

5 r=Tn;

|

; T
Y = 1= 5 = T

=~

daher 4 = 1/7, da immer 4 = gty iy iy - - - ist, wenn ./ die Form

Pt Uy e .
2
hat. 7' ist das Trigheitsmoment; [/ ...dp, dp, ... reduziert
sich auf /dp = 2n und kann weggelassen werden, so daB die
obige allgemeine Formel liefert 0@ = L dlog(7.L). Wenn eine
einzelne Masse m in der Distanz ¢ von der Achse rotiert,
kann man p gleich dem Wege s der Masse setzen; dann wird
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v? 72 1
n , r=mv, Ad=-—-
2 m

ff dpla"pz...-efdps?vrg,

wobei v = ds/dt ist; daher-liefert die obige allgemeine Formel
0Q = Ldlog(mLg?*. Fir ein ideales Gas mit einatomigen
Molekiilen ist wieder N =1, ¥ = L; p, p,...p, sind die recht-
winkligen Koordinaten a7, ...z, der Molekiile, daher g = 3n,
wenn n die Gtesamtzahl der Gasmolekiile, » das Volumen des
Gases ist. . ff...dp, dp,... hat also den Wert », A ist kon-
stant, solange die Massen der Molekiile konstant sind; daher
liefert die obige allgemeine Formel 8@ = L dlog(L-v"h), was
wieder genau der richtige Wert ist, da in diesem Falle das
Verhaltnis der Warmekapazititen § ist. Stromt eine Fliissig-
keitsmasse /M von der Dichte ¢ in einem in sich zuriicklaufen-
den Kanale von im allgemeinen verinderlichem Querschnitte w,
so sind zwei Auffassungen moglich. 1. Jedes einzelne Fliissig-
keitsteilchen ist ein System der Ergode, die ganze Fliissigkeit
ist die Ergode selbst. Wir setzen p = x, gleich dem Wege
. des Fliissigkeitsteilchens, dessen Masse u heiBe, dann ist g =1,
& gleich der Gesamtzahl der Flissigkeitsteilchen,

uu* 1
W= A;7, ¢ wu = g = const.,

"y

und die allgememe Formel liefert, da w konstant ist:

0Q = 2])510gfudx =f()cou2dx f/'uddw = ¢d|udz,
2. D1e gesamte Fliissigkeitsmasse ist ein System der Ergode,
welche tberhaupt nur dieses eine System besitzt (isodisch ist).
Dann muB p so gewshlt werden, daB dp/d¢ nicht rasch ver-
anderlich ist. Setzen wir mit Hrn. v. Helmholtz

HF = 9= o0u,
50 wird
_ijﬁw__ 7 po 0L _  [de
2Jow 2 _(Lai’ q q 0w’
0w
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und die. allgemeine Formel liefert

9@ = 2L 0log|/ JJ-I%%-M: 2L510ggf§g—; 210log (udz.

Hier ist wie bei Hrn. v. Helmholtz o der Querschnitt, da-
ein Liangenelement des Kanals, u die Strémungsgeschwindig-
keit. Fir Zentralbewegungen konnten wir unter p; den Polar-
winkel & von einem innerhalb der Bahn liegenden Punkte aus
gezdhlt, unter p,(0 ) = const. die Gleichung der als eben
vorausgesetzten Bahn verstehen. Die vorhergehende allgemeine
~Formel fiir 6@ hefert dann wenn m konstant ist
27
qu o dd %A m d&d(@’“‘m)‘

3@ = slog[Pwdr = S,
Jo f’”

worin & der Variation nicht fahig ist; w ist gleich d&/dt
m ist die Gesamtmasse der Ergode. D1e zitierte allgemeine
Formel fiir §Q gilt iibrigens auch, wenn man unter p, den
Weg s versteht, und zwar fiir ebene und nicht ebene Bahnen.
Dann wird, wenn man ds/d¢ = v setzt,

vds,

v

wobei der erste Faktor die von Hrn. v. Helmholtz mit ¢,
der auf das Zeichen J folgende Ausdruck die von Hrn. v. Helm-
holtz mit s; bezeichnete Grofe ist. Da wir hier wieder das
im Prinzip der kleinsten Wirkung erscheinende Integral fvds
haben, von dem ich schon im Jahre 18667 ausging, so tritt
wohl am besten der innere Zusammenhang aller dieser Unter-
suchungen zutage. Variiert man das Integral wirklich, so
licfert fdvds die auf direkte Steigerung der lebendigen Kraft
der Bewegung, /vdds aber die auf Arbeitsleistung verwendete
Wirmemenge. In der Tat, wenn 2 der Kriimmungsradius der
Bahn, §R die Verschiebung des Elements ds in der Richtung &
ist, so ist bei passender Art der Variation dds = dRds|R.
Die auf ds vorhandene Masse ist

1) Wien. Ber. 53, 8. Februar 1866. (Diese Sammlung I, Nr. 2.
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dm = pvdt=—— =~

und deren Arbeit gegen die Zentripetalkraft ist
?*dm ol modsdE modds .
R T 4R T [ds

?

Fiir den Fall, daB sich die Masse m ergodisch auf einer Flache
bewegt, ist ¢ = 2. Dann ist also ein endliches Flichenstiick
ganz mit Massenteilchen bedeckt, und die Dichte bleibt an
jeder Stelle konstant. Die Masse dm, welche gich auf einem
TFlachenelemente do befindet, ist proportional der in Gleichung (24)
meiner Abhandlung ,Einige Sitze itber Wirmegleichgewicht«
bestimmten GroBe dt,, also gleich mdo [ /do. Ferner ist
0Q = 2}’;0 § [v?do,

wobei wieder fdo 0 (v?) die auf Steigerung der lebendigen Kraft,
Sv2ddo aber die auf Uberwindung der Zentripetalkrifte auf-
gewendete Warme ist. Hiervon tberzeugt man sich leicht
durch wirkliche Ausrechnung jener Zentripetalkrifte, wobei zu
beriicksichtigen ist, daB in der Ergode fiir jeden Punkt der
Fliche jede Geschwindighkeitsrichtung gleich wahrscheinlich ist.
Die hjer immer verwendete allgemeine Formel gilt natiirlich
auch fiir zusammengesetzte monozyklische und polyzyklische
Systeme, sobald dieselben ergodisch sind, doch scheue ich mich,
die Zahl der speziellen Beispiele noch weiter zu vermehren.

§4. .

Auch die zusammengesetzten monozyklischen Systeme sind
Ergoden mit einer einzigen rasch veréinderlichen GiriBe, sobald
die Fesselung durch n — 1 Gleichungen zwischen den GrdBen p,
und ps bewirkt ist. Dann bleibt auch nur eine einzige rasch
verinderliche GroBe iibrig, und da dieselbe alle mdglichen mit
der Gleichung der lebendigen Xraft und den Fesselungs-
gleichungen vereinbaren Werte durchlauft, so haben wir wieder
eine Ergode mit einer einzigen rasch veriinderlichen Grofe;
denn die in den Fesselungsgleichungen vorkommenden Para-
meter sind zu den langsam verinderlichen GrdéBen zu rechnen,
welche bei allen Phasen der rasch verinderlichen GriBe als
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konstant zu betrachten sind. In allen diesen Fillen muB
daher auch die lebendige Kraft integrierender Nenner sein,
und es herrscht die vollstindigste Uberemstlmmung zwischen
meinen Gleichungen und denen des Hrn. v. Helmholtz. Das-
selbe gilt auch noch, wenn unter den Fesselungsgleichungen
lineare Gleichungen mit konstanten (auch nicht langsam ver-
tnderlichen) Koeffizienten zwischen den ¢; vorkommen, wie sie
etwa erforderlich whren, um die Funktion von Zahnridern
auszudriicken, bei denen die Zahl der Zihne eine endliche ist.
Bei Fliissigkeitsstromungen wiirden solche Gleichungen durch
Schaufelrider bedingt, deren Umdrehungsgeschwindigkeit ledig-
lich proportional dem Flissigkeitsquantum ist, das durch jeden
Querschnitt geht. Beispiele solcher Schaufelrider finden sich
in den Gasuhren zur Messung der Quantitit des verbrauchten
Lieuchtgases. Wenn dagegen die Koeffizienten der Gleichungen
zwischen den ¢; langsam verinderlich sind, wié es bei Ver-
bindung durch Friktionsrollen, Schniiren ohne Ende, Wasser-
ridern, die durch den Mittelswiderstand. getrieben werden usw.,
kurz bei allen Energie verzehrenden Kriften vorkommen kann,
selbst wenn im speziellen Falle die verzehrte Energie un-
endlich klein hherer Ordnung ist, so sind die durch Integration
dieser Qleichungen gewinnbaren Relationen im allgemeinen
nicht mehr geeignet, das letzte py auf einen einzigen oder eine
endliche Anzahl von Werten zu beschrinken, sobald alle andern
po und p; gegeben sind, sondern es kann vorkommen, daB
dieses letzte p, wenn alle andern gegeben sind, noch eine un-
endliche Zahl kontinuierlich ineinander tbergehender Werte
annehmen kann. Dann verliert also das System seine ergodische
Eigenschaft, urid die lebendige Kraft ist im allgemeinen nicht
mehr integrierender Nenner, ja ein integrierender Nenner von
dQ braucht dann iberhaupt nicht mehr zu existieren, wie ich
bereits im Anzeiger der Wiener Akademie vom 9. Oktober 1884
bemerkte; in diesem Falle konnen die verinderlichen Koeffi-
zienten der Fesselungsgleichungen entweder Funktionen der
schon frither eingefithrten p, sein, oder es kdnnen neue in-
dependente, langsam veréinderliche Grofen hinzutreten, welche
die langsame Verinderlichkeit der Fesselungsbedingungen aus-
dritcken und dann, wie mir scheint, ohne Bedenken und ohne
weitere Unterscheidung den alten p, beigezahlt werden kénnen.
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Dies ist der einzige Fall, in welchem ich mit den Ent-
wicklungen des' Hrn. v. Helmholtz, wenn ich dieselben iiber-
haupt hierin richtig verstanden habe, in Widerspruch stehe,
da letzterer in Crelles Journal 97. S. 183 sagt: ,Solange nur
solche (nimlich rein  kinematische) Verbindungen -eingefithrt
werden, bleibt die lebendige Kraft einer der integrierenden
Nenner des Systems. Herr v. Helmholtz findet dieses
Resultat, indem er L c. S.125 (vgl. auch ebenda S. 117) voraus-
setzt, daB die Gleichung d@ = 0 ein Integral von der Form
o = const. haben muB, worin ¢ eine Funktion der in 4@ vor-
kommenden independenten Veriinderlichen p, und z ist.” Allein
diese Voraussetzung scheint mir nicht immer zuldssig zu sein;
vielmehr scheint mir die von Hrn. v. Helmholtz L e. S. 120
angegebene Gleichung (6%) gerade die Bedingung anzugeben,
daB dQ tberhaupt integrierende Faktoren besitzt; wenn dann
die daselbst vorkommende Funktion # eine homogene Funktion
der s; ist, so ist unter den integrierenden Faktoren die rezi-
proke lebendige Kraft. Dennindem man statt o eine passende
Funktion von ¢ wihlt, kann der Grad der Funktion Z immer
gleich Eins gemacht werden. Fiir den einfachsten Fall, daf
die Fesselungsfunktion 7 linear mit konstanten Koeffizienten
ist, kann man immer annehmen, daf letztere ein, wenn-auch
noch so kleines gemeinsames MafB haben, wodurch das System
ergodisch wird. Ist dagegen " eine kompliziertere homogene
Funktion, so erhilt man aus den v. Helmholtzschen Gleichungen
orthodische Systeme, auf welche meine Gleichungen nicht mehr
passen; freilich sind alle diese Systeme, soweit ich sehe, an
mechanisch ziemlich unnatiirliche Bedingungen gekniipft. Auch
diirften nicht ohne weiteres alle Parameter veriinderlich sein.
Dagegen sind hinwiederum meine Gleichungen nicht darauf
beschrankt, daB die Ableitungen aller rasch verinderlichen
GroBen nach der Zeit Funktionen einer einzigen Variabeln
sind. In meinen Gleichungen konnen vielmehr heliebig viele
independente Ableitungen ¢, rasch verinderlicher GroBen p,
vorkommen. Die ¢, konnen selbst wieder rasch veriinderlich
sein; nur die mittlere lebendige Kraft ist durch eine einzige
Variable, die Temperatur, bestimmt. Es sind also die idealen
Gase und jene Gattungen von Monoden, von denen schon
Maxwell 1. c. nachwies, daB sie wahrscheinlich den in der



78. Uber die Eigenschaften monozyklischer Systeme. 143

Natur vorkommenden festen und tropfbar fliissigen Kdérpern
entsprechen, meinen Formeln als spezielle Falle untergeordnet.

Es ertibrigt noch zu zeigen, daB dieser theoretisch mog-
liche Fall, daB die Gleichung d@ = 0 keinen integrierenden
Faktor besitzt, auch an Beispielen wirklich realisierbar ist.
Um mdglichst klar zu sein, will ich da ein ganz spezielles,
tunlichst einfaches Beispiel anfiihren, welches ganz in der von
Hrn, v. Helmholtz selbst angedeuteten Weise gebildet ist.
Eine feste vertikale Achse 4 B (Fig. 1) trage einen horizontalen

x5
[

Querarm, an dem eine Masse m verschiebbar ist, genau so,
wie es an den Zentrifugalmaschinen fiir Schulzwecke vorkommt;
eine an der Masse m befestigte elastische Feder P, deren
anderer Endpunkt mit der Schraube s am Querarm beliebig
verstellt werden kann, leiste der Zentrifugalkraft das Gleich-
gewicht. An ihrer Stelle konnte auch eine an der Masse be-
festigte Schnur treten, welche die als hohl gedachte Achse
durchsetzte und unten durch Gewichte mehr oder minder be-
lastet wiirde, wie es in Fig. 2 angedeutet ist; nur wire dann
das Gleichgewicht der Masse m labil. - In derselben Weise
triigt die Achse CD eine mit der Feder I7 versehene Masse p.
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Die Verstellung geschieht durch die Schraube 5. Die Ent-
fernungen der beiden Massen = und u von ihren beziiglichen
Umdrehungsachsen sollen » und o heillen. Die Umlaunfs-
geschwindigkeiten beider Achsen sollen in folgender Weise
untereinander in Beziehung gebracht sein. Die Achse 4B
x trigt ein horizontales Zahnrad
R ; E vom Radius 1, welches in
~ ein gleich grofles, vertikales
eingreift; die Achse CD trigt
eine horizontale Friktionsscheibe
H vom Radius 1, welche sich
an einer vertikalen Scheibe @
reibt; letztere ist an derselben
Achse wie F befestigt. Durch
eine - Schraube ¢ kann die
Scheibe A in verschiedener Hihe
an der Achse CD festgeklemmt
und dadurch die senkrechte Ent-
fernung a zwischen der Scheibe
I und der Achse der Rider
F und @ Dbeliebig reguliert
werden. Sind w und w die
Winkelgeschwindigkeiten der Achsen 4 B und €D, so bewirken
‘die Friktionsrider, daB immer

Fig. 2.

W= aw

sein muB. Die Reibung ist freilich eine Energie verzehrende
Kraft, wenn aber die Geschwindigkeitsinderungen immer sehr
langsam vor sich gehen, so daB die aneinander reibenden
Flichen immer unendlich wenig verschiedene Geschwindigkeiten
haben, so ist der Energieverlust bekanntlich unendlich klein
zweiter Ordnung, und es kann daher die Verbindung als eine
solche betrachtet werden, welche keine Energie verzehrt. Mit
Ausnahme dieser Reibungskraft sollen alle Bewegungen voll-
kommen ohne Bewegungshindernisse vor sich gehen und alle
Bestandteile mit Ausnahme der Massen m und w sollen massen-
los sein. -

Wir haben hier drei independente, durch die Schrauben
s, o und # verinderliche Parameter p,, nimlich 7, o und q,
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ferner zwei Parameter ¢y, nimlich w und w; w wollen wir als
die v. Helmholtzsche Variable » wihlen, wihrend w = az
ist. Der Wert von » kann durch die Kurbel X von auBen
ebenfalls langsam verindert werden, Da die Krifte der
Federn P und I7 als suBere gerechnet werden miissen, so ist
die potentielle Energie der inneren Krafte @ = 0. (¥ kann
immer = 0 gesetzt werden, wenn die potentielle Energie bloB
von den p,, nicht auch von den ¢; abhingt, da die p, nur
durch #uBere Krafte verindert werden konnen, die p; aber
gem#B- der Definition nicht in @ vorkommen diirfen.) Die ge-
samte lebendige Kraft ist

I o= J = M’ + 1o’

2 2
Setzen wir
§, = aH—-mr2w
L dw ’
_em o,
S =Ty T MM,

so ist die gesamte, der Kurbel A” mitzuteilende Energie
‘ dQ =wds, + ods, ‘
=mwdriw)+ pwdpe).
Hiervon wird der Teil ,
mr?wdw + mwlrdr + powdo + pw?odo
auf Erhohung der lebendigen Kraft Z verwendet.

Auflerdem werden noch bei VergroBerung der Distanzen »
und ¢ die Arbeiten

mwirdr und pwlodp
in Uberwindung der Spannungen der Federn geleistet, welche
Spannungen die Werte

0H o __6H _ 2
— 5, =mw und Tg = KO0

haben. Fithren wir die p, und =z, also in unserem Beispiele
7, ¢, @ und w als independente Verénderliche ein, so erhalten wir
dQ = 2mwirdr + 2pa’w?pdo+ (mr?+pa?p?) wdw+ po*wlada,

und man tiberzeugt sich leicht, dafl hier nicht nur die lebendige
Kraft nicht integrierender Nenner ist, sondern dafll <@ iiber-

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. IIL 10
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haupt keinen integrierenden Faktor besitzt, durch welchen es
in das vollstindige Differential einer Funktion von 7, ¢, w und «
verwandelt wiirde. Dieser Fall unterscheidet sich von dem
von Hrn. v. Helmholtz betrachteten noch insofern, als hier
durch die Fesselung eine ganz neue independente a eingefithrt
wird. Da aber @ eine ganz unabhingige GroBe ist, so kdnnen
leicht solche Bedingungen ersonnen werden, welche a zu einer
beliebigen Funktion der p,, also von » und ¢ machen.

Am einfachsten ist es, wenn man sich die Schraube #
hinwegdenkt und dafiir die Friktionsscheibe // irgendwie durch
ein Gestinge mit der Masse u verbunden denkt. Sei z. B. die
Verbindung durch eine vollkommen biegsame Stange von kon-
stanter Lange bewirkt, deren Enden an u und 7/ festgemacht
sind, und deren einer Teil immer parallel €D, deren anderer
immer parallel dem die Masse u tragenden Querarme geht,
und welche an ihrer Biegungsstelle iiber eine reibungslose
Rolle lguft. Dann wire

a = g + const,
oder bei passender Wahl der L#nge der biegsamen Stange
noch einfacher
a=o.
Dies wiirde liefern
dQ =2mwirdr 4 8pw?o®do + (mr? + ueYw dw
= Xdr 4+ Ydo + Zdw,

und es ist
Y 902 0z 00X dX 9Y .
(ﬁ — —6_9) (—67- — 5@) Z ('5‘_5 — W) = — 2mpw?pir,

Die Bedingung der Integrabilitit von d @ ist also nicht erfillt
a konnte natiirlich die mannigfachsten Formen erhalten, wenn
statt des Rades # und der Scheibe @ schon auf der Achse A B
ein beliebiger Rotationskorper aufgesteckt wire, der undrehbar
gegen die Achse, aber daran reibungslos verschiebbar und
durch ein Gestinge mit der Masse m verbunden wire; auf
ihm wiirde direkt die Friktionsscheibe X laufen; ihnlich wie
es schon Hr. v. Helmholtz in seinen Abhandlungen an-
gedeutet hat, doch habe ich hier absichtlich das Beispiel so ein-
fach wie moglich gewshlt.
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Uber einen Umstand muB ich hier noch eine Bemerkung
beifiigen: die hier angenommenen rotierenden Massen sind
nicht symmetrisch um die Rotationsachse gebaut, doch sieht
man sofort, daB dies vollkommen unwesentlich ist, und daf
dieselben Formeln auch auf vollkommen symmetrische rotierende
Korper mit veréinderlichem Triigheitsmomente anwendbar wiren.
Man konnte ja das System sofort in eine Monode verwandeln,
indem man sich unendlich viele Achsen 4B und ¢.D vor-
handen denkt, auf denen die Massen m und yu alle méglichen
Winkelstellungen haben, wobei natiirlich jede Winkelstellung
gleich wahrscheinlich sein muB,?) allein das in Fig. 1 dar-
gestellte System ist dann keine Ergode; denn bezeichnen wir
den Positionswinkel fw d¢ irgend einer der Massen m mit #,
- den irgend einer Masse u mit £, so werden im Verlauf der
Zeit sich einem bestimmten Werte des # alle moglichen Werte
von & zugesellen, da e im allgemeinen irrational sein wird.
Wire also das System eine Ergode, so miiBten auch alle mig-
lichen Wertepaare von

aw .
at

Lw= und o= %52_{
vorkommen, welche mit der Gleichung der lebendigen Kraft

vereinbar sind.

Es verhilt sich das in Fig. 1 dargestellte System in dieser
Hinsicht wie eine Zentralbewegung in einer nicht geschlossenen
Bahn, wo sich ebenfalls einem bestimmten Wertepaare der
rechtwinkligen Koordinaten » und y nicht alle mit der Gleichung
der lebendigen Kraft vereinbaren Richtungen zugesellen. Kine
Ergode wiirde erst entstehen, wenn unendlich viele derartige
Systeme nebeneinander bestiinden, fiir welche « alle moglichen

) Jedesmal, wenn jedes einzelne System der Monode im Verlaufe
der Zeit alle an den verschiedenen Systemen gleichzeitig nebeneinander
vorkommenden Zustiinde durchliuft, kann an Stelle der Monode ein

einziges System gesetzt werden. Nur miissen dann die Verinderungen
" der langsam veréinderlichen GréBen mit so geringer Geschwindigkeit er-
folgen, daB sie wihrend der ganzen Zeit unendlich klein bleiben, welche
das System braucht, um alle seine Zustinde zu durchlaufen, und jene
Veréinderungen miissen wihrend dieser ganzen Zeit gleichformig erfolgen.
Fiir eine solche Monode wurde schon frither. die Bezeichnung ,,isodisch®
vorgeschlagen. '

10%*
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Werte hatte und nur die lebendige Kraft konstant wire, S0
daB alle moglichen Werte von o vorkémen und nur w durch
die Gleichung der lebendigen Kraft bestimmt ware.

§ b.

Da die Wirksamkeit der Reibungskraft bei Friktionsrollen
nicht ohne alle Unklarheit ist, so scheint es mir behufs der
moglichsten Prizisierung der Begriffe nicht iiberfliissig zu
zeigen, wie sich in dem von uns betrachteten Falle die Reibungs-
kraft auf die Wirksamkeit von
Zahnradern mit einer unend-
lichen Anzahl von Zihnen
zuritickfithren 188t Sei O das
Zentrum und O P der Radius
eines Zahnrades, dessen Ebene
vertikal und senkrecht zur
#"" Hbene der Fig. 8 steht; die

Zuhne sollen senkrecht auf der
Ebene des Rades in sehr vielen
 konzentrischen Kreisen ange-
ordnetsein,jedernichstfolgende
Kreis soll einen Zahn mehr als

der vorhergehende enthalten.

Die Distanz je zweier Zahn-
reihen soll unendlich klein, die

Fig. 5. Dicke ¢ der Zahne selbst aber

unendlich klein héherer Ord-

nung sein, letzteres, damit ein zweites Zahnrad ohne Stérung in
jede beliebige Zahnreihe eingreifen kann. QZ soll der Durch-
schnitt eines derartigen zweiten Zahnrades sein. Die Ebene
desselben sei horizontal und ebenfalls senkrecht zur Ebene der
Fig. 8, sein Mittelpunkt sei 0', » sei die Anzahl seiner Zihne,
welche in der Radebene liegen, und deren Dicke ¢ ebenfalls gegen
die Distanz je zweier Zahnreihen des ersten Rades verschwinden
soll. Das Rad Q2 soll anfangs in eine Zahnreihe mit n — 1
Zihnen eingreifen; durch eine Verschiebung parallel mit sich
selbst soll es aus dieser Zahnreihe herausgehoben und sanft
gegen die nichste gedriickt werden, Es wird sich so lange
mit der alten Geschwindiglkeit drehen, bis es in die neue Zahn-~

Q=i
N
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reihe mit » Zahnen einschnappt; an der Bewegung iiber diese
Zahnreihe hinaus soll es durch einen passenden Anschlag an
der Achse verhindert sein. Durch einen Druck der beiden
Zahnriader gegeneinander erfolgt eine unendlich kleine Ande-
rung ihrer Winkelgeschwindigkeit; die fritheren Winkelgeschwin-
digkeiten beider Zahnrider sollen mit w und w, die neuen mit
w, und o, bezeichnet werden. Die Distanz je zweier Zahn-
mitten, welche fiir beide Zahnrider und alle Zahnreihen die-
selbe ist, soll & heiBen; dann wird sein

m—Dw=9vn,
nw, =vo,.

(=13 nd g 28

2w un 27

27

gind die Radien der Zahnrider von der Eingriffsstelle an ge-
zahlt. Sei f das Zeitintegral des gesamten Druckes an der
Eingriffsstelle, so sind ndf/2x und »df/2n die Momente
dieses Integraldruckes beziiglich der beiden Achsen. m soll
das auf die Winkelgeschwindigkeit Eins bezogene Massenmoment
der mit dem Rade OP verbundenen Masse sein (also das Trig-
heitsmoment des um die Achse O drehbaren festen Kdrpers,
falls jene Masse fix mit der Achse des ersten Rades verbunden
ist); dieselbe Bedeutung soll p fir das zweite Rad haben.
Dann ist

2amw —w)=ndf,

2mp(w, —w)=vdf,
daher ‘ :
my(w — w) = pn(®, — o),
woraus folgt:

wo— = BT
17 - (mv"’-i,-y,n?)’

® o = mv: e
1 T =1 m? + und

Erfolgt der Ubergang kontinmierlich von Zahnreihe zu
Zahnreihe bis w, © und » die Werte #, 2 und NV angenommen
haben, so kann das schlieBliche Resultat durch Integration
nach n gefunden werden, indem man in die vorige Gleichung
dw/[dn und do[dn statt v, —w und o, — o schreibt, was
liefert '
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dw undn

w T Fund’

und durch Integration -
’ —_— (m vt + pn?)
W= w‘/(mvg Fubiy’
wihrend  aus der Gleichung
KW =98

folgt. Wie vorauszusehen war, ist die verzehrte Energie un-
endlich klein hoherer Ordnung, und es bestitigt sich die im
fritheren gemachte Annahme, daB die gesamte lebendige Kraft
beider Rader durch die allmihliche Verschiebung des zweiten
unverindert bleibt, denn die (Hleichungen

mW?+ u8?=mw?+ pw?,
nw=ve und NV =28

liefern dieselben Werte.

§ 6.

Genau dieselben Formeln gelten auch fiir die Flissigkeits-
bewegung in zwei in sich zuriicklaufenden Kanilen, wenn der
Querschnitt des ersten Kanals verinderlich, aber zu einer ge-
gebenen Zeit an allen Stellen gleich ist und dasselbe auch fiir
den zweiten Kanal gilt, und ich will diesen Fall hier noch in
Kiirze behandeln, sei es auch nur zu dem Zwecke, die sehr
allgemeinen v. Helmholtzschen Formeln durch ausfiithrliche
Diskussion eines Beispieles dem Verstindnisse naher zu bringen.
r sei die Linge, g der Querschnitt, s die als vollkommen
konstant vorausgesetzte Dichte der Fliissigkeit im ersten Kanale,
f deren Geschwindigkeit. Die gesamte im ersten Kanale ent-
‘haltene Flissigkeitsmasse, welche wir der Analogie mit dem
vorigen Probleme halber mit 1/m bezeichnen wollen, ist sgr;
die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt gehende Fliissig-
keitsmasse ist '

Cw=sgf=
Dieselben GroBen sollen fiir den zweiten Kanal mit den ent-

sprechenden griechischen Buchstaben hezeichnet werden. Da
keine weiteren inneren Krafte existieren sollen, so ist
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und alle frither entwickelten Formeln sind unveréindert, nur
mit anderer Bedeutung der Buchstaben anwendbar. Die Ver-
bindung beider Kandle kann man sich dadurch bewerkstelligt
denken, dafl in jeden ein Rad taucht, dessen Geschwindigkeit
infolge des Mittelswiderstandes immer nur unendlich wenig
von der der Fliissigkeit abweicht. Die Umlaufszeiten beider
Rider stehen dann wie frither durch Friktionsrollen in einem
bestimmten Verhiltnisse, das sich sowie r und ¢ langsam
jndern kann. Die ganze Vorrichtung liuft darauf hinaus, daB
wieder :
0w =aw

wird, wobei a bei unverinderten #uBeren Verhaltnissen kon-
gtant ist, mit der Zeit sich aber langsam beliebig veréindern
kann. HEine weitere Verallgemeinerung ist hier durch die An-
nahme moglich, daB der Querschnitt ¢ an verschiedenen Stellen
verschieden ist. Bezeichnen wir mit » die von einem be-
stimmten Querschnitte an gezihlte Fliissigkeitsmasse, so kann
dann ¢ als eine langsam veréinderliche Funktion von = be-
trachtet werden; S dn ist die unverinderliche Gesamtmasse 1/m
der Fliissigkeit, wodurch wir uns r als bestimmt denken; d=
kann also als der Variation unfihig betrachtet werden. Dann ist

I e H= ff;dn _/'q,Zdr

_I_

=§2%2E dzb_l_mrgfdw_
der Wert von s flir den ersten Kanal ist
oL _ v fi&.
0w s? g
. Die auf Deformation des Kanales verwendete Arbeit ist

5L__ﬁ;_’_fdn6g

wobei 0 jede durch Deformation der Kanile erzeugte Ver-
inderung bezeichnet. Dann ist
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w dn o [("dv
(lQ == w(l(—s—..,— (f'”’ ) "{- (l)(l(‘rf;‘j '7/2 )

wdw fdn 2w Ldndy | ede [fdr  Re* driy
= waw fan f A ,

s e o 1% e o2, y
welcher Ausdruck wieder im allgemeinen keinen integrierenden
Faktor besitzt, wenn ® = wa ist, und w, ¢, ¢ und y cutweder
alle independent veriinderlich sind oder « irgendwie durch ¢
und y bestimmt ist.?)

Graz, den 9. Oktober 1884.

Y Unmittelbar vor der Expedition des lotzten Korrekturbogens sah
ich im vorigen Hefte des Crelle - Journals den 2. Aufsatz des Ilen.
v. Helmholtz iiber diesen Gegenstand, welcher oftenbar ebenso wichtiyg
und inbaltsreich wie der erste ist. Ich bin natiirlich nieht mebr in der
Lage denselben hier irgendwie zu beniitzen, und bemerke nur, dall mir
meine Einwinde auch gegenither der von Hrn. v. Helmholtz in § 8
gegebenen Deduktion haltbar zu sein scheinen, falls selbe bewcisen soll,
daB in allen physikalisch mdglichen monozyklischen Systemen die lebendige
Kraft bedingungelos integrierender Neuner von d ¢) ist. Diese Deduktion
scheint mir vielmehr blof darzutun, dafl wenn itberhaupt integrierende
Faktoren existieren, einer davon die reziproke lebendige Kraft sein muf.

Graz, den 8. Dezember 1884.



4.

Uver einige Fille,
wo die lebendige Kraft nicht integrierender Nenner
des Differentials der zugefiihrten Energie ist.)
(Wien. Ber. 92. 8. 853—875. 1885; Exners Rep. 22. S. 135—154. 1886.)

Wenn ich im folgenden einige spezielle mechanische Bei-
spiele etwas ausfiihrlicher bebandle, so geschieht dies haupt-
sachlich deshalb, weil ich glaube, daB diese Beispiele imstande
sind, einiges Licht auf die mechanischen Analogien des zweiten
Hauptsatzes der mechanischen Wirmetheorie zu werfen. Die
Beispiele sind natiirlich ganz willkiirlich, lediglich zu dem
Zwecke erfunden, daB sie eine moglichst gute Ubersicht ge-
statten und die Rechnung sich einfach gestaltet. Sie diirften
aber doch als die einfachsten Fille, wo lebendige Kraft in -
ghulicher Weigse wie in der Wirmetheorie in Arbeit verwandelt
wird, dazu beitragen, die allgemeinen Gesetze dieser Verwand-
lung zu erliutern. Namentlich scheint mir aus denselben
hervorzugehen, daB auch der von Helmholtz in dessen
neuerer Mitteilung (Berl. Ber. 18. Dezember 1884) aufgestelite
Lehrsatz nicht in voller Allgemeinheit richtig sein kann.

An Stelle der in Wirmebewegung begriffenen Molekiile
oder Atome setze ich sehr viele materielle Punkte, jeden von
der Masse m, welche samtliche in derselben Ebene eine Zentral-
bewegung um einen Punkt O ausfithren. Die Zentralkraft,
welche die materiellen Punkte nach O hinzieht, soll in der
folgenden Weise hervorgerufen sein: Jeder Punkt m sei an
dem einen Ende je eines vollkommen biegsamen, massenlosen,

) Vorltufiger Bericht itber diese Arbeit Wien. Anz. 22, 8. 185.
8. Oktober 1885.
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undehnbaren Fadens befestigt, an dessen anderem, in eine
geradlinige, unendlich enge, vollkommen glatte Réhre & hinein-
ragendem Ende je ein massenloser Punkt p hefestigt sei.

An einer Stelle der Rohre befinde sich ein fixer materieller
Punkt P, welcher den Punkt p mit einer mit der Entfernung
direkt proportionierten Kraft anzieht. An derselben Stelle
befinde sich auBerdem ein unendlich kurzer Magnet @ vom
Momente 2, und p sei mit Nordmagnetismus geladen. Die
Entfernung » zwischen m und der vom Faden durchsetzten
Rohrenmiindung O sei immer gleich der Entfernung zwischen
p und P. ‘Bei passender Anfangsgeschwindigkeit wird dann
jede Masse m die Rohrenmiindung O nach den Gesetzen der
Zentralbewegung in einer im allgemeinen nicht in sich ge-
schlossenen Bahn umlaufen, deren Ebene wir uns durch O
senkrecht zur Mittellinie der Rohre R gelegt denken wollen.
Die Anfangslagen und Anfangsgeschwindigkeiten der Massen m
sollen so gewihlt sein, daB die ganze Bahnkurve kontinuier-
lich mit Massen besetzt ist, und die Massendichtigkeit im Ver-
laufe der Zeit in jedem Lingenelemente der Bahnkurve kon-
stant bleibt. Sei ods die auf dem Lingenelemente ds = v dt
befindliche Masse, so ist die Bedingung hierfiir

(1 ov=c,

wobei ¢ eine Konstante ist und die in der Zeiteinheit durch
jeden Punkt der Bahnkurve hindurchgehende Masse darstellt.
Bezeichnen wir mit /° eine Integration iber eine Bahnstrecke
von einem Minimum bis zu einem Maximum von r, oder um-
gekehrt, und sei die gesamte vorhandene Masse M auf &V solchen
Bahnstrecken verteilt, so ist

(2) ' Nfocvdt= M,
daher

3" = m M .
) : L= NJSdt

N sei unendlich groB.

Alle vV Bahnstiicke bedecken im allgemeinen kontinuierlich
eine von zwei konzentrischen Kreisen begrenzte Fliche. Jeder
innerhalb dieser Fliche liegende Kreisbogen vom Zentrum O
und Zentriwinkel ¢ wird also No/4n zentripetal und ebenso
viele zentrifugal gerichtete Bahnstiicke durchschneiden. In
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einem Kreisringe mit den #uBersten Radien » und r + dr

liegen /2 zentripetal und &/2 zentrifugal gerichtete Bahn-
elemente, auf deren jedem sich die Masse

(4) rds = 2207
befindet, wobei  die Kompbnente der Geschwindigkeit » in

der Richtung r darstellt. Die gesamte, auf dem Kreisringe
vorhandene Masse ist

(5) Nowdr _ Madr

7 - :7 Zi—t ' )
Wird sie durch die Fliche 27 » dr des Kreisringes dividiert,
. so ergibt sich die Flachendichtigkeit

Al
8 =M
( ) ¢ 27w‘7"fdt

Die zuletzt entwickelten Formeln gelten immer, wenn der
Winkel, welchen der Radiusvektor beim Wachstume von einem
Minimum zu einem Maximum durchliuft, in einem irrationalen
Verhiltnisse zu n steht, fiir geschlossene Bahnen aber nur,
wenn deren unendlich viele vorhanden und ihre Apsiden-
richtungen gleichmiBig in der Ebene verteilt sind.

Der mit der Masse m verbundene Punkt p enthalte die
Menge Nordmagnetismus =, die von P gegen die Rihren-
miindung O gezogene Gterade bilde mit der magnetischen Achse
des Magnetes @ (letztere vom Siidpnl gegen den Nordpol hin
gezogen) den Winkel ¢, dann wird die Magnetismusmenge »
mit der Kraft 2hncose/r3 = mo?[r® abgestoBen, wihrend das
Moment nksine/r® = —mw, dv,/r?de den Magnet im Sinne
wachsender ¢ zu drehen sucht, was durch gleiche, aber ent-
gegengesetzte AuBenkriifte verhindert werden mufl. (Hier wurde
Kiirze halber »? fiir 2/incose/m geschrieben.) Wiachst & um
d&, so verliert die Masse m an die AunBenkrifte die Arbeit

nhsineds m vy 0 v,
2 - 72

geradeso wie ein Gas Wirme verliert, wenn es sein Volumen
dem darauf lastenden Drucke entgegenwirkend vergroBert. Die
auf dem Lingenelemente ds befindliche Masse ovdt verliert
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daher die Arbeit — cvdty, dw,[r?; daher verliert die Glesamt-
masse M die Axrbeit
di

at . P2
(7 w—-—-o‘vaotfmo ~——=—]1[.1/0()q,0‘.}57

Die vom Fixpunkte P auf jede der Massen m ausgeiibte
beschleunigende Kraft sei — u?r, die vom Magnete ¢ ausgeiibte
ist »2/r%. Die Zentralbewegung irgend einer der Massen m
ist also durch die Gleichungen bestimmt:

®

2 2
(jl—tf. =iz + ,ino;f’
® ‘
. P N 7/
dtg =—pry + 5" |
z und y sind rechtwinklige Koordmaten, deren Ursprung in O
liegt.

Fiihrt man die Polarkoordinaten z = r cos y == rsin
ein, so ist bekanntlich

@  rdd=adt, (%;-)L 20 — urt — 2L,
(10) ;i; (%‘)2=2b _Mz,.2~3ﬁ;;,‘fi,

(11) p2r? =8 + Y2 — uotcos@ut + g),

(12) ,i-b__ybs Wt eos 22 (9 — ),

(18) 19 = — arctg |: ‘/r"j%?fgf (M t -+ g)] Q]— i, -

‘Die Zeit fdt, welche von einem Minimum bis zu einem
Maximum von r vergeht, ist m/2u. Die mittlere lebendige
Kraft der Masseneinheit ist

‘ 72 a?
JE+eae o e

TS e e —

faz 2 2»
Die gesamte lebendige Kraft der Masse A/ ist also
(14) p=L0 _Hew,

Hierbei sind @, b, g, ¢, Integrationskonstante; »? = »? + a?;
a ist die doppelte Flichengeschwindigkeit; M multipliziert mit
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dem Zuwachse von & gibt den Zuwachs der gesamten in der
Masse M enthaltenen Energie (lebendigen Kraft und Arbeit), da
: 1 dr? a?
24t T2
das halbe Geschwindigkeitsquadrat,

ur? 7,2

2 272

aber die Kraftfunktion ist, d. h. digjenige Funktion, deren Zu-
wachs gleich ist der Arbeit, welche der Masseneinheit von
auflen zugefithrt werden muB, damit r um dr wachse.

r und ¢ sind diejenigen GrioBen, welche Helmholtz als
die ,rasch verinderlichen“ bezeichnet; a und & haben fiir alle
Punkte m denselben Wert, da sie die Gestalt der Bahn be-
stimmen, welche fir alle Punkte dieselbe ist. Ebenso hat ,
welches die Lage der Bahn bestimmt, fiir alle Punkte den-
selben Wert; nur die Integrationskonstante g #ndert ihren
‘Wert von Punkt zu Punkt kontinuierlich. _

Alle GroBen sind Funktionen von 2ut+ g, so daB ein
Punkt, fiir welchen ¢ um einen bestimmten Betrag G groBer
ist, als fiir einen zweiten Punkt, genau dieselben Phasen durch-
lauft, wie jener zweite Punkt, nur um die Zeit G/2u frither.

Betrachten wir zwei materielle Punkte, welche wir m, und
m, nennen wollen, und fiir welche diese Integrationskonstante .
den Wert g, resp. g + dg besitzt, so kdnnen wir die gesamte
Masse, welche zwischen diesen beiden Punkten liegt, in folgender
Weise berechnen: fiir den ersteren habe r den durch die
Gleichung (11) gegebenen Wert; fir den zweiten sei r zur
selben Zeit um dr grofer; so ist

2ulrdr =— )% —uZePsin(2ut+g)-dyg,
da dr durch Differentiation der Gleichung (11) nach g gefunden

wird. Die zwischen beiden Punkten liegende Masse ist also
nach Formel (3) und (4)

(15) edr _ edy . Mdg _ Mdy .
. 7 2u  guNfat N
Wir wollen nun erstens die gesamte in der Masse M ent-

haltene Energie (lebende Kraft und Arbeit), welche, abgesehen
von einer Konstanten, den Wert & hat, als eine langsam ver-
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anderliche GroBe einfithren. AuBerdem wollen wir niemals
mehr als eine zweite langsam veriinderliche GréBe einfithren.
Wir haben da eine dreifache Wahl: entweder konnen wir die
doppelte Flichengeschwindigkeit a als die zweite langsam ver-
anderliche GroBe wihlen (Fall 4); oder den Winkel & wodurch
also in den obigen (leichungen u langsam verdnderlich wird
(Fall B). Der dritte Fall (Fall C) besteht darin, daB wir an-
statt u in Ahnlicher Weise die Grofe ‘w, als veriinderlich be-
trachten. Dies kann folgendermafien bewerkstelligt werden.
Wir denken uns statt des einen Punktes P ein Punktepaar P,
und P,, welche sich genau wie die Pole des unendlich kleinen
Magnetes @ in der unendlich kleinen Distanz { befinden und
fest miteinander verbunden sind. P, soll den Punkt p mit
einer dem Quadrate der Distanz proportionalen Kraft Zr? ab-
stoBen, £, ihn mit einer das gleiche Gesetz befolgenden Kraft
anziehen.

Dieses Wirkungsgesetz kommt unter den bisher bekannten
zwar nicht vor, da es sich hier aber lediglich um ganz all-
gemeine mechanische Sitze handelt, welche fiir alle mechanisch
denkbaren Fille in vollstéindig gleicher Weise gelten miissen,
so tut dies offenbar hier nichts zur Sache. Die von 2, nach
F, gezogene Gerade heifle die Achse des Punktepaares, ihr
Winkel mit der Geraden P, O heiBle #; dann ist die gesamte
AbstoBungskraft, welche das Punktepaar auf p in der Rohren-
richtung ausiibt, gleich — 2%7 £ cos.

Die beschleunigende Kraft, welche von p durch den Faden
auf die Masse m fibertragen wird, ist also '

. _zlci;rcosn ="‘M27‘:
wobei
2k cosy
m
ist. Dadurch, daB der Winkel # einen sehr kleinen Zuwachs 0 ¢
erfahrt, kann auch der Wert von y einen kleinen Zuwachs & u
erhalten.

Das Moment, welches das Punktepaar im Sinne wachsen-

der 7 zu drehen sucht, ist

=

murtdu
AT it o

2 it
hr2iging = 5
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diese Drehung muBl wieder durch Auflenkrifte verhindert
werden, an welche die Masse m die Arbeit

krilsingdn = —mur?dpu

verliert, wenn n um J% wichst. Die Gesamtmasse M verliert
die Arbeit

' 2{;_{3‘ufﬂdt .
(16) o = T

Den Fall A realisieren wir am einfachsten dadurch, da8
wir, ohne daf der Magnet @ oder das Punktepaar P, P, ihre
Lage irgendwie verindern, an einer bestimmten Stelle der Bahn
die Geschwindigkeit jedes, in einer bestimmten Richtung
passierenden Massenpunktes m in Grife und Richtung in
gleicher Weise um unendlicli wenig verindern, bis alle Massen-
punkte diese Bahnstelle in der verlangten Richtung passiert
haben. Dann wiederholen wir denselben ProzeB nochmals usf,
bis sich allmihlich « und 4 unendlich langsam um endliche
GroBen veriandert haben.

Aus dem spiteren geht iibrigens hervor, daB sowohl die
Zufuhr der lebendigen Kraft als auch die Verinderung von a
in beliebiger anderer Weise geschehen kann, wenn sie nur
erstens gleichmifig im Verlaufe der Zeit, und zweitens so
langsam geschieht, dafl wihrend der Zeit fd¢ nur unendlich
kleine Zuwichse entstehen.

Wird nur die Grofe der Geschwindigkeit geindert, ohne
Anderung der Flachengeschwindigkeit, so variiert nur 4; wird
dagegen bloB die Richtung der Geschwindigkeit verindert, ohne
Anderung ihrer GroBe, so variiert nur a. Bei der ersteren
Veranderung wird dem Massensysteme die Energie 0@ = Mdb
zugefithrt; bei der zweiten Verinderung ist 0Q =0; &uBere
Arbeit wird nicht geleistet. Es ist jetzt natiirlich 0@ selbst
ein vollstindiges Differentiale, 6Q/Z dagegen ist kein voll-
standiges Differentiale, da in dem Ausdrucke

I Mb Mu v
) = —— — - ———
2 2Vt — a?

die beiden GréBen a und 5 die Rolle der independent Ver-
anderlichen spielen, wihrend M, u und », konstant sind.

Wir gehen nun zur Betrachtung des Falles B iiber. Die
Anderung von & erfolge in derselben Weise wie friher. Die
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Anderung der zweiten independenten Variablen #, aber ge-
schehe durch eine sehr langsame Verinderung des Winkels &
a und u bleiben konstant. Es muB nun dem Massensysteme
erstens die zum Wachstume der inneren Knergie & notwendige
Energie M5 mitgeteilt werden, zweitens aber noch diejenige,
die es auf #uBere Arbeitsleistung verliert. Die Drehung des
Magnetes ¢, auf welchen das System ein Drehmoment ausiibt,
spielt hier genau dieselbe Rolle, wie das Zuriickweichen des
Stempels bei der Bestimmung der Wirmekapazitiit eines Gases
bei konstantem Drucke. Da wir selbstverstindlich lebendige
Kraft und Arbeit in demselben MaBe messen, so ist die von
dem Massensysteme auf Arbeitsleistung verlorene Energie durch
die Gleichung (7) bestimmt, und besitzt den Wert

di

PR

— My, b‘wo—m

was nach Ausftihrung der Integrationen mit Hilte der Kormeln (9)
und (10) in

— Muv,dvy
v
iibergeht. Hs ist also
(17) 0Q =M(c)‘b —EZO;%)
99 _ 20—y
L b—uv+ ﬁ;ﬁf

Die gesamte lebendige Kraft / ist wieder nicht inte-
grierender Nenner von 0@. Diesen und den folgenden Wert
von 0¢ erhilt man iibrigens auch aus den Formeln des dritten
Abschnittes meiner Abhandlung: ,Bemerkungen iber einige
Probleme der mechanischen Wiirmetheorie“?) (Wien. Ber. 75),
indem man den dortigen Wert von 0Q mit M multipliziert
und dann fir die dort angewandten Buchstaben — 20,0, &, f,m
substituiert: u? 22, b, % 1. DaB dort die die iuBere Arbeits-
leistung darstellenden Glieder von 4@ irrtiimlicherweise mit ver-
kehrtem Zeichen versehen sind, habe ich schon in meiner ersten

%) Diese Sammlung Bd. II, Nr. 39.



74. Uber einige Fille, wo die lebendige Kraft usw. 161

Abhandlung ,,Uber monozyklische Systeme*!) bemerkt. Gegen
SchluB des dritten Abschnittes, wo die reine Zentralbewegung
hehandelt wird, ist itbrigens die GréBe a identisch mit der-
jenigen, welche hier mit u? bezeichnet wurde.

Im Falle C hat die #uBere Arbeitsleistung nach Glei-
chung (16) den Wert

= Mudpfr*dt _ ~bMu
[di H"
es ist also
(18) 0Q = Wb — Z)M%i.

Da hier der Winkel zweier sich folgender Apsidenlinien kon-
stant ist, so ist Z integrierender Nenner; allein £ hort wieder
auf, es zu sein, wenn die Kraftfunktion statt ur? 2 v 2272
lautet: w?/r+2,2/27% und & und 2, die langsam Verinder-
lichen sind. Da das letzte System, und das, worauf sich die
Gleichung (17) bezieht, isokinetisch sind, und soweit ich tiber-
sehe, auch alle anderen Bedingungen erfullt sind, so scheint
sich hier das von Helmholtz am Ende seiner Mitteilung an
die Berliner Akademie vom 18. Dezember 1884 aufgestellte
Theorem nicht zu bestitigen. Die Schliisse, vermige welcher
Helmholtz zu seinem Theoreme gelangt, sind von ihm leider
mit sehr geringer Ausfithrlichkeit dargestellt; doch scheint mir,
daB dasclbst der Umstand, welchen ich auf der 4. und 5. Seite?)
des TII. Abschnittes meiner soeben zitierten ,Bemerkungen
ither einige Probleme der mechanischen Wirmetheorie® aus-
einandergesetzt und durch die Fig. 2 erlautert habe, keine ge-
niigende Beriicksichtigung gefunden hat. Wie in der von mir
daselbst auf der 2. Seite des III. Abschnittes entwickelten
Gleichung dQ =27, dlog S 7Tdt scheint mir auch in der Helm-
holtzschen Gleichung d@Q =2 Ldlog(Z¢) die GroBe unter dem
Logarithmenzeichen nicht blof vom augenblicklichen Zustande,
sondern auch von der Art und Weise abzuhiingen, wie das
System in diesen Zustand geriet, weshalb aus dieser Gleichung
nicht geschlossen werden kann, daB 7 integrierender Nenner
von 4@ ist.

1) Dieser Band' Nr. 73.
%) Dicse Sammlung Bd. II, S. 126.

Boltzmann, Gesammelte wissensch, Abhandl. IIT. 11
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Der Untersuchung bedarf nur noch die Frage, ob das
Massensystem wihrend der langsamen Verinderung der Winkel
¢ und 4 auch isokinetisch bleibt. Wir wollen da mit dem
Falle C beginnen, welcher der einfachere ist. Fiir negative ¢
sei die Bewegung jedes Massenpunktes m durch die Glei-
chungen (9) bis (13) bestimmt. Im Momente ¢ = 0 heginne p?
sehr langsam zu wachsen, welches Wachstum his zur Zeit
t = T andauern soll. Das Gesetz, nach welchem wu? wiichst,
ist vollkommen gleichgiltig, wenn Schwankungen von der
Periode fdt = m[2u ausgeschlossen sind, und wir wollen des-
halb das Kinfachste der Rechnung zugrunde legen, namlich
daB der Zuwachs von u? der Zeit proportional ist, so daB von
t =0 bis ¢ =7 der Ausdruck u?+ ¢ an die Stelle von u? tritt,

Fir ¢ > 7' tritt an die Stelle von w? wieder der konstante
Wert u2+A7. A7 soll noch immer eine sehr kleine GrofSe
sein. Der Bedingung, daB das Wachstum sehr langsam ge-
schieht, wird durch die Annahme entsprochen, daB der Zu-
wachs Az /2u, welchen die GroBe u® wihrend der Zeit n/2p
ertihrt, unendlichmal kleiner ist, als der Gesamtzuwachs 17
dieser GroBe. a und , sollen dabei immer konstant bleiben.
Von #=0 bis = T gelten daher jetzt die Gleichungen

PRI 2,22 a*y %y
o= — plz - o — A, aE = — Wy + "(‘;.’4’" — Aty,

aus denen leicht die folgenden abgeleitet werden:
d2 . o 2
(19) r2d 9 = adt; rd—; = —uir? 4 —:’—2— — AEr3,

Wir wollen diese Gleichungen nach der Methode der Variation
der Konstanten integrieren, indem wir setzen:

prrt=b+ f + Yo+ B — uvcos@ut + g+ )
(20)] =1)+wcos(2yt~|—g)+-g«[w+bcos(2yt+g)]
—wysin(2ut 4 g).

Hierbei ist w = /22— u%»%; 42 ist immer der konstante
Wert, welcher dieser GroBe fiir negative ¢ zukommt, wogegen
ihr Wert fiir positive ¢ mit u?+ A¢ bezeichnet wird. Fine
andere Methode bestinde darin, daB man in Gleichung (20)
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dem u die letztere Bedeutung beilegte. Aus Gleichung (20)
folgt, wenn man setzt

w + beos(@ut + g) dﬂ
w

a7 == Ve + pP —w?rsin@ut + g + 7),

Y NS oy ey SO

b d
— d—ism(?ut +9) ~7 -—c08(2ut+ 9)-

(21)

wsin(2yt+g)%l= 0,

Da diese Werte, wenn 3 und y konstant sind, die zweite
der Gleichung (19) ohne das mit A behaftete Glied erfiillen,
so folgt

b ag

@) | W =7 Sin (2ut +g)+%%cos(2yt+g)=ltr2

= (b + woos@ut + ).

Bestimmt man g und y aus dieser und der Gleichung (21),
so daB sie fiir # = 0 verschwinden, so ergibt sich:

ﬁ:—TtOOS(2ut+g)+ " [sin (2 ut -+ g) — sing],

At bl
(28) | ¥ = + gt 2ut +9)
+ m[COS@W'*‘!J) — cos g}
Es ergibt sich also ‘

At e

7 pir? = (l—m) [b+wcos(2yt+g}]—w-é;sm(Q#t—]-g)
(24) 5 +f’;ﬁsin@ut%-y)"-%[w+5008(2ut+9)]8in9

—l— —ts sm(ZM‘ + g)cosg.

Da jetzt die Werte von r und dr/d?, welche aus Glei-
chung (24) folgen, fir ¢ = 0 mit denen ithereinstimmen, welche
sich aus Gleichung (11) ergeben, so sind die Integrations-
konstanten richtig bestimmt, da fiir #= 0 sowohl GroBe als

auch Richtung der Geschwindigkeit, daher auch r und dr/dt
11*
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sich nur kontinuierlich #ndern konnen. & wird am einfachsten
aus der Gleichung

1 dy 1 1
pia dt - uir® T b4 weos(2ut +g)
A ¢
+ 2u? TF weos (2ut + g)
(25) witsn@ui+g). wlsin@ui+g)
+ 2y(b+wcos(2yt+g))2 4% (b + weos (2ut + g))
_I_lsing w4+ beosQui+g) bhcosgsin 2ut+g)

4ut (b +weos(2pt+g)* T 4p® (b+wcos@ut +g)?

gefunden, woraus folgt:

a. g
?arctgl/b_{_ Dtg t+~2)+19
alt?

+ 4(b + w cos @ut + g))
al 1 1
(26) T 8ut [b—l—wcos(2yt+g) T b4 weosy J
alsing sin (2ut + ¢) o sin ¢
+ 8u* b+ weos(@ut +g) b+weosy
. ablcosyg 1 _ 1
8utw b+ weos(Rut + g) b+ weosy

Man kann schon aus diesen Gleichungen den Beweis
liefern, daB" das Massensystem fortwihrend isokinetisch bleibt,
wenn die Verinderung des w? sehr langsam geschieht. Be-
zeichnen wir namlich die Differentialquotienten von » und &,
welche aus den Gleichungen (24) und (26) folgen, wenn darin
bloB ¢ als veriinderlich betrachtet wird, mit &% /dg und dr/dy,
so ergeben sich, wenn man die GroBe A/u gegenitber Az ver-
nachlissigt, mit Ausnahme des einzigen Falles, daB w =0
ist, die Gleichungen:

a9 _ s At
v = (=)

dr dr A
i = a1 )
Wir wollen im folgenden immer annehmen, daB die
Bewegung den Kall w = 0, d. h. den der Bewegung im

und ebenso
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Kreise niemals erreicht und ihm auch niemals unendlich
nahe kommt.

Betrachten wir daher das Teilchen m,, fiir welches ¢ -den
Wert g + dg hat, zur Zeit ¢, und das Teilchen m,, fiir welches
diese Variable den Wert ¢ hat, zur Zeit :

d it
t+ 5t )

so haben fir beide » und 9 genau. dieselben Werte. Und
weil dies fir jedes # gilt, so miissen auch dr/d¢ und dd/di
dieselben Werte haben, wovon man sich iibrigens anch leicht
durch direkte Berechnung von d?r/ds#?, d?r[dtdg, daun
d*&[dt® und d*9[dtdg tberzeugt. s wechseln also nur
die beiden Massenteilchen m, und m, die Rolle, und da das-
selbe von allen anderen Massenteilchen gilt, so bleibt der Zu-
stand stationar. Die Masse, welche zwischen m; und m, liegt,
geht dabei durch den Punkt mit den Koordinaten r» und &
hindurch. Da nun nach Gleichung (15) zwischen zwei be-
liebigen Massenteilchen, fiir welche sich die Werte der Grobe g
um denselben Wert dg unterscheiden, genan gleichviel Masse
liegt, so geht zu allen Zeiten durch alle Punkte der Bahn
gleich viel Masse hindurch. Wenn nun zur Zeit 7' wieder u
konstant geworden ist, so gelten doch die Werte der Koordi-
naten und Geschwindigkeiten, welche dem variablen p fiir
t = 7' entsprachen, auch wieder fiir den neuen Zustand als
Anfangswerte; daher gehen im ersten Momente durch jeden
Punkt gleich viel Massen; der Zustand bleibt also wiederum
stationir. Doch ist hier zu bemerken, daf eine GréBe von
der Ordnung A/m, wie z B. (A/u)cos®(2ut) nach ¢ von Null
bis 7' integriert, die GréBenordnung A7 annehmen kann; des-
halb scheint der Schluf von den Differentialen auf die Inte-
grale hier nicht einwurfsfrei und wir wollen zur Kontrolle
dieser Schliitsse auch die Gleichungen berechnen, welche fiir
t > T gelten. Sie folgen unmittelbar aus den Gleichungen (9)
Dbis (18), indem wir daselbst statt u? den konstanten Wert
@2+ AT substituieren. Die Werte der Konstanten b und ¢
sollen dabei in & + 8, und g 4y, iibergehen. Fiir die spitere
Rechnung ist wieder die Reihenentwicklung angezeigt, welche
fiir ¢ > T liefert:
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uirt = b weos(2pt + ) — S50 + weos@ut + 9]

(27) £+ boosRue + 9]l — 7 wsin @Rut + g)
— M2 o5 (2t + g) — 55 sin (2ut + g),

deren Differentiation nach ¢ liefert
yr—— =— wsin2ut + g) -+ —%-— sin(2ut + 9)

— B2 sin@ut + g) — 7, w008 (2t + 9)
+ ~——sm(2,ul +g)——ﬂp—?tcos(9m+g).

 Die Konstanten §; und y, sind so zu bestimmen, dal
diese Werte fiir £ = 7 iibereinstimmen mit den aus der Glei-
chung (24) folgenden Werten von » und dr/di. Vernach-
lagsigen wir wieder A/p gegen AT, so folgen also die Glei-
chungen:

Btw 1 beos@uT+ 9] — 7, wsin(@pl + g)
UAT

= 251+ weos@pT + ) + " sin e T + g)
+ 75 cos2uT - g),
5 sin Qul 4+ 9) + 7, wcos(?;ﬂ'—l— g) = fu’[ sin(2ul + ¢)

2L
- 20;5 cos (2 uTl -+ g) -+ —;}; sinu?+9),

woraus folgt:

ma
(28) haT AT

/3)1“' ot 7y =

2u

Die Gleichung (27) unterscheidet sich von der Gleichung (11)
also bloB darin, daB die drei Konstanten u? 4 und ¢ um die
drei Konstanten von g unabhiingigen Werte 17, 517'/2u? und
— AT?%/2u vermehrt erscheinen. Auch die Gleichung, welche
& fir ¢ > T liefert, wird durch genau dieselben Substitutionen
aus (12) oder (13) gebildet, wobei 3, sich gar nicht iindert.
Am besten sieht man dies aus der aus (11) und (12) folgenden
Gleichung
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(288) p0? = [b + weos (2ut + g)] - [ —weos 2 (F — I,)] -

Dies ist das letzte Integral der Bewegungsgleichungen fiir
negative #; das entsprechende fir ¢ > 7' ergibt sich wieder,
indem man den Konstanten obige Zuwichse erteilt; dadurch
wichst w um wAT/2u?, 2ul + g um A72/2pu.

An Stelle von ¢, konnte eine andere Integrationskonstante
treten, welche so zu wahlen ware, dal die aus (28a) durch Er-
teilung der obigen Zuwichse entstandene Gleichung fiir ¢ = 7
denselben Wert von & wie die Gleichung (26), also wenn wieder
4/ gegen AT vernachlassigt wird,

_a b—w - ‘ alT?
1‘}_7arctg]/b _'_wtg(‘u,f—i- 2)+00+ 4[b+weos (2T + g)]

liefert. Man sieht aber, daB 9, selbst diese Bedingung erfiillt.
Da die endlichen Glieder fiir sich die Gleichung erfiilllen, so
handelt es sich nur noch um die Zuwichse. Der Zuwachs der
linken Seite p?2? ist 1722 Nach Division mit

[6 — wcos%i(&'w Gl [0 +weos@ul + g)] = Mz,”z,.

wobei
r__ G ]/b——'w g
19' = Tarctg mtg (!j 2,—-{— —g) + ‘!9“)

der Wert ist, welchen & zur Zeit 7 hatte, wenn sich p? nicht
andern wirde, ist der Zuwachs der rechten Seite

AT wlTsn@uTl+g) _}_wLT2
ut T 2ub+weos@u T+ g)l 21y

Nun liefert aber die Gleichung (12) fir jedes negative ¢
008—2“1(0——19'0)—- w+ beos(2ut+ g)

.2 .
sin =2 (&' — &).

H

T bdweosQRuit+g)

s 2w __wrvsin@pity)

smT({} - &O) T brwesQuttg)

welche Gleichungen also auch gelten, wenn man ¢ = 1) & = &'
setzt. Daher ist der Zuwachs der rechten gleich dem der
linken Seite und die Konstante <, behilt ihren Wert auch
fiir £> 7 Wir konnten daher das Resultat unserer Rechnungen
dahin zusammenfassen, daf fiir £ > 7' genau dieselben Glei-
chungen gelten, wie fiir negative ¢ nur mit geinderten Werten
der Konstanten und die Bedingung, dafl der Zustand stationtr

(29)
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ist, ist wiederum erfiillt, da gleich viel Masse zwischen Punkten
liegt, fiir welche das neue ¢ um gleich viel verschieden ist,
denn das neue ¢ ist fiir je zwei Punkte genau um ebensoviel
verschieden, wie das alte. Genau in derselben Weise kann
dann pu? abermals einen sehr kleinen Zuwachs erfahren und
sofort bis ins Unendliche.

Wir gehen nun zu dem Falle iiber, daB a und u konstant
bleiben und der Winkel & langsam verindert wird, und zwar
soll wiederum fiir negative ¢ die Griolle »* konstant sein, fiir
0 < t < T soll sie gleich »? — 4¢, und fiir ¢ > 7' wieder konstant
gleich #? — 47" sein. Die entsprechenden Gleichungen sind dann:

d*r 5 »3 it

(30) r2df) = adt, v, =—pir? 4 o

dt P - i).‘l— '

Wihlt man wieder fiir » die Form (20), so folgt jetzt:

L 1)
ﬂ_2b+2wcos(2,ut+g) 2p .&lcgl b+ w tg 24 2
31 _ b—w g - Wk M =9y
(51) aJrCtgl/b +w tg 2 210+ weos (2 b4 g) PRT
y = Whtsin@uitg) o pl o
2wib+weos@ut + g)] 40 7
wobeil
b+weosut+ g . . b — 7}
L =1 Lt Sl L S o IR 2
ognat— T we0sg Wy o= mctgl Vi B
daher

prr¥=b+ weos2ut+ g) + #c,f(f cos(2pt + g)
(52 :

3 w+bcos(Rut+ LA .
- “2—“(0 - '9'1) *‘"'"‘“;"z,“&"“{/) — ;‘:—;{-] sin (2 wt =+ q),
" dr . 2t . ¢
- wragr =—wsin@ut+g) — L=Ssin @t g)
1 : 2 v
+ 5o (F—9,)bsin (2 pt - g) — ‘{7 1icos (2ut+g).

Setzt man anderseits in den Ausdruck (11) 22 =27, b+ p,,
9+ 7, fur »2 b, ¢, so erhialt man fir ¢ > 7
wrr?=b 4 weos(2ut + g) + “;?{T cos (2 ut + g)
(34 ’
. b .
+ 8 fﬂi—i%zw'fi'l' D _ Vwsin(2ut + g).
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Ebenso verwandelt sich die fiir negative ¢ giiltige Gleichung

ur~—=‘~—wsm(2yt+g)
. d '
in @r-d%-_———z;:;m@ytq-g) s1n(2ut—|—g)
1

sm(2;u‘+g)—}lwcos(2pt+g)

Die Glemhsetzung dieser beiden Werte mit den vorher-
gehenden fiivr ¢ = T liefert

L ,
(35) fy =— %('9' —H), =0,
wobei " der Wert des  fiir ¢ = 7} also gleich

ia,rctg l/%—;;—w tg (u T+ —g—) + 9,
ist. Da A7 groB gegen A/u ist, so muB yT groB gegen Eins
sein, Der Ausdruck

G — 9, = %arctgl/b ; zz tg (,ut -+ —g—) - %arctg]/ziz tgég—
wichst jedesmal um a/v-7/2, wenn ¢ von einem bis zum néichsten
ganzen Vielfachen von 1/u-%/2 whchst; abgesehen von GroBen,
welche gegen w1’ verschwinden, ist also (v/a)() — ) = u T
daher
Aul

(36) fr=—"5"
also konstant. Der Wert von d /dt wird aus der ersten der
Gleichungen (30) gefunden und zwar fiir 0 =< ¢= 7, indem man
den Wert (32), fiir £= 7, indem man den Wert (34) substituiert.

Beide Werte fallen fiir # = 7 zusammen. Die Geschwindig-
keitskomponente senkrecht zum Radiusvektor wird daher eben-
~falls aus derjenigen fiir negative ¢ durch die obigen drei Ver-

tauschungen gefunden. Dagegen wichst der Absolutwert des

Winkels 9 fir die verschiedenen Massen m um Verschiedenes
. und sind die Unterschiede der Zuwichse von der Ordnung A7
Doch kann natiirlich auch hierdurch keine UngleichmiBigkeit
in der Verteilung bewirkt werden, wenn zu Anfang N sehr
groB war. — In der Tat liefert die Substitution des Wertes (32)
fir0<t< T

a$ _ At _  adi _ ‘u“}vtcos(2,af+y)dt

wra  pir? b4wceos@ui+g)  2w[b + weos@ut + g)P

(G — 31)[w+beos(2p.t+J)]+ uALsin@ut+ g)dt
+ Qawlb +wecos@ut+ 9 - 4zv[b+weos(2‘ut+9)]”
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. wofiir man schreiben kann:

a8 dit _ljﬁ)
e = T Fwoos@uiE ) (1455
G — G Abt sin(2ut + g)
(38) ’*“4{’14@”“ '"4My2w)b+wcos(2,ut+g)
Ab sin(Cut+ g de
duviw b+ wcosBut+g)

+

A L
+d[§_io—2'r+ wcos(2yt+?)]'

Man sieht hier leicht, daB wenn A/u gegen 47 vernach-
lassigt wird,

009 _ g, 009

ot dg
ist. Wirde man aber hieraus schlieBen, daB mit derselben
Vernachlassigung auch »9 gleich einer Funktion von 2u¢+4 ¢
vermehrt um ein nur ¢ und ein nur g enthaltendes Glied sei;
so wiirde man irren, da in der Tat durch die Integration nach ¢
ein neues Glied von der G‘rroBenordnung A2 7" hineinkommt,
Denn es ist

T 2ul+g
J = tdd 1 _ zdw
T bt weos@uitg)  4ut ) b+ weosm
0 g

Vernachlassigen wir nun

k4

xdo
b+ weosw

g

und setzen 2u7+ g =(2n+ 1)mw + 7, wobei v zwischen 0
und 2# liegt, so erhalten wir

3z bn Q@u+limz Cu+Datr
wsef1f 2T

8% (Ba~an (2n+1)n

("n-l-z/)dj (4ﬂ+7/)dJ f( 2nm+ y)dy

b+ weosy b+weosy b+ weosy
(89)

+f[<2n+1)n+ﬂdy =n(n+1),,;.fz.?.£_.

b~ weosy
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wobei ¢ mit bloBer Beibehaltung der Glieder von der Ord-
nung AT den Wert
g -7 b+ w T
272—— +———arct ‘/m tg5
hat. Es folgt also mit denselben Vernachléssigungen, wobei
G -G = ,u,.aT/'u wird, fur ¢ =T

G- G 10T sin@u T + g)
(40) ura 4;41/3 + 8,u ﬂ + (Maw duviw >b+wcos(2,uT+g)

wobei wieder &' der Wert des & filr ¢ =7 wire, wenn die
Formel (13) auch fiir positive ¢ gelten wiirde. & ist der wahre
Wert des & fiir ¢= 7. Fir ¢ > T werden wieder die Formeln (9)
bis (18) gelten, nur wird » um

AT

_ AT luT
2y’

2w

bum ) = —

groBer sein, daher w um

bIpT | pil
2w v 2'u'7’

Gibt man der Konstanten %, einen passenden Zuwachs &, so
muB also Formel (28a) fiir ¢ = T gelten, wenn darin auch &
den Zuwachs &"” — &' erhalt. Dadurch wichst die linke Seite
dieser Gleichung um — p?i7, die rechte aber um:

[6 — W oS [2_‘::(3,_19,0)}] . [__M w+beos@u T+ g)

2w w

P2 Teos@ul
. : coszgvu +J)]+{b+wcos(2yfl’+9)]

: . 2y 2 '
(41) AT w — bcos—d—(af_.&o) .quTcos—“—(& —8)

X 2% w 2w

; i 2V gy T 20E

+ [b+w cos2u T+ g)] wsin 2 ('~ 9, [— LA
T abpT sin(@u T + g) ]
+_4_:7+( 2vw>b+wcoa(2p_T+g) ’

die Gleichsetzung beider Zuwichse unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (29) liefert:

£ = alg‘ l,uaTz__a,l,uf tdt _dpaT?
(42) - 45 T 23 J b4+ weos@uit+y) 28
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Verhiltnisse von derselben Einfachheit wie im Falle (C)
wiirden wir erhalten in folgender Weise. Wir denken uns die
Koordinatenachsen, auf welche der Winkel  bezogen wird,
auch um den Koordinatenanfangspunkt in Drehung begriffen,
und zwar mit einer Geschwindigkeit, welche sowohl mit der
Zeit als auch von Masse zu Masse variiert. .Wihrend der
TZeit dt sollen sich fiir das Massenteilchen, fir welches die
zu 2u¢ hinzutretende Integrationskonstante den Wert g hat,
die Koordinatenachsen um den Winkel d@ = 2¢d [2+* drehen.
Bezeichnen wir dann mit &, den Polarwinkel bezliglich
des neuen beweglichen Koordinatensystems, so wird %, und
der Zuwachs seiner Integrationskonstante §, durch dieselben
Formeln gegében; nur fehlen die Glieder:

43 Cpal tdi _ alul® ali
(43) 207 b+weos@ut+g) 4 8t
Es wird also & konstant =—alul? /2%

Es ist tbrigens klar, daB nicht bloB die Veriinderung der
Kraftfunktion, sondern auch die Zufuhr der lebendigen Kraft
in jeder beliebigen Weise geschehen kann, wenn sie nur 1. sehr
langsam, 2. gleichmiBig iiber die ganze Bewegungszeit verteilt
geschieht.

Einige Worte sollen hier noch iiber die Definition der
dem Systeme von auBlen zugefithrten Energie gesagt werden.
Es bewege sich urspriinglich ein materieller Punkt in der
durch die Gleichungen (9) bis (18) bestimmten Weise.

Zuvorderst sollen 4, p? und »,2 bloB in einem einzigen
Zeitmomente, wihrend sich der materielle Punkt also an einer
bestimmten Stelle seiner Bahn befindet, unendlich kleine Zu-
wiichse erfahren, so daB er sich in einer unendlich wenig ver-
dnderten Bahn bewegt. Wurde der materielle Punkt im
Momente der Anderung von b, w? und v,% nicht verschoben,
8o stellt der Zuwachs der lebendigen Kraft

5 (’”2”2) = (ab — 20 — 5 a‘(m) m

die von auflen zugefithrte Energie dar.

Erfuhr der materielle Punkt auch noch eine unendlich
kleine Verschiebung, so muf man von J(mv?/2) den Zuwachs
abziehen, welchen die lebendige Kraft auch ohne siuflere Energie-
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zufuhr durch die bei Uberfilhrung des materiellen Punktes aus
der urspriinglichen in die variierte Lage geleistete Arbeit er-
halten hitte, und fiir deren Berechnung wir, wenn wir un-.
endlich Kleines zweiter Ordnung vernachlissigen, die unvariierte
Eraftfunktion zugrunde legen kinnen, sobald die alte und die
variierte Liage des materiellen Punktes unendlich wenig ver-
schieden sind. Die von auflen zugefﬁhrte Energie ist also

5Q = 5(mv>+ (2)_,_1”.9"_{5(712.)
Da nun die Definition der Konstanten 4 darin besteht, daB

2
[b_%,.z_ ”o]m

27

die momentane lebendige Kraft ist, so hat man

m v? . o [ ured 2
(44) o(5=) =[98~ 0 (4 ) —o(3%)|m
daher ist die von auBen zugefithrte Knergie wie oben

2 2
09 = 5(””2” ) + 2 509 + mwozé‘(—é—lﬁ)
= (08 — o) — 2L 00,2
= [08 = - 0() = 55 93] m.

Geschieht die Anderung der Kraftfunktion zu verschiedenen
Malen, fiir welche » die Werte r;, 7, .. .. hat, so sollen ¢, (u )
0, (v, die Anderungen bedeuten, welche die Konstanten u?
und v,? das erste Mal erfahren. 4, ¢ soll die das erste Mal
zugefiihrte Energie sein. Ana,loge Bedeutungen sollen die
Indizes 2, 3 ... haben, wihrend & ohne Index den Gesamt-
zuwachs einer GroBe darstellt. Dann ist die gesamte #ufere
Energiezufuhr '

2o, 1
0@ =2,0=m2, [§kb - %-()khu'd) Y 6]5(”02)‘

(45)

m .2 < 1 [y 2
=mdb— —2—-2',,:170 0, (u?) — m 2 50 0, (1,9

Wenn die Anderung der Kraftfunktion in allen mdglichen
Phasen gleichmifig, d. h. proportional der Zeit, wihrend welcher
die betreffende Phase andauert, geschieht, so kann man

S O (u?dt
()" (‘uz) = [;/Zt
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setzen, und erhilt somit

1
Qd[ f”"ﬁ“dt
46 Q= mob— 1oy Lt~ Bt

dasselbe gilt auch, wenn die ganze Bahn kontinuierlich und
stationir mit Masse belegt ist; nur fiir die Verinderung der
Kraftfunktion ist es nicht gleichgiiltig, wann sie vor sich geht,
Die Energiezufuhr selbst kann nattirlich wann und wie immer
geschehen, da bei konstantem p und v
Q9 2 7‘2 », 2
m; - [b“ﬁT_“égﬁ]m

nicht von der Zeit abhingt.

Abnliche Probleme hat Clausius (Sitzb. d. niederrhein.
Ges. fiir Natur- und Heilkunde vom 7. Nov. 1870, Pogg. Ann. 142,
S. 433) behandelt. Vergleiche auch meine ,Bemerkungen tiber
einige Probleme der mechanischen Wirmetheorie“ (Wien. Ber. 75,
1877, 8. Seite des IT, Absch.)), wo iibrigens die Position, welche
bei der als noch einfacher bezeichneten Definition von /" und
¥ + 0,7 erwihnt wird, unendlich benachbart derjenigen Position
sein muB, bei welcher die Verinderung der Kraftfunktion vor
sich geht. In den Gleichungen (45) und (46) ist matiirlich
0Q =0 zu setzen, wenn die Anderung der Kraftfunktion ohne
duBere Energiezufuhr geschieht, und sie dienen dann zur Be-
stimmung von d4; denn & #ndert sich in verschiedener Weise,
wenn die gleiche Verinderung von p® oder »,* ohne Hufere
Energiezufuhr fiir verschiedene » stattfindet. Wiren langsam
verfinderliche, verallgemeinerte Koordinaten s vorhanden, so
kiimen zu den durch die Kraftfunktion dargestellten Kriiften
auch noch die Lagrangeschen Krifte hinzu, welche die Kon-
stanterhaltung der s besorgen.

Erstere Krifte leisten sowohl infolge der Veriinderung der
rasch als auch der langsam verfinderlichen Koordinaten, letztere
blo8 infolge der Veriinderung der letzteren Koordinaten Arbeit
und es wire die durch simtliche aufgeziihlte Arbeitsleistungen
erzeugte lebendige Kraft von 0 (mw?/2) abzuziehen. Die Arbeit
infolge der Anderung der rasch verinderlichen Grofen ver-
schwindet, wenn diese der Variation nicht fihig gedacht werden.

!) Diese Sammlung Bd. II, S. 124 f.
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Zu bemerken ist noch, daB die geleistete #uBere Arbeit
nicht mit der von auBen zugefithrten Energie verwechselt werden
darf. Wenn z. B. der materielle Punkt festgehalten wird, also
rubt, und der kleine Magnet @ oder das Punktepaar P sich
drehen, so wird dem materiellen Punkte keine Energie von
auBen zugefihrt, trotzdem wird auBere Arbeit geleistet, aber
bloB auf Kosten der inneren, potentiellen Energie 6, da die
von dem Punkte p auf den Magnet oder das Punktepaar aus-
getibten Krifte eine gleich grofe innere Arbeit leisten. Letztere
Krafte zahlen aber zu den inneren des Systems, wihrend jene
Krifte, welche ihnen entgegenwirkend die Drehung des Magnets
verhindern, suBere Krifte sind. & #ndert sich,

b — urrt )

.

2 2 ¢
aber bleibt konstant gleich Null.

2




5.

Neuer Beweis eines von Helmholtz
aufgestellten Theorems hetreffend die Eigenschaften
monozyklischer Systeme.

(Gttinger Nachrichten 1886. S, 209—213.)

Die grofe Wichtigkeit, welche die Aufstellung des Begriffs
der monozyklischen Systeme und die Entwicklung der wichtigsten
Eigenschaften derselben?) fiir alle die mechanische Bedeutung
des II. Hauptsatzes betreffenden Untersuchungen hat?), diirfte
. die folgenden Betrachtungen als nicht ganz iiberfliissig er-
scheinen lassen, welche den Zweck haben, den Zusammenhang
der alteren Lehrsitze mit dem allgemeinen Theorem niher zu
beleuchten, welches Helmholtz zu Anfang der letzten, eben
zitierten Abhandlungen beweist. Dieses Theorem lautet, wenn
man daran eine Modifikation vornimmt, welche ich in einer
kurzen Mitteilung an die Wiener Akademie®) und Helmholtz
in seiner letzten Abhandlung tiber monozyklische Systeme?)
als notwendig erkannten, folgendermaflen: Sei ein beliehiges,
zusammengesetztes monozyklisches (also gefesseltes polyzykli-

) Berl. Ber. 6. u. 27. Méirz 1884; Kroneekers Journ. 97, 8. 111
und 317. 1884.

%) Betreffend die Vorgeschichte des Gegenstandes mége hier noch
der Arbeiten Rankines gedacht werden, welcher schon lange (Trans.
R. 8. Edinburgh 1869. 8. 757, 20, 8. 158, 25. 8. 217; Phil. Mag. Dezem-
ber 1865. 30. 8. 241, 39. 8. 211) auf die innige Velwandtschaft der gas-
theoretisehen Gleichungen mit denen fiir stationire Flussigkeitsstromungen
hinwies, die ganz der von Helmholtz entwickelten Verwandtschaft der-
selben Gleichungen mit den auf die Rotation fester Korper mit verfinder-
lichem Trigheitsmomente beztiglichen analog ist. Rankine betrachtete
auch bereits Bewegungen, bei denen eine Steigerung der Geschwindig-
keit ohne Anderung der Gestalt der Bahnen moglich ist.

%) Wien. Anz. vom 9. Oktober 1884. (Vgl. diesen Band, Nr. 73.)

) Berl. Ber. vom 18. Dezember 1884,
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sches) System gegeben, dessen langsam veriinderliche Koordi-
naten mit p,, dessen rasch veriinderliche mit p, bezeichnet
werden sollen, ¢, und ¢, seien deren Differentialquotienten
nach der Zeit, s, und s, die dazugehorigen Momente, endlich
— P, die #uBeren Kriifte, welche zum ungestdrten Fortgang
der Bewegung notig sind. ks wird vorausgesetzt, dafl bei
passender Anderung der P, die Bewegung in genau #hulicher
Weise vor sich gehen kann, wobei nur simtliche Geschwindig-
keiten mit einer konstanten, fir alle Geschwindigkeiten gleichen
aber ganz willkinlichen Zahl » multipliziert, also gewissermaBen
die Zeitdauer aller Vorginge auf den nt® Teil reduziert er-
scheint; wenn dann auBler der im Systeme enthaltenen Energie
nur ein einziger langsam verinderlicher Parameter p, vor-
handen ist, so ist die gesamte im Systeme enthaltene lebendige
Kraft immer integrierender Nenner des Dilferentials der von
auBen zugefithrten Energie; sind dagegen mehrere p, vorhanden,
so gilt dies ebenfalls jedesmal dann, wenn jenes Differential
itberhaupt integrierende Faktoren besitst. Dieses Theorem ist
von Helmholtz a. a. O. in hochst origineller Weise hewiesen
worden, und ich habe hier die Absicht, einen zweiten auf ganz
anderer Basis beruhenden Beweis des Theorems zu geben,
welcher zwar vielleicht nicht so unmittelbar aus der Natur
des Gegenstandes selbst entspringt wie der Helmholtzsche,
daftiv aber mehr geeignet scheint, die Beziehungen des Helm-
holtzschen Satzes zu den #lteren dhnlichen Entwicklungen in
ein klares Licht zu stellen.

Ich will da von der Gleichung ausgehen, welche ich zuerst
auf die mechanische Wirmetheorie angewandt habe!) und welche
nachher von Clausius?, Szily®), J.J. Miiller¥), Ledieu?)
verallgemeinert wurde. In meinen Bemerkungen iiber einige

') Wien. Ber. 1866, (Diese Sammlung I, Nr.2)

) Niederrhein. Gesell. f. Nat. u. Heilkunde 7. November 1870;
Pogg. Ann. 142, §. 438, 145. 8.585; Kinigl, Gesell. zu Géttingen 24. Mai
18715 Berl. Ber. 19. Juni 1884; C.R. 78. S. 461,

% Miiegyetemi Lapok. 1. S.165; Pogg. Ann. 145. 8. 295, 149. S. 74,
Lrgiinzbd. 7. S, 154.

%) Pogg. Ann. 152. 8. 105.

5 C.R. 77. S. 94, 163, 260, 825, 414, 455, 51T; 79, 26. Januar 1874,
8. 587,

Boltzmann Gesaramelte wissonsch, Abbandl, 11T, 12
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Probleme der mechanischen Wirmetheorie?) schreibe ich diese
Gleichungen in der Form

25[.’['(1! = E})i dq,— }._J]'i" dq' + '{.(llf(r)'l U407,

Da hierbei das letzte Glied gleich der gesamten von aullen zu-
gefiihrten Energie d@ multipliziert mit der Zeit ¢ der Bewegung
ist, so lautet diese Gleichung, wenn wir die Bezeichuungsweise
Helmholtz’ adoptieren:

td@ = 2({]1]/ dt — s dpt A >0 dp

dabei ist 7' die withrend der Zeit d¢ im Systeme als lebendige
Kraft vorhandene Energie. Die Bewegung, welche das System
urspriinglich withrend der beliebigen Zeit ¢ durchmachte, wird
durch die unendlich kleine Energiezufuhr () in eine belichige
andere unendlich wenig verschiedene Bewegung verwandelt,
welche sich wihrend einer der Iiinge nach von ¢ wnendlich-
wenig versehiedenen Zeit abspielt. Fiir die erstere Bewegung
sind p,° und 5° die Anfangs-, p,' und s' dic Endwerte der
rasch veriinderlichen Koordinaten und Momente, filr die letztere
Bewegung seien die Anfangs- und Endwerte der rasch ver-
dnderlichen Koordinaten p,°-- dp,* und p,t4- dp,'.  Sei nun
zundichst anfler der im Systeme enthaltenen lebendigen Kraft
nur noch ein langsam veriinderlicher Parameter p, vorhanden,
so werden zwel Gattungen von Zustandsverinderungen moglich
sein, Erstens bel ungeiinderten Bahnformen findert sich blof
die Geschwindigkeit aller beweglichen Teile proportional. Dabei
konnen und sollen immer alle dp,” und dp,! = O sein, Zweitens
es dndern sich die Bahnformen, dann sollen die Anfangs- und
Endwerte der rasch veriinderlichen Koordinaten immer ortho-
gonal getindert werden, d. h. es soll
25"dp° = 28 dpt =

sein.  Verwandelt sich eine spiter anftretende Balm in cine
solche zuriick, welche schon frither da war, so sollen dabei
die p,° und p,* genau die gleichen, aber entgegengesetzt be-
zeichneten Veréinderungen erfabren, welche sie frither erfubren.
~als umgekehrt die letztere Babn in die evsterc iibergelithrt

) Wien, Ber, 7, 11 Junuar 1877, (Diese Sammlung 11, N ia.g
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wurde. Dies ist hier immer miglich, da die Gestalt der Balimen
nur von einer einzigen unabhingig veriinderlichen GriBe ab-
hingt, wihrend die andere unabhiingig veriinderliche GriBe
bloB die Geschwindigkeit bestimmt, mit welcher die Bahnen
durchlaufen werden. Verfithrt man in der geschilderten Weise,
so werden bed Ritekkehr zur selben DBalin auch stets dieselben
Integrationsgrenzen fiie fdé und /2" d¢ wiederkehren, es werden
also diese GriBen ganz bestimmte Werte besitzen.  Withilen
wir die Zeit ¢ groll, so wird

tl - [‘/.’dr,

wobel /£ die sogenannte mittlere lebendige Kraft der Bewegung
ist.  Die obige Gleichung reduziert sich alzo dunn ant

td () — 2d ,./, di o oder G-~ 2 Lt lognat Le.

Falls auBer der im Nysteme enthaltenen Energie mehr
als ein langsam veriinderlicher Parameter p_ existiert, ist /
im allgemeinen nicht mehr integrierender Nenner von @), da
man bei Wiederkehr zu genau demselben Zustande des Nystems
im allgemeinen nicht mehr zu denselben Grenzen der p, zuritek-
kommen wird, sobald die p, an belden Grenzen junner ortho-
gonal geiindert werden; doel 12t sich aueli in diesen Falle
boweisen, dald 2 itutegricrender Nenner sein mubl, fulls iiber-
haupt integrierende Fuktoren von o) existieren.  Sei allgemein
dQ -+ Hd N und seien homer /ound die p o die judependenten
Variabeln,

Nach dem ehen Bewiesenen muBl, sobuld alle p, bis auf
vines konstant sind, 7 iutegrierender Nenner von o) sein;
ist also g irgend einer der Indizes « und do, das zum Faktor 7
hinzutretende Differentiale, so folgt zuniichst

[Ny

, o _ fra by
(o w{Gy dde dp ) L (Gl )

Diese Gleichung mul fir alle Wertekombinationen  daer
dabei als konstant vorausgesetsten Vaviabeln p, py, o0 py oo
71 -+ golten,  Wenn also 1 und .V gegeben sind, so ist
daraus a, bis auf einen nur die letzterwithnten Variabeln ent-
haltenden Ausdruck bestimmt.  Dasscelbe gilt aueh fir jeden
beliebigen andern der Indizes o, z B. h; man hat also ebenso

[
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aN .., dN oy don
M (—a—z—— dl -+ i d 7),@) — ((J 11) dl 4 i d l"h)y

wobei natiirlich die Identitiit von o, und o, noch ni'cht erwiesen
ist. Aus dieser und der Gleichung (1) folgt unmittelbar:
Boy _ 9
aL  aL
Es kounnen sich also o, und a, nur wn Grolen unter-
scheiden, welche kein 7, sondern nur die p, cuthalten, Wir
wollen setzen: ¢, =0 + Il, o, = o+ 1], wobei die ZZ nicht
mehr Funktionen von ./ sind; dann folgt aus der Gleichung (1)

LON b0
Mgy =131
und N § 911
N ou 04y
][[-5})0 ! (af'u F a]’u)

fir jeden Wert von g; hieraus ergibt sich weiter
: /.
dQ = MdN = L ((m } E"a,',’f'd/ﬁ,) ,

die Summe ist ther alle moglichen Werte des Index g 2u er-
strecken. Da laut Ubereinkunft <@ ecinen integrierenden
Faktor hat, so mull es jedenfalls auch ecinen besitzen, weun
man alle p, bis auf zwei derselben, etwa p_und p,, konstaut
setzt. Dividiert man dann noch das Differential ¢} durch /,
so ergibt sich:
L bo , 04, N "’JL-) ~
3L db -+ (a% - ip, ) dp, -l (am - " dp, .

Nach dem Gesagten mufl auch dieser Differentinlausdruck
einen integrierenden Iaktor haben. Schreibt man die be-

kannte Bedingung dafiir hin, so sicht man, daB aus derselben
folgt: entweder

do
J S e
(2) oder ’ o
| oL, _ s,

Opy Oy dpy Opn
ﬁ:xr alle Wertepaare von g und % Die erste Gleichung kann
nie erfillt sein, wenn man voraussetzt, daf im Differential-
au.sdruck dQ das d. vorkommt, welche Voraussetzung, wic
mir scheint, auch von Helmholtz stillschweigend gemacht
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wird,  Im entgegengesetzten, physikalisch offenbar gar uicht
denkburen Kalle schiene mir die Richtigkeit des zu be-
weisenden Theorems fraglich zu werden, in allen iibrigen
Fillen miissen die Gleichungen (2) gelten, aus welchen folgt, dall
XOIL ] dp)dp, das komplette Ditlerential ciner Funktion 7/
der p, ist, weshalh dann @) = Ldie + T1) wird.

Aus den obigen Entwicklungen folgt, dall die Frage, oh
d ) einen integrierenden Faktor besitzt, ant’ die andere hinaus-
Hlt, ol unter bestiindig orthogonaler Veriinderung der Grenzen
bei Ritckkehr zu demselben Zustade immer auch cine Ritek-
kehr zu denselben Grenzen miglich ist, wornut ich vielleicht
ein anderes Mal zuviickkommen werde: im Anschiuld hivran
ditefte sieh dann am Ldehitesten die allgemeine Bedingung aui-
stellen lassen, dald fir ein beliebiges System die lebeudige
Kraft integricrender Nenner ist, welche -Aufgabe IHelmholtz
fitr monozyklische Systeme gelist hat.

Griz, 2. JJanuar 1886,
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Notiz iiber das Hallsche Phéanomen.?

(Wien. Anz. 23. S. T7—80. 8. April 1886 und Phil. Mag. (5) 22.
S. 226-—228. 1886.)

Aus den allgemeinen Gleichungen, welche schon Maxwell
und Rowland fir die Elekirizititsbewegung aufstellten, hat
Lorentz (Wied. Beibl. 8. 8. 869) folgende Gleichungen fir die
Elektrizitatshewegung in einer ebenen gegen die Kraftlinien
eines magnetischen Feldes senkrechten Platte gefunden, falls
daselbst die von Hall entdeckte Ablenkung der Strdme durch
den Magnetismus beriicksichtigt wird:
dp
dy
u,v, p, % sind die Stromkomponenten, die elektrische Spanuung
und spezifische Leitungsfahigkeit, 4 eine Konstante, die wahr-
scheinlich der Stirke des Magnetfeldes 4/ nahe proportional
ist. Ich habe aus diesen Gleichungen einige Konsequenzen
abgeleitet, welche mir der experimentellen Priffung wohl wert
scheinen. Den Beobachtungen Halls entspricht das Integral:

u=—-x@9——hv, VoEm e X

BTN
dx

p=—ax+hay, uw=zxa, v=0.

In einem Hisenstreifen von den Begrenzungslinien y = 0 und
y =05 und der Dicke & flieBt ein Strom J = xadd in der
Richtung O X. Der Nordpol ist auf der positiven Z-Seite. Der
Zeiger einer Uhr, deren Zifferblatt gegen 0Z gewendet ist,
liuft von O X gegen O Y. In einer Hall-Leitung, die vermige
groBen Widerstandes den Zustand des Streifens nicht wesent-
lich alteriert, wird durch die elektromotorische Kraft ¢ = Ak a b

) Diese Notiz kann zum Teil als eine Voranzeige der folgenden
Arbeit (Nr. 77) gelten.



76. Notiz tber das Hallsche Phiinomen. 183

ein Strom getrieben, der im Kisenstreifen der positiven y- Richtung
entgegenfliet. Unter dem ,rotatory power® R versteht Hall
den Quotienten e¢d/J M, so daB 4 = R Mx ist.. Ich bemerke
noch, daB die Absolutwerte, welche Hall fir B angibt, viel
zu klein sind; vielleicht miissen sie infolge einer Verwechslung
des Ohm mit dem Widerstande Eins mit 10° multipliziert
werden. Aus den obigen Gleichungen folgt:

; dp ‘d p dyp
+ hv= — x-L 2
w-+t hov ®oes /t(w ]d)
1y (dp d
—hy = — %L L (2P P
v Lu /l? ](dzj_}_hdw
wobel &= x:{1 4+ %% Die Kontinuitatsgleichung:
duw  dv
_ dx - d/
liefert
dip | &p
da* +, dy® =.0.

Fir eine kreisférmige Platte ergibt sich, wenn eine Elek-
trode des Primirstromes im Zentrum ist und der ganze Rand
als zweite Elektrode dient, folgendes Integral:

p= - X 1()(511&1: T—{-—Jf, U = I‘A (f:h 7{) , V= /1_:4-_(%-}-7) @ , 0= ]‘_ﬁl,

r2 N 7

die Stromungslinien sind logarifhmische Spiralen mit der
Gleichung:
¥ = hlognatr 4 const.;

r und & sind die Polarkoordinaten, ¢ die Stromkomponente
in der Richtung von ». Ahnlich geformte Stromungslinien
wurden in Geisslerschen und Hittorfschen Rohren unter
-dem Kinflusse von Magneten beobachtet. Die Stromung in
einer unendlichen Platte mit zwei oder mehr punktférmigen
Klektroden ergibt sich durch Superposition. Die Gleichung

der Stromungslinien ist dann:
hlognat ;« = — &' + const.

fiir zwei Elektroden, auf die sich die Polarkoordinaten r, &, 7, 4’
beziehen.

- Es hat schon Leduc (Journ. de phys. (2) 8. S.366) die
Hypothese aufgestellt, daf die Widerstandséinderungen, welche
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der Magnetismus im Wismut erzeugt, bloB scheinbar sind, da-
durch hervorgerufen, daf die Stréme durch das Hallphi#nomen
in lingere Bahnen gezwungen werden. Dann wire nach obigem,
in einem rechteckigem Streifen, in dessen ganzer Ausdehnung
die Strome zwei vis-a-vis liegenden Seiten parallel flieBen,
keine Widerstandsinderung zu erwarten. Fir die kreisférmige
Platte ist die Stromintensitit i=2xrod=2ak 4, der
Widerstand s ist daher:

lognat (ry:oy) 1+ & ¥y
2n k0 T ouadx lognat ry

o

wobei r, der Plattenradius, » der der zentralen Klektrode
ist. Er wirde daher im Verhaltnisse von 1 -4-2%:1 durch den
Magnetismus vergrdBert. Ist % die elektromotorische Kraft
der Batterie, p die Potentialdifferenz der Klektroden der
Platte, so ist:

W 8§ 4w

|

wobel w der tibrige Widerstand der Strombahn ist. Prof Kttings-
hausen fand fiir eine diesen Bedingungen entsprechend her-
gostellte Wismutscheibe bei zwei Versuchen mit den Magnet-
feldern 6364 und 4810 fiir dieses Verhiiltnis die Werte 1,257
und 1,180, was der Kormel ziemlich entspricht, da fiir Wismut
von allerdings anderer Provenienz R von 8—10 variierte. Da-
gegen scheint es mir schwer, die grofie Widerstandsinderung,
die sich bei rechteckigen Wismutstreifen ergab, durch blofle
Inhomogenititen oder dadurch zu erkliren, daB der Strom
bloB an einzelnen Stellen, nicht an der ganzen Breite zu- und
abgeleitet wurde. Einem rechteckigen Streifen von der Dicke d,
an dessen beiden kirzeren Seiten (J) der Primirstrom zu- und
abgeleitet wird, wogegen die lingeren Seiten (/) ganz mit zahl-
reichen Hallelektroden besetzt sind, jede mit der vis-&-vis liegen-
den leitend verbunden, entspricht das Integral p = —axz--cy;
sei B die elektromotorische Kraft der Batterie, die den Primir-
strom treibt, J dessen Intensitit, » =1/x0 9 der Widerstand,
welchen er in der Platte findet, w dessen iibriger Widerstand,
ferner ¢ die ganze Intensitit des Hallstromes, o =5 /%(d
dessen Widerstand in der Platte, w dessen tibriger Widerstand,
S0 ist:
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E—al=wd, cb=wi, E’——ziiﬂl-—we]— wbddu,

—7)+hu
“

—llz=(1+f)n—|—hv, hu=(1+q)v

SE [1 = {/l + ,(_Liﬁ}gi@}v,

wobel f'=1w/r, ¢ = w[o; der Widerstand wird also hier im
Verhaltnisse [1 + R*[(1 + ¢)]: 1 vergroBert, da:

=[7+w+1}:m]

——b=wi=wldv,

ist.

Nachtrag.
(Wien. Anz. 28. S. 113—114. 20. Mai 1886.)

Das Integral, welches ich in meiner Notiz vom 8. April
d. J. fiir eine kreisformige Platte fand, verwandelt sich, wenn
diese langs eines Radius zwischen den Elektroden aufgeschnitten
ist, in das folgende: p = — A4lognatr 4 4rarctg(y:z)+ B.
‘Wihrend im ersten Falle der Widerstand der Platte durch die
Ablenkung der Stromlinien durch den Magnetismus im Ver-
haltnisse von 1:1 4 A% zunimmt, #ndert er sich im letzteren
Falle nicht; dagegen wird jetzt zwischen zwei an den beiden
Réndern des Schlitzes vis-a-vis angebrachten Hallelektroden
durch den Magnetismus ein Strom erzeugt, dessen Stirke &
zu berechnen erlaubt; freilich gilt das Integral ohne Korrektion
nur, wenn der Abstand der Hallelektroden vom Scheibenzentrum
klein gegen den Scheibenradius, dagegen groB gegen den Radius
der inneren Elektrode ist.

Hr. Professor Albert v. Ettingshausen untersuchte eine
derartige kreisformige Wismutplatte sowohl als Ganzes wie
auch radial aufgeschlitzt, wobei sich diese Resultate qualitativ
bestitigten; die quantitative Bestimmung wird sehr erschwert
durch eine von der (estalt des Wismut unabhiéingige Wider-
standsvermehrung durch den Magnetismus, welche die durch
die Formeln gegebene an GroBe weitaus ibertrifft, und
moglicherweise daher kommen konnte, daB im kristallinischen
Wismut die Stromkurven veristelt sind, und durch den Magnetis-
mus in ungiinstigere Bahnen gedringt werden. Auch an den
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zwel an beiden Riindern des Schlitzes angebrachten Hall-
elektroden rief der Magnetismus Strome hervor, wenn der
Prim#irstrom die Scheibe radial durchfloB. Die grofe Ver-
schiedenheit derselben, je nach der Richtung des Primérstromes,
" brachte Professor Ettingshausen auf die Idee einer Wirkung
des Magnetismus auf die in der Platte erzeugte Joulesche
Wirme. Ich lieB darauf den Magnetismus mioglichst rasch
nach Unterbrechung des Primfrstromes auf die kreisformige
Platte wirken und schlug, als derselbe hierbei bemerkbare
Strome zwischen den Hallelektroden erzeugte, vor, durch eine
gewohnliche rechteckige Hallplatte statt des Primarstromes
einen Warmestrom zu schicken.



9.

Zur Theorie des von Hall') entdeckten elektro-
magnetischen Phanomens.?)
(Wien. Ber. 94. S. 644—669. 1886.)

Die allgemeinen Gleichungen der Elektrizitatshewegung,
welche dieses Phéinomen implizit enthalten, wurden schon von
Maxwell® aufgestellt; ibre spezielle Anwendung auf dieses
Phianomen erfolgte durch Rowland?), Lorentz% und andere.

Es strome die Elektrizitit in einer ebenen (begrenzten
oder unbegrenzten) in allen Punkten gleich beschaffenen Platte;
dieselbe sei vor der Wirkung des Magnetismus isotrop und
werde in ein homogenes magnetisches Feld gebracht, so daB
die Kraftlinien die Platte senkrecht schneiden. Dann lauten
die allgemeinen Gleichungen
(1) u+7zv———z—g£—, v—/zu:——x%g—;

u, v, p, » sind resp. die durch die Flicheneinheit gehenden
Stromkomponenten in den Richtungen der beiden Koordinaten-
achsen, das Potential der gewdhnlichen elektromotorischen
Kriifte und die spezifische Leitungsfihigkeit der Platte; % ist
eine Konstante, welche in vielen Fillen der Stirke des Magnet-
feldes wenigstens angenihert proportional ist. Wir wollen sie
ofters gleich tgy setzen, wobei y eine andere Konstante ist.

Es lassen diese Gleichungen, wie ebenfalls schon mehr-
fach hervorgehoben wurde, eine zweifache Interpretation zu.
Denkt man sich die mit % behafteten Glieder auf die rechte

) Americ. Journal of science 19. S.200; 20. S.161. Phil. Mag. (5)9. .
8. 225.  Amerie. Journal 10. S. 301.

%) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 23. S.174. 7. Oktober 1886.

%) Electricity and Magnetism. 1. S. 349.

4 Americ. Journal of math. 3. S. 89.

% Archives néexl. 19. S.123. Harlem 1884.
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Seite des Gleichheitszeichens gebracht, so erscheinen sie als
Zusatzglieder zur elektromotorischen Kraft. Sie sagen dann
aus, daf im magnetischen Felde durch jeden galvanischen
Strom eine diesem proportionale und sowohl auf der Stromes-
richtung, als auch auf den Kraftlinien senkrechte elektro-
motorische Kraft geweckt wird. Da diese genau dieselben
Gesetze befolgt, wie die durch das Biot-Savartsche Gesetz
bestimmte ponderomotorische Kraft (mit der einzigen Aus-
nahme, daB die Proportionalitit mit der Intensitiit des Magnet-
feldes dort nicht in allen Fillen gilt), so liegt die Annahme
nahe, daB diese ponderomotorische Kraft nicht bloB auf die
Masse des Leiters, sondern auf die elektrischen Fluida selbst
wirke. Setzt man mit W. Weber voraus, dal in cinem
galvanischen Strome stets durch jeden Querschnitt in gleichen
Zeiten gleich viel positive Elektrizitiit nach der einen und
negative nach der andern Richtung geht, so kinnte erstens die
Greschwindigkeit der positiven und negativen Ilektrizitit die-
selbe sein: Dann wiirden freilich beide Elektrizitiiten mit
gleicher Kraft in derselben Richtung gezogen, was keinen
elektrischen Strom veranlassen konnte. Hs wiire aber auch
zweitens moglich, daB in einer Substanz die beiden Arten der
Elektrizitdit mit ungleicher Geschwindigkeit begabt wiiren,
z. B. wenn von der einen Klektrizitit ein Teil unbeweglich
wire, und nur ein Teil, dafiir aber mit groBerer Geschwindig-
keit, durch die elektromotorischen Krifte bewegt wiirde, withrend
von der andern Elektrizitit zwar das gesamte im Korper ent-
haltene Quantum in Stromung begriffen, dafiir aber schwerer
beweglich wire und daher durch die gleiche elektromotorische
Kraft nur eine geringere Geschwindigkeit erhiclte. Sei die
gesamte, in einem Leiter von der Linge i und Breite f in
Bewegung hegriffene positive Elektrizititsmenge e, die bewegte
negative Elektrizititsmenge ¢, die Geschwindigkeit der ersteren
a + 25, die der letzteren a. Dann ist, weil durch jeden Quer-
schnitt gleich viel positive und negative Elektrizitit flicBen
mubB, e(a+ 26)=¢a. Jede dieser GroBen ist die halbe
elektrostatisch gemessene Stromintensitit J:2. Der Strom
fliefe parallel der Linge i. Die ponderomotorische Kraft,
welche ein Magnetfeld von der Intensitiit M bei der Versuchs-
apnordnung Halls auf die Platte ausiibt, ist J#:v. Unter
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Annahme des Weberschen Gesetzes muB hiervon die Hilfte
Me(a + 20):v auf die positive, die andere Hilfte Mea:v auf
die negative in der Platte stromende Elektrizitit wirken.
Denn sobald die Geschwindigkeiten konstant sind, sind die
elektrodynamischen Krafte nach Weber dem Produkte der
Elektrizititsmenge und Geschwindigkeit proportional. v ist
gleich 3.10%0 ecm/sec. Obige auf die im Leiter beweglichen
Elektrizititen wirkende Krafte sind aber dem Zusammenwirken
zweier Kritfte fiquivalent: einer Kraft, welche im Innern des
Leiters auf die positive und negative Elektrizititsmenge Kins
in gleicher Richtung mit der Intensitit M(a + 4): v, und einer
andern, welche auf die positive und negative Elektrizitéits-
menge Kins in entgegengesetzter Richtung mit der Intensitit
Mb:v wirkt. Man mubB annehien, daB die erstere Kraft
keine bisher heobachtbare Wirkung erzielt, die letztere aber
die eclektromotorische Kraft des Hallstroms ist. Sie ent-
spricht einer elektrischen Potentialdifferenz e,= Mbf:v an
zwel vis-a-vis liegenden Punkten des Plattenrandes. Es ist
also b = MB:e,. Die Indizes st und m zeigen elektrostatisches
und magnetisches MaB an. An die Stelle der GroBe ¢ meiner
ersten Notizl) iber diesen Gegenstand tritt also &.. Das
Hallsche Rotationsvermdgen ist nach dieser Anschauung der
halbe Geschwindigkeitsitberschuf der einen gegeniiber der
anderen Elektrizitat, wenn durch die Einheit des Querschnittes
der Strom eins, magnetisch gemessen, flieBt. In Substanzen
mit positivem Drehungsvermogen, wie Eisen, Antimon usw.
besitzt die positive, in den ibrigen, wie Gold, Wismut usw.,
die negative Elektrizitat die groBere Geschwindigkeit.?)

Vom Standpunkte der unitarischen Theorie, wie sie nament-
lich Edlund?) ausgebildet hat, mufl die Sache folgendermaBen
aufgefaBt werden. Erfahrungsmifig wird durch die elektro-
motorischen Krifte, welche den elektrischen Strom treiben,
bloB die im Drahte enthaltene Elektrizitit, nicht die ponderable
Masse des Drahtes bewegt. Um dies zu erkliren, nimmt
Edlund an, daB der im Leiter bewegliche Ather rings von
unbeweglichem umgeben ist. Die elektromotorische Kraft wirkt

) Wien. Anz. 1880. (Diese Sammlung Bd. II, Nr. 54.)
*) Vgl auch die zitierte Abhandlung von Lorentz.
%) Verhandl. der schwed. Akad. der Wissensch. 12. 1878,
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ebensogut auf den beweglichen wie auf den ur.ngeb.enden
ruhenden Ather, weshalb letzterer nach dem archimedischen
Prinzip einen Auftrieb auf den Leiter ausiibt, welcher die
ponderomotorische Wirkung wieder vollstindig neutralisiert,
geradeso wie jede ponderomotorische Kraft auf einen Kérper
neutralisiert wird, sobald jedes Volumelement des Korpers die
dem unelektrischen Zustande entsprechende Athermenge" ent-
halt. Dagegen wirken auf diesen umgebenden, ruhenden Ather
die elektrodynamischen Krifte nicht, diese werden daher auch
durch keinen Auftrieb neutralisiert. Hierdurch entfillt der
eine Einwand Halls.})

Ein schwer wiegendes Bedenken bleibt aber selbstverstind-
lich der Umstand, daB sich das Hallsche Phinomen nicht in
allen Substanzen in demselben Sinne zeigt, und ich betrachte
die stoffliche Theorie der Elektrizitit bloB als ein Bild zur
Erleichterung der Vorstellung, dessen mioglichst konsequente
Durchbildung mindestens so lange niitzlich ist, als keine
andere ebenso klare Theorie der FElektrizitiit existiert. Um
die Foucaultschen Strome zu erkliren, mufl man annehmen,
daB bei Bewegung eines Korpers wenigstens ein Teil der in
ihm enthaltenen Elektrizitit mitbewegt wird. Soll daher vom
Standpunkte der unitarischen Theorie die Bewegung eines
unelektrischen Korpers keinen elektrischen Strom darstellen,
50 miifte man etwa annehmen, daB durch die elektromotorische
Kraft bloB die in den Leitermolekiilen enthaltene Elektrizitiit
bewegt wird und durch schmale Briicken von Molekiil zu
Molekiil ibergeht. Bei Massenbewegung des Leiters bewegt
sich diese Elektrizitdit mit. Von der das Molekiil umgebenden
Elektrizitit dagegen fillt immer die an der vorangehenden
Molekilhilfte verdringte .den hinter dem Molekiile leer werden-
den Raum aus, wodurch ein an Intensitit gleicher Gegen-
strom entsteht; dadurch wire auch den Einwirfen KFoppls?)
begegnet.

Eine ganz andere Interpretation erhalten die mit /# be-
hafteten Glieder der obigen Gleichungen, wenn man sie auf die
linke Seite des (tleichheitszeichens mit den anderen Gliedern

!) Sillimans Journal 20. 8. 52. 1880. Phil. Mag. (5) 10. S. 136,
?) Wied. Ann: 27. S. 410. 1886.
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daselbst vereint betrachtet; sie erscheinen dann als einc
Modifikation des galvanischen Leitungswiderstandes, wie ja
jede der Stromintensitiit proportionale elektromotorische Kraft
ebensogut auch als Widerstand aufgefaBt werden kann. Man
muB dann annehmen, daB die Platte unter der Einwirkung
des Magnetfeldes zwar in allen Punkten gleich beschaffen
bleibt und sich auch nach allen Richtungen gleich verhilt
(d. h. sich nicht #ndert, wenn man einen kreisformigen Teil
derselben um einen beliebigen Winkel gedreht wieder in die
Platte einfiigt), daB aber ihre kleinsten Teile eine eigentiimlich
gedrehte Struktur annehmen (wie Schraubenlinien, deren Achsen
die magnetischen Kraftlinien sind). Infolge dieser Struktur
sind die Bahnen des elektrischen Stromes bei ungehinderter
Ausbreitung keine Geraden, sondern Spiralen.

Freilich ist es schwer, sich von einer derartigen Wider-
standsianderung ein anschauliches mechanisches Bild zu machen.
Es findet diese Ansicht in der Erfahrung dadurch eine Unter-
stitzung, daB bheim Wismut durch magnetische Krifte auch
Erscheinungen auftreten, welche durch eine Vermehrung des
gewohnlichen galvanischen Widerstandes vollkommen erklirt
werden konnen; es wird in dieser Beziehung von besonderem
Interesse sein, zu untersuchen, ob dies auch bei allen anderen
Korpern der Fall ist, bei denen die scheinbaren, von der Gestalt
abhingigen Widerstandsiinderungen, welche durch die mit A
behafteten Glieder bedingt werden, keinen so kleinen Wert
haben, daB ihre Beobachtbarkeit vollig ausgeschlossen ist.

Sowohl im Interssse der allgemeinen Konsequenzen, welche
ich aus diesen Gleichungen zog?), als auch behufs genauerer
experimenteller Untersuchung des Hallschen Phiinomens schien
es mir wiinschenswert, die obigen allgemeinen Gleichungen in
den einfachsten und wichtigsten speziellen Fillen aufzuldsen.

Es hat schon Lorentz (a.a. 0) den Weg angedeutet,
wie diese Gleichungen zu integrieren sind; doch hat er die
Rechnung nicht so weit durchgefithrt, daB die Anwendung auf
spezielle Fille unmittelbar geschehen kann. Auch hat er
immer die Grofe 4 als sehr klein gegen Kins vorausgesetzt, was
bei Gold, der ersten von Hall untersuchten Substanz, und bei

1) Wien. Anz. 1886. Dieser Band Nr. 76.
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vielen anderen ganz sicher erlaubt ist, nicht aber bei einigen
erst spiter bekannt gewordenen. So kann nach den Ver-
suchen Ettingshausens fiar Wismut 4 bis fast zum Wert 1/,
ansteigen. ‘

Ohne jede Vernachlissigung ergeben sich zunfchst aus
den Gleichungen (1) die folgenden:

. d
[ weosy +osiny =— =t ;,p
2 { Vit hrt ¢%
. d
-— 7 S }" + v COS 7’ == —— *»x;, —;‘ljl .
l Vi+h* Y
x dp dp = dp dp)
@) v=- 1+h2<‘c2‘w’" ‘da")’ v= 1+h“( iz T dy
- #_ (4D og, _ 4P )
u ==y (aa 57—y 7
(4:) . — * Eiff sin + Ndp cos )
v=- Vlj/‘z; dx 4 dy 7
Die Kontinuitiatsgleichung
du ae
az tay =0
liefert hierzu noch
@ep B
(5) d x? + dy" — ‘)

Man hat zn unterscheiden zwischen der Richtung, in
welcher die Elektrizitat durch die auch sonst wirksamen Kriifte,
von denen ich hier nur die elektromotorische Kraft mit dem
Potential p in Betracht ziehe, getrieben wird, und derjenigen
Richtung, in welcher die Elektrizitit wirklich flieft.

Nennt man die Kurven, welche auf der ersteren Richtung
iiberall senkrecht stehen, die Aquipotentiallinien, so steht die
letztere Richtung nicht mehr senkrecht auf den Aquipotential-
linjen. Es erscheint vielmehr die Stromungsrichtung gegen die
Normale der Aquipotentiallinien, also gegen die Richtung der
elektromotorischen Kraft) um den Winkel y in demjenigen

) Es ist unter elektromotorischer Kraft jene aller elektrostatischen
Ladungen wverstanden, sowohl derjenigen, welche durch die elektro-
motorischen Krifte, die den Primdrstrom erzeugen, hervorgerufen werden,
als auch derjenigen, welche durch die Wirkung des Magnetismus an
' den freien Réndern der Platte entstelien konnen. Sind thermoelektrische



77. Theorie des Hallphéinomens. 193

Sinne verdreht, in dem man von der positiven X-Achse zur
positiven ¥-Achse gelangt und der — wie wir sehen werden —
fiir Eisen der Richtung der Ampéreschen Strome entgegen ist.

- Die Funktion p muB also auf der ganzen Platte derselben
Differentialgleichung (5) geniigen, wie ohne Wirkung des Magne-
tismus. Auch an den Elektroden bleibt die Bedingung dieselbe.
Geht die Platte nach allen Richtungen ins Unendliche oder
sind ‘alle Réander der Platte an sehr viel besser leitende Metall-
streifen angeldtet, welche als Elektroden dienen konnen oder
nicht, so bleibt auch dort die Bedingung dieselbe.

Denkt man sich daher das Potential an den Elektroden
als gegeben, so wird es in diesem Falle durch Einwirkung des
Magnetismus in keinem Punkte der Platte verindert. Ver-
bindet man zwei beliebige Punkte der Platte mit den Quadranten-
paaren eines Elektrometers oder mit einem Galvanometer von
grofem Widerstande (Potentialgalvanometer), so wird bei ge-
gebenem Potentiale der Elektroden der Ausschlag durch den
Magnetismus nicht veriindert. Waren die beiden Punkte ur-
spriinglich #quipotential, so bleiben sie es auch nach der Ein-
wirkung des Magnetismus. Anders ist es natiirlich, wenn nicht
das Potential der beiden Elektroden, sondern die Strom-
intensitit als unveriinderliche Grofle vorausgesetzt wird; dann
wiirde die Potentialdifferenz der Klektroden durch den Magne-
tismus vergroBert werden. ]

Die Erfahrung lehrt, daB wenigstens fir Wismut durch
Einwirkung des Magnetismus auch % verkleinert wird. Ich
will hier immer den Fall, wo die obigen Gleichungen gelten,
mit dem Falle vergleichen, ,wo 2 = 0 ist¢, wahrend natiirlich
alles iibrige unverindert bleibt. Der letztere Fall wiirde also

Krifte im Tnneren der Platte vorhanden, oder ist diese &uBeren,
induzierenden elektrischen Kriften ausgesetzt, so miiften auch diese zur
obigen elektromotorischen Kraft hinzugerechnet werden; im folgenden
werden jedoch derartige thermoelektrische und Induktionskrifte aus-
geschlossen.

Betrachtet man .als Ursache des Hallschen Phénomens eine durch
den Maguetismus auf die strémende Elektrizitdt wirkende Kraft, so ist
diese jedoch nicht unter dem, was im Texte ,elektromotorische Kraftt
genannt wurde, inbegriffen, daher auch nicht unter die elektromotorischen
Kriifte, deren Potential oben mit p bezeichnet wurde; dies versteht sich
von selbst, wenn man das Phéinomen als Widerstandsiinderung auffabt.

Boltzmann, Gesammelto wissensch. Abhandl. IIT. 13
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eintreten, wenn der Magnetismus nicht wirken wiirde, aber s
denselben Wert hitte, wie unter EinfluB des Magnetismus
(z. B. durch Anderung der Temperatur oder der Plattendicke).

Bezeichnen wir im ersten Falle die totale Stromintensitit
durch die Flicheneinheit im Punkte z, y mit J; den Winkel,
welchen die durch den Punkt z, y gehende Strémungslinie in
* diesem Falle mit der positiven X-Achse einschliefit, mit «; die
Werte der entsprechenden GroBen fir den Fall, wo £ =0 ist,
mit J; und e, so ist

d .
u1=—-%%_ef cosc,, v =— %-—Jl sin e, ,
(6) J o
= e GOS8 s et gD (2,
Ty (e + 7) BTy (e, + 7).

Es ist also J=J: V1 + 4, ¢ = ¢, + 7.

Durch das Hinzukommen der mit % behafteten Glieder
wurde also die totale Stromintensitit in allen Punkten der
Platte gleichm#Big im Verhiltnisse von 1:)1 -+ %% vermindert,
die Stromkurven dagegen ebenfalls gleichm#fBig an allen Stellen
um den Winkel y gedreht, und zwar in demselben Sinne, in
welchem man von der positiven X-Achse zur positiven J-Achse
gelangt; also bei positivem 2 und gewShnlicher Lage des
Koordinatensystems (X-Achse nach rechts, ¥-Achse nach oben)
dem Uhrzeiger entgegen. Wir werden sehen, daB % bei dieser
Lage der Koordinatenachsen fiir Fisen positiv ist, wenn der
Nordpol dem Beschauer zugewendet ist, die Ampeéreschen
Strome also von der positiven” Y-Achse gegen die positive
X-Achse wie der Uhrzeiger fliefen.

Die Stromlinien erscheinen also im Eisen und allen von
Hall als positiv bezeichneten Metallen dem Sinne der Ampeére-
schen Strome entgegengesetzt gedreht.

Wir wollen uns die Elektrizitdt in auf der Platte befind-
lichen geschlossenen Kurven (den FKlektroden) einstromend
denken, die von so gut leitender Substanz gebildet oder aus-
geftillt sind, daB sie aquipotential sein missen. @ = [do-N-0,
tiber den Umfang einer Klektrode erstreckt, ist die Elektrizitits-
menge, welche in der Zeiteinheit durch die betreffende Elek-
trode ein- oder ausstrémt: Dabei ist ¢ die Dicke der Platte
und VN die auf die Flicheneinheit bezogene Stromkomponente
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normal zur Elektrode, also d¢.N.J die Elektrizititsmenge,
die in der Zeiteinheit durch das Element d¢ der Elektrode
tritt. Durch die % enthaltenden Glieder wurde die Strom-
intensitat J per Flicheneinheit im Verhaltnisse von 1:14 72
nach Gleichung (6) vermindert. Fiir 2 = 0 waren die Strom-
linien senkrecht zur Elektrode; nun schlieBen sie den Winkel
90° — y mit derselben ein, daher entfillt jetzt in die Richtung
der Normale nur die Komponente

J

T+

demnach ist &V im Verhiltnis von 1:1 4 A2 verkleinert: in
demselben Verhéltnisse erscheint daher der Widerstand gegen-
iiber dem Falle vergroBert, wo 2 = 0 ist, wo also kein Magne-
tismus wirkt, aber » denselben Wert besitzt. Die Potentialwerte
sind ja durchaus dieselben geblieben.

Als spezielles Beispiel erwihne ich den Fall einer kreis-
formigen Platte. Die eine Elektrode sei im Zentrum, der
ganze Rand, der eine Aquipotentialkurve bildet, sei die zweite
Elektrode. Dann ist, wie im Falle, wo & = 0- ist,

() =— dlogr + B.
Aus den Gleichungen (3) folgt

J cosy =

% x—hy % y+ho x A
Tl Y= rie m CT AT
Die Stromungslinien sind logarithmische Spiralen mit der

Gleichung

U=

¥ = hlogr 4+ const.;

r und < sind die Polarkoordinaten, o ist die Strémungs-
komponente in der Richtung vonr. Ahnlich geformte Stromungs-
linien wurden in Geisslerschen und Hittorfschen Riohren
unter dem Einflusse von Magneten beobachtet und es erschiene
mir das Auftreten des Hallschen Phinomens in verdiinnten
Gasen sehr der Untersuchung wert.

Ist der Rand in unéndlicher Entfernung, so ergibt sich
aus obigem Integrale die Stromung durch eine unendliche
Ebene. TFiir einen Kinstromungs- und einen Ausstrémungs-
punkt mit den Polarkoordinaten r, &, r’, 9 ist die Glemhung
der Stromungslinien

k log7 = ¢ — &' 4 const.
18%
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Folgende Bemerkung fithrt uns zu einer Modifikation des
betrachteten Falles. ,

Sei X der reelle, I der rein imaginire Teil einer Funktion
von = +y)/—1; ist dann p = X irgend eine Losung der Auf-
gabe fiir den Fall, wo 2 = 0 ist, so wird p = X — 2T eine
Losung sein, welche dieselben Stromlinien liefert, wenn 2 von
Null verschieden ist.

Man sieht dies unmittelbar, wenn man den letzteren Wert
in die Gleichungen (3) substituiert und bedenkt, daf

4X _d¥ = 4X __ 7Y

de ~ dy’ dy = dz
ist. Die Verteilung der Spannung in einer kreisférmigen Platte,
in welcher nach Hinzutreten der mit 4 behafteten Glieder die
Radien noch Stromlinien sein sollen, ist daher durch die
Gleichung

(8) =—Adlogr+ 4k arctg + B

ausgedriickt. Die Mehrdeutigkeit des arctg zeigt sofort, daf
dieses Integral nur gelten kann, wenn die Platte lings eines
Radius aufgeschnitten ist.

Aus den Gleichungen (3) folgt unter Einsetzung des Wertes p

aus (8) '

o =Vl ¥ ot = XA
die gesamte Stromintensitét ist daher 2mwrpd =2mx 49. Da
die Stromintensitit fiir den Fall 2 =0 genau durch dieselbe
Formel gegeben ist, so ist auch der Widerstand derselbe, als
ob bei gleichem Werte des » der Magnetismus nicht wirksam
wire. Doch darf nicht vergessen werden, da8 dies nicht strenge
gilt, da sowohl die Gestalt der zentralen Elektrode, als auch
die des Randes eine Deformation erfahren.

Die durch das Aufschneiden der Platte bewirkte schein-
bare Widerstandsverminderung erklirt sich, wenn man sich die
Platte lings unendlich vieler, je einen klemen ‘Winkel mitein-
ander einschlieBender Radien aufgeschnitten denkt. Jeder
Sektor verhilt sich dann wie ein unendlich schmales Rechteck,
dessen zwei kiirzere Seiten als Elektroden dienen, und wir
werden spiter sehen, daB der Widerstand eines solchen Recht-
ecks durch Hinzutreten der mit 2 behafteten Glieder nicht
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verindert wird. Ist dagegen die Platte unaufgeschnitten, so
verhalt sich jeder Sektor wie das spiter zu betrachtende, mit
unendlich vielen Hall-Leitungen von unendlich kleinem: Wider-
stande besetzte Rechteck, dessen Widerstand durch das Hinzu-
treten der 4 ‘enthaltenden Glieder scheinbar im Verhiltnisse
von 1:1 -+ A% vermehrt wird: denn in beiden Fillen wird die
freie Elektrizitat der Réinder widerstandslos abgeleitet. Wie
durch die Hallelektroden die freie Elektrizitdt des einen
Randes sich mit der des anderen vereinigt, so vereinigt
sich bei der unaufgeschnittenen Platte die freie Elektrizitit
immer mit der entgevengesetzt bezeichneten des nichsten
Sektors.

Den Fall, daB die Platte einen freien Rand hat, welcher
an die Bedingung gekniipft ist, daB durch denselben keine
Elektrizitat hindurchgehen darf, kann man in folgender Weise
beliandeln. _

Sobald % =0 ist, stehen die Aquipotentiallinien senkrecht
auf dem Rande. Denken wir uns nun plétzlich die mit 2 be-
hafteten Glieder hinzutretend, also pl6tzlich den Magnet wirkend,
g0 werden im ersten Momente die Stromungslinien gedreht
werden; der Rand hort also im ersten Moment auf, Stromungs-
kurve zu sein, wodurch sich freie Elektrizitit an demselben
anhiuft. Durch das Potential dieser freien Elektrizitit werden
die Aquipotentiallinien augenblicklich in der entgegengesetzten
Richtung gedreht, bis der Rand wieder Strémungslinie ge-
worden ist. Daraus, dal die Strémungslinien immer um den
Winkel 7 gegen die Linien des stirksten Gefilles von p ver-
dreht erscheinen, folgt, daB, wenn der Rand Strémungslinie
gein soll, die Linien des stirksten Gefilles den Winkel y mit
der Stromungslinie, welche den Rand bildet, einschlieBen miissen,
und zwar so, dall die erstere Richtung in die letztere durch
eine Drehung dem Sinne der Ampéreschen Strome entgegen
bergefithrt wird. Die Aquipotentiallinien werden also in der
unmittelbaren Nihe des Randes gerade in der entgegengesetzten:
Richtung gedreht, wie die Stromlinien in der unendlichen Platte,
was man iibrigens auch ohne Schwierigkeit aus den Gleichungen
ableiten kann,

Das einfachste Be1sp1el hierfir bletet eine rechtec]nge
Platte. Die beiden der Y- Achse parallelen Seiten von der
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Linge f sollen als Elektroden dienen, die beiden darauf senk-
rechten Seiten von der Linge 4 den freien Rand bilden.

Fiir 2=0 ist die Strémung offenbar durch die Gleichungen
egeben
g8 p=—az+b, u==xa, v=0.

Ist @ groB gegen 4, so verschwindet der freie Rand; es
wird also dann, wie oben gezeigt, der Wert des p ungeindert

9) p=—azx+b
sein; daher nach den Gleichungen (3)

ax% @hx
(10) . ur:TT};T’ U=T-T:—}72—'

Die Stromungsrichtung wird durch den Magnetismus um
den Winkel y gedreht, die Elektrizititsmenge dagegen, welche
in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt der Platte fliefit,
erscheint im Verhdltnis von 1 4 %2:1 verkleinert gegeniiber
dem Falle, wo 2 =0 und die Potentiale dieselben sind.

Verschwindet dagegen j gegen A, so verhilt sich das ganze
Innere der Platte so, wie sich nach dem eben Bewiesenen
Stellen verhalten miissen, die in der Nihe des Randes liegen;
es mufB also
(11) v=0, u==xa
sein, und es wird nach den Gleichungen (1)

12) p=—axz+ hay 4 const.

Die Aquipotentiallinien erscheinen also durchaus nach der
entgegengesetzten Richtung um den Winkel y gedreht.

Die Intensitit des den Streifen durchfliefenden Primir-
stromes ist J =xafJ; die Potentialdifferenz zweier vis-i-vis
liegenden Randpunkte, also die elektromotorische Kraft des
Hallstromes ist ¢ = xaf. Den Quotienten R = ed [J M
nennt Hall das Rotationsvermigen; es ist also 4 = RMx,
wobei M die Intensitit des Magnetfeldes ist. Ist @ und 2%
positiv, so flieBt der Prim#rstrom in der Richtung der positiven
X-Achse, der Strom aber, welcher durch einen NebenschluB
zweier vis-i-vis liegenden Randpunkte entsteht, flieft in der
Platte in der positiven F-Richtung. Dies gilt bei der gewiihlten
Lage der Koordinatenachsen fiir einen Kisenstreifen, sobald der
erregende Nordpol vor der Zeichnung liegt, die Ampéreschen
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Strome also wie der Uhrzeiger von der positiven Y- gegen die
positive X-Richtung hinflieBen. Will man ohne Anderung der
Gestalt des Streifens bewirken, daB statt der Gleichungen (11)
und (12) die Gleichungen (9) und (10) gelten, so mufl man die
freie Elektrizitat, die sich an beiden Réndern des Streifens
ansammelt, bestindig ableiten. Dies wiirde am besten da-
durch geschehen konnen, daB man die beiden Rénder in
leitende Verbindung brichte. Von einer zylindrischen Auf-
rollung des Streifens, so daB die Rénder sich direkt berithren,
wollen wir hierbei absehen, da dann der eine Pol ebenfalls ein
Zylinder, der andere ein ihn umgebender Hohlzylinder sein
miiBte; auch kann man am Rande nicht einen gut leitenden
Streifen anléten, da sonst der Prim#rstrom durch diesen und
nicht durch die Platte gehen wiirde.

Ich denke mir daher an den lingeren Seiten A zahlreiche
Hallelektroden angebracht, von denen je zwei vis-a-vis liegende
leitend verbunden sein sollen. Den. totalen Strom in allen
diesen Leitungen nenne ich den Hallstrom. Sind die Elek-
troden sehr zahlreich und nahe, so sieht man leicht, daB in
éiniger Entfernung von denselben im Innern der Platte die
Stromlinien wieder Gerade sein werden, die aber von der
.X-Richtung etwas gegen die Y-Richtung gedreht sein werden
(eine Hisenplatte unter den frither angegebenen Bedingungen
angenommen). KEs sind daher » und v positive Konstanten
und die Gleichungen (1) liefern

p=— u-{;lwm_ v ”huy—l-c.

Sei E die elektromotorische Kraft der Batterie, welche
den Primirstrom treibt, J = fJdu dessen Totalintensitit,
§=24/x%B0 der Widerstand, welchen er in der Platte findet,
0 dessen ibriger Widerstand; ferner ¢i=21dv die Total-
intensitit des Hallstromes, s= /%10 dessen Widerstand

in der Platte und o dessen tibriger Widerstand, so ist

B u+ hov

———1
®
die gesamte elektromotorische Kraft, welche den Primirstrom
durch den Widerstand £ treibt, daher

E_XEr, 07— QB0

% .
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Weiter ist die Potentialdifferenz, welche den Hallstrom
durch den Widerstand o treibt,

—v 4+ hu
srrhig

%
woraus sich leicht findet
#E:A=(14+ Qu+rv; hu=>1+ ¢)v,

S N L Y

=wi=wlidv,

wobel
.52 )
(l) = ———— (p = —‘;—. i
Der Wlderstand erschemt also im Verhiltnisse von
s + ® L

vergrofert, da

" (p+s(1+ 1+¢))J

Um die Gleichungen (1) auf kompliziertere Fille anzu-
wenden, soll von folgender Betrachtung ausgegangen werden:
Man bestimme zuerst die Stromung in der Platte fir den Fall
h=0; p, sel ein solches Potential einer unendlichen Platte,’
bei welchem der Rand unserer Platte Stromungslinie ist und
es handelt sich um solche Zusatzglieder zu p,, daB, wenn 4
nicht verschwindet, der Rand wieder Strémungslinie wird.
Ziblt man die Elemente des Randes dem Uhrzeiger entgegen
und bezeichnet eines derselben mit do, so ist —xdp,/do
die Dichtigkeit des Stromes, welcher dem Rande der Platte
entlang an der betreffenden Stelle dem Uhrzeiger entgegen
flieBt. Fassen wir wieder Eisen ins Auge und nehmen wieder
an, daB die Ampéreschen Stréme im Sinne des Uhrzeigers
flielen, so wiirde diese Strémung, falls die Platte unendlich
und p, ihr Potential wire, durch Hinzutreten der mit % be-
hafteten Glieder um den Winkel y dem Uhrzeiger entgegen
gedreht und im Verhsltnisse von )1 4 A2:1 vermindert. Es
tritt daher jetzt durch das Element d ¢ des ehemaligen Randes
die Elektrizititsmenge

% dpo
TAER d ho
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in der Zeiteinheit ein; sei ferner N, do d die Elektrizititsmenge,
welche in der Zeiteinheit durch das Fléachenelement do - 0 des
Plattenrandes austreten wiirde, wenn das Potential p, wire,
aber der Magnetismus bereits wirken wiirde, also die mit /
behafteten Glieder hinzutreten, so ist

ap,
(13) Nydod = 5 dohd.

N, ist hierbei die auf die Flacheneinheit bezogene Strom-
komponente senkrecht zum Rande nach auBen. Damit durch
den Rand keine Elektrizitat austrete, muf in jedem Element do
desselben ein Kinstromungspunkt fingiert werden, durch welchen
in der Zeiteinheit die Elektrizititsmenge N, do-0 einstromt.
Das Potential dieses Einstromungspunktes auf einen in sehr
kleiner Entfernung ¢ befindlichen Punkt sei Blogg; im ibrigen
muB es den Wert haben, den fiir den Fall 2 = 0 das Potential
eines am Rande der Platte liegenden Einstromungspunktes
hat, wobei ausgedehnte Elektroden als Aquipotentiallinien zu
betrachten sind. Um die Konstante B zu bestimmen, denken
wir uns die Platte zuerst als unbegrenzt und auf ihr das
Potential p, vorhanden. Die unbegrenzte Platte kann dann,
ohne daB sich etwas #ndert, lings dieser Kontur aufgeschnitten
werden und man sieht sofort, daB von jeder am Rande der
Platte befindlichen Einstrdmungsstelle die Halfte der Elektrizitit
in die Platte, die andere Hilfte ins Unbegrenzte flieBt.

Wiare 2= 0, so wiirde B logo das Potential eines Ein-
stromungspunktes am Rande sein, durch welchen in der Zeit-
einheit die Elektrizititsmenge — woxB9 /o in die Platte
flieBen wiirde; diese wird durch die mit 2 behafteten Glieder
noch im Verhiltnisse von 1+ A2:1 vermindert, daher ist in
unserem Falle Blogo das Potential eines Einstrémungs-
punktes, welcher die Elektrizititsmenge — wx B0 [(1 + A% in
die Platte hineinsendet: diese Menge muB aber N, do-d sein,
woraus nach Gleichung (13) folgt :

{(14) Blogo =— }—tLN dologg =— % . —;:—do‘.log().

Will man nur die erste Anniherung, so kann man A2
iiberall vernachlissigen.

Wirde man die Einstromungspunkte bloB unendlich nahe

dem Rande annehmen, so milBte man (wie dies bei kreis-
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férmigen Platten gang und gébe ist) auf der anderen Seite
des Randes ihr'Bild hinzufiigen; das Bild wiirde nicht Elektri-
zitit in die Platte schicken, dagegen wiirden beide das Potential
auf der Platte vermehren.

Denkt man sich alle Randelemente der Platte mit derartigen
Einstrémungspunkten versehen und superponiert deren Potentiale
p, liber p,, so erhilt man eine erste Annaherung (d. h. bis auf
Glieder von der Ordnung #). Dieselbe Bedeutung, welche N,
dem Potentiale p, gegeniiber hat, soll &, dem Potentiale p, + p,
gegeniiber haben; das Potential der Kinstrdmungspunkte,
welche NV, kompensieren (daher eine Anndherung bis auf Glieder
von der Ordnung 4% geben), soll mit p, bezeichnet werden usw.:
Das definitive Potential der Platte ist dann durch eine unend-
liche Reihe p = p, + p, + p, + ... gegeben.

Sind die Elektroden nicht punktformig, so wiirde durch
Hinzuftigung der Potentiale p,, p, ... zu p, die Bedingung,
daB das Potential an den KElektroden konstant ist, verletut,
wenn man nicht bei Bestimmung von p, bereits die Elektroden
als Aquipotentiallinien betrachtet hitte.

Als Beispiel betrachten wir eine kreisférmige Platte mit
dem Radius a, auf welcher beliebig viele punktformige Elektroden
sein konnen. Kine derselben habe die Distanz b vom Zentrum;
unter ihrem Bilde verstehen wir den Punkt, welcher auf der
Verlingerung ihres Radius in der Distanz a?/6 vom Zentrum
der Platte liegt. Dann ist fir 2 =0 das durch diese Elek-
trode bestimmte Potential in einem Punkte der Platte,
dessen Distanz von der Elektrode gleich », und von deren Bilde
gleich ' ist,

Py = A(logr +logr’).

Das gesamte Potential ist eine Summe von Gliedern von
der Form Sp, wobei aber ¥4 =0 sein muB, damit alle
Bedingungen der Aufgabe erfillt werden. Es geniigt voll-
kommen, ein einzelnes Glied dieser Summe zur weiteren
Rechnung zu beniitzen. Wiahlen wir das Zentrum der Platte
als Koordinatenursprung und ziehen die Abszissenachse durch
die betreffende Elektrode, bezeichnen ferner mit u eine spater
- zu bestimmende Konstante, so wollen wir zuniichst setzen
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=A4(1+ 2y)logr+ Alogr’
—A~+hd%ﬂﬁﬁr??+Ahﬂ/x——-+y

Die oben mit XN, bezeichnete Stromkomponente ist
N, = % u -+ %v

% dpo ap, dp, dp
——a‘m[ +ydy =]

(15)

Bildet man dp,/d= und dp,/dy und setzt nachher 22+ 3% =a?,
so findet man

dpo d.?oo _ 2ud(@ —ba)
z TV "A+FEF3H’

d d 241 kb
hy?d% — hz dio =T 4(- bjf)zbg
24 verschwindet itber alle Elektroden erstreckt. Das
zweite Glied rechts in der ersten Zeile soll zur Kompensation
der Glieder von der Orduung %? dienen, und wird daher erst .
bei Berechnung von &, beriicksichtigt werden.
Wir wollen also zunichst die Glieder von der Ordnung 4,
das heiBt das Glied der zweiten Zeile kompensieren. Dieses liefert

Vo= 2AQ +u)yzhdy
0T a@ )@ + b — 20bw)

Um dieses Glied zu kompensieren, miissen wir zu p, ein
zweites Potential p, hinzufiigen, welches nach Gleichung (14)
-auf einen Punkt mit den Polarkoordinaten ¢, ¢ den Wert

2A(01 +uwhbyd _
_fna(é2+‘1:zl_gb;) log )z — ccose? + (y — csing?

hat; denn beim Potentiale Blog ¢ ist der Rand Strémungslinie,
wenn ¢ die Distanz von einem Randelemente do bedeutet.
Setzt man auch z = acosd, y = asind, do = add, so wird

2A01 +uh
TT

p1=_..

27
(16) f absin & d Y

o + b2 — 2 abecos &

log Ya? + ¢* — 2accos(P — ).
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Bezeichnen wir das bestimmte Integral mit — mg, so ist

2n
dg _ absind(c — acos(§ — 8)d&
_ﬂ%— @ 15
0

—2abceos &) (a® + ¢ — 2accos (& — 3))

Setzen wir den mit & multiplizierten Ausdruck gleich

M + N sin & + P+ Qsin(§ — &) ,
@ + 8%~ 2abcos S @'+ —2accos($ — 8
80 wird
dq 2M 2N
(17) “%‘“az_b2+(b2_ce'

Um die Koeffizienten M, N, P, ¢ zu bestimmen, bringe
man auf gemeinsamen Nenner, l6se sin (¢ — ¢) und cos (J — &),
wo sie mit keiner Funktion von ¢ multipliziert sind, auf und
beniitze die Gleichung

cos ¢ sin(J — & = sindcos (F — &) — sin &.

Setzt man dann die von & freien und die mit cos % multi-
plizierten Glieder des Zihlers fiir sich gleich Null, die mit
sin ¢ und sin & cos (& — ¢ multiplizierten Glieder aber gleich
" denen des Zahlers auf der anderen Seite, so erhilt man

Ma® + ¢?) + Pla® + 6% + 2ab Qsine =0,
2acMcose+ 2abP + (a® + 0¥ Qsine = 0,
(@ + )N — 2ac Msine + (a® + 42 Qcose = abe,
"2e N+ 26Q = ab.
Hieraus folgt

M=— S:;: (a® — ¢?) (a? — b%?
=5 4abecose — (@ + e (a® + 1Y)
P al— g% M (a;_' . 1)2) ([b’— B’) Ty

wobei
n=(0%+ c?— 2bccos¢)(at + b2c®— 2a2bccos ¢,
Dies in Gleichung (17) substituiert, liefert

aq a?bsin ¢
de a*+ b*e* - 20t beeose

Fibrt man statt ¢ die Variabeln z = desine: (a?— be cos ¢)
ein und beachtet, daf nach Gleichung (18) fiir ¢ = 0, g ver-
schwinden muB, so erhiilt man

(18) g = arctg2°8me__



77. Theorie des Hallphinomens. 205

da hier der Nenner notwendig positiv ist und ¢ sich kon-
tinuierlich #ndern muB, wenn ¢ von Null bis zu seinem End-
werte wichst, so folgt, daB ¢ zwischen Null und = /2 liegen
muB, wenn & zwischen Null und = liegt, dagegen zwischen
Null und — = /2, wenn & zwischen @ und 2z liegt.

Um nun den Wert p, -+ p, statt p, in die Gleichung (15)
einzusetzen, bezeichnen wir die Koordinaten des letzteren Auf-
punkts wieder mit z, ¥ und erhalten

=241+ whg =241+ p)harctg — bx
Es ist ¢ der imaginire und logs’ der reelle Teil von
0/2
10g(w-—-T—y — 1)-

Wenn der Punkt z, y auf dem Rande der Platte liegt, findet
man:

dp, dp, _ 240+ whbdy
i +"l/dy @+ b —2bx

dp dp, 2AR(1 + p)(a®—
hy s — ey =~ mrP—abs

Setzt man also in die Gleichung (15) p,+ p, fiir p, ein
und faBt alle Glieder zusammen, so ergibt sich
_ 2ud(a®—bx) 24°h(1+u)(a®—b1)
M=- a(1+h‘)[A+2Ah (1 +m+a‘-’+b2—2bm a4+ b2 —2bx ]
Da =4 =0, so wird IV, exakt gleich Null sein, wenn

29 Lo 4R (1 + p).

w=~ht+h*u, also u =M st

1—h?
Es ist daher das gesamte Potential auf einen beliebigen
Aufpunkt

1472 p 2h
(19) p=3S4 {Tj'_—zglogr + log»' + - arctg
oder, wenn man 4 /(1 — A% = 4, setzt,

@0) =24 {(1 +12)logr + (L — h*logr’ +24 arctg _f‘f’ﬂ_}

besins
a*— becoss

a*—beeose
Hierbei ist » die Entfernung einer Elektrode, ' die ihres
Bildes vom Aufpunkte; &, ¢ sind die Entfernungen der Elektrode
und des Aufpunktes vom Zentrum der Platte, ¢ deren Winkel
von der ersteren zur letzteren Richtung dem Uhrzeiger ent-
gegen gezihlt. Welcher Wert des arctg zu nehmen sei, wurde
oben diskutiert. '



206 77. Theorie des Hallphéinomens.

Setzt man endlich 4, (1 + A2 = 4,, so wird
1-72 , 25 besing

(21) p=2A2{10gr+ mlogr + 15 arctg a2_bcc038}-

Sei ein Einstromungspunkt (1) und ein Ausstromungs-
punkt (2) im Innern der Platte (d. h. in einer Entfernung vom
Plattenrande, welche groB ist gegen den Durchmesser der
Elektrode) vorhanden.

‘Wenn die Elektroden unendlich klein sind, so ist in ihrer
unmittelbaren Nihe die Stromung durch das erste Glied

p=4d,logr
bestimmt. Die Stromintensitit ist daher
2ur2d dp 2nxdyd
e v ol T

Wenn daher nach Hinzutreten der mit A behafteten Glieder
die Intensitit des Primé#rstromes J unveriindert bleiben soll,
so darf 4, seinen Wert nicht #ndern. Die Potentialdifferenz
zwischen zwei beliebigen Aufpunkten (3) und (4) der Platte
(das Potential von (3) positiv, jemes von (4) negativ gedacht)
wird also nach Gleichung (20) hierdurch um

e =20 4,(¢hs — Tos— N5+ T14)
+ 424, (log 5 — logr,, — log 7y, + log 7,
— log iy + logr;, + log 7y, — logr,,)
wachsen. Hierbei ist ¢,, der Wert des arctg der Gleichung (20),
also die durch Gleichung (18) bestimmte GroBe, fiir die Punkte (1)
und (3) berechnet; r,, ist die Entfernung dieser Punkte, r;, die

des Punktes (8) vom Bilde des Punktes (1).
Bezeichnet man die GroBe

¢
I= 73

wobei M die Stéirke des Magnetfeldes ist, als den ,reduzierten
Halleffekt®, so ist

h
= 7'{,717[(‘-713 — Q14— T3 T+ Ga4)

h2
+ 5 — T —7 (logr, —logr,, —log 3 + log 7y,
— log r{, + log r;, + log 715 — log 7).
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Wird die Entfernung der Punkte (1) und (3) vom Zentrum
mit 4, und 4,, der Winkel dieser Geeraden mit (13) bezeichnet,
so ist

, s 1 52 _ 9p 3
logri, —logri, = 1o/ 5y =yt s erion )

Es bleibt also logr], — log |, — log r}, — log r}, ungeiindert,
wenn man die Punkte (1), (2) mit (3), (4) und umgekehrt ver-
tauscht. Der reduzierte Halleffekt #ndert sich also nicht, wenn
man die Elektroden und Aufpunkte verwechselt, ein Satz, der
iibrigens auch fiir beliebig anders gestaltete Platten gelten
muB, da ja, wie bei der gewthnlichen, stationiren Strémung,
so auch bei der durch die Gleichungen (1) bestimmten (solange
das Rotationsvermdgen R von der Intensitit des Primirstromes,
daher 2 von der Stromdichtigkeit Ju?+ v? unabhingig ist)
folgender Satz gilt: Bildet man eine beliebige Fliche auf eine
beliebige andere #hnlich in den kleinsten Elementen ab, so
sind die neuen Strémungslinien, Aquipotentiallinien, Elektroden
immer die Bilder der alten; denn denkt man sich ein von
zwei unendlich nahe liegenden Aquipotentiallinien und zwei
unendlich nahen, darauf senkrechten Geraden begrenztes Recht-
eck, so andert sich durch die dhnliche Abbildung dessen Wider-
stand nicht. Behalten daher die Aquipotentiallinien nach der
Abbildung dieselbe Potentialdifferenz, so bleibt auch die totale
Stromintensitit und daher auch die elektromotorische Kraft des
Halleffekts in den Elementen dieselbe. Nach diesem Prinzip
hat die Behandlung der % enthaltenden allgemeinen Differential-
gleichungen fiir eine rechteckige Platte und in vielen anderen
Fillen nicht mehr die mindeste Schwierigkeit.

Den Satz der Vertauschbarkeit der Elektroden und Auf-
punkte fanden Ettingshausen und Nernst experimentell, bevor
ich denselben aus den allgemeinen Formeln abgeleitet hatte.

Bine besondere Betrachtung bedarf noch der Fall, daB
eine Elektrode am Rande der Platte liegt. Das auf sie be-
ziigliche Glied des Potentials nimmt dann den Wert
(28) 24 logr+ 2h 4, arctg aeb cene

— beccose

an. Wir wollen in die Elektrode einen neuen Koordinaten-
anfangspunkt legen und die neue X-Achse gegen das Platten-
zentrum ziehen. Sind ¢, ' die neuen Polarkoordinaten eines
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der Elektrode sehr nahen Punktes (¢ wieder dem Uhrzeiger
entgegen gezahlt), so reduziert sich fir diesen der Ausdruck (23)
sehr nahe auf

p=24 logy — 24, Lk,

die Stromlinien werden also Gerade und die Stromintensitit ist

+ 72
=20 ()'dﬁ'-‘ﬂzr:—— 2mxd A,
dg
- nf2

wie frither. Denkt man sich daher die Intensitit & des Primir-
stromes gegeben, so bleiben alle Formeln wie friher giltig.
Samtliche auf die Randelektrode beziiglichen logarithmischen
Glieder tilgen sich, da ja die Elektrode alsdann mit ihrem
Bilde zusammenfallt. Dagegen ist das Potential an der
Elektrode nicht mehr 4,logr, sondern 24, logr; bei gegebener
Stromintensitit und fiir eine unendlich kleine Elektrode also
so groB, als ob 2 = 0 wire. Auch ist die Kontur der Elektrode
nicht mehr halbkreisformig, was aber bei sehr kleinen Elek-
troden kaum von Belang sein dirfte.

Sind beide Elektroden oder beide Aufpunkte am Rande,
so verschwinden alle logarithmischen Glieder im Ausdrucke
fir 4. Sind sowohl die Elektroden als auch die Aufpunkte
am Rande der Platte, so reduziert sich zudem ¢ auf (w — ¢)/2
und g3 —¢4 — Gy + %oy auf 7 oder Null, je nachdem die
Aufpunkte mit den Elektroden alternieren oder zwischen zwei
Aufpunkten eine gerade Elektrodenzahl liegt. Das positive
Vorzeichen gilt, wenn man dem Uhrzeiger entgegen die Reihen-
folge (1), (3), (2), (4) durchliuft. Der reduzierte Halleffekt hat
also, wenn Elektroden und Aufpunkte alternieren, immer den
auflerst einfachen Wert A /%M, er ist also gleich der Grofe,
welche Hall als das Drehungsvermodgen bezeichnete. Im
andern Falle ist er Null. - Nach dem Abbildungsprinzip gilt
dies ebensogut fiir jede anders geformte Platte, wenn die
Elektroden und Aufpunkte am Rande liegen. Diese und einige
damit zusammenhingende Sitze wurden, nachdem ich sie aus
den Differentialgleichungen abgeleitet, von Ettingshausen
und Nernst experimentell bestiitigt.

Wir wollen als letztes Beispiel die radialen Stréme durch
eine aufgeschlitzte kreisformige Platte betrachten, und zwar
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zunichst durch einen Halbkreis, dessen Zentrum O die eine,
dessen Peripherie die andere Elektrode sei. Der ihn be-
grenzende Durchmesser B 04 soll freier Rand sein. Setzen wir

= A4logr + B, '
so tritt durch das Element d o des Randes die Elektr1z1tatsmenﬂe

Nod()c? .A.lzm?dg

in der Zeiteinheit aus, wenn dasselbe auf den Halbmesser 04,
rechts von O, auf der Seite der positiven Abszisse liegt; links
tritt die gleiche Elektrizititsmenge ein. o ist die Distanz
vom Zentrum.

Wir haben daher in dg einen Einstrémungspunkt zu
fingieren, welcher auf einen anderen Punkt mit den Polar-
koordinaten r, < nach (leichung (14) das Potential

Ahd 7 5
nQQIOg Vri+o*—2rocosd

hat. Glieder mit A? sind hier und im folgenden vernachlissigt.

Damit die Halbperipherie #quipotential bleibt, muB auf
dem Element dp, der Verlingerung von O4 ebenfalls ein Ein-
stromungspunkt gedacht werden, der die gleiche entgegengesetut
bezeichnete Elektrizititsmenge liefert, wobei g, = a?/p ist.
Sein Potential auf den Punkt r, & ist

Ahd Qlog]/r2—|—0 — 279, cos &
= Ahd@‘log]/__-}—@ — 2r g, cos &,

wobei das negative Zeichen ausdruckt daB im letzteren Punkte
die entgegengesetzte Elektrizitdt einstromt. Gleich intensive,
aber entgegengesetzt bezeichnete Einstromungspunkte wie auf
04 sind auf OB anzubringen, denen wieder ihre Bilder bei-
zufiigen sind. Das Potential aller Einstrémungspunkte, welches
zu p, hinzukommt, ist dann:

= %@.f‘%’ (log'l/fr2 =+ 0% — 279 cosF

— logyr? + 0% + 2rpcos &
¢ ¢

Al oocl 3
— '}if?g' (log ]/7~2 + 0 — 2rpcos

—log Jr® + 02+ 2rpcos {7“)

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIT.
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woraus sich ergibt

a oo ‘
dp, _ 4k _r 7 sin & 7 sin & ) .
do ~ w do r"’+g“’—~2rgcosb“+9‘2+e“+27‘90053
0 a

Man findet ganz wie oben

“ .
. 7sin $dy p 7 sin & _ asin &
f.'r‘-’+gf‘+2rgcos#—J—arCtga+rcos# amtgr+acos‘t
0
(=]
f 7 sin ddo — arct 7 sin &
7% + 0% + 27 9 cos & ga+¢c0b.r

a

wobei & zwischen 0 und = liegt. Die Funktion arctg muf
sich mit ¢ kontinuierlich #ndern, kann also nur zwischen 0
und 7/2 liegen; letzteres exklusive. Die beiden anderen Inte-
grale ergeben sich, indem man x — & fiir % setzt; es ist daher

ki dl]l

4ah d&
wobei an den Grenzen der Funktion arctg das oben Gesagte
gilt. Weiter hat man

_d_p___{lz(f f)dg( 7 — o cos & r + g cos &
dr — et —2rgcosd 4 @+ 2rpcos Y
=M(f_f)d0( ¢ + 7 cos & 9 —reos ¥
T\ YA\t 2rgcos 4 gf — 27 g cos &
a

_ 24k loffl/a- +% + 2arcos &
wr  CV o+ — 2arcos 9

7 sin & 2arct(r or sm &

—_ oy — 2 ny
m arctg a + 7 cos & —reos &

Da rdp, [dr und (a’]o1 [d9) — m der reelle und imaginiire
Teil von

24h

[100' (a+ re?V=1 ) + log (a — re?) ’"1)]
sind, so folgt, daB p, — n & der reelle Teil von

m"ﬂ/:I 're‘ﬂ/:—l'
o 240 '
-—-——flo (a + z -r»;r--«flog (@ —
1

ist. Doch wird man fir praktische Zwecke die Reihen-
entwicklung vorziehen.
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So ist die Potentialdifferenz, welche in zwei Punkten des
Randes durch das Hinzukommen der 2 enthaltenden Glieder
erzeugt wird, von denen der eine Punkt auf 04, der andere
in gleicher Entfernung von O auf OB liegt,

f—% d&_nzﬂz( —i‘,.i-;s—)fi...).
T a
0

Die Intensﬁ:ﬁt des Prim#rstromes ist J = wx4 0. Daher
ergibt sich

; ed h 8 7 8 7®
H—m—'m—(l__z'——_&“.-.)c

Durch #hnliche Abbildung kann man die Losung auch
auf den Fall der Strémung in einem Kreisausschnitte iiber-
tragen, dessen beide Radien 04 und OB nicht wie frither
den Winkel m, sondern einen beliebigen Winkel #/n machen.
Man braucht bloB a% »» und 79 resp. fir a T und & in die
Formeln zu setzen.

Fir n=1/2 erhalt man die Strémung dmch eine lings
-eines Radius aufgeschnittene kreisformige Platte; fir diese

ist also :
8 v 8 /P
”—W(l 71/7””9‘;1/;)

Wie erwahnt, sind hier die Glieder mit A% vernachlissigt.
Auch gilt die Formel exakt nur dann, wenn der Umfang der
zentralen Elektrode nicht kreisformig, sondern spiralig ist;
doch diirfte die Bedingung der Kle1nhe1t der zentra,len Elel\-
trode eher realisierbar sein.

14%



8.

Bemerkung zu dem Aufsatze des Hrn. Lorberg?) iiber
einen Gegenstand der Elektrodynamik.
(Wied. Ann. 29. S. 598—603. 1886.)

Hr. Lorberg hat zunichst die erste von Hrn. Aulinger?
gefundene Formel betréchtlich verallgemeinert. Die Wichtig-
keit dieser Formel scheint mir darin zu bestehen, daB sie ein
Experimentum crucis fiir die Webersche Theorie der Elektro-
dynamik angibt, welches mit durchaus geschlossenen Strémen
und ruhenden elektrostatischen Liadungen ausgefithrt werden
kann. Die zu erwartende Wirkung ist freilich, wenn auch
vielleicht nicht ginzlich auBerhalb der Grenze des Beobacht-
baren gelegen, doch jedenfalls so klein, daBl die groBartigsten
experimentellen Hilfsmitte]l zu ihrem Nachweise erforderlich
waren, und gegenwirtig keine Aussicht vorhanden ist, daB ein
solcher Versuch unternommen werden wird. Doch scheint es
mir immerhin nicht ganz ohne Interesse, wenn in solchen
Dingen die Theorie dem Experimente hier und da voraneilt.

Hr. Lorberg unterzieht ferner auch die Betrachtungen
einer Kritik, welche von mir stammen, und welche die An-
regung zu den Untersuchungen des Hrn. Aulinger gegeben
haben und von diesem auch seiner Abhandlung vorangeschickt
werden. Hr. Lorberg erinnert zunichst, daB diesen Be-
trachtungen noch eine Annahme zugrunde liegt, welche weder
Hr. Aulinger noch Hr. Hertz%) explizit erwihnt haben.
Diese Annahme besteht darin, daB die elektrischen Krifte,
welche die Induktionsstrome erzeugen, nicht bloB imstande
sind, elektromotorisch, sondern auch ebensogut pondero-
motorisch zu wirken. Diese ponderomotorische Wirkung ist

') Lorberg, Wied. Ann. 27. S. 666. 1886.
%) Aulinger, Wied. Ann. 27. S. 119. 1886.
% Hertz, Wied. Ann. 28. S. 84. 1884,
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so klein, daB sie hbisher allerdings nicht experimentell be-
obachtet wurde; allein es schien mir und offenbar auch
Hrn. Hertz ganz selbstverstindlich, daB ein in sich ge-
schlossenes Solenoid, wenn darin die Stromstirke - ansteigt
oder abnimmt, nicht nur in einem geschlossenen Leitungs-
draht, welcher seine Mittellinie umfaft, einen Induktionsstrom
erzeugt, sondern auch auf eine in der Nihe befindliche, elektro-
statisch geladene kleine Kugel ponderomotorisch wirkt, d. h.
sie gerade so um seine Mittellinie herumzudrehen strebt, wie
das Faradaysche Pendel um einen elektrischen Strom kreist,
iiberhaupt, daB alle elektrischen Krifte, welche Induktions-
strome erzeugen, auch ebensogut auf elektrostatisch geladene
Korper ponderomotorisch zu wirken imstande sind. Ks soll
dies als die Annahme X bezeichnet werden. Ich will hier
die groBere oder geringere aprioristische Wahrscheinlichkeit
dieser Annahme nicht weiter diskutieren; jedenfalls wiirde ihre
experimentelle Bestitigung wieder Veranlassung zu einem
interessanten und schwierigen Versuche geben. HEs miifite da
eine leichte kreisformige, ebene Metallscheibe um eine darauf
senkrechte Achse leicht drehbar zwischen zwei entgegen-
gesetzten ebenen Magnetpolen, wovon einer durchbohrt, auf-
gehingt und ibre Drehung um diese Achse beobachtet werden,
wenn die statisch elektrische Liadung der Scheibe, sowie der
Magnetismus der Pole fortwihrend kommutiert wiirden.

Eine Bemerkung will ich mir noch erlauben. Denken wir
uns im Innern eines unendlichen oder ellipsoidférmigen Sole-
noids, kurz in einem homogenen magnetischen Felde einen in
sich geschlossenen Drahtkreis, dessen Ebene senkrecht auf den
Kraftlinien steht; bei jeder Anderung des Feldes wird dann
in dem Drahtkreise ein elektrischer Strom induziert. So weit
ist das Feld in allen Punkten vollkommen gleich beschaffen.
Es gibt kein Merkmal, welches irgend einen Punkt des Feldes
vor einem andern zu unterscheiden erlauben wiirde. Unter
der Annahme X wird aber bei jeder Verinderung der Intensitit
des KFeldes auf eine' kleine, im Felde befindliche, elektro-
statisch geladene Kugel eine ponderomotorische Kraft ausgeiibt
werden. Die Richtung dieser Kraft X liegt jedenfalls in der
durch das Zentrum Z der Kugel senkrecht zu den Kraftlinien
gelegten Ebene. Um aber diese Richtung genauer zu bestimmen,
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muB ein Punkt O in dieser Ebene gegeben sein, welchen wir
den Mittelpunkt des homogenen Feldes (oder, genauer ge-
sprochen, der Feldinderung) nennen wollen. Die Richtung der
Kraft K steht dann immer senkrecht auf der geraden Ver-
bindungslinie dieses Punktes 0 mit dem Punkte Z Beziiglich
dieser experimentell allerdings mnoch nicht nachgewiesenen
Kraft K verhalten sich also durchaus nicht alle Punkte des
homogenen Feldes gleich. Im Punkte O wird auf einen elektro-
statisch geladenen Koérper durch Anderung der Feldintensitit
keine ponderomotorische Kraft ausgeiibt. In jedem andern
Punkte ist eine solche wirksam, welche der Entfernung des
Korpers vom Punkte O proportional ist.})

Machen wir nun die Annahme X, so ist klar, daB das
Potential der elektrischen Krifte der Induktion eine genau
ebenso reelle physikalische Bedeutung hat, wie das der elektro-
magnetischen und elektrodynamischen Krifte; denn die ersteren
konnen in genau ebenso reeller Weise auf eine diinne geladene
Franklinsche Tafel wirken, wie die letateren auf eine trans-
versal magnetische Scheibe. Sie existieren auch im Innern
eines Nichtleiters, welcher durch sie dielektrisch polarisiert
wird, ebensogut, wie im Innern eines Leiters, auf welchem
letzteren sie auch eine Influenzladung erzeugen kénnen. Nach
dem Prinzip der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung
endlich bt duch ein elektrostatisch geladener Korper eine
ponderomotorische Riickwirkung auf ein Solenoid mit verinder-
licher Stromintensitiit aus. Die Annahme X ist also jedenfalls
zum Beweise der von Hrn. Hertz erschlossenen Wechsel-
wirkung der erloschender Ringmagnete notwendig.

Ich glaube aber, daB Hr. Lorberg durchaus Unrecht
hat, wenn er behauptet, daB auBer ihr hierzu nur mehr das
Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft erforderlich sei.

Y) Ist p die Kraft in Dynen, welche auf die im Punkte Z befind-
liche Elektrizititsmenge 1 (elektrostatisch gemessen) senkrecht auf 0 Z=r
wirkt, so ist 2n7p die ebenfalls elektrostatisch gemessene elektro-
motorische Kraft in einem Kreise vom Radius #, dessen Ebene auf den
Kraftlinien senkrecht steht; 27 rpv ist diese elektromotorische Kraft in
magnetischem MaBe. Da diese andererseits gleich w2 d M:d ¢ ist, so
folgt p = (r/2%)- (d M| d#. Hierbei ist M die Stirke des Magnetfeldes
in magnetischem Mafle, v = 8.10% cm / sec.
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Die Gleichungen (8) der Lorbergschen Abhandlungen kdnnen
nimlich aus den Gleichungen (2) keineswegs mittels des
Prinzips der Erhaltung der lebendigen Kraft ganz allein ab-
geleitet werden. Ich will hier nicht weiter ausfithren, daB bei
Ableitung der ersteren Gleichungen aus den letzteren auBer
diesem Prinzip auch noch das Ohmsche, das Joulesche
Gesetz, das Gesetz, daB die Arbeit einer galvanischen Batterie
pro Zeiteinheit dem Produkte der elektromotorischen Kraft
und der Stromintensitit gleich ist, oder #hnliche Gesetze
herangezogen werden miissen, welche alle nicht in gleicher
Weise von magnetischen Stromen gelten, und daB es schon
aus diesem Grunde zur vollkommenen Klarlegung aller zum
Beweise notwendigen Voraussetzungen sehr erwiinscht wiire,
die Gleichungen (6) wirklich explizit und ausfihrlich aus den
Gleichungen (5) abzuleiten, anstatt einfach auf die Analogle
mit der Ableitung der Gleichungen (3) aus den Gleichungen (2)
hinzuweisen. Der Kernpunkt scheint' mir vielmehr darin zu
liegen, daB die Gleichungen (8) iiberhaupt erst dann mit Hilfe
des Prinzips der lebendigen Kriifte aus den Gleichungen (2)
gewonnen werden konnen, wenn aus diesen letzteren die elektro-
dynamischen Krifte zwischen zwei elektrischen Stromen er-
schlossen worden sind. Hr. Lorberg erkennt dies selbst im
folgenden Passus auf S. 66 an: ,Aus der Intensitat der Resul-
tierenden der Krifte auf ein magnetisches Molekiil nach dem
Ampéreschen Prinzip folgt dann weiter, daB auch die Kom-
ponenten und Drehungsmomente der gesamten ponderomotori-
schen Kraft auf einen elektrischen Strom ein Potential be-
sitzen.* Diesem Schlusse aus der Wirkung eines elektrischen
Stromes auf einen Magnet oder umgekehrt auf die Wechsel-
wirkung zweier elektrischer Strome, ohne welchen (ich betone
es nochmals) die Gleichungen (3) aus den Gleichungen (2)
nicht gewonnen werden konnen, entspricht bei Ableitung der
Gleichungen () aus den Gleichungen (5) der SchluB von der
Wirkung eines geschlossenen Solenoides von verdnderlicher
Stromintensitit auf einen elektrostatisch geladenen Korper oder
umgekehrt auf die Wirkung zweiér geschlossener Solenoide
mit verinderlicher Stromintensitit aufeinander. Gerade dieser
letztere SchluB scheint mir aber aus dem Prinzip der lebendigen
Krifte in keiner Weise zu folgen und tiberhaupt nicht moglich
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zu sein ohne das von mir aufgestellte Prinzip, daB in einem
Raume alle elektrischen und magnetischen Krifte gegeben
sind, sobald in jedem Punkte die auf eine ruhende unverinder-
liche elektrische Masse und auf einen ruhenden unveréinder-
lichen Magnetpol wirkenden Krifte gegeben sind oder unter
Annahme der Ampéreschen Theorie des Magnetismus, da8
die elektrischen Krifte nur von den Koordinaten der elektri-
schen Massen und deren ersten Differentialquotienten nach
der Zeit abhiingen.) Aus den Gleichungen (5) folgt unter der
Annahme X unzweifelhaft, daB ein Solenoid von veriinder-
licher Stromstérke auf eine elektrische Doppelschicht (geladene
Franklinsche Tafel) ponderomotorische Krifte ausiibt, daher
auch umgekehrt, daB die Doppelschicht auf das veriinderliche
Solenoid ponderomotorisch wirkt; daraus kann aber noch nicht
geschlossen werden, daB auch ein zweites veriinderliches Sole-
noid auf das erste ponderomotorisch wirkt; denn daraus, daB
das zweite verinderliche Solenoid dieselben elektrostatischen,
magnetischen und induzierenden Wirkungen wie die Doppel-
schicht ausiibt, mdgen diese ein Potential haben oder nicht,
folgt ohne das von mir aufgestellte Prinzip noch nicht, daf
es auch auf verinderliche elektrische Strome (z. B. auf das
erste Solenoid) dieselbe Wirkung ausiibt. Nimmt man das
Webersche Gesetz als richtig an, so wiirde in der Tat im
ganzen Raume mit Ausnahme des Innern der Doppelschicht
- diese dieselben élektrostatischen und induzierenden Krifte aus-
iben, wie ein Solenoid mit variabler Stromstirke, aber auf ein
zweites derartiges Solenoid wiirde die Doppelschicht pondero-
motorisch wirken, das erste Solenoid dagegen nicht. Der beste
Beweis fiir die Unentbehrlichkeit des von mir ausgesprochenen
Prinzips besteht in diesem ebenfalls von Hrn. Aulinger?
bereits ausfiihrlich erbrachten Nachweise, daB aus dem Weber-
schen Gesetze sich nicht die mindeste Wirkung zwischen zwei
geschlossenen, von Stromen mit veriinderlicher Intensitit durch-
flossenen Solenoiden ergibt. Da es sich hier nur um logische
Untersuchungen handelt, so kann die Frage, ob die Elektrizi-
titen wirklich Fluida sind, welche das Webersche Gesetz

') Vgl. zu diesem Satz ,,Einige kleine Nachtriige und Berichtigungen®
dieser Band Nr. 88. )
%) Aulinger, L. c. S. 1381,
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befolgen, ganz aus dem Spiele bleiben. Folgendes ist un-
bestrittene Tatsache. Unter der Annahme des Weberschen Ge-
setzes folgen mit Notwendigkeit die Liorbergschen Gleichungen
von (1) bis (5); unter Annahme des Weberschen Gesetzes
folgt aber auch mit Notwendigkeit, daB ein geschlossenes
Solenoid von veridnderlicher Stromintensitit auf einen statisch
geladenen elekirischen Korper, daher auch auf eine elektrische
Doppelschicht, etwa eine geladene Franklinsche Tafel, pondero-
motorische Krifte ausitben muB, also dasjenige, was wir die
Annahme X nannten, die reale Existenz des Potentials der
elektrischen Krifte der Induktion. Trotz alledem folgt aber
aus dem Weberschen Gesetze keine Wechselwirkung zweier
geschlossener Solenoide von verinderlicher Stromintensitit.
Diese letztere Konsequenz kann also aus allen vorhergenannten
Sitzen nur mittels eines Prinzips abgeleitet werden, welches
das Webersche Gesetz ausschlieBt, also keinesfalls allein
mittels des Prinzips der Erhaltung der lebendigen Krifte. Denn
das Webersche Gesetz steht mit dem Prinzip der lebendigen
Kraft, insoweit es hier in Frage kommt, in vollem Einklange,
da nach dem Weberschen Gesetze immer die erzeugte lebendige
Kraft genau gleich der aufgewendeten Arbeit ist. Man sieht
leicht, daB die ungereimten Konsequenzen, welche, wie
Hr. v. Helmholtz zeigte, sich aus dem Weberschen Gesetze
ergeben, mit der Frage, welche uns beschiftigt, absolut nichts
zu schaffen haben; denn diese beziehen sich bloB darauf, daf
nach dem Weberschen Gesetze in gewissen Fillen, ohne daB
irgendwelche Entfernungen unendlich klein werden, eine un-
endliche Arbeit geleistet werden kann. Zu diesen Fillen ge-
horen aber die hier behandelten durchaus nicht.
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Uber die von Pebal’) in seiner Untersuchung des
Euchlorins verwendeten unbestimmten Gleichungen.
(Ann. d. Chemie 232. S.121—124, 1886.)

Die von Pebal angewandte Methode hat auf itberraschend
kurzem Wege zur Kenntnis der wahren Natur einer Reihe von
Sauerstoffrerbindungen des Chlors gefithrt. Da zu erwarten
steht, daB dieselbe Methode, vielleicht mit passenden Ab-
anderungen, auch wohl auf noch andere gasformige Korper
wird Anwendung finden, so diirfte die nachfolgende allgemeinere
und auch wohl einfachere Behandlung der unbestimmten Glei-
chungen Pebals vielleicht nicht ganz ohne Interesse fir die
Chemie sein.

Gehen wir, um einen ganz konkreten Fall vor Augen zu
haben, von Pebals Versuchen tber das Buchlorin aus. Das
in der verschiedensten Weise dargestellte Euchlorin verwandelt
sich durch Explosion in ein Gemenge von gewthnlichem Sauer-
stoff und gewdhnlichem Chlorgas. Huchlorin kann also jedenfalls
nur ein Gemenge verschiedener chemischer Verbindungen von
Cl und O sein, die also simtlich von der Zusammensetzung
CL,0, sein missen, wo a und & positive ganze Zahlen sind;
eine derselben kann auch Null sein, wenn dem Ruchlorin
Chlor- oder Sauerstoffgas beigemengt sind. Bestehe ein Volum-
teil Euchlorin aus z; Volumteilen der chemischen Verbindung
Cl, Oy,, z, Volumteilen der Verbindung Cl,, Oy, ..., z, Volum-
teilen der Verbindung Cl, O, ; d. h. einschlieBlich des etwa
beigemengten Chlors oder gSa‘(lIlerstoffs seien ¢ derartige Ver-
bindungen im Euchlorin gemengt. Die erste Verbindung hatte vor
der Explosion das Volum 2, durch die Explosion zerfiel sie in Cl,
und O,, und zwar hat das von ihr gelieferte Chlor das Volum
z a, |2, der gelieferte Sauerstoff das Volum .5, /2; die gesamte
Gasmasse, welche aus den z; Volumteilen derfraglichen chemischen
Verbindung Cl,,O,, entsteht, hat also nach der Explosion das

) Annalen d. Chemie 177. S.1.
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Volum =z, a, /242, b, |2, daher hat diese chemische Verbindung
“durch die Explosion d1e Volumzunahme (z; a, /2)+ (=, b, /2)—
erfahren; ebenso erfahrt die zweite chemische Verbmduna
Cl,, 04,, von welcher z, Volumteile in einem Volumteile Euchlorin
vorhanden waren, durch die Explosion die Volumvermehrung
(%, @y |2) + (2, b, | 2) — z, und liefert in die explodierte Gasmasse
das Sauerstoffvolum z, b, /2 usf.
. Es bhat also der gesamte in der explod1erten Gasmasse

vorhandene Sauerstoff das Volumen

h=g

2 X, by,

2

h=1
und die ganze Gasmasse erfahrt durch die Explosion die Volum-
vermehrung h=g

(@ + b, — 2).
h=1
Ersterer Ausdruck durch letzteren dividiert, liefert also den

Quotienten he=g
Z Iy bh
h=L
4=

=g :
th(ah'i'bh" 2)
h=1

Wir nehmen mit Pebal an, Euchlorin von verschiedener Er-
zeugungsweise milsse immer dieselben chemischen Verbindungen,
aber verschieden prozentisch gemengt enthalten, d. h. fir
Euchlorin von verschiedener Erzeugungsweise sollen die z,
nicht aber die o und & die verschiedensten Werte haben;
dadurch, daB sich fir Euchlorin von der verschiedensten Kr-
zeugungsweise 4 = 2 ergibt, sei bewiesen, dab der oben fiir 4
gegebene Ausdruck fiir alle moglichen Werte der = den Wert 2
haben muB. Dann mul er auch gleich 2 sein fiir
=1, z,=2=...=0,
was liefert
b
a, + b — 2
ebenso ergibt sich fiir
z,=1, z =2,=...=0, 2a,+90, =4 usf.?)

=2 oder 2a + b, =4;

1) Dagselbe Resultat findet man, wenn man, da 4 sich nicht &ndern
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Diese Gleichungen lassen nur drei Wertepaare fiir ¢ und 4 zu;
namlich, wenn wir sie der Reihe nach durch die Indizes 1, 2
und 8 bezeichnen,

a =2, b=0; a=1, 4,=2; a =0, & =4,
welche den 8 Mol. Cl,, ClO, und O, entsprechen. KEs kann
also unter den gemachten Annahmen das Euchlorin nur ein
Gemenge dreier Gase sein, wovon das erste gewohnliches Chlor,
das zweite Unterchlorsiure ist, das Molekiil des dritten aber
aus vier Sauerstoffatomen bestehen miBte, geradeso wie wahr-
scheinlich das Ozonmolekill aus drei Sauerstoffatomen besteht.
Dieses letzte Gtas miite sich natiirlich bei der Explosion mit
in gewdhnliches Sauerstoffgas verwandeln. So wenig Wahr-
scheinlichkeit nun auch die Existenz dieses sonst nirgends
beobachteten Gases hat und so leicht sich sein Nichtvorkommen
im REuchlorin wahrscheinlich durch direkt darauf gerichtete
Versuche erweisen lassen diirfte, so scheint es mir doch, schon
zur Klarlegung der Theorie der Pebalschen Methode fiir
eventuelle spitere Anwendungen derselben auf minder einfache
Fille von Interesse zu sein, zu konstatieren, dafl aus den
Versuchen Pebals nicht hervorgeht, dal im Kuchlorin dem
Chlor und der Unterchlorsiure nicht auch das Gas O, bei-
gemengt sein kbnnte.

Fir die Unterchlorsiure konstatiert Pebal durch einen
Diffusionsversuch, daB sie kein Gemenge ist; aber selbst wenn
man diesem Versuche bei dem #hnlichen Molekulargewichte
der 8 Mol. Cl,, ClO, und O, kein so groBes Gewicht beilegen
wiirde, so wiirde schon aus dem Umstand, da8 in der explodierten
Gasmasse auf ein Volum Chlor immer zwei Volum Sauerstoff
kommen, die Zusammensetzung ClO, folgen.

darf, wenn irgend eines der x sich allein fndert, dlognatd/dz, fiir
irgend ein % gleich Null setzt, was liefert

0 — bh - 43 + _bh. -2
> @, by > wnfw + by — 2)
oder
l ‘h Z &y bh

2.

ap + by — 2 = >anlan + by — 2) B
Die Grenzen der Summen sind die gleichen wie oben. Die x kann man
dabei auf ein beliebiges Volumen Euchlorin, nicht auf die Volumeinheit
beziehen.
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Zur Berechnung der Beobachtungen mit Bunsens
Eiskalorimeter.
(Ann. d. Chemie 232. S.125—128. 1886.)

Bekanntlich 148t sich nie ganz verhiiten, daB durch die
AuBenwinde des Kalorimeters etwas Wiarme ein- oder aus-
dringt, daB also auch unabhingig von der Einfihrung des er-
wirmten Korpers etwas Quecksilber eingesogen wird oder aus-
flieBt. Diese positive oder negative, unabhiingig von der Ein-
fithrung eines erwirmten Korpers eingesogene Quecksilbermenge
soll als sekunddr eingesogen bezeichnet werden. Sie kann an-
gendhert der Zeit ¢ proportional, also gleich a 4 b¢ gesetzt
werden; groBere Genauigkeit werden wir erhalten, wenn wir
sie gleich a 4 8¢+ c¢? setzen. a, & und ¢ sind Konstanten.
Wir wollen nun annehmen, daB durch den ins Kalorimeter
geworfenen Korper das (Gesetz, nach welchem die sekundar
eingesogene Quecksilbermenge von der Zeit abhingt, also der
Wert der Konstanten & und ¢ gar nicht verindert wird. Die
faktisch eingesogene Quecksilbermenge wird sich also jetzt
folgendermaBen verhalten. Vor dem Hineinwerfen des Korpers
ist sie gleich a + 6¢ + ¢¢?; dann bewirkt auch dic yom hinein-
geworfenen Korper abgegebene Warme ein Einsaugen von
Quecksilber; sobald aber dieser Korper alle Wirme abgegeben
hat, ist die eingesogene Quecksilbermenge wieder durch das-
selbe Gesetz bestimmt; nur hat die Konstante ¢ einen anderen
Wert, sie ist nidmlich um diejenige Quecksilbermenge @ ge-
wachsen, welche durch die vom Korper abgegebene Wirme-
menge eingesogen wurde. KEs ist also jetzt die eingesogene
Quecksilbermenge durch e -4 b¢ -+ c¢? gegeben, wo & und ¢
dieselben Werte haben wie frither, & — a aber gleich @, also
der eigentlich zu bestimmenden Unbekannten ist.?) Wir be-

1) Dariiber, wann der hineingeworfene Korper seine ganze Wirine
abgegeben hat, vermdgen obige Betrachtungen nichts zu lehren und muf
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zeichnen den beliebigen Zeitanfang mit Null und zéhlen alle
Zeiten von dort angefangen. Zu den Zeiten ¢, ¢,... ¢, wo
der Kérper noch nicht hineingeworfen war, sollen die Beob-
achtungen als eingesogene Quecksilbermengen ¢, ¢, ... ¢, er-
geben, wihrend nach der Formel die wirklich eingesogenen
Quecksilbermengen a + b#, + ¢, a + b1, 4 ct; usw. sind, so
daB der Fehler der ersten Beobachtung a4 6% + ¢t} — ¢,
betrsigt. Zu den Zeiten £, ., f o, WO die Wiarme-
abgabe des hineingeworfenen Korpers vollendet gewesen sein
- soll, sollen die Beobachtungen fiir die eingesogene Quecksilber-
menge die Werte ¢, .1, ¢p5 - @, €rgeben haben, deren
wahre Werte nach der Formel e -+ d#,.1 + ct2,1 usw. sind.
Nach den Prinzipien der Methode der kleinsten Quadrate muB
die Summe der Fehlerquadrate ein Minimum sein. Bezeichnen
wir also mit =, eine Summe iiber alle Werte der Indizes
von 1 bis %2, mit =, eine solche iiber alle Werte von % 4 1
bis £+ 7 und mit 3, eine solche von 1 bis 2 + 7, so daf z. B.

S =4t th, 2P =t + tiee + ..o + Ry, usw.

ist, so konnen wir die Grofe, welche ein Minimum werden
soll, folgendermaBen schreiben: : :

Dladbtdct?— g 4+ e+ bt 4 ct? — g,
deren Differentiation partiell nach a, &, & und ¢ liefert:
| ka+bZt+c =29,
.la—i;b.}/'lt+c2"tz=.§,;q;
azkt +edt +03,12+c 3, 0 = =t

aZ 2+ @ 3004 b3, 10 4 ¢ 3, 4 = 3, 1.

_dies aus anderen Wahrscheinlichkeitsgriinden erschlossen werden. Wiirde
man eine einfache Hypothese iiber das Gesetz dieser Wirmeabgabe
machen, was wohl fiir den spiteren Verlauf derselben erlaubt sein diirfte,
so kénnte man aus Beobachtungen selbst ihr Ende berechnen, resp. die
kleine Wirmeabgabe korrigieren, die noch zu einer Zeit stattfindet, wo
die eingesogene Quecksilbermenge schon wieder nahe der Zeit proportional
ist. Hierauf, sowie auf die Fille, wo das Kalorimeter zur Messung von
Verbrennungswéirmen oder -elektrisch entwickelten Wirmen verwendet

“wird, ‘werde ich vielleicht noch einmal zuriickkominen. :
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Die Elimination von & aus den drei letzten Gleichungen liefert:
al>t + [l_}:mt2 (=64 + c[z_m — 2t
alZ 2+ 013,00 — 3 t2]+c[zdm — (2}t3)7

=12, 1% — Z 2 2 g; :
aus diesen beiden und der ersten der fritheren Gleichungen
kann a, b und ¢ ohne welteres bestimmt werden; ebenso wird &
berechnet.

Viel einfacher gestaltet sich die Sache, wenn man ¢ =0
setzt, also annimmt, daB die sekundir eingesogene Quecksilber-
menge der Zeit proportional ist, also durch die Formel a5t
dargestellt wird und der hineingeworfene Korper wieder bloB
die Konstante @ in ¢ verwandelt, 4 aber nicht indert. Dann
verwandelt sich die GroBe, welche ein Minimum werden soll, in:

Satbt— g+ (a4 bt — g,
deren Differentiation partiell nach a, ¢ und 5 liefert:
‘ ka+03t=2q;
la+b02t=3q;
aZt+eIt+bo3 12 =23 tg;

woraus man ohne weiteres findet:

I a = lzhfz}liq—Z[QZ]fZ‘[t—ZZLqZ}”tZ .qu(zrlﬂ?

: Ut + k(S D) — bl 2 82 ’

II o — kZ}tZk,[q—Zlqztzkt—]vZLqZAlt°+Z,q(2k1,‘)2
: U + k(0 — ki
b — lZ},qZkt -+ /aE,tZ,q—— ]CZZHt([
l(Zkt)2 + Iv(z‘zt)“’ - /ch“t"

Dieselben Formeln erhilt man, wenn man & erst aus den Be-

obachtungen vor Einfithrung des Koérpers, hierauf aus denen

nach der Wirmeabgabe desselben in bekannter Weise nach
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt, dann ersteren

Wert mit %, letzteren mit / multipliziert, die Produkte addiert

und die Summe durch % 4! dividiert. Die praktische An-

wendung der letzten Formeln diirfte sich wohl hier und da
lohnen; vielleicht auch, wo es sich um die groBte Genauigkeit
handelt, die der ersteren, welche aber noch durch die in der

Anmerkung besprochene Korrektion erginzt werden miiBiten.
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Praktische Amwendung der leizien Formeln. — Der Beob-
achter lese vor dem Finwerfen des warmeabgebenden Korpers
in das Kalorimeter %Zmal den Stand des Quecksilbers ¢ ab
und notiere dabei die Zeiten ¢, #, .... #,; ebenso nach mut-
maBlicher Vollendung der Wirmeabgabe [mal zu den Zeiten

tesrs Tuyss ++ -+ lepye Aus diesen Beobachtungen berechne er
St=t bttty St=tg bt F b

2t =t th gt et Gt b Gt B Gy USW.
und setze die erhaltenen Werte in die Gleichungen I und II
ein, Aus a und « findet er dann die zu berechnende Wirme-
menge @ = & — a.
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Uber die zum theoretischen Beweise des Avogadro-
schen Gesetzes erforderlichen Voraussetzungen.)
(Wien. Ber. 94. §.613—643. 1886; Phil. Mag. (5) 23. S.305—333. 1887.)

Es hat Hr. Tait? unter einer Reihe spezieller Annahmen
einen sehr exakten Beweis des Avogadroschen Gesetzes, oder
vielmehr des Satzes geliefert, daB im Falle des Wirmegleich-
gewichtes die mittlere lebendige Kraft der Molekiile zweier ge-
mischter Gase gleich sein muB. Dagegen scheint mir Hr. Tait
nicht den mindesten Beweis geliefert zu haben, dal die von
ihm gemachten, speziellen Annahmen zur Begriindung des in
Rede stehenden Satzes unentbehrlich sind oder gar, daB noch
allgemeinere von mir®) und Maxwell%) aufgestellte Sitze un-
richtig seien. :

Ich glaube bei meinen Rechnungen die Voraussetzungen
genau prazisiert und immer mit moglichster Konsequenz daraus
Schliisse gezogen zu haben und daber den Vorwurf Hrn. Taits,
dieselben seien mehr ein Spiel mit Symbolen als ein folge-
richtiges Résonnement, nicht zu verdienen, welcher iibrigens
auch die soeben zitierte Abhandlung Maxwells treffen miifite,
wo dieser meine von Hrn. Tait in Zweifel gezogenen Sitze
akzeptiert und weiter begrindet. Der Widerspruch dieser
Satze mit gewissen Erfahrungstatsachen scheint mir nur durch
eine zu groBe Verallgemeinerung derselben entstanden zu sein.
Man muf bedenken, dafl die Analyse immer nur Systeme be-
handelt, welche den Molekiilen der Natur mehr oder minder
analog, nicht aber mit ihnen kongruent sind.

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 28. 8, 174. 7. Oktober 1886.

%) Phil. Mag. (5) 21. S.343. 1886.

%) Wien. Ber. 58. 63. 66. (Diese Sammlung Bd.I, Nr. 5, 18, 19,
20, 22.) ,

4 Cambridge Phil. Trans. 12. TL 8. 8. 547. 1879.

Boltzmann, Gesammelte wissenseh. Abhandl. IIL 15



226 81. Avogadrosches Gesetz.

Das Verhalten warmer Kérper wird sicher durch die Wirme-
strahlung, vielleicht auch durch Elektrizititshewegungen usw.
beeinfluft, was weder von mir, noch in irgend einer anderen
mechanischen Theorie der Wirme beriicksichtigt wurde. Ab-
solute Ubereinstimmung mit den Tatsachen kann daher gar
nicht erwartet werden. Es kann sich nur darum handeln:
1. ob die aufgestellten Satze wirklich konsequent aus den ge-
machten Annahmen folgen, und 2. ob die Analogie zwischen
den Eigenschaften der betrachteten Systeme und denen warmer
Korper eine zweifellose ist.

Letztere Analogie wird aber erst durch Einbeziehung aller
meiner Arbeiten, namentlich auch der iiber den zweiten Haupt-
satz der mechanischen Wirmetheorie, vollkommen klar.

Obwohl schon Hr. Burbury?) begrindete Einwendungen
gegen den Aufsatz des Hrn. Tait gemacht hat, so scheint es
mir doch wiinschenswert, die Frage noch eingehender zu dis-
kutieren, welche von den Voraussetzungen des Hrn. Tait wirk-
lich zur Beweisfiihrung unentbehrlich sind. Ich will hierbei
dem Vorgange Hrn. Taits folgen und vorliufig wieder nur
einige spezielle Félle behandeln, um nicht durch zu grofle
Allgemeinheit schwer verstindlich zu werden. Obwohl er es
nicht ausdriicklich erwahnt, macht derselbe doch implizit auch
die Anpahme, daB sich zwei Molekiile beim ZusammenstoBe
wie elastische Kugeln verhalten. Denn bei einem anderen
Gesetze der Wechselwirkung wiirden die Gleichungen Hrn. Taits
auf 8. 346 nur dann gelten, wenn die von ihm daselbst mit u
und v bezeichneten GroBen die Komponenten in der Richtung
der Apsidenlinie wiren; auf diese wiren aber dann die Rech-
nungen auf S. 347 nicht mehr anwendbar. Ich will dieselbe
Voraussetzung machen, und mich ganz der Bezeichnungen
meiner Theorie der Gasdiffusion, 1. Teil?), bedienen.

Ich habe daselbst den StoB zweier elastischer Kugeln mit
Riicksicht auf die Gastheorie moglichst allseitig behandelt.
Die Figuren und Formeln sind freilich etwas weitliufig, aber
dafiir auch sehr allgemein und, wie ich glaube, anschaulich,
wenn man sich einmal daran gewohnt hat.

Y) Phil. Mag. (5) 21. S. 481. 1886.
%) Wien. Ber. 86. S. 63. Juni 1882. (Dieser Band Nr. 66.)
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Zwei elastische Kugeln (Molekiile) von den Massen m
und M sollen aufeinander stoen. v = Qv und 7 = Q7 seien
die Geschwindigkeiten derselben vor dem Stofe (siehe Fig. 1),
v'=0v und 7'= 27  nach demselben, J sei die Summe

~ . -

S e e

Fig. 1.

der Radien der Kugeln, r = v 7 deren relative Geschwindigkeit
vor dem StoBe, welche nach demselben die Richtung r'= o'/’
haben soll. 2 C sei die Zentrallinie der Kugeln im Momente
des StoBes. Es sei ,
oV =T, fvr=Q, xrr=28, xnlC= 90°4- 8,
vV =T, xvr =G
15%
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O sei der Winkel der Ebenen r, v und r, 2C; ¢ der
Winkel der Ebenen #, v"-und #,2C. Die Kosinus und Sinus
der Winkel bezeichne ich mit den entsprechenden kleinen
lateinischen und griechischen Buchstaben. Ich schliefe zur
Veranschaulichung unter Kig. 1 diejenigen Linien der Fig. 2
meiner soeben zitierten Theorie der Gasdiffusion bei, welche
hier n6tig sind. Dann ist nach Formel (21) S. 11Y) jener Ab-
handlung '

mo'? m v? 2m Mor 2 M2 r? g2

o= ——— = 20T 2 .
1) D= 2 2 m+M (90 ys00)+ (m + M)*

Die rechte Seite stimmt vollkommen mit dem Ausdrucke,
welchen Hr. Tait auf S. 346 fiir (P/2)(u?—u? findet, da nach
Gleichung (20) meiner Abhandlung die von Hrn. Tait mit u
bezeichnete Grofe den Wert v(— go + yso) hat, wogegen
u — v die Projektion von r auf Q C, also gleich » ¢ ist. Seien
nun sowohl von den Molekiilen mit den Massen m (den Mole-
kiilen erster Art) als auch von denen mit den Massen M (den
Molekiilen zweiter Art) sehr viele in einem Raume gleichférmig
gemischt und beziiglich der Richtung ihrer Geschwindigkeiten
gleichmaBig orientiert. Von. allen moglichen ZusammenstdBen,
welche iiberhaupt stattfinden konnen, wollen wir zunichst bloB
jene hervorheben, fiir welche die Variablen v, 7, 7} 8, O zwischen
den unendlich nahen Grenzen
. vund o+ dv, Vund V4dV, Tuwd 7+ d7T,

( { Sund S+ d8, Ound O0+dO
liegen.

In der Fig. 1 ist eine dem Molekiile mit der Masse M
konzentrische ruhend gedachte Kugel vom Radius & gezeichnet.
Alle Geraden sind vom Durchschnittspunkte mit der Oberfliiche
dieser Kugel an punktiert. Die Bogen sind grofte Kreis-
bogen dieser Kugel. Gegen diese Kugel fliegen die Molekiile
mit der Masse m an, wobei deren Centra relativ gegen das
erstere Molekiil die Gerade 4 C beschreiben, welche parallel
v/ und 2 R ist. Im Punkte ¢ werden die Centra nach der
Richtung CB reflektiert, welche parallel »' 7" und Q2 R’ ist.
Die Relativhewegung vor dem StoBe, auf welche es hier allein
ankommt, bleibt unveréindert, wenn wir uns die Molekiile von

t Dieses Bandes.
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der Masse m rubend und die in Fig. 1 gezeichnete Kugel mit
der Geschwindigkeit » = v 7 in der 2R entgegengesetzten
Richtung bewegt denken. Teilen wir deren Oberfliche durch
eine auf QR senkrechte und durch ibr Zentrum gehende
Ebene in zwei Hilften, so wird bei der zuletzt genannten Auf-
fassung der Relativhewegung die vorausgehende Hilfte in der
Zeiteinheit einen von zwei Halbkugeln und einer Zylinderfiiche
begrenzten Raum vom Volumen = d%r durchstreichen.  Von
diesem gesamten Raume ist noch ein kleiner Teil in folgender
Art herauszuschneiden. @ C ist derjenige Radius der Kugel,
welcher der Richtung der Zentrilinie parallel ist. Indem wir
den Punkt C auf der Kugeloberfliche so bewegen, daB § bei
ungeinderter Richtung von 2R um d8 wichst, beschreibt C
ein Linienelement von der Linge 5 d§. Bewegen wir dagegen C
s0, daB O um 4O wichst, so beschreibt C ein Linienelement
von der Lange dsd 0. DBeide bestimmen auf der Kugel ein
Flachenelement vom Flacheninhalte 02sd8 d0. Dieses ist
gegen die Richtung von » um den Winkel § geneigt. Da sich
die Halbkugel mit der Geschwindigkeit r in der Richtung — QR
bewegt, so durchwandert dieses Fliachenelement in der Zeit-
einheit ein Prisma vom Volumen rd%sc d8d 0. Sobald das
Zentrum eines Molekiils erster Art in diesem Prisma liegt,
stoBt es mit dem Molekiile zweiter Art in der betrachteten
Weise zusammen.

Von allen Molekiilen erster Art, welche in diesem Prisma
liegen, haben wir blof diejenigen zu betrachten, deren Ge-
schwindigkeit. zwischen den Grenzen v und v + dv liegt und
deren Geschwindigkeitsrichtung mit der Richtung von 7 einen
Winkel bildet, welcher zwischen 7' und T 4+ d 7' liegt. Seien
in der Volumeneinheit 4z v*f (v)dv Molekiile erster Art vor-
handen, welche die erstere Bedingung erfiillen, so sind im
obigen Prisma

2z 2 fv)rd2rso-dvdSdT d0O

Molekiile erster Art vorhanden, welche auch noch der letzteren
Bedingung geniigen.

Seien ferner in der Volumeneinheit 47 72 F(7)d 7 Molekiile
zweiter Art, deren Geschwindigkeiten zwischen den Grenzen
V und 7 + d7 liegen. Dann hat man den obigen Ausdruck
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noch mit diesem Faktor zu multiplizieren und erhilt fiir die
gesamte Zahl der ZusammenstSBe, welche in der Zeit- und
Volumeneinheit zwischen einem Molekiile erster Gtattung und
einem Molekiile zweiter Gattung so erfolgen, daB dabei die
Bedingungen (2) erfillt sind, den Wert:

B) dZ=8a2? V2 f)F(Vrd?rscdvdVdTdSdO.

Um hieraus die Zahl Z aller ZusammenstoBe zu erhalten,
welche iiberhaupt in der Zeit- und Volumeneinheit zwischen
einem Molekille erster Gattung und einem zweiter Gattung
stattfinden, haben wir beziiglich O von 0 bis 2, beziiglich 7
von 0 bis =, beziiglich § von O bis /2, beziiglich v und 7
von 0 bis oo zu integrieren, was wir durch Z = fdZ be-
zeichnen wollen.

J = [DdZ ist die lebendige Kraft, welche durch alle diese
ZusammenstdBe den Molekiilen erster Gattung zugefithrt wird.
Integriert man den Ausdruck DdZ zunichst nach O und §,
so ergibt sich

] m M M
(4) 8atv?f(v)- V2 H( )rf)zrdvdldT M(' ".‘]‘l‘m)’

wahrend d Z, tber dieselben Variablen integriert, liefert

- 8advfw) VEF(V)rd?rdvdVdT. Der Quotient beider Aus-

driicke kann als die lebendige Kraft bezeichnet werden, welche

im Mittel von den Molekillen zweiter Art an die erster Art

ibertragen wird, wenn die GroBe der Geschwindigkeiten »

und 7 und deren Winkel 7' gegeben ist. Dieser Quotient ist
m+ M [ g+m+M]

Es steht dies in voller Uberemstlmmung mit dem ersten
Ausdrucke fiir /'— 7, welchen Stefan in seiner Abhandlung
iiber die dynamische Theorie der Diffusion der Gase?) gegen
Ende des zweiten Abschnittes findet, und welcher nach Ver-
besserung einiger Druckfehler lautet:

g . 2mmy My — My
h—h= (my + my)? h=b==5= @+ pyp+22)

Denn im Stefanschen Ausdrucke ist:

) Wien. Ber. 65. April 1872.
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A —m?:, lé:]l[?, z 2+ Y Y+ 2 2= 0V =vrg 4 0P

und es ist
VP=v?+4r?4 2uryg.

Allein die weiteren Schliisse Stefans wiirden blo8 fiir den
Fall zutreffen, daB die Molekiile mit einer der fiinften Potenz
der Eutfernung verkehrt proportionalen Kraft anfeinander wirken.
In diesem Falle fallt namlich der Faktor » aus dZ heraus und
bei der weiteren Integration nach (/7' verschwinden die Glieder

Ty Tyt Yyt 52

Bei elastischen Kugeln dagegen sind die ZusammenstoBe
um so wahrscheinlicher, je grofler die relative Geschwindigkeit »
ist, daher sind fiir jedes der Produkte z, z,, v, 9,, 2, 2, positive
Werte wahrscheinlicher als negative und man kann nicht im
Mittel 2, 2, + 3y, + 2,2, = 0 setzen. In der Tat wollen wir den
Ausdruck (4) auch noch nach 7' integrieren, so haben wir zu
berticksichtigen, daB r?2= 0?4 7?%— 20V¢, rg = Vit — v ist.

Die Integration liefert also:

Sn m M
Tm o+ M f

— 2 2
Ol (V)azdvdsz( T+ e ),

die obere Grenze ist V+w, die untere aber V—v oder v—7, je
nachdem /> v oder umgekehrt ist. Im ersten Falle hat das
Integral den Wert:

(B) —rvP— 2372 vV‘*-]—

1I+ (1 vo 4 203724 oY),

Im letzten Falle sind 7 und » zu vertauschen. Wahlt man
daher die Funktionen f und F ganz willkirlich, so wird /D dZ
im allgemeinen mnicht verschwinden, wenn die Molekile der
ersten und zweiten Art gleiche lebendige Kraft haben. Mit
anderen Worten: wenn auch die Molekile erster und zweiter
Art gleiche lebendige Kraft haben, so kann doch, sobald f
und # willkiirlich gewihlt werden, im ersten Zeitmomente den
Molekiilen erster Art von denen zweiter Art oder auch um-
gekehrt lebendige Kraft zugefiihrt werden. Sie wiirde ihnen
fortwahrend zugefihrt, wenn durch irgendwelche #uBere Ein-
wirkung die urspriinglich gewihlten Werte der Funktionen f
und F gewaltsam fortwshrend erhalten wiirden.
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Wenn z. B. bei gleichmaBiger Verteilung im Raume und
gleicher Wahrscheinlichkeit aller Geschwindigkeitsrichtungen
die Molekiile erster Gattung alle dieselbe Geschwindigkeit v,
die zweiter Gattung alle die gleiche andere Geschwindigkeit /" >v
hitten, so wiirde im ersten Momente dann keine Mitteilung
von lebendiger Kraft an die Molekile erster Gattung durch die
Molekiile zweiter Gattung stattfinden, wenn der Ausdruck (5)
verschwinden wiirde. Setzt man die jedenfalls positive Grofe

m— M & :
Myt E T

so folgt -
4 Su 4u®
(A —pe=3+pt ] o+ S+ 2

S Mo = 2m — M+l/.§-(5m2_2mM+2M2).

Wenn m nur wenig groBer ist als M, etwa m = M(1 + &),
so liefert dies nahe M72= mv?-(1 + ¢/5), fir m = 4 M folgt:
M7?=mv?(1-21...).

Wenn m sehr groB gegeniiber M ist, so folgt angendhert

MV? = 4tmo2. '

Die Bedingung, da8 den Molekiillen erster Gattung im ersten
Momente im Mittel keine lebendige Kraft mitgeteilt wird, er-
fordert also, daB die Molekille mit kleineren Massen grofiere
lebendige Kraft haben, als die iibrigen. Es ist aber zu beachten,
daB dies nur im ersten Momente gilt; allsogleich werden durch
die ZusammenstoBe selbst die Geschwindigkeiten der Molekiile
erster Gattung untereinander verschieden werden, ebenso die
der Molekille zweiter Gattung, wodurch die Verhiltnisse sofort
vollstindig gedndert werden.

Nimmt man das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetz an, indem man setzt: f(v) = de= ¥, F(V) = Be=?"", s0
findet man durch ganz dieselbe Rechnung, welche auch Hr.
Tait anstellte, daB die Molekiile zweiter Gattung denen erster
Grattung dann im Mittel keine Energie mitteilen und umgekehrt,
wenn die mittlere lebendige Kraft beider dieselbe ist, was ich
nach dem Vorgange Taits das Maxwellsche Theorem nennen
will.  Insoweit sind alle SchluBfolgerungen Taits zweifellos
richtig. Es folgt aber hieraus noch durchaus nicht, daf das
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Vorhandensein der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung
dem Beweise des Maxwellschen Theorems als Annahme voraus-
geschickt werden muB. Es kann vielmehr bewiesen werden,
daB sich, wie immer die Massen und Durchmesserverhiltnisse
sein mogen, wenn nur iberhaupt die Molekiile erster Gattung
mit denen zweiter Gattung zum ZusammenstoBe gelangen,
dadurch von selbst sowohl unter den ersteren als auch den
letzteren Molekiilen das Maxwellsche Geschwindigkeitsver-
teilungsgesetz herstellt.

Es ist dabei nicht einmal notwendig anzunehmen, daB die
Molekiile erster Gattung tiberhaupt unter sich zusammenstoBen,
ebensowenig, daB die Molekiile zweiter Gattung unter sich
zusammenstofen. Die einzigen Voraussetzungen sind, daB
sowohl die Molekiile erster als auch die zweiter Gattung gleich-
formig im ganzen Raume verteilt sind, sich durchschnittlich
nach allen Richtungen gleich verhalten und daB die Dauer
eines Zusammenstofes kurz ist gegen die Zeit, welche zwischen
zwel Zusammenst6Ben vergeht. Den Beweis hierfiir habe ich
in meiner Abhandlung tiber das Wirmegleichgewicht von Gasen,
auf welche #uflere Krifte einwirken?) ganz am Schlusse des
§ 1 geliefert; da ich jedoch daselbst die Rechnung nur flichtig
andeutete und blo8 das Resultat mitteilte, so hat Hr. Tait
diese Stelle offenbar ganz iibersehen und ich will gegenwartig
ausfiihrlicher sein.

Die Molckiile der ersten und zweiten Gasart seien zu
Anfang der Zeit (¢ = 0) gleichm#big in einem von unverinder-
lichen vollkommen elastischen Winden eingeschlossenen Raume
verteilt; aber die Verteilung der lebendigen Kraft unter den-
selben sei eine ganz willkiirlich gegebene. Ganz wie frither sei

4ol f(v,0)dv
die Anzahl der Molekiile der ersten Gasart in der Volumen-
einheit, deren Geschwindigkeiten zwischen den Grenzen
(6) v und v 4 dv
liegen. Ebenso 47 V2 F(7, 0)dV die Zahl der Molekiile, deren
Geschwindigkeiten zwischen
) Vud 7447

) Wien. Ber. 72. (Diese Sammlung II, Nr. 82.)
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liegen. Da keine Richtung im Raume vor einer anderen und
auch kein Volumelement vor einem anderen etwas voraus hat, so
kénnen wir annehmen, daB die Verteilung der lebendigen Kraft
auch zu allen folgenden Zeiten eine gleichférmige bleibt. Sie
wird aber im allgemeinen durch die ZusammenstdBe verdndert
werden. Zur Zeit ¢ seien in der Volumeneinheit 470f(v, f)dv
Molekiile der ersten Gasart, deren Geschwindigkeit zwischen
den Grenzen (6) liegt, eine analoge Bedeutung hat F(7, 7).

Das Problem ist offenbar in seiner groBten Allgemeinheit
gefaBt, wenn wir uns f(v, 0) und F(7, 0) beliebig gegeben
denken und die Veriinderung dieser Funktionen im Verlauf der
Zeit bestimmen. Offenbar haben wir da zuvorderst die Zuwiichse
6V, )

CRACL A, R

9t

zu bestimmen, welche die Funktionen £ und F erfahren, wahrend
die Zeit vom Werte ¢ bis zum Werte ¢ + ¢ wichst. Wéahrend
des Zeitelementes & sollen in der Volumeneinheit von den daselbst
enthaltenen 4 m v® f (v, £) dv Molekiilen erster Art, deren lebendige
Kraft zwischen den Grenzen (6) liegt, » Molekille mit anderen
Molekiilen erster Art und & Molekiile mit solchen zweiter Art
zusammenstoBen. Wir denken uns ¢ so gewshlt, daB » und X,
obzwar grole Zahlen, doch noch klein gegeniiber 4 mv?f{v, ¢)dv sind.

Da die Zahl derjenigen Molekiile, fiir welche auch nach dem
ZusammenstoBe die Gieschwindigkeiten zwischen den Grenzen (6)
liegen, oder fiir welche auch die Geschwindigkeit des zweiten
zusammenstoBenden Molekiils zwischen denselben Grenzen liegt,
unendlich klein hherer Ordnung ist, so konnen wir annehmen,
daB die Greschwindigkeiten aller dieser » und ebenso aller NV
Molekille nach Verlauf der Zeit & nicht mehr zwischen den
Grenzen (6) liegen. n+ XV ist daher die Zahl derjenigen Molekiile,
deren Geschwindigkeit zu Beginn, nicht aber am Ende der Zeit &
zwischen den Grenzen (6) liegt.

Wihrend der Zeit <% werden aber auch Molekiile, deren
Geschwindigkeit vorher nicht zwischen den Grenzen (6) lag,
durch die ZusammenstoBe eine zwischen diesen Grenzen liegende
Geschwindigkeit erhalten und zwar sollen p Molekiile erster
Art durch Zusammenst6Be mit anderen Molekillen erster Art
und P Molekﬁle erster Art durch ZusammenstéBe mit Molekiilen
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zweiter Art eine Geschwindigkeit erhalten, welche zwischen
den Grenzen (6) liegt. Dann ist:

(8) tmo2 9 00D P,

Wir fanden frither fir die Anzahl der Zusammenstofe,
welche in der Zeiteinheit und Volumeneinheit so geschehen, daf
dabei die Variablen v, 7, 7, § und O zwischen den Grenzen (2)
eingeschlossen sind, den Ausdruck (3).

Integriert man diesen Ausdruck beziiglich aller anderen
Differentiale bis auf dv und multipliziert mit &, so ergibt sich

oo = w2 2m

(9) N:Sn%zr(v,t)dvawffffVZF(V,t)madVdeSdo.
§6 8 8

Durch die Werte der Variablen », 7, 7, § und O ist die
Art und Weise des ZusammenstoBes vollkommen bestimmt. Die
Grobe » und 7 der Geschwindigkeiten beider Molekiile nach
dem StoBe, deren Winkel 7", sowie der Winkel ¢/, welchen die
Ebene R QR der beiden relativen Geschwindigkeiten mit der
Ebene v’ Q7 der beiden absoluten Geschwindigkeiten »" und 7
nach dem StoBe bildet, kénnen also als Funktionen von », 7,1, §
und O ausgedriickt werden. Fiir alle Zusammenstoﬁe, fiir welche
die letzteren Variablen zwischen den Grenzen (2) liegen, werden
auch o, 7/, 1", § und O’ zwischen gewissen unendlich nahen
Grenzen liegen, welche wir mit

v und v 4 do, V' ound V44V
7" und 7"+ d7", O und O+ d0’, § und § 4 d§

bezeichnen wollen. — Der Winkel § hat vor und nach dem
ZusammenstoBe dieselbe Bedeutung, ist also auch nach dem
ZusammenstoBe zwischen den Grenzen 8§ und S 4 dS§ ein-
geschlossen. Nun ist aber klar, daB sich jeder Zusammenstof
auch in umgekehrter Weise abspielen kann. Wenn daher um-
gekehrt die Werte der Variablen vor dem ZusammenstoBe
zwischen den Grenzen (10) lagen, so werden sie nach demselben
zwischen den Grenzen (2) liegen. Ganz analog dem Aus-
drucke (8) wird also:

(11) dZ = 8a*2V"2f(, ) (V" ) Frd?v'sedv'dV' d1'd0'dS’

die Zahl der ZusammenstoBe sein, welche in der Volumen-

(10)
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einheit wiahrend der Zeit ¢+ zwischen einem Molekiile erster
Gattung und einem zweiter Gattung so geschehen, daB nach
denselben die Variablen zwischen den Grenzen (2) liegen. Da o/,
7', 7" und O als Funktionen von w, ¥, 7, O und § bekannt
sind, so kann man hier wiederum die Differentiale der letzteren
Variablen einfithren und erhalt:

(12) dZ =822 V2 fW,  F(V ', ) O rd*t'scAddvdV dTd0dS,

wobel &} oV’ aT 80

o ’ ’ ,
(13) d=245, 57 3T 80
ist; die partiellen Differentiale sind bei konstantem § verstanden.
Integriert man .den Ausdruck (12) itber alle Variablen mit Aus-
nahme von dw, so erhilt man alle ZusammensttBe, welche in
der Volumeneinheit wihrend der Zeit ¢ zwischen einem Molekiile
erster und einem Molekiile zweiter Art so erfolgen, daB nach dem
StoBe die Geschwindigkeit des Molekiils erster Art zwischen
den Grenzen (6) liegt. A

Es ist also

o 7 72 2@

P=87298*dv G2V (0, ) BV, )t s6 AdVdTdSdO.
JI]

Es hat schon Maxwell®) eine Gleichung ausgesprochen,
welche in unserer Bezeichnungsweise lautet:
(15) A2V =2V 2z,

Einen Beweis dieser Gleichung hat er daselbst zwar auch
schon dunkel angedeutet, aber durchaus nicht klar angegeben.

Ich habe diesen Satz ausfithrlicher bewiesen, und einen
analogen fiir mehratomige Molekiile entwickelt, weshalb ich
ihn auch in meiner Abhandlung tber das Wiarmegleichgewicht
von Gasen, auf welche #ZuBere Krifte wirken, als bekannt
voraussetzte. Der allgemeinste Satz, in welchem alle andern
verwandten Sitze enthalten sind, ist bewiesen in Maxwells
Abhandlung: On Boltzmann’s Theorem etc.?) Da uns jedoch
gegenwirtig alle notwendigen Formeln zur Disposition stehen,
so will ich die Gleichung (15) hier durch direkte Berechnung

') Phil. Mag. (4) 35. Méirz 1868.
%) Cambridge Phil. Trans. 12. T. 8, S.547. 1879. Wied. Beibl. 5.
8. 408. 1881, (Diese Sammlung Bd. II, Nr. 63.)
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I

der Funktionaldeterminante verifizieren, Fithren wir zuniichst
statt 7 und 7' die Variablen r und G ein, so erhalten wir
F2dVrdl = r2dryd G, wie geometrisch evident ist. Ebenso ist

V'3V «'dl" = »2dry'd G’ .
Da r durch den ZusammenstoB nicht verindert wird, so

fihren wir statt dv, d@, dO die Differentiale der drei
Variabeln

9, 4Mor - 4 M2r? g*
s = 2 = p2 2__ it S
z =102 =024 M(ga 7560)+ o 5 I

y=m+ M)o?+ 2Mvorg + Mr?,
Z2=0y0
ein. Die Berechnung der Funktionaldeterminante liefert:

4 Mory

dxdydz = pea T

[m + MYvRgsoc — ys?o + y520)
o + 2Mrso]dvdGdO.
Ferner folgt aus dem sphirischen Dreieck RXR’, Fig. 1
0o = sin B’ QK:sin RQK
und aus den Dreiecken PQv und PQv
SIMRQK:y =v:QP,

Sin RQK:y'=v": QP,
daher '

(16) - vy =1y e =z,
woraus sich

Wy o= v2—v2g?—v2y20?

2Mros } 2

= {v(2gsa‘"—7520+7620)+ P

ergibt. Es ist also: ‘
dedydz = 4 Mv*v'ryy' o’'dvd@dO.
Da ferner _ : A
z=v%, y=[(m+ Myv'? - 2Mv'rg’ + Mr?, z =07y,
so folgt
dzdydz = 4 Mv'3ry20'dv'dG d 0,

woraus die zu beweisende Beziehung zwischen dvd@d0 und
dv'd@d0 folgt. Nach Gleichung (15) aber folgt aus (14)
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o z 72 27

(17) P=8n26%dv f [ f f w2 P2 ) BV resad PdTdSdO.
00 0 0

Aus V und P werden n und p durch einfache Vertauschung
der Funktion 7 und der Masse M mit £ und m gefunden, an
Stelle von & tritt der Durchmesser 4 eines Molekiils erster Art.

Es ist also

(18) n= 8m2v? f(v, )dvi?: Vz (7, yresedVd1d8d0,
[ 1]
o ;22
p=8n% "dvzz&ffffr £, ) (7, rescd VdTdSdO,
00 00
und daher

af('”:t) = 2w A2 r
/

ffijszl -1y Vzrrsodidl'dScZO
7 72 2x
/

fffr —[F)V2rrscddTdS dO.
0

(19) 3
+ 2 02
/

(=

w2 2w
f 'R - FE)v*resodvdldSdO
(0}

6F(Vt "
w2

!

(20)

+ 2702 yolrrsedvdTdSdO .

1l
[]fin-

"Hierbeiist f = f(v,8), =778, [ =f0, 1 ;= 7, o
F=Ft), F'=F{, t) F F(7, ¢, F'=F(V', 4§ A ist der
Durchmesser eines Molekiils zweiter Art. .

Mittels dieser Gleichungen wollen wir nun den Beweis
liefern, daB die GroBe

0%8

ﬁ

ey E= [fuf- 1)02du+fﬁl(u’q; 17247,
0 0

deren innige Beziehung zu der von Clausius als Entropie be-
zeichneten Grofe ich a. a. O. ebenfalls betonte, nur abnehmen,
hochstens konstant bleiben kann. [ bedeutet den natiirlichen
Logarithmus.  Man hat zundchst:
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dE [, 0f oF
t_—_flf v2dv +leat117~d7f
0

daher mit Berficksichtigung der Gleichungen (20)

o‘o o 7 a2 2w E% %-?—

= [ [ [ [ [#i-(rfy=rryo*rerescavararasao
00 0 0 0

+fff7722zr (F'F —FF): T resododVdTdSdO

(22) 00 0 00

0o oo 7z w2 2x

+ffff/2f521f(f F/—fF)o*P*resodvdVdTdSd0
00 0 00

+fffN/Z:fzgzlﬁ’l(f’ﬁl’—fﬁ’l)ﬂVzrrsoa’v:ZVdTa’SdO.
00 0 0 0 '

Aus dem Umstande, daB jeder Zusammenstof auch genau
in umgekehrter Weise erfolgen kann, folgt unmittelbar, daB
der Wert irgend eines bestimmten Integrals, welches nach Art
der obigen iber alle moglichen Werte der vor dem StoBe
geltenden Variabeln zu erstrecken ist, sich nicht #ndert, wenn
man die Werte der Variablen vor dem StoBe mit denen nach
demselben und umgekehrt vertauscht und schlieBlich wieder
iiber alle moglichen Werte integriert.

Es wird also fiir jede in beliebiger Weise aus den
Variablen unter dem Funktionszeichen zusammengesetzte
Funktion ¥ sein: '

00 o 7 w2 2%

ffffflpu,VT 0, v, 7, T, 0', 8)dv d 7 dT'd8 O

0
nf2 2z

=fffffzp(uf, V', T 0,0 7,1, 0,8) Addvd7dTd0 dS,
00 0 0 0

wobei
Ad=02V2¢:02F2¢

daher ist die dritte Zeile der Gleichung (22) auch gleich
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ebenso die vierte gleich

oo 00 w2 2%

fffffmf’l'(fﬁ’l 47"F1’)v272rrsadudVdrdS(zo.
00 0 0 0 .

Fir die Summe der dritten und vierten Zeile findet man,
indem man aus den fritheren und den jetzt gefundenen Aus-
driiccken das arithmetische Mittel nimmt,

0 oo w2 2m

) 2040 1 oy T s ge, , m ‘
%Ofofojofofaz(f B~ )l go VirrsodvdVdTdSdO.

Dieselben Transformationen haben wir auch auf die erste
und zweite Zeile der Gleichung (22) anzuwenden. In den
letzteren Ausdriicken spielen aber zudem die beiden stoBenden
Molekile genau dieselbe Rolle, weshalb man hier auch die auf
das erste Molekiil beziiglichen Grofen mit den auf das zweite
Molekiil beziiglichen und umgekehrt vertauschen kann. Wenn
beide Molekiile derselben Gattung angehdren, ist wieder all-
gemein:

© o0 oo @2 2n
ffj qu(v, V1, 0,9, V', T, 0, §)dvd Vd I dSd0
00600
2

I

2n '

f W0 1,0, Vo, I, O, 8)dod VAT dS dO,

§

daher kann die- erste Zeile der Gleichung (22) auch so ge-
schrieben werden:

T T

sl

v}

o o0 z 2 2x

fffffxzzf;(f'f;-/‘fl)vzr‘zmadud}?dusczo}‘
00 0 00

Wendet man hierauf nochmals die oben erwihnte Trans-
formation an, so erhalt man einen vierten Wert fiir die erste
Zeile der Gleichung (22) und man hat nun statt derselben
das arithmetische Mittel aller vier Werte zu setzen. Verfihrt
man ebenso mit der zweiten Zeile digser Gleichung, so findet
man endlich -
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00 00 = a2 2x

%%:[Offff 2V rrscdod VAT dSdO

v I’ _FF!
[)’2 ff;. ffl f/f/ +A2(F.Z(1 '—FFI)-Z—F"—F—;_
+ 28%f B — [F)- 1L fﬁn :

Fir den Zustand des Gleichgewichts der lebendlgen Kmft
muB f und F, daher auch Z von der Zeit unabhingig werden;
es muB also dF/dt= 0 sein. Man sieht aber sofort, daB das
zuletzt fir dZ/d¢ gefundene Integral eine Summe von un-
endlich vielen Gliedern darstellt, die alle nur negativ, hochstens
gleich Null sein konnen, denn wenn f'f,"—f7, positiv ist, ist
der dabei stehende Faktor I(f7,//'f,") negativ und umgekehrt.

Daher kann dZ/d¢ nur dann verschwinden, wenn jedes
dieser Glieder fir sich verschwindet.

Wenn die Molekiile erster Art sehr klein gegen die zweiter
Art wiren, so wire A=0, 4=2J. Wir konren noch® all-
gemeiner annehmen, daf die Molekiile erster Art fiir einander
vollkommen durchdringlich sind, ebenso die zweiter Art fiir-
einander und daB nur jedes der letzteren Molekille mit einer
Kugel vom Radins  umgeben ist, an welcher die Centra der
Molekiile erster Art wie unendlich kleine elastische Kugeln
reflektiert werden; im letzteren Falle wire 4 = 4 = 0; sobald
nur 0 von Null verschieden ist, muf noch immer f'F'=f/,
fiir alle Werte der Variablen unter den Funktionszeichen sein.

Da nun v, 7 und v vollkommen independent sind und
nur 7 durch die (leichung der lebendigen Kraft bestimmt
ist, so findet man hieraus unschwer f = de¢=#n%, F = Be—hMV",
Schon durch dic ZusammenstdBe der Molekile erster Gattung
mit denen zweiter Gattung allein wird also unter allen Mole-
killen die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung und Gleich-
heit der mittleren lebendigen Kraft bewirkt. Ich bemerke hier
gelegentlich, daB ich nicht begreife, wie man die Gravitation
erkliren will, wenn man den Lesageschen ultramundanen
Partikeln die Eigenschaften von Gasmolekilen zuschreibt, denn
wihrend die Sonne die Erde vor einigen Stéfen schirmt, so
reflektiert sie wieder andere Partikeln gegen die Erde, welche
die Erde sonst nicht treffen wiirden. Nur wenn die Partikeln

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl, III. 16
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von Erde und Sonne nicht reflektiert, sondern absorbiert oder
doch unter Verlust von lebendiger Kraft reflektiert werden,
folgt eine Anziehung zwischen Sonne und Erde.

Ich habe in meiner Abhandlung ., Weitere Studien iiber
das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen*?) ganz #hnliche
Rechnungen wie die ‘obigen fir eine einzige Molekiilgattung
nach einer etwas anderen Methode durchgefiibrt, die sich, wie
ich glaube, durch groBe Klarheit auszeichnet und ‘ich erlaube
"mir “den ‘ geneigten Leser 'zu bitten, -den I Abschnitt dieser
-Abhandlung - durchzulesen.

Man ‘kann auch die :dortige Methode *leicht auf ein Ge-
‘misch zweier Gasarten anwenden. ‘Fir die erste  derselben sei
Ve @z, f)dz die Zahl der Molekile in" der Volumeneinheit,
deren lebendige Kraft zur Zeit ¢ ‘zwischen z und w + dw liegt.
Analoge Bedeutung habe ®(z, f) fir die ‘zweite Gasart. Ich
habe dort die Zahl der’ ZusammenstsBe, welche 'in:der Vo-
lumen- ‘und Zeiteinheit zwischen zwei Molekiilen erster Gattung
‘80 geschehen, "daB vor dem StoBe deren lebendige Kriifte
-zwischen den: Grenzen

vz und z4+dr, X und X 44X
liegen, wihrend nach dem StoBe die des einen Molekiils
zwischen 2 und 2’ + d7’ liegt, mit
VeXg (o ddug (X, ) dXy (s, X, ) da’
bezeichnet. -Bei veréinderlicher Zustandsverteilung ist darunter
immer die Zahl.der St6Be wihrend einer - sehr . kurzen Zeit
dividiert durch .diese Zeit zu verstehen. 'Eine analoge Be-
«deutung habe ¥ fir die ZusammenstdBe ‘der Molekiile zweiter
Art untereinander und.y fiir- die- der. Molekiile erster Art mit
denen zweiter Arf. Dann iiberzeugt man sich wie oben, daB
oo’ z+X

1/8"’(“) fdedx[(pxt (w4 X —2, ¢)

(23)f ]/mlp(x z+ X —2) )

— ¢l t)g(X, )ffmem+w@nw@+X—aq
XV»Z‘ z+X—x) @, ¢+ X —2, 2)

=@ QX ) Ve Xy (e, X, z],

w Ber. 66.- (Diese Samrhlung Bd. I, Nr. 22,
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,woraus
V— d CD(X 1)

folgt, indem man ¢ und @, und X,y und & yntereinander
vertauscht. An'Stelle von 2" kommt dabei die lebendlge Kraft X'
des zweiten Molekiils nach dem StoBe.

¥s wird ferner. abgesehen von einem konstanten Faktor
B =fvqu(x, Hllp t) - 1]da

+fVX<pX O DX, ()= 1]d X,
(24:)

———folcp n2eEn 4,

+fyx1cb X #) a")g Dax,

Bevor wir die obigen Werte in die Gleichung (24) sub-
stituieren, haben wir-noch.zwei Eigenschaften ‘der Funktionen
W, ¥ und y festzustellen. In den Funktionen v und ¥ spielen
beide stoBenden Molekiile dieselbe Rolle. Ks ist also ebenso
wahrscheinlich, daB vor dem StoBe die lebendige Kraft des
ersten zwischen 2 und x 4 dx, die 'des zweiten zwischen X
und X + dX und nach dem StoBe die des ersten zwischen 2’
und z’' 4 d2’ liegt, als daB umgekehrt vor dem StoBe die des
ersten Molekiils zwischen X und X+ dX, die. des zweiten
Molekiils zwischen z und = + dx, nach demselben die  des
zweiten zwischen 2" und 2" 4- dz’, daher die des ersten zwischen
z+ X—2 und 2 + X — 2/ + da’ liegt. Oder in der Sprache
der Algebra
(25) Vi o) =y X o+ X—g),

26) WL, 2, X) = (o, X, 2+ X = X).

Die , zweite Eigenschaft kann folgendermaBen gewonnen
werden: Wir fanden -fir die Zahl dZ der Zusammenstofe,
welche in der Zeit- und Volumeneinheit zwischen einem Molekiile
erster -und einem zweiter Art so geschehen, ‘daB dabei die
Variablen v, 7, T, 8,0 zwischen .den: Grenzen (2) liegen, den

16*
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Wert (8. Wir wollen zuerst statt 7, 7 die Variablen r, G-
einfihren. Dann statt G die doppelte lebendige Kraft beider
Molekiile

= (m+ M)v?+ Mr?4 2 Morg = (m + M)+ Mri+ 2 Mo'ry,
dies liefert

dZ = -—ﬂ-—vrzsadvdrddedOf'(v)F(V)5Z.

Nun wollen wir bei konstanten », r, y und 8 statt O die
Variable »” einfiihren. Da hierbei auch g konstant ist, so
liefert die Gleichung:

4 Mor 9 4 M2 r? o?

0’2 = 1)2+ 'm»+'lu(g6 - 780‘0)—|—m1
g ="+ ?_”_;lidv v’ dr dy dS f (o) F(7).

Fithrt man endlich statt », »* die lebendigen Krifte » und 2’
ein, so wird

47 = m -+ M 2a%r6?

mEMT v ¥y

Nun ist 47 0% f(v)dv = Y ¢ (2, t)dz, daher

2 drdxdydrdSf)F

f0)=2Y2 (o0, F(7)= 2L o5, 8,

471]/ 4nV
also, da bel konstantem x und 2’ offenbar d y = dX ist,
' 17— "t M %, ; X
I 161/777_1 t) O (X, ) a’xdxd drdS.

Es ist also die friher mit ]/xX % (z, X, z’) bezeichnete

GroBe gleich: x
m+ M gy [ [rdrdS
Ry —3
16 Ym M vy w

wobei die Integration iiber alle hei den gegebenen z, X, 2’
méglichen Werte zu erstrecken ist. Vertauscht man die Werte
vor und nach dem ZusammenstoBe, so wird

Ve A= a)x o+ X ofy a) = 2L 62ff¢f”,‘lé’.

16 Vm M )

Da nach Gleichung (16) vy & = vy ist und auch die
Grenzen beider Doppelintegrale dieselben sind, so folgt sofort
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@7 VaXy(, X,2)=Vde+X—2)y, 2+ X—2a, z).
Zwei analoge Gleichungen gelten fiir v und ¥.

Die weiteren Rechnungen bestehen nur mehr in rein
algebraischen Transformationen der bestimmten Integrale und
geschehen ganz wie im ersten Abschnitte meiner bereits be-
sprochenen weiteren Studien. Ich will daher nur kurz den
‘Weg andeuten, den man einzuschlagen hat. Nach Substitution
der Werte von ,

x, ¢ 0 D (X,
qna(t ) und a(t )

in Gleichung (24) erscheint daselbst ein Glied mit

Lpa &)-[pE, g+ X -2, 1) — ¢z, ) g X, 1)

‘Dieses ist mit Hilfe einer der Gleichung (27) analogen
Gleichung fiir ¢ in ein Gleiches zu verwandeln, das vor der
eckigen Klammer den Faktor — ¢ (2, ¢) besitzt. Beide sind
durch Gleichung (25) in zwei Glieder zu verwandeln, die vor
der eckigen Klammer die Faktoren Z¢(X, ¢) und ——lcp(x—|—X—x by
haben. Das arithmetische Mittel aller vier so gewonnenen
Ausdriicke ist in Gleichung (24) statt des transformierten
Gliedes zu substituieren. Ganz ebenso ist das Glied mit

[DX 8- [OX, ) Cle + X — X, 1) — DX, t) D[z t)]
zu behandeln. -

Die noch {iibrigen Glieder sind nur einmal mittels Glei-
chung (27) so zu transformieren, daB statt der Faktoren /¢ (z,?)
und [ D (X, ¢) die Faktoren — lq (2, ¢) und — 1D z+X—2/1)
auftreten und wicder das arithmetische Mittel des urspriing-
lichen und transformierten Ausdruckes zu nehmen. Auf diese
Art erweist sich dZ/dt wieder als eine Summe von lauter
Gliedern, von denen jedes einzeln verschwinden muB, wenn
df|dt verschwinden soll. Es kénnen  und ¥ gleich Null
sein; sobald nur y fiir kein endliches Gebiet der Variablen
verschwindet, d.h. sobald nur die Molekiile erster Gattung
mit denen zweiter Gattung frei zusammenstoBen, konnen diese
Glieder nur dann einzeln verschwinden, wenn ‘sowohl unter
den Molekillen der ersten als auch der zweiten Gasart das
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz herrscht und
die mittlere lebendige Kraft eines Molekiils fiir beide Gasarten
gleich ist.
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Durch die obigen Betrachtungen kann iibrigens auch der-
noch allgemeinere Satz, welchen Hr. Burbury a. a. O. auf-
gestellt hat, ganz zweifellos bewiesen werden. In der Tat
pehmen wir an, die erste Gasart bestehe wie oben aus sehr
vielen Molekiilen (den Molekiilen 4), welche aber untereinander
nicht zusammenstoBen, die zweite Gasart dagegen bestebe nur
aus einem einzigen Molekiile B, welches mit den Molekiilen
der ersten Gasart zusammenstoBt. Die Zeit seiner freien Be-
wegung sei grof gegeniiber der Dauer eines ZusammenstoBes.
Das Ganze sei in einem Gefafle £ mit unverdnderlichen
elastischen Wanden eingeschlossen. 72 bezeichne auch den-
Rauminhalt des GefaBes. Jedenfalls muB sich endlich ein
stationsirer Zustand herstellen, in welchem die Molekiile der
ersten Gasart durchschmittlich gleichformig in GefiBe verteilt
sind und fir ihre’ Geschwindigkeit jede Richtung im Raume
gleich wahrscheinlich ist. In diesem Zustande seien in der
Volumeneinheit 47 »2 f, (v) dv Molekiile, deren Geschwindigkeiten
zwischen den Grenzen (6) liegen. Das Molekill B wird freilich
seine Geschwindigkeit fortwahrend wechseln; allein wenn wir
nach Eintritt des stationiren Zustandes eine sehr lange Zeit
vergehen lassen, so wird seine (teschwindigkeit wihrend der-
selben durchschnittlich mit gleicher Wahrscheinlichkeit alle
moglichen Richtungen im Raume angenommen haben und die
Wahrscheinliehkeit,: daf seine (teschwindigkeit: zwischen den
Grenzen (7) liegt; wird jedenfalls irgend eine Funktion von /
sein, welche wir mit

A VERF (V)dV
bezeichnen wollen. Wir denken uins nun unendlich viele voll-
kommen gleich beschaffene Gefale 2 gegeben, in jedem der-
selben seien gleich viele wie oben heschaffene Molekiile 4:
vorhanden, und zwar soll in jedem dieselbe Geschwindigkeits-
verteilung' bestehen. 4mv?f(v)dv sei die Zahl der Molekile
in der Volumeneinheit, deren Geschwindigkeiten zwischen den
Grenzen (6) liegen. In jedem der GefiBe R soll sich ein
einziges Molekiil B befinden, und zwar soll sich in den ver~
schiedenen Gefaflen dieses Molekiil bald hier bald dort, bald
nach- dieser, bald nach jener Richtung /mit gleicher Waht-
scheinlichkeit bewegen.  Die Zahl der GefiBe R, fir welche:
die Geschwindigkeit des Molekiils B zwischen den Grenzen (D
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liegt, sei da NJ2RF(}))dV, wobei N die Zahl aller GefaBe
darstellt, deren jedes das Volumen Z hat. Es finde sonst
kein ZusammenstoB statt, als daB das Molekil B in jedem
Grefalle mit den daselbst befindlichen Molekillen 4 zusammen-
stoBt. Es ist dann offenbar mindestens im ersten Zeitmomente
0|0t durch dieselbe Gleichung bestimmt, durch welche oben
OF(V,1)/0t bestimmt war, da es vollkommen gleichgiiltig ist,
ob s1ch alle Molekille B in demselben GefaBe oder jedes in
einem gleichbeschaffenen befindet.

Denkt man sich aber alle N GefiaBe vom Volumen R zu
einem einzigen zusammengefiigt, so erhilt man ein Gef#8 vom
Volumen NVF, in welchem auf die Volumeneinheit 4z 7 2F(7)d V
Molekiile zweiter Art entfallen, deren Geschwindigkeiten zwischen
den Grenzen (7) liegen. Damit dies kein echter Bruch, sondern
eine grofe Zahl sei, kann man sich die Volumeneinheit beliebig
grof gegeniiber R, also 1:R als eine beliebig grofe Zahl
denken, die aber noch sehr klein gegeniiber IV sein muf.

Die Veriinderung von f wird allerdings in den verschiedenen
GefiBen verschieden sein. DBezeichnen wir aber mit f° das.
arithmetische Mittel aus allen fiir die verschiedenen Gefifle
geltenden Werte von f, so wird wieder mindestens im ersten

'Zeitmomente 0 f'/at durch dieselbe Gleichung gegeben sein
wie frither Of(v, ¢)/d¢t. In den friheren Ausdriicken ist
hierbei natiirlich A = 4 = 0 zu setzen, da weder die Molekiile 4
untereinander zusammenstoBen, noch auch die Molekiile B.
Von der Wahrheit der obigen Behauptung itberzeugt man sich.
am leichtesten, wenn man sich alle Gefiéile ¢ zu einem einzigen
groBen Gefifie vom Volumen NR aneinandergefigt denkt, in
welchem in der Volumeneinheit 4m /2 F(F)d7 Molekile B
liegen, deren Geschwindigkeit zwischen den Grenzen (7) und
47 f(w)v?*dv Molekille 4, deren Geschwindigkeit zwischen den.
Grenzen (6) liegt. Man konnte nun das Bedenken haben, dafl /
m Verlaufe der Zeit in den verschiedenen Geféflen verschiedene
Werte annimmt und erst zum Schlusse wieder in allen gleich
wird. Dieses Bedenken wird am leichtesten dadurch hinweg -
geschafft, daB man annimmt, daf schon zu Anfang der Zeit [
und # die oben mit £, und F, bezeichneten Werte hatten.
Es bleibt dann alles stationdr df/d¢, 6 F/0¢ und dE/[d
werden verschwinden. Trotzdem miissen: die- ersteren beiden
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GroBen durch die Gleichungen (19) und (20) gegeben scin,
(worin A = 4 = 0). Daher wird auch dZ/d¢ durch die Glei-
chung (22) gegeben sein miissen und aus dem Umstande, daB
es zugleich verschwinden muB, folgt ganz wie frither

f'._._. Ae-hmvz, = _Be-—hMV'“',

womit der Satz Burburys bewiesen ist. Angenommen ist
hierbei bloB, daB die Anzahl der Molekille 4 eine sehr groBe
ist. Dadurch wird bewirkt, daB sobald der Zustand station#r
geworden ist, die Geschwindigkeitsverteilung in jedem einzelnen
GefiBe nur unmerklich von dem Zustande beeinflufit wird,
welchen das gerade in diesem GeféBe befindliche Molekil B
besitzt.

Es sei hier nur noch beildufig bemerkt, daB der Beweis
in ganz derselben Weise gefiihrt werden kann, wenn man die
Molekile nicht als elastische Kugeln betrachtet, sondern ein
ganz beliebiges anderes Gesetz der Wechselwirkung annimmt,
sobald nur erstens fiir dieses Gesetz die Lagrange-Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen anwendbar sind und zweitens die
Zeit bemerkbarer Wechselwirkung fiir jedes Molekiil verschwin-
dend klein ist gegen die Zeit der freien Bewegung desselben.

Erster Nachtrag.

Soeben kommt mir eine Abhandlung von Hrn. Stanke-
witsch?) zu Gesicht, welche den Beweis einer Gleichung zum
Gegenstande hat, die dem Wesen nach mit der Gleichung (15)
dieser Abhandiung identisch ist. Ich habe schon lingst in
meiner Abhandlung: ,Kinige allgemeine Sitze tiber Wirme-
gleichgewicht“?) auf den Zusammenhang einer noch weit all-
gemeineren Gleichung mit dem Jacobischen Prinzip des letaten
Multiplikators aufmerksam gemacht. Hr. Stankewitsch ge-
langt auf einem ginzlich verschiedenen Wege zum Beweise
seiner Gleichung, der jedoch ebenfalls der Art und Weise
nachgebildet ist, wie Jacobi das Prinzip des letzten Multi-
plikators beweist. So sinnreich auch diese von Stankewitsch
angewandte Methode ist, so glaube ich doch im folgenden

') Wied. Ann. 29. 8. 153. 18886.
?) Wien. Ber. 58, [Diese Sammlung I, No. 19.]
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noch zeigen zu sollen, daB die betreffende Gleichung in weit
einfacherer Weise bewiesen werden kann, wenn man den von
Maxwell angedeuteten Weg geht. "

Ich will aber vorher beweisen, daB die Gleichung Hrn.
Stankewitschs nur eine verinderte Form unserer Gleichung (15)
ist. Sei 4 der Winkel zwischen der Geschwindigkeit » und
der Abszissenachse, B der Winkel der XZ.Ebene mit der
Ebene, welche den Richtungen von » und O X parallel ist,
endlich K, der Winkel der letzteren Ebene mit der Ebene,
welche den Richtungen von » und 7 parallel ist. Seien ferner
&, 7, { die Komponenten von v, §, 7, { die von 7 in den
Richtungen der Koordinatenachsen, so ist zunichst

(28) difdndl = v*co-dv-d4d-dB,
(29) d§ -dn, +df = V2 z.dV.dT-dK.

Bezeichnen wir die entsprechenden auf die Geschwindig-
keiten v’ und 7 nach dem StoBe Bezug habenden GriBen mit
einem Striche, so ist ebenso

(30) dg' dy' dl = v o' dv' d4' dB,
(31) g, dny’ dy = V7 dV' dT"-dK’.

Wir bezeichnen in Fig. 2 die Durchschnittspunkte aller
dieser vom Zentrum  einer Kugel vom Radius Eins auf-
getragenen Linien mit der Oberfliche der Kugel mit denselben
Buchstaben wie die betreffenden
Linien selbst. Die Variablen
v, 7, I', 8, O bestimmen bloB
die Grife und relative Lage der
den’ ZusammenstoB bestimmen-
den Linien; sie bestimmen das,
was ich die Gestalt des Zu-
sammenstofes genannt habe;
v 171" 2 sind daher bloB Funk-
tionen der erstgenanunten Varia-
blen. Wir wollen diese Variablen
konstant lassen, so dab die ge-
samte Gestalt des ZusammenstoBes unverindert bleibt. BloB
seine Lage im Raume, also die Variablen 4, B und X sollen

Fig. 2.
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sich #andern und das Produkt der entsprechenden Veréinderungen
der Variablen 4’ B’ K’, namlich
L e e 44! 4B’ 4K’
d4'dB dK' = dAdBdK- D+ 55T S5

soll gesucht werden.. Es ist geometrisch evident, daB d4dB dK
=dA’dB' dK' sein mub; denn die einen und andern Differentiale
kann man dadurch- entstanden denken, daB bei fixer Lage und.
GroBe von v, v', 7, 7’ die Abszissenachse das ganze Innere
eines Kegels von unendlich. kleiner Offnung beschreibt und
das Koordinatensystem um die Abszissenachse um.einen sehr
kleinen Winkel gedreht wird. Analytisch folgt dies in nach-
stehender Weise. Man sieht aus Fig.2, daf B = B 4 J=v Xo’
ist. <o Xo' ist blof Funktion von 4, K und den jetzt
konstanten Winkeln; fithrt man daher zunichst 4, K, B’ statt
der Variablen 4, K, B ein, so ist dB'= d.B, daher
d4’ 0B’ OK’ R 04’ 8K’
S T A 5oy o

In der letzteren Funktionaldeterminante ist auBer den
schon in der vorigen konstanten Winkeln noch B’ als konstant
zu betrachten. KEs ist ferner:

a'=al-+4 alcosk,
sinj:sinh=¢:a’,
woraus folgt::
. o sink asinh.
tgj = Via’—atsmh  oh—alcosh’

Man sieht weiter aus der Figur, daB8.
180~ K = b —S=v'v ¥V
ist, wobei der letztere Winkel bloB von der Gestalt des Zusammen-
stoles abhingt, daher gegenwirtig als konstant zu betrachten
ist. Ebenso ist
JH180 = K' 4=V v'v.
Letzterer. <= ist wieder konstant, daraus folgt, da es hier
auf die Zeicken nicht ankommt:

B4 BK N1, 84’ &
2T =2 s |
Da in den Gleichungen fiir @’ und tgj auch der Winkel 7,

der ja el?enfalls nur von der Gestalt des ZusammenstoBes ab-
héingt, die Rolle einer Konstanten. spielt,. so. kann die Deter--
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minante ohne Schwierigkeit berechnet werden' und man findet
fiir dieselbe den Wert: ¢’ /. Dies Resultat hitte man auch
ohne alle Rechnung erhalten konnen, wenn man sich die
Punkte v, v, ¥V und 7’ als fix denkt, da 4 und % sphérische
Polarkoordinaten des Punktes X der Kugeloberfliche sind,
ebenso 4’, j; das Flichenelement o d4dh, ausgedriickt durch
die ersteren Polarkoordinaten muf gleich -dem Flichenelement:
o' dd’ dj, ausgedriickt durch die letzteren sein.
Es ist also:

' d4"dB dK' = adddBdK.
Bei fixer Lage der Punkte v, v/, 7 und 7’ kbnnten auch
einmal 4 K, dann 4’K’ als sphirische Polarkoordinaten des
Punktes X betrachtet werden, was unmittelbar «¢dddK

= ¢’ dd’' dE’ liefern wirde. Da ferner nach- der Definition
von A4 [Gleichung (13)]

dv'dV' d1"d0' =:ddvdVdTd0
ist, so folgt aus’ den Gleichungen (28), (29), (30), (31)

A& dy’ dt’ A&’ dny A d0T _ 0 V7' 4
dfdndldE dn d5d0 Vs

Die Gleichung (15) ist daher erwiesen, wenn die Gleichung:
(82) d& dn'dl dE’ dn’dt d0" = dEdndld§ dn, dl dO

bewiesen ist und umgekehrt.

Hier ist O der Winkel der Ebenen R 2R’ und R Qv
der Figur 1. Fihren wir auf der rechten Seite der Glei-
chung (32) statt O den =y ein, welchen die erstere Ebene-
mit der Ebene R QX (vgl. Fig. 3) einschlieBt, so bleibt dabei
E n, & &, uy & daher auch der << der Ebenen R QX und
R Qv konstant und da dieser gleich der Differenz der <9< 0
und  ist, so folgt dy = d0. Fihrt man ebenso auf der
linken Seite der Gleichung (32) v’ statt O" ein, so folgt ebenso
d0’ = dvy' und die Gleichung (32) geht iiber in:

dg dny' df dg) dn' dg dy’ = d&dy dgd§, dm, dg day,

was genau die Form ist, welche Hr. Stankewitsch der
Gleichung gibt. Wir wollen jedoch noch beiderseits it odS
multiplizieren, wodurch wir zugleich andeuten, daB § als die.



252 81, Avogadrosches Gesetz.

achte independente Variable gewshlt werden mub. Hierdurch
erhalt die zu beweisende Gleichung die Form:

(88) d& dyf dgdg, dn ALy dy o dS=dEdndLdE dn dL, dwodS.

Wir tragen nun wieder alle Linien vom Zentrum £2 einer
Kugel vom Radius Eins aus auf und bezeichnen in Fig. 3
die Durchschnittspunkte der beiden relativen Geschwindigkeiten

vor und nach dem Stofe mit

R ‘ der Oberfliche der Kugel mit R
Z_; ™ und R’; die Endpunkte dieser
o~ beiden relativen Geschwindig-
; I keiten mit R, und 7. H sel
| B ' >R der Halbierungspunkt des groBten
H. . Kreisbogens K R’, X der Durch-

T Py S schnittspunkt der Abszissenachse
S\ A mit der Kugeloberfliche. Wir

T P\ fithren nun bei konstanten &, 7,
3 &y &y myy & statt der s=8=RH
o ¥ und w=XRR die xN=XH
und E=ZXH ein. Da wieder
bei fixer Lage der Punkte X, 7
und R sowohl § und  als auch & und F sphirische Polar-
koordinaten des Punktes /7 der Kugel sind, so ist

vdNdE = adSdy.

Fig. 3.

Die linke Seite der Gleichung (83) geht daher zuniichst
ither in: _

(34) dEdndLdg, dn, dt,vdNdE.

Nun bezeichnen wir die Projektionen der relativen Ge-
schwindigkeit £ vor dem StoBe auf die Koordinatenachsen
mit z, y, z, ebenso die Projektionen der relativen Geschwindig-
keit 2R’ nach dem Stofe auf die Koordinatenachsen mit
#', y'y ' und fihren bei konstantem §, 4, ¢ statt &, »,, &
die Variablen

z=§—& y=mn—n z=§L-¢
ein. Dadurch verwandelt sich der Ausdruck (34) in:
(35) dédndidrdydzvdNdE.
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. Hierauf lassen wir z, 7, z, N, B konstant, und fithren statt
& u, £ die Variablen &, #7, {" ein. Seien =, y, 2, die Projektionen
der Verbindungslinie R, R’ der von 2 aus aufgetragenen
relativen Geschwindigkeiten auf die Koordinatenachsen, so ist:

‘g Mo o, My, . ., Mz,
§=¢ mei TETT i g_g_m+.M'

Da jetzt simtliche in Fig. 8 gezeichneten Linien in
GroBe und Lage vollkommen unverindert bleiben, so sind
auch 2, y, und z konstant und es ist:

dEdydl'=dEdydl.
Der Ausdruck (35) geht daher iiber in:
(36) dfdyd{dzdydzvdNdE.

Der nichste Schritt besteht darin, daB wir bei konstanten
&, o, ', N, £ die Variablen &, v/, 2’ statt z, y, 2, also die
Koordinaten des Punktes R’ statt der Koordinaten des
Punktes R, einfiihren. Aus der Fig. 8 ist unmittelbar ersicht-
lich, daf das Volumenelement, welches der Punkt R, bei Ver-
inderung seiner Koordinaten durchlauft, dabei genau gleich
grol demjenigen ist, welches der Punkt R’ beschreibt, denn
die Lage des Punktes H bleibt unverindert. Es folgt also

(87) dedydz=dsdy dz
und der Ausdruck (36) geht iiber in:
(38) d§ dydf'dy' dy dz/-v-dN-dE.

Nun werde wieder riickwirts
E/=&+25 n/=0+y; §=0+7
statt 2’ o 2/ eingefithrt, wodurch sich der Ausdruck (38) ver-
wandelt in:
(39) dgdydl dE dn'dtvd N dE.

Endlich fithren wir statt der sphirischen Polarkoordinaten
N, B des Punktes 7/, dessen sphirische Polarkoordinaten §, v/
ein, wodurch sich ergibt

vdN-dE=cdS-dy;
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der Ausdruck (30) verwandelt sich daher schlieBlich in
dE dof AL’ dg dn, dt cdS- dvy,
womit die zu beweisende Gleichung (83) bewiesen ist.

Wollte man die Gleichung (37) lieber analytisch beweisen,
so wiirde die Fig. 8 liefern:

z=rm, y=rusind, z=rpucosd,
wobei QR = QR /'=r ist.
O:p=pic, O:@/=plio, pog=pp, s=mn-+puf,
o2t = ot pr g =1 = A+ o ff— @ g = (mv — pnfP,
m'=ns+ ved=mn, +uv,f,
wobei n, = cos 2V, », = sin2 N.ist. .Aus
s=m'n4+povfl=mn+ pyf
folgt:
W= muy —pfn,.
‘Setzt. man in dieser und der Gleichung ' ¢'= u.q:
f'=ecosd '+ e8ind, ¢ = esin 9’ — gcos I,
-so0 . folgt: ‘
weosF =mevy,— uefn, —usep,
WS =mev, — pefn, + pee.
Multipliziert man mit » und beriicksichtigt, daB:
rmi=2z, ru'sind’ =y, rucosd =z,
= ¢cosF + esind, @ =cc089% —esin?,
ruf=gytez, rpp=—ecy sz,
so wird:
¥=n,rt v, sy tv,ez,
Y=ryex— (" + n)y + 21%esz,
=g, ex + 20%esy — (8% + e ny) z,
und man kann sich nun direkt tberzeugen, daB
da’ dy A«

. S P A P
1st. .
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Obwohl ‘ich ‘bereits eine ‘groBe Mannigfaltigkeit von Rela-
‘tionen aus Fig. 1 abgeleitet habe, so lieBen sich: aus derselben
“vielleicht noch verschiedene Gleichungen gewinnen, welche: unter
Umstanden von Nutzen'sein konnten, =z B. wenn man GroBe
und Lage der ‘Geraden », 7, %, 7’ symmetrisch durch Grofie
und Lage der Geraden QP und der Verbindungslinie -des
Punktes P mit dem Halbierungspunkte der Geraden 7.7 aus-
driicken ~wiirde. Derartige symmetrische :Relationen :diirften
-sich besonders empfehlen, “wenn man Gleichungen - gewinnen
will, in denen die GréBen vor und nach dem ‘ZusammenstoBe
dieselbe Rolle spielen, -wie. die frither-benutzte Gléichung

VeXoraXo)=Vo'a+ X~ 2z (,o + X — o,2).

Zweiter Nachtrag.!)

After correcting the foregoing for the press, I became
acquainted, by the kindness of the.author, with Prof. Tait’s
paper “On the Foundations of the Kinetic Theory of Gases”.?)
‘While reserving for a future occasion my remarks on Prof. Tait’s
observations on the mean path, and on the case when external
forces act, I will here mention only one point. If in a gas
on which no external forces act, and whose molecules are
elastic spheres, F(z,y,%) dzdydz be the probability ‘that-the
components of the velocity of ‘a molecule parallel to the axes
of coordinates shall at the same time lie between the limits z
and z + de,y and y + dy, z and 'z + dz, then Maxwell bases
the first proof which he gives®) of his law- of distribution: of
-velocities on “the assumption “that ‘F(z, y, 2) is a product of
three functions, of which the first contains only =z, the second
only y, the third only z. “This is the same as the assumption
“that, for ‘a given component of velocity at right angles to the
axis of abscisse, the quotient-of two probabilities, viz. the pro-
bability that the component of the velocity' of a molecule’in
-1y Dieser-Nachtrag findet sich-erstin der englischen ‘Ausgabe ‘der
Abhandlung., D.H.

%) Trans. Roy. Soc. Edin. 23. S. 65. 1886.
% Phil. Mag: (4) 19. S. 19.:1860.
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the direction of the axis of abscisse lies between » and x4 dx,
and the probability that the same quantity lies between certain
other limits & and & 4 d§, is altogether independent of the
given value of the component of the velocity of the same
molecule at right angles to the axis of abscissee. In a later
paper®) Maxwell himself speaks of this assumption as pre-
carious; and therefore gives a proof resting on a quite different
foundation. In fact, we should expect that greater velocities
in the direction of the axis of absciss@ in comparison with
the smaller ones would be so much the more improbable the
greater the component of velocity of the molecule at right
angles to the axis of abscissee. If, for example,

 R(x® 2 222 2 —h[at 22ty + 2t
Fla,y,2)=ce M byt 4o g g = TS, et 2ty +z)];

then the quotient just mentioned would be

Py nde _ do  nwet-a) 2hE-2)+e)
F y,xds  d& )

The larger J/y® + 2%, the more would small values in
comparison with large ones gain in probability. Now, by means
of the law of distribution of velocities, which is to be proved,
we obtain the proof of the very remarkable theorem: that the
relative probability of the different values of z is altogether

independent of the value, supposed to be given, which J y* 4 2*
has for the same molecule; that therefore the quotient #(z,y, 2):
F (& y, 2) is independent of y and z; or, what is the same,
since the three axes of coordinates must play the same part,
that F(z,y,2) may be represented as a product of three
functions of which the first contains only z, the second only
¥, the third only =.

It is therefore an altogether inadmissible circulus vitiosus
to make use of this assumption to prove Maxwell’s law of
distribution of velocities. This therefore also holds good of
the proof which Prof Tait has given (pp. 68 & 69 of the
paper quoted), and which is only a reproduction. of Maxwell’s
first proof, which he himself later rejected. For, from the
circumstance that the distribution of velocities must be inde-

% Phil. Mag. (4) 85. S. 145. 1868.
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pendent of the special system of coordinates chosen for its
calculation, we can never show that F(z, y, 2) must have the
form f(2) @ (y)y (2), only when this has been already proved. One
might make use of the circumstance to show the similarity
of form of the three functions f£, ¢, and w. I do not even
need to enter upon known geometrical investigations if the
value of a function of three rectangular coordinates =, y, z is
independent of the choice of the system of coordinates. For
Prof. Tait has already shown of the function denoted above
by F, that it can only be a function of 22+ g2+ 22; but
the - value of the expression J 224 y? + 22 is already quite
independent of the special position of the system of coordinates;
therefore evidently any function whatever of 22+ y%+ 22
fulfils the same condition, and by this condition no other
further property of the function F can be disclosed. As, for
example, the value of the above-used function e—?@+y*+2" jg
also entirely independent of the special choice of the system
of the coordinates, although it does not permit of being
reduced to the form f(z)- g (y)-y (2).

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. III 17



82.

Uber die mechanischen Analogien des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik.’
(Crelles Journal 100. S.201—212. 1887.)

Unter allen rein mechanischen Systemen, fiir welche Glei-
chungen bestehen, welche den aus dem sog. zweiten Hauptsatze
der mechanischen Wirmetheorie sich ergebenden analog sind,
scheinen mir diejenigen, welche ich 2 und Maxwell®)in mehreren
Abhandlungen untersucht haben, weitaus die wichtigste Rolle zu
spielen. Nicht nur gilt die Analogie mit den wirmetheoretischen
Gleichungen fiir alle derartigen Systeme ohne Ausnahme, und
fir alle ihr Verhalten bestimmenden Gleichungen ohne Aus-
nahme, sondern es lassen sich auch die meisten anderen Systeme,
insofern sie unter mechanisch einfachen Bedingungen durch-
greifende und zweifellose Analogie zeigen, den von mir und
Maxwell betrachteten als spezielle Fille unterordnen. - Zudem
sind noch andere mechanische Griinde vorhanden, welche
wabrscheinlich machen, daB die warmen Kérper im allgemeinen
den Charakter der letzteren Systeme an sich tragen.

Den allgemeinsten Satz beziiglich der Verwandelbarkeit
der inneren Energie in &uBere Arbeitsleistung bei diesen

Yy Diese Arbeit hat (Gl 4) eine Berichtigung erfahren. S. 431 dieses
Bandes.

%) Studien tiber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen
bewegten materiellen Punkten. (Diese Sammlung I, Nr. 5.) — Einige
allgemeine Sitze fiber Wirmegleichgewicht. (Diese Sammlung I, Nr. 19.
— Analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wiirme-
theorie aus den Sitzen iber.das Gleichgewicht der lebendigen Kraft.
(Diese Sammlung I, Nr. 20) — Uber die Eigenschaften monozyklischer
und anderer damit ve1wandte1 Systeme. (Dieser Band Nr. 78.)

%) On Boltzmanns Theorem on the average distribution of energy
in a system of material points. Cambridge Philosophical Transactions
12. Part. 8. Beiblitter zu Wiedemanns Annalen5 S. 408. 1881. (Diese
Sammlung II, Ni, 63.)
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Systemen habe ich in der zuletzt zitierten Abhandlung bloB
ohne Beweis angefithrt. Diese Liicke soll nun hier ausgefiillt
werden. Denken wir uns zunichst ein beliebiges mechanisches
System, dessen innere Krifte konservativ sind. Die relative
Lage samtlicher Teile des Systems soll durch & Koordinaten
Pis Doy Py - -+ P, bestimmt sein, deren Differentialquotienten
nach der Zeit, welche wir auch die Geschwindigkeiten nennen
wollen, p,', p,’, ... p, heiBen sollen. Die inneren und duBeren
an dem Systeme wirksamen Krafte seien als Funktionen der
Koordinaten gegeben, und auBerdem sei der ganze Energie-
inhalt des Systems gegeben. Es entspricht dies einem warmen
Korper, fir welchen die innere Natur, die duBeren Krifte und
die Temperatur gegeben sind. Das Verhalten des warmen
Korpers ist hierdurch, wie die Erfahrung lehrt, vollstindig
bestimmt, wogegen das des mechanischen Systems, je nach
dem Anfangszustande desselben, ein ganz verschiedenes sein
kann. Beziiglich der Anzahl der Anfangshedingungen, welche
erforderlich sind, um die Bewegungsform des mechanischen
Systems zu bestimmen, kann aber eine groBe Verschiedenheit
bestehen. Die Bewegung des Systems ist durch 2 & Differential-
gleichungen erster Ordnung zwischen den 2 dependent Ver-
snderlichen p,, pyy -+ Py Py Py +-. p, und der independent
versnderlichen Zeit ¢ besimmt. Die Integrale derselben werden
2 b Integrationskonstanten enthalten, von denen jedoch, da wir
den Fall ausschliefen, daB die Bewegungsgleichungen den
Absolutwert der Zeit explizit enthalten, eine immer additiv
zu ¢ hinzukommt. Wir wollen sie mit — = bezeichnen. Zur
Bestimmung der Integrationskonstanten miiten nach den ge-
wohnlichen Regeln 2 5 Anfangswerte, also die Werte simtlicher
Koordinaten und Geschwindigkeiten fir ¢=0 gegeben sein.
Da nun einer dieser Anfangswerte die Grofe z bestimmt, also
bloB angibt, wann sich die Bewegung abspielt, so wird die
Bewegungsform, d. h. die Gestalt und Lage der Bahnen im
Raume und die Art und Weise, wie sie beschrieben werden,
durch 25 — 1 Anfangswerte bestimmt sein, oder noch all-
gemeiner gesprochen, nebst den Differentialgleichungen der
Bewegung miissen behufs vollstindiger Bestimmung der Be-
wegungsform noch 25 — 1 voneinander unabhingige Grofen
gegeben sein, welche wir die Parameter der Bahn nennen wollen.
17*
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Die GroBe 7 aber bestimmt bloB die Zeit, wann die Bahn durch-
laufen wird. Davon kénnen aber und werden auch im allgemeinen
Ausnahmen eintreten. Es konnen némlich Integralgleichungen
so beschaffen sein, daB sie nicht bloB durch eine einzige oder
eine endliche Anzahl von Wertekombinationen der Koordinaten
und Geschwindigkeiten, sondern durch eine unendliche Anzahl
derselben befriedigt werden, wiedie Gleichung arcsinz = A4arcsiny,
wenn 4 irrational ist, durch eine unendliche Anzahl von Werte-
paaren fir » und y befriedigt wird. Denken wir uns sémtliche
Integrationskonstanten gegeben, so konnen wir irgend eine der
Variablen p,, p,, ... p,, 2. B. p,, als Funktion einer zweiten,
z.B. p,, und der 25 — 1 Integrationskonstanten ausdriicken,
indem wir pg, p,, ... p, und ¢ — 7 eliminieren. Die resultierende
Gleichung kann nun so beschaffen sein, daB sie bei gegeberien
Werten der Integrationskonstanten und des p, nur durch einen
einzigen oder eine endliche Zahl von Werten des p, erfiillt
wird. Sie kann aber auch wie die oben angefiihrte Gleichung
arcsinz = Aarcsiny durch eine Reihe von stetig ineinander
ithergehenden Werten von p, befriedigt werden, so da8 durch
sie p, bloB zwischen gewisse Grenzen eingeschlossen wird,
innerhalb welcher es imstande ist, einen beliebigen Wert an-
zunehmen. ,

Ein Beispiel hierfiir bietet die Bewegung eines materiellen
Punktes mit den rechtwinkligen Koordinaten z, y in einer
Ebene, auf welchen in den beiden Koordinatenrichtungen die
Krifte X = — o%z, ¥ = — b%y wirken, der sich also genau nach
denselben Gresetzen wie der Lichtpunkt bei den Lissajousschen
Figuren bewegt. Wenn a und 3, also die Schwingungsdauern
der beiden Stimmgabeln kommensurabel sind, so beschreibt der
materielle Punkt eine in sich geschlossene Kurve; wihlen wir
also fiir p; und p, die beiden rechtwinkligen Koordinaten «
und y, so ist, sobald der Wert der Integrationskonstanten und
des z gegeben ist, der des y auf eine endliche Anzahl von
Werten beschréinkt. Wenn dagegen « und & inkommensurabel
sind, so wird der materielle Punkt im Verlaufe einer sehr
langen Zeit die ganze innerhalb eines Rechtecks - gelegene
Fliche durchlaufen, und sobald = gegeben ist, ist y DbloB
zwischen zwei Grenzen eingeschlossen.

Wir wollen in diesem Falle sagen, daB eine der Integral-
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gleichungen unendlich vieldeutig wird. Genau analoge Fille
treten auch bei der Zentralbewegung auf; ist die Bahn eine
in sich geschlossene, so ist keines der Integrale der Bewegungs-
gleichungen unendlich vieldeutig, dagegen tritt letzterer Fall
ein, sobald die Bahn nicht in sich geschlossen ist. Jedesmal
wenn ein Integral unendlich vieldeutig wird, ist die Zahl der
zur Bestimmung der Bewegungsform erforderlichen independent
variablen Parameter um Eins kleiner, also nur mehr 25 — 2.}
In dem ersten angefiihrten Beispiele sind die beiden Energien
der Bewegung in der Richtung der X- und ¥-Achse und die
Phasendifferenz dieser beiden Bewegungen die drei Integrations-
konstanten. Ist die Bahn geschlossen, so ist zur Bestimmung der
Bewegungsform die Kenntnis der drei Werte dieser GroBen,
welche die Rolle dreier vollig unabhingiger Variablen spielen,
erforderlich.

Sind aber a und 4 inkommensurabel, so daf die Bahn
nicht geschlossen ist, so geniigt die Kenntnis der Werte der
beiden ersteren Integrationskonstanten zur Bestimmung der Art
und Weise der Bewegung vollkommen. Die beiden ersteren
Integrationskonstanten allein sind also das, was ich Parameter
der Bahn genannt habe; wie immer die anfingliche Phasen-
differenz der Bewegungen in den beiden Koordinatenrichtungen
gewesen sein mag, es werden im Verlaufe einer unendlich
langen Zeit immer alle moglichen Phasendifferenzen erscheinen.
Alle Bahnen, fir welche die Werte der beiden ersteren Inte-
grationskonstanten dieselben sind, gehen nach einer endlichen
oder unendlichen Zeit ineinander iber, alle ibrigen GroBen
bestimmen also nur die Zeit, wann die Bahn durchlaufen
wird. Wir konnen auch so sagen: Wenn die Bahn geschlossen
ist, bilden alle Wertepaare von z und y, welche einer Bahn
entsprechen, eine Mannigfaltigkeit von nur einer Dimension.

1) Allerdings kann es vorkommen, daB, wenn die Bewegungs-
gleichungen und die 25 — 2 Parameter gegeben sind, die Bewegungs-
form nicht eindeutig bestimmt ist, sondern da$ noch eine endliche Zahl
von Bewegungsformen méglich ist, so daf zur eindeutigen Bestimmung
noch die Grenzen gegeben sein miissen, zwischen welchen die letzte
Integrationskonstante liegt. Doch ist es fir das Folgende nicht not-
wendig, diesen Umstand, welcher natiirlich auch in dem spiter zu be-
sprechenden allgemeineren Falle eintreten kann, einer ausfiihrlicheren
Betrachtung zu unterziehen.
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Wenn die beiden Energien nach den beiden Koordinaten-
richtungen gegeben sind, so sind noch unendlich viele Bahnen
von verschiedener Gestalt mdglich. Im zweiten Falle dagegen
werden alle Werte von = und y durchlaufen, welche tiberhaupt
mit den beiden (leichungen der lebendigen Kraft vereinbar
sind. Das dritte Integral der Bewegungsgleichung verliert seine
Bedeutung. Die durchlaufenen Wertepaare von z und y bilden
daher jetzt eine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen. Ahnlich
verhilt es sich auch mit der Zentralbewegung in geschlossener
oder nicht geschlossener Bahn.

Geradeso kdnnte auch ein zweites Integral der Bewegungs-
gleichungen unendlich vieldeutig werden. Bei der Zentral-
hewegung konnte z. B. senkrecht zur Bahnebene ein Zylinder
von unendlich kleiner, ibrigens beliebig gestalteter Basis liegen,
an dessen Umfange der bewegliche Punkt wie ein elastischer
Ball reflektiert wiirde. Dadurch wiirde nach einer sehr langen
Bewegung der Wert der Flidchengeschwindigkeit immer wieder
geiindert, und diese wiirde im Verlaufe einer sehr langen
Zeit eine unendliche Reihe kontinuierlich ineinander iiber-
gehender Werte annehmen, so daB also auch die Flichen-
gleichung ihre Bedeutung verlieren wiirde. Vgl. meine Ab-
handlung: ,Losung eines mechanischen Problems®. (Wiener
Ber. 58. 1868.)1) Durch eine gleiche Vorrichtung wiirde bei
der Lissajousschen Bewegung an Stelle der zwei Gleichungen
der lebendigen Kraft eine einzige treten. Hitte jener Zylinder
zudem eine solche Lage, daB er von allen mit der Gleichung
der lebendigen Kraft vereinbaren Bahnen getroffen wiirde, lige
er also fiir die Zentralbewegung unendlich nahe der Kreis-
bahn, fiir die Lissajoussche Bewegung unendlich nahe dem
Koordinatenanfangspunkte, so wiirden im Verlaufe der Zeit in
der Tat alle moglichen mit der einzigen Gleichung der lehendigen
Kraft vereinbaren Wertekombinationen von z, y, da/d¢ und
dy|d¢ durchlaufen. :

Wir wollen sogleich den allgemeinsten Fall betrachten,
indem wir annehmen, daB % Integrale der Bewegungsgleichungen
unendlich vieldeutig werden. Nach Elimination von #— =
bleiben dann nur mehr 25 — % — 1 Integralgleichungen, welche

') Diese Sammlung I, Nr. 6.
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nicht unendlich vieldeutig sind, und die Variablen konnen im
Verlaufe der Zeit alle mdglichen mit jenen 26 — & — 1 Glei-
chungen vereinbaren Werte durchlaufen. Wir kénnen uns in
dieser Weise ein System denken, in welchem %2 = 25 — 2 ist, in
welchem also von den Variablen alle moglichen mit der Gleichung
der lebendigen Kraft vereinbaren Werte durchlaufen werden. Ein
Beispiel dafiir gab die durch den eben besprochenen unendlich
diinnen Zylinder gestdrte Lissajoussche oder Zentralbewegung.
Ein noch weit einfacheres bieten alle Bewegungen, sobald 4 =1
ist. Einem derartigen Systeme wiirden insofern dieselben Kigen-
schaften zukommen, welche warme Korper erfahrungsmifBig
zeigen, daB sein Zustand vollkommen bestimmt wire, wenn
man nebst den #uBeren und inneren Kriften auch noch die
gesamte darin enthaltene Energie kennen wiirde. Die Wahr-
scheinlichkeit der verschiedenen Zustinde sowie das gesamte
Verhalten eines derartigen Systems 1aBt sich nun besonders
leicht berechnen. (Vgl. meine zitierten ,Studien®, Abschnitt IIT
und meine Abhandlung ,Einige allgemeine Sitze itber Wirme-
gleichgewicht«?), Abschnitt II) Warme Korper besitzen aber
sogar eine Eigenschaft von noch groferer Allgemeinheit, indem
sich auch die verschiedenen Phasen, die ihr Bewegungszustand
im Verlaufe der Zeit annimmt, nicht experimentell bemerkbar
machen, sondern wegen der groflen Anzahlihrer Atome jedesmal,
. sobald irgend ein Atom in eine andere Zustandsphase tritt,
dafir wieder ein benachbartes die Zustandsphase annimmt,
welche frither das erstere besaB. Daraus folgt zweifellos, daB
durch die verschiedenen Anfangshedingungen nur ganz zufillige
Verschiedenheiten in dem Zustande warmer Korper herbei-
gefithrt werden, wihrend alle wesentlichen und beobachtbaren
Eigenschaften derselben auBer von den inneren und #uBeren
Kraften bloB von dem Gesamtwerte ihrer Energie abhingen.
Der prizise mathematische Ausdruck gerade dieses Umstandes
bietet aber Schwierigkeiten, und dirfte am besten mittels
folgenden Kunstgriffes geschehen. (Vgl. hieriiber meine bereits
zitierte Abhandlung ,Einige allgemeine Satze tiber Wirme-
gleichgewicht«, I. Abschnitt; Maxwells zitierte Abhandlung
S. 549.)

1) Dies¢ Sammlung I, Nr. 19.
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Statt eines einzigen Systems fingieren wir unendlich viele,
vollkommen gleich beschaffene Systeme, in deren jedem auch
gleich viel Energie enthalten ist, die aber im iibrigen alle
moglichen Anfangszustinde besitzen. Alle sollen dieselbe
Energievermehrung erfahren, und fiir alle sollen sich auch die
suBeren Bedingungen in derselben Weise verindern. Alle
Eigenschaften, welche von den zufilligen Anfangsbedingungen
unabhéingig sind, miissen nun auch diesem Inbegriffe von
Systemen in gleicher Weise zukommen. Wiirde z. B. die
Arbeit, welche ein System gegen irgend eine AuBenkraft leistet,
die mittlere Energie, welche ein Bestandteil des Systems ent-
hilt, oder #hnliches, wesentlich von dem Anfangszustande des
Systems abhiingen, so wire natiirlich auch der Mittelwert dieser
GroBen fiir den Inbegriff von Systemen nicht gleich dem Werte
derselben fiir ein einzelnes System. Wenn aber die Werte
dieser GroBen vom Anfangszustande nicht in merklicher Weise
abhingen, so wird dieser Mittelwert gleich sein miissen dem
Werte derselben Grofle fiir jedes einzelne System. Es ist also
durchaus nicht notwendig, daB wir die Werte dieser GroBen
fiir jedes einzelne bestimmten Anfangshedingungen unterworfene
System berechnen, sondern es geniigt, ihre Mittelwerte fiir den
ganzen Inbegriff von Systemen zu berechnen. Diese Rechnung
wird noch dadurch erleichtert, daB es unserer freien Wahl
anheimgestellt ist, wie wir den Inbegriff bilden wollen, d. h.
wenn N die Zahl der Systeme iitberhaupt, d NV die Zahl der-
jenigen Systeme ist, fiir welche die Anfangszustinde zwischen
gewissen unendlich nahen Grenzen liegen, so kann d N eine
ganz willkiirliche Funktion der die Anfangszustinde bestimmenden
Variablen enthalten. Bei passender Wahl dieser Funktion
konnen wir es nun ermdglichen, daB fiir den Inbegriff von
Systemen Gleichungen von derselben Einfachheit gelten, wie
fir ein System, das fiir sich allein alle mdglichen, mit der
Gleichung der lebendigen Kraft vereinbaren Zustsinde durch-
lauft. Da wir nun nachgewiesen haben, daB die Werte der-
jenigen GroBen, welche von den Anfangsbedingungen unabhsingig
sind, fiir jedes einzelne System gleich dem Mittelwerte derselben
GroBen fiir einen beliebig gebildeten Inbegriff von Systemen
sind, so geniigt es, die Mittelwerte derartiger GroBen fir
denjenigen Inbegriff zu bestimmen, fiir welchen die Rechnung
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mdglichst einfach wird. Wir wollen nun zunichst eine derartige
Wahl treffen. v

Wir denken uns also nicht ein einziges, sondern unendlich
viele () gleich beschaffene Systeme gegeben. Im iibrigen be-
folgen wir genau die von Hrn.v. Helmholtz!) angegebene
Methode, durch welche in alle diese Untersuchungen mit einem
Schlage eine bisher ungeahnte Klarheit gebracht wurde. Wir
teilen die Koordinaten jedes Systems in zwei Klassen: a der-
selben, s, s,,...s, sollen vollkommen konstant sein, solange
der Zustand des Systems unverinderlich ist, und sollen sich
beim Ubergang in einen anderen Zustand nur #uBerst langsam
verindern. Diese Koordinaten sollen auch immer fir alle
N Systeme ‘genau dieselben Werte haben, und ihre Werte fiir
alle &V Systeme genau in derselben Weise verindern. Sie
charakterisieren das, was man in der Warmelehre als die
juBeren Bedingungen zu bezeichnen pflegt, unter denen sich
der warme Korper befindet. - Die Wirmebewegung dagegen
soll durch rasche Verinderung der zweiten Klasse der Ko-
ordinaten p,, p,, ...p, dargestellt werden. Die Differential-
gleichungen, welche die Verinderung dieser Koordinaten be-
stimmen, sollen ebenfalls fiir alle IV Systeme genau dieselben
sein. Alle Kriifte, welche die Werte der rasch veréinderlichen
GriBen zu verandern streben, sollen innere Krifte des Systems
heiBen. Diejenigen dagegen, welche nur auf die langsam ver-
anderlichen Koordinaten wirken, sollen #uBere Krifte heifen.
Die Anfangswerte der rasch verinderlichen Koordinaten sollen
fiir die verschiedenen Systeme die verschiedensten sein; jener
fiir die Rechnung besonders bequeme Inbegriff ist nun da-
durch charakterisiert, daB die Anzahl derjenigen Systeme,
fir welche die Anfangswerte der Koordinaten zwischen den
Grenzen

(1) p, wd p, + dp;, p, und p, + dp,, .. Py und p, + dp,
und gleichzeitig deren Momente zwischen den Grenzen

2) ¢ undg +dg, ¢, und g,+ dgy, ... g, und g, +dg,,
liegen, gleich

Y) Berl. Ber. 6. u. 27. Miirz 1884.
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dp,»dpy-dps ... APy - dg - d g+ g —1

@ dR=N-

Do
/‘f“.dp,-dp2...dpb-dlql-dqz...dqb._1
o Do
ist. Das letzte Moment g, ist durch die Gleichung der lebendigen
Kraft bestimmt. Die Integrationen sind durchweg iiber alle
moglichen Werte der Variablen zu erstrecken, welche wahrend
der Bewegung aller Systeme durchlaufen werden. Wie
Maxwell L c. S. 554, Formel (28) bewiesen hat, ist dann die
Verteilung der Systeme eine vollkommen stationére, d. h. solange
die Werte der langsam verinderlichen Koordinaten konstant
sind, bleibt die Anzahl der Systeme, fiir welche die Koordinaten
und Momente zwischen den Grenzen (1) und (2) liegen, immer
dieselbe. (Ich habe fir derartige Inbegriffe von Systemen den
Namen Ergoden vorgeschlagen) In dieser Beziehung besitat
also der Inbegriff aller V Systeme genau die Figenschaft warmer
Korper, daB bei Unveranderlichkeit der AuBenbedingungen
(der s) und des Energieinhaltes seine Eigenschaften unveriindert
bleiben. Wenn daher der Wert irgend einer GroBe bel un-
verinderten AuBenbedingungen und Energieinhalte fiir jedes
einzelne System sich schon im Verlaufe der Zeit nicht merk-
lich veréindert, und auch nicht in bemerkbarer Weise von den
Anfangsbedingungen abhingt, so muf der Wert dieser GroBSe
fir jedes einzelne System gleich deren Mittelwert fiir den
Inbegriff aller N Systeme sein, wie schon oben ausfithrlich
erdrtert wurde. Wir konnen die Koordinaten immer so trans-
formieren, daB sich die lebendige Kraft als eine Summe von
Quadraten der Momente darstellt. Ohne Beeintrichtigung der
Allgemeinheit konnen wir daher annehmen, daB bei konstanten s
die Gleichung der Energie fiir ein einzelnes System sich in
der Form schreibt

4) %'(”‘1%2'*‘/"2?22+'--+,ub%2)+V=.Z'+V=E.

Die Kraftfunktion 7 ist eine Funktion der langsam und der
rasch verinderlichen Koordinaten. Es kann sein,.daB einige
der langsam veréinderlichen Koordinaten s in den Koeffizienten u
nicht vorkommen; diese spielen dann die Rolle von in der
Kraftfunktion vorkommenden Parametern, deren langsame Ver-
anderlichkeit die langsame Anderung des Wirkungsgesetzes
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von AuBenkriften darstellt. Andere s dagegen konnen wahre
Koordinaten sein,” welche bei ungefindertem Zustande durch
passende AuBenkrifte (die Lagrangeschen Krifte) konstant
erhalten werden, deren Anderung aber eine riumliche Positions-
anderung gewisser Teile des Systems darstellt. Diese s werden
nebst den rasch verinderlichen Koordinaten auch in den
Koeffizienten u enthalten sein konnen. Um MiBverstindnissen
vorzubeugen, bemerke ich, daB ich die Helmholtzsche An-
nahme, daB 7 die rasch verinderlichen Koordinaten nicht
“enthalte, niemals mache, welche Annahme bei mir durch die
Betrachtung eines Inbegriffes sehr vieler Systeme ersetzt wird.
Da die Zahl der Systeme, fir welche die Koordinaten und
Momente zwischen den Grenzen (1) und (2) liegen, stationér
bleibt, solange sich Z und die s nicht dndern, so ist sie auch
immer durch die Formel (3) bestimmt. Die Zahl der Systeme,
fiir welche bloB die Koordinaten zwischen den Grenzen (1)

eingeschlossen sind, wihrend die Momente beliebige Werte
haben, ist

‘ dg,+dgy...dgy—1

¥ dpl-dpg...dpbff..—g-‘———q;—b,——L
dN=N.

ff dp,+dpy...dpy-Ag, - dgy ... dgy—1

v 43
5 1 51
( ) V—M—'{T——.:—L:'(E"‘V)z 'dpl'd.pﬁ"‘dpb
1°Ug « o - Uy

N 5
J 1 =1
ﬂ. e ((B=TE dp,dp,...dp,
Vi s - -t

(Vgl. Maxwell L c. 8. 556, Formel (41))

Wir miissen nun zur Definition eines der wichtigsten
Begriffe, nimlich der beim Ubergange von einem bestimmten
Zustande zu einem unendlich wenig variierten von auBen zu-
gefithrten Energie iibergehen, und zwar heifle: d, @ die einem
der d 9t Systeme, dJQ die den d.V Systemen, und ¢ ¢ die allen
N Systemen zugefihrte Energie. Haben alle Koordinaten p
und s im variierten Zustande dieselben Werte wie im urspriing-
lichen, so ist die von auBen zugefiihrte Energie offenbar gleich
dem Zuwachse der lebendigen Kraft dZ; denn da keine
Positionsinderung stattgefunden hat, so muf die gesamte zu-
gefiihrte Energie die Form von lebendiger Kraft angenommen
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haben. Haben dagegen im variierten Zustande auch die Werte
der Koordinaten sich verindert, so wiirde auch ohne #uBere
Zufuhr von Energie die lebendige Kraft um die bei jener Ko-
ordinatenverinderung gewonnene Arbeit J 4 zugenommen haben.
Der gesamte Zuwachs der lebendigen Kraft oZ ist daher
gleich der von auBen zugefithrten lebendigen Kraft 0, @ mehr
der durch Arbeitsleistung gewonnenen d4. Man hat somit

(6) 5,Q=0L—04.

Nach Gleichung (4) ist 0L = 6(Z — 7). Um 4 zu bestimmen,
wollen wir die Variation immer so bewerkstelligen, daBl wir
die rasch verinderlichen Koordinaten p als nicht der Variation
fahig betrachten, d.h. wir wollen mit dem wurspriinglichen
Zustande eines Systems immer den variierten Zustand eines
solchen Systems vergleichen, fiir welches die rasch verinder-
lichen Koordinaten genau dieselben Werte haben. Wenn die s
keine wahren Koordinaten, sondern bloB8 in der Kraftfunktion 7
vorkommende Parameter sind, so wird mit jedem variierten
Zustande ein solcher unvariierter verglichen, in welchem simt-
liche Koordinaten dieselben Werte haben. Xs ist daher
04 =0 und die jedem Systeme zugefithrte Energie hat den
Wert
0,Q=0L=0E—-7).

Da diese GroBe fir alle dNV Sysfeme denselben Wert besitzt,
80 ist d0Q =dN-0(F—7) und die allen Systemen N zu-
gefithrte Energie ist ’

50 =fazzv.5(ﬁ)— 7).

Sind dagegen unter den s auch wahre Koordinaten vor-
handen, welche die rdumliche Lage von Systemteilen bestimmen,
und daher auch in den Koeffizienten u vorkommen, so haben
im variierten Zustande zwar die Koordinaten p dieselben Werte,
wie in dem damit verglichenen unvariierten, nicht aber die Ko-
ordinaten s. Durch Verinderung der letzten Koordinaten® wird
also Arbeit geleistet, welche aus zwei Teilen besteht: 1. die-
jenige, welche von den durch die Kraftfunktion 7 definierten
Kriften geleistet wird; der durch sie bewirkte Zuwachs der
lebendigen Kraft des Systems ist
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k= a
- 5sk,
k=1
und 2. diejenige, welche von den Lagrangeschen Kriften

geleistet wird, welche die Konstanterhaltung der Koordinaten s
besorgen. Letztere Arbeit liefert die lebendige Kraft

k=a k=a

avV . 8L _ v ' g 3
2(8&, +m>§sk—2(ask + __2—— _&—)ssk’
=1 k=1 h=

da die Lagrangesche Kraft, welche dem Wachstum des s,
entgegenwirkt, den Wert — 627 | 8s,) — (0L | 0s,) besitzt. Der
gesamte Wert von 04 ist daher

k=a h=Db . s h=b R

g Ot - I,
2 25 = 2 dm,
k=1 h=1 h=1

wenn 0 den gesamten Zuwachs bedeutet, welcher bei konstant
gehaltenen p durch die langsame Verinderung der s und des E
entstehen. Daher ist ‘

5,Q=0FB—V)—54=0E—7)— 2% Sty

Wollen wir hieraus 0@ bestimmen, so haben wir mit dem
durch Gleichung (3) gegebenen Werte von dt zu multiplizieren,
und beziiglich der ¢ iber alle moglichen Werte zu integrieren.
Dabei ist zu bedenken, daf B — 7 nicht Funktion der ¢ ist,

ferner daB
uhﬂ 0’ dg-dgs. .. dgp—1
< || o

ff dgi+dgy ... dq—1
o

nichts anderes ist als der Mittelwert von v g2 2, welcher fiir
alle ¢ derselbe, und gleich (£ — 7)/5 ist. (Vgl. Maxwell L c.
S. 558, Formel (52).) Es ist daher

h=b
d0Q = dN- [5(E— 7)— (B V)Zi’i"-].
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Die dem Inbegriffe aller Systeme zugefithrte Energie ist daher

sl
ff B(E Vy—3(E - V) Wl E=V)" g ap,...
1 Vies g et

dpb

-1
E — V2
ff 1(/;‘ ) dpt'dp2"'dpb
1t Mg .

s LR

& -7
f f ) dpl apy .. . dpy
V!‘x THe

Eine etwaige Variation der Grenzen erzeugt keine Variation
des bestimmten Integrales, da die Funktion unter dem Integral-
zeichen an den Grenzen, wo diese fiiberhaupt der Variation
fahig sind, verschwindet. Wenn gewisse Variable, wie Winkel
nach Wachstum um 2, in sich zuriicklaufen, so existiert eine
Variation der Grenzen eigentlich nicht oder man kann sagen,
daf die durch Variation der oberen und unteren Grenze ent-
stehenden (lieder sich tilgen. Da die lebendige Kraft aller
IV Systeme zusammengenommen den Wert besitzt-

b

f f Vf mV) i
E-7" i
f f Vinw -

so kann man auch schreiben

b

00 _ 2 @-n’

T % 510gnatff VEIT_ dp,+dp,...dp,,
womit die zu beweisende Formel in ihrer vollen Allgemeinheit
erwiesen. ist. Bewegt sich eines der Systeme wihrend der
sehr langen Zeit ¢, und ist d¢ derjenige Bruchteil der Zeit ¢

wihrend dessen die Koordinaten zwischen den Grenzen 1)
liegen, so ist
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BE—7)2
ff ( ) de apy...dps
V.“x R

Hingt also alles von einer e1nz1gen Variablen p ab, welche
nach einer endlichen Zeit ¢ (der Schwingungsdauer) wieder
denselben Wert annimmt, so wird

= p = :
“fw—wf‘:*m’ 0Q = 27 5lognat (T'-2).

Zur Versinnlichung konnen zwei in den langsam ver-
anderlichen Distanzen r und o von zwei fixen Zentren mit
den ebenfalls langsam verinderlichen Winkelgeschwindigkeiten w
und o sich im Kreise bewegende Massen m und u dienen.
Hier ist r=s,, o=s,, w=p,, w=p,. Es miissen & Punkte-
paare vorhanden sein, in denen alle mdglichen Wertepaare
von w und ® vertreten sind, fiir welche

' mre w? ‘U:QQ 0)2
2 2 ‘
den geforderten Wert Z der Gesamtenergie hat. Natiirlich ist
jedoch in diesem Beispiele die Bedingung nicht erfiillt, daf
die Eigenschaften jedes einzelnen Punktepaares von den Anfangs-
bedingungen desselben unabhiingig sind, weshalb der bewiesene
Satz hier bloB fir die auf alle Punktepaare beziiglichen Mittel-
werte, nicht fir die auf ein einziges Punktepaar beziiglichen
Werte gilt.
Graz, September 1885.




83.

Neuer Beweis zweier Sdtze iiber das Wdrme-
gleichgewicht unter mehratomigen Gasmolekiilen.”
(Wien. Ber. 95. 8. 153—164. 1887,

Hr. Lorentz hat mich brieflich auf einen wesentlichen
Irrtum aufmerksam gemacht,?) welcher in dem Beweise ent-
halten ist, den ich fiir zwei das Warmegleichgewicht zwischen
mehratomigen Gasmolekiilen betreffende Sitze gab.?) Da diese
Satze als spezielle Fille noch allgemeinerer Sitze der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung betrachtet werden kénnen, welche letztere
ich in meinen Abhandlungen iiber ,,Die Beziehung zwischen dem
zweiten Hauptsatze der mechanischen Warmetheorie und der
Wahrscheinlichkeitsrechnung® und iiber ,,Die Theorie monozyk-
lischer Systeme®#) entwickelt habe, so war es von vornherein
nicht wahrscheinlich, daB sie sich als falsch erweisen wiirden;
es handelte sich aber -darum, sie durch einen neuen einwurfs-
freien Beweis zu stiitzen. Es laBt sich ein solcher gewinnen,
wenn man einer Idee folgt, welche ich schon in den ,,Weiteren
Studien®5) (drei Zeilen vor Formel 55), sowie in einer zwischen
Formel (76) und (77) eingeschalteten Anmerkung andeutete®),
aber bisher nicht weiter entwickelte.

Denken wir uns ein Gas, welches aus lauter gleich-
beschaffenen mehratomigen Molekiilen besteht.

Wir bezeichnen die laufende Distanz der Schwerpunkte
zweier Molekiile mit s und nehmen an, daB, sobald s groBer

') Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 24. 8. 25, 20. Januar 18817.

%) Eine ausfiihrliche Errterung der Betrachtungen Lorentz’ ist
in einer Abhandlung desselben Wien. Ber. 95. S.115—152. 1887 ent-
halten.

%) Wien. Ber. 635 66 Abschn. 4; 72 § 2. (Diese Sammlung Bd. T,
Nr. 18 und 22; Bd. II, Nr. 32.)

*) Wien. Ber. 76 u. 90. (Diese Sammlung Bd.II, Nr.42; Bd.III, Nr.73.)

%) Wien. Ber. 66. (Diese Sammlung Bd. I, Nr. 22.)

%) Diese Sammlung Bd. L. 8. 879 resp. 391.
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als eine gewisse Konstante p ist, niemals eine bemerkbare
Wechselwirkung zwischen beiden Molekillen stattfindet. Eine
Kugel vom Radius p, deren Zentrum der Schwerpunkt eines
Molekiils ist, bezeichnen wir als die Sphire des betreffenden
Molekiils. Wir kdnnen daher auch sagen: sobald der Schwer-
punkt eines Molekiils auflerhalb der Sphiire eines zweiten
Molekiils liegt, findet zwischen beiden niemals erhebliche
Wechselwirkung statt. Jeder Vorgang, wobei der Schwer-
punkt eines Molekiils in die Sphire eines zweiten eindringt,
soll ein StoB heifen.

Es ist dabei allerdings mdglich, daf der Schwerpunkt
des ersteren Molekiils die Sphire des letzteren wieder verlilt,
ohne daB erhebliche Wechselwirkung stattgefunden hat, daB
also durch einen Stof die Bewegung keines der beiden stoBen-
den Molekiile erheblich modifiziert wird. Durch die Mehrzahl
der StoBe aber wird in der Tat eine bedeutende Modifikation
der Bewegung beider Molekiile bewirkt werden.

Obwohl der in Rede stehende Beweis auch leicht auf den
Fall iibertragen werden kann, wo der Zustand eines Molekiils
durch generalisierte Koordinaten bestimmt ist, so will ich doch
der groBeren Deutlichkeit halber die Molekille als Aggregate
von je r materiellen Punkten (den Atomen) auffassen.

Ich bezeichne die Koordinaten dieser Atome beziiglich
eines Koordinatensystems, dessen Achsen fixe Richtungen haben,
dessen Ursprung aber im Schwerpunkte des betreffenden Mole-
kills liegt, mit & ,9,,4,&, ...{.; die Komponenten der Ge-
schwindigkeiten der Atome in den Koordinatenrichtungen mit
% ...w,. Dann sage ich, der Zustand eines Molekils sei be-
stimmt, wenn fiir dasselbe die Werte dieser Koordinaten und
Greschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen

{ g und § +d§,... 5, wd £, +dE

u, und u, + du;, ... w, und w, 4+ dw,

1

liegen. £,,7,,¢. sind durch die Gleichung des Schwerpunktes
bestimmt. Seien zwei Molekille gegeben; der Zustand des
ersteren sei durch die Bedingung (1) gegeben, der Zustand des
zweiten dadurch, daB fir dasselbe die Variablen zwischen
folgenden Grenzen liegen:

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIL 18
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9 E uwd 5 +dE,...Z_,uwd Z _,+dZ_,,
®) {Ulund U +dU,... W, und W, +dW,.

Die Distanz der Schwerpunkte beider Molekiile soll gleich
p sein; es soll sich also der Schwerpunkt des zweiten Mole-
kiills genau auf der Oberfliche der Sphére des ersten befinden;
endlich soll die Richtung der Verbindungslinie der Schwer-
- punkte innerhalb eines unendlich kleinen Kegels
3) dir -
liegen. Dann wollen wir die Zusammenstellung dieser beiden
Molekiile eine kritische Konstellation nennen. Jede kritische
Konstellation stellt, wenn in dem Momente, wo sie eintritt, der
Schwerpunkt des zweiten Molekiils in die Sphéire des ersteren
eintritt, den Beginn eines StoBes dar (sie heiBe dann eine
Anfangskonstellation); wenn dagegen in diesem Momente der
Schwerpunkt des zweiten Molekiils die Sphire des ersten ver-
laBt, stellt sie das Ende eines StoBes dar (Endkonstellation).
Die kritischen Konstellationen, fiir welche die Schwerpunkts-
distanz beider Molekile im Momente ihres Kintrittes ein
Minimum ist, kénnen auBer acht gelassen werden, da sie gleich-
zeitig Beginn und Ende eines StoBes darstellen, welcher aber
keinen modifizierenden EinfluB auf die Bewegung der Molekiile
hat. Wir bezeichnen zwei Konstellationen als entgegengesetat,
wenn in beiden simtliche Koordinaten die gleichen Werte,
samtliche Geschwindigkeitskomponenten ebenfalls die gleiche
Grofle, aber entgegengesetztes Zeichen haben; wir bezeichnen
zwei kritische Konstellationen als einander entsprechend, wenn
samtliche Koordinaten der Atome des ersten Molekiils relativ
gegen seinen Schwerpunkt und ebenso simtliche Koordinaten
der Atome des zweiten Molekiils relativ gegen den Schwer-
punkt des letzteren und ebenso simtliche Geschwindigkeits-
komponenten dieselbe Grofe und dasselbe Zeichen haben, wo-
gegen die Koordinaten des Schwerpunktes des einen Molekiils
beziiglich der durch den Schwerpunkt des anderen gezogenen
Koordinatenachsen zwar dieselbe GroBe, aber das entgegen-
gesetzte Zeichen haben; aus irgend ciner Konstellation wird
also die ihr entsprechende gebildet, indem man das erste
Molekil vollig unverindert 4Bt und das zweite Molekiil ohne
Anderung der Konfiguration und der Geschwindigkeiten seiner
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Atome parallel zu sich selbst um das Stiick 2p in der Richtung
der von seinem Schwerpunkt gegen den Schwerpunkt des ersten
Molekiils hingezogenen Geraden verschoben denkt, mit andern
Worten, indem man ohne Anderung des Zustandes und ohne
Drehung der Molekiile im Raume die Orte der Schwerpunkte
beider Molekiile vertauscht. Es ist nun ohne weiteres folgendes
klar: Denken wir uns simtliche Anfangskonstellationen zu-
sammengefaBt und die jeder derselben entgegengesetzte Kon-
stellation aufgesucht, so erhalten wir simtliche Endkonstellationen
und umgekehrt. TEbenso erhalten wir simtliche Endkonstella-
tionen, wenn wir die simtlichen Anfangskonstellationen ent-
sprechenden aufsuchen, was auch wieder umgekehrt gilt.
Sei nun
& -« Loy oo w)dgy oo dl_du ... dw,,

wofiir wir auch kurz fdw schreiben wollen, die Anzahl der
Molekiile, welche zur Zeit ¢ in der Volumeneinheit den Zu-
stand (1) haben. Kbenso sei

68 2, Uy .. WYdE, ...dZ_,dU,...dW,,

wofir wieder Fd Q geschrieben werden soll, die Zahl der
Molekiile in der Volumeneinheit, welche zur Zeit# den Zustand (2)
haben, so ist
dn=fdoFdQp*gdidt

die Zahl der ZusammenstdBe, welche wiahrend der Zeit d¢ in
der Volumeneinheit so geschehen, dafl deren Anfangskonstellation
durch die Bedingungen (1), (2) und (8) bestimmt ist, ¢ ist
_dabei die Komponente der relativen Geschwindigkeit des Schwer-
punktes des zweiten Molekiils gegen den des ersten, welche
in die Richtung fillt, die die Verbindungslinie dieser beiden
Schwerpunkte im Momente des Beginns des ZusammenstoBes
hat. Fiir die Konstellationen, mit welchen alle diese Stiofe
enden, sollen die Variablen ’

(3a) &Ly e,

fiir das eine Molekiil zwischen den Grenzen

4) g und &'+ d§’...w  und w’ +dw/,

fiir das andere Molekiil zwischen den Grenzen

(8)* B wd B 4+ dE ... W] und W,/ +d W/
18%
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und die Verbindungslinie der Schwerpunkte der Molekiile in
einem Kegel von der Offnung

(6) ai

liegen. Mit de’ bezeichnen wir das Produkt aller in (4), mit
d £ das aller in (5) vorkommenden Differentiale. ¢" sei die
Komponente der relativen Geschwindigkeit beider Molekiile im
Momente des Endes des Stofes, welche in die Richtung fallt,
die die Verbindungslinie der Schwerpunkte in diesem Momente
hat. Nach den in meinen bereits zitierten Abhandlungen iber
mehratomige Gasmolekiile bewiesenen Sitzen ist dann

M gdowdQdl =g do’ dQ dX.

(Vgl. hieriiber den Abschnitt IV der zitierten Abhandlung
des Hrn. Lorentz, wo man nur fiir 48 und 48’ die beiden
Elemente, welche die relative Bewegungsréhre aus der Sphire
des zweiten Molekiils herausschneidet, zu setzen braucht, um
zu obiger Gleichung zu gelangen) Fassen wir nun simtliche
Endkonstellationen dieser d» StoBe ins Auge, bilden die jeder
derselben entsprechende Konstellation und bezeichnen mit d»’
die Zahl der St68e, welche wihrend der Zeit ¢ in der Volumen-
einheit so geschehen, daB sie mit den in der beschriebenen
Weise gebildeten Konstellationen beginnen, so ist
dn' = f"do' F' dQ p*g dV dt

und man hat dn =d», wenn fF = f'F ist. Da nun durch
jeden der dn StoBe ein Molekiil den Zustand (3) und eines
den Zustand (4) verliert, wogegen durch jeden der d=’ StoBe
eines den Zustand (3) und eines den Zustand (4) gewinnt, so
wird die Zahl der Molekille, welche den Zustand (3) haben
und ebenso die Zahl derer, welche den Zustand (4) haben,
nicht veréindert, wenn fiir alle moglichen StoBe die Bedingung
[F=fF erfillt ist.

Da aber dasselbe dann natiirlich wie von den Zustéinden (3)
und (4) so auch von allen andern Zustinden gelten muB, so
wird unter dieser Bedingung die Zustandsverteilung unter den
Molekilen durch die StoBe iberhaupt nicht verandert, was der
erste zu beweisende Satz ist.

Um auch den zweiten Satz zu beweisen, bediene ich mich
zuniéichst der Abstraktion, welche ich”in meinen Abhandlungen
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tiber das Wiarmegleichgewicht von Gasen schon mehrfach an-
gewendet und deren Bedeutung ich daselbst bereits erdrtert habe.

Ich nehme an, daB die Molekile nur eine endliche Anzahl
von Zustinden anzunehmen imstande sind, welche ich der Reihe
nach mit 1, 2, 3 usw. bezeichne; tibrigens kann jeder beliebige
Zustand mit 1, jeder beliebige andere mit 2 usw. bezeichnet
werden; (a, b) driicke symbolisch eine kritische Konstellation
zweier Molekiile aus, welche die Zustinde o und & haben,
(b, a) driicke die ihr entsprechende, (—a, —8) die ihr entgegen-
gesetzte Konstellation aus.

Ein StoB, welcher mit der Konstellation (a, 3) beginnt und
mit der Konstellation (¢, d) endet, soll mit (g’ Z) bezeichnet

’

werden. w, sei die Zahl der Molekille in der Volumeneinheit,
welche den Zustand a haben, eine analoge Bedeutung habe
w, usw. Cpj-w,-w, sei die Anzahl der StéBe in der Volumen-
einheit, welche mit der Konstellation (¢, ) beginnen und mit
der Konstellation (¢, d) enden; wenn dann dw, den Zuwachs
bedeutet, den w, durch die StoBe wihrend der Zeit d¢ er-
fahrt, so ist

daw, . ABY an
T = =04 w,w, — 2Cpqw,w,,

wobei die Summen iiber alle moglichen Werte der GrdBSen
z, 9, 2, n, p, ¢ zu erstrecken sind. Wir denken uns nun alle
Ausdriicke fiir dw, [dt, dw, [d¢... aufgeschrieben; setzen
B=w (lw, —1)+w,(lw, +1)+...;
bezeichnen mit d B den Zuwachs, welchen Z wihrend der Zeit
dt durch die Stofe der Molekiile erfahrt und denken uns in
dl . dw d w,
_ STt T Sl T T

die obigen Werte von dw, /dt, dw,/dt, ... substituiert; / be-
deutet den natiirlichen Logarithmus. Der Sto <§’ i),inwelchem.
ibrigens 1, 2, 8, 4 beliebige Zustiinde, (2,1) und (3, 4) beliebige
kritische Konstellationen sein konnen, liefert sowohl in den
Ausdruck fir dw, als auch in den fir dw, das Glied

2,1
— ng4w1 W, ,
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in den Ausdruck fiir dw,/d¢ und dw,/dt aber je ein gleiches
positives Glied. Alle diese Glieder liefern dann in d£/dt die
Summe

02’1w1w9(lw + lw, — lw, — lw,).

Der entsprechende Sto8 ( ) d. h. derjenige, welcher als An-

fangskonstellation dleJenlge Konstellation (4, 8) hat, welche der
Endkonstellation (3, 4) des frither betrachteten StoBes entspricht

liefert in dw,/dt und dw,/dt je das Glied — 0 w3 w,, in
dwg |dt und dw,|dt aber wieder je zwei gleiche pos1t1ve Glieder.

In gleicher Weise schreite man zu dem Stofle (7 8) fort,

welcher dem Stof (5’2
’

Da wir es jetzt nur mit einer endlichen Zahl von Zu-

stinden zu tun haben, so miissen wir in dieser Reihe ein-
ander entsprechender StéBe jedenfalls einmal zu einem StoBe

(i’ 2_1) gelangen, welchem irgend ein vorhergehender entspricht

und es 148t sich beweisen, daB dem ersten StoBe, fiir welchen

) entspricht usw.

dies stattfindet, der StoB (:’ 1) entsprechen muf, denn wiirde
ihm z. B. der StoB (3’ Z) entsprechen, so miiBten (z, y) und (6, 5)

entsprechende Konstellationen sein, es miifite also (z, 7) identisch
mit (5,6) sein und zwei StéBe, von denen der eine mit der
Konstellation (£, A—1), der andere mit (4,3) beginnt, miiBten
zur gleichen Endkonstellation fithren, folglich miifte die An-
fangskonstellation (-5, —6) sowohl zur Endkonstellation (—4, —8)
als auch zur Endkonstellation (=%, —#&+1) fithren. Die beiden
letzteren Konstellationen miiBten daher ebenfalls identisch sein,

daher miifite der StoB (k’k_l) mit dem StoBe ( ’ ) und aus
z, Yy 5, 6

demselben Grunde der StoB ( i ;"_ ) mit dem Stofie (;’ 1)

identisch sein, der Zyklus wire also schon frither geschlossen.
Die Gleichung (7) in unsere jetzige Bezeichnungsweise
tibertragen, bedeutet aber, daB die Koeffizienten oY b und 0‘1 ;

eiander gleich sein miissen. Hieraus folgt, daf man alle in

dE[dt enthaltenen Glieder in Zyklen von der Form anordnen
kann:
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O::i[wlwz(lw3+lu)4—lwl—lw2)+w3w4(lw5—l—ZwG——Zw3—lw4)+...
+ w,_; w, (lw, + lw, — hqk__l — lw,)].

Bezeichnet man den Ausdruck in der eckigen Klammer

mit /X und setzt wyw, =, w,w,=p4..., so ist:
(8) X = fa-byb-ryr=o . . .. e
Unter den Zahlen «, 8, 7 ... muB es mindestens eine, z. B. 7,

geben, welche nicht grofer ist als ihre beiden Nachbarwerte
£ und ¢, es ist dann

‘3_
) X= (_g.) 7y,
wobei .

Y = ﬁ“_ﬂ « 0B-8 ., go—e

genau dieselbe Form, aber um ein Glied weniger als X hat.

Der Faktor von ¥ ist = 1, wenn entweder y = /3 oder
y = 0 ist, sonst immer kleiner als Eins. Wendet man dieselbe
Betrachtung auf ¥ an, so reduziert sich X endlich auf ein
Produkt von Briichen, deren jeder =1 ist und die nur dann
alle =1 sein konnen, wenn die GréBen «, 8, y, ... alle
untereinander gleich sind.?)

) Der Giite Prof. Mertens’ verdanke ich nachfolgenden anderen
Beweis. Es seien a,, a5, @3 ... @, irgend n gegebene positive Zahlen,
welche der Gréfie nach geordnet die Reihe

) ) Goy Gy Ay « oo Qyy Gy
bilden mogen, so daB
= = = =
G Zgy=e,=...0,=0,. .

Man setze allgemein
w= gy =+

wobei @,_, = a, zi denken ist; es erhellt dann zunichst, daf

4,20, Ao+ 4y =0, A+ L5+ 8,20, ... dyt Ayt d,.. + 4,20
Man hat daber identisch
oy (lay — la) + ag (lag — lag) + ... = 4, la, + Aﬂlaﬂ+ v..+4,1a,

=d,1 ’iq + +A)l(-[fé>+(d + 4 +A)l(—ﬁ>+. .
*"\ap et \a, aT ST TV a, T

a‘
+(A,,+Aﬂ+Ay+...+A#)l(—j;),

in welcher Summe kein Glied negativ sein kann.
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Es kann daher E nur abnehmen oder konstant sein und

" . b

zwar letzteres nur dann, wenn fiir alle ZusammenstoBe (: d)
)

die Gleichung

'wa wb = 'I.Uc 71)(1
erfillt ist, DaB # durch die Bewegung der Atome in den
Molekiilen im Verlaufe derjenigen Zeit, wahrend welcher diese
mit keinem anderen im StoBe begriffen sind, nicht verindert
werden kann, habe ich schon in meinen bereits zitierten , Weiteren
Studien® Abschnitt V bewiesen. Da nun fiir den stationiiren
Zustand Z nicht weiter abnehmen kann, so muB fiir denselben
die Gleichung

Wo Wy = W, Wy
fir alle moglichen ZusammenstoBe erfiillt sein.

Will man den Ubergang von der Betrachtung einer end-
lichen Zahl von Zustinden zu der einer unendlichen vermeiden
und sogleich von den Differentialen Gebrauch machen, so ist
es am kiirzesten, die Methode anzuwenden, welche zuerst Hr.
Lorentz in der zitierten Abhandlung eingefiilhrt und mir
brieflich mitgeteilt hat.

Sei @ eine beliebige Funktion der Zeit und der den Zustand
eines Molekiils bestimmenden Variablen & ..... Loqtty oonw,;
geméB den Betrachtungen, welche Hr. Lorentz dort an-
stellt, ist:

(10) %fcpfdw :ffffﬁ@’ FO —p— DdodQpigdi,

. wobei das einfache Integral eine Integration beziiglich der in
dw, das Dreifache eine Integration beziiglich aller in dw d Q2 di
enthaltenen Differentiale bezeichnet, d [ fdw bezeichnet die
Verinderung, welche dieses Integral bloB infolge der StoBe
der Molekiile withrend der Zeit d¢ erfahrt. Die iibrigen GroBen
haben dieselbe Bedeutung wie zu Anfang dieser Abhandlung,
¢ und @ sind die Werte einer beliebigen Funktion der
Variablen (3a) und der Zeit ¢ wenn darin die Variablen sub-
stituiert werden, welche die Zustinde der beiden Molekile zu
Anfang eines bestimmten StoBes charakterisieren, @ und @’
sind die Werte derselben Funktion, wenn man darin die
Variablen substituiert, welche die Zustinde der Molekiile am
Ende dieses StoBes charakterisieren und welche als Funktionen
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der ersteren Variablen und der Richtungswinkel der Ver-
bindungslinie der Schwerpunkte im Momente des Beginnes des
StoBes aufzufassen sind. Wir wollen uns den diesem StoBe
entsprechenden gebildet denken, dessen Anfangskonstellation
also der Endkonstellation des zuerst betrachteten StoBes ent-
spricht, und bezeichnen mit ¢” und ®” die Werte, welche die
Funktionen ¢ und @ annehmen, wenn man darin die Variablen
substituiert, welche den Zustand der beiden Molekiile am Ende
dieses zweiten Stofes charakterisieren; ferner wollen wir uns
zu diesem zweiten StoBe nochmals den entsprechenden bilden
und mit ¢ und @ die Funktionswerte bezeichnen, welche
durch Substitution der die Endzustinde beider Molekiile fir
diesen letzteren StoB charakterisierenden Werte der Variablen
entstehen usf. '

Ferner seien f” und #’ die Werte der Funktionen f und 7,
wenn darin die Variablen substituiert werden, welche die Zu-
stinde der beiden Molekiile charakterisieren, mit denen der
zweite StoB beginnt, und analoge Bedeutungen sollen / und #”
fiir den dritten StoB usw. haben; dann kann die GriBe

—C‘f—tfgof(lw

in die Form gebracht werden:

(a1 {ngdmdﬂdl ([P + D —g-D) -}-f”_Fl((PU/-i- (D”—/(p'— @)
+fF "+ 0 — " — D)+ ]

Setzt man ¢ = If, so verschwindet die Verinderung

i f o8 do,
welche die GroBe [¢fdm dadurch erfahrt, daf die Funktion ¢
auBer den Variablen & ...... w, noch explizit die Zeit enthalt.
Ferner verschwindet auch die Versinderung, welche dieses
Integral durch die Bewegung der Atome in jedem Molekiile,
solange dieses mit keinem anderen in Wechselwirkung be-
griffen ist, erfihrt, gemif den Auseinandersetzungen im Ab-
schnitt V meiner ,,Weiteren Studien®.
Es wird also dann die gesamte Verinderung dieses Inte-
grals durch die Formel (10) dargestellt, welche auch in die
Form (11) gebracht werden kann.
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Setzt man wieder
fF=a, [(F'=§, ["F'=y
usw., so wird der Ausdruck, welcher in Formel (11) in der
eckigen Klammer steht, der natiirliche Logarithmus von
12y - pe—byb-ror=o. .

Es hat diese GroBe genau die Form des Ausdruckes (8),
nur daB jetzt der Zyklus der GroBen ¢, 3, 7 ... im allgemeinen
kein endlicher ist. Doch wird man jedenfalls, wenn man die
Reihe dieser GriBen nur geniigend lang fortsetzt, zu einem
Gliede gelangen, dessen Basis wieder sehr nahe gleich « ist, so
daB der Uuterschied zwischen dem Ausdrucke (12) und einem
in sich geschlossenen beliebig klein gemacht werden kann.
Sobald durch einen Stof die Bewegung beider Molekiile nicht
verandert wird, kann es freilich vorkommen, daf von den
GroBen «, B, 7 ... eine gleich der ihr benachbarten ist;
wenn wir aber nur p nicht so groB wihlen, daB dies bei der
Mehrzahl der StoBe der Fall ist, so wird auch die Mehrzahl
dieser GroBen ganzlich verschieden von den beiden benach-
barten sein, es wird also auch die Mehrzahl der Briiche kleiner
als Eins sein, als deren Produkt der Ausdruck (12) dargestellt
werden kann und welche alle die Form des Faktors von ¥
in der Formel (9) haben. Daher wird dF/dt negativ und nur
dann gleich Null sein, wenn fiir alle StoBe die Bedingung

fF= f/ﬁ'll
erfilllt ist, womit auch der zweite zu beweisende Satz be-
wiesen ist.
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Versuch einer theoretischen Beschreibung der von
Prof. Albert v.Ettingshausen beobachteten Wirkung
des Magnetismus auf die galvanische Wirme.)
. (Wien. Anz. 24, S. 71—74. 17. Méirz 1887.)

Um iiber die Gesetze dieser im Anzeiger vom 183. Januard.J.
Nr. II?) beschriebenen Erscheinung eine Vorstellung zu bilden,
und zugleich Anhaltspunkte fiir weitere Experimente zu ge-
winnen, ging ich von der folgenden Annahme aus, welche mir
die einfachste schien: Ahnlich wie nach Thomsons Vorstellung
durch den elektrischen Strom in jedem Leiter Warme in der
Richtung des Stromes oder in der entgegengesetzten fortgefithrt
wird, soll der Strom in einer im magnetischen Felde befind-
lichen Wismut-(oder Tellur-)Platte auf die Wirme auch eine
forttreibende Wirkung ausiiben, die auf seiner Richtung und
auf der der Kraftlinien senkrecht steht. Die Warmemenge,
welche infolge dieser Wirkung in jedem Punkte der Platte
durch die Flicheneinheit getrieben wird, kann jedenfalls nur
eine Funktion der daselbst herrschenden Stromdichtigkeit J,
der Feldintensitit M und des Winkels zwischen Stromrichtung
und Magnetkraft sein. Wir wollen annehmen, daB dieser
Winkel stets ein rechter ist. Dann ist es jedenfalls am ein-
fachsten, dieser Funktion die Form a J; M zu erteilen (was auch
durch Versuche L c. erwiesen wurde). Der spezielle Fall einer
langen rechteckigen Platte im homogenen Magnetfeld berechnet
sich dann wie folgt, wenn man vorliufig von einer Verinderung
der Wirmefortfihrung in der Richtung des Stromes, also des
Thomsoneffektes, durch den Magnetismus vollstindig absieht,

1) Diese Arbeit hat eine Berichtigung erfahren, vgl. die Bemerkung
auf S. 359 dieses Bandes, Nr. 87.

%) Hier sind die Versuche gemeint, die A.v. Ettinghausen auf
Anregung Boltzmanns fiber den thermomagnetischen Effekt beim
Wismut machte. D. H.
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dessen Wirkung iibrigens in einer langen Platte vorwiegend
nur an den beiden Enden Temperaturverinderungen hervor-
rufen konnte, woriiber ich mir Versuche vorbehalte.

Sei o die Dicke, B die Breite und A die Lénge der Platte;
in der Richtung von A flieBe der Strom von der Gesamt-
intensitit J = J, 89, die Magnetkraft wirke in der Richtung
von 0; senkrecht auf beide, also in der Richtung 2, sei die
Abszissenachse gezogen und der Mittelpunkt der Platte sei
Koordinatenursprung. Wenn ferner %, das Wirmeleitungs-
vermdgen der Platte, %, die Warmeabgabskonstante an die
Umgebung, deren Temperatur iiberall als gleich vorausgesetzt
wird, und & den UberschuB der Temperatur eines Punktes der
Platte tiber die der Umgebung bezeichnet, so ist die Wirme-
menge, welche durch einen zur Abszissenachse senkrechten
Querschnitt, dessen Abszisse z ist, in der Richtung der wach-
senden z hindurchflieBt,

Q=—12022 1 as Mas.

a ist positiv, wenn die Warme durch die Magnetkraft - M
bei der Stromrichtung -+ J in der Richtung der positiven =z
getrieben wird. ,

In der Schicht der Platte, welche zwischen den beiden
Querschnitten z und x + da liegt, sammelt sich infolge des
Wiarmestromes in der Zeiteinheit die Wirmemenge

f=—22 4z = 1,205 e

an; in derselben Schicht entwickelt der Strom in der Zeit-
einheit die Joulesche Wiarmemenge

Ldxd
9, = 7"]127;

hierbei ist x die spezifische Leitungsfahigkeit und y die Warme-
menge, welche der Strom 1 in der Zeiteinheit im Widerstande 1
entwickelt.

Die Warmemenge, welche die beiden Seiten dieser Schichte
in der Zeiteinheit an die Umgebung abgeben, ist

9= 2k, - Adz¥,
da die gesamte Wirme abgebende Fliche den Inhalt 21dz hat.
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Fir den stationiren Zustand muB ¢, + ¢, = ¢, sein, was
fir 9 die Difterentialgleichung liefert

) &2y ¥y
1) ki‘sW"‘2kaﬁ'—7JIZ§'

Die Bedingung, daB an den beiden Endquerschnitten, fiir
welche 2 =4 (3/2 ist, keine Wirmeanhiufung stattfinde,
liefert fiir diese Werte von =z

@ Ry LSNPV N
wobei das positive Zeichen fiir » = + /2, das negative fiir
z=— (3|2 gilt.

Diesen Gleichungen wird geniigt, wenn man setazt

F=t+1,

wobei die Gleichungen, denen ¢ resp. ¢ zu geniigen haben,
aus (1) und (2) gefunden werden, indem man y resp. a je
gleich Null setzt. Hierbei bedeutet ¢ die Temperaturerhthung
der Platte infolge Joulescher Warme, ¢ aber die ,galvano-
magnetische® Temperaturdifferenz zwischen den Stellen der
Platte mit den Abszissen 2 und 0.

Obige Bedingungen liefern

‘e aJM(e2bm_e—2bm)
BV 20k k(e + o F) + k(e —e70F)

ka4
b= 55
Die Zemperaturdifferenz an den Plattenrindern reduziert
sich daher, falls 53 groB gegen die Einheit ist, auf
A= 2aJ M .
BV2 0k + ka0
ist dagegen b8 klein, so wird '

4=

wobei

a,JM.
k; 0
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Uber einen von Prof. Pebal vermuteten
thermochemischen Satz, betreffend nicht umkehrbare
elektrolytische Prozesse.’)

(Wien. Ber. 95. S. 935—941. 1887.)

Prof. Pebal teilte mir wenige Tage vor dem schrecklichen
Ungliicke, das ihn so plétzlich dahinraffte, einige Ideen zu einer
Untersuchung mit, welche er nach AbschluB seiner Versuche
iher spezifische Wirme sofort in Angriff zu nehmen gedachte.
‘Wiewohl diese Ideen, weit entfernt ein abgeschlossenes Ganzes
zu bilden, vielmehr nur ein fliichtig skizzierter Plan einer
kiinftigen Arbeit sind, so scheint es mir doch die Wichtigkeit
derselben zu gebieten, sie der Vergessenheit zu entreiBlen;
vielleicht wird hierdurch ein anderer Forscher angeregt werden,
den betreffenden Gregenstand weiter zu verfolgen. Unter den
nachgelassenen Papieren fanden sich mit Ausnahme einer
Zahlentabelle keine geordneten Aufzeichnungen hieriiber. Ich
bin daher ganz auf jene gesprichsweisen Mitteilutigen an-
gewiesen, von denen wir damals nicht ahnten, daB sie die
Grundlage zu einer Publikation werden sollten, und kann daher,
wiewohl ich iiberzeugt bin, die Grundidee Prof. Pebals richtig
wiederzugeben, doch beziiglich der Details keine Verantwortung
iibernehmen.

Die auseinanderzusetzenden Betrachtungen schlieBen sich
an die Anwendung des zweiten Hauptsatzes der mechanischen
Wirmelehre auf elektrolytische Prozesse durch Helmholtz?)

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 24. 8.128. 5. Mai 1887.
*) v. Helmholtz, Ges. Abhandl. 2. S. 958.
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an. Dieser betrachtete die sogenannten umkehrbaren elektro-
lytischen Vorginge, welche folgendermaBen charakterisiert sind:
Wird durch eine der Polarisation p entgegengesetzte nur un-
endlich wenig grifere Potentialdifferenz Elektrizitit durch die
Zersetzungszelle getrieben (Fall I), so findet unendlich langsame
Abscheidung der Ionen statt; wird dagegen umgekehrt ohne
Anwendung einer primiren zersetzenden Batterie die -Zelle
durch einen sehr groBen Widerstand in sich geschlossen, so
muf daselbst genau derselbe ProzeB wie frither in gerade um-
gekehrter Ordnung erfolgen. Die Ionen miissen sich in der-
selben Weise, wie sié frither getrennt wurden, nun wieder ver-
einigen; die Zelle wird dabei von einem sehr schwachen Strom
in der entgegengesetzten Richtung durchflossen, dessen elektro-
motorische Kraft nur unendlich wenig von p verschieden sein
darf. Im letzteren Falle (dem Falle II) spielt die Zelle die
Rolle eines gewthnlichen galvanischen Elementes (umkehrbares
Element). p muB in beiden Fallen wenigstens fiir kleine Strom-
intensitit von dieser unabhingig sein.

Helmholtz berechnete nun aus dem zweiten Hauptsatze,
daB in einem derartigen Elemente allemal keine sekundire
Wirme entwickelt wird, sobald p von der absoluten Temperatur <
unabhingig ist. Ist dagegen p Funktion von <, so mufl dem
Elemente, sobald es im Falle IT durch die Zeit ¢ von einem
Strom von der Intensitit I durchflossen wird, die Wirme-
menge

d
1) «§ ItL

zugefithrt werden, um seine Temperatur konstant zu erhalten.
Die gleiche Warmemenge miifte natiirlich umgekehrt im Falle T
der umkehrbaren Zersetzungszelle behufs Konstanterhaltung .
ihrer Temperatur entzogen werden. Es versteht sich von selbst,
daB obiger Ausdruck positiv oder negativ ist, je nachdem p
mit steigender Temperatur wichst oder abnimmt. e« ist' das
Wiarmesquivalent der Arbeitseinheit.

Da die Schliisse Helmholtz’ notwendige Konsequenzen
des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Warmelehre sind, so
konnte nur noch die Frage sein, inwieweit die von Helmholtz
gemachten Voraussetzungen an galvanischen Elementen und
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Zersetzungszellen realisiert werden konnen. Czapskil) und
Gokel? unternahmen zuerst dahin abzielende Experimente und
fanden zwar qualitative Ubereinstimmung, ohne jedoch einen
quantitativen Nachweis fiir die Richtigkeit des Helmholtz-
schen Satzes liefern zu kdnnen. Diesen erbrachte erst Jahn?3)
auf Veranlassung Prof. Pebals fiir mehrere galvanische Ele-
mente. HEs war somit erwiesen, daB sich wirklich eine ganze
Reihe galvanischer Elemente finden lasse, fiir welche die Voraus-
setzungen Helmholtz, mit gentigender Anniherung realisiert
sind. War also auch die praktische Anwendbarkeit des Helm-
holtzschen Satzes auf einige Elemente auBer Zweifel gesetzt,
‘so war diese doch noch immer eine beschrinkte, da der weitaus
groBte Teil der galvanischen Elemente und Zersetzungszellen
die Bedingung der Umkehrbarkeit nicht erfillt. Hs ist z. B.
nicht moglich, durch Leitung eines entgegengesetzt gerichteten
elektrischen Stromes durch ein lingere Zeit gebrauchtes
Bunsensches Element, das Stickoxyd und die Untersalpeter-
sdure wieder zu Salpetersiure zu oxydieren. Prof. Pebal
schloB nun etwa folgendermaBen: In den meisten FHiillen,
auf welche der zweite Hauptsatz der mechanischen Wirmeé-
theorie angewendet wurde, wie in der Theorie der Dampf-
maschine, der Anderung des Aggregatzustandes durch Wirme,
der Grasdiffusion usw. sind die unmittelbar sich bietenden
Vorginge nicht umkehrbar; sie miissen vielmehr erst durch
ideale ersetzt werden, bei denen jede pldtzliche Energie-
verwandlung, jede endliche Temperaturdifferenz, jede direkte
Mischung usw. vermieden werden. In #hnlicher Weise kann
vielleicht auch der Helmholtzsche Satz fiir alle elektro-
lytischen Prozesse nutzbar gemacht werden, indem man die
plotzlichen Energieverwandlungen daselbst durch umkehrbare
zu ersetzen sucht.

Im Falle der Gasentwicklung an einer Elektrode ist der
rein elektrolytische Vorgang umkehrbar; dagegen konnen die
aufsteigenden (tasblasen nicht auf umgekehrtem Wege wieder
zur Elektrode zuriickgebracht und so ein die Zersetzungszelle
in entgegengesetzter Richtung durchflieBender Strom unter

) Czapski, Wied. Ann. 21. 8. 209. 1884.
) Gokel, Wied. Ann. 24. S. 618. 1885.
% Jahn, Wied. Ann. 28. S. 22, 491 u. 498. 1886.
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exakter Umkehrung aller fritheren Prozesse kontinuierlich
erhalten werden. Dies wire aber ganz wohl moglich, wenn
z. B. das Gas zundchst in der elektrolysierten Flissigkeit
absorbiert wiirde und erst an deren Oberfliche langsam ent-
wiche. Wire dann der Partialdruck des Gases iiber der
Flissigkeit so groB, daB die Fliissigkeit immer nahe mit Gas
gesttigt wire, so konnte bei der einen Stromrichtung immer
Gas entwickelt, bei der anderen in vollkommen umgekehrter
Weise absorbiert werden. Dasselbe wiirde auch gelten, wenn
das entwickelte Gas fortwihrend an der Oberfliche der Elek-
trode kondensiert und lings derselben langsam in einen mit
demselben Gase erfilllten Raum wandern wiirde, was gewisse
Ahnlichkeit mit Groves Gasbatterie hitte. Ich will dies als
zwei ideale Fille der Gasentwicklung?), das Aufsteigen von
Blasen dagegen als den realen Fall der Gasentwicklung be-
zeichnen. In den ersten Fallen miiBte in der Zersetzungszelle
eine sekundire Wiarme entwickelt werden, welche durch die
Formel (1) gegeben ist. Die in der realen Zersetzungszelle, in
welcher das Gas in Blasenform aufsteigt, entwickelte Wiarme
ist offenbar um jene Wirmemenge kleiner, welche bei der
Absorption jener Blasen in der Fliissigkeit oder deren Konden-
sation an der Oberfliche der Elektrode frei wird, da jene
‘Warmemenge durch das Lostrennen der Blasen von der Ober-
fliche und ihr Aufsteigen in der Flissigkeit aus dem Warme-
vorrate der Zelle verbraucht wird. Namentlich im Falle der
Kondensation an der Elektrodenoberfliche sieht man, daB jene
letztere Wirmemenge nur von der Natur der Elektrode und
des entwickelten Gases, nicht aber vom elektrolysierten Salze
abhiingt. Mag auch Prof. Pebal vielleicht an andere Methoden
der Einsetzung der realen elektrolytischen Vorginge - durch
umkehrbare gedacht haben, sicher wurde er durch Uberlegungen
ahnlicher Art auf die Vermutung gebracht, daB sobald an der
einen Elektrode ein umkehrbarer Vorgang, an der anderen
dagegen Gasentwicklung stattfindet, die in der Zelle wirklich
entwickelte Warme um einen Betrag x kleiner ist, als die
durch Formel (1) ausgedriickte, welcher nur von der Natur des

) Streng genommen ist natiirlich nur ein einziger vollkommen
umkehrbarer Modus méglich, welcher beide Fille vereint.
Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIL 19
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freiwerdenden Gases abhingt. Finde an beiden Elektroden
Gasentwicklung statt, so sollte von der nach Formel (1) be-
rechneten Warme die Summe der Betriige » und »’ abzu-
ziehen sein, welche der Entwicklung jedes Gases fiir sich
entsprichen.

Da die Formel (1) bloB die sekundére Warme gibt, so muf
man, um die gesamte Warmetdnung des in der idealen Zelle
vor sich gehenden Prozesses zu finden, dazu noch die elektrische
Energie « Ip¢ der Zelle addieren, und zwar nahm Prof. Pebal
beide GroBen mit gleichem Zeichen, was er damit recht-

fertigte, daB man es mit einer Zersetzungszelle, nicht aber mit
einem galvanischen Elemente zu tun hat. Die Summe

d
& =aIpt+wI19'tE—§-

verglich er dann mit der Warmeténung @ des chemischen
Prozesses in der Zersetzungszelle und seine Vermutung ging
dahin, daB die Differenz @, — @ fiir alle Prozesse, bei welchen
nur ein Gas entwickelt wird, einen bestimmten diesem Gase
eigentiimlichen Wert besitzen miisse. Treten dagegen zwei
Gase auf, so miite @, — @ gleich der Summe der Werte sein,
welche jedem Gase fiir sich eigentiimlich sind. In der folgenden
Tabelle sind die Zahlenwerte fiir einige Substanzen zusammen-
gestellt; die Tabelle fand sich, bis auf die letzten beiden
(Kupfernitrat und Bleiacetat betreffenden und von mir nach-
getragenen) Zeilen, im Nachlasse Prof. Pebals vor. Die Werte
von ¢ sind den Beobachtungen Thomsens, der Wert von
dp:d ¢ fir H,SO, denen Raoults, alle iibrigen denen Jahns
(l. ¢.) entnommen. Die Wiarmemengen sind in Grammkalorien
angegeben, unter It ist jene Elektrizititsmenge in Coulomb
verstanden, welche 2 mg Wasserstoff abscheidet, und auf das
elektrolytische Aquivalent dieser Wasserstoffmenge bezieht sich
natiirlich auch der Wert von Q. p ist in Volt ausgedriickt
gedacht und demgemiB e das thermische Aquivalent des Volt-
ampére. Die Wirmemengen miibten daher mit 500 multipliziert
werden, wenn man jene Wirmemenge in Grammkalorien er-
halten wollte, welche der Entwicklung oder dem Verbrauche
der Substanzmenge entsprechen, die einem Gramme Wasser-
stoff elektrolytisch &quivalent ist, z. B. 8 g Sauerstoff.
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altp altﬁ—j—p; & 9 | Q- 9Q
HS0, . . . .| 11007 | 69,0 ! 179,17 ‘ 68,46 | 110,81
2(AgNOy) . . .| 5628 | 2036 . 76,59 16,78 | 59,81
CuSO, . . . .| 17651 ‘ 42,19 118,70 55,06 | 62,74
Ph(NO,), . . .| 9878 20,66 | 128,44 68,01 | 60,37
ZnSO, . . . . | 12514 37,02 | 162,16 | 106,09 | 56,07
Zn(CoH;0p); . - | 12095 ‘ 40,85 | 161,80 | 100,71 1 60,59
CuNQy), . . . | 75,41 | | 64,46

41,46 | 116,87 52,41
Pb(C,Hy0p), . . | 9417 | 2369 | 117,86 l 65,77 | 52,09

Bedenkt man die groBe Unsicherheit, welche sowohl den
Thomsenschen, als auch den galvanischen Beobachtungen
notwendig anhaftet, letzteren namentlich fir die beiden letzten
Substanzen wegen ihrer groBen Neigung zur Bildung basischer
Salze, so kann man eine bessere Ubereinstimmung kaum er-
warten. Man darf also aus diesen Zahlen wohl den Schluf
ziehen, daB @ — @ fir alle Substanzen, bei denen bloB Sauer-
stoffentwicklung auftritt, einen nahe konstanten Wert (im
Mittel 59,45), fir die erste Substanz H,S0, aber, wo sich
Sauerstoff und Wasserstoff entwickelt, fast den doppelten Wert
hat. Dagegen ist die GroBe @, — @ viel zu grof, als daB
daran gedacht werden konnte, daB sie die bloBe Kondensations-
wirme von 16 mg Sauerstoff in Grammkalorien darstellen
konne. Prof. Pebal dachte daher, sie stelle vielleicht die
Dissoziationswirme der Molekiile dieses Sauerstoffquantums in
einzelne Atome, vielleicht noch vermehrt um die Uberfithrungs-
wirme des Sauerstoffs aus dem kondensierten in den gas-
formigen Aggregatzustand dar, indem etwa durch den elektro-
lytischen Vorgang die Sauerstoffatome einzeln abgeschieden
wiirden und ihre Vereinigung zu Molekiilen erst ein sekundérer
ProzeB sei, welcher bei Aufstellung der Formel fiir die Warme-
entwicklung nicht mehr einzubeziehen sei. Allein selbst unter
dieser Hypothese schienen ihm die Werte fir @, — @ zu hoch.
Er wollte daher vor allem Versuche anstellen, um die Werte
dieser GroBe fir andere Gase und deren Abhingigkeit von
der Losungsfliissigkeit und dem Elektrodenmateriale zu be-
stimmen, sowohl, wenn nur an einer, als auch, wenn an beiden
Elektroden Gasentwicklung stattfinde. Auch sollte die- Ab-

19%
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hingigkeit der galvanischen Polarisation und besonders ihres
Temperaturkoeffizienten dp:d$ von absorbierten und an der
Elektrode kondensierten Gasen untersucht werden. Wie ein-
greifend auch die Verinderungen sein mdgen, welche die hier
skizzierte Betrachtungsweise wird erfahren miissen, so glaube
ich doch, daB die Grundidee Prof. Pebals einer derartigen
Zuriickfihrung nicht umkehrbarer elektrolytischer Prozesse auf
umkehrbare eine gliickliche ist, und daB deren Verdffent-
lichung willkommene Anregung zu weiteren Experimenten und
Spekulationen geben wird.



86.

Uber einige Fragen der kinetischen Gastheorie.)
(Wien. Ber. 96. S.891—918. 1887 und Phil. Mag. (5) 26. S.81—103, 1888.)

§ 1. Uber das Avogadrosche Gesetz und den Relbungs-
koeffizienten.

Ich hatte in meinen fritheren Abhandlungen iiber das
Wiarmegleichgewicht eines Gemisches zweier Gase nirgends
des physikalisch wenig wichtigen Falles Erwihnung getan, da8
die Molekiile des einen der gemischten Gase untereinander nur
relativ selten zum ZusammenstoBe gelangen, oder daB die
Zahl (&,) der Molekiile in der Volumeneinheit fiir das eine Gas
unverhéltnisméfig kleiner ist, als die (&V,) fiir das andere.

In bezug hierauf zshlt Hr. Tait in seiner ersten Ab-
handlung in den Verbandlungen der konigl. Gesellschaft zu
Edinburgh?) iiber diesen Gegenstand auf S. 78 unter den zum
Beweise des Avogadroschen Gesetzes notwendigen Voraus-
setzungen auf: ,/That there is perfectly free access for collision
between each pair of particles, whether of the same or of
different systems; and that, in" the mixture the number of
particles of -one kind is not overwhelmingly greater than that
of the other kind®, und kniipft hieran die Bemerkung: ,This
is one of the essential points which seem to be wholly ignored
by Boltzmann and his commentators. There is no proof
given by them that one system, while regulating by its internal
collisions the distribution of energy among its own members,
can also by impacts regulate the distribution of energy among
the members of another system, when these are not free to
collide with one another. — In fact, if (to take an extreme

) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 24. S.228. 6. Oktober 1887.
?) Tait, Transact. of the Roy. soc. of Edinb. 33. TL 1. 8. 65, 1886
im Auszuge Phil. Mag. (5) 21. S. 343. 1886.
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case) the particles of one system were SO small, in. comparison
whit the average distance between any twq 'contlguous ones,
that they practically had no mutual collisions, they would
behave towards the particles of another system much as
Le Sage supposed his ultra-mundane corpuscles to behave to-
-wards particles of gross matter etc. . ‘

Gegen diesen Vorwurf suchte ich sowohl.mxch, als jene,
welche spater in ihren Forschungen einen Salhr}hchen Ideengang
einschlugen und welche Hr. Tait wahrscheinlich unter der Be-
zeichnung ,,commentators versteht, in der Abhandlung ,,Uber
die zum theoretischen Beweise des Avogadroschen Gesetzes
erforderlichen Voraussetzungen!) zu verteidigen, indem ich
daselbst S. 2412) die allgemeine Gleichung bewies:?)

n 7j2 2

;2; %:fjéfJJszzrr.?advdV-dT~tlS-a’O

x [0 1 = A1+ 42 By~ B R

Fh
R
+ 20U B~ fR) I
fEy

Bei Ableitung dieser Gleichung habe ich dort im @brigen
genau dieselben Voraussetzungen zugrunde gelegt, welche auch
Hr. Tait machte, nur daB ich iiber die relative GroBe der
Durchmesser A und 4 der Molekille beider Gase, sowie iiber
den GroBenwert des Verhiltnisses NV,: 4, nicht die mindeste
Annahme gemacht habe. Fiir den stationiren Zustand muB
d E:dt verschwinden, woraus, wie ich wiederholt nachwies, folgt:

1) L. Boltzmann, Wien. Ber. 94. (Dieser Band Nr. 81.)

%) Dieses Bandes. ‘

% Die daselbst ausgefiihrten Rechnungen liefen sich ebenso wie die
auf das Wirmegleichgewicht schwerer Gtase beziiglichen (vgl. § 4 des
Textes) durch Anwendung der in jenem Paragraph ausfithrlich erdrterten
Methode Lorentz’s bedeutend vereinfachen. Auf die Miglichkeit anderer
weiterer Vereinfachungen, namentlich mit Hilfe des #uBerst fruchtbaren
Satzes, daB fiir die relative Gteschwindigkeit nach dem ZusammenstoBe
‘bei gegebener GriBe und Richtung der Geschwindigkeiten vor dem Zu-
sammenstoBe, dagegen willkiirlicher Richtung der Centrilinie jede Rich-
tung im Raume gleich wahrscheinlich ist, machte mich Hr. Burbury
glitigst brieflich aufmerksam, und ich werde auf alle diese Punkte viel-
leicht spiter einmal zuriickkommen.
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1. daf3 jedes der Gase die Mazwellsche Geschwindigheits-
verterlung (wie Hr. Tait sagt, den speziellen Zustand) annimmt,
2. daf} die mittlere lebendige Kraft eines Molekils fur beide

Gase gleich wird.

Lediglich, um zu rechtfertigen, daB ich in meinen fruheren
Abhandlungen die Falle, wo A:4 oder N,:X, sehr kleine oder
sehr groBe Werte haben, nicht speziell erwéhnt hatte, wies ich
nun darauf hin, daB diese Sitze fiir beliebige Werte von A, 4
und J gelten; folglich auch, wenn 2 = 0 und nur 4 und J von
Null verschieden sind, ja sogar wenn A= 4 =0 und nur ¢
von Null verschieden wire, was auf die Annahme hinausliefe,
daB weder die Molekiile der ersten Gasart unter sich, noch
die der zweiten unter sich, sondern blof die Molekiile erster
mit denen zweiter Art zusammenstiefen. Es ist mir ganz un-
begreiflich, wie Hr. Tait in einer zweiten Abhandlung in den
»Bdinburgher Verhandlungen“!) die Sache so darstellen kann,
als ob diese letztere Annahme eine Grundannahme wire, die
ich meinen Entwicklungen vorausschickte, so da8 meine Ent-
wicklungen nur unter Voraussetzung dieser letzteren Annahme
gelten wiirden.

Wenn der Molekulardurchmesser fiir die eine Gasart sehr
viel kleiner als fir die andere ist, so daB z. B. A nahe =0,
A nahe = 29 ist, so tritt der von Hrn. Tait im obigen Zitat
besprochene Fall ein, daB die Molekile der ersteren Gasart
untereinander sehr selten, dagegen oft mit denen der zweiten
Gasart zusammenstoBen. Aus obiger Formel folgt unmittelbar,
daB auch dann die Molekille der ersten (Gasart bloB durch
ihre ZusammenstdBe mit denen der anderen Gasart in den
speziellen Zustand versetzt und die mittlere lebendige Kraft
eines Molekiils fiir beide Gase gleich werden muB, und zwar
sehr rasch, wenn nur die ZusammenstoBe von Molekiilen erster
mit solchen zweiter Art sehr hiufig geschehen.?) Ks gibt

1) Transact. of the Roy. soc. of Edinb. 83. T1 2. 8. 251, 1887; im
Auszuge Phil. Mag. (5) 23. S. 141 und 438.

?) Nur wenn die Molekiile einer bestimmten Gattung sowohl unter-
einander, als auch mit den tibrigen nur sehr selten zusammenstoBen, dann
wird selbstverstindlich der spezielle Zustand von diesen auch sehr spit
erreicht. Dies nicht erwiihnt zu haben, kann aber weder mir, noch einem
meiner Kommentatoren zum Vorwurfe gereichen, da dazu nicht die
mindeste Veranlassung war.
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dieser Fall das klarste Beispiel, daB der spezielle Zustand
und das Avogadrosche Gesetz auch unter Umstéinden gelten,
welche Hr. Tait ausdriicklich von ihrem Giiltigkeitsbereiche
ausschlieBt.

Auch die zweite eben erwihnte Abhandlung Hrn. Taits
enthilt nicht den mindesten Beweis, daf in diesem einfachsten
Falle die Giiltigkeit des Avogadroschen Gesetzes aufhore
oder eines der Gase den speziellen Zustand nicht annehme
oder daB sonst der im obigen Zitate enthaltene Vorwurf in
irgend einem Punkte gerechtfertigt wire. Denn aus dem Um-
stande, daB in diesem Falle Taits Beweis des Avogadro-
schen Satzes nicht mehr anwendbar ist, folgt doch offenbar
noch nicht, daB der Satz selbst zu gelten aufhort. Letztere
Abhandlung enthilt vielmehr bloB allgemeine, durch englische
und griechische Zitate gestiitzte Phrasen, daB meine Annahmen
unzulfissig seien; wie aber, wenn die bloSe Annahme dieser
Fille unzuléssig ist, konnte es mir zum Vorwurfe gemacht
werden, sie in meinen fritheren Abhandlungen ignoriert zu
haben? Wie kann Hr. Tait nun wieder S. 255 behaupten:
»L have not yet seen any attempt to prove that two sets of
particles, which have no internal collisions, will by their mutual
collisions tend to the state assumed by Professor Boltzmann«,
nachdem er nicht ein Wort zur tatsichlichen Widerlegung
meines Beweises gesagt hat, ja im Phil. Mag. sogar dessen
Richtigkeit zugibt, freilich ohne ihn gelesen zu haben. Aber
dies scheint iiberhaupt die Gewohnheit meines illustren Herrn
Kritikers zu sein, die Arbeiten derjenigen, iiber die er urteilt,
nicht zu lesen. Nur dadurch ist es erklirlich, daB er auf
S. 260 seiner zweiten Abhandlung diejenige Formel fiir den
Reibungskoeffizienten als neu entwickelt, die ich in meiner
Abhandlung ,Zur Theorie der Gasreibung®, zweiter Teil?),
wesentlich in derselben Weise wie Hr. Tait bereits entwickelt
und als Formel (9), S.4362), angefithrt habe. Der Koeffizient
von £ in dem Ausdrucke, welchen Hr. Tait in der 14.Zeile v.o.
der zitierten Seite mitteilt, ist der Reibungskoeffizient. Sub-
stituiert man in diesem Koeffizienten fiir €, den von Hrn. Tait
auf 8. 257 gegebenen Wert und vertauscht die Buchstaben P

) Wien. Ber. 84. (Diese Sammlung Bd. IT, Nr. 58.)
%) Des II. Bandes dieser Sammlung.
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und s mit m resp. J, so erhilt man genau meine Formel (9).
Natiirlich stimmt auch meine Formel (8) auf S.435?) vollkommen
mit dem von Hrn. Tait auf S. 73 seiner ersten Abhandlung
fir ev gefundenen Werte, welchen iibrigens schon vor mir
0. E. Meyer berechnet hatte.

Hr. Tait hatte sich, falls er meine Abhandlung gelesen
hatte, auch die Mithe der numerischen Auswertung des be-
stimmten Integrals ersparen konnen, da ich auch den numeri-
schen Wert von C, :87 = 0,0889426 in der besagten Formel (9)
bereits mitgeteilt habe, woraus durch Multiplikation mit
3w = 9,42478 genau der Taitsche Wert C, = 0,838 folgt,
nur daf ich groBere Gtenauigkeit anstrebte. ‘

Wenn ich daselbst die Diffusion und Warmeleitung nicht
nach derselben Methode behandelt habe, welche nun Hr. Tait
nochmals eingeschlagen hat, so geschah dies bloB, teils weil
die betreffenden Rechnungen ohnedies mit Leichtigkeit nach
derselben Schablone ausgefiihrt werden konnen, teils deshalb,
weil, wie ich sowohl an der eben zitierten Stelle, als auch im
ersten Teile meiner ,Theorie der Gasreibung“? zu Anfang des
I. Abschnittes nachgewiesen habe, diese Methode nicht das
leistet, was sie auf den ersten Blick zu leisten scheint. Es
sind in diesem von mir zuerst berechneten Ausdrucke fiir den
Reibungskoeffizienten geradeso wie in den #lteren Ausdriicken
von Maxwell usw. Glieder von derselben GrdBenordnung wie
die Ausschlag gebenden vernachlissigt; und man kann daher
nicht einmal wissen, ob er der Wahrheit naher kommt als jene.

Es kommt dies auch in der groBen Unsicherheit des
Resultates zum Ausdrucke, zu welchem diese Methode fithrt.
Hr. O. E. Meyer hat in seinem Buche: ,Die kinetische Theorie
der (Gase“, Breslau 1877, schon frither einen im wesentlichen
shnlichen Gedankengang auf einem allerdings etwas weit-
schweifigeren, aber doch im Grunde genommen gleichberech-
tigten Wege verfolgt und gelangte auf S. 820 zu einem ver-
schiedenen numerischen Resultate.

Wollte man durchaus moglichst wenig Glieder von der
GroBenordnung des Reibungskoeffizienten vernachlissigen, so

) Des IL. Bandes dieser Sammlung.
2) Wien. Ber. 91. (Diese Sammlung Bd. II, Nr. 57))
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miifte man an der von mir und Tait angewandten Methode
noch eine Verbesserung anbringen, welche in der Tat zum
numerischen Resultate Hrn. O. E. Meyers fiihrt; man miifite
namlich beriicksichtigen, daB jedes Molekiil wihrend seines
Weges Schichten durchwandert, in denen eine verschiedene pro-
gressive Massenbewegung herrscht, daB also die Wahrscheinlich-
keit des ZusammenstoBes in jeder Schicht einen etwas anderen
Wert hat. Schliefen wir uns ganz an die Bezeichnungen
Hrn. Taits an, so miiBte unter Beriicksichtigung dieses Um-
standes seine Schlufiweise etwa folgendermaBen modifiziert
werden. Wie auf S. 259 seiner zweiten Abhandlung soll die der
yz-Ebene parallele Gasschicht, welche die Abszisse = hat, sich
mit der mittleren Geschwindigkeit Ba parallel der Y-Achse
bewegen. Sind in der Volumeneinheit im Ganzen » Molekiile,
so werden nach Hrn.Tait von der Flicheneinheit der Schicht,
welche zwischen z und z 4 dz liegt, in der Zeiteinheit

nevee-vedx

Molekiile ausgesendet, deren Geschwindigkeiten zwischen » und
v + dv liegen, Wir wollen das Produkt ev mit f (v) bezeichnen.
Setzen wir ferner

8
Y = l/ “23 e~ M+ dp dgdr,
50 erhalten wir

Ny=ndpdqdr dal/%— e—h(z"’+qz+7")/'(1/l}2q_’ ¢+ 7-2:)

fur die Zahl der von der Schicht ausgesandten Molekiile, deren
Geschwindigkeit relativ gegen die Gesamtbewegung der Schicht
nach den drei Koordinatenrichtungen Komponenten hat, die
respektive zwischen den Grenzen p und p + dp, ¢ und q-+dg,
r und 7 4 dr liegen. Da aber die Schicht selbst die Ge-
schwindigkeit Bz in der Richtung der F-Achse hat, so liegen
die Komponenten der absoluten Geschwindigkeit dieser aus-
gesandten Molekiille zwischen den Grenzen p und p+dp,
g+ Bz und ¢+ Bx+dg und » und r +dr. Von diesen
N, Molekiilen sollen &, ohne weiter zusammenzustoBen, die
Ebene mit der Abszisse £ erreichen. Wir denken uns ferner
die Schicht, welche zwischen & und & + d§ liegt, konstruiert
und fragen, wie viele unserer N Molekille in dieser Schicht
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zum ZusammenstoBe gelangen. Wie Hr. Tait in der ersten
Abhandlung, 8. 78, findet, gelangen in einer Schicht, deren
mittlere Geschwindigkeit Null ist, wihrend der Zeit d¢ von
N Molekiilen, welche sich alle mit derselben Geschwindig-
keit v bewegen, N-.e.v-dt= Ndi-f(v) Molekile zum Zu-
sammenstoBe.

Im obigen Falle haben die N Molekiile die Geschwindig-
keitskomponenten p, ¢ + Bz, r in den Richtungen der Koor-
dinatenachsen, die Schicht selbst aber hat die mittlere Ge-
schwindigkeit B & in der Richtung der ¥-Achse; die relative
Bewegung ist daher geradeso, als ob die Schicht selbst ruhte,
die N Molekiile aber die Geschwindigkeit

v=Vp 4 g+ Br— BE +
hatten. Die Zeit dt, welche jedes der N Molekile braucht,
um die Schicht zu durchlaufen, ist d§:p. Da die Zahl der
Zusammenst6Be offenbar blof von der relativen Bewegung ab-
hangt, so ist die Zahl derjenigen unserer N Molekiile, welche
in der Schicht d§ zum ZusammenstoBe gelangen

NfWP g+ Ba— B F )2

Dieser Ausdruck gibt zugleich an, um wieviel die Zahl &
in der Schicht & abnimmt, kann also mit — dN bezeichnet
werden. Wenn die Gesamtgeschwindigkeit der Schichten sehr
klein ist gegen die Geschwindigkeit der Molekularbewegung,
so kann B als sehr klein vorausgesetzt und die Funktion f
nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt werden. Schreibt
“man noch

wobel der angehiingte Strich die abgeleitete Funktion be-
zeichnet, so wird demgem3B:
’ - E d§
—dN=N Bf 2= ._)—
AN = N(f+qBf =t ) 5
_E_4BE@s 8T
N=DNye * wVrf+c+e

oder, da B als sehr klein vorausgesetzt wurde,

7 §f
N=15,. [1__._-—4351?&:91_} sy
' 2pVrt+ g+
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Setzen wir hierin § = z, so erhalten wir die Anzahl der-
jenigen unserer N, Molekiile, welche die ¥ Z-Koordinatenebene
ohne Zusammenstoﬁ erreichen. Da jedes dieser Molekiile die
Geschwindigkeitskomponente ¢ + Bz in der Richtung der
“Y-Achse besitzt, so finden wir das gesamte, durch die Flichen-
einheit der ¥ Z-Ebene in der Zeiteinheit von rechts nach
links hindurchgetragene, nach der Y- Achse geschitzte Be-
wegungsmoment ¥, indem wir mit P(¢ + B2) multiplizieren
und beziiglich = von Null bis oo, beziiglich p von —oo bis
Null, beziiglich ¢ und r aber von — oo bis + o integrieren.
Dabei ist P die Masse eines Molekiils. Es ist also, wenn
wieder B? vernachlissigt wird,

M= Pn‘/——qufdrfdp fdz
zf

Bgz? q? f’ —T(p? 4 g 22 'y
Bx — i . R(p?+ gt +17) . »
(9+ ’ Zpr’+q2+r2) ’ )
Schon die vollstindige Symmetrie beziiglich der 1’Z-Ebene
zeigt, daf das gleiche, entgegengesetzt bezeichnete Bewegungs-
moment von links nach rechts durch die YZ-Ebene hindurch-
getragen wird, daB also der Reibungskoeffizient

n=2M:B

ist. Die Integrationen werden ausgefiihrt, indem man

p=—wvcosd, g¢g=vsind cosd, r=vsind sini

setzt. - Integriert man zuerst nach A von Null bis 27, dann
nach », so folgt zunichst:

>3 © w2

— .
7= 2Pnl/%fv“e‘h”ﬂdvfdﬁsin&(26082& _ vceos*d sin®§f7)
) 0

f r

0

Die Integration nach ¢ liefert

n = ~Pnl/ fv"’ "“’"’dv — z;f‘;)



86. Kinige Fragen der Gastheorie. 301

und die partielle Integration des negativen Gliedes

7 =‘~18-5——Pn1/~§/‘—1;:—e“h”2dv.
. 0 :
Bedenkt man, daB, wenn s den Molekulardurchmesser

bezeichnet, v

78
[=¢ev= nnszl/%—[—;?e”h”z—i— (Tiv + %)—)fe“h”’dv]
0

ist, so folgt

_ 8P e % dx
15782V
0

7 —
xe” T + (24% + l)fe_zzdz
0

Dies ist genau der von O. E. Meyer gefundene Ausdruck.
Ich will nicht behaupten, daB er wesentlich genauer als der
von mir und Hrn. Tait berechnete ist, da man nach anderen
Methoden noch andere numerische Werte erhalten konnte;
aber mindestens gleichberechtigt ist er ganz sicher. Dieser
Wert ist etwa um den zwanzigsten Teil kleiner als der von
Maxwell berechnete Wert des Reibungskoeffizienten, wihrend
der von Hrn. Tait berechnete Wert fast genau um ebensoviel
grofer ist.

Dasselbe, was hier von der Gasreibung ausfithrlich erdrtert
wurde, gilt natiirlich auch von Hrn. Taits Berechnungsmethode
der Diffusion und Wirmeleitung. ‘

Noch zwei mit der Theorie der Gasreibung zusammen-
hingende Bemerkungen mogen hier Platz finden:

1. Wenn sich ein (Gas als Ganzes mit der konstanten,
sehr kleinen Geschwindigkeit & in der Richtung der y-Achse
bewegt, ist die Zahl der Molekiile, deren absolute Geschwindig-
keit zwischen » und v-+ dv liegt und mit der positiven y-Achse
einen Winkel einschlieBt, der zwischen & und &+ de liegt, gleich

8
2n |/ h—e“"“”“’”’”‘2’””‘°"”v2 sinededv.
T

FaBt man alle Molekiile, welche eine gegebene absolute
Geschwindigkeit » haben, ins Auge, so findet man fiir deren
mittlere Geschwindigkeit paralle]l der y-Achse den Wert
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T

zfeghb“o”eosesinsds
§ ol e 1
- \e4hbv__1 2hbﬂ)’

T

f82hbu COS & (i e de
0

der sich fir kleine Werte von & auf 24bv*/8 reduziert, welch
letzteren Wert man natiirlich noch einfacher findet, wenn man
von vornherein 5 sehr klein annimmt. Die mittlere Ge-
schwindigkeit parallel der y-Achse ist also nicht etwa fiir alle
Molekille gleich &, sondern grofer fiir die geschwinderen
Molekiile. Ist & nicht konstant, sondern gleich Bz, wie dies
bei Gasreibung der Fall ist, so ist daher ebenfalls das mittlere
Bewegungsmoment der Molekiile, welche die Geschwindigkeit »
haben, nicht gleich P B, sondern gleich (24/3)P Bz v Labt
man alle Rechnungen Hrn. Taits vollkommen ungeéndert,
withrend man nur statt des Ausdruckes PBz, den er in der
zweiten Abhandlung S. 260, Zeile 6 von oben einfithrt, den hier
gefundenen Ausdruck (24/3)P Bzv® substituiert, so gelangt
man ebenfalls zu der O. E. Meyerschen Formel fiir den
Reibungskoeffizienten (vgl. IL. Teil meiner ,Theorie der Gas-
reibung®, 8. 437).) Man hat dann von vornherein das
richtige Korrektionsglied von der GriBenordnung B an' die
Bewegung jedes Molekiils angebracht und kann im iibrigen
den speziellen Zustand eines ruhenden Gases der Rechnung
zugrunde legen,

2. Ein Zustand eines einzelnen (Gases, welcher total von
dem speziellen verschieden ist, muB sich wohl ohne Zweifel
mit #hnlicher Raschheit dem speziellen nihern, wie sich die
mittlere lebendige Kraft eines Molekils bei zwei gemischten
Gasen ausgleicht, nicht aber miissen sich notwendig auch be-
liehige unbedeutende und eine bestimmte GesetzmiBigkeit be-
folgende Abweichungen vom speziellen Zustande, wie sie durch
Gasreibung usw. hervorgerufen werden, mit derselben Ge-
schwindigkeit ausgleichen. Uber diesen letzteren Punkt kénnen,
wie ich glaube, nur die Gleichungen AufschluB geben, welche
lech in meinen #lteren Abhandlungen aufgestellt habe und

) Des II. Bandes dieser Sammlung.
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welche die Berechnung einer GrioBe erlauben, die fiir den
speziellen Zustand ein Minimum wird. Der Unterschied des
Wertes, den diese Grofe fiir einen bestimmten Zustand hat,
von diesem Minimalwerte, liefert dann das MaB, wie weit
dieser Zustand vom speziellen abweicht; der Wert des
Differentialquotienten dieser Grdfe nach der Zeit gibt die
Geschwindigkeit, mit welcher sich dieser Zustand dem speziellen
nahert. )

Um wieder zum Beweise des Avogadroschen Gesetzes
zuriickzukehren, so wurde in dem, was eingangs iiber diesen
Gegenstand gesagt wurde, sowie in allen meinen #lteren Ab-
handlungen fiiber das Verhaltnis IV, : IV, keine beschrinkende
Annahme gemacht, aber doch vorausgesetzt, daB auch die
kleinere dieser Zahlen sehr groB ist, wenn auch die groBere
noch beliebig vielmal gréBer sein kann. Hr. Burbury?) geht
noch weiter, indem er die beiden eingangs mit gesperrter
Schrift gedruckten Satze selbst dann noch aufrecht hilt, wenn
von der einen Gasart nur ein einziges Molekiil vorhanden ist.
Ich habe dieser Behauptung, welche natiirlich bloB mathe-
matisches, kein physikalisches Interesse hat, beigestimmt und
tue dies noch. Da jedoch die Giltigkeit dieser Behauptung
wieder eine ganz neue Frage ist, von der die Richtigkeit des
bisher Gesagten nicht im mindesten abhingt, so will ich nicht
durch ihre Diskussion die Polemik noch mehr in die Linge
zichen und bemerke nur, daB der Einwand Hrn. Taits be-
ziiglich der Wirkung der Umkehrung der Richtung simtlicher
Geschwindigkeiten, welche erst nach Eintritt des speziellen
Zustandes geschehen und dann nicht blo8 das eine, sondern
auch alle anderen Molekiile treffen miifite, schon in meiner
Abhandlung ,,Bemerkungen iiber einige Probleme der mecha-
nischen Wirmetheorie®“? seine Widerlegung fand. Von einem
willkiirlich gewahlten, nicht speziellen Zustande gelangt man
unter den Annahmen Burburys (freilich vielleicht erst nach
sehr langer Zeit) zum speziellen Zustande. Wiirde man dagegen
im anfangs gewshlten Zustande die Richtungen simtlicher Ge-
schwindigkeiten umkehren, so wiirde man nach riickwirts nicht

) Burbury, Phil. Mag. (5) 21. S. 481. 1886.
2) Wien. Ber. 76. (Diese Sammlung Bd. IT No. 39.)
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etwa (oder doch nur wihrend einiger Zeit) zu Zustinden ge-
langen, welche vom speziellen noch weiter entfernt sind; man
miiBte vielmehr schlieBlich auch nach riickwirts wieder zum
speziellen Zustande gelangen.

§ 2. Uber den Beweis des Maxwellschen Geschwindigkeits-
verteilungsgesetzes.

Hr. Tait gibt in der zweiten Abhandlung zu, dafl sein
erster Beweis dieses Gesetzes mangelhaft war, indem der Grund,
den er dafiir anfihrte, daf F(zyz) das Produkt dreier Funk-
tionen sein miisse, von denen eine nur z, die zweite nur'y, die
dritte nur z enthalte, nicht stichhaltig war. Unter F(zy z)dxdy dz
ist dabei die Wahrscheinlichkeit zu verstehen, daf die nach den
Koordinatenachsen geschitzten Geschwindigkeitskomponenten
eines Molekiils zwischen den Grenzen 2 und z + dz, y und
y+ dy und z und z 4 dz resp. liegen. Allein ich kann in
dem von Hrn. Tait auf S. 252 und 253 seiner zweiten Ab-
handlung Gesagten neuerdings nichts weniger als einem exakten
bindenden Beweis hierfiir erblicken. DaB sich diejenige Gruppe
von Molekiilen, welche er daselbst als die Minoritit bezeichnet,
geradeso verhilt, als ob sie allein zwischen zwei materiellen
Ebenen "eingeschlossen wire und als ob alle Zentrallinien im
Momente des Zusammenstofes diesen Ebenen  parallel whren,
wird von ihm zwar behauptet, allein ohne den mindesten Be-
weis. Da ja ein Molekiill dieser Minoritit unendlichmal dfter
mit einem Molekiile der Majoritit als mit einem anderen Molekiile
der Minoritdt zusammenstoBt, wobei sich bestindig die z-, y-
und z-Komponenten der Geschwindigkeiten austauschen, so ist
nicht einzusehen, warum sich die Molekiile der Minoritit so
verhalten sollten, als ob sie allein vorhanden wiren, wenn man
nicht das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz schon
als bewiesen annimmt. Der Zustand der Molekiile der Minoritit
wird freilich stationér sein, aber mitbedingt durch den Zustand
der Molekiile der Majoritiit. Die relative Bewegung der Molekiile
der Minoritit gegen die der Majoritit ist aber verschieden fiir
verschiedene Werte der Geschwindigkeit z, mit welcher sehr
nahezu sich ‘samtliche Molekiile der Minoritit parallel der
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Abszissenachse bewegen. Daher konnte die relative Wahr-
scheinlichkeit der verschiedenen Werte der y- und z-Kom-
ponenten der Geschwindigkeit ganz gut auch von dem
Werte des « fiir die betreffenden Minoritatsmolekille ab-
héngig sein.

Sei z. B., um nur einen Fall ganz willkiirlich herauszu-
greifen, z gleich der doppelten mittleren Geschwindigkeit eines
Molekiils oder noch etwas gréBer; dann wird es nur sebr wenige
Molekiile der Majoritat geben, welche kleine relative Geschwindig-
keiten gegen die der Minoritit haben. Relativ gegen jedes Molekiil
der Minoritat wird sich mehr als die Halfte der Molckiile der’
Majoritit mit einer (Gteschwindigkeit bewegen, welche gleich
der doppelten mittleren Geschwindigkeit oder noch grioBer ist.
Da sich diese groBe relative Geschwindigkeit bei den StoBen
fortwahrend in Geschwindigkeit parallel der Y- oder Z-Achse
umsetzt, so wire es ganz gut moglich, daB fir so groe Werte
des = unter den Minoritidtsmolekiilen groBe Geschwindigkeits-
komponenten in der Y- und Z-Richtung vorherrschen wiirden,
wogegen fir kleine x unter den Minorititsmolekiilen die kleinen
y- und z-Komponenten der Geschwindigkeit mehr vertreten
wiren. Aus dem Verhalten der verschiedenen Gruppen einer
Kommunitit kann daher bloB geschlossen werden, da die Zahl
derjenigen Molekiile der Minoritit, fir welche die nach der
Y- und Z-Achse geschitzten Geschwindigkeitskomponenten
zwischen y und y + dy, resp. z und z + dz liegen, im Durch-
schnitte immer dieselbe bleibt, also von der Zeit ¢ unabhéngig
ist, nicht aber, daB das Verhiltnis dieser Zahl zur Gesamtzahl
der Minoritatsmolekille unabhingig von z ist. Ich stelle hier
dem Ausspruche De Morgans den anderen gegeniiber, daB
man sich gerade in der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht mit
allgemeinen Phrasen begniigen darf, sondern jede Behauptung
haarscharf auf ihre Richtigkeit priifen muB, auf die Gefahr hin,
durch klare, streng logische Entwicklungen schwerfillig zu
werden. Die bloBe raumliche Ausdehnung mathematischer
Entwicklungen diirfte doch kaum der richtige Priifstein ihrer
Brauchbarkeit fir die Physik sein.

Mit seinem Beweise des Maxwellschen Geschwindigkeits-
verteilungsgesetzes fallt aber zugleich Hrn. Taits Beweis des
Avogadroschen Gesetzes, welcher ja das erstere Gesetz voraus-

Boltzmann, Gesammelte wissensch, Abhandl. IIL 20
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setzt, oder er wird wenigstens fiberfliissig, da bei dem zweiten
Maxwellschen und meinem Beweise des ersteren Gesetzes
das Avogadrosche ohnedies unter einem mitbewiesen wird,
ein anderer Beweis des Maxwellschen Geschwindigkeitsver-
teilungsgesetzes aber bis heute nicht existiert.

(Wenn etwa das Gas in konstanter Bewegung begriffen
wire, so miBte unter z der Unterschied der Geschwindigkeits-
komponenten eines Molekills von der mittleren aller Molekiile
verstanden werden, und #hnliches miiBte fir y und z gelten,
falls dann die Geschwindigkeitsverteilung unter den Minoritits-
molekiilen dieselbe Funktion von z, y, z wie bei einem ruhenden
Gase sein sollte.)

§ 8. Uber die mittlere Weglinge.

Die mittlere Weglinge eines Gasmolekiils diirfte am natiir-
lichsten nach dem Vorgange Maxwells dahin definiert werden,
daf man aus allen Wegen, welche alle in der Volumeneinheit
enthaltenen Molekiile wihrend der Zeiteinheit von einem Zu-
sammenstofe bis zum nichsten zuriicklegen, das arithmetische
Mittel nimmt. Hr. Tait dagegen schligt in der ersten Abhandlung
der Edinb. Transact. S. T4 vor, alle Gasmolekiile, die sich in
der Volumeneinheit befinden, in einem bestimmten Zeitmomente
ins Auge zu fassen und zu beobachten, welchen Weg jedes
dieser Molekiile vom gegebenen Zeitmomente an zuriicklegt,
bis es zum nichsten Male mit einem anderen zum Zusammen-
stoBe gelangt. Aus allen diesen Wegen nimmt dann Hr. Tait
das arithmetische Mittel. Bei der Maxwellschen Methode
werden von jedem Molekiile so viele Wege in das arithmetische
Mittel einbezogen, als es in der Zeiteinheit ZusammenstoBe
macht; bei der Methode Taits dagegen wird von jedem Molekiile
nur ein einziger Weg gezahlt; da die rascheren Molekiile
hiufiger zusammenstoBen, und durchschnittlich von einem Zu-
sammenstole bis zum nichsten lingere Wege zuriicklegen als
die langsameren, so werden bei der ersteren Methode die
lingeren Wege verhaltnism#Big ofter gezahlt, daher muB auch
das Mittel groBer ausfallen als bei der zweiten Methode. Um
die mittlere Weglédnge nach der ersten Methode zu berechnen,
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beobachte man alle ZusammenstoBe, welche jedes in der
Volumeneinheit enthaltene Molekiil wahrend einer ganzen
Sekunde erleidet, notiere alle Wege, welche jedes Molekiil
zwischen je zwei aufeinander folgenden ZusammenstéBen zuriick-
legt, und nehme aus allen diesen Wegen das arithmetische
Mittel. Seien entsprechend den Bezeichnungen Hrn. Taits
n Molekiile in der Volumeneinheit, von denen n.n_ eine Ge-
schwindigkeit haben, welche zwischen v und v 4- dv liegt, so
daB 'n, =1 ist. Diese letzteren Molekiile sollen in der
Sekunde N mal mit anderen zusammenstoBen und ihr mittlerer
Weg dabei p, sein, so daB N -p =w ist.” Da 1, zugleich
angibt, wieviel Wegstiicke Jedes der 7-=n, Molekile in der
Sekunde zuriicklegt, so ist nach der Maxwellschen Definition
der mittlere Weg

A = Znn,Nop, _  Zn,v .

17 San, N,  Zn0:p,

Es ist dies genau die Formel, welche Maxwell?),
0. E. Meyer?) usw. benutzten, und welche liefert 4, = 0.707 4.
Hierbei ist 4 der mittlere Weg, welcher einem Molekile zu--
kime, wenn alle anderen ohne Anderung der Grofe und der
auf die Volumeneinheit entfallenden Zahl ruhen wiirden. Nach
der Methode, welche Hr. Tait vorschligt, hat man von jedem
der n-n, Molekiile nicht &, Glieder, sondern nur ein einziges
Glied p, in das arithmetische Mittel aufzunehmen, und erhalt
somit
By= ZRBs Sy 0,677
2 Znn, vlv = 2 °
Gem#B dem Gesagten diirfte Hr. Tait entschieden im
Unrechte sein, wenn er die von Maxwell stammende Definition
der mittleren Weglinge als eine irrige bezeichnet; sie scheint
mir im Gegenteile naturgemsBer, als die beiden neuen Tait-
schen Definitionen. Fiir diejenigen, welche sich fir die
numerischen Werte interessieren, bemerke ich, dafB ich schon
vor etwa 20 Jahren bei Gelegenheit #hnlicher Untersuchungen,
welche unpubliziert liegen blieben, fand:

1) Phil. Mag. (4) 19. 1860.
%) Theorie der Gase, Breslau 1877, S. 294.
20*
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o0

4ade” " dmz — 0,650511,
. we™ ¥+ (20* + 1)6/‘e""2dx

=]

tate Tdn — 0,677464,
“we~ T + (207 +1) e dw
o 0

. ’ 43567 dwm' = 0,838264,
we ™" + Q2%+ 1)(-)/‘8—952‘1’”

0

welche Werte genauer als die von Hrn. Tait angefiilhrten sein
diirften. Die Gesamtzahl der ZusammenstoBe, welche alle
in der Volumeneinheit enthaltenen Molekiile in einer Sekunde
machen, ist S'nn, NV, = Snn v:p,. Nur das dritte dieser Inte-
grale wurde, wie bereits in § 1 bemerkt, im zweiten Teile meiner
* Theorie der Gasreibung in Formel (9), S. 436, publiziert. Noch
ein Umstand verdient Erwahnung. Es wurde immer gesprochen,
als ob wahrend der ganzen Sekunde dieselben =.n, Molekiile
sich mit einer Geschwindigkeit bewegen wiirden, welche zwischen
v und v+ dv liegt. In Wirklichkeit wechseln die Geschwindig-
keiten der Molekiile bestindig. Da aber durchschnittlich fir
ein Molekiil, welches die Geeschwindigkeit » verliert, wieder ein
anderes dieselbe Geschwindigkeit annimmt, so fiihrt die obige
Ausdrucksweise zu keinem falschen Resultate.

§ 4. Uber das Wirmegleichgewicht von Gasen, auf welche
#uBere Kriifte wirken.

Auch gegen meine Berechnung des Warmegleichgewichtes
in einem Gase, auf welches suflere Krifte wirken?), erhebt
Hr. Tait in der ersten Abhandlung in den Edinb. Trans. S. 91 .
Bedenken, und behandelt diesen Fall in anderer Weise, indem
er von einer Voraussetzung ausgeht, welche er auf S. 92 der

) Wien. Ber. 72, u. 74. (Diese Sammlung Bd. II, Nr. 32 u. 86.)
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oben zitierten Abhandlung am Schlusse des Abschnittes 31

mit Kursivschrift anfithrt. Man hat da wohl zu unterscheiden
zwischen den definierenden Annahmen, die nur den Zweck
haben, das Problem, welches man mathematisch behandeln
will, zu definieren, und zwischen einer unbewiesenen Voraus-
setzung, daf aus den gemachten definierenden Annahmen sich

gewisse Konsequenzen ergiben. Wenn man z. B. annimmt,

daB die Molekille elastische Kugeln, die Gefifwinde un-

deformierbare elastische Ebenen seien usw. usw., so sind dies
definierende Annahmen. In der Natur sind diese Annahmen

sicher nicht exakt erfiillt, aber dadurch wird die innere Folge-

richtigkeit der an sie gekniipften Xonsequenzen nicht be-

eintrichtigt. Zu den Voraussetzungen der letzeren Art aber
gehort die oben angefithrte des Hrn. Tait, da derselbe keinen

Beweis liefert, daB sie eine mathematische Konsequenz der

gemachten definierenden Annahmen ist. Auch ich bin sicher,

daB meine definierenden Annahmen den Eigenschaften der

wirklichen Gase in vielen Dingen nur #uBerst unvollkommen

entsprechen; dagegen ist sowohl mein Beweis des Avogadro-

schen Gesetzes; als auch meine Berechnung des Wirmegleich-

gewichts eines schweren (ases von nachtriglichen unbewieserien

Voraussetzungen frei. Um dies zu zeigen, will ich unter Be-

niitzung der in den seither verflossenen 12 Jahren erschienenen

Arbeiten anderer iiber diesen Gegenstand eine, wie mir scheint,

bedeutend vereinfachte Behandlung dieses Problems geben.

Und zwar will ich mich hierbei ganz der Methode bedienen,

welche Hr. H. A. Lorentz in seiner Abhandlung: , Uber das

Gleichgewicht der lebendigen Kraft unter Gasmolekulen“ D)

zuerst angewendet hat.

Ich nehme an, wir hitten ein Gas, welches in bekannter
Weise aus lauter gleichbeschaffenen einatomigen Molekiilen
‘besteht, und in einem allseitig von festen Wanden begrenzten
GefaBe eingeschlossen ist. Die Gestalt des GefiBes denken
wir uns der Einfachheit halber unveridnderlich. Jedes Molekil
sei eine feste, absolut elastische Kugel von der Masse m, welche
zudem beim StoBe nur unendlich wenig deformiert werden soll,
und deren Durchmesser verschwindend klein gegen die mittlere

) H. A. Loreﬁtz, Wien. Ber. 95. S. 117. 1887,
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Weglinge ist. Die Molekiile sollen auch an den Gefafiwinden
wie vollkommen elastische Kugeln reflektiert werden.

AuBer diesen elastischen Kraften sollen noch #HuBere
Krafte auf die Gasmolekiile wirken, und zwar seien mX,mY, mZ
die nach den Koordinatenachsen geschitzten Komponenten der
suBeren Kraft, welche auf ein Molekiil wirkt, dessen Zentrum
die Koordinaten z, y, z hat. Diese #ufleren Krafte sollen nicht
von der Zeit abhingen, sollen ein Potential besitzen und inner-
halb eines Raumes von den Dimensionen der mittleren Weglinge
nahe konstant sein. Wir wollen das Geschwindigkeitsdiagramm
konstruieren, indem wir vom Koordinatenursprunge aus die
(reschwindigkeit jedes Molekils in GrBe und Richtung auf-
tragen. Der Endpunkt der dadurch entstehenden Geraden
heife der Geschwindigkeitspunkt des betreffenden Molekiils.
Wir heben aus der Gesamtheit der Molekiile diejenigen hervor,
fiir welche die Koordinaten des Zentrums zwischen den Grenzen

1) z und z + dz, y und y'+ dy, z und z + dz
und die Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen

(2) § und § +d§, 9 und 5 +dy, { und §+ dg

liegen, und von denen wir sagen wollen, sie liegen im Parallel-
epiped dzdydz, ihr Geschwindigkeitspunkt im Parallelepiped
d&dndf. Die Anzahl dieser. Molekiille werde mit

(3) fay,z&n L t)dodw

bezeichnet, wobei do = dzdydz, do = dEdnd( ist.

Wir schreiben hier auch noch die Zeit ¢ unter dem
Funktionszeichen, um den allgemeinen Fall zu umfassen, daB
das Gas unter dem Einflusse der suBeren Krifte in Bewegung
ist; fir den Ruhezustand muB natiirlich die Funktion 7 von
der Zeit unabhingig sein. :

Wir denken uns nun mit Liorentz eine zweite Funktion
der 7 Variablen z, y, z, & 9, £ ¢ gebildet, welche wir mit P
bezeichnen wollen. Diese Funktion soll eine ganz willkiirlich
gewahlte sein. Sie kann von der Funktion /' ganz unabhéngig
sein, oder auch in irgend einer Weise mit ihr zusammenhingen
(z. B. mit f"identisch, oder gleich dem natiirlichen Logarithmus
von / sein usw. usw.) Substituieren wir in ¢ die Koordinaten
und Geschwindigkeitskomponenten des Zentrums irgend eines



86. Einige Fragen der Gastheorie. 311

Molekiils, so erhalten wir den zur Zeit ¢ dem betreffenden
Molekiil entsprechenden Wert von ¢. Die Summe der allen
Molekiilen zur Zeit ¢ entsprechenden Werte von ¢ bezeichnen
wir mit ='(¢p).

Wir kénnen dann offenbar schreiben:

() 2¢=f<ﬁ-f'd0da?,

wobei das Zeichen f eine Integration beziiglich der Variablen
& m, £ von —oo bis + 0o, beziiglich der Variablen z,y, z aber
iber das gesamte Volumen des GefiBes bedeutet. Kine Ver-
dnderung der Summe ¢ wird wihrend einer unendlich kleinen
Zeit d¢ durch verschiedene Ursachen bewirkt werden:

1. dadurch, daf die Funktion ¢ die Zeit explizit enthalt.
Die hierdurch bewirkte Verinderung soll durch ein vor-
gesetztes d, bezeichnet werden. Es ist also

a
(5) 0, S = c?tf—g‘:—-fdodw,

2. dadurch, daB das Molekiil, welches zur Zeit ¢ die Ko-
ordinaten z, y, z und die (Gteschwindigkeitskomponenten §, 7, £
batte, zur Zeit 7+ d¢ die Koordinaten z - §0¢, y +5d¢,.z + £J¢
und die Geschwindigkeitskomponenten &4 X4§¢, - Yd¢, -+ Z5¢
hat. Die gesamte hierdurch bewirkte Verinderung von. .= ¢

wird sein
. 2P+ 0 >,
wobei
(6) 52299;&],0(53 SRR )dodm,
O 53290=5;ff( +1""°°+4 )dodco.

Setzen wir zur Abkhrzung

® (F2+Est+nl it +X +Ya"’ +2%¢ )5t—5'so,
so wird .
9) 6129”"‘322‘P+53297=f6,¢fd0dw'

Von der Integration sollten hier genau. genommen die-
jenigen Molekiile ausgeschlossen werden, welche wahrend der
Zeit 0t mit anderen zusammenstoBen. Da aber die Zahl dieser
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Molekiile unendlich klein wie J¢ ist, und die Integrale auBer-
dem noch mit d¢ multipliziert sind, so entstehen hierdurch
bloB Glieder von der GriBenordnung (5% welche vernachlassigt
werden diirfen.

8. Erfahrt noch ¢ eine Verinderung durch die Zusammen-
stofe, welche wihrend der Zeit d¢ erfolgen, und es muf auch
noch diese Verinderung, welche wir mit J, ¢ bezeichnen
wollen, berechnet werden. Ich verfahre da ebenfalls ganz wie
Lorentz an der zitierten Stelle. Ich hebe von allen Zusammen-
stoBen, welche im Parallelepipede dz dy dz wihrend der Zeit J¢
geschehen, bloB diejenigen hervor, fiir welche vor dem StoBie
die Geschwindigkeitskomponenten des einen der stoBenden
Molekille zwischen den Grenzen (2) liegen, wihrend die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes der stoBenden Molekiile
zwischen den Grenzen

(10) v und u 4+ du, v und v + dv, w und w + dw

liegen soll, endlich soll die Richtung der Zentrilinie € beider
Molekiile fiir die hervorgehobenen Zusammensttfe im Momente
des StoBes innerhalb eines unendlich schmalen Kegels von
bestimmter Richtung im Raume und der Offnung di liegen.
Bedeutet ¢ den Durchmesser der Molekiile, 7 deren relative
Geschwindigkeit und ¢ den spitzen Winkel der Richtungen
von 7 und C, so ist die Zahl der hervorgehobenen Zusammen-
stoBe

(11) dn = cff, Vcos¥dodwdpdidt,

‘wobei ‘

(12) ‘ =y z&n60, fi=f(“’::‘/’ zZau—§&v—n,w—_ t),
\ : . dp = dudvdw

ist. ’

Da wir die Massen als gleich voraussetzen, so sind namlich
die Geschwindigkeitskomponenten des zweiten der stoBenden
Molekiile vor dem StoBe nur unendlich wenig von » — &, v — 1,
w — { verschieden. Nach dem StoBe sollen die Geschwindig-
keitskomponenten des ersten der stoBenden Molekiile zwischen
den Grenzen

(13) & und &4 d§, v und 7' 4 dy, ¢ und & —l—d"’

liegen, die des zweiten Molekiils sind dann unendlich wemg
von # — &, v — ¢, w — {’ verschieden.
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Es hat dann die Funktion ¢ fur die beiden Molekule vor
dem StoBe die Werte:

<P(~7«‘,.’% z, §: 7 gr t) und 'P(-Z‘, Y 2 U — §’ v —1, w—g t)s
woftir wir der Kiirze halber ¢ und ¢, schreiben wollen. Nach

dem ZusammenstoBe aber hat ¢ fiir dieselben Molekiile die
Werte

9@y 20 ) ud gy, s u—E v —9,w—={,9,
wofiir wir ¢’ und ¢,” schreiben wollen. Unendlich kleine Gréfen
von der Ordnung J¢ konnen hierbei vernachlissigt werden (es
kann also z. B. in den beiden letzten Ausdriicken ¢ statt ¢-+0¢
geschrieben werden), da die GroBen ¢, ¢,, ¢’ und ¢’ in die
(leichung (18) mit einem Faktor multipliziert eingehen, der
selbst unendlich klein von der Ordnung d¢ ist. Durch jeden
dieser ZusammenstoBe wird daher S'¢p um ¢ + ¢, vermindert,
dagegen um ¢+ ¢’ vermehrt. Durch alle hervorgehobenen
ZusammenstoBe vereint wird also J'¢ um

dn(p'+ @' — ¢ — @)

vermehrt. Wir wollen nun vereint mit der Wirkung der bisher
hervorgehobenen Zusammenstéfe die Wirkung derjenigen be-
trachten, welche im Volumenelemente do wahrend der Zeit 6¢
gerade in umgekehrter Weise verlaufen, und welche wir der
Kiirze halber die umgekehrten ZusammenstéBe nennen wollen.
Es werden diese letzteren also diejenigen sein, bei denen die
Gteschwindigkeitskomponenten des Schwerpunktes und die Lage
der Zentrilinie der Kugeln im Momente des ZusammenstoBes
genau zwischen denselben Grenzen liegen, wie bei den zuerst
hervorgehobenen, bei denen aber die Geschwindigkeitskompo-
nenten des ersten stoBenden Molekiils im Momente des Be-
ginnes des ZusammenstoBes zwischen den Grenzen (13) liegen,
so daB die des zweiten der stoBenden Molekiile im Momente
des Beginnes des ZusammenstoBes unendlich wenig von u—§&
v —n, w—{" verschieden sind. Dagegen werden, wie man
sofort einsieht, fiir die umgekehrten ZusammenstéBe nach dem
Stofle die Geschwindigkeitskomponenten des ersten der stoBen-
den Molekiile zwischen den Grenzen (2) liegen, die des zweiten
aber unendlich wenig von u — & v —#, w—{ verschieden
sein. Durch jeden der umgekehrten ZusammenstoBe wird



314 86. Einige Fragen der Gastheorie.

daher S um ¢ + ¢; — ¢'— ¢’ vermehrt, und bezeichnen
wir mit dn’ die Gesamtzahl der umgekehrten ZusammenstdBe,
so wird durch sie = ¢ wihrend der Zeit J¢ um

dri- (@ + ¢ — ¢ — 9))
vermehrt. Dieselbe GroBe erfahrt daher durch alle zuerst
hervorgehobenen und die ihnen entsprechenden umgekehrten
ZusammenstdBe vereint den Zuwachs:

(14) d=(dn—du)(@+ g '— @ — ).

Genau wie die Formel (11) ergibt sich zunfichst
(15) dn'= o2 f'f,’ Veos & dodw dp diot,
wobei

f'=f&y 2 & 1,81, f;_l'; flz,y, 2, u— §v—r,w={' 1),
do'=dg dy dt’
ist.

Um de' durch dw auszudriicken, muBf man GriéBe und
Lage der Geschwindigkeit des Schwerpunktes, sowie die Rich-
tung der Zentrilinie im Momente des StoBes sich vollkommen
unveranderlich denken. Dagegen die Geschwindigkeitskompo-
nenten des ersten der stoBenden Molekiile zwischen den
Grenzen (2) variieren lassen. — In der nachstehenden Fig. 1,
in welcher das Rechteck £& CC’
nicht in derselben Ebene wie das
Dreieck O £u zu liegen braucht, sei
0§ die Geschwindigkeit des ersten
Molekiils vor dem StoBe, Ou die
Geschwindigkeit des Schwerpunktes
beider Molekiile, und & C" die Rich-

Fig. 1. tung der Zentrilinie im Momente

des StoBes. Die nicht gezeichneten

geraden Verbindungslinien O, OC und OC’ stellen daher
resp. die Geschwindigkeit des ersten Molekiils ‘nach dem StoBe,
die des zweiten vor, und die des zweiten nach dem StoBe
dar. — Wir haben jetzt die Punkte O und « und die Richtung
von §C’ unverindert zu erhalten, wogegen der Punkt & das
ganze Innere des Parallelepipeds dw beschreiben muf. Da
hierbei die Figur £§ CC’ immer ein Rechteck, und « immer
dessen Zentrum bleiben muB, so sieht man sofort, daB der
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Punkt & ein dem Parallelepiped dw kongruentes Parallel-
epiped dw’ beschreibt, welches nichts anderes als das Produkt
der Differentiale d§ dn'd{’ darstellt. Es ist also do = dw'.
(Eine weit ausfithrlichere Darstellung dieser Koordinaten-
transformation und ihrer Beziehung zu verschiedenen Formeln
der kinetischen Gastheorie habe ich in meiner Abhandlung
,Uber die zum Beweise des Avogadroschen Gesetzes er-
forderlichen Voraussetzungen“!) gegeben. Hr. H. A. Lorentz
erreicht die grofite Einfachheit, indem er die Geschwindigkeits-
komponenten des Schwerpunktes statt der von mir S. 2532) ge-
brauchten Komponenten die relative Geschwindigkeit einfithrt.)
Man erhilt daher aus Formel (15) -

(16) dn'= o2 f"f,' VcosSdodwdpdidt,
sowie aus Formel (14)

17 d=(@'+ @, —g—@)(ffi—F'f,) 0>V cos & dodw dp di ot.

Um hieraus J, = ¢ zu finden, haben wir diesen Ausdruck
beziiglich aller mit & bezeichneten Differentiale iiber alle mog-
lichen Werte zu integrieren, was wir durch ein einziges Integral-
zeichen ausdriicken wollen.

Dabei ist aber zu beachten, daB wir nach Ausfiilhrung der
Integration jeden ZusammenstoB viermal gezihlt haben. Indem
wir namlich die Integration itber alle zuerst hervorgehobenen
ZusammenstdBe erstreckt haben, haben wir schon alle Zu-
sammenstdBe gezahlt, bei weiterer Erstreckung der Integration
itber alle umgekehrten Sté8e haben wir alle StoBe zum zweiten-
mal gezihlt; auBerdem wurde sowohl bei der ersten als bei
der zweiten Integration' jeder einzelne StoB doppelt gezahlt,
indem das Molekiil mit den Geschwindigkeitskomponenten &4 ¢
sowohl das erste als .auch das zweite der zusammenstoBenden
Molekiile sein kann.

Es ist also schlieBlich .

(0, Zg =100t
18 L, o
() { f(¢+<gl—90—%)(fh—fh)Vcosﬁdodwdpdl.

Der gesamte Zuwachs ¢ > ¢, welchen ¢ wihrend der
Zeit d¢ erfahrt, ist die Summe der Ausdriicke (5), (6), (7) und (18).

) Wien. Ber. 94. (Dieser Band Nr. 81.)
2) Dieses Bandes.
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Da die Funktion ¢ bisher ganz willkiirlich gelassen wurde, so
steht nichts im Wege, daf wir nun setzen:

=/ f )
Wobe1 { den natiirlichen Logamthmus bedeutet. Dann wird
(19) 5, g = étf O . dodw.

Dies ist einfach die Verinderung, welche die Gesamtzahl
der im Raume enthaltenen Molekiile wihrend der Zeit J¢ er-
fahrt, also offenbar gleich Null, da wir annehmen, daB die
Winde des GefaBes fest sind.

9, ¢ besteht nach Formel (6) aus drei Summanden.
Integrleren wir den ersten derselben nach z, den zweiten nach y,
den dritten nach z, so ergibt sich:

(20) % T =t [fndsdo,

wobei ds ein Oberflichenelement des GefiBes, n die Ge-
schwindigkeitskomponente eines Molekiils normal zum be-
treffenden Oberflichenelemente bezeichnet.

Wir konnen fir jedes Oberflichenelement ds statt £4¢
drei neue Variable einfithren, nimlich die Komponenten der
Geschwindigkeit in der Richtung der GefiBnormalen, und in
zwei darauf senkrechten Richtungen, welche wir mit =, ¢, be-
zeichnen wollen. Das Integral (20) geht dann iber in

@0a) . 3tffnds dndgqdr,

wobei bezughch n, g, 7 von —0o bis 4co zu integrieren ist.
Da wir nun annehmen, daB die Molekiile an den festen Winden
wie elastische Kugeln reflektiert werden, so miissen genau die-
selben Molekiile, welche mit gewissen Werten von ¢, » gegen
die Wand anfliegen, mit denselben Werten von ¢ und r von
der Wand wieder zuriickkehren. Die anfliegenden Molekiile -
unterscheiden sich von den zuriickkehrenden nur durch - das
Zeichen von n. Es bleibt also die Funktion f unveriindert,
wenn ¢ und r unverindert bleiben und nur » sein Zeichen
andert, woraus folgt, dal in dem Integral (20a) je zwei Glieder
sich tilgen, also dieses Integral selbst den Wert Null besitzt.

Ebenso kdnnen wir von den drei Summanden, aus denen
nach Gleichung (7) die GroBe 9, ¢ besteht, den ersten
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nach &, den zweiten nach #," den dritten nach { zwischen den
Grenzen — oo und + oo integrieren. Da nun fiir unendliche
Werte der Greschwindigkeiten f notwendig verschwinden musB,
so sieht man, daB auch J, ¢ = 0 ist.

Wire das Gas zu Anfang dér Zeit in einem endlichen,
aber nicht von Wanden umschlossenen Raume (dem Integrations-
raume) vorhanden, so wiirde der Ausdruck (19) negativ, und
zwar dem Zahlenwerte nach gleich der Zahl der Molekiile
sein, welche wahrend der Zeit 0¢ aus dem Integrationsraume
heraustreten. Die Anzahl dieser Molekiile wiirde aber dann
genau gleich dem Ausdrucke (20) sein, so daB J, ¢ + 5, Z¢
‘noch immer gleich Null wire. Kbenso wiirde §, ='¢ einen
negativen und J, = ¢ einen gleich groBen positiven Wert an-
nehmen, wenn die Geschwindigkeiten der Molekiile zu Anfang
der Zeit zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen wiren.

Will man die Gleichung
(21) 0, Zp+ 0,29+, Zp=0
ohne Anwendung einer Integration nach einer der Koordinaten
oder Geschwindigkeiten direkt beweisen, so kann man so ver-
fahren: Man denke sich jeden Punkt des Parallelepipeds do -
mit den Geschwindigkeitskomponenten &7¢, ebenso jeden des
Parallelepipeds do mit den Geschwindigkeitskomponenten XY Z
im Raume fortbewegt, wobei die ersteren Punkte natiirlich
geradeso wie die Molekiile an den Winden reflektiert und
auch die letzteren dabei entsprechend geindert werden miissen.

Da X, ¥, Z nicht Funktionen von §7{ sind, so #ndert
dabei keines der Parallelepipede seine GroBe. Die Parallel-
epipede sollen in ihrer urspriinglichen Lage mit do und dw,
in der neuem, in welche sie durch das Fortwandeln ihrer
Punkte wihrend der Zeit 0¢ kommen, mit do* und de* be-
zeichnet werden. ¢ sei der Wert dieser Funktion zur Zeit ¢,
wenn darin fiir die Variablen die Werte substituiert werden,
welche den Mittelpunkten der Parallelepipede do und dw ent-
sprechen, wihrend diese Funktion zur Zeit ¢ + d¢ den Wert ¢*
annehmen soll, wenn fiir die Variablen die Werte substituiert
werden, welche den Mittelpunkten von do* und dw* entsprechen;
dann ist

0 i}
= = 5t(3 +§am+n ¢4l x2e +Y‘”+Za—"§),
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welche GroBe wir schon in der Gleichung (8) mit &g be-
zeichnet haben.
Nach der Gleichung (9) ist:

0,3 + 6, + 0,2 =f§'q>fdodw .
Setzt man nun @ = If, so wird
0, Zp+6,3g+8,Se=[8fdoda = [f*do* dv* —ffdodoq.

Da in dem letzten Ausdrucke sowohl das erste wie das
zweite Integral die Gesamtzahl der Molekille des Gases dar-
stellen, so muB ihe Differenz gleich Null sein.

Die Indizes und die Vorsetzung des Zeichens ¢’ haben
fir die Funktion / genau dieselbe Bedeutung, wie frither fiur
die Funktion . :

Es reduziert sich daher, wenn ¢ = If gesetzt wird, 3¢
auf 0, ¢, und man erhilt, wenn man von den Gleichungen (4
und (18) Gebrauch macht, die Gleichung:

s f fifdodo = § o*0t f Vcos & do do dp d
von g (IR
X (fﬂ—ffx)'l(*ffl")'
Wir werden auch die allgemeine Gleichung fiir die Ver-
snderung der Funktion f brauchen, welche ich in meinen
»Weiteren Studien iiber das Wirmegleichgewicht unter Gas-
molekiilen“?) als Gleichung (44), in meiner Abhandlung ,Uber
das Warmegleichgewicht von' Grasen, auf welche #uBere Krifte
wirken“2) als Gleichung (2) bezeichnet habe. Obwohl ich diese
-Gleichung in der zuletzt genannten Abhandlung bereits aus-
fithrlich bewiesen habe, will ich dieselbe doch, da dies wenig
Schwierigkeiten macht, aus dem Bisherigen nochmals kurz ab-
leiten. Die Anzahl der Molekiile, deren Centra zur Zeit ¢ im

Parallelepipede do und deren Geschwindigkeitspunkte gleich-
zeitig im Parallelepipede dw liegen, ist
(23) N=flxy2z&n { Hddo,

wofiir wieder kurz fdodw geschrieben werden soll; ebenso ist

(22)

) Wien. Ber. 66. (Diese Sammlung Bd. 1, Nr. 22)
?) Wien. Ber. 72. (Diese Sammlung Bd. II, Nr. 82.)
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die Anzahl der Molekiile, fiir welche zur Zeit ¢4 J¢ das
Zentrum im Parallelepipede do* und der (JreschW1nd1gke1tspunkt
im Parallelepipede dw* liegt:

N, =& + £0t, y + n0t, z + L3¢,
&+ Xot, n + Yot, £ + Zdt, t+ dt) do* dw*

(24)l =do*dm*[f+5t( +§ax+ 6y+:

+ X5+ Tl 4250

Die Anzahl der Molekiile, welche von den N1 Molekiilen
wihrend der Zeit d¢ mit beliebigen anderen zum Zusammen-
stofle gelangen, erhalten wir, wenn wir den durch Gleichung (11)
gegebenen Ausdruck fiir dn iber alle mdglichen Werte von
du, dv, dw und dA integrieren. Das Resultat dieser Inte-
gration soll mit

(25) N, = dodw 0?5t f ff, Veos & dp da

bezeichnet werden. AuBer diesen &, Molekiilen gelangen alle
Molekiile, deren Anzahl oben mit %, bezeichnet wurde, nach
Verlauf der Zeit d¢ in das Parallelepiped do*, und ihre Ge-
schwindigkeitspunkte in das Parallelepiped de*.

Von den Molekillen, deren Centra sich im Parallel-
epipede do befinden, werden aber wahrend der Zeit J¢ einige
(ihre Anzahl heiBie &V,), welche vorher ganz andere Geschwindig-
keiten hatten, durch ZusammenstdBe mit anderen Molekiilen
gerade solche Geschwindigkeiten erlangen, daB ihr Geschwin-
digkeitspunkt nach dem StoBe in dem Parallelepipede dw*
liegt. Es wird also N, = N, — N, 4+ N, sein. Beriicksichtigt
man die Gleichungen (23), (24) und (25) und bedenkt, daB N,
aus Gleichung (16) durch Integration genau so gewonnen wird,
wie NV, aus Gleichung (11), so ergibt sich, da wie bereits be-
*merkt do*—- do und do* = dw ist,

d d 5

Trelvnilvod+ f+Yf+Zf
= aﬂf(f'fl — ff)V cos & dp di.
Die rechte Seite der Gleichung (22) ist eine Summe von

Gliedern, von denen keines positiv sein kann. Da aber, sobald
das Gas in Ruhe ist und seinen Zustand nicht verindert, die

(26!



320 86. Einige Fragen der Gastheorie.

linke Seite verschwinden muB, so muB auch auf der rechten
Seite jedes Glied fur sich verschwinden, und es mufl daher
ganz allgemein fiir beliebige Werte der Variablen ff, =/f"f," sein.

Da diese Gleichung fiir alle moglichen Werte der darin
vorkommenden Variablen gelten muB, sobald nur -die Be-
dingung
(27) P+ =8+ + {7
erfilllt ist, so folgt daraus zunichst in bekannter Weise, daB f;
falls das Gas sich in Ruhe befindet, die Form hahen muf:
28) Fe-tE+n+1y,
wobei 2 eine Konstante ist, und # bloB mehr die Variablen
z, y, z enthdlt. Um F zu bestimmen, beniitzen wir die Glei-
chung (26). Man sieht sofort, daB, sobald f die Form (28) be-
sitzt, der Ausdruck f'f"’—ff, immer verschwinden muB, da
ja. die Gleichung (27) fir jeden ZusammenstoB erfiillt sein
mu; daher verschwindet auch die rechte Seite der Glei-
chung (26) und die Substitution des Wertes (28) liefert

oty G H2FEX 40T + )=

Da nun die GroBe 7 die Variablen & # und ¢ nicht mehr
enthalten darf, so muB in der letaten Gleichung das mit £
das mit # und das mit { multiplizierte Glied separat ver-
schwinden, woraus sofort die bekannten hydrostatischen Diffe-
rentialgleichungen folgen. Es beruht also diese SchluBweise,
welche Hr. Tait als eine ,remarkable Prozedur« bezeichnet,
keineswegs auf einer besonderen Annahme, sondern sie ist eine
konsequente Folge der allgemeinen Gleichungen der kinetischen
Gastheorie, und ich glaube kaum, daB derjenige, welcher allem
Vorhergehenden die geniigende Aufmerksamkeit geschenkt hat,
ein Bedenken dagegen wird erheben kéonnen. (Vgl. hieriiber
auch Maxwell, Nature 7, S. 525 und 535, 28. Okt. 1873.)
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Zur Theorie der thermoelektrischen Erscheinungen.”
(Wien. Bgr. 96. S. 1258—1297. 1887.)

FEine aus den Prinzipien der mechanischen Wirmelehre
abgeleitete Theorie der thermoelektrischen Phiinomene wurde
bekanntlich zuerst von Clausius? und Thomson?) begriindet
und durch Budde®) weiter entwickelt. (Vgl. auch einen Vor-
trag Taits.5) Wihrend aber Thomson (vgl. dessen zuletzt
zitierte Abbandlung S. 220 und 221) seine Theorie zwar als
sehr wahrscheinlich bezeichnet, aber doch klar ausspricht, daB
dieselbe eine hypothetische ist und nicht mit Notwendigkeit
aus dem zweiten Hauptsatze folgt (gleicher Ansicht ist
le Roux9), glaubt Budde (II. Abhandlung S. 683) beweisen
zu konnen, daB der thermoelektrische Prozef an sich um-
kehrbar und derart von der Warmeleitung unabhiingig sei,
daB in seiner Theorie vor dieser ganz abgesehen werden konne.
Wenn wihrend eines einzigen unendlich kleinen Zeitmomentes
der thermoelektrische ProzeB ohne die mindeste Warmeleitung
vor sich gehen konnte, so wiirde allerdings folgen, daf fiir
diesen Moment die von Budde mit d@, /7 bezeichnete Grife
ein vollstindiges Differential sein muB, und wiirde dies fiir
einen beliebigen Zeitmoment gelten, so mifite auch [dQ, /T=0
gein. Der innige Zusammenhang zwischen Wirme- und Elek-

1) Voranzeige dieser Arbeit Wien. Anz. 24. S.295. 15. Dez. 1887.

%) Clausius, Pogg. Ann. 90. S. 518. 1853; 139. 8. 230, 150. 8. 230.
1874; Mech. Wirmelehre 2. Beh. d. Elektr. 8. 170 u. 335.

8 Thomson, Edinb. proe. 15. Dez. 1851; Edinb. Trans. 21. 1.
S. 128. 1854; Phil. Trans. 8. S. 661. 1856 u. 1875; Phil. Mag. (4) 11. 8. 214
u. 281. 1856.

4 Budde, Pogg. Ann. 158. 8. 3843, 1874; Wied. Ann. 21. 8. 277.
1884; 30. S. 664, 1887.

% Tait, Pogg. Ann. 152. S. 427. 1874.

% Le Roux, Ann. de chimie (4) 10. S. 241. 1867. .

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. III. 21 -
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' trizititsleitung macht es jedoch wahrscheinlich, daB auch nicht
fir einen einzigen Zeitmoment thermoelektrische Wirkung ohne
Warmeleitung moglich ist.

Die Verkntipfung der Wirmeleitung mit der Theorie der
Thermoelektrizitit wire dann eine viel innigere, als z. B. mit
der Theorie der Dampfmaschine. Auch die letztere kann
freilich nicht ohne Warmeverluste durch Leitung, Strahlung,
Reibung der Rader usw. arbeiten; allein es 188t sich doch
keine bestimmte Grenze angeben, unter welche das Verhiltnis
dieser Verluste zur Gesamtleistung der Maschine durch passende
Wahl der Dimensionen, des einhiillenden Materials usw. nicht
herabgedriickt werden konnte. In der Theorie der Thermo-
elektrizitit dagegen ist die Angabe einer unteren Grenze fiir
die Verluste durch Warmeleitung mdglich, da diese mit dem
Materiale der wirkenden Korper selbst notwendig verkniipft
sind. Daher scheint mir der Versuch einer Theorie, welche
beide Phinomene als notwendig miteinander verkniipft be-
trachtet, gerechtfertigt. Schon F. Kohlrausch?) spricht diese
Ansicht aus, ohne jedoch ihren mathematisch formulierten
Ausdruck in seine Theorie der Thermoelektrizitit aufzunehmen.

Die Clausius-Thomson-Buddesche Theorie ist so schon
in sich abgeschlossen, daB die Moglichkeit ihrer vollstindigen
Ubereinstimmung mit den Tatsachen nicht geleugnet werden
kann. Eine andere Frage aber ist die, ob ihre strenge Richtig-
keit aus den Prinzipien der mechanischen Wirmetheorie mit
Notwendigkeit folgt. Letzteres ist, wie ich glaube, nicht der
Fall, und nur das Experiment wird entscheiden konmnen, ob
die genannte Theorie exakt richtig ist oder vielleicht nur an-
genihert, wie z B. der Thomsonsche Satz {ither den Zu-
sammenhang der elektromotorischen Kraft galvanischer Kle-
mente und der Wirmetonung ihrer chemischen Prozesse, bei
welchen Phénomenen auch die einfachste Annahme, daB jedes-
mal die gesamte chemische Warme in elektrische Energie ver-
wandelt wird, in der Natur im allgemeinen nicht zutrifft.

Da die bisherigen Theorien der thermoelektrischen ¥r-
scheinungen hier eine bedeutende Verallgemeinerung erfahren

) Kohlrausch, Pogg. Ann. 156. S. 601. 1875; G&tt. Nachr. 1874.
S. 65: Wied. Ann. 23. S. 477, 1884.
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sollen, so ist damit notwendig eine gewisse Unbestimmtheit
verkniipft, und es wire die Moglichkeit einer noch groBeren
Verallgemeinerung nicht vollig ausgeschlossen. Ich will daher
das Hauptgewicht nicht darauf legen, die gréBtmogliche All-
gemeinheit der Formeln anzustreben, sondern vielmehr so
strenge wie moglich nachzuweisen, dal die hier entwickelten
Formeln, welche jedenfalls weit allgemeiner als die Thomson-
Buddeschen sind, weder mit den Hauptsatzen der mechanischen
Wirmetheorie, noch sonst mit einem bekannten physikalischen
Prinzip im Widerspruche stehen, daB also die Thomson-
Buddeschen Formeln keine notwendige Konsequenz der mecha-
nischen Wirmetheorie sind.

Wir betrachten zunichst ein einfaches Thermoelement,
gebildet aus zwei Metallen, welche wir, um die Begriffe zu
fixieren, Wismut und Antimon nennen wollen (Fig.1). Die
eine Lotstelle habe die absolute Temperatur 7, die andere 7,
und es sei 7, > 7). Die Léngenelemente ds im Antimon
und do im Wismut zihlen wir in der Richtung der wachsenden
Temperaturen von der ersten gegen die zweite Lotstelle, also
dem Sinne des in beiden Metallen flieBenden Warmestromes
entgegen. Im Wismut ist dies die Richtung des vom Elemente
selbst erregten positiven thermoelektrischen Stromes, im Anti-
mon dagegen die entgegengesetzte. Die Lingen s und ¢ von
der ersten Lotstelle an gezihlt, sollen als die Abszissen einer
Stelle im Wismut oder Antimon bezeichnet werden, wenn sie
auch auf einem krummen oder geradgebrochenen Wege fort-
schreiten. Das ganze Element werde von einem elektrischen
Strome ¢ durchflossen, welchem wir das positive Zeichen geben,
wenn er die Richtung des vom Elemente selbst erregten Thermo-
stromes hat, also im Wismut von der ersten gegen die zweite
Liotstelle im Sinne der wachsenden o flieBt. Derselbe kann
aber auch durch #auBere elektromotorische Krifte mitbedingt
werden. -

Wir nehmen mit Thomson als durch die Erfahrung ge-
niigend festgestellt an, daf die in einem bestimmten Systeme
geweckte ' elektromotorische Kraft bloB von der Temperatur
der Lotstellen, also nicht von der Art und Weise abhingt,
wie die Temperatur lings des Drahtes von dem heiflen gegen
das kalte Fnde hin absinkt; ferner daB alle Metalle eine

21*
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thermoelektrische Spannungsreihe bilden, derart, daB die elektro-
motorische Kraft einer aus beliebigen Metallen gebildeten
Thermokette gleich ist einer Summe, in welcher jedes Metall
oin Glied liefert, das nur von seiner Beschaffenheit und den
beiden Temperaturen seiner Enden abhingt.

Dann wird zunichst an der Berithrungsstelle zweier be-
liehiger Metalle eine thermoelektromotorische Kraft titig sein
kénnen, welche die Differenz zweier je einem der Metalle

[z
Fig. 1.

eigentiimlicher Funktionen der Temperatur ist. Die elektro-
motorische Kraft, welche an der zweiten der in Fig. 1 ge-
zeichneten Liotstellen die Elektrizitat in dem Sinne zu treiben
sucht, in welchem wir den Strom ¢ positiv zéhlen, also vom
Wismut zum Antimon, sei

F(Ty) — DIy = £, — Dy

die elektromotorische Kraft, welche ebenfalls in der Richtung
von 7 an der ersten Lotstelle wirkt, ist

¢(T1)-F(T1)= @, ""'Fl'

AuBerdem sei in jedem Elemente ds eine elektromotorische
Kraft f(T)dT tatig, welche die Elektrizitit im Sinne der ab-
nehmenden Temperaturen, also im Sinne des Wirmestromes
zu treiben sucht. Dann ist die ganze elektromotorische Kraft,

welche im Antimondrahte selbst ihren Sitz hat, und in der
Richtung von 7 wirkt
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Dieselbe Bedeutung, welche die Funktion f(7) fiir Antimon
hat, habe die Funktion ¢ () fir Wismut, so daB in einem
Liangenelemente des Wismut in der Richtung des Wirmestromes
die elektromotorische Kraft ¢+ d 7 wirke. Dann ist die'elektro-
motorische Kraft, welche im Verlaufe des Wismutdrahtes der
Fig. 1 in der Richtung von ¢ wirkt:

Ty
— f pdT.
7
Wir lassen es vorlsufig vollkommen unentschieden, ob
dieselbe daher riihrt, daB die Warme, wie Kohlrausch an-
nimmt, Elektrizitit mit sich zieht, oder daB, wie Clausius
annimmt, zwei verschieden warme Teile desselben Metalles wie
zwei verschiedene Metalle bei ihrer Beriihrung thermoelektro-
motorisch wirken; oder endlich, daB die Elektrizitat in ver-
schiedenen Metallen und in verschieden warmen Teilen des-
selben Metalles eine verschiedene “spezifische Energie besitzt.
Nach dem Obigen ist die gesamte elektromotorische Kraft
des in Fig. 1 dargestellten Thermoelementes, welche die positive
Elektrizitat in der Richtung zu treiben sucht, in welcher ¢

positiv gezidhlt wird,
Ts

T, 2
(1) e=F,—®,—F + © + [fd1— [qar.
e
Wir gelangen von dieser allgemeinen Formel sofort zur
Form, in welcher Budde die Thomsonsche Theorie darstellt,
wenn wir den Clausiusschen Satz anwenden, daB die von der
Wirme geleistete Arbeit der absoluten Temperatur proportional
ist. Seien z und ¢ die betreffenden Proportionalititsfaktoren,
so werden 7'z und 7'¢ die Spannungen sein, welche dem Antimon,
resp. Wismut bei der Temperatur 7 zukommen. An der zweiten
Lotstelle der Fig. 1 stoBt bei der Temperatur 7}, ein Metall mit
dem Proportionalititsfaktor z, an eines mit dem Proportionalitits-
faktor £,, daher ist die elektromotorische Kraft daselbst

@) . Fy— @y =Ty(z, — &)
Ebenso wird
(3) F—® =1 (5 — &)

In dem Querschnitte des Antimonstabes, -dessen Abszisse s
und dessen ahsolute Temperatur 7 ist, hat der Proportionalitéts-
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faktor den Wert z; im Querschnitte mit der Abszisse s 4 ds
und der Temperatur 7'+ d7 den Wert z 4+ dz. Wir wollen
nun mit Budde die Sache so betrachten, als ob im Elemente ds
ein Metall mit dem Proportionalititsfaktor z 4+ dz bei der
Temperatur 7' zusammenstofen wirde mit einem Metalle mit
dem Proportionalititsfaktor z; dann finden wir die elektro-
motorische Kraft, welche im Elemente ds wirkt und welche
wir mit /'d 7' bezeichnet haben, indem wir einfach die Formel (2)
anwenden. Wenn man in der Richtung, in welcher i positiv
gezihlt wird, fortschreitet, so gelangt man zuerst zum Quer-
schnitte s 4+ 4s und dann erst zu s, also zuerst zu dem Metalle
mit dem Proportionalititsfaktor z + dz. Daher hat man in
Formel (2) statt £, zu schreiben z + dz, statt z, aber z
Man erhilt also:

(4) fdl=1z—(z+dz)]=—Tdz.
Ebenso
(5) pdl =—Td¢.

Tiir die gesamte elektromotorische Kraft ergibt sich daher
T, T,
(6) 6=Q@fag_ﬂ@f-g_ffm+Jﬁdg
T, T

wobei z und ¢ die von Thomson mit ¢, von Budde mit ¢ und g
bezeichneten GroBen sind. Diese Betrachtungsweise scheint
mir jedoch eine Willkiirlichkeit zu haben; denn bei der zweiten
Lotstelle haben beide Metalle dieselbe Temperatur, aber einen
um eine endliche Grofe verschiedenen Proportionalititsfaktor z.
Betrachtet man dagegen das heiflere und kiiltere Antimon,
welche in dem Klemente ds zusammenstoBen, als zwei ver-
schiedene Stoffe, so ist ihre Temperaturdifferenz d7' von der-
selben GroBenordnung wie der Unterschied dz der ihnen eigen-
timlichen Proportionalitatsfaktoren und daher die Anwendbar-
keit der Formel (2) fraglich. KEs wire im Grunde genommen
mit der obigen Betrachtungsweise gleichberechtigt, wenn man
sagen wiirde: die Spannung im Querschnitte s sei 7'z, die im

Querschnitte s 4+ ds aber 7'z 4 d(T'z), daher sei die elektro-
motorische Kraft im Elemente ds

= — d(T'2).
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Freilich hat schon Thomson gezeigt, daB die Formel (6)
in Verbindung mit den spiter folgenden Formeln (13)...(16)
eine notwendige Konsequenz des zweiten Hauptsatzes der
mechanischen Wirmetheorie ist, sobald man die Wirmeleitung
nicht berficksichtigt. Da wir aber eben diese als notwendig
mit der Thermoelektrizitit verkniipft in den Kreis unserer
Betrachtungen ziehen wollen, so miissen wir wieder zur ganz
allgemeinen Formel (1) zuriickkehren.

Bezeichnen wir mit ' und @’ die Ableitungen der
Temperaturfunktionen # und @, so konnen wir die Formel (1)
auch so schreiben: "

T, T,
e= [T+ par— [(@+g)ar,
T ) T
oder wenn wir setzen

Fl+f=a: (b,+§0=“3
To Ts
) e= |adl — | «dT.
)

Unter denselben Grundannahmen wollen wir auch die
Formel fiir die entwickelte Peltiersche Wirme aufstellen.
Wir setzen wieder voraus:

1. daB sie der Stromstirke proportional ist;

2. daB die an der Berithrungsstelle zwischen den Metallen
A und C entwickelte Peltiersche Wiarme gleich der Summe
der an den Beriihrungsstellen von 4 und B einerseits, und
B und C andererseits durch denselben elektrischen Strom bei
gleicher Temperatur entwickelten ist.

Unter diesen Voraussetzungen ist also die an der zweiten
Liotstelle in der Zeiteinheit entwickelte Peltiersche Warme

8) Wy, =—im, + iy,.

Ebenso ist die an der ersten Lotstelle in der Zeiteinheit
entwickelte Peltiersche Wirme
9) wy, =itm — iy .

Hierbei sind m und p Temperaturfunktionen, welche die

Wirme darstellen, die beim Austritte der Elektrizitatsmenge 1
aus dem betreffenden Metalle entwickelt wird. Fiir die in
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Fig. 1 vorausgesetzten Metalle ist bei miBiger Temperatur
m — u positiv. AuBerdem wird, wie Thomson theoretisch
und experimentell nachgewiesen hat, in jedem Lingenelemente
eines Metalles, sobald daselbst Temperaturgefille und ein
elektrischer Strom vorhanden ist, Warme entwickelt. Wir
nehmen von dieser letzteren an, daB sie der Stromintensitit
proportional ist, und auBerdem nur von der Natur des Metalls,
dessen absoluter Temperatur und der Temperaturdifferenz an
den beiden Enden des betrachteten Elementes abhingt, welcher
letzteren sie ebenfalls proportional sein soll. Wir kdnnen also
die in ds in der Zeiteinheit entwickelte Warme fiir einen Strom
von der Intensitit 1, der vom kilteren zum heiferen Ende
flieBt, mit nd7, die in do unter denselben Umstinden ent-
wickelte Warme mit »d T bezeichen. Dann wird von dem in
Fig. 1 betrachteten Strome ¢ in dem Elemente ds die Warme

(10) dw=—indT,
dagegen in dem Elemente do die Wiarmemenge
(11) do =ivdT

in der Zeiteinheit entwickelt. Die gesamte, in dem betrachteten
Thermoelemente in der Zeiteinheit entwickelte Wirme ist also:

Ty T
(12) Zdw_-:i[_.mz + oy +m =y ——fnd.’l’—}— f?}(lT].
T T

Nimmt man an, daf die in Formel (1) mit 7, — &@,, 7, — ®,,
fdT und @dT bezeichneten elektromotorischen Krifte von einer
ganz durch die Wirme erzeugten Potentialdifferenz (oder auch
wie Budde neuerdings annimmt) teilweise von einer Ver-
schiedenheit der Energie der Klektrizitit an verschieden be-
schaffenen oder verschieden heien Metallen herriihrt,?) so

) Dann muf die positive Elektrizitit im Wismut kleinere Energie
der lebendigen Kraft, als im Antimon besitzen, daher beim Ubergange
von Wismut zum Antimon Wirme an sich ziehen; der hiervon herrithrende
Teil von 4u, — ¢m, wire also negativ. Andererseits wiirde hierdurch
die positive Elektrizitsit vom Wismut ins Antimon gezogen, geradeso als
ob sie von den Molekiilen des letzteren stirker angezogen wiirde. Daher
wire die elektromotorische Kraft I, — @,, welche den Strom vom Wis-
mut zum Antimon treibt, positiv, wodurch die eben gebrauchten Zeichen
auch in diesem Falle gerechtfertigt sind.
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muf nach dem ersten Hauptsatze die freiwerdende Wiarme
jedesmal der Arbeit oder dem Verluste an lebendiger Kraft
der daselbst durchgehenden Elektrizitit gleich sein; also

Wy =—Timy + iy, =—i(F, — D,),
wy =im — iy, =i(F, — Q),
dw=—indl=—ifd7,
dco=i,udT=z'rpdT.

Substituiert man hier die Werte aus den Gleichungen (2),

(3), (4), (8), so folgt:

(18) wy =—imy +ip, =iT, (5 — 2,),
(14) w = imy =iy =il (e~ ),
(15) dw=—indl=iTdz,

(16) do=ivdl =ild¢;

die gesamte entwickelte Peltiersche Wirme ist also
Ty Ts
17 Sdw= z‘[TZ G-z =BG —=)+ [Tdz fde;] .
T, &Y

Bs ist dies genau der schon von Thomson aus seiner
Theorie abgeleitete Wert. Wie der erste, so ist auch der zweite
Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie erfiillt, und zwar
50, als ob der thermoelektrische ProzeB ganz unabhiingig von
der gleichzeitig stattfindenden Warmeleitung vollkommen um-
kehrbar wire. Denn es ist in der Tat

du_w v [o (do_
T=ntnt)7t)7T=0
e

Wollen wir eine allgemeinere Formel aufstellen, in der
wir die thermoelektrischen Strome als mit der Warmeleitung
untrennbar verbunden und daher den GesamtprozeB nicht als
rein umkehrbar betrachten, so miissen wir wieder zur Formel (12)
zuriickkehren. Diese Formel gibt den allerallgemeinsten Aus-
druck fir die entwickelte Peltierwirme, welcher nun so zu
spezialisieren ist, daB den beiden Hauptsitzen der mechanischen
Wirmetheorie geniigt wird.
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Die gesamte Arbeit, welche die ganze thermoelektrische
Kraft ¢ in der Zeiteinheit leistet, ist
T,
et = zf(a-— )dT;
T,
diese kann nur aus der der Umgebung entnommenen Wirme
stammen; sie muf also, wenn Arbeit und Warme in gleichem
MaBe gemessen werden, gleich der gesamten absorbierten

Wirme — — Sdw sein, was nach Formel (12) liefert:
7 % i
08 [la—adl=my—p—m + @+ [ndl= [ndl.
Ty ' Tl T,

Differentiiert man nach 7,, und setzt hernach 7, =7,
so folgt:

dm
aT ‘

Da dies fir beliebig herausgegriffene Metalle gilt, so
muf} sein:

du .
a— o= _ﬁ'"l‘" V.

dm dn .
e=gp T T

ebenso: ’

. a=%%+w+%%,
wobei M eine fiir alle Metalle gleiche Funktion der Temperatur
ist. Diese Gleichungen vereinfachen sich noch ein wenig,
wenn man die Summen m 4+ M und v + M mit & und 3 be-
zeichnet. Die Gleichungen (8), (9), (10) und (11) liefern dann
fir die entwickelten Wiarmen ‘

(19) w, = ib —if, wy=—ib,+if,,
(20) dw = (%—a)id'ﬁ, do = (a——-gu‘;,)i(lfl’,

dabei sind a und b gewisse Funktionen der Temperatur, welche
fiir jedes Metall andere Werte haben konnen. dw ist die in
der Zeiteinheit in einem Elemente entwickelte Thomsonsche
Wirme, an dessen Enden die Temperaturdifferenz d 7' besteht,
und welches vom heiBeren gegen das killtere Ende hin von
einem elektrischen Strome von der Intensitiit ¢ durchflossen
wird. w, =p, — b, ist die Peltiersche Wirme, welche in
der Zeiteinheit an der Berithrungsstelle entwickelt wird, so-
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bald der Strom ¢ daselbst von dem Metalle mit den Kon-
stanten e, 8 zum Metalle mit den Konstanten a, o bei der
Temperatur 7, iibergeht. Die gesamte im Stromkreise der
Fig. 1 entwickelte Warme kann nach Formel (12) auch so ge-’
schrieben werden:

Sdw= z[fk% + w) a7 — f(%’f + n) dT}
T T,

(21)

Ty
=1- (a —_ a) dT
]
und man sieht sofort, daB der erste Hauptsatz stets erfiillt
sein muB, sobald es diese Gleichungen sind.

Ich habe die bisherigen Entwicklungen absichtlich von
jeder Ansicht tiber die Ursache der thermoelektrischen Er-
scheinungen unabhingig gemacht und bloB die allgemeinsten
Gleichungen aufgesucht, welche wenigstens mit groBer Wahr-
scheinlichkeit eine richtige Beschreibung dieser Erscheinungen
darstellen. Es scheint mir aber jetzt angezeigt, wenigstens
beildufig zu erwihnen, daB diese Gleichungen wie von selbst
zur Kohlrauschschen Theorie der Thermoelektrizitiat hinleiten.

Man sieht n&mlich leicht, daB man die Gleichungen (19),
 (20) und (21) dahin interpretieren kann, daB im Antimon in
der Richtung des positiven elektrischen Stromes durch jeden
Querschnitt von der Temperatur 7' in der Zeiteinheit die Warme-
menge b7, im Wismut dagegen die Wirmemenge ¢ hindurch-
gefithrt, und auBerdem im Elemente ds, wenn es vom Strome ¢
in der Richtung wachsender Temperaturen durchflossen wird,
die Wiarmemenge a-7-d 7 entwickelt wird. Ebenso miiBite im
Flemente do, wenn es im Sinne wachsender Temperaturen
vom Strome ¢ durchflossen wird, die Wérmemenge «:d 7T ent-
wickelt werden. In der Tat wiirde, sobald man eine derartige
Fortschiebung. der Warme durch den elektrischen Strom an-
nimmt, an der zweiten Lotstelle die Wérmemenge 3, ¢ am Ende
des Wismuts zum Vorschein kommen, dagegen 4,7 im Antimon
von der Lotstelle weggefithrt werden; die gesamte daselbst ent-
wickelte Warmemenge wire also durch die zweite der Formeln
(19) bezeichnet. — Durch den Wismutquerschnitt mit der Ab-
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szisse o tritt die Warmemenge £¢ in das Element do ein,
durch den Querschnitt mit der Abszisse o + do die Wirme-
menge (3 + df) aus. AuBerdem wird daselbst die Warme-
‘menge «id T entwickelt, was wieder zur letzten der Formeln (20)
fithrt. In gleicher Weise ergeben sich die iibrigen Gleichungen.
Auch durch diese Vorstellung braucht iibrigens moch nichts
iiber die Ursache der thermoelektrischen Erseheinungen aus-
gesagt zu werden, sondern es wird dadurch blob konstatiert,
daB die Warmeverhsltnisse sich genau in derselben Weise ver-
andern, wie es durch die oben beschriebene Fortfithrung der
Warme geschihe. Da wir bisher bloB entscheiden kdnnen, ob
der Warmeinhalt eines Teiles eines Korpers zu- oder ab-
genommen hat, nicht aber ob bei gleichbleibendem Wirme-
inhalte jedes Teiles des Korpers die in den verschiedenen
Teilen enthaltenen Wirmequanta ihre Plitze im Korper ver-
tauscht haben, so gibt es auch kein Mittel, um die letztere
Vorstellung von der Vorstellung zu unterscheiden, daB ledig-
lich die Wirmemenge (19) an den Lotstellen und (20) in den
Lingenelementen ohne irgend eine Wanderung der Wirme
frei werden. Da die Warme kein Stoff ist, gibt es vielleicht
kaurh eine Moglichkeit, die begriffliche Verschiedenheit der
beiden Vorstellungen zu definieren. Aber am naheliegendsten
ist unstreitig die Annahme Kohlrauschs, daB der elektrische
Strom eine mitziehende Kraft auf die im Leiter enthaltene
Wirmemenge ausiibt. Auch die Formel (7) fir die elektro-
motorische Kraft findet ihre einfachste Erklirung, wenn man
einstweilen wieder, ohne nach der Ursache zu fragen, annimmt,
daB die elektromotorische Kraft nicht an den Kontaktstellen,
sondern bloB in den Léngenelementen der beiden Leiter selbst
ibren Sitz hat, und zwar liefert ein Antimonelement, dessen
Enden die Temperaturdifferenz d 7' haben, die elektromotorische
Kraft a d T, welche die Elektrizitit im Sinne des Wirmestromes,
also in der Richtung der Temperaturabnahme zu treiben sucht.
Dieselbe Grofe hat fir Wismut die GroBe «d 7.

Nimmt man mit Kohlrausch eine Mitfihrung der positiven
Elektrizitdt mit dem Wirmestrome im Antimon an, so hat
man sich dieselbe so zu denken, daB dabei ein Teil der
stromenden Wirme einfach in Elektrizitdtshewegung verwandelt
wird. Der Thomsoneffekt ist dann keine selbstindige neue
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Wirkung, sondern es ist selbstverstdndlich, daB, wenn die Ver-
wandlung von Wirme in Elektrizititshewegung nicht durch
eine gegenwirkende elektromotorische Kraft aufgehoben wird,
wenn also wirklich im Antimon ein elektrischer Strom 7 von .
einer Stelle mit der hoheren Temperatur 7+ d7 zu einer
andern von der Temperatur 7' zustande kommt, die Wirme-
menge aid7 als Wirme verschwinden muB. Der gleichzeitige
gleichgerichtete Strom von Warme und positiver Elektrizitat
im Antimon wire dann immer so aufzufassen, als ob die
inneren Krifte im Antimon oder auch mitwirkende #uBere
elektromotorische eine teilweise Verwandlung der Wirme in-
Elektrizitatsbewegung bewirkten, d. h. in eine Bewegung, die
sich erst auBerhalb wieder in Arbeit oder Warme umsetzt.

Nimmt man an, daB ein Metall moglich ist, dessen Ober-
fliche genau dieselbe Beschaffenheit hat wie das-Innere, und
welches von einem Isolator umgeben ist, der absolut keine
Elektrizitat aufnimmt, so daB die Ladung nur auf der Ober-
fliche des Metalles sitzen kann, so wire zwischen der Kohl-
rauschschen und der Clausius-Thomsonschen Vorstellung,
welche den Sitz der thermoelektrischen Kraft teilweise an die
Beriithrungsstellen verlegt, freilich eine experimentelle Ent-
scheidung moglich, indem unter der ersten Voraussetzung an
den Beriihrungsstellen kein Potentialsprung oder wenigstens
kein solcher, welcher von der Temperatur abhingt, statt-
finden miiBte. .

Da aber das Potential einer Metalloberfliche immer selbst
im sogenannten Vakuum durch eine Oberflichenschicht ganz
wesentlich modifiziert wird, so diirfte auch hier jeder Versuch
einer experimentellen Entscheidung scheitern.

Die Gleichungen (7), (19) und (20) konnen als der all-
gemeinste Ausdruck jeder moglichen Theorie der thermoelektri-
schen Erscheinungen aufgefaBt werden. Sie sind jedoch inso-
fern noch zu allgemein, als darin keine Riicksicht auf den
zweiten Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie genommen
ist. Zu diesem Behufe miissen wir auch auf das Ph#nomen
der Warmeleitung unser Augenmerk richten. Sei g die (innere)
Wirmeleitungskonstante, ! die Linge, f der Querschnitt des
Antimonstabes. 7; 2 und ¢ sollen dieselbe Bedeutung fiir den
Wismutstab haben. Da wir eine Fortfihrung der Warme durch
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die Elektrizitit hier nicht ausschlieBen, so miissen wir das
Phinomen der Wirmeleitung mit der groBten Vorsicht be-
handeln, und daher ausdriicklich hervorheben, daf wir dazu
noch die Annahme machen, daB die im vorhergehenden ge-
schilderten Warmephinomene sich einfach tiber die gewShnliche
Wirmeleitung und die Joulesche Wirmeerzeugung super-
ponieren, ohne daB dabei die Gesetze der letzteren Phiinomene
alteriert wiirden, jedoch auch ohne daf der zweite Hauptsatz
auf erstere Phinomene allein angewendet werden darf. Hochstens
konnte der Wert der Wirmeleitungskonstante durch den elektri-
schen Strom verindert werden, in welchem Falle ¢ und y die
neuen, wihrend der Zirkulation des Stromes geltenden Werte
dieser Konstanten bedeuten wiirden. Diese Annahme bedingt
es auch, daB der elektrische Strom die zu seiner Erhaltung
notwendige Wiarme nur aus dem durch die Gleichungen (19)
und (20) ausgedriickten Peltier-Thomsonschen Phinomene
schopfen kann, und dafl wir daher bei Ableitung der Gleichung (18)
berechtigt waren, von der Wirmeleitung und der Jouleschen
Wirme zu abstrahieren.

Unter dieser Voraussetzung wird der ersten Liotstelle durch
Wirmeleitung, im Antimon die Wirmemenge

7o (),

durch Warmeleitung im Wismut die Wirmemenge

aT
77 (25
zugefiihrt,

Die Indizes 1 der Differentialquotienten driicken aus, daB
nach der Differentiation der fiir die erste Lotstelle geltende
Wert der Temperatur zu subsituieren ist. Nimmt man dazu
den durch die erste der Gleichungen (19) gegebenen Wert, so
ergibt sich fiir die daselbst im ganzen entwickelte Wirmemenge:

@) M=roGg) +er(55), Fai- e

Ebenso ergibt sich fir die an der zweiten Lotstelle im
ganzen entwickelte Wirmemenge:

ar

(23) /’Vz=_ff](%£:‘>2“93"/(%)’_ibz+iﬂ2'
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Dieser Ausdruck ist natirlich negativ, da an der zweiten
Lotstelle Warme absorbiert wird.

Durch den Querschnitt mit ‘der Abszisse s tritt infolge
der Wiarmeleitung die Warmemenge

T9g |
aus dem Klemente ds aus. Durch den Querschnitt mit der
Abszisse s + ds tritt die Wﬁrmemenge

aT aT
foas + 455 (f9gs)
ein, daher hiuft sich durch Warmeleitung in dem Elemente
in der Zeiteinheit die Wirmemenge

ds-—<fg ds)

an. Bezeichnen noch % und 7 die absoluten elektrischen
Leitungsvermogen des Antimons resp. des Wismuts, so hat
der elektrische Leitungswiderstand des Elementes ds den Wert:
LN
Ckf
Die daselbst entwickelte Wirmemenge ist daher 2ds/kf,
und nimmt man dazu noch den durch die erste der Glei-
chungen (20) gegebenen Wert, so ergibt sich fir die gesamte
im Elemente ds in der Zeiteinheit entwickelte. Wiarme der Wert

d ar .db dT dT
@4) W =ds [—‘E<fg~is—~) pidbdl_ g4t +If}
Ebenso wird im Léngenelemente do die Wirmemenge
y d aT\  .df dT AT |
@) d@=do[f(prih) - ifh e+ 2]

entwickelt. Falls bloB an beiden Lotstellen durch Wirme-
Zu- und Abfuhr die Temperatur konstant erhalten wird, die
iibrigen Stellen der Drihte aber von unendlich schlechten
Wirmeleitern umgeben sind, miifte der Ausdruck der eckigen
Klammer in den Gleichungen (24) und (25) verschwinden.
Wiirde auch den Litstellen Warme weder zugefithrt noch ent-
zogen, so daB man bloB die durch einen von auBen durch-
geleiteten elektrischen Strom erzeugten Peltier-Thomson-
schen Temperaturverinderungen beobachten wiirde, so miiBten
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auch noch die Ausdriicke (22) und (23) verschwinden, wodurch
dann die Temperatur in jedem Punkte des Systems bestimmt
wiare, wenn die Stromintensitdt ¢ und die in einem willkiirlich
gewihlten Punkte herrschende Temperatur gegeben wiren, die
dort durch #uffere Einfliisse konstant erbalten werden miiite,

Ich bemerke, daB es hier ganz im Sinne des zweiten
Hauptsatzes ist, von einer Umgebung der Driahte oder Lot-
stellen mit unendlich schlechten Wirmeleitern zu sprechen, da
die Wiarmeabgabe derselben nach auBen nicht wie die Wiarme-
leitung im Innern des Antimon oder Wismut wesentlich mit
dem Vorgange verkniipft ist, sondern es den Anschein hat, daB
in der Tat durch VergréBerung des Querschnittes der Drihte
gegeniiber der Oberfliche derselben und Anwendung einer sehr
‘schlecht leitenden Umgebung die nach auBen abgegebene Wirme
beliebig klein gemacht werden kann.

Wir wollen nun zunschst die gesamte Temperaturdifferenz
unendlich klein annehmen und demgemiB setzen:

T1=T, _7;=T+1:.

Wir nehmen den oben besprochenen Fall an, daB die
heifle Lotstelle durch stete Wirmezufuhr von einem groBen
Wéarmereservoir von der Temperatur 7'+ z, die kalte durch
stete Wirmeabgabe an ein Wirmereservoir von der Tempe-
ratur 7' auf konstanter Temperatur erhalten werden, wihrend
die Drihte in ihrem fibrigen Verlaufe von sehr schlechten
Wirmeleitern umgeben sind. Letzteres widerspricht, wie eben
bemerkt, den von uns aufgestellten Prinzipien nicht. Die Be-
dingung hierfir ist, daB in den Gleichungen (24) und (25) die
eckig eingeklammerte GroBe verschwinden muB. Wir setzen
voraus, dafl der Querschnitt /' des Antimonstabes an allen
Stellen gleich groB ist, und daB dasselbe auch fiir den Wismut-
stab gilt. Wenn ¢ sehr klein ist, so konnen zudem die
GroBen ¢, 7, a, @, db/dT, dB|dT als konstant betrachtet
werden. AuBlerdem soll i sehr klein von derselben Ordnung
wie 7 sein. Setzt man daher die Konstante

-8

22 ,

Fg =

und
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so ist die GroBe ¢ unendlich kein von derselben Ordnung wie
7, ¢’ von derselben Ordnung wie z% und es folgt

ﬂ_ cﬂ-— , arT ¢ _ (et—dl)ecs
ds ~ T ds ¢ ds ¢ el—1

ds ¢ ecl — 1

was bei Vernachlissigung von unendlich Kleinem héherer
Ordnung liefert:

aT T arT T
ds = 7 ebemso o=,

welche Gleichungen besagen, daB die Stérungen, die die ge-

wohnliche Wiarmeleitung durch die thermoelekirischen Phino-
mene erfahrt, unendlich klein hdherer Ordnung ist.

' Mit Riicksicht hierauf zeigt die Formel (22) und (28), wo

jetzt die Indizes berfliissig geworden sind, daf vom heiBeren

zum kilteren Wirmereservoir in der Zeiteinheit die Warme-

menge

(26) w=10 1 21T g

tibergefithrt wird, wihrend die elektromotorische Kraft des
Thermoelementes nach Formel (7) den Wert
_ e=(a—a)t

hat. AuBer dieser elektromotorischen Kraft soll in dem Strom-
kreise, der aber nur aus dem Wismut- und Antimonstabe be-
stehen soll, noch eine andere elektromotorische Kraft ¢ titig
sein, der wir das positive Zeichen geben, wenn sie der elektro-
motorischen Kraft ¢ entgegenwirkt. Wir konnen uns dies etwa
so vorstellen, daf ein kleiner Teil des Wismut- oder Antimon-
drahtes selbst der bewegliche Teil eines Elektromotors oder
einer magnetischen oder dynamoelektrischen Maschine sei.
Natiirlich kann der betrachtete Teil des Wismut- oder Antimon-
drahtes auch fix sein, wenn daftir der iibrige Teil des Elektro-
motors relativ gegen ihn bewegt wird. Die elektromotorische
Kraft ¢ ist dann die durch die Induktionswirkung der be-
treffenden Maschine erzeugte. Sei

r==k—lf-]——x%, und g=g77i+l;_2,
so ist » der gesamte Leitungswiderstand des aus beiden Drahten
gebildeten Stromkreises, oz die gesamte Warmemenge, welche
durch Leitung dem heiBen Warmereservoir entzogen und dem

Boltzmann, Gesammelte wissensch. Abhandl. IIT. 22
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kilteren zugefihrt wird. Wir konnen die Formel (26) auch so
schreiben: | .
W=p7+(0—Pp)7.
Ferner ist: , )
. e —¢& a—o)T — &
(28) jmtoto ey,

Die gesamte Arbeit, welche die Elektrizitat am Elektro-
motor leistet, ist si = 4. Es sind nun zwei Falle moglich:

Erstens kann der Thermostrom Arbeit leisten, dann ist
notwendig & < e, i positiv, # positiv. Es sinkt die Wirme-
menge # von dem Temperaturniveau 7'+ z auf das Niveau 7'
herab und dabei wird die Arbeit ei geleistet. Der zweite
Hauptsatz fordert dann, daB die positive Grofle &7 kleiner oder
hochstens gleich der positiven GroBe # 7|7 ist, oder daB

Wt —eil
keinen negativen Wert haben kann.

Zweitens kann die Maschine durch eine #suBere Arbeits-
quelle getrieben werden, so daB sie einen Strom erzeugt,
welcher dem vom Thermoelemente bewirkten entgegengesetzt
ist. Dann ist & >e, ¢ ist negativ. Wenn /7 positiv ist, so
ist der zweite Hauptsatz sicher erfillt, da lediglich Arbeit in
Wirme verwandelt wird und gleichzeitig Wirme von einem
hoheren zu einem tieferen Temperaturniveau herabsinkt. Ob
der zweite Hauptsatz erfillt ist, kann nur fraglich sein, wenn
auch # negativ ist. Es wird dann durch Aufwendung der
duBeren Arbeit — &7 die Wiarmemenge — # von dem niedri-
geren Temperaturniveau 7 zu dem hoheren 7'+ z gehoben.
Sowoh]l — ¢i, als auch — # sind positive GroBen. Der zweite
Hauptsatz erfordert wieder, daB die positive GroBe — Wz /[T
kleiner, hdchstens gleich der positiven Grofe — &i sei, also
wiederum, daB der Ausdruck # 'z — ¢el nicht negativ sein darf.

Die Substitution der obigen Werte liefert:

29 rWr—reil =T+ [(B—bt—elle+(h—pretroz.
Die Bedingung, da8 dieser Ausdruck fiir beliebige ¢ keinen
negativen Wert annehmen kann, ist

(29b) eT+B—br=2troT
oder

29¢) Tla—a)—b+p=2VroT.
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In den letzten beiden Formeln bezieht sich das Ungleich-
heitszeichen auf den absoluten Zahlenwert. a, 4, @, § sind
Konstanten des Materials; dagegen hangt 7o noch von den
Dimensionen der Drihte ab: es ist ’

9 v 9if | rle
re =ty Tt e T

Da hier alle GroBen wesentlich positiv sind, so erreicht r o
sein Maximum, wenn
to _/T0
A %y

ist. Dieser Maximalwert von o betrigt:

VT

Damit daher fiir alle moglichen Dimensionen der Drihte,
die Ungleichheit (29¢) erfiillt sei, muf sein

(30) Ia—a)— 6 — p=21/2Z +21/LL.

Diese Bedingung ist jedenfalls fiir alle moglichen Mate-
rialien erfiillt, wenn fiir jedes Material a7 — b dem Zahlen-

werte nach kleiner oder hdchstens gleich 2Vg T/k ist, was
wir durch

(31) ol —b= 2‘/ 14

ausdriicken wollen.

Es hat diese Losung auch geniigende Allgemeinheit, da
eine allgemeinere, welche dadurch entstiinde, daB man zu a
oder & eine fiir alle Metalle gleiche Funktion der Temperatur
addieren wiirde, physikalisch nicht von ihr verschieden ist.
Durch Bestimmung der elektromotorischen Kraft geschlossener
Thermobatterien kann n#mlich eine zu o hinzutretende fiir
alle Metalle gleiche Temperaturfunktion niemals bestimmt
werden, der Versuch einer Bestimmung dieser Funktion aus
der Spannung an den Polen eines offenen Thermoelementes
aber wird durch den KinfluB der Oberflichenschicht dieser
Pole vereitelt; die Messung der in einem Elemente entwickelten
Thomsonschen Wirme wiirde (d6/d7) — a fiir dieses Metall
liefern. Dadurch bleibt aber noch immer eine zu a oder &
tretende, fiir alle Metalle gleiche Temperaturfunktion unbestimmt.

22
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Die durch b — 8 bestimmte Peltiersche Wirme kann teils
von einer durch Molekularanziehungen auf die Elektrizitit
nicht kompensierten Energievermehrung derselben beim Uber-
gange von einem Metalle zum anderen, teils vom Kohlrausch-
effekt herrithren. Da es nun bisher kein Mittel gibt, einen in
allen Metallen gleichen mit dem elektrischen Strome ver-
bundenen Warmestrom zu entdecken, und da bei Beobachtung
von Temperaturinderungen bei elektrostatischer Ladung oder
Entladung von Leitern wieder die Oberflichenschichten stdren
wiirden, so scheint eine Bestimmung der letztgenannten Tem-
peraturfunktion nicht moglich. Bei Beobachtungen der Spannung
an den Polen offener Thermoketten wiirden tibrigens die frither
mit # und f bezeichneten und durch partielle Integration ver-
einigten GroBen separat hervortreten.

Falls wir von der Warmeleitung abstrahieren, haben wir
g =0 zu setzen. Dann muB

(32) ‘ al=b

sein, was wieder auf die Thomson-Buddesche Theorie
zuriickfiihrt, da alsdann die Formeln (19), (20) genau die Form
der Gleichungen (13), (14), (15) und (16) annehmen. Da die
GroBen ¢ und ¢ in ersteren ebenso wie die GroBen z und ¢
‘in letzteren Formeln Temperaturfunktionen sind, welche fiir
jedes Material ganz beliebige Werte haben koénnen, so steht
natiirlich der Identifizierung von z mit ¢ und ¢ mit ¢ nichts
im Wege; beide Formelgruppen haben gleiche Bedeutung. Hs
war dies zu erwarten, da ja, sobald von der Wirmeleitung
abgesehen wird, sich notwendig die Thomson-Buddesche
Theorie als Konsequenz des zweiten Hauptsatzes ergeben muB.
Bezeichnet man wie Thomson (df8/dT) — ¢ mit o, (db/dT) —a
mit s und 4 — 8 mit — 7, so folgt sofort die Thomsonsche
Gleichung

dn 7

ar — T

(vgl. die Gleichungen (19), (20) und (82)). Fiir alle bekannten
Korper aber, in denen nebst den thermoelektrischen Eigen-
schaften auch noch Wirmeleitung stattfindet, ist ¢ von Null ver-
schieden, und es kann aus dem zweiten Hauptsatze bloB die
durch die Ungleichung (31) bestimmte obere Grenze gefolgert

0 — 8§ =
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werden, welche der Zahlenwert von al — b nicht iiber-
schreiten darf.

‘Wir haben bisher nur den speziellen Fall betrachtet, daB
die Temperaturdifferenz der beiden Litstellen unendlich klein
ist.” Wir wollen jetzt einen viel allgemeineren Fall der Rechnung
unterziehen. Die Temperaturdifferenz der Litstellen soll einen
endlichen Wert haben und es soll auch der Fall nicht aus-
geschlossen werden, daB an beliebigen Stellen der Drihte
kontinuierlich Wirme zugefithrt, resp. entzogen wird. Wir
warten ab, bis ein stationdrer Temperaturzustand sich in den
_Drahten gebildet hat. Wenn dann # die in der Zeiteinheit
irgend einem Klemente zugefithrte Warmemenge bezeichnet,

80 1ist:
aw W, W, aw R
fT"_TT_'TT_"fT""f_T_'

Substituiert man hier die durch die Gleichungen (22) und (23),
(24) und (25) gegebenen Werte und integriert die in den beiden
letzteren vorkommenden nach s und ¢ differentiierten Glieder
partiell, so folgt:

(33) de dT[fly lP?’_Hb —p— aT+aT)+z2T( 2 ”

In dieser Formel ist 7' als independente, von 7)-bis 7,
zunehmende Variable gedacht. Die Drahtlingen s und o sind
als Funktionen dieser Independenten aufgefaBt, und ihre
Differentialquotienten nach 7' mit s und ¢’ bezeichnet. Der
zweite Hauptsatz ist immer erfillt, sobald dieser Ausdruck
niemals negativ werden kann, und man sieht sofort, daB dies
eintritt, wenn

69 ¢-f-al+elp=4(L+2) |+ )T

ist. Da die beiden eingeklammerten GréBen auf der rechten
Seite genau dieselbe Form haben, wie die oben mit » und ¢
bezeichneten GroBen, nur daB hier s und ¢’ an die Stelle von !
und A treten, so sieht man, daB ganz dieselben Betrachtungen
wie oben angestellt werden konnen, und daf die Ungleichung (34)
jedesmal erfiillt ist, sobald es die Ungleichung (30) oder (31) ist.
Jede der letzteren Ungleichungen ist also ausreichende Bedingung
dafiir, daB auch in diesem allgemeineren Falle die thermo-
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elektrischen Erscheinungen niemals in Widerspruch mit dem
zweiten Hauptsatze treten.

Durch eine nahe liegende Verallgemeinerung kann man
sehen, daB dies auch fiir die Falle gilt, wo mehr als zwei Metalle
zu einem Stromkreise angeorduet sind, wobei sowohl an den
Lotstellen als auch sonst an beliebigen Stellen der Drihte
Wiarme zugefihrt oder entzogen werden kann. Sobald der
stationfire Zustand eingetreten ist, wollen wir wie frither den
Ausdruck fiir /'d# /T bilden. Die partielle Integration ergibt
ganz wie frither zunichst:

(35) Sf‘” [fq il —al) 4427 f]

§ bezeichnet eine Summation iiber alle mdglichen Metalle;
es bedeutet also, daB die Integration rund iiber den von den
Metallen gebildeten Kreis herum zu erstrecken ist. s ist der
Quotient des Temperaturdifferentials in das Langendifferential
des betreffenden Drahtes, welches letztere immer im Sinne der

T
E

NAVAN

A G

Fig. 2.

wachsenden Temperatur positiv zu zihlen, also mit demselben
Zeichen, wie dT zu versehen ist. Wir wollen nun die ganze
Lange des Drahtkreises M/ N auf der Abszissenachse, die zu
jedem Punkte gehorige Temperatur dazu als Ordinate auf-
tragen, wodurch eine beliebig gestaltete Kurve 4 BCD £ F &
entstehen soll. Die Ordinate 4 M des Punktes # muB natiir-
lich gleich der Ordinate GV des Punktes N sein, da ja M
‘und & identische Punkte des Drahtkreises sind. Wir vereinen
das Integral iiber 4 B mit dem iiber # @, das iiber B C mit
dem ttber €D, und das iiber D F mit dem itber BF zu je
einer Summe. Wo immer dann die Stellen liegen mogen, an



87. Theorie der Thermoelektrizitit. 343

denen zwei ungleichartige Drahte zusammenstoBen, immer wird
jede dieser Summen die Form (38) annehmen, und es werden
daher die frither daran gekniipften Folgerungen hier w1eder
zutreffen (vgl. Fig. 2).

Das Resultat unserer Untersuchungen kann also dahin
ausgesprochen werden, daB man mit keinem bisher bekannten
Naturgesetze in Widerspruch kommt, sobald man annimmt,
daB die Gesamtheit der thermoelektrischen FErscheinungen
durch die Gleichungen (7), (19) und (20) gegeben ist, sobald
nur zwischen den Konstanten « und 4 fiir jeden Korper die
Ungleichung (31) besteht. Einen speziellen Fall, der allerdings
der einfachste ist, und die am besten in sich abgeschlossenen
Formeln liefert, erhilt man, wenn man an Stelle der Un-
gleichung (31) die Gleichung (32) annimmt. Doch glaube ich,
daB nur experimentell entschieden werden kann, ob dieser
theoretisch einfachste Fall auch allezeit mit vollkommener
Genauigkeit der Natur entspricht. Die einfachste Entscheidung
hieriiber wiirden Experimente iiber die Peltiersche Wirme
liefern, wie sie schon von Thomson in Aussicht genommen
wurden.

Die Differentiation der Formel (7) liefert néimlich:

de

W T T %
wogegen nach Formel (19) die Peltierwirme, welche wihrend
der Zeiteinheit durch Wirkung eines Stromes von der Inten-
sitdt 1 bei konstanter Temperatur an der Liotstelle mit der
Temperatur 7, entwickelt wird, den Wert p = b — 8, hat.
Unter Weglassung des Index 1 folgt daher aus der Thomson-
schen Theorie, wie schon dieser gezeigt hat!),

Tde

(36) T =P
wihrend aus der hier vorliegenden Theorie bloB die Ungleichung
(87) o =2 9T+21/7T

folgt. Nun sind allerdings schon teils direkte, teils indirekte
Versuche angestellt worden, um die Gleichung (36) experimentell

) Thomson, Phil. Mag. (4) 11. S. 285. 1856.
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zu prifen. Le Roux?) maB fir die Kombinationen ver-
schiedener Metalle mit Kupfer die Werte von p und de/dT und
fand zwar im allgemeinen Proportionalitit, doch ergaben sich,
selbst wenn man das dem Kupfer zu nahe stehende Zink aus-
schlieBt, noch Abweichungen bis iber 35°/,; Edlund? fand
bei einer zu dem gleichen Zwecke nach einer ganz anderen
Methode angestellten Untersuchung sogar Abweichungen, die
bis 60°/, gehen (ebenfalls unter AusschluB des Zinks). Die
Versuche Boutys3), welcher fiir die Berithrungsstelle von CuSO,,
und Cu aus Formel (86) berechnete p = 0,528 cal, wihrend er
experimentell fand p = 0,508 cal, kommen hier kaum in Betracht,
da hierbei noch eine elektrolytische Ausscheidung oder Auf-
losung von Cu stattfindet, worauf die obigen Formeln keine
Riicksicht nehmen. Die Priifung der Formel (36) durch absolute
Messungen unternahm zuerst Budde in der ersten der zitierten
Abhandlungen. Er zeigte, daB fiir die Kombination CuFe die
Temperatur, fiir welche de/dT = 0 wird, nicht bedeutend ver-
schieden sein kann von der Temperatur, fir welche p ver-
schwindet. Fiir letztere fand er 245° C.,, wahrend fiir die
erstere Temperatur aus Gaugains Messungen sich 264° C.
ergibt. Da jedoch Budde p mittels der elektromotorischen
Kraft des Thermoelementes FeCu selbst maB, welche in der
Nshe dieser Temperatur gerade sehr klein wird, so konnte er
naturgem#B nicht den hochsten Grad von Genauigkeit erzielen.
In der zweiten zitierten Abhandlung erwahnt Budde S. 285,
daB er fiir ein aus Antimon und Kupfer gebildetes Thermeo-
element direkt sowohl T'de/dT als auch p (letzteres mittels
des Eiskalorimeters) gemessen und letztere Grofie gleich 929/,
der ersteren gefunden habe, wodurch er ihre Gleichheit fiir
geniigend erwiesen halte; allein er bezeichnet seine Versuche
selbst als Vorversuche und gibt nihere Details nicht an.
Ausfithrlichere Versuche wurden von Naccariund Bellati%)

) Le Roux, Ann. de chim. (4¢) 10. S.201. 1867; Wiedemann,
Elektrizititslehre 2. S. 422. .

%) Edlund, Pogg. Ann. 137, 8. 474. 1869; 140. S. 435. 1870; 143.
S. 404. 1871,

% Bouty, C. R. 90. S.987. 1880; Wiedemann, Elektrizititslehre
2. S. 449,

4) Naccari w. Bellati, Atti del R. istituto Veneto (5) 4. S. 1. 1878;
(5) 5. S. 58. 1879; Wiedemann, Elektrizititslehre 2. S. 450.
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angestellt. Dieselben fanden in der ersten Abhandlung 7'de [dT
fiir Bi—-Cu mittels einer Interpolationsformel gleich 0,0459,
wihrend das Experimient ergab